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Motivacion historica e intuitiva

El concepto de proceso estocastico fue tratado de manera generalmente intuitiva y empirica
mediante sus aplicaciones en distintas areas de las ciencias naturales y sociales. Sin embargo, gra-
cias a la formulacion axiomatica introducida por el mateméatico ruso Andréi Kolmogorov en 1933
a través de su trabajo «Fundamentos de la teoria de Probabilidad», basdndose en la investigacion
matematica de distintas autorfas (por ejemplo, A. Markov, E. Borel, N. Wiener, P. Levy, etc.),
podemos estudiar la teoria de la probabilidad desde un enfoque riguroso y formal que se funda-
menta sobre la teorfa de la medida y por sus objetos caracteristicos, facilitando el tratamiento
de los procesos estocésticos usando las herramientas aqui desarrolladas. Asi, en términos simples,
un proceso estocastico se puede definir como una coleccion indexada de variables aleatorias, cuya
relevancia radica en que ahora se pueden definir como funciones medibles sobre un espacio de
probabilidad que, en si mismo, es un espacio de medida. A partir de aqui, se obtuvieron distintas
formalizaciones y clasificaciones para los distintos procesos estocasticos, y las distintas relaciones
que pueden existir entre estos.

En la presente tesis nos interesa ver como la teoria de martingalas puede aplicarse al com-
portamiento de algtin proceso con caracteristicas especificas que inicialmente puede o no ser una
martingala. Este tipo de proceso estocastico cuyos origenes vienen de los juegos de apuestas y sus
distintas estrategias, en particular, refirendose a una estrategia de juego (popularizada en el siglo
XVIII) en donde se iria duplicando la apuesta en cada derrota, esperando obtener un beneficio ante
la llegada de la victoria, se caracterizan por el comportamiento del valor esperado de su siguiente
observacion condicionada por sus observaciones hasta el momento presente, el cuél sera el mismo a
la observacién que se tiene en el presente. Considerando la amplia dificultad en el manejo de la con-
vergencia y los teoremas limite como parte de la naturaleza aleatoria de los procesos estocasticos en
general (se dificulta cuantificar de manera precisa el efecto de ciertas caracteristicas iniciales para
su posterior agregado aleatorio), si un proceso cumple la propiedad de la martingala, automética-
mente tenemos a nuestro acceso una amplia teorfa que nos permite investigar su comportamiento
con menos dificultades y sin pedir algo tan ideal como una sucesion de variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas. El desarrollo de dicha teoria fue ampliamente potenciado por
los trabajos de J. L. Doob, que es considerado el fundador de la teorfa moderna de martingalas (sin
embargo, la cita més antigua en donde se puede encontrar el uso moderno de este término se puede
encontrar en una de las tesis de J. Ville (véase [30]), estableciendo resultados importantes con
respecto a teoremas de convergencia aplicados a las distintas estructuras secundarias que existen
a partir de la nocion de martingala (por ejemplo, las submartingalas, martingalas p-integrables,
martingalas en diferencias, entre otras); y P. A. Meyer, que realizo avances significativos por medio
de sus obras enfocadas en semimartingalas, integracion estocéastica y teoremas de descomposicion.

Un concepto relevante en esta tesis es el de proceso estocastico con memoria, que se refiere al
caso en donde alguna variable aleatoria en algtin instante ¢y no es independiente de alguna otra
correspondiente a t < tg. También suele referirse a este como proceso no-Markoviano. Para estu-
diarlo adecuadamente, debemos asociar algiin pardmetro o régimen que nos ayude a observar si esta
memoria tiene alguna influencia en el comportamiento del proceso con el paso del tiempo, o dicho
de otra forma, ver la relacion entre el analisis asintotico del proceso con el parametro asociado a la
memoria. Nuestro enfoque se dirige a aquellos a los que llamamos procesos de memoria infinita, en
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donde la influencia de las observaciones pasadas decae lentamente a través del tiempo, permitiendo
que eventos distantes sigan teniendo alguna influencia en el futuro. Una familia correspondiente a
este tipo de procesos es la de modelos de tipo urna de Pélya, que contemplan una situaciéon en don-
de se tiene una urna contenedora de canicas de colores a la que se le aplican esquemas de reemplazo
de acuerdo al color de la canica escogida de manera aleatoria, cuyas condiciones iniciales pueden
determinar tanto el tipo de convergencia que se obtendra como los parametros de la distribucion
limite (si existe), esto de acuerdo a la naturaleza del tipo de urna en cuestion [23]. El estudio a
profundidad de esta familia de procesos nos llevo a prestar especial interés a otro caso de proceso
de memoria infinita, denominada caminata aleatoria del elefante (ERW por sus siglas en inglés),
introducido por Schiitz y Trimper [27] en 2004, descrita como una caminata aleatoria en la cual a
cada paso el caminante escoge uniformemente algin momento del pasado y elegira aleatoriamente
si repetira su propio movimiento en tal momento o haré lo contrario (considerando que tiene dos
elecciones de movimiento). Actualmente existe una amplia literatura acerca del comportamiento
asintotico de la ERW (por ejemplo, véase [I], [I5], [I4]), mientras se siguen proponiendo variaciones
de la misma, buscando efectos distintos correspondientes a la cantidad de relevancia que se le da
a las observaciones efectuadas en su pasado.

Lo que nos compete es el estudio de una caminata aleatoria reforzada, en concreto la Caminata
aleatoria perezosa reforzada (LRRW por sus siglas en inglés), cuya principal cualidad es la que
llamaremos como propiedad de lapso de memoria. El comportamiento que se busca es tal que, el
caminante pueda basar su movimiento actual enteramente en su pasado o moverse con independen-
cia del mismo. Esta caminata fue introducida en un articulo de Gonzalez Navarrete y Hernandez
[10] en 2021, que aporto las herramientas necesarias para consolidar un analisis asintdtico intensivo
de la LRRW. Lo que se realizara en la presente tesis a modo de objetivo, es brindar una exposicion
detallada y visual si es posible, de las técnicas basadas en la teoria de martingalas y sus teore-
mas limite que nos permiten desglozar por casos sus propiedades asintoticas, que se encuentran
determinadas por algin pardametro que presente relacién directa con la memoria de esta caminata
aleatoria, pudiendo minar varias de las caracteristicas relevantes que poseé en un sentido proba-
bilistico. Dentro de estos teoremas limite, principalmente se busca que se satisfaga alguna version
adaptada de las siguientes: ley de los grandes ntimeros, la ley del logaritmo iterado, la convergencia
a los momentos pares de la distribucion normal y el teorema central del limite (tanto el que se
cumple como convergencia en distribucién, considerado como version clasica, como la version que
garantiza la convergencia débil de medidas de forma casi segura).
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Capitulo 1

Preliminares

El proposito de este capitulo es el de presentar definiciones y algunos teoremas que nos serviran
para establecer un punto de partida que considere las nociones necesarias para la lectura de este
trabajo. Unicamente se necesita cierta familiaridad con los cursos de analisis y probabilidad para
tener un entendimiento a grandes rasgos, para entrar en contexto con lo que aqui se expone. No
obstante, se brindaran referencias de recursos bibliograficos si uno requiere de mayor profundidad.

Se utilizara la notacion usual (2, F,P) para referirse a un espacio de probabilidad, donde Q2
es un espacio muestral, F es una o-algebra sobre 2 y P es una medida de probabilidad. Ademas,
decimos que una variable aleatoria X es integrable si E|X| < oo y, como abuso notacional,
escribiremos n > 0 para referirnos a un entero no negativo (al poner a m como subindice se le
considerara de esta misma forma).

Dentro de los conceptos basicos, vale la pena mencionar el concepto de propiedad casi segura,
los distintos tipos de convergencia que se manejan y la notacién asintotica, asi como el Lema de
Toeplitz que nos permite tratar la convergencia de cierto tipo de sucesiones que involucran sumas
parciales. Posteriormente serd presentada la teoria pertinente a los procesos estocasticos.

1.1. Nociones importantes

Extraida de la teoria de la medida, se denomina propiedad casi segura a aquella que nos permite
afirmar que, aunque no se satisfaga en la totalidad de un conjunto, esta propiedad se cumple en
una cantidad de puntos «més que aceptable».

Definicion 1.1. (Propiedad casi segura). Sea E € F el evento que corresponde a todos los w en
O que satisfacen cierta propiedad, entonces se dice que esta ocurre casi seguramente (c.s. para
abreviar) si P(E) = 1.

Los tipos de convergencia que se estudian en probabilidad nos permiten entender la «tendencia»
que hay, en este caso, de una sucesion de variables aleatorias hacia otra, esto de maneras diferentes,
bajo ciertas condiciones restrictivas. Se debe tener claro que los siguientes tipos de convergencia
no son equivalentes pero se garantiza un orden de implicaciones entre uno y otro.

Definicion 1.2. (Tipos de convergencia).

s (Convergencia casi segura). Decimos que la sucesion (X,,) de variables aleatorias converge
cast seqguramente a la variable aleatoria X si:

P(weﬂzn1groloxn(w) :X(w)) :P(h’m Xn:X) ~ 1.

n—oo

o . . . c.s.
Lo que va acorde a la definicion anterior. Esto también se puede escribir como X,, — X.
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» (Convergencia en probabilidad). Decimos que la sucesion (X,,) de variables aleatorias con-
verge en probabilidad a la variable aleatoria X st para cualquier nimero real € > 0:

lim P(| X, — X|>¢€) =0.
n—oo

. . . P
La notacion que serd usada se escribe como X, — X.

» (Convergencia en distribucion). Sea F, la funcion de distribucion acumulada de X,, y F la
funcion de distribucion acumulada de X. Decimos que (X,,) converge en distribucion (o
en ley) a X si:

. o d .
Notacionalmente, se puede escribir como X,, — X para todo x € R en donde F' sea continua.

s (Convergencia en media de orden p o convergencia en LP). Se dice que (X,) converge en
media de orden p (o en LP) a X si:

lim E[|X, — X|*] = 0.
n—oo

o P
Esto se puede escribir como X,, — X.

De lo anterior, es posible observar que se cumple la siguiente cadena de implicaciones:

X, X — X, 5 x — x, % x.
X, 4 x —- x, 5 x — x, 5 x

Para cualesquiera niimeros ¢ > p > 1 reales.
Algunos ejemplos de la no-equivalencia pueden verse a continuacion:

1. Si consideramos la sucesion (X,,) de variables aleatorias independientes tales que P(X, =
1)=1/ny P(X,, =0) =1— 1/n, uno puede verificar que X, 20 pero que no converge a
cero casi seguramente (para ver esto, puede usarse el Segundo Lema de Borel-Cantelli).

2. Si definimos la sucesion de variables aleatorias continuas como X, (w) = w y Xopy1(w) =
1—w, con n > 0, sobre el espacio de probabilidad ([0, 1], B[0, 1], leb[0, 1]), en donde leb0, 1] se
refiere a la medida de Lebesgue restringida al intervalo unitario, con leb[0,1](A) = b—a, A €
{(a,b),[a,b],[a,b).(a,b]} C [0,1]), entonces tenemos que todas tienen la misma distribucion
(en este caso, la distribucion uniforme continua U[0, 1]), pero no convergen en probabilidad
a ninguna variable aleatoria (si se supone lo contrario se llega a una contradiccion).

3. Tomando el mismo espacio de probabilidad que en el ejemplo anterior y definiendo a las

variables aleatorias que conforman la sucesion (X,,) como X, (w) = 2" 1/,)(w), entonces
2np

X, & 0, pero E[|X,|P] = — (2" «crece mas rapido» que n, encontrandonos con una
n

divergencia a infinito).

Otro tipo de convergencia que debemos considerar es la llamada «convergencia débil de medi-
das», y que requiere una mencién aparte de las convergencias anteriores, puesto que nos interesa
el comportamiento de una sucesion de medidas (en lugar de una de variables aleatorias) y el saber
de qué forma podriamos definir su cercania a una medida limite. Cabe mencionar que esta nociéon
de convergencia se puede ver como una extension de la convergencia en distribucién, y se hace de
la siguiente forma. Supongamos que tenemos una sucesion (X,) de variables aleatorias sobre un

espacio de probabilidad (€2, F,P) tales que X, 4, X, con F' la funcion de distribucion de X y
la medida Py dada por Po((—o0,z]) := F(z), y si definimos la sucesion de medidas (P,) como
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P, ((—o0,z]) := F,(x), donde cada F}, es la funcion de distribucion asociada a cada X,,, paran > 1
(recordemos que F,(z) = P(X, < z)). Podemos mostrar asi la siguiente relacion

lim P, ((—o0,2]) = lim F,(x)

n—oo n—oo

— P(x) = Po((—00, 2]).

Uno puede notar que P({z}) = 0, lo cual sera incluido de forma extendida en la definicion que
va a mostrarse a continuacién. De esta manera, hay una correspondecia uno a uno entre medidas
de probabilidad y funciones de distribucion (se debe mencionar que esto es posible mientras se
trabaje en un espacio métrico, en este caso R es metrizable).

Definicién 1.3. (Convergencia débil de medidas). Una sucesion de medidas de probabilidad (Py,)
sobre (R™,B(R™)) converge débilmente a una medida P si, para todo A € B(R™) tal que
P(OA) =0 (A suele ser llamado conjunto P-continuo, donde OA denota la frontera del conjunto
A), se cumple que

lim P,(A) =P(A4).

n— oo

La notacion utilizada suele ser P, = P.

Lo que motiva a usar esta definicion es el siguiente teorema, que establece que hay propiedades
equivalentes a esta misma.

Proposicion 1.1. (Teorema de Portmanteau). Sean (P,) y P medidas de probabilidad sobre
(R™ B(R™)) y sea X : R™ — R™ el vector aleatorio identidad. Entonces las siguientes afir-
maciones son equivalentes

1. P, = P.

2. lim,, o0 Ep, [f(X)] = Ep[f(X)], para toda funcidn f real sobre R™ continua y acotada (de
esta forma, f(X) es una variable aleatoria).

3. limy, 00 Ep [f(X)] = Ep[f(X)], para toda funcion f real sobre R™ uniformemente continua
y acotada.

4. limsup,,_,. Pn(G) < P(G) para todo conjunto G cerrado en R™.
5. liminf,, o P, (H) > P(H) para todo conjunto H abierto en R™.

Convencionalmente, se escribe E[X] cuando se obtiene la esperanza con respecto a una medida de
probabilidad que siempre serd la misma (y por ende, no se requiere especificar), y se escribe Ep[X]
cuando se necesita obtener esperanzas con respecto a distintas medidas de probabilidad.

Puede consultarse una demostracion en [4].

La medida Gaussiana es notable en tanto que se obtenga una convergencia débil de medidas
que la involucre, lo que sera realizado de forma segura en el siguiente capitulo, asi que es merecida
la mencién de su definicion.

Definicion 1.4. (Medida Gaussiana no-degenerada). Definimos a la medida Gaussiana G, sobre
R™ con media u y varianza o > 0 (es decir, no-degenerada) de la siguiente forma

]. 2 2
— [lx—pll*/20
Gm(A) = Grot)i2 /Ae dx.

Para todo A conjunto boreliano m-dimensional.

Sera suficiente con considerar una medida Gaussiana N (u1, 02) unidimensional.
La notacion que se mostrara a continuacién nos sirve para expresar las relaciones que existen
entre funciones de acuerdo con sus «velocidades» o «ritmos» de convergencia.
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Definicion 1.5. (Equivalencia asintdtica, notacion «O» grande, «o» pequena).

s Decimos que f y g son dos funciones asintéticamente equivalentes si

lim @ =1.
T—00 g x)

Notacionalmente se escribe como f(x) ~ g(x).

w Sean (x,) y (yn) dos sucesiones (de nimeros reales o variables aleatorias). Se dice que x,, =
O(yn) (se lee (xy,) es O-grande de (yy)) si ocurre que existen dos constantes C y ng tales que

|zn| < Clyn| para todo n > ng.

w Y ose dice que x,, = o(yn) (se lee (x,) es o-pequena de (y,)) si existe una constante ng tal
que, para toda € > 0,

|.T"‘ S E|yn| para todo n 2 ng.

O lo que es lo mismo
lim " =0,
n— 00 y’ﬂ

(Propiedades de la notacién «O» grande).
» (Reflexividad) z,, = O(zy,).

» (Transitividad) Si z,, = O(yn) ¥ yn = O(2y), entonces x, = O(zy).

(Multiplicacién por una constante positiva) Si ¢ > 0y x,, = O(yy), entonces cx,, = O(yp).
= (Regla de la suma) Si x, = O(z,,) ¥ yn = O(z,), entonces x,, + y, = O(2,).
» (Regla del producto) Si x,, = O(ay) y yn = O(by,), entonces x, - yn, = O(ay, - by).

Para familiarizarse con estas relaciones asintoticas, se sugiere el libro [13] senalado en la bibliografia.

El siguiente resultado, relacionado con los cursos de analisis matematico que tratan sobre la
convergencia de series, nos permite maniobrar distintas expresiones matemaéticas que irdn surgiendo
posteriormente.

Lema 1.1. (Toeplitz). Sea {an : 1 < k < kp,n > 1} un arreglo doble de nimeros reales tal que,
para cualquier k > 1, imy, 00 ang = 0 y sup,,>q Zzll lank| < 0o0. Sea {zn,n > 1} una sucesion de
numeros reales.

1. Silim,,_,o x, = 0, entonces lim,, _, Zk:l ankxr = 0.

. , En , En
2. Silimy, ooty = € R y limy, o0 Y 3", ank = 1, entonces limy, o0 Y 1" | Gnp®y = .

Y en particular, si (a,) es una sucesion de nimeros reales positivos que satisface Z;’;l Ay =00 Yy
st limy, oo , = x € R, se tiene que

n -1 n
lim g ak g apTp = .
n—oo
k=1 k=1

Si se busca alguna demostracion, se puede hallar una en [17].
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1.2. Esperanza condicional

Es crucial definir uno de los conceptos clave en el estudio de la teoria de procesos estocasticos,
el de esperanza condicional, la cual, en su definicién general depende de la informacién brindada
por la o-algebra que se estd tomando en consideracion. Ademés, se dardn algunas propiedades
esenciales. En esta seccion, X se tomara como una variable aleatoria integrable sobre (2, F, P).

Antes de la definiciéon general, para su entendimiento se mencionaran unos casos particulares
de la definicion principal, para partir de un enfoque maés intuitivo.

Definicion 1.6. (Esperanza condicional).

1. (Dado un evento A) Sea A € F tal que P(A) # 0. Entonces la esperanza condicional de X
dado A se define como

E[X|A] = ﬁE[X]lA].

2. (Dada una variable aleatoria discreta) SiY es una variable aleatoria discreta sobre (Q, F,P),
entonces la esperanza condicional de X dadoY se define como la variable aleatoria que cumple

EX|Y](w) = E[X{Y = yn}].
Para w € Q cuando satisfaga que Y (w) = yn, n €N, con P({Y =y,}) # 0.

3. (Dada una o-dlgebra generada por una particion numerable) Sea G C F una o-dlgebra gene-
rada por una particion numerable (G,) de Q, tal que P(G,,) > 0 para todo n > 0. Entonces
la esperanza condicional de X dada G es la variable aleatoria dada por

E[X|G](w) = E[X1g,].

P(G,)
Para w € Q conw € G,,.

No es complicado verificar que en el inciso 2, E[X|Y] es o(Y)-medible; y que en el inciso 3,
E[X|G] es G-medible. Ademés, retomando el inciso 2, se puede notar que se cumple que

E[E[X -14]Y]] = E[E[X | o(Y)] - 1.4] = E[X - 1.4].

Para todo A € o(Y) (Analogamente lo mismo para el inciso 3). Esto nos prepara para familiari-
zarnos con lo siguiente.

Definicion 1.7. (Esperanza condicional dada una o-dlgebra). Sea G una o-dlgebra tal que G C F.
La esperanza condicional de la variable aleatoria X dada G es cualquier variable aleatoria E[X | G]
que satisfaga las siguientes dos propiedades

1. E[X | G] es integrable.
2. E[X | G] es G-medible.

8. Para cualquier A € G,
E(E[X | G]-14) = E[X - 14].

La razoén por la que esta definicion depende de una o-algebra es que, si tenemos dos variables
aleatorias que no necesariamente son iguales pero que generan a la misma o-algebra, entonces las
esperanzas condicionales de X con respecto a cada una de estas variables es igual (casi segura-
mente), es decir, la esperanza condicional no depende de los valores que tomen dichas variables
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aleatorias, sin embargo, alguna diferencia se puede observar cuando se tienen variables aleatorias
que generan a distintas o-dlgebras. Por otro lado, solo la definicién anterior no deja en claro si
E[X|G] es tnica o incluso si existe, puesto que no se presenta alguna manera para obtener direc-
tamente una variable aleatoria con estas caracteristicas.

Usaremos una version simplificada pero valida del teorema de Radon-Nikodym, cuyas hipétesis
en la version general de este teorema se ven satisfechas si se aplica a los espacios de probabilidad.

Teorema 1.1. (Radon-Nikodgm). Sean ([0,1],F) un espacio medible, G C F una o—dlgebra y
P, Q dos medidas de probabilidad que cumplen que, para todo A € G tal que P(A) =0, Q(A4) = 0.
Entonces existe una funcion G-medible Y tal que

Q(4) = / YdP, paratodo A€ g.
A

Lema 1.2. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y sea G una o-dlgebra contenida en F. Si'Y
es G-medible y si se tiene que para todo G € G

ElY1lg] =0,
Entonces Y =0 casi seguramente.

Asi, acorde al Teorema de Radon-Nikodym, si definimos Q(A) := E[X14], A € G, con
G C F ambas o-algebras (no es complicado ver que Q es una medida de probabilidad), entonces
existe una variable aleatoria G-medible Y tal que Q(A) = E[X14] = fA Y dP,para todo A € G,
pues se observa que si P(A) = 0, entonces Q(A) = 0, afirmando que se tiene la existencia de
la experanza condicional. Y el Lema |1.2] nos garantiza la unicidad casi segura. Esto se hace mas
claro y explicito cuando se estudia teoria de la medida en conjunto con los conceptos esenciales de
probabilidad, siendo un ejemplo el enfoque mostrado en [6], pudiendo ser complementado con [5].
Ya garantizadas la existencia y unicidad de la esperanza condicional, debemos tener en cuenta las
propiedades que tenemos a nuestra disposicién para maniobrarla con mayor facilidad.

Teorema 1.2. (Propiedades de la esperanza condicional). Sean (Q, F,P) un espacio de proba-
bilidad, X,Y wariables aleatorias F-medibles integrables, G,G1,Gs o-dlgebras tales que G C F y
G1 C Go C F. Entonces se cumple lo siguiente:

1. (Linealidad) Para a,b € R arbitrarias, se cumple

ElaX +bY |G]=aE[X |G|+ bE[Y | G] c.s.

Si Z es G-medible e integrable, entonces E[Z |G| = Z c.s.

Supongamos que X >Y casi seqguramente. Entonces E[X | G] > E[Y | G] c.s..
[EIX Gl = E(IX]]G)  cs

Si Z es G-medible e integrable, entonces E[X - Z |Gl =Z - E[X | ] c.s.
(Propiedad torre) E(E[X | Go] | G1) = E|X | G1] = E(E[X | G1] | G2) c.s.

Si G ={0,Q} o X es independiente de G, entonces E[X | G] = E[X] c.s.

S S N N

(Ley de la esperanza total) E[E[X | G]] = E[X] c.s.

Las pruebas para cada propiedad pueden encontrarse en [5] y [31].
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1.3. Martingalas

La esperanza condicional otorga parte de su versatilidad (por medio de sus propiedades) a
varios de los procesos estocasticos mas estudiados, de ahi que se le considere el objeto matematico
central en esta teoria. Asi que, después de que se le haya presentado, tendra sentido introducir
cuanto proceso estocéstico sea necesario. En particular, el proceso estocéstico protagonista por el
cual se estudiara a nuestra caminata es la martingala, para el que, uno de los intereses iniciales
de su estudio fue el de poder asimilar que no existe ninguna estrategia ganadora en la mayoria de
juegos con apuestas de azar (en caso de que se defina un tiempo de paro). Con prontitud debera
mostrarse su definicion.

Definiciéon 1.8. (Martingala). Sea (F,) una sucesion de o—dlgebras tales que Fr, C Fpy1 C F
para todo n > 0 (se llamard a (Fy,) una filkracion sobre (Q, F,P)). Una martingala (a tiempo
discreto) con respecto a la filtracion (Fy,), es una sucesion de variables aleatorias (X,,) que cumplen
las siguientes propiedades:

para cada n > 0,

1. X,, es F,-medible (lo cual se conoce también como que (X,) estd adaptado a la filtracion

(.7:”)),
2. E[|X,|] < oo (0 lo que es lo mismo, cada X,, es integrable),
3. E[Xp1 | Fn]=Xn cs

(Submartingala y supermartingala). Decimos que (X,,) es una submartingala (supermartingala) a
tiempo discreto con respecto a la filtracion (F,,) si se cumplen 1)y 2) y ademds

E[X,11 | Fn] > X, c.s. (Respectivamente, B[ X, 11 | Fn] < X, c.s.).

En la definicién dada, la propiedad que mejor caracteriza a la martingala y que la diferencia del
resto de tipos de procesos estocasticos es la propiedad del inciso 3. Ahora, presentaremos algunos
tipos de martingalas cuyas propiedades nos seran ttiles para el desarrollo posterior del analisis
asintotico.

Definicion 1.9. 1. (Martingala p-integrable). Se dice que una martingala (X,,) es p-integrable
st cada X,, es p-integrable, es decir, si B[|X,|P] < oco. Sip =2, nos referiremos a esta como
martingala cuadrado integrable.

2. (Martingala en diferencias). Se dice que la sucesion de variables aleatorias (X,) es una mar-
tingala en diferencias si es un proceso adaptado a una filtracion (F,) cuyas sumas parciales
>n Xn forman una martingala.

Y por supuesto, brindamos a continuacién algunas propiedades relevantes respectivas a las
martingalas.

Teorema 1.3. (Propiedades de martingalas) Sea (X,,) una martingala con respecto a la filtracion
(Fn). Entonces:

1. E[X;] = E[X,,] para todo n > 0.
2. (Desigualdad de Jensen). Sic: R — R es una funcidn conveza, y E|c(X)| < oo, entonces

Ele(X) | 9] = ¢(E[X | G]).

3. Si (en) es una martingala en diferencias, entonces

Elen | Fno1] =0 c.s.
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Se mencionara el teorema de descomposicién (Doob-Meyer) para introducir a la variacién
cuadratica predecible o proceso creciente asociado a la martingala (X,,). Para mayor fami-
liaridad, tenemos la siguiente definicién

Definicion 1.10. (Proceso predecible). Un proceso (X,) es llamado predecible (con respecto a la
filtracion (F,,)) si, para todo n > 0, X,, es F,,_1—medible.

Proposicion 1.2. (Descomposicion (Doob-Meyer)). Sea (X,,) un proceso adaptado (a alguna fil-
tracion) con X, € L' (otra forma de escribir que cada X, es integrable) para todo n > 0. Entonces
(X,) se puede descomponer de la siguiente manera, a la cual se le llama descomposicion de Doob:

X,=Xo+M,+ A, n>0.

Donde (M,,) es una martingala nula en cero (Mg = 0) y (A,) es un proceso predecible nulo en
cero. Ademds, (X,,) es una submartingala si y solo si el proceso (A,,) es un proceso creciente en el
sentido que

P(An S An+1,Vn) =1.

Y a partir de lo anterior, sea (M,,) una martingala cuadrado integrable nula en cero. Por la
desigualdad de Jensen, considerando que la funciéon 22 es convexa, se puede afirmar que (M?) es
una submartingala. Gracias a esto y al teorema de Descomposiciéon antes dado, para n > 0

M? = N, + A,.

Donde (N,,) es una martingala y (A,) es un proceso predecible creciente, ambos nulos en cero.

Notacionalmente, este proceso se escribira como A, := (M),, y definase Ay := lim, o A,. Al
ser N una martingala nula en cero, tenemos que E[M?] = E[A,], lo que nos dice que M es un
proceso acotado en L? si y solo si E[A] < co. Lo relevante del proceso (M),, es que

<M>n - <M>n71 = ]E[M’Z, - Mr%—l ‘ ]:nfl} = E[(Mn - ]\4n71)2 | ]:nfl]~

Y de aqui, se tiene el proceso creciente expresado como:
n
(M) = A(M);
k=1

= i]E[(AMk)Q | Fro1).
k=1

Con (M)o = 0. A este proceso creciente también se le puede llamar variacion cuadratica pre-
decible (asociado a (M,,)).

Toda esta subseccion referente a martingalas (y mucho mas) se puede encontrar en [31], intro-
duciéndonos en una teoria muy prometedora. Para concluir este capitulo, necesitamos saber qué
es una caminata aleatoria, siendo apropiado incluir su definicion.

Definicion 1.11. (Caminata aleatoria n-dimensional). Sea (X)) una sucesion de variables alea-
torias (o vectores aleatorios) en R™. Una caminata aleatoria con punto de salida en p € R™ es la
sucesion (Sg), donde Sy =p y

S =51+ Xk, k>1. (1.1)

Se suele decir que (Xi) es el movimiento o paso que da la caminata aleatoria y (Sk) su posicion.

Por lo general, se pide que las variables que conforman el movimiento de la caminata aleatoria
sean independientes e identicamente distribuidas, siendo que asi presentan caracteristicas y pro-
piedades deseables, pero omitiendo estos requisitos, se extiende de manera simple a una definicion
mas general, en la cual se incluye la caminata aleatoria que se va a estudiar e introducir en el
siguiente capitulo.




Capitulo 2

LRRW: AnaAlisis asintotico

2.1. Resultados basicos

Es crucial presentar al inicio de este capitulo a la caminata aleatoria que sera nuestro objeto de
estudio. Posteriormente se mostraran sus propiedades basicas. La caminata aleatoria perezosa
reforzada (LRRW por sus siglas en inglés), puede considerarse como una caminata aleatoria
del elefante (ERW) con retrasos bajo un lapso de memoria, la cual se define de la siguiente manera.

Definicién 2.1. (Caminata aleatoria perezosa con refuerzo). Sean (X,),(Sn) las sucesiones de
variables aleatorias que representan el movimiento y la posicion al instante n > 0 de la LRRW,
caracterizados por el siguiente comportamiento:

Cuando n = 0, la posicion inicial de la LRRW estard en el origen, indicado como Sy = 0.
Cuando n = 1, tenemos que S1 = X1, que estd dado por la siguiente distribucion

1, con probabilidad p,
X1 =< -1, con probabilidad q,
0, con probabilidad r.

Cuando n > 1, se tiene que

Xny1 = Ynan+1XUn + (1 — Yn)an+1. (21)
Donde se contemplan las siguientes distribuciones:
» U, es una variable aleatoria con distribucion uniforme discreta sobre {1,...n}.

» Y, es una variable aleatoria con distribucion Bernoulli que tiene como pardmetro a 0 € [0,1)
(el caso @ =1 ya estd caracterizado por la ERW con retrasos, que puede verse en [16]).

" qp41 es una variable aleatoria a la que le corresponde la siguiente distribucion

1, con probabilidad p,
Qnt+1 =< —1, con probabilidad q, (2.2)
0, con probabilidad 7.

Naturalmente, p+ q+r = 1. La posicion de la LRRW estard dada por

Sn-l—l = Sn + Xn_t,-l- (23)

Para efectos practicos, asumiremos que «,, y U, son independientes, y que Y,, es independiente
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del pasado de la LRRW. Para entender el comportamiento de la LRRW de manera intuitiva,
podemos dar un rol a cada variable aleatoria que aparece en su definicion, para lo cual podemos
verificar por casos. Observese que si Y,, = 0, el movimento X,, 11 no toma en consideraciéon al
pasado. Si para algin k£ > n ocurre que Yy = 1, el pasado ahora si se considerara. Hay que notar que
si agy1 = 0, se anularé la influencia del pasado. Véase asi a Y,, como un interruptor para la memoria
de la LRRW, llamando a esta situacion la propiedad de lapso de memoria. Correspondiente a a1,
la podemos interpretar como una variable que puede aceptar, rechazar o anular el movimiento
realizado en U,,.

La ERW poseé una amplia literatura que la describe, analiza y desarrolla, y son varias las
técnicas empleadas en el estudio de la ERW y sus variantes que seran aplicadas en la LRRW.

Acordaremos usar como notacion lo siguiente. Sea (F,) la filtracion sobre F definida como
Fn = 0(X1,...,X,,) para cada n > 1, que representa el conocimiento disponible sobre el proceso
(X) al tiempo n. Por convencion, Fy = {@, Q}.
La siguiente lista de resultados es primordial para la comprension del comportamiento de la LRRW.

Proposicion 2.1. Manteniendo la notacion anterior, la LRRW satisface lo siguiente.

» B[ Xy, | Fnl = % c.s.

S”L
» BE[X, 4 | Fo]l = a—-twes
w E[Shi1 | Fn] = WSn +w c.s.

Dondea:=0(p—q), w:=1-0)(p—q) yyn =1+ g, n > 1. A partir de aqui, w no se utilizard
n

como notacion para algin elemento en el espacio muestral £, sino que serd una constante.

Demostracion.

= Usando el Teorema de la Probabilidad Total, condicionando sobre la variable aleatoria U,
tenemos que

n

E[Xy, | Fal =) E[Xv, Ly, =k} | FalP{Un = k}
k=1
1 n
= > EXu, Liy,—1 | Fal
k=1

1 n
= - E[X | £
n
k=1

1 n
zgkz::lxk

= Dado que se supone independencia entre variables aleatorias, tenemos que

E[Xpy1 | Fu] = ElY, | FulElangr | Fo]E[ Xy,

Fo]l +E[1 =Y, | FulElant1 | Fnl

:9'(19—61)'%4'(1—9)'(17—61)

n
=a— +w C.S.
n

10
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s Como Sy11 = Xpt1 + S, con S, siendo F,-medible, tenemos que

E[Sn+1 | Fnl = E[Xpt1 + Sn | Ful
=E[X,t1 | Fu] + Sn
= a& + 5, +w

n

- (1+%) Sp 4w
=S, +w cs. 0O

Asi, con mayor seguridad procedamos a definir la «martingala asociada» (hasta este punto
no sabemos si es una martingala), clave en el analisis asintotico de la LRRW. Notaremos maés
adelante que las constantes que seran utilizadas estan dadas de tal forma que podamos manipular
a la LRRW para construir una martingala basada en esta.

Proposicion 2.2. Sea (M,,) una sucesion de variables aleatorias definidas de la siguiente forma:
My = 0; y paran > 1, M, = a,S, —wA,.

Donde a; :=1,i € {0,1}. Paran > 2

~

T 1 I@I(a+1) T(l+a)
an.fkl_qlvk = o T,

n
Ag :=0, Y paran>1 A, ::Zak.
k=1

Con T la funcion Gamma de Euler. Entonces (M) es una martingala (la martingala asociada a
la LRRW) a tiempo discreto con respecto a (F,).

Demostracion. Directamente se tiene que

E[Mn-H | ]:n} = IE)[an+15n-i-1 —wAnp1 ‘ Fn]
= nt1(YnSn + w) —wWAn+1
= apSy + wap11 — WAL
=a,S, — wA,
=M, cs.

También observe que, usando I'(n) = (n — 1)! para n entero positivo y T'(z + 1) = zI'(x) se
tiene que

n—1 . n—1 k
Ay = H '7]: = H R
k=1 k=1

B (n—1)! _ I'(n)
o1 Dla+k+1) T(a+n) qnol(a+k)
=1 T(a+k) L(a+1) Ii= I'(a+k)
_ T(n)'(a+1)
- I'(n+a)
I'l+a)

Ahora, para ver que a, ~ , se aproximara por medio de la Féormula de Stirling para

n()ﬁ

11
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la funcién T’ de Euler (puede consultar esta formula y una demostracion en [7]).

n—1 n—1
IRV %(n_l)< e ) (14 a) ~ L+ 0

I'(n+a _ 1\ te-l ne
( ) 2r(n+a —1) (W>
e

Nos sera esclarecedor tener una nocion del comportamiento probabilistico de (S,,), para lo cual
es adecuado obtener una expresion para sus probabilidades de transicion. Al considerar P(S,,+1 =
Snt1 | Sn) = P(Xpy1 + Sn = z + s, | Sn), parece que nos interesa encontrar en particular
P(X,11 =2 |Xy,..Xpn) =P(X,11 =z | Fp), por lo se hara enseguida.

Proposicion 2.3. Se cumple lo siguiente

P(Xn+1 =T | ]:n)

1= 21— X2) <3(I9Q+q)>}+(1_9)[(p+q)+2(p—q)a?+(1_m2) (r_(p;Q)>}7

x € {1,-1,0}.

Demostracion. Para verificar que este resultado es valido, deben considerarse todas las combinacio-
nes posibles que hay entre los valores que podemos suponer para X (la probabilidad que debemos
obtener esta condicionada por informaciéon ya dada), entre los que pueden ser 1, —1 o 0, conside-
rando la ocurrencia del evento {U,, = k} con 1 < k < n entero, y los valores que puede tomar
X,+1, enfocandonos en obtener la probabilidad de que X, 11 = z, suponiendo que x toma como
valor 1, —1 o 0, guidndonos por lo siguiente:

P(Xp1=a|F) =) PXnp1=2|X1,.X,, U, =k)-P(U, = k)
k=1

1 n
= ZP(Ynan+1Xk + 1= Yy]an =z | Xp).
k=1

Para construir este resultado, si tomamos un m € {1,...,n}, nos podemos enfocar en esta
probabilidad

PYhoant1Xm +[1 = YVi]ant1 =z | X)) =PVnant1Xm + 1 = YVaoani =2 | X, Y = D)P(Y, = 1)
+PVoan1 Xm + [1 = Yo]antr =z | X, Yo = 0)P(Y,, = 0).

De aqui, examinemos por partes. Para la primera parte,

PYoant1Xm+[1 —Yiapr =2 | X0, Yo = 1DPY, =1) =0 - Papt1Xm =z | Xin)
=0-Pant1 =y).

Donde y es tal que y - X,,, = x. Por ejemplo, si quisiéramos encontrar un y tal que y - X,,, = 1
suponiendo que X, = 0, se observa que no existe tal valor para y que cumpla la condicién, y por
ende, P(a,4+1 = y) = 0. Al final, tenemos que verificar las 9 situaciones posibles para X,, y z,
que pueden verse como todos los pares ordenados obtenidos del conjunto {1, —1,0}. Para construir
una formula que contenga todos los casos, es de utilidad notar que [(p+q) + (p —q)(1)]/2=py
[(p+q)+ (p—q)(—1)]/2 = q, para contemplar estos 4 casos: (1,—-1),(—1,1),(1,1),(—1,—1). Para
los casos restantes, (0,0),(0,1),(0,—1),(1,0),(—1,0), queremos eliminar el término (p + ¢q)/2 que

12
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resulta de [(p + ¢) + (p — ¢)(0)]/2, afiadiendo como «interruptores» al término 1 — 22 para z, a
1 — X2 para X2 ya (1 —2%) (1 — X}) en el caso de que ambos valores sean cero y obtener
alguna de las probabilidades resultantes, que pueden ser r, 1 o 0, de donde la ecuacion resulta
adecuada para lo que se busca.

Y para la segunda parte,

PYrant1 Xm+[1=Yapsr =2 | X, Y =0P(Y, =0) = (1 —0) - P(ayy1 = ).

En donde la formula

(p+q)
2

Pt +@-—qgx
2

Plany =) = (1-6) + (1 —a?)(r - )|

se justifica por lo visto para la primera parte (el tinico interruptor necesario en este caso es 1 —x2).
Incorporando esto a la suma en la que estd expresada la probabilidad P(X,,+1 = = | F,), se
contempla de forma directa el resultado buscado. 0.

2.2. Herramientas para el analisis asintético

Retomando la martingala asociada propuesta en la Proposicién tomemos las siguientes
consideraciones. Si &, := S, — E[Sy, | Fn—1] = Sn — (W + Yn—15n-1) ¥ dado que

n—1 n—2

_ -1 _ -1 _

UnYn—1 = Yn—-1 H Ve = H Y = On-1-
k=1 k=1

Se observa que, para n > 1:
AMn =M, —M,_1= (ansn - WAn) - (anflsnfl - WAnfl)
= (anSn - WAn) - (an'Yn—lsn—l - WAn—l)
= an[Sn - ’Yn—lSn—l} - WAn + WAn—l = an[Sn - 'Yn—lsn—l] — Wan
= an[sn —Ww— 'Ynflsnfl] = anfrp

Asf, a manera de suma telescopica (recordando que My = 0) y sustituyendo directamente
tenemos que

My = anén. (2.5)
k=1

Anadiremos otra coleccion de esperanzas condicionales que son necesarias para verificar si se
cumplen ciertas propiedades para poder trabajar con el proceso creciente asociado a (M,,).

Proposicion 2.4. Definamos Z, = Y ;1 X7 = > (Lixe=1y + Lixeee1y), v =00+ q) y
7:=(1—6)(p+ q). Entonces tenemos los siguientes resultados:

1. E[§n+1 | ]:n} =0 c.s.

Zn
2. E[X% | Ful == cs.
" n
2 Zn
3. E[X; | Ful = g + 7 es.

Sn Zﬂ,
4 E[ST2L+1 | Fu] = SEL + 25, <an + w) + ’y; + 7 c.s.

Zn, S, ?
5. B2, | Fal :77—1—7— (an —i—w) c.s.

13
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Demostracion.
1. E[fn-&-l | ]:n} = E[Sn-H - E[Sn-H | ]:n} ‘ ]:n] = E[Sn-i-l ‘ ]:n] - E[E[Sn+1 | ]:n} | ]:n] =0cs.

2. BIX7, | Ful = BIXE, (Lixy, =13 + Lixp, =13 + Lixg, =0y) | Ful = E[(1)*L1x,, =1y +

1
(1 x, =1y + 0, =0y [ Fn] = 0 30kt Bl o, =1) + Lixo, =) hua=y | Pl =
1 7,
I Yot (Lx=1y + Lyx=—1)) = e

3. IE[X721+1 ‘ fn} = E[(YnanXUn + (1 — Yn)OLn)Z | Fn] = E[YV?O‘%XIQJH + QYn(l _ Yn)a%XUn +

(1-Y,)%a2 | F,] cs.
Notar que Y;,(1 —Y,,) = 0 puesto que Y,, es una variable aleatoria Bernoulli. Asi,

Zn Zn
B(X2,, | Fa] =0(p+ CI)? +(1-0)p+q) = g + T c.s.

4. E[S?wl | Ful = E[(Sp + Xnt1)? | Ful = S3 + 25,E[Xpt1 | Fu] + E[X1’2L+1 | Ful = 5% +
Sn Zn
25, (a —i—w) +v— 47 cs.
n n

5. E[§72L+1 | Fnl = E[(Sn+1 — E[Sn41 | ]:nDQ | Fn] = E[S’?L—‘rl | Fn] = B[S, + X1 | -7:n]2 C.S.
Se utiliza el hecho de que S,+1 es F;, medible para obtener lo anterior. De aqui, sabiendo

que
2 Sn Sn 2
E[Sn+Xn+1 ‘ fn] :S7L+2Sn O[? +w |+ Oé? +w C.s.
_ ) Zy S :
Sustituyendo tenemos que E[¢;,, | Fp] =7— +7— (a— +w ]| cs. O
n n

Ademas, afirmamos que (&,) es acotado en L?, pues es claro que Z,, < n, asi que para todo
n > 0, al tener que

2 ZrL Sn 2
B[S 1 | Fnl = g +7 - a—= tw] <v+717 cs (2.6)
se garantiza que, efectivamente

supE[E2,, | Fn] <00 cs.
n>0

Antes de abordar el siguiente resultado relevante, se brindaran a continuaciéon las inminentes
expresiones auxiliares, que se pueden hallar facilmente con el Teorema del Binomio de Newton, no
sin antes lidiar con unas cuantas computaciones algebraicas que omitiremos:

Sn Zy
ElS3 | Fal =82+ (an + w) (352 +1) + 35, (wn + T) c.s.
4 4 Sﬂ 3 2 Zn
E[S, 1| Fal =5, + a—= +w | (4S; +4S,) + (6S: +1) g +7 c.s.

Procediendo asi a afirmar y probar la siguiente proposicién.
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Proposicion 2.5. Para todo n > 0, se cumple lo siguiente

Z, S, 2 Zn S, 4
Bl ;41+1 | Fnl = <7n+7) + (an+w> {6 <7n+7) —4} —3<an+w> c.s.

Ademds. (&,) estd acotada en L*, en particular

sngE[ffH_l | Frn] < Co C.S.

Con Cy=T1.

La cota Cy que se brinda puede refinarse, sin embargo, lo inico que nos interesa es que este
valor sea finito. Con absoluta seguridad se puede afirmar que (M,,) es una martingala cuadrado
integrable. Por lo que la variacién cuadratica predecible es la estructura adecuada para otorgar
mayor profundidad al analisis que realizaremos en este capitulo.

Teorema 2.1. Definase v, :=> ,_; a% y B := (p—q). Entonces, la variacion cuadrdtica predecible
(VCP para abreviar) de (M,) estd expresada de la siguiente forma

=Y B[(AM)? | Firi]
k=1

n—1

Z
:7—2w(ﬁ—w)+72ai+lf—&-(7— —2wa2ak+1 QZak+1k2 c.s.
k=1
Demostracion.
(M) = E[(AM)? | Frma] = Y BElai&f | Fii]
k=1 k=1

= Elai¢} | Fol + Y aiBI&E | Fr1]
k=2

n 7. S, 2
_ 2 2 k—1 k—1
_]E[§1|]-'0]+k2=2ak [7k1+7—<ak1+w)
= E[(My — Mo)* | Fo]
~ 2\ 2 9 5 Skt o~ 2 Sia
’yl;ak —w)Zakf wakzﬂakk_lfa ;ﬂakm c.s.

k=2
En donde E[(M) —Mo)* | Fo] = E[(S1 —w)? | Fo] = E[(X1 —w)? | Fo] = (p+q) —2w(p—q) +w?
c.s. Sustituyendo y sumando 0 = (7 — w?) — (7 — w?) tenemos que

C.S.

(M)n
=(p+q)—2w(p—q) +w’ — (1 -w?)
n—1 7 n—
k
+7};a%+1?+(77w wiOzZa,H_l QZak_H cs. O

Los limites que ahora se presentaran nos guiaran en el analisis asintotico que haremos de la
LRRW, para los que se hace uso de las propiedades asintoticas de la funcion I, sus desigualdades y
aproximaciones mediante la Formula de Euler-MacLaurin (también se puede mediante la Formula
de Faulhaber generalizada [25]), que seran divididos en tres casos (para el tercer limite, la funcion
hipergeométrica nos lleva directamente a su obtencion, como puede verse en [20]).
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1. Sia< ¢
Jin e == 0D 2.7
2. Sia= %: . ﬁ
A log?n) Ty (28)
3. Sia> %:
- S (SO (10 )
Donde

ar ax a3\ x (a)k(a)k(as)k
3F2( by by 72)_2 Dk P

k

Con (a)y :=ala+1)...(a+k—1)y (a)o :=1
Pochhammer de a) para cualquier a € R.

Para obtener el limite ([2.7)), se utiliza la Proposicion con lo que tenemos que

a esta notaciéon se le llama simbolo de

—~ o

o~ T2+ 1) Z (2.10)
k=1

1 n1—2a

yalver Y o _, 720 ~ 194 por la aproximaciéon de Euler-McLaurin, se consigue lo siguiente:

lim =
n—oo nl=2¢  nioo 1 —2a nl-2@

Up, 1—-2aT?(a+1) I (a+1)
. Z _ Dty
kQa 1—- 2«

Ahora, el segundo limite (2.8) se obtiene al sustituir « = 1/2 en la expresion (2.10) y al
aplicar que la serie armonica es asintoticamente equivalente a la funcién logaritmo, es decir,
w1 1/k ~log(n) y también sabiendo que I'(3/2) = \/7/2, se concluye de esta manera:

11 =1
oo log(n) ns00 log(n)

Un, o T23/2) 1 =
(/)ZE:

Definicion 2.2. Fl coeficiente de explosion de la martingala (M) para n > 1 serd definido como

3N

In= (2.11)

s

En muchos casos, lo que requerimos es que este coeficiente de explosion tienda a cero cuando
se necesita garantizar algunos de los teoremas centrales en los que estamos interesados. En otras
palabras, se puede obtener informacion relevante de una martingala por medio de su coeficiente de
explosion.

Para estar completamente equipados, la siguiente seccién contendra varios lemas clave, per-
tenecientes a la teoria de martingalas, cuya intervenciéon en nuestro tratamiento asintético sera
imprecindible en la generacién de resultados deseables. La intuicién que hay detras es similar a los
que brindan las versiones mas clasicas.
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2.3. Lemas auxiliares

Se ofrecera un recopilatorio de teoremas limite probabilisticos enfocados en la teoria de mar-
tingalas, que ya han sido probados y que su funciéon es llevarnos de la mano en la obtencion de
varios teoremas limite especificos para nuestra caminata aleatoria. Dependiendo de las restriccio-
nes que tengamos, apareceran mas o menos condiciones para poder aplicar alguna de las distintas
adaptaciones.

Un teorema relacionado con un proceso estocastico (X,,) sera llamado Ley de los Gran-
des Nuameros si existen dos sucesiones (¢,) y (d,) de variables aleatorias (la primera puede ser
constante) tales que (d,) sea monotona creciente que diverge a infinito y que la nueva sucesion

—c
de la forma % converge a cero, donde (S,,) se conforma por las sumas parciales de (X,,),

llaméndose ley fuerte si lo hace de forma casi segura y ley débil si lo hace en probabilidad.

Lema 2.1. (Ley Fuerte de los Grandes Nimeros (Duflo)). Sea (e,) un proceso estocdstico
cuadrado integrable adaptado a la filtracion (F,,) tal que para todo n > 0

E[€n+1 ‘ fn] =0 Y supE[ei_H ‘ ]:n] <C.
>0

n

Donde C' es una variable aleatoria finita. Suponga que (a,) es una sucesion de variables aleatorias
adaptada a la filtracion (Fy,). Si definimos

n n
2
Sp = E aj, Y M, = E ai€k
k=0 k=0

tal que (sn) diverge a infinito y si para algin a > 2, sup,,>q E[|en1]* | Fn] < oo, entonces

7 n
Iim — =0 c.s.
n—oo S,
y ademds

|M,|*> = O(log(s,)sn)  c.s.

Puede mirarse que no se requiere que la sucesion (€,,) sea una de variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas, pero necesitamos nuevas condiciones para obtener una ley
fuerte. Esta es una version simplificada de la Ley Fuerte de los Grandes Numeros provista por
Marie Duflo [9], en particular, el Teorema 1.3.24.

Para el lema siguiente, uno de los requisitos es que la sucesion sea acotada en L", con h siendo
mayor que el doble de algiin ntimero entero r, esto para favorecer el manejo de los momentos pares
de la distribucién Gaussiana, dado que al limite al que nos aproximamos es justamente el momento
de orden 2r de la distribucion N (0, 0?).

Lema 2.2. (Convergencia a los momentos pares Gaussianos). Asuma que (§,) cumple
para algin entero r > 1 y para algin ndmero real h > 2r que

suanOIE[|§n+1|h | Fn] <00 c.s. (2.12)

Si el coeficiente de explosion f, tiende casi seqguramente a cero, entonces

R M2N\" o (2r)!
lim —— k = ——— c.s. 2.13
oo log(vn) ; i (vk_1> orpl F (2.13)

El lema anterior es una adaptacion del Teorema A.2 que puede consultarse en [14].
Ahora, la Ley del Logarimo Iterado suele ubicarse de forma intermedia entre la Ley de
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los Grandes Numeros y el Teorema Central del Limite, puesto que se busca una sucesion que
crezca de manera «lenta», en el sentido de que el limite que se obtiene cuando comparamos a
nuestro proceso estocéastico con una sucesion creciente y que diverge a infinito, no sea nulo. Siendo
mas precisos, queremos hallar esa sucesion (d,) tal que, para nuestro proceso (X, ), ocurra que
limsup,, , o, Sn/dn = 1 casi seguramente. La aparicion del limite superior (o inferior) nos indica
que no es necesario tener una sucesion convergente, dado que lo que nos interesa es ver como
podriamos «encerrary el crecimiento de (S,,).

Lema 2.3. (Ley del Logaritmo Iterado para Martingalas (Stout)). Sea (M,) una martin-
gala con E[M;] =0. Sea Y,, = M,, — M,,_1 para n > 1. Definase

n

2=N"EY2 | Fiod]l oy un = [2log(log(s2))]M,

i=1

@
I

Si lim,, o0 52 =0 y si (K,,) es un proceso predecible tal que

K, sp

|V, | < c.s. paran > 1.

n

C.S.
con K, —= 0, entonces

lim sup =1 cs

Tanto el enunciado como la demostracion de este lema puede hallarse en [28] (y otras versiones
en [29]).

Ahora, para el siguiente teorema limite, nos topamos con el famoso Teorema Central del
Sn —Cn

dn
converja en distribucion hacia una distribucion normal o Gaussiana con parametros apropiados (lo
deseable es que sea estandar o que tenga media cero). La aparicion de una condicién requerida,
a la que se le llama Condicion de Lindeberg, que intuitivamente nos dice que, aunque tengamos
esperanzas finitas para cada miembro del proceso estocastico, estas esperanzas no deben desviarse
mucho de algin valor generalmente centralizado; nos sirve en caso de no tener una sucesiéon de
variables aleatorias idénticamente distribuidas, ya que solo se necesitaria de esta condicién y de la
independencia entre estas.

Limite. En este caso, lo que nos interesa es hallar unas sucesiones ¢, y d, tales que

Lema 2.4. (Teorema Central del Limite para Martingalas). Sea (M,) una martingala
cuadrado integrable y (c,,) una sucesion de nimeros reales crecientes que diverge a infinito. Si se
satisfacen las siguientes condiciones:

1. @iz,bo,

2. (Condicion de Lindeberg) para cualquier ¢ > 0,

1 n
? ZE[(AMn)Qﬂ\AMn\Ze\/cT,, | .7:;6,1] — 0. (2.14)
" k=1

en probabilidad.
Entonces,
M,
VCn
En [I7] puede consultarse este resultado para mas detalles, con su prueba correspondiente.
Antes de presentar el lema que sigue, necesitamos re-ubicarnos de forma conceptual y nota-

cional, pues involucra un teorema limite que no se considera clésico, en tanto que involucra a la
convergencia débil de medidas, como se sefiala en la Definicion [1.3]

4 N(0,0)
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Definicion 2.3. (Medida de Dirac) Sea X una variable aleatoria. Definimos la medida de Dirac
con respecto a X (v) de la siguiente forma: para todo A € B(R),

1, st X(v)€eA,
6X(V) (4) = {0, St XEI/; ; A.

En donde v € Q. Como abuso notacional se suele escribir asi: dx.

Las medidas empiricas se pueden utilizar para hacer estimaciones sobre la medida de probabi-
lidad que nos interese, permitiendonos computar frecuencias relativas con las observaciones que se
recolecten, formando una sucesion de variables aleatorias (X,,). La forma mas simple de medida
empirica, donde (X,,) se supone independiente e idénticamente distribuida se expresa asi

P, (A) = % S ox, (4)
k=1

para todo conjunto Boreliano A.

Para detallar la convergencia protagonista del Teorema Central del Limite Casi Seguro,
que servira auxiliarmente para establecer versiones particulares respectivas a la LRRW, tomaremos
en cuenta lo siguiente. Sean (2, F,P) un espacio de probabilidad y {f,.»} una sucesion asociada
a v € ) de medidas sobre (R, B(R)). Decimos que existe una convergencia débil de medidas hacia
una medida p sobre (R, B(R)) de forma casi segura si

PlreQ:pu,n=pn— oo} =1

”

Recuerde que 7 = 7 se refiere a la convergencia débil de medidas, aunque se le puede llamar
también convergencia en distribucién por lo visto en la Definicion Es posible definir los eventos
D={veQ:pu,, diverge cuandon - oo} y E={v € Q: p,,, = ¢, n — oo}, con y distinta de
u. En caso de que se tenga la convergencia antes descrita, de forma directa sabremos que P(D) =0
y P(E) =0.

Lema 2.5. (Teorema Central del Limite Casi Seguro para Martingalas). Sea AM, =
M, — M,,_1, y supongase que para todo € > 0

[eS)
n=1

s

E[|AM*Lijam, ey mmy | Fao1] < o0 c.s., (2.15)

<

n

y para algin a > 0

o0
1
Z EEHAMnFa]lﬂAM"lS\/T”} | Fro1] < 00 c.s. (2.16)
n=1 "
Entonces (M,,) cumple que
1 - Vi — Uk
—op g
o =G c.s. 2.17
log(vn) ,_1( UL ) My /\/Uk—1 c.s ( )

Donde G representa la medida Gaussiana N(0,0?).

Esta también es una adaptacion, pero del Teorema A.1 de [I4].

Para el dltimo lema de esta seccién, cuya prueba se puede obtener por medio del Teorema 1
y los corolarios 1 y 2 de [19], notese que se involucra a (AM}) y al limite de sus sumas parcia-
les Z:i1 A M)}, para establecer un Teorema Central del Limite y una Ley del Logaritmo Iterado
relacionado al comportamiento de la diferencia de este limite y (M,,).
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Lema 2.6. Sea (M,,) es una martingala cuadrado integrable con media cero, tal que se cumple
> E[(AMy)?] < oo.

YV sear? =37, E[(AMy)?]. Entonces tenemos lo siguiente:
2
1. Ellimite M := >~ AMy, existe casi sequramente y M, L m.
2. Asuma que

) Zk ° E[(AM)? | Frq] = 1 cuando n — oo, y

) Zk >, E[(AMj41)? 0 [AMj41| > erg] = 0 para cualquier € > 0.

Entonces tenemos que
M — Mn Zk n+1 AMk d

4 N(0,1).
TnJrl Tn+1

3. Asuma que las siguientes cuatro condiciones se cumplen

I oo
I 2z S W BI(AM)? | Fei] = 1 cuando n — oo c.s,

1
Iy, EEHAM]HH D |AMg| > ery] < oo para cualquier € > 0,

1

I -2, = E[(AMj41)* 0 [AMy| < 67%] < 00 para algin § > 0 y,
T
o1

IV 30y 2 ((AMy)? = E[(AM)? | Fi—1]) < o0 c.s.
Tk
Entonces,
M — M,
lim sup + =1 c.s.

n—00 \/2 2 1log|llog(rZ )|

2.4. Resultados principales

Se va a particionar el analisis asintético de la LRRW en varios casos, es decir, se obtendran
una serie de resultados sobre las propiedades asintoticas que se presentan de forma especifica en
cada uno de estos (seran llamados regimenes), de acuerdo con los valores que tome el parametro
a > 0. Cada uno de estos casos toma como guia a los limites , y , y cada uno sera
denominado de la siguiente forma.

Diremos que la LRRW

» se encuentra en el régimen difusivo si o < 1/2,
» en el régimen critico si a = 1/2,
= 0 se le llamara régimen superdifusivo si a > 1/2.

El término régimen se considera apropiado puesto que se refiere a «un conjunto de caracteristicas
regulares o habituales en el desarrollo de algo», en este caso, en el comportamiento que se desarrolla
al transcurrir un «tiempo muy grande o infinito» respectivo a cierto rango de valores al que
pertenezca a.
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2.4.1. Reégimen difusivo

Suponga que para la LRRW, los parametros p,q y r son tales que a < 1/2 (esto se asumiré
para toda esta seccion). Antes de abordar los teoremas principales (se encerraran en un recuadro).
Es preciso mencionar unos cuantos resultados menores.

Lema 2.7. Para este régimen, se cumplen las siguientes afirmaciones.
1. log(vy,) ~ (1 — 2a)log(n).
2. log(log(vn)) ~ log(log(n)).

Demostracion.
1 1 1-2a\—1,,1—2«
1 im0, log(ta(n )7 m T
n—oo (1 — 2a)log(n) n—oo (1 —2a)log(n)

log <1%+1)> + log(n!=2%)

~ Ym 1 -2«
T nsoo (1 — 2a)log(n)
— m log(T?(a + 1)) — log(1 — 2a) + (1 — 2a)log(n)
n-soo (1 — 2a)log(n)
=1
i o08(0)) _ | log((1— 20)log(n)

‘n—oo log(log(n))  n—oo  log(log(n))
log(1 — 2a) 4 log(log(n))
n—00 log(log(n))

El siguiente teorema se considera como una Ley Fuerte de los Grandes Niimeros respectivo
a este caso en particular, indicando ademas el ritmo de convergencia que presenta (de ahi la
aparicion de la notacion asintotica O-grande).

Teorema 2.2. Se cumple la siguiente convergencia casi sequra

cuyo ritmo de convergencia se expresa como

(352 ~o(22).

Demostracion. Primero se probara que

(M), = O(vy) = O(n' %), (2.18)
Notando que para todo entero positivo n.

v >a?=1.
Al recordar el Teorema [2.1] se tiene que
v —2w(f —w) < 2up,,

n—1

Zy,
vy Z ai-&-l? < YUp.
k=1
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Lo que implica que
<M>n < 2v, + YUn + (7- - w2)Un~
Que se puede escribir como (M), = O(v,). Y, usando el limite (2.7) tenemos que v, =
O(n*~2%). Por la transitividad de la notacién O-grande, se tiene lo que querfamos probar al prin-
cipio. Este resultado inicial nos sirve para extenderlo de la siguiente forma. Si consideramos que

v, T 00 (esto representa que la sucesion es mondtona creciente y diverge a infinito), E[€,,+1|Fn] = 0,
sup, E[¢2.1|F,] < oo y sup, E[&},1|F,] < Co y aplicando el Lema junto con la expresion

(2.18), nos arroja que
|M,|* = O(v,log(vy)).

Aplicando las propiedades de la notacion O-grande, se obtiene que
|M,|? = O(n*~2%(1 — 2a)log(n)) = O(n*~**log(n)).

Y asi, se tiene que
|M,| = O(In'~**log(n)]"/?).
Lo cual nos brinda informacién clave para proceder con la siguiente parte de la demostracion.

I'l+a)
n()t

Recordando que M,, = a,,S, — wA, y que a, ~ , se verifica que

n'=2%log(n)

B n~2%log(n) _ log(n)
=0 ; (F(l —|—a)>2 © < n(C(1 + a))2> (2.19)

_0 < log(n)> .

Ahora, recurriremos a un lema que puede encontrarse en [2], en concreto el Lema B.1. (Lema

del Apéndice |4) para deducir que

M,

nay

S, wA,

n nay

s T(k)T (o + 1)
A, Sperar TR T(k+a)
Nay, o Nay, N nayn

”(F(?zg(ji)l)) a—1

o (i) (@57 ) 1 (e )

Lo que nos conduce a que

A, 11 (F(F(nJra) ): 1 (F(F(”JF“)O‘ ) (2.21)

na, l—a 1-a n+ 1I'(a) 1-—«

Para ahora afirmar que

A, 1
nan, 11—«

1 ia <r<1nj-0;)n> - a>nll—ar(a>'
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Que también se puede expresar como

A, 1

lim
n— 00

na, 11—«

log(n)

Lo cual, aplicando que lim,, = 0 a la expresion (2.19)), nos da que

lim (S”—WA">: fm 2 w5 Y

n—00 n NGy, n—oo N n—o00 N, n—oo N n—oo 1 — v

O, escrito de forma mas detallada
S w 2 S, wA, 2 wA, w 2 S, WA, wA, w
- _ — = _ + _ + [ = — _
n l—« n na, Nag, l1—« n Nnan, Nnay, 11—«
_0 (log(n)> .
n
Lo cual esta mejor justificado si notamos que

(s-%5) o (2) 3o ().

El siguiente teorema nos muestra una Convergencia hacia los Momentos Pares de la
distribucién normal, también llamada Ley Cuadratica Fuerte. Por el Teorema es claro que
para todo entero r > 1,

Sk- w 2r
% 1—a — 0, cuando k£ — oco.

Y ademés, > oo, k"1 diverge a infinito. Lo que no es claro en un primer vistazo es lo que
ocurre cuando se combinan de la siguiente forma:

ikr-l (S’“ __e )QT
Pt k 11—«

El teorema que se presenta a continuaciéon nos afirma que el ritmo de crecimiento de esta serie es
tal que, al compararse con log(n), obtenemos una constante para cada r > 1 (se puede interpretar
como que el crecimiento de la serie no es «tan apresurados ).

Teorema 2.3. Se cumple la siguiente convergencia casi sequra

) 1o, (S w \7 ()@
nlggo log(n)kzk (k} 1—a) 21— 2a)"

=1

Para todo entero r > 1.

Demostracion. Primero, se observa que

E[X:ﬁrl | Ful = E[(Ynan1 Xv, + (1= Yo)an1)™ | Ful

i (Tzn) (Yoo i1 Xp,) ™ [(1 = Yy)ana]" | fn]

= E[(Yoon+1Xu,)™ + [(1 = Ya)ana]™ | Fal

m
1

m—1
V- v) X () v v el w]
i=1

=0p+q(-1)"EX{ | Ful + (1= 0)[p+ (=1)"q]
<Pp+e-1)" <1
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Donde nos ayuda notar que

", sim =2n+1 para algin n € N,
n
E[XF,

Ful =

n

, sl m=2n para algin n € N.

Usaremos el Lema pero primero debemos garantizar que se cumple la siguiente premisa:
Para todo m € Z*

sup E[(&,41)™ | Fn] < o0
n>0
La cual es cierta pues, para cada m € Z+

E[(fn-kl)m | ]:n} = E[(Xn-H - E[XH-H | ]:an | ]:n]

_E i (m> XPEX i1 | B (<1 | Fo
- ﬁ_nj () Bt | R DB | 2
< ; (T) (-1

m
<(m+1) méix < >
1=0,..., m
Es decir, la sucesion (E[(&,41)™ | Fn])n esta acotada superiormente para todo m € Z™.
Resta comprobar que el coeficiente de explosion f,, tiende a cero. Como por definicion,
I'(l+a)

fn = a2 /v, para todo n € ZT y como a,, ~ e

, podemos hallar que

I'2(1+a)

nQa,Un

fn

(2.22)

(14 a) pi-za
- n?avn 1 :
nl—Za
Y asi,
I2(1 1-2
(1+a) = lim a

lim f, = lim 5
n2an1—2a

1—2«

=0.

Para la ultima parte, se tiene que

M, o apSk — wAy  apk Sk w P(]. + Oé) k
Vo1 kay, /Uk—1 k 11—«

_ /2
Sk w 1/2 kl 20\ 1
=(—-—- I'(1
( E o1 —a) (L+a)k Vk—1

ke V-1
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Para aplicar adecuadamente el Lema y asi poder concluir con lo siguiente

1 1 n M2 T
Ii k
T 20y A2 ogo,) 2 ()

k=1

- (= i g o (VO (3 ))

=1

k
B 1 ) 1 (1-2a)\ , (S w \7
(1 —2a) ! nlggc log(n) Z ( k ) K (1 =20) ( k >

k=1
k

1 n w 2r
— i - r—1 [ Yk

e log(n) kz::l K ( k 1-— a)
B (a®)"(2r)!
2rl(1 = 2a)"

O

El siguiente teorema es reconocible como una Ley del Logaritmo Iterado para este régimen.
La aparicion de w/(1—«) nos permite centralizar las trayectorias y brindar algo de simetria (acorde
a la Ley de los Grandes Numeros que obtuvimos previamente para este régimen).

Teorema 2.4. Se cumple la siguiente afirmacion

lim su " v & v
s \ 2log(log(n)) no l-a
w

= — lim inf S " & —
— nsoo \ 2log(log(n)) n l—a

g

—_— .
VvV1—2«

2
T w

Donde 0% = — .

onde o 1=~ <l—a>

S.

Demostracion. Sirve recordar que

Zn
IE[X,QZ+1 | Fn] = - +7 cs.

Con lo cual se comprueba que

n Zn/
E[Z"""l | ‘FN} = E[X72z+1 + ZXE | -Fn] =7 + 74 Zn
n
k=1 (2.23)
=2Zn (1+1) +T=MZ,+T cCs.
n

Donde A, =1+ 2.
n
Vamos a definir la siguiente martingala (N,,) como

T'(n)I' 1
N, =b,Z, —1B,, con b, = (7132(14_)) y B, = EZ:I bi, (se comprueba que es una martingala
n+y

de manera anéloga a como se hizo en la Proposicion [2.2)).

Aplicando los mismos argumentos a los empleados para probar el Teorema[2.2] podemos afirmar
que
. Zn T
lim — = .
n—oo M 11—

(2.24)

25



CAPITULO 2. LRRW: ANALISIS ASINTOTICO
2.4. RESULTADOS PRINCIPALES

Asi, por el inciso 5 de la Proposicion [2.4]) y Teorema
m F Zn Sn 2 2
I E[§Z+1| n] = lm [’7+T(a +w> ] T +T< ow +w>
n—o0 Y n—oo n n 1_ o

T w 2
— _ — g2
1y (1—a) 7

Usando la ecuacion (2.22)) y el limite (2.7)), podremos obtener lo siguiente

2
k=1 k k=1 k=1
1 [7(1 - 2a)]?
2
=(1-20)") 5= 5
k=1

Ahora, al notar que para cada n > 0 existe una constante L > 0 tal que |AM,| < L c.s. (dado

que |an&n| = |an(Xn — %551 —w)| < an|(|Xn| +|af + |w|) < T(a+1)(1 +a+w)) y aplicando
la Ley del Logaritmo Iterado planteado en el Lema [2.3

’. Mn ’ . Mn

lim sup = — lim inf =
n—oo +/2vplog(log(vy,)) n—oo  /2v,log(log(vy))

Primero,visualizemos lo siguiente:
M, _ apSp —wA, nay,
V/2v,log(log(v,))(1 — 2a) Ny V/2vplog(log(vy,)) (1 — 2a)
nl'(1+ ) (Sn_ wAn>
n®y/2v,log(log(v,))(1 —2a) \ m  nay

=rara) (o za?éliiol?og<m>)w (o)

Si aplicamos el limite (2.7)) una vez méas, aplicamos Lema [2.7y simplificamos, tenemos que

o (TPt NP s wAL) n (S, wA,
lim 2 ) - m - Zn_ Lim)
n—oo \ (1 — 2a)2v,log(log(vy,)) n  na, n—oo \ 2log(log(n)) n o na,

Obteniendo asi que

lim su _n v &—WAn = — liminf S v &—WA"
n_>oop 2log(log(n)) n na, )  nooo \ 2log(log(n)) n - na,

g

(1-2a)

Como recordatorio adicional, tenemos que

A, 1 I'n+ a) 1
na, «a—1\T(n+ 1 (a) '
De tal manera que es simple obtener el consecuente resultado

Sn_wAn_&_ w ( I'(n+a) _)

n  na, n  a—-1\Th+1)I'(a)
Sy w wl'(n + )
" n 1-a (a—1I'(n+D0(a)
_ Sn w wa
" n 1-a (a—Dnay
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Para simplificar atin méas, como

1 n® 1
na, LI(l+a)n nl=oT(l1+a)

y asi mismo

n vz, 1
lm (— )= —0
noo <2logaog<n>>> (n) ntsbo 2n1/2-alog(log(n))

Podemos terminar con la prueba de la siguiente manera

lim sup (n) v (Sn — WAn> = — lim inf (n> v (Sn — wA”)
n—ooo \ 2log(log(n)) n na, n—oo \ 2log(log(n)) n na,
1/2
i (g V(e e
n—oo \ 2log(log(n)) n l—-a (a—1)na,

lim su " v Sn d lim inf " v Sn d
= - ¥ ) _lminf [ ————— on o ®
n%mp 2log(log(n)) n l-a« n—oo \ 2log(log(n)) n l-a«

g

_— O
V1—2«

También es importante obtener la normalidad asintética, es decir, mostrar que las fluctuaciones
alrededor de w/(1 — @), escaladas por medio de la sucesion y/n (es decir, multiplicar por un
factor para controlar la varianza) son normales, esto mientras se necesite obtener una distribucion
aproximada, lo cual se va a garantizar por el siguiente Teorema Central del Limite.

Teorema 2.5. Se presenta la siguiente normalidad asintdtica

Sn w d o2
\/ﬁ(n_l—a> _>N<0’1—204>

Demostracion. Usando el Lema el limite (2.7) (en donde el valor ¢ se ha definido),

la expresion para la VCP del Teorema y las convergencias para S/k (Teorema y
Zi/k (el limite (2.24)) tenemos que

-1
, <M>n . 5 ag+1  Unp Zk 2 Un,
lim = lim vgl oy el sl G o e

n—1 n—1 2

ag+1 Upn Sk ag+1 Up S

—2wa E + DR o2 E * n k
k_l UTL

v, ni—2a L nl—2o |2
n ]C:].

I2(a+1 2
_ e+l ~y T + (1 — w?) — 2wa @ —a? d

1 -2« 1—7 l-a -«

Ia+1)| 7 w \?
= - =0 > 0.

1-2a |1-74 \I-a o=

Viendo que se cumple la primera condiciéon del Lema resta comprobar que también se
cumple la Condicion de Lindeberg. A partir del Teorema y como

E[(AM}C)ZL | -Fk—l] Z 6n172aE[(AMk)2]l|AMk\zem

Fr—1],
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entonces,

1
ni-2a ZE[(AMk)2ﬂ|AMk|zeW | Fr—1]
1 n
< S O BIAMY)! | Fioi]
k=1
< ]_ n 4]E 4 J__. _ C() n .y
< sty 2 GBI | Fet] € 5t S al
k=1 et

Usando el limite (2.7)) y la Proposicion

n2at  n? (T4 +a) n2(1-2a) 4
2 () = e
(1-2a) 4 2
—I"(1 =(1—-2a)”.
- I“4(1 +a) ( +a) ( a)

Para asi tener que

n
k%aj v?
lim E ap = lim 75 5Ty
nﬁocn14 A 4aklvk k2

1 n kZQi 52]{;2(172&)

= lm 27 2
Yy z”: Krap k' (1 - 2a)%?
= oo — 2 plvde 1 —da

Lo que quiere decir que
nILH;O 62712(1 2a) Zak =0
Implicando asi el cumplimiento de la Condicién de Lindeberg:

1 P
e ZE[(AM’C)Q]I\AMMZE rr=za | Fr—1] — 0, n — oo.
k=1

Considerando que

2 r
lm —n gy ( ( +a)) =T%(1+a).

n— 00 nl 2a 00 nl 2a n2a

Y por la ecuacion [2.21] verificamos que

b S (L (T )
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Logrando obtener el siguiente resultado

na &—WAn
M, "\ n Nnan

1/,,le—20¢ - 1/,,le—20¢

_ nag Sh w n wa
B /nl—2a n 1 —« (]_ _ a)q /nl—2a
_ 12 na? (S, w wa
N nt=22\n 1-a (1—a)vnl—20"
Para concluir con la prueba a través de la siguiente convergencia en distribucion.
M, w o2l
lim ~ = lim — | =N[0,—"— ). O
n—00 1"(1+a)‘/n1—2a n—>oo\/7< la) ( F(1+OL)>
Para terminar el anélisis en este régimen, se tiene la demostracion del siguiente teorema, que en

particular es una versién del Teorema Central del Limite Casi Seguro, con una explicacién
previa al Lema recordando que cada sucesién de medidas depende de cada v € Q.

Teorema 2.6. Tenemos la siguiente convergencia casi sequra de funciones de medidas empiricas

"1
> E§ﬁ(%_ﬁ) =G c.s. (2.25)
k=1

log(n)

2
, L . , o
Donde «=» se refiere a la convergencia en distribucion y G es la medida Gaussiana N (0, )

1- 2«
(como se puede ver en la Definicion [1.4]).

Demostracion. Usaremos el Lema para lo cual veremos si se cumplen las condiciones para su
aplicacién. Si se presta atenciéon a la funcion indicadora, directamente se ve que

R AME P angy seyir < [AM[* T AN > w7

Y entonces
|AM k|2

1
Lamzeym < 5 |AM|* 1 A nsy > e o7
k

Recuerde que AM,, = anfn, esto nos facilitara obtener lo siguiente

oo

1 1 & L e
aE [|AMk|2]1\AMk\Ze\/W | Fro1] < = Z 7 [|AM|* | Fr-i]

k=1 k=1 Yk
1 > ai
S*SUPE §k|]:k 1 Zj
=1 Uk

Co k

S22

Vi

PO
ki(l—m) .

Verificando que se cumple la primera condicién del Lema Tomando esto dltimo, sia =2y
€ = 1, podemos ver que

oo

=1
E [|AM)* 1 jang <o | Fre1] < ZEE [[AM[* | Fri] < 0.
k=1

1

2
v
k=1 k
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Lo que verifica la segunda condicion del Lema que serad aplicado de inmediato, lo que
implica que

1 - Vi — Vk—1
S/ =G .S.

1-2 M, 1-2
Con G* = N(0,0?). Si recordamos que fi ~ a y koo 1/ @ S —k hd ,
k N k 11—«

podemos concluir que

n

1 a%
(1 — 2a)log(n) D (W) 0 /B (5 —kp)

k=1

sl

1
=T 2a)togt) 2 PHOVTITRE -2

1 n 15 .
Nlog(n)Z% \/m(%—ﬁ)j '

Finalmente, un re-escalado en cada medida de Dirac que conforma la suma de esta dltima
expresion, multiplicando cada subindice por 1/4/1 — 2« nos da el resultado buscado. O

2.4.2. Reégimen critico

En este régimen, supondremos que los parametros p,q y r satisfacen que o = 1/2 (lo cual
se asume para toda esta seccion). Unos cuantos resultados recopilados en el siguiente lema nos
servirdn de complemento.

Lema 2.8. Para este régimen, se cumplen las siguientes afirmaciones.
m
1. vy~ Zlog(n).

2. log(vy) ~ log(log(n)).

Demostracion. Se sigue del limite (2.8). O
Como en el caso del régimen anterior, en este régimen, se enunciard su Ley Fuerte de los
Grandes Numeros, indicando igualmente la respectiva razén de convergencia.

Teorema 2.7. Se cumple la siguiente convergencia casi sequra

Sn
lim — = 2w,
n—oo N

y para mayor exactitud, con la siguiente Tazén de convergencia

( S 2w>2 _0 (log(n)log(log(n))> '

n n

Demostracion. Por el limite (2.8)), O(v,) = O(log(n)), y por el Lema |M,|? = O(v,log(vy))
c.s. Entonces,
|M?2| = O(log(n)log(log(n)) c.s.

M? I'(1 2
O también, ~_ = O(log(log(n))). En este régimen tenemos que a, ~ (1+a) = v/ .
log(n) ne nl/2
Esto implica que
na2 — _. (2.26)

n 4
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Por la definicién de M,,,

|M,| = |an Sy —wAy| =0 (\/log(n)log(log(n))) .

Lo que implica que

M| _|Sn  win| _ O log(n)log(log(n))
na,| | n na, | n(na?)
~0 <\/ log(”)log(log("))> por (2.26).
n
Como a,, ~ w, podemos ver que
nl/2

An:ZakNZW ~ /TN,
k=1 k=1

~ 1 /n —1/2 1/2)
— ~ T dr = 2n .

A, A, V 1 1
Con esto se consigue que = ~ ™ 5 = 2. Al ver que = ——=-2
nan  \/ny/na2 A m\ 1/ a—1 -1/2

por un argumento muy similar al que se mostr6 en el Teorema |2.2

Ay 9 1 2
nan (1/2)nt/2T(1/2)  /nm
Y asi,
Sn Spn wA,  wdy
—2w’:—w +w —Qw‘
n n na,  Nay
S, wA, wA,
<|— - + — 2w
n nay, nan,

log(n)log(log(n)) 2w
~0 <\/ n ) + Vnm'

Finalizando asi de la siguiente manera

<Sn . 2w>2 0 <1og<n>log<1og<n>>> ‘

n n

Pues al comparar 2/7 con y/log(n)log(log(n)), se observa que

2 log(n)log(log(n))
N 0 (\/ n ) - U

En el mismo orden que el régimen anterior, se presentara la Convergencia a los Momentos

Pares de la distribucién normal o ley Cuadratica Fuerte. Por el Teorema y acorde al
comportamiento de log(n), es sencillo ver que para todo entero r > 1,

1 r+1 S 2r
2F _ ow — 0, cuando k — oo.
log(k) k
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Nuevamente no es claro el comportamiento a simple vista al enfocarnos en la nueva serie

obtenida: ) ,
e e] 4+ r
E k1 L Sk — 2w
Pt log(k) k '

Afortunadamente, como en el régimen difusivo, este teorema nos ayuda a comparar el ritmo de

crecimiento de la serie con log(log(n)) (la serie diverge a infinito, pero lo hace de forma relativamente
lenta).

Teorema 2.8. Se cumple la siguiente convergencia casi sequra para todo entero r > 1

n

m log(ljg(n)) ;;2 (logl(k)>T+1 L (5;: - 2“’) " %

Demostracion. Al igual que en el Teorema se cumple la condicién requerida para usar el Lema
Usando el Teorema [2.7]y el inciso 5 de la Proposicién se llega a la siguiente implicacion

T T
lim B2, | Fo] =7—— + 7 — 4w® = —— — 4w?.
A Bl [ Fo] =y 7 -4 = o —dw
9 Un . . 2 Un ,
Al recordar lo que na; — w/4y , 2~ . Asi,
log(n) log(n)
-3 (st ) - (e
2 \v,) | Un nlog(n) )
nlog(n) Tog(n)

2
a

Maés aun, notando que f, = —= — 0 (esto debido a que f, ~
v

)). Entonces, si aplicamos
el Lema junto con log(v,) ~ lgg(log(n)) y

1
nlog(n

Mk o akSk — wAk akk

Vp—1 kay Vi1
(B g Y (YT B (S ) Y/
(k:k 2)(%1/2)\/% (kk 2) =

Para concluir de la siguiente manera.

2r(2r)! 1 < MZN"
N i S oh(
27y n—oo log(vy,) = Vg—1

k:2
n B Sk 2r
= If Ll ) O
ns00 log( log kZ:Q (log k ) < k )

Ahora, la Ley del Logaritmo Iterado, centrada para el presente régimen.
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Teorema 2.9. Se cumple la siguiente afirmacion

tin s <2log<n>log<7og<log(n>>> ) N (Sn - 2‘”)

/2 /g
= — liminf = W
n—oo \ 2log(n)log(log(log(n))) n
=0 c.s.
Donde o2 = S 4w?.

4
; i Qy 1 ; : 1
Demostracion. Al ocurrir que o~ g usando la convergencia de la serie )~ ; 15, tenemos

que Z—é < oo. Esto, junto con el recordatorio de que 02 = lim, o E[&2, | | F,,] = % — 4w? nos
2 _
lleva a aplicar el Lema [2.3] de forma analoga al Teorema obteniendo asi que
M, _ anSy, — wA, na,,
2u,log(log(vy,)) Nan, 2u,log(log(vy,))

~

ny/7/(2n/?) Sn wAn)
\/2 - Hlog(n)log(log(log(n)))

- (mog(n)log(?ogaog(n)))>1/2 (o).

Lo cual implica que

lim sup
n—oo

2log<n>1og<7og<log<n>>>)1/2 (i - 2‘”>

— lim inf
n—oo

210g(n)10g(7110g(10g(n))))1/2 (Snn - 2w)
g. U

I~ —

Para el Teorema Central del Limite correspondiente a este régimen, se veré que la sucesion
adecuada para controlar la varianza es /n/log(n).

Teorema 2.10. La normalidad asintdtica estd dada por lo siguiente

logTEn) <S: - 2w> 4 N (0,0%).

Demostracion. Por el limite (2.8) y el Lema y de manera similar al Teorema [2.5]

im 7(]\4)” = lim S Ok+1 Un é T —w? U
" e Dlog(m) — e l”z on /Dl & ) G Dog(n)

ity ay v Sk d ak v 52

-9 +1 n Meko 2 +1 n P

“’0‘; va (n/Dlog(n) & 2 v (m/4)log(n) k2
2
=0 .

De forma analoga al Teorema [2.5] se satisface la Condicién de Lindeberg requerida por el Lema

24

33




CAPITULO 2. LRRW: ANALISIS ASINTOTICO
2.4. RESULTADOS PRINCIPALES

. o . 7r
Si recordamos el limite (2.26)), que dice que na? — 1 tenemos que

S, WA,
M, _ fn (n B nan)
(m/4)log(n) (m/4)log(n)

nan, Sh w
= — — 2w ——
=/ D)log () ( n ) T log(n)

_ /2 na, Sn w v
(m/4)log(n >( 2 ) (=/4)log(n)

Y asi logramos finalizar con la siguiente convergencia en distribucion:

M, n S,
lm —————— = I — [ —2w ) =N(0,06%). O
o /(] D)log(n) noo \[ Tog(n) (n ”) N (0,07)

Enseguida se tiene una version del Teorema Central del Limite Casi Seguro para el
presente régimen.

Teorema 2.11. Tenemos la siguiente convergencia casi sequra de funciones de medidas empiricas

=G 8. 2.27
log( log Z klog log(k) —2w ) ©s ( )

Donde «=» se refiere a la convergencia en distribucion y G es la medida Gaussiana N (0,02)

(Definicion [1.4)).

4
Demostracion. Procediendo de manera semejante al Teorema y como “ < oo, al cumplirse
k

Sh
las condiciones del Lema y al cual se aplicara que ] [ 247 log(vy,) ~
og(n) | n

M,
~J
VvV Un—-1

log(log(n)) v fn ~ log(n)’ se logra concluir que

, 1 " (v — Vg1
nh—>nolo log(vy,) Z ( Vg ) 6M’“/Vvk’1

) k=2
= lim = G".
oo log( log Z klog 1og(k> [ 2“’]
Donde G* representa la medida Gaussiana N (0, 02). O

2.4.3. Régimen superdifusivo

En este ultimo caso supondremos que « > 1/2 (esto sera considerado para toda esta seccion).
Unos resultados aparte, caracteristicos de este régimen se incluiran en el siguiente lema, asi también
el teorema de la Convergencia Acotada, que puede obtenerse como un caso particular del Teorema
de la Convergencia Dominada.

Lema 2.9. Se cumplen las siguientes propiedades
1. 2w[B — wla(l — a) — a?w? = ?w(2 — B0 + 1]).

2. A, = Mn "

l—a
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Demostracion.

1. 2w[B —wla(l — a) — *w? = 2wa ((f — w) — af + aw) — o*w?
= 2wa ((80) — af + aw) — a’w?
= 2wa? — 2wa? (B — w) — a’w?
= 2wa? — 2wa?(Bh) — a’w?
= 2wa? — wa?(Bh) — wa? (B — w) — a’w?
= 2wa® — wa? B — Batw = aPw[2 — B(6 + 1)].
2. Usando el resultado (en el Apéndice Lema, se puede comprobar que

n

Ay =T(a+1)) L(k) :F(a—|—1)< 1 T(n+1) )

“T(k+a) (a—D(a) (a— DI (n+ )
B nl'(n)T(a+ 1) B e
=D(a+1) ((1 ottt  { a)F(a+1)>
=Ta+1) {(1—04)1:(1044—1) - (1_a)r(a+1)] =7 . U

Lema 2.10. (Teorema de la Convergencia Acotada) Sea (X,,) una sucesion de variables aleatorias.
Si K > 0 es una constante tal que | X, | < K para todo n > 1 y si (X,,) converge casi sequramente
a la variable aleatoria X, entonces
lim E[X,] =E[X].
n—roo
El lema que se va a citar se obtuvo de [I7], que incluye su demostracion, hablando en concreto
del Teorema 2.15.

Lema 2.11. Sea (X,,) un proceso estocdstico tal que Sp, = >, _, X conforma una martingala cua-
drado integrable de esperanza cero, ambos adaptados a una filtracion (Fy,). Entonces (Sy,) converge
casi sequramente sobre el conjunto {d>p- E[X? | Fr_1] < oo} a una variable aleatoria integrable.

Desafortunadamente, las técnicas empleadas para los regimenes anteriores no se pueden apli-
car aqui. Frente a esta situacién, seré preferible partir de otros resultados para dar afirmaciones
conclusivas respectivas a este régimen.

El siguiente teorema es una convergencia hacia una variable aleatoria de la cual no tenemos una
descripcién explicita, es decir, carecemos de detalles sobre su distribucion, pero que teéricamente
podemos afirmar que existe y de la que podemos obtener su primer y segundo momentos.

Teorema 2.12. Tenemos la siguiente convergencia de forma casi sequra.

nt—® (Sn - w> — L C.S.
n l—«a

Donde L es una variable aleatoria no degenerada tal que

Bl-a)-w

R R Er)
ConfB:=p—q,y v
E[L7) = (20 +1)
Donde
. B 2auw? wa(f—1) ry?
ViEP It e =) @a-D{a—12 1" { (a—1)? } e
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Demostracion. A partir del inciso 1 de la Proposicion en conjunto con las Proposiciones [2.5
y por el limite (2.9), se consigue afirmar lo siguiente

sup B[M] = sup Y E[(AM)?] = sup 1; E[a;£7]

n>1 n>1 h—1

n
= sup Z a B < (y+71) lim Up,
n>15— n— oo

11 1
§(7+7)( a+1 a+l ;1><°°'

(Observar que v, es una sucesion creciente). Entonces tenemos que la martingala (M,,) es
acotada en L?, con M,, = a,S, — wA,,. Por el lema 1 esto implica que converge tanto en L2
como casi seguramente a M = Y 7° | an&,. Por la ecuacion (2.20), se obtiene que

(Sn w ) (Sn wA, wA, w >
nay, | — — =na, | — — + —

n l1—« n Nnay, Nnan, l1—«

o (i\i ta (F(E(Z Bf'ffa) B 1) - 1_wa>

M,
R TS D D VA
na, o—1\na, l1—« a—1

Sh n
Con esto, na, [ — — 1 fa — M+ aw—al c.s. Ademas, (recuperando que n™% ~ ﬁ),
n n Mn
pl-a Sn W L na ORI Lo S N c.s., donde
n l-«a MNa+1) \na, (1-a)na,

- - )

Usando directamente que M, — M en L2,

2
(= Ge-r55) 1)
n l-«a
Terminando la primera parte de la prueba. Ahora, obtendremos el primer y segundo momento
de L.

Como E[X;] =p —q =, y por Proposicion E[Sn+1] = 7E[Sn] + w, de manera recursiva
hallamos que

1
= lim E (M,, — M)*| =0.

lim E _
e n— o0 [1—‘2(04+1)

n— oo

E[Sn+1] = .. ’Ynﬁ + V2 - - "}/nw(ryl) NI ’7nw(71 .. 'r)/n—l) + w(71 .. "Y’n)
M Y- In-1 Y- Un
1
= B+ as + ...erM
Ap+1 Gp41 An+1
1 n
= B+ w aj .

1

Que se puede escribir también como E[S,] = — (8 + w(A4,, — 1)), lo que deriva a
n

1

Qnp

E[M,] = Ela, Sy — wA,] = an— (B+w(A, — 1)) —wA, =0 —w.
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Encontrando asi el primer momento de L

ElL] = F(a1+ 1) (E[M} B 1a—wa>
B w B aw
S T(a+1) T(a+1)(1-a)
Bl —-a)—w
C T(a+1D)(1—a)

Resta hallar IE[L?]. Como

M? 2waM wa 2
E[L*] =E — .
L] FPatl) (I-—ala+l) ((1_a)r(a+1)> ]
Debemos encontrar E[M?] = lim,,_,, E[M?2]. Primero

E[M?] = 2E[S?] — 2wa, A, E[S,] + w? A2
= a’E[S?] — 2wA, (B + w(A, — 1)) +w?A2
= a’B[S?] — 2wA, (B —w) — w?A2.

Después, por la Proposicion inciso 4

B[Sy 1] = E[S7] + 2%1E[Sﬁ] + 20WE[S,] + 7%

+ 7.
2a
Lo que se puede escribir como E[S? ] = g,E[S2] + h,,, donde g,, =1+ — hn = 2WE[S,] +

E[S . .
VM + 7 Para n € Z*. De manera recursiva, una ecuaciéon de la forma z,.1 = a,z, + b, se

puede escribir como

n
Ap ...04A71
Tptl = a1 ...0,T1 + g b e
k=1 1

ag ...
Tomando en cuenta los siguientes puntos

= E[ST] = E[X?] =p+aq,

'2a+1) T'(n+1)I'Q2a+1)’

n+ 2« 14+2a)\ I'2a+1) F'n+2a+1)
.gn"'glz o “ee 1 j—

In--- 01 Fn+2a+1) T(k+1)I(2a+1)

ge---91 I'(n+1DI'2a+1) T(k+2a+1)

Se obtiene que

E[S2] = gn1B[S2_ 1]+ hn_1
~ I'(n+2a) I'n+2a) Tk+1DI'(2a+1)
T I(n)T(2a+1) REARDD hkF(n)F(Qa +1) T(k+2a+1)

) =
_ I'(n+2a) i I'(k+1)
= T2+ 1) (“"”(20‘* 1);hkf(k+2a+ 1)) '

n
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Del Teorema junto con la ecuaciéon la definicion de b, y B, procediendo de manera
1
analoga a lo hecho para E[S,,], obtenemos que E[Z,] = — (p+q+ 7(Bn — 1)), y asi

by,
By = 2w B—w(l—Ak) +£ p+q—T(1—Bk)
Qg k bk}
_ 2 _
:2w(ﬁ w)+2w AK+'y(p+q T) ’YTBk+T
ag ag kb, kb,

En particular, como

22 Ay, 9, Ag 9 k k «
=2wk—— =2 - - )
ak w kay, w l-a 1—o \ka

En conjunto junto con

Bk + ( 1 Yy + 1>
T— T =T - >
77 by AT " = kbe

hi, se escribe finalmente como

B ~NT T 2w3k 2w(p — w) B 2wl Yp+qg—71) B ~2r
h’“‘( i )+1—a+< aw O-aa) T\ (1= )kby

T 2kw? ¥ ;
1—’}/ 11—« ag ka >

2w(aw — (b — w)(1 — @)

Con t; = . (tambiénﬁ—w:ﬂ—(l—&)ﬂ:&ﬂ)yt2:p+q_%.
—« —

Distribuyendo M en hy y usando Lema B.1 de [2] (Véase Apéndice|4)), se consigue
A I ) ' P ’ .

que

n—1 Nk+1) 7 1 nl(n)
,;hkF(k+2a+ ) 1-—7v [(m — (1 —2a) (20— 1)F(n+2a)]

N w? [ 1 . nl'(n)(n(2a —1) +1) }
l—a|[(a—1DR2a—-1I'2a) (a—1)2a—-1T(n+2a)
¢ { 1 3 (n+1)I(n+ ) ]
ala—1I'2a) ala—1)I'(a)'(n+ 2a)
Lt [ I(y+1) Tty }
Fy+1) [Qa—yTR2a+1) (2a—7T(2a+n)

Si se sustituye en E[S?] y se emplea algebra elemental, se obtiene que

21 I'(n+2a) T 20w? wa(B —1) ry?
B = Rt [P T e e )
. n [ T (2o 1)+ 1)} (n+1t; o
20— 1 |1—+ (a—1)2 anla—1) (2o —)by,

Para simplificar la escritura, usaremos la notacion para V como se define en (2.28)). De aqui,
procedemos a sustituir en IE[M?] y con el Lema se sigue que,

B[M2] = a?l'(n+2a)V B Tna? n nw?a? B Ytaa?
O TPR2a+1) 2a—-1)(1-7) (2a-1)(a—12 (2a—7)b,
na, —a  2awnay, auw? ti(n+ 1ay,
— 2w[f — - .
wif =] 1-« +(1foz)2 (1-a)? a—1
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t 20w? 2w[B — W] 2w(aw — (1 —a)[B —w]) 20w?
Y dad _ _ B
ado que 04—14_(1—&)2 1-—« (1—a)? (1—a)?
208 —
% = 0, podemos simplificar y obtener que
B[M2] = ail(n+2a)V B TnaZ n nw?a2 B Ytoa?
Fn)F2a+1) (Ra-1)(1-7v) Ra—-1)(a—=1)2 (2a—7)b,
a?w? tia,

+2w[ﬂ_w]1i¥a_(l—a)2 a—1

Considerando el Lema [2.9

E[M? = lim E[M?]

= Rhrorm2asD) T 1-a (—ap
~ o | LT +20)T2 @+ 1) 0®w2— B0 +1)]
= 5% [T(n+ a)T(n + a)T(2a + 1) 1-a) ]
[ 1% (a+1) w2 — B0+ 1))
= M ne 1 T(2a+ 1)V (1—a)? }
~T*a+1) Qw2 — (O +1)]
- T(2a+1) (1—a)?
Para concluir, haremos una tltima sustitucién
1 91 2waE[M] w?a?
I (a+1) [ M7= -« + (1—04)2]
B 1 I(a+1) Qw2 - B0 +1)]  2walf - w] w?a?
T T2(a+1) [F(Qoz—i—l) (1—a)? 11—« +(1—a)2
1
" T@arD " H

Marcando el final de este régimen, el siguiente teorema servira para analizar a la distribuciéon
limite de la LRRW, o de forma mas especifica, la observacién de una dispersion Gaussiana.

[T2(n)T2(a + 1)[(n + 20) 2w[B — ala a?w? }

E[L?] =

Teorema 2.13.

W(ma (ﬁzw)L) i>/\/<o ”2>, n — 0.

n l-a 20— 1
Y
v/n2a—1 nl—& & _ w — L
, n l-a 202
lim sup + = c.s.
n—oo log(log(n)) 200 —1

Demostracion. Al tener que lim,,_,o, E[¢2, 1| F,] = 02 c.s. y con ayuda del Lema de la Conve-
gencia Acotada,

D E[(AM)’] = > El(akér)?]
k=1

k=1

(oo} 2 a
~ Z %EKE]
k=1

— 1
k=1
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1
Y en este caso, al ser v > 1/2, 377 | T2 < 00, inmediatamente se ve que
oo E[(AM},)?] < oo. Se observa que

=1 | (20— 1)
> o N/ palt= "1
k=n n

Lo que nos lleva a lo siguiente,

ZE [(AM})? | Fr_1) Zaka ~ o’ T?(a+1) ka

k=n k=n
cI'?(a+1) n 02na%

~ (200 — 1)n2a=11p T 2a-1 o
Usando el Teorema de la Convergencia Acotada,
o’ a2
E[(AM)“] ~ 8.
Z W~ o 8
Con esto ultimo, las condiciones a) y I) del Lema se cumplen.
r+ 1)o* Ccol’ 1)4
Ademas, se satisface que r} ~ m y (AM)* = apép < apCo ~ %.

De acuerdo a esto, al ser la sucesion (r,) creciente, podemos verificar que

[\3

I & 1 (AM;
7721 kz AMk.H : |AMk+1 Z erk\] = 2 EE |: AMiii |AMk+1 > Erk:|

1 = E [(AM1)*  [AMyp > ery]

<
r2 — €2r?
1 16 =
D SUICIAUIE S
k=1 " k=n

Col'(1 + ) — 1 da—2, 1—4a

1-4o
1 para agrupar esta

1 1
(Usando que para alguna constante C, Y oo Tia <y fn e —dt = 01 n

1
constante dentro de C5 junto con las obtenidas también para —) Luego se cumple la condicién
rd

b) del Lema [2.6} m dado que n**~2nl=4® — 0 cuando n — oo (a > 1/2). Al contemplar que

MMn—anSnwAn[ (a+1)L+1wa}
o

B g _w (nan—ay F(lJroz)L_'_ wa

I an, 1—a an, an (1l —a)
“L

—a, |:Sn_ nw n }

1—« an

Obtenemos que
1/2 o
M,—M _(20-1 /n_1/2 (S w N ]
Tn o2 n 11—« ne

B 1/2
R R e R

40



CAPITULO 2. LRRW: ANALISIS ASINTOTICO
2.4. RESULTADOS PRINCIPALES

Si re-escalamos la varianza multiplicando por (2 — 1)'/2/a,

n 11—« a—1

2
a1 [nl—a (Sn _ v ) _ L} 4N (0, 20> c.s.

Para la segunda parte de la demostracion, aseguramos que para cualquier € > 0

e |AMjqa|*
e |AMyq?
@EHAMHM

S C3(I€71/2I€a)4k4a _ 03k4a72k404
Cs

k2’

IN

1
CE[|AMp| | AMyga| > € [ AMi| >

IN

Lo que garantiza que se cumplird la condicion II) de Lema Ademés, al cumplirse
1
> ey G E[(AM;)] < oo, también lo hara la condicion I1T). Finalmente, denotando a
T
1
di == = ((AMy)? — E [(AMy)? | Fi—1]) a la martingala en diferencias, la cual al examinarla
r

k
llegamos a lo siguiente

E[d}| F—1]

M8

ol
Il

(E[(AM)* | Fra] — E? [(AMy)? | Fi-1])

b
Il
—

Il
e ™
?j.u‘*_‘

E[(AM)* | Fr-1]

=

IN
NE
wﬁm‘ =

g

—

& k4a72

S
ESKS

E[¢4 | Fr-1] < Cy

k4a
k=1

el
Il
—

Il
Q
NGEREN
x|
A
3
o
w

De esta forma, como una consecuencia del Lema [2.11] se cumple la condiciéon IV del Lema 2.6
por lo que podemos terminar la demostracion de esta manera

2 1/2 2 1/2
M — M,
h'msup:t(za 1) :(20 1) - 1.
noee 2O LS 2 log(llog(r2,)) N2

O de acuerdo a lo requerido, esto se escribe también como

(o (- )

, n 11—« 202 1/2
lim sup + = .
n—oo log(log(n)) 20 — 1

Lo que es cierto pues garantizamos que log(r2) ~ (1 — 2a)log(n) y por ende, log(log(r2)) ~
log(log(n)). O
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Capitulo 3
Simulacién y visualizacién grafica

Después de los resultados obtenidos en el capitulo anterior, se presenta la necesidad de acceder
a estos de alguna forma grafica, aun si hay carencia de rigurosidad, considerando que esto sea mas
una gufa al entendimiento intuitivo y visual que una demostracion en el sentido estricto. De entra-
da, necesitamos echar un vistazo al comportamiento de la LRRW para cada uno de sus regimenes
y asi, interpretar lo observado. Por medio del lenguaje Python y el uso de bibliotecas como numpy,
mathplotlib, y scypy, se modelara la posicién, o lo que es lo mismo, el desplazamiento acumulado
después de cierta cantidad de pasos y que nos permitird su manipulaciéon en la ejecucién guiada
por los teoremas limite de interés y que son propios para la caminata estudiada (en este caso seran
la Ley de los Grandes Numeros, la Ley del Logaritmo Iterado, el Teorema Central del Limite y
de forma numérica, la Convergencia a los Momentos Gaussianos Pares). Se agregara también una
estimacion del posible comportamiento de la variable L, como se sefiala en el Teorema [2.12]

Para los regimenes difusivo (a < 1/2), critico (v = 1/2) y superdifusivo (o > 1/2) se obtuvie-
ron las siguientes caminatas, en donde para cada uno se realizaron 60 iteraciones de 2000 pasos,
con valores adecuados distintos para 6, p, q.

Lo que podra observarse en las Figuras y [B:2] es la dispersion entre las distintas trayectorias

Figura 3.1: LRRW: Trayectorias recorridas.

LRRW LRRW

1000 o 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
Pasosrecomidos T T pases recoi dos

(a) Régimen difusivo: la funcion identidad (b) Régimen critico: el crecimiento de las
crece a un ritmo evidentemente mayor que trayectorias se empieza a aproximar al de la
las trayectorias realizadas. identidad.
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2000

1500

Figura 3.2: Régimen superdifusivo: el creci-
miento de las trayectorias puede ser casi tan
T  w % _m —w® % @ rapido como el de la identidad.

obtenidas usando valores cercanos entre parametros en combinacioén con varias trayectorias reali-
zadas bajo pardmetros iguales.

Tanto en el régimen difusivo (Figura como en el critico (Figura , las trayectorias
no se separan demasiado unas de otras cuando se ejecutan repitiendo los parametros, pero para
el régimen superdifusivo (Figura , la dispersiéon es aparentemente arbitraria, no se visualiza
alguna nocién de cercania de forma clara. Esto puede intuirse si ubicamos la funcién identidad (la
linea negra) y la comparamos con las trayectorias dadas. Asi, la diferencia entre el régimen difusivo
y critico es que, la rapidez de crecimiento de cada una de las trayectorias para el primero es menor
que para el segundo, pero hay similitud en la cercania entre trayectorias. Y la diferencia entre
estos dos régimenes y el superdifusivo es, tanto que para este ultimo existe una mayor velocidad de
crecimiento posible como una clara dispersion que se percibe entre sus trayectorias, con parametros
iguales o cercanos.

Podremos encontrar otras diferencias que seran evidentes tras aplicar algunos de los teoremas
importantes de cada régimen y que tienen la mayor facilidad para su exposicion grafica.

3.1. Ley de los Grandes Ntimeros

Primero, para cada uno de los regimenes se compilaron 75 trayectorias en las cuales visualizara
el comportamiento para un nimero convenientemente grande de pasos (en este caso son 12,000)
de la sucesiéon

Sy, w

Zn o * 3.1

i (3.1)
para corroborar graficamente si su tendencia corresponde a lo establecido por los Teoremas y
[2.7 Por lo tanto, es pertinente mostrar las trayectorias resultantes de cada iteracion.

Figura 3.3: Trayectorias obtenidas para la sucesién li

(a) Régimen difusivo. (b) Régimen critico. (c) Régimen superdifusivo.

Un primer vistazo a la Figura[3.3|nos indica que, tanto para el régimen difusivo como el critico,
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las trayectorias se van acercando a cero como lo corroboran los teoremas mencionados, ademas
de que acorde a estos, el crecimiento para el régimen critico es mas «rapido» que para el difusivo
(se requiere un mayor nimero de pasos para apreciar la cercania a cero), como también se puede
observar en las graficas. Sin embargo, notese que para el régimen superdifusivo (Figura no
podriamos encontrar una Ley de los Grandes Nuimeros similar dado que incluso para las trayectorias
que provienen de los mismos parametros, no se percibe alguna aproximaciéon hacia un valor tinico
concreto.

3.2. Ley del Logaritmo Iterado

Podemos afirmar basados en el conocimiento obtenido del comportamiento de la LRRW, espe-
cificamente para el régimen superdifusivo, que con este no se tiene una version similar de la Ley
del Logaritmo Iterado, al menos una que dependa de los parametros que hemos estado manejando
y a la cual se pueda ajustar correctamente, como si ocurre con los otros dos regimenes.

Para el régimen difusivo, se realizaron 105 trayectorias de 11,000 pasos y para el critico se requi-
ri6 de 90 trayectorias de 25,000 pasos (estos ntimeros permiten una visualizacion lo suficientemente
clara para propositos ilustrativos), considerando que de forma similar a la Ley de los Grandes
Numeros, para el régimen critico se tiene un crecimiento mayor. Con respecto a la Figura [3.4] que
sera4 mostrada a continuacion, se tiene que para el primer régimen, en donde o < 1/2, las curvas
de color negro estan dadas por

++/2 - log(log(t)),con t > 4.

Para el segundo régimen, en donde o« = 1/2, las curvas de color negro estan dadas por

+1/2 - log(t) - log(log(log(t))), con ¢ > 16.

Figura 3.4: Cotas eventuales para las trayectorias correspondientes a los Teoremas y

LRRW

LRRW

cia desde la posicion ini

Distan

o 2000 4000 6000 8000 10000 o 5000 10000 15000 20000 25000
recorridos tos

(a) Régimen difusivo. (b) Régimen critico.

Las trayectorias que se graficaron son de la forma

(S =) I

, <1/2,
n 11—« @ /

ﬁ(&—%})ol, a=1/2.
n o
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Aunque algunas de las trayectorias se escapan de la region delimitada por las curvas de color
negro, los Teoremas y nos aseguran que esto solo ocurrird dentro de un ntmero finito de
pasos, pues eventualmente quedaran completamente encerradas (esto puede contemplarse como
una interpretacion del concepto de limite superior de una sucesion).

3.3. Teorema Central del Limite

Para esta simulacion, la intencién es obtener informacién para entender a la funcién de distri-
bucién de la posicion S, de la LRRW, en conjunto con un par de sucesiones (pueden ser aleatorias)
(rn) v (sn) crecientes tales que se presentan de la forma

Sp—r
- (3.2)

Sn

y su comportamiento para ntmeros lo «suficientemente grandesy, tratando de visualizar su aproxi-
macién a la normalidad en distribucion. Asi, basandonos en los Teoremas y para los dos
regimenes correspondientes compilaremos 1,200 ensayos de 12,000 pasos para cada uno, registran-
do la ultima posicion después de haberlos realizado, y con esto, poder elaborar un histograma de
frecuencias para cada uno, que resulte de estas posiciones finales.

Figura 3.5: Una visualizacion de los Teoremas y

Teorema central del limite Teorema central del limite

0.6
0.74
0.5
0.6 1

0.4 0.5

0.4+
0.3

Frecuencia
Frecuencia

0.3
0.2

0.24

0.11
0.1+

0.0- 0.0+

=3 -2 -1 0 1 2 3 =3 -2 -1 0 1 2

(a) Régimen difusivo. (b) Régimen critico.

Asi, lo que nos dice el Teorema Central del Limite, como puede verse en la Figura [3.5] es que,
para algin numero n lo suficientemente grande, las distribuciones correspondientes a variables
aleatorias de la forma

1. Para oo < 1/2,

vn (ﬂ v ) . (3.3)
9. Para o = 1/2,
@ (% - 2w> . (3.4)

se aproximan a la distribuicién normal con media cero y

2

1. Para a < 1/2, varianza igual a 55"
— 2a
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2. Para a = 1/2, varianza igual a o2.

Naturalmente, al estar vinculado a un experimento aleatorio, el histograma no se ajusta perfecta-
mente a la distribuciéon Normal asociada al comportamiento limite, como se observa en las graficas
mostradas, pero al menos se escogié un namero adecuado de pasos que evidencia el comportamiento
esperado.

3.4. Ley Cuadratica Fuerte

A través de aproximaciones numeéricas podremos acercarnos a los valores a los que tiende el
limite en los Teoremas y La computacion serda desempenada a través de 150 iteraciones
de 250,000 pasos para el régimen difusivo y 200 iteraciones de 1,000,000 de pasos para el criti-
co. Aunque podemos asegurar que la convergencia se cumple para cualquier r entero positivo, la
aproximacion va perdiendo precision conforme se toman enteros cada vez mas grandes, y esto esta
indicado por los errores relativos crecientes. Para contrarrestar esto, se deben tomar muestras de
mayor tamano (en este caso, iteraciones con méas pasos), mejorando asi la calidad de las estima-
ciones.

Los resultados pueden verse en las Tablas y para las que se realiz6 un promedio de los
valores obtenidos en cada iteracion, recolectando las estimaciones hacia los momentos pares de la
distribucién normal N(0,0?).

Tabla 3.1: Régimen difusivo.

Entero positivo | Aprox. LCF | Valor exacto | Error relativo
r n = 250,000 a(2r) %
1 0.60111 0.59990 0.2
2 1.07356 1.07965 0.56
3 3.36976 3.23842 4.06
4 16.1723 13.5991 18.92
5 79.4086 73.4233 8.15
6 432.027 484.515 10.83

En este regimen (Tabla [3.1)), el error relativo no crece demasiado conforme r aumenta, pero
para valores mayores que 6, este error se ve superado con creces, pero es posible afirmar que se
obtienen aproximaciones «decentes» cuando se consideran 250,000 pasos.

Tabla 3.2: Regimen critico.

Entero positivo | Aprox. LCF | Valor exacto | Error relativo
r n = 1,000, 000 a(2r) %
1 0.66866 0.67012 0.22
2 1.36457 1.34747 1.27
3 4.98793 4.51531 10.47
4 15.9049 21.18285 24.92
5 53.0496 127.769 58.48

Como se ha estado observando en las simulaciones anteriores, se necesita mayor desarrollo
computacional para el régimen critico (Tabla [3.2), obteniendo aproximaciones menos certeras in-
cluso para valores menores que 7 = 5 (se sufre un aumento drastico en el error relativo cuando
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CAPITULO 3. SIMULACION Y VISUALIZACION GRAFICA
3.5. OBSERVACIONES ADICIONALES SOBRE EL REGIMEN SUPERDIFUSIVO

r = 5). Aunque es cierto que se puede refinar lo obtenido aplicando mas iteraciones con un mayor
naumero de pasos, la eficiencia se aprecia mermada si la comparamos con el régimen difusivo.

3.5. Observaciones adicionales sobre el régimen superdifusivo

Acorde al Teorema[2.12] se afirma que existe una convergencia casi segura hacia alguna variable
L. Sin embargo, esta no se da de forma explicita, sin detalles sobre su distribuciéon. De manera
similar a lo propuesto para visualizar el Teorema Central del Limite, por medio de un histograma
se podra echar un vistazo a la forma aproximada de la distribucion de L.

Teorema central del limite

Frecuencia
o o o o o
w S %] o ~
| f |

o
]

0.1
Figura 3.6: Régimen superdifusivo. Intentan-

3 = 1 0 1 2 3 do estimar la distribucion de L.

0.0 -

Se sugiere comparar la distribucion estimada con la de una normal N (0, 0?) (Figura, pero
no parece ajustarse adecuadamente, e incluso si asi lo hiciese, no poseemos por el momento algin
teorema que nos confirme cualquier sospecha. Ahora, si u; = E[L] es la que se obtiene en el
Teorema al intentar estimar el valor a través de una media basada en el histograma, en
donde se toman los valores medios de cada subintervalo en que se dividieron los datos obtenidos
de cada iteracion uno a uno, multiplicados por la frecuencia relativa y divididos entre el total de
datos obtenidos, se obtiene un valor aproximado de 0.32246 después de realizar 3,000 iteraciones
de 250,000 pasos. Al compararlo con el valor exacto 0.39259, se tiene un error relativo del 17.86 %.
Ahora, si 02 = E[L?] — p2 (también expresado en el Teorema , al ajustar a la distribucién
estimada de L en una correspondiente a la de N(ur,07) después de 4,500 iteraciones de 500,000
pasos, se visualiza la grafica subsecuente (Figura .

Teorema central del limite
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Figura 3.7: Régimen superdifusivo. No se
ajusta a una normal con los parametros ade-
-3 -2 -1 0 1 2 3 cuados.

o
-
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Conclusiones

La caminata aleatoria perezosa reforzada (LRRW) lleva en si misma muchas de las variantes de
interés de la ERW (la original, reforzada, con retrasos, con lapsos de memoria), evitando desviarse
mucho de las propiedades necesarias que permitieron conseguir un estudio tan detallado e inten-
sivo como se deseaba (la clave fue usar una propuesta adecuada para la martingala asociada) lo
cual no la hace ajena a las investigaciones realizadas a partir del articulo escrito por Bercu [2] en
2017, que suposo el estandar para el tratamiento asintotico de aquellas caminatas aleatorias que
guardan alguna relaciéon estructural con la ERW, conjuntamente con la aplicaciéon de la teoria de
martingalas.

Las razones que nos llevan a la eleccion de a = (p — g) como parametro sobre el cual hacer las
distinciones sobre del comportamiento que presenta la LRRW son, primero, que involucra todos
los grados de libertad relacionados a las probabilidades involucradas con cada elemento que con-
forma la definicion de la caminata (no hace falta incluir al valor r pues 1 — p — ¢ =), y segundo,
que cada valor participa en la memoria observada en la caminata, tomando como ejemplos que,
al considerarse el valor p — ¢, la probabilidad ¢ hace de contrapeso para el movimiento positivo
de la caminata; o que para el valor § = 0 no se toman en cuenta las observaciones en el pasado,
ademés de que este caso entra en el régimen difusivo y por ende, las trayectorias respectivas no se
dispersan demasiado entre si, y conforme 6 se aproxima a 1, estas observaciones pasadas se van a
considerar con mayor seguridad, siendo que cuando # = 1 se conoce como la caminata aleatoria
del elefante con retrasos. Ademas, la decision de tomar o > 0 es una simple cuestion de simetria
(un analisis asintotico para o < 0 seria técnicamente el mismo).

Un motivo por el que los resultados no estan presentados de manera tan intrincada es la mane-
jabilidad de la teoria de martingalas que nos lleva a reducir el trabajo probabilistico al tratamiento
de desigualdades, asi como la obtencién de convergencias y razones de cambio. De hecho, el uso de
la funcion Gamma de Euler, que hace su aparicion en varias de estas convergencias y que nos per-
mite navegar por medio de igualdades, desigualdades y aproximaciones hacia términos y ecuaciones
mas simples, termina siendo la que reduce lo técnico que pueda resultar la teoria a manipulaciones
algebraicas manejables, aunque no siempre sean tan simples o de baja computabilidad.

El analisis obtenido para los regimenes difusivo y critico presenta resultados similares entre
si, siendo que existen los limites para sucesiones de la forma v, /a,, donde (a,) es una sucesion
creciente que diverge a infinito ((v,) también diverge por si sola en estos dos regimenes). Y en
cuanto al régimen superdifusivo, la convergencia de v, hacia algtn valor finito es posible, por lo
que no se obtienen resultados analogos, en vista de que para obtenerlos, los lemas auxiliares piden
la divergencia a infinito. Esto tiene directa relacién con el parametro « pues este esté integrado en
la definicion de v,, (como puede verse en la proposicion .

Siendo que es muy reciente la aparicion de esta caminata aleatoria en la literatura, ain no se
tienen aplicaciones concretas. Pero si uno quisiera brindar una interpretacion, su definiciéon nos
propone que, la existencia de la memoria para cierto proceso aleatorio no siempre se toma en
cuenta para su comportamiento futuro, esto de acuerdo a algin tipo de interruptor o mecanismo
sobre dicha memoria, estableciendose como una caracteristica fundamental. Uno podria proponer
que se pueda usar para el analisis en la tendencia de opiniones politicas, comerciales o culturales,
asi como en dindmicas sociales, siendo que se podrian interpretar los valores 1 para los resultados
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positivo y negativo a modo de contraste y 0 para los resultados neutrales, haciendo una correla-
cién entre las tendencias observadas bajo las estimaciones de los parametros requeridos y alguna
conclusiéon que suene razonable desde el punto de vista estadistico. Esta sugerencia se basa en el
articulo publicado por Gonzalez-Navarrete [I1]. Otra de las sugerencias se encamina al area de la
epidemiologia, en especifico, en torno a los modelos compartimentales aleatorios. No obstante, se
tendria que buscar alguna manera de relacionar el comportamiento de algin agente infeccioso que
sea «capaz de recordar», con las caracteristicas de una LRRW con parédmetros razonables.

Para finalizar, como se observo en la tultima seccién del capitulo 3, se sospecha que la distribu-
cion de la variable aleatoria L no es Gaussiana, lo que nos motiva a encontrar alguna manera de
determinar dicha distribucién, quiza con otro enfoque probabilistico probando otro tipo de proce-
sos estocasticos o quizé profundizando en la teoria de martingalas, tomando en consideracion que
no se niega o afirma algo de forma conclusiva al intentar obtener alguna variante de los teoremas
limite principales.
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Apéndice A
Manipulacién algebraica adicional

Simplemente se incluiran algunos calculos extensos que corresponden a la obtencion de algu-
nas expresiones importantes, lo hace que sea preferible brindar un espacio separado para evitar
sobreextender la demostraciéon de algunos de los teoremas del anélisis asintético.

Lema A.1. (o Lema B.1 de [9 (bibliografia)) Para cualesquiera dos nimeros no negativos a y b
tales que b # a+ 1 y para todo n > 1, tenemos que

" T(k I'(n+a+1) T(n+bl(a+1)
;r T (b—a—DI(n+0) (r(n+a+1)r(b)1)'

Después de ser enunciado, aplicando este lema a las expresiones que vendran a continuacion
nos permite obtener lo que necesitabamos.
Para la primera expresion

n—1

T(k+1) T(n+1) ( D(n+20)0(2) 1)
< I( k+1+2a)  (2a—-1DI(n+2a) \I'(n+ 1)I(1+ 2a)

1 I'(n+1)
(20— 1)D(142a) (20— 1) (n+2a)

Para la segunda

n—1 1

— kT(k+1) = T(k+1) = Tk+1) = T(k+1) I'(n)
I;F(kﬂma)_;r(k+1+2a)+k:2r(k+1+2a)+"'+Zr(k+1+2a)+r(n+2a)
& T(R+1) U T(k+1) L T(k+1)
k_ll“(k+1+2a)+<k11"k—|—l+2a)];F(k+1+2a)>+
= T(k+1) =2 rk+1)

+<’;F(k+1+2a)_kll“(k+l+2a)
_ « T+ R 1 T(k +2)
(nl);F(k—i-l—i—Za)k_l{(Za—l)F(l—i—Qa)(204—1)F(k‘—|—2a+1)}
B . 1 T(n+1) n—2 =2 T(k+2)
= (n- )[(2a—1)f‘(1+20¢)_(2a—1)I‘(n+2a)}_(2a—1)F(1+2a 2a—1k “T(k+2a+1)
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APENDICE A. MANIPULACION ALGEBRAICA ADICIONAL

B 1 ~_ (r=DnI'(n) 1 { B I'(n+1)
C 2a-1DI'(1+2a) (a—1I'(n+2a) 2a—1[T(2a+ 1)( a—-1) (2a—-DT(n+2a—1)
_ (a—1)+1 _(@/2fn+(n+2a—-1)  (n—1)nl'(n)
(a—1)TF2a+1)2a—-1) (a—1I(n+2a)2a—-1) (20— 1)I(n+ 2a)
_ « ((1/2)nf )[(n+2a—1)+2(n—1)(a—1)])
(@ —1)2al'(20) (20 — 1) (a— 1T (n+20)(2a— 1)
1 [ 1 _ n'(n)[n(2a — 1) +1] ]
2 [(a—1DI2a)2a—1) (a—DT(n+2a)(2a—1)]"
. (ke +1)
Para la tercera expresiéon. Como ap = W
n—1 (k‘—|—1 n—1 ) (k—l—l)
kzakf(k+1+2a ZF +1DI'(E+ 14 2a)
1 & Kk ta)
C T(a+1) — T(k+1+2a)
Y mediante el mismo proceso que en el inciso anterior, obtenemos que
i Ik+1) B 1 B (n+1DIT'(n+ )
pot I'(k+1+2a) ala—1I'2a) ala—1)I(a)(n+2a)
s _ IRy +1)
Y para la tltima, al tener by = W
e Tk+1) + )k +1)
*;kbkr(k+1+2a Zkr + )Tk + 1+ 2a)
N~ Tkt { Ly+1) T+
=T+ DP(k+1420)  P(y+1) [2a—7)P(1+2a)  (2a-7)T(n+2a)]
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