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Resumen

En la mecanica clasica se resuelven sistemas conservativos de di-
ferentes niveles de complejidad, por otro lado, existen también en la
naturaleza muchos ejemplos de sistemas que disipan energia, de ahi la
importancia de buscar una forma de resolverlos. Se han hecho traba-
jos sobre sistemas disipativos clasicos con formulaciones lagrangianas o
hamiltonianas que ayudan a determinar la dinamica, para hacer esto,
se hacen diferentes consideraciones tanto en las formulaciones como en
la resolucion de las ecuaciones de movimiento. El objetivo de este tra-
bajo es determinar como se ven afectados los sistemas con pérdida de
energia en la relatividad, centrando la atencion en la particula libre di-
sipativa. Para este sistema se construye una lagrangiana con invariancia
de Lorentz y se trabaja también con invariancia bajo reparametrizacio-
nes del tiempo, se obtienen y se resuelven las ecuaciones de movimiento
utilizando las dos invariancias, posteriormente se hace la formulacién
hamiltoniana y finalmente, se hace un anédlisis de otros sistemas relati-
vistas, candidatos a agregar la parte disipativa ya sea con invariancia de
Lorentz o invariancia bajo reparametrizaciones del tiempo.

Palabras clave: disipativos, dindmica, relativista, invariancia.
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Introduccion

En la mecanica clasica aparecen los formalismos Lagrangiano y Ha-
miltoniano, mismos que se desarrollaron para resolver problemas fisi-
cos cuya energia total se conserva, por ejemplo, el oscilador armonico,
particula libre, particula en caida libre, fuerzas centrales, etc. Para tra-
tar sistemas clasicos en los que la energia no se conserva, se han realizado
trabajos en los que es posible agregar al lagrangiano un potencial disipa-
tivo, con la ayuda del principio de accion estacionaria de Hamilton, que
es muy util para hallar las ecuaciones de movimiento de sistemas con
diferentes grados de complejidad y para hallar la formulacién hamilto-
niana. El principio de Hamilton se basa en una formulacién lagrangiana
o hamiltoniana de un sistema; estd formulado con condiciones en el
tiempo y no con condiciones iniciales (a diferencial de las interacciones
no conservativas), aqui es donde aparece el problema de agregarle las
condiciones iniciales de las interacciones no conservativas al principio
de Hamilton para que éste sea capaz de abarcar también sistemas con
disipacion. Para las fuerzas de disipacién simples locales en el tiempo
y lineales en las velocidades, se puede usar la funcién de disipacién de
Rayleigh [5]. Sin embargo, esta funcién no es lo suficientemente com-
pleta como para describir sistemas con caracteristicas disipativas mas
generales como la no-localidad y la no-linealidad, que pueden surgir en
los sistemas abiertos.

Como ya se menciond, la evolucion dindmica de los sistemas no con-
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x Introduccion

servativos esta determinada por las condiciones iniciales, por este mo-
tivo, es natural esperar que estos datos iniciales sean usados para una
formulacién del principio de Hamilton para sistemas no conservativos.

Galley [I] propone algunas condiciones de frontera tanto en los tiem-
pos iniciales como finales que ayudan a dar una accién para sistemas no
conservativos.

A pesar de conocer el principio de conservacién de la energia, se pue-
de notar que hay cuerpos que pierden energia, pues de alguna manera
se detienen en un determinado momento; como un péndulo que oscila,
un trompo o una moneda que cae al suelo y rueda, si la energia no se
perdiera entonces estos sistemas deberian continuar sus ciclos sin dete-
nerse y no es que la energia no se conserve sino que hay una pérdida
de energia que pasa al medio (si se considera un sistema completo de
cuerpo y el medio que lo rodea). El principal interés en estos sistemas es
la descripcién cuantica [11], en este caso se pretende estudiar la descrip-
cion de sistemas relativistas no conservativos, considerando sistemas con
invariancia de Lorentz, como la particula relativista, asi como sistemas
con invariancia bajo transformaciones generales del tiempo, es intere-
sante estudiar estos ultimos debido a que la particula libre resulta ser
también invariante bajo transformaciones generales del tiempo lo que
permitiria en dado caso, estudiar sistemas disipativos sin necesidad de
recurrir a la relatividad especial.

La Relatividad Especial dentro de la fisica es una teoria muy im-
portante, aparece cuando se observa un mismo suceso desde diferentes
marcos de referencia inerciales; lo que se ve en un marco no necesaria-
mente es lo mismo que lo que se observa desde otros, particularmente
si se trata de tiempo y longitud, es por eso que en este trabajo se de-
be tener mucho cuidado con las cantidades que se utilizan ya que se
puede confundir lo que se observa desde dos observadores en diferentes
sistemas de referencia. Para conocer lo que ocurre en un marco de refe-
rencia si se observa desde otro, es necesario utilizar las transformaciones
de Lorentz, las cuales proporcionaron una base para el desarrollo de
la relatividad especial. Fueron obtenidas por Hendrik Antoon Lorentz
(1853-1928), fisico neerlandés, pero no fue él quien introdujo las conse-
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cuencias importantes de esta teoria, debido a que sus trabajos sobre este
tema quedaron inexplicados durante un ano hasta que, en 1905, Albert
Einstein, tomo lo que Lorentz habia trabajado y fue capaz de darles una
interpretacion considerando el caracter relativo del tiempo y el espacio.
La “Teoria de la Relatividad Especial” describe muy bien la relacion que
existe entre las medidas de una magnitud fisica cuando estas se toman
por dos observadores diferentes moviéndose a velocidades altas, relativo
a la velocidad de la luz, de ahi el interés por la particula relativista.

La particula libre con disipacién se puede tratar en la mecanica clasi-
ca utilizando la formulacion lagrangiana de Galley. Sin embargo, esta
formulacién no se ha dado para sistemas relativistas. En este trabajo
se pretende encontrar en primer lugar, una lagrangiana invariante ba-
jo transformaciones de Lorentz, para lo cual se busca una extension
de un potencial disipativo clasico a la relatividad; se busca construir
el lagrangiano covariante de la particula relativista con disipacién para
posteriormente hallar las ecuaciones de movimiento covariantes y ver si
en el limite clasico se reducen a las ecuaciones de la particula clasica
con disipacién de energia que es lo que se espera, ademas de llegar a
la solucién de dichas ecuaciones de movimiento, se espera que en este
proceso aparezcan dificultades debido a la invariancia relativista.

En segundo lugar, se propone estudiar el mismo sistema mediante la
invariancia bajo reparametrizaciones del tiempo y hacer una compara-
cién con las ecuaciones obtenidas de ambos métodos.

Finalmente, tras obtener las soluciones del sistema de la particula
libre, se pretende hacer la formulacién hamiltoniana y explorar si se
puede dar una extensién de otros sistemas también disipativos a la re-
latividad; como oscilador arménico relativista y una particula ligada a
moverse en una circunferencia.

Un articulo publicado en 2017, “Oscilador Armoénico Relativista” por
Miguel Barriuso Gutiérrez [9], sobre el oscilador arménico relativista sin
pérdida de energia da pie a pensar en las complicaciones que se pueden
tener cuando se incluya la disipacion, pues en ese articulo se plantea una
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solucién numérica y unidimensional del problema.



CAPITULO 1

Sistemas disipativos en la mecanica clasica.

En este capitulo se presenta el principio de minima acciéon conocido
en la mecanica clasica y las consideraciones que se le hacen para poder
usarlo en la descripcién de sistemas no conservativos, aparece también
la formulacion lagrangiana y su aplicacion en la particula clasica con
disipacion de energia.



2 Capitulo 1. Sistemas disipativos en la mecanica clasica.

1.1. Principio de Hamilton.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange se pueden obtener a partir del
principio de D’Alembert pero también es posible obtenerlas a partir del
principio que considera el movimiento completo de un sistema entre los
tiempos inicial y final, y pequenas variaciones del movimiento completo
alrededor del movimiento real.

Se define la accion a partir del movimiento desde un tiempo ¢; hasta
el tiempo ty y estd dada por la integral de la funcién lagrangiana a lo
largo del tiempo:

ty
t

i

El sistema puede viajar desde la posicién en el tiempo inicial hasta
la posicion en el tiempo final de tal modo que la trayectoria recorrida
sea un punto extremo, entonces la variacion de la integral de linea es
cero suponiendo que los puntos inicial y final son fijos, es decir, que la
variacién de las coordenadas en esos puntos es cero.

Ly
38 int) = [ OL(ai )it =0 (1.2)
t;
esto conduce a las ecuaciones de movimiento del sistema conservativo
cuyas restricciones son unicamente que los extremos sean fijos, como ya
se menciond. Vamos ahora a la siguiente seccién donde se va a tratar
un sistema cuya energia no es conservada, para lo cual se hace una
modificacién a las condiciones del principio de Hamilton [I].

1.2. Formulacién Lagrangiana de Galley pa-
ra sistemas no conservativos.
Galley propuso una forma para el tratamiento de sistemas clasicos

con pérdida de energia [I], 2] utilizando una accién ahora conocida en la
literatura como accién de Galley [10], la cual consta de la duplicacién
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de las coordenadas generalizadas asi como las velocidades generalizadas,
es decir, si se tiene una funcion lagrangiana de un sistema conservativo
con n grados de libertad L(g, ¢), la lagrangiana no conservativa corres-
pondiente constara de 2n grados de libertad y se define de la siguiente
manera;

L(g1, 41,92, 62) = L(qr, ¢1) — L(ga, 42) + K(q1, ¢1, G2, G2) (1.3)

donde K es un potencial no conservativo y es antisimétrico bajo el cam-
bio de variables ¢, <+ g2 como se vera mas adelante.

A partir de este lagrangiano se define la accién de Galley de la si-
guiente forma [10].

Ly
S(Q17QQ):/ L(q1, 1, q2, G2)dt (1.4)
t;

Las ecuaciones de movimiento se pueden obtener mediante el principio
de accion estacionaria compatible con los valores iniciales de Galley.
Este principio establece que la evolucién de la dindmica del sistema es
tal que hace que la accién sea un punto extremal 9,5 = 0, las ecuaciones
de movimiento se hallan imponiendo las siguientes condiciones, mismas
que sirven para eliminar los términos de frontera que surgen al realizar
la variacion.

dqi(t;) =0, dqa(t;) = 0,
q1(ty) = qaty), Qi(ty) = galty), oqi(ty) = dqa(ty)

dado que este procedimiento para hallar ecuaciones de movimiento au-
menta los grados de libertad, para n grados de libertad iniciales, se
obtendran 2n ecuaciones diferenciales.

1.2.1. Ejemplo del oscilador armodnico.

Se parte del ejemplo de la formulacién lagrangiana para un oscilador
armoénico amortiguado, este es uno de los paradigmas de la formulacién
de Bateman para este sistema [I1] cuyo lagrangiano es:

L =2[iy — key + I'(zy — yi)] (1.5)
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Las ecuaciones de Euler-Lagrange para este lagrangiano en la varia-
ble “x”, con I' > 0 describen el oscilador armoénico amortiguado, “y”
es un grado de libertad asociado con el ambiente cuya dinamica es des-
cartada. El término cinético de puede ser diagonalizado mediante
la transformaciéon ¢; = = + y,qo = x — y, entonces © = 3(q1 + q2) ¥

v =30~ @)
Asi, en términos de las coordenadas ¢; v ¢o :

1,. 1 . . .
L= 5(9% — Kq;) — §(q§ — kg3) + TG — q1do) (1.6)

Este lagrangiano es antisimétrico bajo el cambio de variablesﬂy se
construyé mediante las formulaciones de Galley y Polonyi [7, [I].

Los dos primeros términos de esta accion se pueden escribir como:

tf tf tf ti
S= [ Ligg)dt - / L(gs, d2)dt = / Llar, dy)dt + / Llgs,do)dt  (1.7)
t t

t; i i ty

a esta accion se le agrega una funcién potencial K (q1, g1, ¢z, ¢2), €l cual
depende de ambas coordenadas y velocidades y que ademés es anti-
simétrico bajo el cambio de variables 1 <+ 2, es decir, K(q1, G1, G2, G2) =

_K<qQa (j27 q1, ql)

Asi, la accion es:

ty ty
S = / A(q1, 41, g2, g2)dt = / [L(q1,q1) — L(q2, 42) + K(q1,¢1, g2, 42)]dt ~ (1.8)
ts ti

La variacién de esta accion puede ser hecha a partir del principio de
Hamilton usual, con las variables fijas en ¢; y ¢4, llegando a las ecuaciones
de Euler-Lagrange.

Estas ecuaciones también se pueden obtener por una variaciéon que
se basa en condiciones iniciales y en el tiempo final, solamente se igualan
las dos coordenadas.

IR
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Estas condiciones de frontera también obedecen los problemas de
causalidad como lo son los procesos disipativos que son determinados
por condiciones iniciales.

Este método se basa en la duplicacién de las coordenadas y veloci-
dades generalizadas para obtener un lagrangiano como en ([1.6))

Para reducir los grados de libertad y regresar al sistema original,
Bateman propuso variables tipo 4, que como ya se expuso al inicio de
esta seccion, estan expresadas en términos de las variables ¢; v ¢2, v se
definen de la siguiente forma:

1

g+ = §(Q1 +q)

En los siguientes ejemplos se va a ejemplificar lo anterior.

1.2.2. Particula libre clasica con disipacion de energia

El lagrangiano de la particula libre con disipacién es:
m

L= 5(‘112 —Gs%) + 77(611612 — G21) (1.9)

las ecuaciones de Fuler-Lagrange correspondientes a este lagrangiano,
forman un conjunto de ecuaciones diferenciales simétrico bajo (q1, G1, G1, 2, G2, §2) —

(q27q'2aq.27Q17q.17q"1)
G1+7¢2 =0 (1.10)
G2+7G1 =0 (1.11)

La solucion de este sistema de ecuaciones diferenciales acopladas es:

q(t)=Ae "+ Be"+C+ D (1.12)
@(t)=Ae " — B+ C — D (1.13)
Ahora, imponiendo ¢;(tf) = ¢2(ts), como requiere el principio varia-

cional, se obtiene:
D = —Be't (1.14)
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Por otro lado, la condicién ¢ (t) = ga(tf) conduce a B = 0, entonces
D=0y:
a(t) = @t) = Ae "+ C =q(t) (1.15)

Una desventaja que podria surgir al intentar resolver un problema de
esta forma es la complejidad del sistema porque se tienen 2n ecuaciones
acopladas. Es conveniente utilizar una transformacion para desacoplar
las ecuaciones obtenidas. En este caso se pueden usar las coordenadas
+.

1
¢ =+—=(q £ ) (1.16)

V2

En particular, las ecuaciones de Euler-Lagrange del problema que esta-
mos usando como ejemplo serian

d .
ma(% +7¢+) =0 (1.17)
d
(G — g ) = 1.1
mdt(q Yq-) =0 (1.18)

La ecuacién de gy se puede identificar inmediatamente con la de una
particula con amortiguamiento lineal. La ecuacion de ¢q_ bien podria
describir a ¢, (—t) pero, en concordancia con el hecho de que ¢(t) =
¢2(ts), se le debe asignar la solucién trivial.



CAPITULO 2

Relatividad especial.

En este capitulo se pretende dar los conceptos basicos de la relati-
vidad especial que son necesarios para llevar a cabo los calculos poste-
riores, como lo son los postulados, las transformaciones de Lorentz, los
conceptos de invariante, cuadrivector, métrica y la forma en la que se
trabaja con los indices de los conceptos que en este capitulo se definen.
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2.1. Postulados

La Relatividad Especial es una teoria que permite describir los fenéme-
nos fisicos que ocurren en diferentes sistemas de referencia inerciales, fue
publicada por Albert Einstein el 1905 y estd basada en dos postulados:

= Todos los sistemas de referencia inerciales son equivalentes entre
si.

» La velocidad de la luz en el vacio es independiente del movimiento
de la fuente.

El primer postulado es basicamente una forma de decir que ningtin expe-
rimento (mecdnico, electromagnético, etc.) es capaz de medir un movi-
miento inercial absoluto. El segundo postulado se refiere a la constancia
la velocidad de la luz en el vacio, pues es la misma para todos los ob-
servadores.

2.2. Transformaciones de Lorentz

La relacion que existe entre las coordenadas de los sucesos medi-
dos por dos sistemas de referencia inerciales, es una transformacion
de Lorentz. Cada suceso tiene coordenadas (z,y,z,t) respecto a Sy
(', 9y, 2/, ') respecto a S’, estamos interesados en conocer la relacion
que existe entre las coordenadas (z,y, z,t) y (z/,y, Z,t'). Las transfor-
maciones de Lorentz nos dicen cémo calcular las coordenadas de un
cierto suceso en las coordenadas de un sistema S’ a partir de las coor-
denadas en otro sistema S. Para la configuracién estdandar (sistema S’
con ejes paralelos al eje S, moviéndose a lo largo del eje x y que se aleja

—»

del sistema S con velocidad constante )
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S S

Figura 2.1: Configuracién estandar , sistemas S y S’, el segundo se mueve
a una velocidad v respecto al primero en la direccién x

En la figura se muestra un esquema de la forma en la que los marcos
de referencia se colocan para formar la configuracion estandar, a partir
de la cual se construyen las transformaciones de Lorentz:

ct' = ~(ct — Ex) (2.1)
=~z — %ct) (2.2)
v =y (2.3)
2=z (2.4)
donde
N (2.5)
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c es la velocidad de la luz y v es la velocidad relativa entre los sistemas
Syys

Asi mismo, se pueden ver las transformaciones inversas que eviden-
temente nos daran las coordenadas de un suceso que ocurrié en el marco
S a partir de las coordenadas del mismo suceso en el marco S”:

ct = (et + %aj/) (2.6)
=~z + %ct') (2.7)
y=y (2.8)
z2=2 (2.9)

En esta parte es importante mencionar el concepto de invariante
(AS)?, se trata de una cantidad que vista desde distintos marcos de
referencia inerciales tiene el mismo valor. Para visualizar este concepto
retomemos la idea de rotaciones de ejes cartesianos en el plano, se sabe
que la cantidad 22 + y? = 22 + /2, es decir, la cantidad es invariante
bajo rotaciones.

En el caso de las transformaciones de Lorentz:

Proposicion: Sean Az = xp—x4; Ay = yp—ya; Az = zp—2z4; At =
tp —ta, donde (x4,ya,24,t4) y (TB,ys, 2B, tp) representan sucesos.

Las A indican qué tan distantes estan los sucesos en el espacio y en
el tiempo.

Entonces,

(AS)? = (Az)*+(Ay)*+(A2)*—(cAt)* = (Ax')*+(Ay')*+(AZ)—(cAt)? = (AS")?
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Demostracién:

Ax' =xp — x4 =v(zp — Betg) — Y(wa — Beta) = Az’ = y(Ax — BeAt)

Ay =yp —ya =yp —ya= Ay = Ay

AZ =z — 24 =2 — 24 = A2 = Az

cAt = ctp — ctar = y(ctp — Brp) —y(cta — fra) = cAlt = y(cAt — BAx)

Entonces.
(Az")? + (AyY')? + (A2)? — (cAl)? = ¥*[(Ax — SeAt)® — (cAt — BAZ)*] + (Ay)® + (Az)?
V(1 = BP[Az® — (cAt)?] + (Ay)? + (Az)?
= (Az)? — (cAt)? + (Ay)? + (Az)? l.c.q.d.

De hecho,

(A2')? + (Ay')? + (AZ)? — (cAt)? = (Az)* + (Ay)® + (Az)* — (cAt)®
(2.10)
puede ser tomado como definicién de las transformaciones de Lorentz.

2.3. Notacion de Indices.
De las transformaciones de Lorentz (2.1)), (2.2), (2.3) v (2.4)) se defi-

nen:

Asi, las transformaciones de Lorentz se pueden sintetizar de la si-
guiente manera y desarrollando la suma sobre indices repetidos (uno
arriba y uno abajo o viceversa).

Por definicion:

(67

z® = = a3 2P = a2 4+ a¥ 2t + a2 + af 2P (2.11)

donde (agl) es una matriz llamada “matriz de Lorentz”, cuyas en-
tradas son constantes, en general tiene 16 entradas debido a que cada
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indice corre de 0 a 3; para la configuracion estandar muchos coeficientes
se anulan :

o1 11 v
A 0o @ a3y az | _ | V¢ v 00 9219
(a5) = a al' af dF | 0 0 10 (2.12)
g' a‘i" a%l agl 0 0O 01

Si se habla de varios sucesos, se toma ([2.10)) que como ya se menciond,
sirve como definicién de las transformaciones de Lorentz y se puede
desarrollar de acuerdo con la nueva notacién:

(AS)? = (Ax)* + (Ay)? + (Az)? — (cAt)?
= (Az")? + (Ax?)? 4 (Az*)? — (cAz?)?
= NapAa* Az’

donde (1a8) = diag(—1,1,1,1), o bien:

-1 0 0 O
0 1 00

(Uaﬂ) - 0 01 0 (213>
0 0 0 1

Conocida en la literatura como métrica de Minkowsky, este objeto
permite subir y bajar los indices de las cantidades.

Ahora bien, retomando la cantidad 7,5 Az*Az”, como representa un
invariante, sabemos que:

ﬂagAl'aAiCB = ﬁalgleale'Bl (214)
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y, recordando ([2.11))
na/ﬂ/ALUa/Alﬂ/ = nalﬂ/(ag/A:ﬂ)(a?/Ax‘s)

De manera conveniente, se escribe el primer miembro de ([2.14]) como
nysAxT Az?

= s ArT Az’ = na/gl(af?/AxV)(af/Axé) (2.15)
Acomodando los términos de la expresion anterior, se puede notar que:
The = a5 ay Mg (2.16)

esta expresion es muy importante, porque las coordenadas que antes
aparecian (ct,z,y, z) ya dejaron de aparecer, slo aparecen relaciones
entre nimeros reales, pero esta expresion proviene de la definicion de
las transformaciones de Lorentz, es decir, se trata de una manera equi-
valente de definir las transformaciones de Lorentz. Mas aun,

’ ,8/
s = 05 N1

/ !
= na/ﬂlaf‘y‘ a?

En general, una transformacién de Lorentz arbitraria donde se su-
pone que los origenes de los dos sistemas inerciales en ningin momento
coinciden:

2 = af 2" + b (2.17)

las constantes b al final de cuentas se pueden ignorar pues solo son
cuatro constantes arbitrarias que representan traslaciones (distancia en-
tre origenes), en este caso se ponen porque se pretende ver de manera
general cualquier transformacion de Lorentz. En cuanto a la aj, ya se
vio que se trata de la matriz de Lorentz.

Definicién: Un cuadrivector es un objeto que con respecto a cada
marco inercial se representa por cuatro componentes (A% Al A% A3)
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las cuales se transforman (en el caso de la configuracién estandar) de
acuerdo con:

AY = ~(A° — 3AY) (2.18)
AY =~ (A" — gAY (2.19)
A% = A? (2.20)
AY = A° (2.21)

as{ mismo, se define U* = (U°, U, U% U?) = ~,(c, ug, uy, u,), que es
un cuadrivector llamado cuadrivelocidad donde u,,u,,u. son las com-
ponentes espaciales de la velocidad.

Bajo una transformacion de Lorentz arbitraria (2.17)), las componen-
tes de un cuadrivector se transforman de acuerdo con:

AY = af AP (2.22)

! . .
donde aj es la matriz de Lorentz y siempre va a aparecer al transformar
cualquier cuadrivector.

Proposicion: Si A% y B* son las componentes de dos cuadrivec-
tores (que pueden ser el mismo), entonces 7,5AB” es invariante bajo
transformaciones de Lorentz.

Asi,
nalﬁlAa/Bﬁl = 7775A7B5 (223)
Este resultado también se puede escribir como: A® By =A®B, porque
nazﬁlAa/BB' = AY B, pues la Nop le baja el indice 5 ala B convir-
tiéndolo en , dejando el mismo indice ' arriba y abajo, lo cual indica
suma de indices griegos, desde cero hasta tres.

Es importante senalar que mediante la matriz de Lorentz ag/ se trans-
forma un cuadrivector con indice arriba. La forma en que un cuadrivec-
tor con indice abajo se transforma es diferente, para esto es conveniente
definir la forma de transformar un cuadrivector A, a partir de uno A%.

Ay = 1o A® (2.24)
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y, también, se define la inversa de la métrica de la siguiente manera:

N = (1ag) ™"

Se sabe, de antemano que la inversa de esta matriz es ella misma, a
pesar de que sea igual a su inversa, es conveniente expresarla asi.

La siguiente expresion representa una multiplicacion de matrices:
N "My = 05 (2.25)

lo cual se esperaba porque al multiplicar una matriz por su inversa, se
obtiene la matriz identidad.

Si se sustituye (2.16]) en (2.25)), se tiene:

,',]Oé’Y(af;‘ a? na/ﬁ/) = a/B (na/ﬁ/az 77017)

= a5 (ngrara M°)

=5
Denotando

(npraras n®) = (ap) (2.26)

= aj (a%) = 62 (2.27)

Por lo tanto, se puede ver que (ag) es la inversa de (a?/).
Por otro lado, multiplicando ([2.24]) por n®#:

AP =nPeA, (2.28)

Finalmente, se define la forma de transformar un cuadrivector con
indice abajo y primado:

AO/ = na/ﬁ/A’gl (229)
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de acuerdo con ([2.22))
Aa/ = na/ﬁ/ag'A’y

v, usando (Z:25)
Aa/ = No'p’ ag/’f]’yéAg (230)

Se puede notar facilmente que en la expresién anterior, el término 7,/ aglnw
es completamente similar al que aparece en ([2.26]). Por lo tanto.

Ay = @’ As (2.31)

Es decir, un objeto con indice abajo y primado se transforma con la
inversa de la matriz de Lorentz.

Esta notacion de indices es muy 1til sobre todo para simplificar los
calculos cuando se tienen cantidades compuestas por varios cuadrivec-
tores.



CAPITULO 3

Particula relativista.

En este capitulo se busca llegar a las ecuaciones de movimiento de la
particula relativista disipativa, utilizando la invariancia bajo transfor-
maciones de Lorentz. Previo a esto, se propone un potencial invariante
de Lorentz con el cual se construye una Lagrangiana relativista que
consta de la parte cinética deducida en la primera seccién, seguido del
potencial relativista en notacién covariante.

17
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3.1. Lagrangiana de la particula relativis-
ta libre.

Como se puede ver en [§], una particula relativista moviéndose en
el espacio de Minkowski se puede caracterizar por un cuadrivector de
Lorentz que se denota por X*. Durante su evolucién, la particula sigue
una linea de mundo que puede ser parametrizada por la variable t. La
descripcién de una linea de mundo mediante funciones X*(t) solo tiene
sentido si t incrementa de manera mondtona, es decir, de t; a ty. El
parametro de la linea de mundo es el tiempo propio de la particula.

La longitud de la linea de mundo es:

to
1:/ XrX,|dt 3.1
3 \/ | ul (3.1)

donde X* = dfl(—t“.

Sea la accién para la particula relativista proporcional a la longitud
de la linea de mundo, esto es:

to _
A= —mc/ vV —X2dt (3.2)
t1

Se requiere que esta accidén sea invariante bajo reparametrizaciones del
tiempo, pero para que lo sea, basta con que la lagrangiana sea de primer
orden en X.

Se ve facilmente que es de orden 1 en X. Comprobemos que efecti-
vamente es invariante bajo reparametrizaciones del tiempo:

Sea t = t(7), una funcién invertible, es decir, mondtona,

= dt

CdXedXr i \/ drdXrdrdXe [ dXrdX"

at dt  dr N T at dr dat ar N T Tar dr
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Por lo tanto es invariante bajo reparametrizaciones del tiempo. Asi,
el lagrangiano relativista es:

L =—meV —X2 (3.3)

Sin embargo, este lagrangiano es singular, lo cual no se esperaba,
esto significa que hay constricciones en el sistema. Veamos por qué el
lagrangiano es singular y como se puede trabajar con esto. Un sistema
es singular si su Hessiano es cero; de la ecuacion , tomando ¢ = 1
se pretende hallar la matriz Hessiana, que se define en [§] como:

0*L
v = 3.4
" axroXY (34)
derivando una vez respeco de X":
oL —-m 0 .
o= (= X*X )

[\

| |
>§' 3 >§
‘:><. ‘:><

El siguiente paso es derivar el resultado anterior con respecto a X para

obtener:
—0X, .0 N
- XrX,—— — X, — —XrX
Vo e 5, 0 »]
X, X,

0L m
oXr0Xr ~ _XeX,

== m 0 \/ _X#Xﬂngy +
—X#Xy, V- XrX,
m

= _ﬁ[navxa - XVXU]
2
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Y debido a que los indices son mudos, la matriz Hessiana se puede
escribir finalmente como:
0?L m

= = ———— (X% — X, X, 3.5
S (—X2)5(m uXv) (3.5)

Corriendo los indices de 0 a 3 se obtiene el determinante:

2

—T* — ToTo —Tox1 —ZoT2 —ZoT3
. . .2 . . . . . .
—T1x xr~ — 121 —X1X9 —T1x
detW,,, = det 0 . o 2 2 l=0 (3.6)
—X2X0 —X2X1 I~ — T2 —X2X3
—Z3%0 —&321 —T3T2 2 — @33

Esto significa que no todas las velocidades son independientes, la Hes-
siana tiene rango 4 — 1 = 3. Los eigenvectores nulos de W se reconocen
facilmente como X, como se puede ver de (3.5

W, X" =0 (3.7)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange que se siguen del lagrangiano (i3.1))
son, simplemente:

d| X
—m— | —2—+| =0 (3.8)
dt | (—X?2)2
Con esta informacion se puede hacer la version del lagrangiano en dos
partes con potencial disipativo como Galley propuso en su articulo sobre
sistemas no conservativos [2].

3.2. Extension del potencial disipativo a la
mecanica relativista

Ya se vié que para una particula clasica que disipa energia, se debe
construir el lagrangiano de tal forma que aparezca en él un potencial
no conservativo como el que aparece en la ecuacién ([1.9), hay otros
potenciales disipativos més complicados, en este caso basta con tomar
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el mas simple de ellos para analizar el comportamiento de los sistemas
relativistas.

K(Qh q1, 42, 612) = _5(91% - Q291)' (3-9)

Sin embargo, es necesario extender este potencial clasico a la mecanica
relativista con el fin de tener un lagrangiano relativista vélido, es decir,
que sea invariante bajo transformaciones de Lorentz y que en el limite
de bajas velocidades, se reduzca al lagrangiano clasico.

Se propone la cantidad:

KXY, XY, XE, XE) = = (X{ X, — XEXG,) (3.10)
Donde
(Q?7QI7q17q1> (311)
X" = (4 %2, 45, 45) (3.12)
(Q?7Q%7Q17Q1> (313)
= (4, G2, 43, d5) (3.14)

Siendo X! y X¥ derivadas respecto al pardmetro de la trayectoria (en
este caso tiempo propio de la particula) y por lo tanto son cuadrivec-
tores. No es necesario dar la demostracion de que K es invariante bajo
transformaciones de Lorentz, pues ya se sabe de que dos cuadri-
vectores forman un invariante cuando aparecen multiplicindose en esa
forma, de entrada se sabe que X y X son las cuadrivelocidades de las
particulas 1 y 2, respectivamente. En cuanto X! y X%, se pueden con-
siderar cada una, como diferencias entre sucesos y, uno de ellos situado
en el origen en ambos casos.

Asi,

Xf/sz - Xg,Xlu’ = XfX2u - Xng

Por lo tanto, (3.10]) es invariante ante transformaciones de Lorentz.
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Falta demostrar que esta cantidad en el limite cldsico se reduce a
(3.9) para ello es conveniente usar las definiciones (3.11)), (3.12)), (3.13))
y (3.14)).

Q

_i[X{LXQM — X5 X1,] = =5 [~ q10G20 + q11G21 + q12d22 + q13G23 (3.15)

2
+¢20410 — g21411 — G22G12 — 23G13]

Haciendo la eleccién de ¢) = ¢9 = ct:

—E[X{LXQM - X5 X)) — _§[q11q21 + q12G22 + Q13923 (3.16)

—(q2111 + q22G12 + G23G13)]
pero el lado derecho de (3.16)) equivale a:

Q . . . . . . Q - RN
_5[(61117%2,(113)'(6]21,Q227(I23)—((J217QQ2,Q23)'(Q117Q127Q13)] = —5[(11(12—612%} (3.17)

Finalmente, se obtiene que, con velocidades bajas:

Q

—5 (XX, — XEX,] = =S (665 — Ged] l.c.q.d.

Por lo tanto, el potencial propuesto es consistente con la relatividad
especial pues satisfizo la invariancia de las transformaciones de Lorentz
y en el limite clasico se reduce al potencial que se esperaba.

3.3. Lagrangiano de una particula disipa-
tiva.

En la primera seccién de este capitulo, se trato el sistema consistente
una particula libre desde el punto de vista relativista y se construyé un
lagrangiano extendido vélido tanto en mecanica clasica como en relati-
vidad especial [§]. En la seccién dos de este mismo capitulo, se extendié
el potencial disipativo de la mecanica clasica a la relatividad especial.
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Hasta este momento, se tienen tres herramientas importantes para tra-
tar la particula relativista disipativa: el principio variacional de sistemas
no conservativos [2], el lagrangiano y el potencial extendidos.

L=1Li(q,q1) — La(q, o) + K (3.18)

Entonces, la construccién del lagrangiano anterior debe considerar la
ecuacion (3.3)) y el potencial disipativo (3.10). Es decir,

L =—mc <\/ —XIXy, — \/ —XQ“X2H> — 5 (Xf Xy, = X{Xy,) (3.19)

como ya se vid, la particula libre es un sistema singular por lo que
se puede esperar que este lagrangiano también lo sea, para saberlo es
necesario calcular el determinante de acuerdo con [I1] porque ya se trata
de un sistema no conservativo; el sistema es singular si:

0%(L1+K) 82K
- s

det< s 822%2332;()) =0 (3.20)
041042 043

Calculando por separado las entradas de esta matriz:

(L +K) 9 (a(L1 + K))

OXEXY  9XI'\ XY

0 0 e 1 S : .
= — — | —m(—X'X1,)? — = (X' X5, — XFX
57 |5 (X} - SO0k, - X0 )|
pero,
0 L 1 0 . . 0 L 1
o | Xt = SO0~ X4 | =5 (=X )

Q 0 . .
- gaiXi,[(XfX?u - XSXIH)]
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donde el primer término del lado derecho ya se calculd en la seccion
(3.1), se hara unicamente el segundo:

Q 0 : : Q 0 :
_58).({ [(XfXZu - XgXlu)] - Eale [(Xng)]
Q
= S X4S)
= E 5771/“
Asi,
o) X, 0
(9Xi’ <_X{LX1AL>§ 2
Flli+K)_ 9 _ mXuy + 2
OXIOXYy  OXI | (-XIXy): 20
. a | lelI ] + a |:9XH :|
OXY [(X7x,)1] T axp L2

0

o 0 lel,
OXI' | (—X'X1,)z |

Ly +K) 9 mXy,
OX{oXy  OX| | (—XVXy,):
que también, ya se calculd y es similar a (3.5))
@Z(Ll + K) m

et = (0, X — X1, X,
oxXtaxy (kX T )

Similarmente, para la ltima entrada de la matriz (3.20)),
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0Ly — K) 0 (8(L2—K))

axixy  axr\ oxy
o [ & R ¢ . .
- 557 [ (oo} - St - xi%,))|

derivando primero el corchete,

) A . P o

o7 | XX 00— X4 | =5 X
Q 0 .
JF;@[()QX% X5 X))

donde, nuevamente el primer término del lado derecho ya se calculé en
la primera seccion de este capitulo, la derivada del segundo término es:

0 [Q . . 0 [0 )
(9X2” [§<X{LX2# —Xng)] - an [E(X{LX%)}
Q
= Eanffsz
Q
= §Xf77uu
Asi,
) Xo, Q
Xy <_X§LX2M)§ 2
5’2(L2 - K) 0 [ ngl, Q m
- g = - — T+ =X Mo
0X§OXYy  OXY | (—X4Xp)? 2
o | mxXe | o [0
- : N 3 1 + - - {1771/“
OXY | (X4 Xou)2 | OXY |2
0

N 0 mXQ,,
0X3 | (=X X5)? |
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32(L2 - K) . 8 mX2V
OXLOXYy  OXY | (—XUXy,):
cantidad igualmente similar a ([3.5))

0*(Ly — K m . s
(i 3 ) - N3 (anXzz — X0, X2,)
0X50X3 (—X3)2

Por 1ltimo, notemos que las entradas faltantes de la matriz, son
iguales.

'(92K' = 3 {—Q 8 (X{LXM _XgXluﬂ
OXI'oxy  ax!'| 20Xy

0 Q 0 :

= =X (e, XS
aX{L[ 5 18X§’<nu 2)}

o . Q )
R
=0

Por lo tanto, la matriz que buscamos es:

_ﬁ[nuw)’(f - XlﬂXlV] 0
1 . . .
0 _L?:{HAWXQQ - X2uX2u] (3'21>

(X3}

Si se hacen correr los indices de 0 a 3. se obtiene una matriz de 8z8.
Viéndola por bloques, el primer bloque asi como el tltimo, son matrices
similares a la matriz cuyos determinantes son cero, al mismo tiempo
se ve que las entradas de los otros dos bloques son las entradas de la
matriz nula 4x4. Se puede concluir que el determinante de la matriz es
cero.

Efectivamente, se trataba de un lagrangiano singular, por lo tanto,
se espera que las velocidades sean dependientes unas de otras.
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la relativista con disipacion.

Para hallar las ecuaciones de movimiento vamos a variar la accion,
es decir vamos a hacer la variacién de la integral del Lagrangiano (3.19))
con respecto al tiempo de un observador ().

to
0S = 5/ Ldt
t1

t2 . t2 . .
= —mc 5(—X{LX1N)%dt + mC/ 5(_XQMX2u)%dt
t1 t1
Q

- /t 81XV Xa,) — (X5 Xy,)dt

El calculo de las variaciones de las cantidades que aparecen arriba se hara
por separado y posteriormente se procedera a realizar las integrales.

N[

y y 1 . . _1 . L
S(=Xt Xt = (= X1 X) Ho(= X K,

. . S d v

= —(=X7X1,) QX{WV%[(SXJ
d . . 1 . v d . . 1 v
= %[_(_Xleu) QUMVX{L(SXl] + E[(_Xleu) Qanw/](SXl

pero X{‘nu,, = X,,.

d . B 3}
— [ (=X X1,) 72X 0 XY+ (- X X1,) "2 X0, [0XT (3.22)

—XPX,)? =
= 5( 1 1/14)2 dt dt

Haciendo los mismos pasos para la particula dos, se obtiene:

d . . 1. d . . 1
(R ) K0 X8) 4 (X Rloxy (3:23)

O(= X4 X5)7 = o
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Ahora hagamos la variacion de:

5(XfX2u - XgXlu) = 5(77puX{LX2p> - 5(77PMX5LX1P)
= Xy 0 X! + X1,0X5 — (X 1,0 X4 + X5,0X7)

dX? G

— X OXT + X1p0(52) — (X3, 6X8 + Xop(Z0))

dt dt
. d . d
= XQM(SXf + le%((SXQp) - (XlH(SXg + Xgpa((SXf))
. d d
— (X1,0X5 + E[sz(SXf] - %(X%)stf)
d
— X0 + 5 1X1,0XE)

d .
+ _[X2p5X:ﬂ - X2u5Xf)

— X1, 0XY — (X1,0XY 7

t2 t2 . . t2 . .
= / dLdt = —mc/ 5(X{‘X1M)%dt + mc/ N XEX,,)dt
t1 t1 t1

Q [t . Q [ :
-3 / O(XY Xy )t + / S(XLX,)dt

t1 t1

t2 d I d . 1.
— / {[dt[ (—XIX1,)" 2X1,,6X1"]+E[(—X{*Xlu)_Qle](SXf]}dt
t1

t2 d 1 - d . . 1 _-
+ mc/ {[dt[ ( XMXQ”) §X21,5X2V] + E[(—X;XQM)QXQV](ng]} dt
t1

QO [t d .
-7 / (X0, 0 X1 + %(leaxg) X, 8XPdt

t1

0 t2 d .

t1 d(

Por el Teorema Fundamental del Calculo, las siguientes integrales se
anulan, pues la variacion de las coordenadas en cada extremo es cero.



3.4. Ecuaciones de movimiento de la particula relativista con

e 2
disipacion. 9

2 g e 1 ,
/t %[ (—XIX0,) 2X1,,6X1]dt:0
d
dt

/ t2
t1

><:
D=
o
l‘:_/
=
N
(=%
R
Nl
&.
I
(e

Se tiene, entonces:

t2 t2 . . 1 .
5 = —me / jt[( XX y,)E X |5X Y dE + me / %[(—X§X2M)‘2 X0 |5 X dt
t1 t1

Q [ . Q [ . .
- / XX — X, 0000+ / X160 — XXV dt
t t
1t2 d .. 1. 1 t2 d .. 1.
— e / DX %,) XXVt + me / XXy, 4 X )5 XY
Lt .t
0 t2 . .
+§/t (—2X2,0 X} 4+ 2X,,0X5)dt

to d S 1 - d v

= 5 %[—mC(—X1 Xip) 2 X)) — %XQM 0Xydt
to d oy 1 d v

+ 5 gpme(= X2 Xau) "2 Xow | + Xy 00X dt

=0

Por el Teorema Fundamental del Célculo de Variaciones:

d s
a[_mc(_Xleu)_%Xlu - XZM] =0 (324)

%[mc(—f(gxm)-%xgy +X,]=0 (3.25)
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o equivalentemente:

Xy,

mcm + X2M = a1y (326)
Xo,

mC@ —+ Xl,u = Qg (327)

que son las ecuaciones de movimiento de la particula relativista con disi-
pacién, notemos que son ecuaciones acopladas y cabe mencionar también
que tienen la misma forma que las ecuaciones clasicas, con excepcion de
la raiz en el denominador del primer término.

3.5. Solucion del sistema de ecuaciones

Se obtuvo en la seccidén anterior un sistema de ecuaciones diferencia-
les acopladas:

g

X
me——=—+ QX4 = af (3.28)
A /_X12
XH
me——=2— 4+ QX! = a (3.29)

1/_)'(22

Se intentard resolver solo para una componente de la parte espacial
pues ya se vio que la parte temporal es dependiente de las componentes
espaciales cuando se calcul6é en Hessiano.

De la ecuacion , se obtiene:

X

1/_)'(12

Tomando la componente cero y despejando la raiz:

me =af — QXY

meX?

=X} =
b () - QX3)

(3.30)
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Haciendo el mismo procedimiento para la ecuacion ([3.29), se obtiene:

chS
(a3 — QX7)
Por otro lado, la ecuacion (3.28)) se puede escribir de la siguiente forma:

—X2 = (3.31)

gz

— QXY = me——— = (af — QX)? = —m?c?
(—X1)2
separando la parte temporal de la espacial usando la métrica (2.13)):
(a¥ — QX9)* — (a7 — QX5)* = m?c? (3.32)
Y tomando solo una dimensién espacial:
1
= X, = 2 - 562\/(a? —QX0)? — m2e? (3.33)

con €5 = +1 y € # 0, notemos que si se hace 2 = 0, se trata del caso
usual de la particula relativista sin disipacién [5].

También, la ecuacién (3.29)) se puede escribir como:

as

X
ay — QXV = me——2—+ = (a — QX" = —m?*c?
(—X3)2
separando la parte temporal de la espacial:
(a9 — QXD)? — (a5 — QX1)? = m?c? (3.34)
y nuevamente tomando solo una dimension espacial:
a1 0 0)2 2,2
= X = 5 — 561\/(@2—9)(1) — m#c (335)

donde ¢, = +1y Q2 #0
. -2 .

~ Ahora vamos a calcular (—X12)% = (Xy — X12)% en términos de

X9, Para ello calculemos X, derivando la ecuacién (3.35)) con respecto
de t.

1

2(a3 — QX7)(-QXY)
Q| 2e14/(a3 — QXV)2 — m2¢2
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Lo (a9 — QX)X (3.36)
b e1v/ (a3 — QX9)2 — m2c2 .
. 92
. 0 QXO)2XO
X2 = (a3 1 1 '
A (@) — QXD)2 — m2¢2 (3.37)
.92
. 0 __ QXO)QXO
X2 — (a 1 1 '
= —X; (a0 — X0 — 2 <0 (3.38)
Entonces,
201 22 ( QXO 2X0
(_Xl )2 == (X? ( QXO _mQCZ
. QXO
=X0(1— (a3
! ( (a§ — QXY)2 —m2c2)
_XO_(ag—QXf) —m2c? — (a§ — QX 1)2%
] (a§ — QXYP)? m202
— X0 i —m’c’ :
T () — QX9)2 — m2e2
— X0 i m?c® :
T (0 = QX2 4 m2e2
Asi,
L 2.1 m2c? 2
-X; )z =X"
(=X1)? ! {—(a 0X7)? +m2c2}
de donde se ve que:
.2 m2e2 X0
~X, = 1 <0 (3.39)

—(a§ — QXV)2 + m2c?
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Ocurriendo lo mismo para X,
.2 m22 X"
Xy = 0 0 g 2.2
—(al — QX3)? +m2c
De ([3.39) se puede ver que:

<0 (3.40)

X9 - X7 <0 (3.41)

si se toma XV = ct, se tiene:

-2 <0

De (3.40), con X9 = ct, se llega a la misma expresion.
iEsto muestra que se trata de particulas taquionicas!

Ahora bien, para continuar con la solucién de las ecuaciones, com-
parando la expresion (3.39) con el cuadrado de (3.30)):

.2 .2
m2c? XY XV m?2c?

(af —QXD)2 m2c® — (af — QX7)?

= (a(l) — QXS)2 =m2c? — (ag — QX?)2

= (a — QX2 + (a§ — QXD)? = +m?>c? (3.42)

Esta expresién es muy importante porque relaciona a X9 con X} y
justamente este término aparece en las ecuaciones (3.33) y (3.35) que

son las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales acopladas.

Con la relacién (3.42)) se pueden escribir (3.33)) y (3.35]) como:

a 1

X = - QGM—(ag —Qx9)2 (3.43)
a 1

X =2~ 561\/—((19 —QX9)? (3.44)
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3.6. Comprobacién de las soluciones halla-
das.

Se desea comprobar la parte espacial de la ecuacién ((3.28))
X
—X2

mc + QX =

Usando la ecuacién ((3.36))

= mc

2.6 XO Qxy 1
(a3 )X?(a} — QX3) Lol 2 —(ad — QX0)2| = a;
V(ad — QX9)2 — m2c2 ch{)

Q Q
(a3 — QX0)%(a? — QX0)?] 2 o)

ad — QXN2(a? — QX9)%] 2 1

Usando la relacion ([3.42)), se obtiene:

— [~(ad - x0)2]7 = 0

(a5 — QX7)*(a) — QX5)*1*
~(d} - QX
Asi,

[—(a3 = QXV)*]* — [—(a5 — QX7)?]* =0
Por lo tanto, la ecuacién uno si se satisface.
Veamos si se satisface la parte espacial de la segunda ecuacién ((3.29)

X;
—X2

me + QX = ay

Derivando la ecuacién (|3.43))

_ 1 2(af — QX3)(~0QX3)
? Q| 2e91/(a) — QX9)2 — m2¢2
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(a O_QX(J>X0
€21/ (af — QX9)2 — m2c2

= X, = (3.45)

0 _ QX9)X9(ad — QX? 1
— me (alo 20) 5 (ay 1).0+Q[%_5 (?—QXS)Q} — ay
V(a) — QX2 —m2e2 meX

ad — QX9)%(a) — QX0)2]2
{( 1( — 92))@()22_ e } tar \/‘(a? - QX3 =0

a? — QXN% (0 — QX272 1
{( 1( —(22))(3()22_ m2c21) } = [(al = QX,)*]* =0

Usando la relacién (3.42)), se obtiene:

— [~(a? — 2x9)7]F =0

[(a? — QX3)*(a3 — QX?)Q] :
~(@ - ax]y
Asi,

[—(a) = QX3)°]* — [~ (a) — QX3)*]* =0

finalmente, la ecuacion dos también se satisface.

Por lo tanto las ecuaciones ([3.43)) y (3.44)) son soluciones del sistema
de ecuaciones diferenciales.

3.6.1. Posible solucion real y dependencia temporal
de las soluciones.

Como se puede ver, se trata de soluciones complejas, es importante
buscar soluciones reales como las que se acostumbra a tratar y como
se sabe, las componentes temporales son XV y X9 por lo que conviene
relacionarlas de alguna forma con el tiempo.
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Se puede notar que (3.42)) se puede escribir de la siguiente manera:

0 0 2.2
Q2 a1 mc

0 2 0 2 _
y es evidente que esta relacién tiene la forma de una circunferencia
0 0
de radio %€ y centrada en (¢, &), parametrizando:
X0 % 0 (3.47)
Q  Q
ad  me
Xy=—=+— 4
2= + q sen(0) (3.48)
Sustituyendo en (3.43)) y (3.44)):
a 1 a rmce
X, = 62 - 561\/—77126286712(9) = 52 g sen?(6) (3.49)
1 .
Xy = % G —m2c2cos?(6) = % — %62 cos?(0) (3.50)

Escogiendo 6 = i¢ donde ¢ = %, con T una constante con unidades de
tiempo y usando que cos(ip) = cosh(¢) y sen(igp) = isenh(¢).

as  mc

X; = 52 + ﬁel|senh(—)|
_ap ime t

X, = O q 62|cosh(T)|

Se puede notar que la primera solucién ya es real pero la segunda no
lo es; haciendo una combinacién lineal de ambas:

v Q2 mc t t
X; +1iXy = at g 61|senh(T)|+ ot g 62|cosh(T)| (3.51)

iSigue saliendo un término imaginario!.

;. mc

Ademas, tras la eleccion de 6 = i¢, la segunda coordenada tempora-
les se vuelve compleja.



CAPITULO 4

Sistemas relativistas con invariancia de
reparametrizaciones del tiempo.

En este capitulo se pretende estudiar sistemas relativistas con inva-
riancia bajo reparametrizaciones del tiempo y posteriormente extender
este tratamiento a sistemas disipativos relativistas, se presenta la for-
mulacién hamiltoniana para estos sistemas.

37
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4.1. Definicion de sistemas relativistas
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Un sistema relativista se caracteriza por tener una accién invariante
bajo reparametrizaciones del tiempo.

Sea
/ L (qs(8), da()) dt (4.1)

la accién de un sistema relativista arbitrario y sea t’ = t/(t) una funcién
invertible monétona, tal que dt’ = |dt

A= [Lna @) = [La®awi=-a @2

A esto se le llama invariancia bajo reparametrizaciones generales del
tiempo. La funcién ¢;(t), se transforma como una funcién escalar, es
decir, ¢/(t') = ¢;(t) (funcién escalar).

Sabemos también que:

o d o dtd o didg(t) _ di

Se define e(t) como un grado de libertad adicional, tal que si ¢t —
= e(t') = Le(t)

szi e (1) 1) = e D)

Por lo tanto, e~ (t)d;(t) = (¢/)~'(t')¢/;(¥') bajo la reparametrizacién del
tiempo t — t'.

= e (Bgi(t) = () ) (E) =

4.2. Invariancia de la accién bajo repara-
metrizaciones del tiempo.

Sea L (q;(t), ¢;(t)) una lagrangiana arbitraria, donde ¢;(¢) es una fun-
cién escalar. La accion correspondiente a este lagrangiano es, simplemen-
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te la parte derecha de (4.2)).

A= / L (qu(t), d:(0)) de (4.3)

Veamos si esta cantidad es invariante bajo reparametrizaciones del tiem-
po.
Sea t — t/

>4 = [LE@.ae) i = [ L. a0 g

# [ L), de)ie = 4
iNo es invariante bajo reparametrizaciones del tiempo!

Notemos que podria ser invariante si L(q;(t),¢;(t)) fuera lineal en la
velocidad ¢;(t), sin embargo, en los sistemas fisicos que normalmente
se tratan, la funcién lagrangiana lleva dentro la energia cinética y ésta
contiene el término de la velocidad al cuadrado y por tanto, para esos
sistemas, no se cumple la invariancia, asi que, cuando L es lineal en la
velocidad es un caso muy particular.

Para tener una accién invariante:
Sea e(t)dt — €' (t')dt' = de(t)Ldt = e(t)dt

Por lo que e(t)dt también tiene la propiedad de ser escalar.

Se propone, A = [e(t)L(g;(t), e '¢;(t))dt como invariante bajo re-
parametrizaciones generales del tiempo.

Veamos si lo es:
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Pues todas las cantidades tienen cardcter de ser escalares.

Entonces, se puede tomar como lagrangiana, la cantidad tal que su
accion correspondiente es invariante, es decir:

L = e(t)L{gi(t), () (1)gi(t)) (4.4)

4.3. Sistemas disipativos

Para el estudio de sistemas con pérdida de energia se utiliza el méto-
do usual de Galley [I], es decir, se duplican los grados de libertad y, en
cuanto a la e, como no aparecen derivadas en esa coordenada, se trata
de una variable ignorable pues no tiene término cinético, por tanto no
tiene dindmica propia. Partiendo de la lagrangiana de Galley, se tiene:

L= Ll(Qli; (ili) - Lz(in, 61'21') + K(Qlia q2i, q1i in)

Aplicandole la ecuacion (4.4)):

L =eL(qi, e q1i) — eLa(gai, € doi) + eK (qui, qoir € “uir e "Goi) (4.5)

Ademas, cuando K es lineal en la velocidad, se puede hacer también
de la siguiente forma:

L = e L(qui, ;' qui) — eaL(qai, €5 q2) + K

donde K = K(ey, €2, q1i, q2i, G1i, Goi), nuevamente es un potencial de
pérdida de energia.
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4.4. Ecuaciones de movimiento.

OL (g1, e qy) 3(6_1%) oL (q;, 6_1%‘)

e: L'(g,e'q)+ = L'(gi, e "¢) +

ae 66 8(6—161'@-)
v 1 .. 0
=1L (Qz‘» € IQi) —¢€ 1%8_9111((]2’ ‘91) Oi=e~1g;
=0
. 9 / -1 d. o / 1.3\ —
qi - 8q2L (QZve Qz) E[aqu (qlae Qz)] =0

Haciendo la eleccion de e = 1 = ¢ = 0 se obtienen las ecuaciones de
Euler-Lagrange para la lagrangiana L(g;, ¢;).

4.5. Particula relativista.

En el capitulo tres, se estudié mediante la formulacién lagrangiana,
el sistema de la particula relativista libre, se hallaron las ecuaciones
de movimiento y se resolvieron. En esta seccién se pretende hallar las
ecuaciones de movimiento de este sistema con la forma presentada en
este capitulo.

Usando el lagrangiano (3.19) con ¢ = 1 y separando m; y my para
identificar facilmente las dos partes del sistema L; y Lo:

L=—my\/—XIXy, +mao\/— X5 Xy, — §(X{‘X2M — X)X1,) (4.6)

4.5.1. Particula relativista con una e.

Escribiéndo (4.6) de acuerdo con la seccién 4.2

1 ; 1 1 : 1 Qe ?
L= —e_2X12——m%——6_2X22+—m§— 62
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y multiplicando por e(t) de acuerdo a la seccién 4.2, la accién corres-
pondiente se vuelve invariante.

=L =elL
1 s 1 1 s 1 O . .
_ 56*1)(12 — sem’ - 5@*1)(22 + gem3 — S (X1 Xy, — X4 X,

de donde, se obtienen las siguientes ecuaciones de movimiento:

N dor, _ov

' dt 0é de
-t (my —my)>
(X% - X?)s

d, oL oL’
o —
=e ' XI'+ QXY =df

d 6 oL oL’
X B D

2 dt(axﬂ) oxk 0

e IXE 4+ QX! = af

4.5.2. Particula relativista con ¢; y es.

La accion invariante bajo reparametrizaciones del tiempo es:

A:/ [elLl(el,X{‘,Xf) o Lo(es, XI, X2 +K(el,ez,Xf,X;,Xf,Xg)} dt

1 1 1 . 1 Q .
:/ [561 1x2 Qelm% - 562_1X22 + 2€2m2 5 —(XI'Xy, — XgXlu)] dt

Por lo tanto, el lagrangiano L’ es:

1 1 1 Q :
—éelmf—2 SIX2 4 26277”&2 Q(X“XQM XEX,) (4.8)
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de donde se obtienen las siguientes ecuaciones de movimiento:

d oL oL
- 9 "9, 0
—1 my
:>€1 = j
(—X7)2
d oL oL’
: — — =0
©2 dt(662> 862
:>€51 = %
(—X3)2
d oL oL
XH . Ry Gt R —
! dt(axf> oxt 0
d .
;»a(e;l)q‘ +QX4) =0
d , oL oL’
XH - Bl Gt S
? dt(axg) XY !
d

:E(—G?XSL —QX{) =0

Se obtienen entonces, de las constricciones obtenidas a partir de ey
y es, y las ecuaciones de movimiento, las ecuaciones y .

En el articulo [11] se senala que al final ¢; = ¢2 debido a las condi-
ciones del principio variacional, para cada caso, en este sistema con e; y
e, estas condiciones dejan de cumplirse debido a las constricciones y a
que las componentes X? y X9 no pueden ser constantes (estdn identifi-
cadas con el tiempo). Las ecuaciones de movimiento no cambian con el
intercambio 1 <+ 2, pero si XV = X3 las constricciones dan problemas
porque X{ y X deberfan ser constantes.
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Expresando la lagrangiana de la siguiente forma:
/ “1v2 w2 Q y '
L' = ae (Xl — XQ) — be — §(X1X2 - X2X1> (49)
donde a = % y b =m? La ecuacién para la e es:
X2 X2 —b=0=e= %(Xg_)q) (4.10)

Entonces (4.9) es:

_a\[ —bf\/XQ X2 X1X2 Xo X))
@ /X2 X2

= L' = —2Vab — X2+ X2 — E(XIXZ - XpXy) (4.11)

de donde se obtienen las siguientes ecuaciones de Euler-Lagrange:

X
2V ab———Ee— + QX = ay, (4.12)
\/ - X+ X3
Xo,
Wab———2—— + X, = ay, (4.13)

\/ —X2 4+ X2

de estas ecuaciones se tiene que:

X
(a; — QX,)? = 4abﬁ (4.14)

X
(ag — QXl)Q = 4dbﬁ (415)
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y restando la primera de la segunda:

(ag — QX1)? — (a1 — QX5)? = dab (4.16)
Derivando la expresién anterior:
(af — QXf)XlM — (a4 — QX;)XQM =0

Separando las partes espacial y temporal, tomando solo una dimension
espacial:

—(a3 — QX)X + (a3 — QX)X + (@ — QX XY — (a; — QX)X = 0

Desarrolando la parte espacial de la expresion (4.16|):

—(a9 — QXN + (0 — QX2+ a3 —a? +QU—a  X_+a_ X, )+ X, X_ =4ab

Por otro lado, de las ecuaciones (4.12)) y (4.13):

2\/%)(1 = (Cll - QXQ) \/ —X12 + X22, 2\/%)(2 = (a2 - QXl) \/ —X12 -+ X22
2VabX? = (a¥ — QX)\/— X2+ X2, 2VabXY = (ad — QX0)y/—X2 + X2

Con las expresiones anteriores se puede ver que:

Vo ea— ey Xy XDy X
1 2 ((11 — QXQ) ((12 — QXl) ((1(1) — QXS) (ag — QX?)

De estas igualdades se obtiene:

(a3 — QXN XY = (af — QXX (a2 — QX)X = (a1 — QXo) Xo;
(Cll — QX2>X? (CL2 — QXl)XS

X, =
ad— QX9 ? a — QX0

X, =

Utilizando la ecuacién (4.16)), las dos tultimas ecuaciones se pueden
expresar como sigue:
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2 (X?)2 0 0\2 0 0y2 2
X? = 7(@(1) —OXg)? [74ab + (a] — QX3)° — (a5 — QX)) + (a2 — QX4) ] (4.17)
2 (XS)Z 0 0)2 0 0\2 2
X5 = 5 [4ab — (a] — QX35)° + (ay — QX7)* + (a1 — 2X>) } (4.18)

(a3 — QX7)

La ecuacién (4.17)) tiene soluciones numéricas, haciendo las siguientes
consideraciones sobre las constantes:

a? =101, XV = et a; =1, Q =5,

a3 = 100, Xy =—ct, ay;=100, c=1, 10

S8
I
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Se obtiene una solucién numérica cuyas graficas de posicion y velo-
cidad contra tiempo, se muestran a continuacion:

X3
0.4+
0.3+
0.2+
0.1F
L | L | | L | t
50 100 150 200
Figura 4.1: Gréfica de la posicion-tiempo.
Xl
0.010

0.008

0.006

0.004

0.002

50 100 150 200

Figura 4.2: Gréfica de la velocidad-tiempo.

En esta forma de resolver la particula relativista disipativa, se obser-
va que la solucién es disipativa, lo cual corresponde a lo que se esperaba.
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En cuanto a la ecuacién , se puede ver que al sacar raiz cuadrada
para resolver la ecuacién, es muy probable obtener un término imagi-
nario dentro de paréntesis cuadrado, pues las cantidades que aparecen
dentro de él, tienen los signos invertidos en la ecuacion , efectiva-
mente, con los valores de la tabla para las constantes, se obtiene una
solucion compleja, por lo tanto, se descarta.

De acuerdo a lo mencionado en el articulo [11], en este caso con
una sola e(t), la lagrangiana deja de ser antisimétrica al imponer las
constricciones y eso ocasiona que X; y Xy no puedan ser iguales.
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4.7. Formalismo Hamiltoniano.

Para pasar a la forma hamiltoniana es necesario considerar los mo-
mentos conjugados con cada coordenada.

Pe = 07
OL (g, e 'q;) 63(6_1%) OL (g, e 'q;)  OL'(q;,0:)
I B dq; d(e1q;) B 00;

Pgi =€ 0;=e1q;
Se supone que p,, = pq, (€, ¢, G;) es invertible en ¢; = ¢; = ¢i(e, ¢i, py,)
= H = ep. + ¢py, — eL'(q;, e_lcji) (4.19)

Constriccion primaria: p. = 0

Constriccién secundaria: p, = {p., H} =0

OH
{peaH} = —%
S "N e~ 14,
= p%% — L'(qi, e 'q;) — e—aL (qg: %)
dq / 1. d(e™'q) OL (q;, e g,
= pq% — L'(gi,e 1C]i) —€ (86 ) 8((6—1(j) )
04 L, . 1. 0L (gi,9) 0q; OL'(q;, 0;)
= Dg De L (%6 Qz) +e Qza—gi 0;=e—1g; %8—91 |9i:6_1q'i

= ¢ 'pg.di — L'(gi e7"di))
= 671[pqiq'i — el (g, e )]
= 6_1H(Qiapi) =0

= H(q,p) =0, es la tnica constriccién secundaria, ya que {H, H} =0

4.8. Particula libre relativista.

Utilizando la version de la lagrangiana con ey y es, se va a construir
la hamiltoniana.
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Los momentos generalizados son:

1< Q 1 Q
Pey =0,  Pey, =0, pgﬁzellX{H—EX;, p;‘g:—621X§—§X{‘
. Qe . Qe

La hamiltoniana correspondiente es:

1 1 02 1
H zielpif — 562])25 + §<—€1X22 + €2X12) + 5(61771% — eng)
§ o Loy 02 2 2
= 5 (el Xy + eapy XT) + - (e1Xs — e2X5)

~ se obtienen facilmente las ecuaciones de Hamilton, donde las Xy
X5 coinciden con las que se obtuvieron a partir de la lagrangiana.



CAPITULO b

Particula en una circunferencia de radio constante.

En este capitulo se arma la lagrangiana del sistema disipativo clasico
y para hacerlo relativista, se construye la lagrangiana cuya accién es
invariante bajo reparametrizaciones del tiempo, se hallan las ecuaciones
de movimiento, se resuelven, para posteriormente analizar las soluciones
y se comparan con lo que se ha estudiado de los sistemas disipativos.

o1
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5.1. Lagrangiana del sistema clasico.

particula

Figura 5.1: particula constrenida a moverse en una circunferencia de
radio r constante.

Como se sabe, el sistema se debe trabajar de acuerdo con el principio
variacional de sistemas no conservativos de la seccién (1.2) que se refiere
a tratar el lagrangiano en dos partes, lo cual se veria como dos particulas
girando en lugar de una, es decir dos lagrangianos: L1(q1, ¢1), L2(qo, Go)
ademas de un potencial K = —%(q_i . q'E — (s - _;Qi)- Parametrizando la
circunferencia en coordenadas cartesianas:

G=7r= (Ilayl) G =179 = ($27y2)

=@ =r1=(2Z,%) A G@=r3=(721)

Q

= K = —5[(x1,y1) ) (5527?]2) - (I2ay2> ’ (x'l,flh)]

= —5[(3313'?2 + Y102 — Tad1 — Yol
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Pasando a coordenadas polares, sean:

x1 = ricos(0; = I = —rlélsen(Ql)
= jfg = —T29256n(62)

= = rlélcos(el)

(
Ty = r9cos(0s
y1 = risen(b;

(

)
)
)
)

Yo = rasen(fz) = s = rabhcos(fy)

entonces, la funcién lagrangiana se escribe como:

L:Ll—L2+K

1 . 1 -
= §m((h)2 - §m(q2)2
) ) 1 ) )
= §m[—r19136n(91), r191005(91)]2 — §m[—r26256n(92),r292cos(62)]2
1 . . 1 . .
= 5m[r%0%sen2(91) + 1r26%cos*(0,)] — §m[r§9§sen2(92) + 1r2603c0s?(65))]

;m'rlm[sen (01) + cos*(0h)] — ;mr292[sen (02) + cos*(6-)]

1 )
— s 383
1

1 .
= 5mm 92 3 mra6;

Y, el potencial:

K= 75[77‘17’292608(91)86%(02) + riraf2sen(61)cos(62) + rir261sen(01)cos(62) — rire61cos(61)sen(62)]

= —Erlrz[—9gcas(91)sen(02) + O2sen(01)cos(02) + 01sen(01)cos(02) — O1cos(01)sen(62)]

(9} . .
= —57’17"2(91 + 02)sen(01 — 02)

El lagrangiano del sistema disipativo en coordenadas polares es:
1 9 Q
L= Ll—L2+K = mr19 9 7"17"2(01 +92)sen(91—92) (51)

Donde [Q)] = % y evidentemente [91] = [fo] = 3.
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5.2. Lagrangiano con invariancia bajo re-
parametrizaciones del tiempo.

Escribiendo el lagrangiano anterior de acuerdo con la seccion 4.2 con
la masa en el término cinético.

1 0 L
L = §m1rfe_10% — émgrge‘lég — 57"17“2(01 + 92)3671(91 - 02)

Cuyas ecuaciones de movimiento son:

e: —e 2myr07 4+ e Pmyrif; = 0

Se puede ver que se elimina la ecuacion para la e.

d . .

0 : a[mlr%e*&] + Qryrabacos(0y — 02) = 0
d . .

b L) nrdieostt - 8 =0

Haciendo la eleccion de e = 1, se tiene:
0, : mlrfé.l + errgégcos(& —6)=0 (5.2)

0 : mgrgéé + errgélcos(el —05)=0 (5.3)

Restando la ecuacién (5.3) de la ecuacién (5.2)) y haciendo m; =

Mo = M.
m(r%él — r§é2) + errg[ég — 91]003(91 —6)=0
Sea:ry =1y =1

= mrQ(él — (92) -+ Q?"Q[éQ — 91]605(91 — 92) =0
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y, tomando la variable “ — 7 de las variable +: (0_ = 0; — 6,):
mr20_ + Qricos(0_)(—0_) =0
= mb_ — Q0_cos(6_) =0

d. .
Zimb_ —Q ] =
= = [mo sen(f-)] =0
= 0_ — 9sen(ﬁ_) = ko

m
. Q
=0_ =ko+ —sen(6-)
m

Donde kj es una constante con unidades de % y la solucion de la ecuacion
es:

0_(t) = 2tan™

~8 4 1= Garan (35— B+ 55— )
ko

(5.4)

con a; una constante con unidades de tiempo (s).

Las graficas de esta solucion escogiendo un periodo suficientemente
grande son:

Figura 5.2: Grafica de la soluciéon del sistema de la particula moviéndose
en una circunferencia con kg > 0

Se puede notar de esta ultima grafica que hay un decremento en el
angulo conforme el tiempo transcurre.
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TO | _-2‘0 I
Figura 5.3: Gréfica de la solucién del sistema de la particula moviéndose
en una circunferencia con kg < 0

5.2.1. Sistema con e;(t) y es(t) y la masa en el término
cinético.
Escribiendo el lagrangiano de acuerdo con la seccién 4.2 con e; y es:
1 . .0 .
L'= émlrfel_lﬁf - §m2r362‘10§ - 57"17“2(01 + 63)sen(0; — 0s)

Cuyas ecuaciones de movimiento son:

1 .

er: ——myrie; %07 =0
2
Lo o 2

€ —5MaT26; 05 =0

Se eliminan las ecuaciones para la e.

he S et 09 o
d . .
b Lmardes 3]+ Oriradicos(ds — 6) =0

Haciendo la eleccién de e = 1, se tiene:

0, : mlrfé.l + errgégcos(ﬁl —05)=0 (5.5)
0y : mQrSONQ + errgélcos(& —6)=0 (5.6)

Las cuales coinciden con las obtenidas en la parte anterior donde se tenia
sélo una e(t).



5.2. Lagrangiano con invariancia bajo reparametrizaciones del tiempw{

5.2.2. Sistema con ¢;(t) y ex(t) y las masas fuera del
término cinético.

Escribiendo el lagrangiano con las masas a parte del término cinético:

1 . 1 1 : 1 Q ] )
L' = griey 0t —sexmi = griey 05+ eamy — Srira (01 +0s)sen(6) —6)
Cuyas ecuaciones de movimiento son:
ma
e : — =0
' 7“1(—9%)%
mo
€y : o1
2 7“2(_0%)%
d . .
91 . %[r%efleﬂ + QTﬂ“QQQCOS(Ql - 92) =0
d . .
05 : %[7‘362_192] + Qriratcos(0) — 03) = 0

Sustituyendo las primeras dos ecuaciones en las dos tltimas:

d g :

a[migl 1] + QT1T29200$(01 — 92) =0
1

d 0 :

%[ijQ 1] + errgelcos(Ql — 92) = 0
2

De donde se obtienen las ecuaciones:

QTlTQéQCOS(Ql — 92) =0 (57)
QTlTQQ.lCOS(Ql — 92) =0 (58)
utilizando las variables “ —” de las variable & se obtiene:
0_Qryrocos(0_) = 0 (5.9)
Cuya solucién es:
-1 Co
_ = 1
0 sen (97"17“2) (5.10)

que corresponde a angulos constantes, es decir, no hay movimiento.
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CAPITULO 6

Oscilador Armdnico Relativista

Se presenta el sistema que consiste en un oscilador arménico relati-
vista sin pérdida de energia, mediante la invariancia bajo reparametriza-
ciones del tiempo. Tomando en cuenta las complicaciones que aparecen,
se analiza la posibilidad de agregarle la parte disipativa.
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El oscilador armoénico relativista se ha intentado resolver mediante
varias técnicas, una de ellas es empleando el método numérico [9] ob-
teniendo soluciones bastante complicadas. Este sistema en la mecanica
clasica es bien conocido y facil de resolver, la idea de trabajarlo aqui es
con el objetivo de llevarlo a la relatividad especial y hacerlo con disipa-
cion de energia; para ello consideremos el lagrangiano:

1 1
L'= §me_1$2 + eme? — émw2x2e (6.1)

Usando las ecuaciones de Euler-Lagrange:

d oL oL’
=0

it o)~ g
d, . 2
= ma(e ") + mwzte =0 (6.2)
Por otro lado,
d oL .~ oL
Bl _ -0
dt< oé ) de
L 5.9 o L 5
= — [——me "&° + mc® — —mw x| =0
2 2
L 5.0 o, 1 9,
:>—§me 7 = —mc +§mwx

o 2mct —mw?r? 2¢% — wia?
e 2 = : —

md? 12
. ()} Sk
e = =
(2¢2 — w2a?)2 —(2¢? — w?x?)
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a2 1
(=472 (6.3)
V2(—c® + £2)2
Haciendo la eleccién de e=1, la ecuacién (6.2)) es:

=e=

mi = —mwat = i = —w?z*
= gt = Afcos(wt) + B sen(wt) (6.4)
como e = 1, la ecuacién (6.3 se convierte en una condicién:
2 1
(!

1 1 1

= V2(—* + §w2x2)5 = (=2%)2
1

= 2(—c* + §w2 %) = —i?

Sustituyendo la solucion ([6.4]) en la ecuacién de arriba:

—2¢% + wW?[A%cos® (wt) + B*sen®(wt) + 2A" B,,cos(wt)sen(wt)]
= —A*w?sen®(wt) — B*w?cos*(wt) + 2A" B,w?sen(wt)cos(wt)

= — 2% + A%w?cos? (wt) + B*w?sen®(wt) + 2A" B,w*cos(wt)sen(wt)
= —A%w?sen®(wt) — B*w?cos*(wt) + 2A" B,w?sen(wt)cos(wt)

2 2
= — W—CQ + A%[cos*(wt) + sen®(wt)] + B*[sen®(wt) + cos®(wt)] = 0

2 2
= w—CQ — A4 B2 (6.5)

Poniendo esta expresién en forma explicita, se puede ver que:

= 2 = (A 4 (B (6.6)
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Esta es la condicion que se debe satisfacer, obtenida de la constriccién,
misma que limita las constantes de integracion. Este sistema, a pesar
de tener una solucién sencilla, bien conocida en la mecanica clasica, no
parece ser buen candidato para meterle el potencial disipativo pues el
simple hecho de volverlo relativista es complicado, esta solucién es con
la eleccion de solo una dimensién espacial.

6.1. Cambiando el signo del segundo término
de la lagrangiana.

Se tiene la siguiente L’:

2 2 1 2,2

132 —emc® — gmw e (6.7)

L' = Zme”
2

cuyas ecuaciones de movimiento son:

d

X*H a[e_lX“} + w?Xte =0
L)
e: e = —7
(—=X2)2

donde se nota que la ecuacién para la e tiene un signo distinto en el
término de la masa por la eleccion que se hizo, la ecuacién para la X*#
se queda igual.

Sustituyendo la e, en la ecuacion de la X*:

d X2 + 22 lXu _XQ 1
4 |XE ) wrxr X (6.8)
& | o+ 2)]

Siendo una ecuacién bastante complicada. Conviene entonces resol-
ver la ecuacion para la X*# haciendo e = 1 y luego hacer e = 1 en la
ecuacion de la e. De esto se obtiene una ecuacién similar a (6.6) pero
con un signo distinto en el término que contiene a la w.
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6.2. Oscilador armoénico disipativo.

Se tiene la siguiente lagrangiana del oscilador armoénico relativista
con disipacién:

1 1 )

L = 5mle;1X12761m16275m26271X22+62m20 X1X27X2X1)

1
— §w2(m161X12+m262X22) — 5(
(6.9)

de donde se obtienen las siguientes ecuaciones de movimiento:

X+ =X+ w?Xt =0
my

X4+ —X" 42Xt =0
mgy

haciendo m; = ms y usando las variables =+:

X+ =X+’ X =0
m

Esta ecuacién es la misma que aparece resuelta en [11], la diferencia aqui
es que se deben agregar las constricciones obtenidas de ey y es.

LG5+ X}

e : G =" 21
(=X1)2

L (X3
- 201
(—Xo )2

es €y
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CAPITULO [

Conclusiones

La particula libre relativista, por tener tanto invariancia de Lorentz
e invariancia bajo reparametrizaciones del tiempo, se puede trabajar
de una u otra forma, obteniendo ecuaciones de movimiento totalmen-
te equivalentes. Al resolver las ecuaciones de movimiento, aparecié que
la velocidad de las particulas involucradas es mayor que la velocidad
de la luz, lo cual corresponde a taquiones; las soluciones de este siste-
ma son complejas y dificilmente se pueden volver reales. Como se vio,
resulta mas facil trabajarla mediante el segundo método. De la formula-
ciéon hamiltoniana, al obtener las ecuaciones de Hamilton, en un intento
de resolverlas, se obtuvieron las ecuaciones de Euler-Lagrange, que se
resolvieron previamente para este sistema.

Las soluciones complejas que se obtuvieron de este sistema son ni-
camente considerando una dimension espacial, no se sabe qué es lo que
podria pasar al agregar méas dimensiones.

Del 1ltimo método para la solucién de la particula relativista disipa-
tiva, se observa que las soluciones son consistentes con lo que se observa
en sistemas disipativos clasicos, por lo cual, se puede concluir que este
método es el mas indicado para el estudio de este sistema.
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Las ecuaciones de movimiento de la particula en una circunferencia
obtenidas mediante invariancia bajo reparametrizaciones del tiempo, se
resolvieron y se obtuvo una solucion real. Las graficas de las soluciones,
con la eleccién de que una constante sea negativa, parecen coincidir en
algunas partes de las graficas con lo que se observa en la mecanica clasica
de sistemas no conservativos. Otra solucion de este sistema resulté de
hacer la forma con e;(t) y es(t), en donde se observa que las soluciones
corresponden a angulos constantes, es decir, no hay movimiento.

En cuanto al oscilador armoénico, a pesar de tener ambos tipos de
invariancia, es problematico desde que se hace relativista. Las dificul-
tades que se presentan impiden trabajarlo por un método u otro; mas
aun si se quiere resolver con disipacion. Este sistema resultaba ser un
buen ejemplo debido a que en la fisica clasica tiene mucho significado,
en este caso no fue posible estudiarlo mas alla de una solucion en rela-
tividad, que resulta ser buena si en comparacion con la que se obtiene
en el articulo de Miguel Barriuso Gutiérrez [9], donde se encontré una
soluciéon numérica del problema y ademas unidimensional. Para poder
hacerlo ademas disipativo, se deben agregar las constricciones que no
parecen ser muy complicadas pero las soluciones del sistema no son tan
faciles de manipular, como se puede ver en [11]. Queda pendiente como
trabajo a futuro debido a que la solucion obtenida no se analizé6 més
alla de lo que aqui aparece, se trata de un resultado de este trabajo que
no se encontré en ningun otro lado, no se avanzé mas en esa direccién
porque el propésito era ver la posibilidad de hacerlo disipativo.
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