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Introduccion

La teoria de relaciones lineales empezé a cobrar gran interés en
los ultimos afios, pues el desarrollo de resultados ha contribuido
de manera significativa a las ecuaciones diferenciales, asi como en
otras areas de las matemadticas y de la ciencia en general.

El concepto de relacién lineal fue introducido en el Anélisis Funcio-
nal por J. Von Neumann ([10]) debido a la necesidad de considerar
operadores diferenciales no densamente definidos.
Posteriormente, en FEl tratado de relaciones diferenciales parcia-
les, M. Gromov ([5]) seguirfa desarrollando las nociones expuestas
por Neumann. Asi mismo, A. Favini y A. Yagi ([4]) recurrian a
la naciente teoria para demostrar que es posible aplicar métodos
multivaluados a las soluciones de ecuaciones diferenciales.

En este trabajo de tesis se estudian a profundidad los resultados
basicos de la teoria de relaciones lineales. Mostrando especial in-
terés en la teoria espectral, ya que permite acceder al estudio de
otras nociones como lo son los puntos aislados del espectro de una
relacién lineal.

El Capitulo 1 consta de 5 secciones. En la primera seccion se intro-
duce el concepto de relacion lineal. El estudio de este concepto y de
nociones tales como dominio, nicleo, imagen, grafica y multivalor
de una relacién lineal, asi como de propiedades y resultados rela-
cionadas con estas, permiten observar que uno de los principales
objetivos de las relaciones lineales es generalizar a los operadores

lineales.



En la segunda seccion se estudian las nociones de ascenso y descen-
so de una relacion lineal ([9]). Se observa que algunos resultados
clésicos de la teoria de operadores se cumplen también para rela-
ciones lineales bajo ciertas condiciones adicionales. Por ejemplo,
se prueba que para A € LR(X), con R.(A) = {0} y ascenso finito
v descenso finito ¢, X = ImA7 ® KerA4.

La tercera seccién estd dedicada a exhibir y analizar los conceptos
de continuidad y acotacién para relaciones lineales. Nociones de
suma importancia a lo largo de todo el escrito, principalmente al
plantear la teoria espectral para relaciones lineales.

En la cuarta seccién se estudian las relaciones lineales cerradas. En
conjunto con las nociones de continuidad y acotacion, se establece
un Teorema de la aplicacién abierta para relaciones lineales.

En la quinta seccién se procede a analizar los conceptos de parte
quasinilpotente y nicleo analitico para relaciones lineales ([7], [8]).
Nuevamente se pueden observar resultados semejantes al caso de
operadores lineales, pero bajo condiciones especiales.

El Capitulo 2 se divide en 3 secciones. La primera seccién esta
dedicada a estudiar la teoria espectral para relaciones lineales. En
dicha seccién, se definen los conceptos de espectro, conjunto re-
solvente y funcién resolvente. También se analiza una correlacién
entre pseudoresolventes y relaciones lineales cerradas; esto permite
hablar sobre subespacio invariante y la resolvente de la restriccién
de una relacion lineal en un espacio cerrado, todo desde el sentido
de la resolvente ([2]).

En la segunda seccién se aborda el estudio de los puntos aislados
del espectro de una relacion lineal por medio de la parte quasi-
nilporte y ntcleo analitico. La atencién se centra en el estudio de
una caracterizacién de los puntos aislados y un resultado de des-
composicién del espacio ([7], [8]).

Para la ultima seccion se introduce el concepto de polo de la re-
solvente. Con dicho concepto se extiende el analisis de los puntos

aislados en conjunto con las nociones de ascenso y descenso de una
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relacién lineal. Esto permite estudiar resultados de descomposi-
cién del espacio en cuestién, asi como establecer una correlacion
entre puntos aislados en el espectro de una relacion y polos de la

resolvente.

VII



Indice general

1 Relaciones lineales

1.1 Relaciones lineales

1.2 Ascenso y descenso de una relacién lineal . . . . .

1.3 Continuidad y acotacién . . . . ... ... .. ...

1.4 Relaciones lineales cerradas . . . . . . . . ... ..

1.5 Parte quasinilpotente . . . . . . . ... ... L.

2 Teoria espectral

2.1 Propiedades espectrales . . ... ... ... ....

2.2 Puntos aislados en el espectro . . . . . ... ...

2.3 Polos del resolvente

Conclusiones

Bibliografia

VIII

19
30
34
38

47
47
62
81

89

93



Capitulo 1

Relaciones lineales

El presente capitulo estd dedicado a estudiar el concepto de
relacion lineal. El objetivo primordial es estudiar resultados pre-
liminares derivados de este objeto. De igual manera se analizaran
otros conceptos de suma importancia como lo son las relaciones
lineales cerradas; las nociones de ascenso y descenso; continuidad
y acotacion; parte quasinilpotente y nicleo analitico de una rela-

cion lineal.

Se usardn X, Y, Z,... para denotar a los espacios vectoriales

sobre el campo K.

1.1. Relaciones lineales

Una relacién R entre dos conjuntos U y V es un subconjunto de
U x V ([3]). El concepto de relacién forma parte de la inspiracién

para construir el concepto de relacion lineal.

Definicion 1.1.1. Una relacién lineal entre X e Y es un subes-
pacio vectorial A de X x Y.

La clase de todas las relaciones lineales de X en Y se denotard por
LR(X,Y)y LR(X,X) := LR(X).

Como es usual, el dominio y la imagen de A € LR(X,Y) estan
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2 CAPITULO 1. RELACIONES LINEALES

dados por
Dom(A) :={zx € X : Jy € Y tal que (z,y) € A},
ImA:={yeY :Jzxe X, (z,y) € A},
respectivamente.

Definicién 1.1.2. Si x ¢ Dom(A), se define Az := @ ysix €
Dom(A),
Arv={yeY : (z,y) € A} # 2.

Asi, el dominio de A se puede escribir como
Dom(A) ={x € X : Az # @}.

Es importante mencionar que, por la Definicién 1.1.2, si A €
LR(X,Y)y x € Dom(A), entonces Az es un conjunto. De esta
manera, para cualesquiera z,y € Dom(A), Az + Ay es la suma

usual de conjuntos, esto es,
Az +Ay={w+z:we Az, z € Ay}

={w+z:(z,w),(y,2) € A}

De forma similar, para cualquier x € Dom(A) y cualquier es-

calar no nulo «,
aAx = {ow : (z,w) € A}.

Definicién 1.1.3. Si A € LR(X,Y), A~! € LR(Y, X) est4 deter-

minado por
AV = {(y,x) €Y x X : (z,y) € A}.
A~! es llamada la inversa de la relacién A.
Definicién 1.1.4. Sea A € LR(X,Y). El conjunto
A(0) = {y € Im(4) : (0,) € A}

es llamado el multivalor de A.
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Definicién 1.1.5. Se A € LR(X,Y), se define el nicleo de A por
KerA:= A71(0) = {x € Dom(A) : (z,0) € A}.

Proposicién 1.1.1. Sea A € LR(X,Y). Entonces

(i) Dom(A) es subespacio de X,

(ii) ImA es subespacio de'Y,

(i1i) A(0) es subespacio de'Y,

(iv) KerA es subespacio de X.

Demostracion.

(i)

(iv)

Es claro que Dom(A) # @ ya que (0,0) € A y de esto se
sigue que 0 € Dom(A).

Sean z,y € Dom(A) y sea a € K. Entonces existen z,w € Y’
tales que (z,2),(y,w) € A. Puesto que A es subespacio de
XxY, (zr4+y,z4+w) € A con z4+w €Y, luego x +y €
Dom(A).

Por otro lado, también se tiene que a(x, z) = (ax, az) € A,
con az €Y, luego ax € Dom(A).

Por lo tanto, Dom(A) es subespacio de X.

Para probar que ImA es subespacio de Y, se procede de

forma analoga a (i).

Como A es un subespacio vectorial de X XY, entonces (0,0) €
A, asi que 0 € A(0), es decir, A(0) no es vacio.

Ahora, sean y1,y2 € A(0). Entonces (0,y1), (0,y2) € A y por
la linealidad de A también se tiene que (0,y1) + (0,32) =
(0,91 + y2) € A, luego y1 + y2 € A(0).

Por otro lado, si A € Ky y € A(0), entonces (0,y) € A;
nuevamente por la linealidad, A\(0,y) = (0, A\y) € A, lo que
implica que Ay € A(0).

Es claro. n
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Nota 1.1.1. Es claro que para A € LR(X,Y),
ImA = U {Az : 2z € Dom(A)}.

El siguiente ejemplo ilustra de manera més clara el concepto

de relacién lineal ([3]).

Ejemplo 1.1.1. Sean X =Y = R? y considérese el operador

()

Asi, para T = <x1> € X arbitrario, Ar = <:%1>, y aplicando

matricial

T2

la relacion inversa, se tiene A™! (%1> = <%1> + C, donde C' es

o {(t)-me}

Entonces la relacion inversa AL, se define de la siguiente forma:

{0 ()G - ()
ya) ' \x2) ) \W2 0)]J"
Se verd que en efecto A™' es una relacion lineal. Es claro que

A™l #£ @ Ademds, si <(Z;> ' <g)> ’ <(Z;> ’ (ZD) =4

entonces

definido como

() Ca)) = (C)- G = (Ca) - Cain))-

—b .
de modo que (yl + a1> = (xl 1> . De esto se sigue que
Y2 + a2

()G () (o)) e

Asi mismo, sean a € R y <<y1> , <x1>> e A™'. Entonces
Y2 T2

() C) = (o ()= () = () (o))
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Y1 T1 ayl axy . .
como = , entonces = , lo que implica
<y2> <0> (aw) ( 0 ) ey
que o <<y1> , ($1)> e AL
Y2 T2

Por lo tanto, A= € LR(R?).

Proposicién 1.1.2. Si A € LR(X,Y), entonces para cualesquiera
z,y € Dom(A) y cualquier o € K\ {0}, Az + Ay = A(z +y) y
aAzr = A(ax).

Demostracion. Sean z,y € Dom(A) y sea o € K\ {0}.

Primero se verd que Az + Ay = A(x +y). Sea t € Ax + Ay.
Entonces existen w € Ax y z € Ay tales que t = w+ z y
(x,w), (y,z) € A. Puesto que A es una relacién lineal, entonces
(x,w)+ (y,2) = (z+y,w+z) € A, estoes, t =w+z € A(z +v).
Reciprocamente, sea p € A(z + y). Entonces (x + y,p) € A. Con-
sidérese q € Az, de manera que (z+y,p) = (z,q)+ (y,p—q) € A,
lo que implica que (y,p — q) € A, es decir, p — q € Ay, luego
p € ¢+ Ay C Az + Ay. Se concluye que Az + Ay = A(xz + y).
Ahora se probard que aAr = A(az). Sea w € «aAz. entonces
existe z € Y tal que w = az, con (z,z) € A. Asi que «a(z,z) =
(v, az) = (az,w) € A. Esto es, w € A(ax).

Reciprocamente, sea z € A(ax). Entonces (ax,z) € A. Sea w €
Az, de tal forma que (z,a"'2) € A, esto es, a~ 'z € Az, de lo que

se sigue, z € aAx. Se concluye que aAx = A(ax). O

En [4], [7], [8], se consideran a las relaciones lineales como apli-
caciones multivaluadas que tienen la propiedad de la linealidad.
Para entender dicha terminologia, nétese que al considerar una re-

lacién A entre los conjuntos X e Y, se puede definir una aplicacién
A : Dom(A) = 2¥\ {o} (1.1)

por Az := Az, para cada x € Dom(A).
Mas aun, a cada relacion lineal se le puede asignar una aplicacién

como en (1.1); dicha aplicacién tendrd la propiedad de linealidad.
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El siguiente resultado establece una intima correlacién entre rela-

ciones lineales y aplicaciones del tipo (1.1).

Proposicién 1.1.3. A € LR(X,Y) si y sdlo si A es lineal, esto
es, ;{(m +y) = Az + Ay y X(ax) = oAz, para cualesquiera T,y €
Dom(A) y a € K\ {0}.

Demostracion. (=) Supéngase que A € LR(X,Y). Sean z,y €
Dom(A) y sean z € Az, w € Ay.

Puesto que Dom(A) es un subespacio de X, (z + y,z + w) =
(x,2) + (y,w) € A, lo que implica que z + w € g(m +y), es decir,
Az + Ay C Az + ).

Reciprocamente, sean z € zzl\(l' +y)ywe Az arbitrario. Entonces
(x+y, ) (x, w)+(y,z— w) € A, dondez—wEAy—A\y Asf,
zEw—l—AyCAx—i—Ayypor lo tanto, A(a:—l—y) CA:U—I—Ay

Por otro lado, sea o € K\ {0}. Si z € Az, entonces a(z,z) =
(ax,az) € A, luego az € ;{\(Oél‘), donde az € ouzl\x, asi, aAzr C
A(ax).

Reciprocamente, sea w € A(ax). Entonces (z,a 'w) € A, con
o lw € Az, es decir, w € aAz. De esto se sigue que A(az) C aAz.

Se concluye que A es lineal.

(<) Supéngase que A es lineal.

Entonces 0 € A(0), con 0 € Dom(A) y por tanto, (0,0) € A.
Ahora, sean (z,y),(z,w) € Ay a € K\ {0}. Entonces y € Az y
w € Az, lo que implica que y + w € Az + Az = A(x + z) y asi,
(z,y) + (2,w) = (z + 2,y +w) € A.

Por otro lado, si y € Am entonces ay € ady = A(am) y por lo
tanto, a(x,y) = (az,ay) € A. O

En la demostracién de la Proposicién 1.1.3 se observa que ca-
da A € LR(X,Y) es la gréfica de una aplicacién A Dom(A) —
2Y \ {@} definida por Az := Az, para cada z € Dom(A). Dicha

aplicacién A se identifica con su grafica A, de modo que se puede
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trabajar con ambas de forma indistinta.

Sin embargo, para evitar confusiones, en lo sucesivo A serd denota-
do por A y por lo tanto, Gr(A) denotard la gréfica de la aplicacién
27 ademads de que dicha notacion se usard para referirse a la rela-
cion lineal vista como subespacio de X x Y.

De esta manera, Gr(A) se puede escribir de la siguiente forma:
Gr(A) ={(z,y) e X XY :x € Dom(A), y € Azx}.

Una relacién lineal A también es llamada operador lineal multi-
valuado. Si A aplica puntos de su dominio en conjuntos singulares,
entonces se le llama aplicacién lineal univaluada o simplemente
operador lineal.

En el Ejemplo 1.1.1, se observa que el operador matricial A
no es invertible ya que det(A) = 0. En general, dado un operador
lineal no invertible, se puede obtener una relaciéon lineal encon-
trando la relacién inversa del operador.

Por ejemplo, para un operador lineal A : X — X tal que KerA #
{0} (A no es un operador inyectivo), la relacién inversa A~! es una
relacién lineal. El siguiente ejemplo ilustra mejor la idea anterior

(2]).

Ejemplo 1.1.2. Sea Cfa,b] el espacio vectorial de todas la fun-
ciones complejas continuas sobre el intervalo [a,b] y sea C([a, b]
el subespacio de todas las funciones complejas diferenciables sobre
el intervalo [a, b].

Considérese el operador diferencial A : CM[a,b] — C|a, b] definido
para cada z € CW[a, b] por Az := z.

Es claro que todas las funciones constantes son elementos de KerA.
Entonces 0 < dimKerA, lo que implica que KerA # {0} .

Asi, para cada = € Cla, b], se define

Az = /a:(t)dt+C,

donde C es una constante.

Es claro que A~! es una relacién lineal.
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Definicién 1.1.6. Si A € LR(X,Y) y U C X, entonces la imagen
de U bajo A se define por

AlU] = U{A:v cx € Dom(A)NU}.

De la definicién de relacién inversa es claro que ImA~! =
Dom(A) y Dom(A™1) = ImA. Ademés, para V C Y no vacio

AT V] = {2 € Dom(A) : V N Az # &}
y para cualquier y € ImA
A7y ={x € Dom(A) :y € Ax}.

A~L[V] también se le llama imagen inversa de V bajo A.
Como una generalizacién del algebra de operadores lineales, es
posible hablar de suma de relaciones lineales y producto por un

escalar.
Definicién 1.1.7. Sean A, B € LR(X,Y) y a € K.

(i) Se define la suma de Ay B por (A+ B)x := Az + Bz, con
r e X.

(ii) Se define la relaciéon aA por (ad)x := a(Ax), con z € X.

Convencionalmente se considera que para cualquier conjunto
Z, 7+ 3 =3+ 7Z = . De esta manera, si Ax = & 6 Bx = O,
para alguna x € X, Ax + Bx = @.

Proposicién 1.1.4. Si A, B € LR(X,Y), entonces
Dom(A + B) = Dom(A) N Dom(B).

Demostracion. Sea x € Dom(A+ B). Entonces (A+ B)x = Ax +
Bz # @. Asi, se tiene Ax # @ y Bx # @, de esto se sigue que
x € Dom(A) N Dom(B).

Asimismo, si x € Dom(A)NDom(B), entonces Az # @y Bx # &
y por lo tanto, Ax + Bx = (A + B)x # &, lo que implica que
x € Dom(A + B). O
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Répidamente se observa que Dom(aA) = Dom(A). Y por la
Proposicién 1.1.4, se tiene que A + B, aA € LR(X,Y) cuyas

graficas son expresadas de la siguiente forma:
Gr(A+B) ={(z,y+2) € X XY : (z,y) € Gr(A) y (z,2) € Gr(B)}

y
Gr(aA) ={(z,ay) € X xY : (z,y) € Gr(A)}.

Proposicién 1.1.5. Sea A € LR(X,Y).
(i) Para cualquier o € K\ {0} y U C X, AlaU] = aA[U],

(i) Si U,V C X, entonces A[U]+ A[V] C A[U + V]. En particu-
lar, si V.C Dom(A) 6 U C Dom(A), entonces AU + V] =
A[U] + A[V].

Demostracion.

(i) Puesto que A es lineal, se tiene que, para cada o € K\ {0},
AlaU] = J{A(az) : x € Dom(A) U} =

= U{a(Ax) cx € Dom(A)NU} =
= aU{Ax :x € Dom(A)NU} = aA[U].

(ii) Sean U,V C X y sea x +y € A[U]+ A[V]. Entonces existen

u € UNDom(A),v e VNDom(A) tales que x € Au, y € Au
yx+y € Au+Av = A(u+v), con u+v € (U+V)NDom(A),
luego z +y € AU + V.
Supéngase ahora que V' C Dom(A). Sea w € A[U + V],
entonces w € A(u + v), para algunos u € U y v € V tales
que u+v € Dom(A)N(U+V); yaque v € Dom(A). Entonces
—v € Dom(A), lo que implica que u+v —v = u € Dom(A).
Puesto que A(u +v) = Au+ Av C A[U] + A[V].

Se procede de forma similar cuando U C Dom/(A). O
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Definicién 1.1.8. Sean A € LR(X,Y), B € LR(Y, Z), tales que
ImAN Dom(B) # @. La relacion BA es la composicién de Ay B
y se define por (BA)x := B(Ax), para cada x € X. La grafica de
BA esta dada por

Gr(BA) ={(z,z) € X x Z : 3y € Dom(B) tal que
(z,y) € Gr(A),(y,2) € Gr(B)}.
El dominio de BA explicitamente se escribe como
Dom(BA) ={x € X : B(Az) # @},

donde B(Axz) = |J{By €Y :y € Dom(B) N Ax # &} . Entonces
B(Az) # @ siy sblo si existe y € Dom/(B) N Az.
De esto se obtiene que Dom(BA) = {x € X : Dom(B) N Ax # @} .

Proposicién 1.1.6. Sean A,B,C € LR(X,Y), E € LR(X,Y) y
F e LR(Y,Z), con Dom(F)NImE # @. Entonces

(i) Para cualesquiera o, B € K, a(BA) = (o)A,
(ii) Para cada o € K\ {0}, o(FE) = (aF)E = F(aE),
(iii) A+ B=DB+ A,
(iv) (A+B)+C=A+(B+0C),
Demostracion.

(i) Paracadaxz € Dom(A), [a(BA)]lx = a((BA)z) = a(B(Ax)) =
(af)Azx.

(ii) Sea a € K\ {0}. Puesto que para cada z € Dom(FE),
(a(FE))x = a((FE)z) = o(F(Ex)) = (aF)Ez, entonces es
suficiente probar que que Gr((aF)E) = Gr(F(aFE)).

Sea (z,z) € Gr((aF)E). Entones existe y € Dom(F') tal
que (z,y) € Gr(E) y (y,2z) € Gr(aF). Nétese que (y,z) =
(y,aw), para alguin w € Z tal que (y,w) € Gr(F). Asi,
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(y,a'2) = (y,w) € Gr(A), esto es, (z,a"'2) € Gr(FE),
luego existe t € Dom(F) tal que (z,t) € Gr(E) y (t,a '2) €
Gr(F). Se observa que (z,at) € Gr(aE) y a(t,a™'z) =
(at,z) € Gr(F) y por lo tanto, (z,z) € Gr(F(aF)).

De forma anéloga, sea (x,2) € Gr(F(aF)). Entonces existe
y € Dom(F) tal que (z,y) € Gr(aE) y (y,2) € Gr(F). Co-
mo (z,y) = (z,ap), para algiin p € Y, entonces (x,a~ly) €
Gr(E), ademas, (o~ 'y, a"1z) € Gr(F), de esto se sigue que
(v,a712) € Gr(FE). Asi que (z,2) € Gr(a(FE)) y por lo
tanto, (z,2) € Gr((aF)E).

(iii) Supdngase que A, B € LR(X,Y’). Puesto que Gr(A + B) es

subespacio lineal de X x Y, entonces

Gr(A+B)={(z,y+2) € X XY : (x,y) € Gr(A)
y (z,2) € Gr(B)}

={(z,z4+y) e X XY : (z,2) € Gr(B)

y (z,y) € Gr(A)} = Gr(B + A).

(iv) Se probara que Gr((A+ B)+ C) =Gr(A+ (B+()).

Sea (x,y+ z) € Gr((A+ B) + C), con (z,y) € Gr(A+ B)
y (z,2) € Gr(C). Puesto que (x,y) € Gr(A + B), entonces
y=a+b, tal que (z,a) € Gr(A) y (z,b) € Gr(B). Asi que
(2,9 +2) = (@, (a+b) +2) = (m,0+ (b+2)) = (z,0+1),
con (z,a) € Gr(A) y (z,t) € Gr(B+ (), lo que implica que
(r,y+2) € Gr(A+ (B+(C)).

Reciprocamente, sea (z, a+z) € Gr(A+(B+C)), con (z,a) €
Gr(A) y (z,z) € Gr(B+C). Asi que, (z,a+2) = (z+a+
(b+c¢)) = (z,(a+b)+¢) = (z,y+c) con (z,y) € Gr(A+ B)
y (z,a) € Gr(C), esto es, (z,y+c) € Gr((A+B)+C). O

Proposicién 1.1.7. Si A € LR(X,Y), B € LR(Y,Z) son tales
que Dom(B) N ImA # &, entonces BA € LR(X, 7).
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Demostracion. Sean x,y € Dom(BA), a,f € K\ {0}. Por la

Proposicion 1.1.5,

a(BAx) + B(BAy) = aB(Ax) + SB(Ay)
— BlaA) + B(BAy) = B(A(ax)) + B(A(By))
= B(A(azx) + A(By)) = B(A(az + By)) = BA(ax + By). O

Proposicién 1.1.8. Si B € LR(X,Y), A € LR(Y, Z), entonces
(AB)"' = B7tA~1L

Demostracion. Por definicidn,

Gr(B'A™ Y ={(z,2) e X xZ:3yec Dom( ) tal que
(z,y) € Gr(A™Y), (y,2) € Gr(B } =
:{(x,z)EXXZ:EIyEDom( ) tal que

(y,2) € Gr(A), (z,y) € Gr(B)} = Gr((AB)™)

Por lo tanto, (AB)~! = B~tA~!L O

Proposicién 1.1.9. Sean A,B € LR(Y,Z), C,D € LR(X,Y),
con Dom(A+ B) N ImC # & y Dom(A) N Im(C + D) # @.

(i) Para cada z, (A+B)Cxz C (AC+BC)z. Si C es un operador
lineal, entonces (A+ B)C = AC + BC.

(ii) Para cada z, (AB+ AC)x C (A(B+C))x. Si Dom(A) con-
tiene a ImB U ImC, entonces A(B+ C) = AB + AC.

Demostracion.

(i) Sea (z,z) € Gr((A+ B)C). Entonces existe y € Y tal que
(x,y) € Gr(C) y (y,2) € Gr(A+ B). Como (y,z) € Gr(A+
B), entonces (y, z) = (y,a+0b), de tal manera (y,a) € Gr(A)
y (y,b) € Gr(B).

Asi que (z,a) € Gr(AC) y (z,b) € Gr(BC), lo que implica
que (z,a+b) € Gr(AC + BC).
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Ahora supdngase que C' es un operador lineal. Puesto que,

para cada x € X, Cz es un conjunto singular, entonces

(A+ B)Cz = ACz + BCz = (AC + BC)a.

(ii) Supéngase que A € LR(X,Y) y B,C € LR(Z,X). Sea
(z,y) € Gr(AB + AC). Entonces (z,y) = (z,b+ ¢) de tal
forma que (z,b) € Gr(AB) y (z,¢) € Gr(AC). Ademds,
existen x1,zy tales que (z,21) € Gr(B) y (z1,b) € Gr(A);
(z,x22) € Gr(C) y (z2,c¢) € Gr(A).

De lo anterior se tiene (x1+x2,b+c) € Gr(A) y (z,x1+x2) €
Gr(B+ C). Si x = x1 + 2, entonces (z,x) € Gr(B+C) y
(z,y) € Gr(A), lo que implica que (z,y) € Gr(A(B + C)).
Ahora supéngase que ImB C Dom(A) y ImC C Dom(A).

Es claro que
Dom(AB + AC) = Dom(AB) N Dom(AC) =

= Dom(B) N Dom(C) = Dom(B + C) = Dom(A(B + C)).

Sea z € Dom(AB + AC). Por lo anterior, z € Dom(A(B +
(). Sea y € A(B + C)z. Entonces y € Az, donde = €
(A + B)z. Se observa que x = 1 + x2, donde =1 € Bz y
x9 € Cz, de esto se sigue Ax1 C ABz y Axy C ACz. Asi,

y € A(xy + x9) = Azy + Azg C ABz + ACz.
Por lo tanto, A(B+ C) = AB + AC. O

Como consecuencia de la Proposicién 1.1.9 (ii) se obtiene que
LR(X,Y) no es un &lgebra sobre K.

Al hablar de una relacién lineal, es natural pensar la forma de
restringirla a un subespacio, esto con el fin de estudiar su compor-
tamiento. La siguiente definiciéon provee una forma de restringir

una relacién lineal mediante su grafica.
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Definicién 1.1.9. Sean A € LR(X,Y) y U subespacio de X tal
que U N Dom(A) # @. Ay es la restriccién de A sobre U definida
por

Gr(Ay) ==Gr(A)N(U xY),
de tal forma que Ayz := Az, para cada z € U, Dom(Ay) =
Dom(A)NU.
Si A € LR(X), Ay esta definida por Gr(Ay) := Gr(A)N (U x X).

Es claro que Ay (0) € A(0). Pues si z € Ay(0), entonces
(0,2) € Gr(Ay) = Gr(A) N (U xY) C Gr(A). Lo que implica
que z € A(0).

La Definicién anterior es propia de la terminologia de Cross [3],
sin embargo, dicha restriccién se realiza directamente en el dominio
y no provee de mucha utilidad para futuros resultados. Asi que, en
lo sucesivo, para referirse a la restriccién de A € LR(X) se usara

la siguiente definicion:

Definicién 1.1.10. Sean A € LR(X) y U un subespacio de X.
Se define Ay mediante su grdfica por

Gr(Ay) := Gr(A)n (U x U).

La definicién 1.1.10 es usada en diversos textos tales como [2],
(7], 18], [9], ya que provee de ciertas caracteristicas para desarrollar
mas resultados dentro de la teoria subyacente.
En este escrito es fuertemente usada para abordar temas posterio-
res relacionados con puntos aislados del espectro de una relacion

lineal.

Definicién 1.1.11. Sea A € LR(X,Y). Se dird que A es inyectiva
si A~! es un operador lineal y se dird que A es suprayectiva si
ImA=Y

Proposicién 1.1.10. Si A € LR(X,Y) es inyectiva, entonces se
cumple que para cualesquiera x,y € Dom(A) tales que Ax = Ay

implica que T = y.
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Demostracion. Sean x,y € X tales que Az = Ay. Si w € Az,
entonces (z,w), (y,w) € Gr(A) y (y,w), (z,w) € Gr(A~1). Asi
que z,y € A~'w. Puesto que A™! es un operador lineal, entonces
r=A"tw=y. O

Proposicién 1.1.11. Sean A € LR(X,Y) y U C X tal que U N
Dom(A) # @. Entonces KerAy = KerANU.

Demostracion. x € KerAy siy sblosi (z,0) € Gr(Ay) = Gr(A)N
(U xY)siysélosi (z,0) € Gr(A) y (,0) € U xY siy sélo si
re€ KerAy xeU. O

Proposicién 1.1.12. Sea A € LR(X,Y). Se cumple lo siguiente:

(i) Para cualquier x € Dom(A),

y € Az < Ax =y + A(0).

(i) Para cualesquiera x1,x9 € Dom(A),

Axi N Az #+# T < Axy = Axs.

Demostracion.

(i) (=) Supédngase que y € Az. Entonces por la linealidad de
A, y+ A(0) C Az + A(0) = Ax.
Por otro lado, si a € Az, entonces (z, ) € Ay « se puede re-
escribir como a = y+(a—y) € y+Az— Az = y+A(0), lo que
implica que Az C y+ A(0). Se concluye que Az =y + A(0).

(<) Supédngase que Az = y + A(0). Asi que para cada t €
y+ A(0) t € Az, en particular y + 0 € y + A(0), entonces
y+0=yec Ax.

(ii) (=) Se supone Az N Azy # @. Entonces existe y € Az N
Az, es decir, y € Axy y y € Az, por (i), se tiene que
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Azy =y + A(0) y Azg =y + A(0), entonces Az = Axs.

(<) Ahora, supéngase que Ax; = Axs. Entonces inmedia-

tamente se sigue que Axy N Axo # . O

En la Proposicién 1.1.12 (i), de forma particular, se tiene
0 € Az & Ax = A(0).

Corolario 1.1.13. A € LR(X,Y) es un operador lineal si y sélo
si A(0) = {0}.

Demostracion. (=) Supéngase que A es operador lineal. Enton-
ces para cada x € Dom(A), Ax = {y}, para algin y € Y; en
particular, existe yp € Y tal que A(0) = {yo}. Puesto que A(0)
es subespacio vectorial de Y, entonces 0 € A(0), esto implica que

0 =yo-

(<) Ahora, se asume que A(0) = {0}, basta probar que A es
una funcién.

Considérese © € Dom(A). Por la Proposicién 1.1.12 (i), para
y € Ax se tiene Az = y + A(0) = {y}. Y por tanto, A es fun-

cion. O

Corolario 1.1.14. A € LR(X,Y) es inyectiva si y sdlo si Ker A =
{0}

Demostracion. (=) Supdngase que A es inyectiva. Se sabe que
KerA = A71(0) que es un subespacio vectorial de X, entonces
0 € KerAy como A~! es un operador lineal, entonces A~1(0) =
KerA ={0}.

(<) Ahora se asume que KerA = {0} . Se vera que A es inyectiva.
Puesto que A~1(0) = {0}, se sigue que A~! es un operador lineal

y por lo tanto, A es inyectiva. ]
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Corolario 1.1.15. Si A € LR(X,Y), entonces AA~(0) = A(0)
y A7LA(0) = A71(0).

Demostracion. Basta probar que AA=(0) = A(0).

Sea y € AA7Y(0). Entonces (0,y) € Gr(AA™!), asf que existe
x € Dom(A) tal que (0,7) € Gr(A™1) y (z,y) € Gr(A), esto es,
0 € Az y y € Az. Por la Proposicién 1.1.12 (i), Az = A(0) y asi
y € A(0).

Por otro lado, sea y € A(0). Entonces (0,y) € Gr(A). Ademas,
existe x € Dom(A~!) tal que 0 € A~1z, entonces A~z = A71(0).
También se tiene que (z,0) € Gr(A~1), lo que implica que (z,y) €
Gr(AA™1), entonces y € AA~lx = AA7L(0). O

Corolario 1.1.16. Si A € LR(X,Y), entonces para cada y €
ImA, AA™Yy = y+ A(0). Y para cada © € Dom(A), A~ Az =
z+ A7L(0).

Demostracion. Puesto que ImA = Dom(A~'), basta probar que
para cada y € ImA, AA~ly =y + A(0).

Sea y € ImA entonces existe z € Dom(A) tal que (z,y) € Gr(A).
También se tiene que (y,z) € Gr(A=!). De esto se tiene que
(y,y) € Gr(AA™1), es decir, y € AA™1y. Por el Corolario 1.1.15,
se sigue que AA "y =y + AA~Y0) =y + A(0). O

Proposicién 1.1.17. Sean A, B € LR(X) tales que B(0) C KerA.
Entonces AB(0) = A(0).

Demostracion. Sea a € AB(0). Entonces (0,a) € Gr(AB), esto
es, (0,y) € Gr(B) y (y,a) € Gr(A) para algin y € Dom(A). Asi
que, y € B(0) C KerAy a € Ay.

De lo anterior se tiene que 0 € Ay o equivalentemente A(0) = Ay.
Por lo tanto, a € A(0).

Por otro lado, sea b € A(0). Entonces (0,b) € Gr(A).

Como 0 € Dom(A) C ImB, entonces existe y € Dom(B) tal que
0 € By, lo que equivale a By = B(0); también se observa que
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(y,0) € Gr(B). Asi, (y,b) € Gr(AB), esto es, b € ABy = AB(0).
Se concluye que A(0) = AB(0). O

Definicién 1.1.12. Sean A € LR(X), U,V subespacios de X
tales que X = U @ V. Considérese Ay y Ay. Se dird que A es
completamente reducida por (U, V) si Gr(A) = Gr(Ay)®Gr(Ay).

Proposicién 1.1.18. Si A € LR(X) es completamente reducido
por (U, V), entonces

(i) Dom(A) = Dom(Ay)®Dom(Ay) y ImA = ImAy®ImAy,
(ii) A(0) = Ay (0) ® Ay (0) y KerA = KerAy & KerAy.
Demostracion.

(i) Puesto que Dom(Ay)y Dom(Ay ) son subespacios de Dom/(A),
entonces Dom(Ay) @ Dom(Ay) C Dom(A).
Reciprocamente, sea © € Dom(A). Entonces existe y € X
tal que (z,y) € Gr(A) = Gr(Ay) @ Gr(Ay), por consiguien-
te, existen unicos (a,b) € Gr(Ay) y (¢,d) € Gr(Ay) tales
que (z,y) = (a,b) + (¢,d) = (a+¢c,b+d), Asi, r =a+cy
por lo tanto, x € Dom(Ay) & Dom(Ay ).

La prueba de ImAy @ ImAy es similar a la anterior.

(ii) Se sabe que Ay (0) y Ay (0) estan contenidos en A(0), lo que
implica que Ay (0) & Ay (0) C A(0).
Reciprocamente, sea y € A(0). Entonces (0,y) € Gr(A) =
Gr(Ay) @ Gr(Ay), debido a esto, existen tnicos (w,z) €
Gr(Ay) y (s,t) € Gr(Ay) tales que (0,y) = (w, z) + (s, t)
(w+ s,z +t). De donde w+ s = 0, luego s = w =0y
por lo tanto, z € Ay(0), t € Ay(0). Se concluye que y €
Au(0) & Ay (0).
La prueba de KerA = KerAy & KerAy es similar a la

anterior. O
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1.2. Ascenso y descenso de una relacion li-
neal

En la presente seccién se exhiben y se analizan los conceptos
de ascenso, descenso, nulidad y defecto de una relacion lineal. Se
verd que algunos resultados de dichas nociones dentro de la teoria
de operadores lineales, también son validas para relaciones lineales

bajo condiciones especiales ([9]).

Sea A € LR(X). Similar al caso de operadores lineales y de
forma natural, se define A%z := A(Ax), para cada z € Dom(A).
Asi, de forma recursiva, se tiene que A" := A" 1A = AA""! para
cada n € N.

Es fécil observar que
Gr(A™H)H) =Gr(A7ta™) =
= {(z,2): € X (x,9),(y,2) € Gr(A™)} =

={(z,2): Iy € X, (y,2). (2,y) € Gr(4)} = Gr((4%)7").

Procediendo de forma recursiva, para cada n € N, (A71)" =
(A™)~1. Convencionalmente se toma A° := I. De esta manera,
para cualesquiera n,m € N, A?T™M = AN A™ — AM A",

Lema 1.2.1. Sean A,B € LR(X) tales que Gr(A) C Gr(B).

Entonces

(i) Gr(A~1) € Gr(BY),

(ii) para cada n € N, Gr(A™) C Gr(B").
Demostracion.

(i) Sea (x,y) € Gr(A~!). Entonces (y,r) € Gr(A). Por hipéte-
sis (y,r) € Gr(B) y por lo tanto, (z,y) € Gr(B™1).
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(ii) Por induccién matematica sobre n. Para n = 1 es claro.
Supdéngase que la proposicién se cumple para algin n € N.
Sea (r,y) € Gr(A"1) = Gr(A"A). Existe z € X tal que
(x,2) € G(A) y (z,y) € G(A™). Por hipétesis inductiva,
(z,y) € Gr(B") y (x,2z) € Gr(A) C Gr(B). Por lo tanto,

(z,y) € Gr(B"B) = Gr(B™1). O

Como consecuencia inmediata del Lema 1.2.1, para cada n €
N, Dom(A™) C Dom(B"™), ImA™ C ImB", KerA™ C KerB" y
A™(0) € B™(0).

Lema 1.2.2. Sea A € LR(X). Entonces para cada n,m € N
(i) Dom(A™™™) C Dom(A™) y ImA™™™ C ImA",
(ii) KerA™ C Ker A"t™ y A™(0) C A™t™(0),

(#i) para cualesquieram,n € N, Ker(A™) C Dom(A™) y A"(0) C
ImA™,

(iv) para cualesquiera i,k € NU {0},

Dom(A?) . ImA

(ImAF + Ker A') N Dom(A?) — ImAtk’

(v) Siie NU{0}, entonces

KerA ) KerA®

A e A I~ I AN Ker A

Demostracion. Sean m,n € N.

(i) Sea x € Dom(A™™). Entonces A"z # @, es decir, existe
y € X tal que (z,y) € Gr(A™™™).
Se sabe que A"t = A™A"™ de modo que existe z € X
tal que (z,2) € Gr(A™) y (z,y) € Gr(A™), esto es, x €
Dom/(A™).
Por otro lado, sea y € ImA™™™. Existe x € Dom(A™™™) tal
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(iii)

que y € A"z, dicho de otra forma, (z,y) € Gr(A"t™) =
Gr(A"A™) = Gr(A™A™). Asi que existe x € X tal que
(z,y) € Gr(A™) y por lo tanto, y € ImA™.

Sea z € KerA"™. Entonces (z,0) € Gr(A™). Ya que (0,0) €
Gr(A™), entonces (z,0) € Gr(A™™™), estoes, v € Ker A",
Por otro lado, sea y € A™(0). Luego (0,y) € Gr(A") de
manera que (0,y) € Gr(A"™™), lo que implica que y €
A™MT™(0).

Sean m,n € N. Primero considérese el caso cuando n < m.
Por (ii), KerA™ C KerA™ C Dom(A™)y A™(0) C A™(0) C
ImA™.

Ahora considérese el caso cuando n > m. Sea x € KerA™.
Se tiene que (x,0) € Gr(A™) = Gr(A"™A™), luego = €
Dom(A™).

De forma analoga, seay € A"(0). Entonces (0,y) € Gr(A"™)
Gr(A™A™™). Asi, existe z € X tal que (0,z) € Gr(A™™™
y (z,y) € Gr(A™). Lo que implica que y € ImA™.

)

Sean i,k € NU {0} y considérese la aplicacién

T : Dom(A") — 7[;72;1—;’
definido por Tx = w + ImA™*, para cada € Dom(A™*)
tal que (z,w) € Gr(AY).

Se observa que y € T'(0) si y sélo si existe w € X tal que
y = w+ ImA™* con (0,w) € Gr(A?), esto es, w € AH(0) C
AE(0) C ImA™F Tuego y = ImA™F. Asi que T(0) = {0} .
Debido a lo anterior y a la definicién de T, se tiene que T es
un operador lineal.

Por otro lado, sea € KerT. Entonces Tz = ImA™F =
y+ImA™k para algiin y € ImA™* tal que (z,y) € Gr(A?).
Como y € ImA™* existe z € Dom(A™F) tal que (z,y) €
Gr(A™F) Tuego existe w € X tal que (z,w) € Gr(A¥) y
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(w,y) € Gr(AY).

Asi, (z —w,0) = (z,y) — (w,y) € Gr(A?Y), lo que implica que
r—w € KerA'y w € ImA*. Ademés, x = w+ (z —w), luego
x € ImAF + KerA%; también se observa que x € Dom(A?) y
por tanto, x € (ImA¥ 4+ KerA") N Dom(A?).
Reciprocamente, sea = € (ImA¥ + KerA®) N Dom(A?). En-
tonces existe w € X tal que (w,w) € Gr(A') y existen
y € ImA*, z € KerA, por ende, (y,w) = (z,w) — (2,0) €
Gr(AY).

Ya que y € ImAF, existe t € Dom(AF) tal que (t,y) €
Gr(AF). De esto se sigue que (t,w) € Gr(A™F) y

Tz =w+ ImA™F = ImA™*,

es decir, z € KerT. Por lo tanto, KerT = (ImA*+ Ker AH)n
Dom(A?) y por el primer Teorema de isomorfismos de espa-

cios vectoriales,

Dom/(A?) . ImA?

(ImAF + KerA") N Dom(A%) — ImAtk’

Sea t € NU {0}, por (iv) se tiene que

KerAt! . KerAn ImA®
(KerAi + ImA) N Ker Attt Ker AN ImA+1’

Lo que implica

KerAitl N KerA™l + KerA + ImA B
(KerAt + ImA) N Ker A+l KerAi + ImA
B KerA™! + ImA
 KerAi4+ImA -~
KerA . KerAt

or lo tanto, lmKerAﬂImAl ZmImAﬂKeTAZ

Las demostraciones del Lema 1.2.3 y de la Proposiciéon 1.2.1

seran omitidas ya que no representan el objetivo central de la tesis.

Sin embargo, el lector puede acudir a [9] para més detalles.
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Lema 1.2.3. Sean A € LR(X) yr € NU{0}. Entonces

KerA™ +ImA . KerA™
m _

) = <
di ImA dim KerArNImA —
, Dom(A") . Dom(A") +ImA
< = .
=M D om(A) 0 TmA ~ T Ima

Proposicién 1.2.1. Sea A € LR(X).

(i) Si existe k € NU {0} tal que KerAF = Ker A*+1 entonces
KerA™ = KerA* para cada n > k,

(ii) si existe k € N U {0} tal que A¥(0) = A**1(0), entonces
A™(0) = A¥(0) para cada n > k.

Definicién 1.2.1. Sea A € LR(X). Se definen:

(i) Ro(A) = UKerAi,

i=1
(ii) Reo(A) = | ] A%(0),
=1

(iii) Re(A) = Ro(A) N Roo(A).

Puesto que, para cada i € N, KerA® = (A~1)¥(0
Ker(A™1)!, entonces Ryp(A) = Roo(A™Y) v Reo(A)
Asi,

|| ~—
<
=
=
~—
Il

Re(A) = Roo (A N Ry(A™Y) = R.(A7Y).

Proposicién 1.2.2. Sea A € LR(X). R.(A) # {0} si y sdlo si
existen x1, T2, ...,x, € X \ {0} tales que

(0,21), (x1,22), .oy (Tn—1,Tn), (x5, 0) € Gr(A).

Demostracion. (=) Supdngase que R.(A) # {0} . Entonces existe
x ¢ {0} tal que x € Ry(A) y = € Roo(A). Esto es, existen 7,5 € N
tales que z € KerA" y x € A%(0).
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Puesto que z € KerA”, (z,0) € Gr(A"). Asi que existen yq, ..., yr—1 €
X tales que

0,91), (y1,Y2, )y (Yr—1, ) € Gr(A).

De forma similar, como x € A*(0), entonces (0,z) € Gr(A®). Asi

que existen z1,...,25—1 € X tales que
(x,21), (21, 22)y vy (25—1, ) € Gr(A).

Parai=1,...,r—1,z;:=y, yparacadaj=1,...,s -1, z;4; := z;

de tal manera que
(07 xl)a (:I:h .'172), ceey (xn—la .'Ifn), (wTM O) S GT(A),

y basta elegir aquellos elementos diferente de cero.

(<) Supdngase que existen x1,xa,...,x, € X \ {0} tales que
(0,21), (x1,x2), (2.23), .ovy (Tn—1,Zn), (Tn,0) € Gr(A).

Puesto que (w1, 22), (v2.73) € Gr(A), entonces (z1,73) € Gr(A2);
continuando de forma recursiva, se puede observar que (x1,0) €
Gr(A"), esto es, 1 € KerA™ C Ry(A). También se observa que
z1 € A(0) C Roo(A).

Sabiendo que z;1 # 0, concluye que R.(A) # {0}. O

Proposicién 1.2.3. Sea A € LR(X) tal que R.(A) = {0} y sean
i,k € NU{0}. Entonces

Ker Atk i i
Teer AT = ImA"N KerA (1.2)
y
Aitk )
©) & pom(ay A 4% (). (1.3)

A7(0)
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Demostracion. Sea x € KerA™*. Entonces existe w € Ker A tal
que (z,w) € Gr(AY) y (w,0) € Gr(A¥), esto es w € KerA*. Pues-
to que R.(A) = {0}, se sigue que w es tnico con dicha propiedad.
También se puede observar que w € KerA* N ImA".

Por lo anterior, es posible construir un operador 7' : Ker A"tk —
ImA* N KerAF definido por Tz = w. Es claro que T es suprayec-
tivo.

Se observa que z € KerT siy s6lo si Tx = 0 si y sélo si (z,0) €
Gr(AY) siy sélo si x € KerA'. Asi, KerT = KerA'.

Por el primer Teorema de isomorfismos de espacios vectoriales,

Ker Atk i i

W = ImA* N KerA”®.
Ahora, como R.(A) = R.(A™!), se procede de igual forma para
demostrar (1.3). O

Proposicién 1.2.4. Sea A € LR(X). Si existe r € N tal que
Dom(A") N A(0) = {0} ¢ ImA" N KerA=1{0},
entonces, R.(A) = {0}.

Demostracion. Caso 1: Dom(A™) N A(0) = {0} .

Para r = 0, Dom(A") N A(0) = Dom(I)NA(0) = A(0) = {0} . Asi
que A es un operador lineal, por ende, para cada i € N, A también
es un operador lineal, esto es, para cada i € N, A%(0) = {0} . Luego,
por definicién, R.(A) = Ry(A) N Rso(A) = RoN {0} = {0}.
Ahora, sear € Ny supéngase que R.(A) # {0} . Por la Proposicién
1.2.2, existen x1,...,z, € X \ {0} tales que

(0,21), (z1,72), ..., (Tn—12n), (T4, 0) € Gr(A).

Obsérvese que (21,0) € Gr(A™) y (0,z1) € Gr(A), esto es, 1 €
KerA™ C Dom(A") y x1 € A(0), lo que es una contradiccion.
Caso 2: ImA" N KerA = {0}.

Puesto que R.(A) = R.(A™Y), ImA™ = Dom((A~1)"), y KerA =

A~1(0), entonces se procede de forma similar que en el Caso 1. [
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Definicién 1.2.2. Sea A € LR(X).

(i) a(A) :=min{k € N: KerA* = Ker AF*1} es llamado el as-

censo de A,

(ii) 6(A) :=min {k € N: ImA* = ImA**!} llamado el descenso
de A,

Si el minimo en (i) y (ii) no existe, entonces se dird que es co.
Definicién 1.2.3. Sea A € LR(X).

(i) n(A) := dimKerA es llamada nulidad de A,

(i1) d(A) := dim(X/ImA) es llamada deficiencia de A.

Proposicién 1.2.5. Sean A € LR(X) yr € NU{0}. Si X =
Dom(A"

Dom(A") + ImA, entonces d(A) = dimImA Foﬁnll)(om)(AT)'

En particular, si X = Ker A" + ImA, entonces

, Dom(A") , KerA"
A = = _—
) = dim g Dom(ar) ~ UM A Kerdr

Demostracion. Por el Lema 1.2.3,

dim Dom/(A") B dimDom(AT) +ImA dim X
Dom(A")NImA ImA B ImA

Si se asume que X = KerA” + ImA, nuevamente por el Lema
1.2.3,

i KerA" g KerAT—i—ImA_d, X
MerA 0 ImA - T ITmA YT A

O]

Proposicién 1.2.6. Sean A € LR(X) yr € NU{0}. Si KerAn
KerAr

ImA™ = A =dim——— < d(A). A i
m {0}, entonces n(A) dzmImA N T d(K) Acrlemas,
. , B B er

si X = KerA"+ImA, entonces n(A) = d(A) = dzmImA Kor A

Reciprocamente, si KerANImA"™ = {0} yn(A) =d(A) < oo, en-
tonces X = KerA" 4+ ImA.
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Demostracion. Por la Proposicién 1.2.2 (v), se tiene

(4) = di KerA L KerAT
" - ZmKerAﬂImAT - Zm[mAﬂKerAT -
X
< dim— = .
S dimp ey — A

Ahora, se asume que X = Ker A"+ ImA. Por la Proposicién 1.2.5,

. KerA™ +1ImA . KerAT
d(A) = dzm—ImA = dlm—KerAT STA = n(A).
Reciprocamente, puesto que n(A) = d(A), entonces
. KerAT . X
() = dim e T~ M anx A
luego, ImA + KerA™ = X. O

Proposicién 1.2.7. Sea A € LR(X).

(i) Si existe p € NU{0} tal que Ker AN ImAP = {0}, entonces
Re(A) = {0} y a(4) < p.

(i1) Si existe p € NU {0} tal que R.(A) = {0} y a(A) < p,
entonces para cada k € N, Ker A¥ N ImAP = {0} .

Demostracion.

(i) Supédngase que, para algin p € NU{0}, Ker ANImAP = {0}.
Por la Proposicién 1.2.2, R.(A) = {0}.
Resta probar que a(A) < p. Sea v € KerAPT!. Entonces
existe y € X tal que (z,y) € Gr(4P) y (y,0) € Gr(A).
Asi, y € ImAP y y € KerA, es decir y € ImAP N KerA,
luego y = 0; esto implica que x € KerAP. Por lo tanto,
KerAPT! C Ker AP y se concluye que a(A) < p.

(ii) Supéngase que R.(A) = {0} v a(A) < p, para algin p €
N U {0} . Es claro que para cada k € N, Ker AP** = Ker AP
de modo que KerAPTF/KerAP = {0} .
Por la Proposicién 1.2.3 (1.2), KerA* N ImA? = {0}. O
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Corolario 1.2.8. Sea A € LR(X) con R.(A) = {0}. Si a(A) =
p < 00, entonces n(A) < d(A). Si X = ImA + KerAP, entonces
n(A) = d(A).

Ademds, si a(A) = p < 0o yn(A) = d(A) < oo, entonces X =
ImA + KerAP.

Demostracion. Puesto que R.(A) = {0} y p < oo, por la Propo-
sicién 1.2.7 (ii), KerAN Ker AP = {0} . Aplicando la Proposicién
1.2.6, se sigue que d(A) =n(A) y X = ImA + KerAP. O

Proposicién 1.2.9. Sea A € LR(X).

(i) Supdngase que R.(A) = {0}. Si a(A) < 0o y §(A) < o0,
entonces a(A) < 6(A).

(ii) Supdngase que p = a(A) < 0o y que ¢ = 6(A) < oco. Si
p = q, entonces Dom(AP) C ImA + Dom(A%). Mas ain, si
Dom(AP) C ImA + Dom(A9) yp < q, entonces p = q.

Demostracion.

(i) Sean p = a(A) y ¢ = 6(A) y supdéngase que p > ¢q. Entonces
ImAP = ImA? y esto implica que KerANImAP = KerAnN
ImA?. Por (1.2) de la Proposicién 1.2.3,

KerAdt!
— 2 mAN KerA =
Ker A m nKer
KerArtl
=ImAPNKerA e ——— = .
mAP N Ker Kor AP {0}
Ker Attt

. KerA4
cién. Por lo tanto, p < q.

Asi que, ~ I'mA? = {0}, lo que es una contradic-

(ii) Supodngase que p = q. Entonces Dom(AP) = Dom(A9); por
consiguiente, Dom(AP) C ImA + Dom/(A9).
Ahora supéngase que Dom(AP) C ImA+ Dom(A?) y p < gq.
Por el Lemma 1.2.2 (iv),
Dom/(A7) ~ ImA1? _ 0
(ImA + KerAd) N Dom(A?)  ImAI+! ’
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lo que implica que Dom(A%) = (ImA + KerA%) N Dom(A?)
y por lo tanto, Dom(A?) C ImA + KerA9.

Por hipétesis, Dom(AP) C ImA+Dom(A?) C ImA+KerA?.
Ademas, como p < ¢, por definicién se tiene KerAP =
KerA1, luego Dom(AP) C ImA + KerAP. Nuevamente por
el Lemma 1.2.2 (iv),

ImAP | Dom/(AP) 0
ImAP+L — (ImA + Ker APt1) N Dom(A%) ’

entonces ImAP = ImAPT! | esto es, p > q. O
Proposicién 1.2.10. Sea A € LR(X).

(i) Si existe p € NU{0} y X = ImAP & KerAP, entonces
a(A) < p, 60(A) < p y A es completamente reducido por
(ImAP, KerAP).

(ii) Supdngase que R.(A) = {0}. Si Dom(A) = X, a(A) < oo
y q=0d(A) < oo, entonces A es completamente reducido por
(ImA?, KerA?).

Demostracion.

(i) Sea x € KerAPT!. Entonces (x,0) € Gr(AP*!) y por ende
existe y € X tal que (z,y) € Gr(AP) y (y,0) € Gr(A). De
esto se observa que y € ImAP N KerA.

Puesto que KerA C KerAP, entonces y € Ker AP, de modo
que y € ImAP N Ker AP = {0}, es decir, y = 0. Asi, (z,y) =
(z,0) € Gr(AP), esto es, x € KerAP; lo que prueba que
Ker AP = Ker AP y po lo tanto, a(A) < p.

Similarmente, sea y € ImAP. Como X = ImAP & KerAP,
existen unicos x1 € ImAP y zo € KerAP tales que x =
x1 + x2. Notese que existe z € X Tal que (z,21) € Gr(4AP) y
(2,0) € Gr(AP). De esto se sigue que

(x1,y) = (z,y) — (22,0) € Gr(AP).
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Asi, (z,y) € Gr(APAP) = Gr(A?), de tal manera que y €
ImA?P, esto significa que ImAP = ImA? y por lo tanto,
d(A) <p.

Por otro lado, sea (z,y) € Gr(A). Por hipétesis, existen
Unicos x1 € ImAP y 29 € KerAP tales que x = x1 + 9.

Se puede observar que existe y; € X tal que (z2,y1) € Gr(A)
y (y1,0) € Gr(AP~1). Luego

(xlvy - yl) = (a:,y) - (332,3/1) € GT(A)

Por ende, y —y; € Ax C AAPH1 2 para algiin z € X, esto es,
y —y1 € ImAPTL = ImAP. De esto se sigue que

(1,5 — 1) € Gr(A) N (ImAP x ImAP) = Gr(Apmar).

Asi mismo, se observa que y; € KerAr—1 C KerAP v 2 €

KerAP. Entonces
(x2,11) € Gr(A) N (KerA? x KerAP) = Gr(Agerar)-
Por lo tanto,

(z,y) = (x1,y — 1) + (22, 42) € Gr(Armar) © Gr(Agerar).

Por la Proposicién 5.8 de [9], se tiene que X = ImA? &
KerA%. Y por (i) se sigue que A es completamente reducido
por (ImA?, KerA?). O

Continuidad y acotacién

En este apartado se define la norma de una relacién lineal a

través de la norma de un operador de rango cociente asociado.

Esto permite estudiar las nociones de continuidad y acotacién de

una relacion lineal.

En lo sucesivo X, Y, Z, ... denotaran espacios normados sobre el
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campo K. Se considerard al espacio producto X X Y equipado con

la siguiente norma: parax € X yy €Y

(2, )| = méx {{[x][x, [[ylly}-

Para A € LR(X,Y), la proyeccién canénica de Y en Y/A(0) sera
denotada por Q% 6 simplemente por ) cuando no hay riesgo de
confusién.

Haciendo uso de la proyecciéon canénica, se define la aplicacién

QA: X —Y/A(0) por QAx =y + A(0), para cada = € X tal que
(z,y) € Gr(A).

Proposicién 1.3.1. Sea A € LR(X,Y). QA es un operador li-

neal.

Demostracion. Se verd que QA estd bien definida.

Sean z,w € Dom(A) tales que = w. Entonces para algunos

y,z € X tales que (z,y), (w,2) € Gr(A), QAz = y + A(0) y
QAw = z + A(0).
Puesto que z = w, y, z € Ax, lo que equivale a que Ax = y+ A(0)

y Az = 2z + A(0), de manera que y + A(0) = z 4+ A(0). De esto se
sigue que y —z € A(0) C A(0), lo que implica y+ A(0) = z+ A(0),
esto es, QAr = QAw.

Por la Proposicién 1.1.17, QA(0) = Q(0) = A(0), donde A(0) es el

elemento cero del espacio cociente Y/A(0). Ademas, es claro, por
la linealidad de A y de @, que para cualesquiera z,y € Dom(A),
QA(r + y) = QAx + QAy y para cualquier a € K, QA(ax) =
aQAzx.

Por lo tanto, QA es un operador lineal. O

La dificultad al tratar definir la norma de una relacién lineal
radica precisamente en los miltiples valores que esta puede tomar.
Sin embargo, debido a la Proposicién 1.3.1, a cada relacién lineal
A, se le puede asignar un operador lineal QA, de manera que
la norma de A se puede definir via QA como dicta la siguiente

definicidn.
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Definicién 1.3.1. Si A € LR(X,Y), se define

|| Az][ = [|QAz]] (1.4)

IA[] == [|QA, (1.5)
llamada la norma de Az y la norma de A, respectivamente.

Proposicién 1.3.2. Si A € LR(X,Y), entonces para cualquier
x € Dom(A)

(i) ||Azx|| = d(y, A(0)), para cualquier y € Ax,
(i) ||Az|| = d(Ax, A(0)) = d(Ax,0).
Demostracion.

(i) Si y € Az, entonces Az = y + A(0) y por tanto, ||Azx|| =
|ly + A(0)[| = inf {[ly + al| : a € A(0)} = d(y, A(0)).

(ii) Para un z € Az fijo se tiene que
d(Az,0) = inf {[|0+ ]| : y € Az} = inf {[ly]| - y € Ax} =

— it {|Jz — (= =yl 1y € Aa}.

Ademis se observa que z —y € A(0), entonces si se define a

k:= z —y y aplicando (i),

inf{||z — (z —y)|| 1y € Az} = inf {||z — k|| : k € A(0)}
=d(z, A(0)) = ||Az||. O

Definicién 1.3.2. Sea A € LR(X,Y). Se dird que A es continua

si el operador QA : X — Y/A(0) es continuo.

Se dird que A es acotada si es continua y Dom(A) = X.

La clase de todas las relaciones lineales acotadas de X en Y se

denotara por BL(X,Y) y BL(X,X) := BL(X).
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Definicién 1.3.3. Sea A € LR(X,Y). Se dird que A es una re-
lacién lineal abierta si para subconjunto abierto U de Dom(A),
A[U] es un subconjunto abierto de ImA, donde Dom(A) y ImA

estan equipados con la topologia relativa.

Proposicién 1.3.3. A € LR(X,Y) es continua si y sélo si A~

es una relacion lineal abierta.

Demostracion. (<) Supéngase que A~ es una relacién lineal abier
ta. Sea x € Dom(A) y sea V/A(0) un subconjunto abierto de
Y/A(0) tal que V' es un subconjunto abierto de Im(A) y QAx €
V/A(0).

Para cualquier y € Ax, y € V. Por hipdtesis, existe un abierto U
tal que x € U y U C A7L[V], lo que implica que A[U] C V y por
tanto A[U]/A(0) C V/A(0), donde A[U]/A(0) = QA[U].

Asi que, A es continua.

(=) Supdngase que A es continua. Sean V un subconjunto abier-
to de Dom(A™') y w € A71[V]. Entonces existe y € V tal que
w € A™'y; de donde se obtiene que y € Aw.
Puesto que Dom(A™1) = ImA, entonces existe un abierto U tal
que y € Uy QA[U] = A[U]/A(0) C V/A(0). Aqui se observa que
AlU] C V, luego U C A~ [A[U]] € A1 [V].

Se concluye que A~! es abierta. O

Corolario 1.3.4. Sea A € LC(X,Y) abierta. Entonces existe
M > 0 tal que para cada x € Dom(A),

d(z,KerA) < M ||Ax|| .

Demostracion. Puesto que A es abierta, por la Proposicién 1.3.3,
A~ es continua. Entonces existe M > 0 tal que para cada y €
Dom(A™"), [[A7Yy|| < M |ly].

Como y € Dom(A~') = ImA, entonces existe € Dom(A) tal
que y € Ax, esto es, Ax = y + A(0). Ademsas, A~y = A= Ax =
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x + A71(0). Asi,

HAilyH = H:L‘—i—Ail(O)H =d(z,KerA)
<Minf{|ly—z||:2€ A0)} = M |ly + A(0)| = M [[Az| . O

1.4. Relaciones lineales cerradas

La nocién de relacién lineal cerrada es motivada por el concep-
to de operador cerrado.
En esta seccién se estudia una caracterizaciéon de las relaciones
lineales cerradas mediante su multivalor y su operador asociado.
También se estudian resultados que permiten clarificar su impor-
tancia dentro de la teoria espectral. La seccién culmina presentan-

do un Teorema de la aplicacién abierta para relaciones lineales.

Definicién 1.4.1. Si A € LR(X,Y), se define la clausura de A

como la relacién lineal A tal que Gr(A) = Gr(A).
Definicién 1.4.2. Se dird que A € LR(X,Y) es cerradasi A = A.

La clase de todas las relaciones lineales cerradas de X en Y se
denotara por LC(X,Y), LC(X, X) := LC(X).
BLR(X,Y) denotard a la clase de todas las relaciones lineales
acotadas, BLC(X,Y’) denotard a la clase de todas las relaciones
lineales que son cerradas y acotadas, BLC(X, X) := BLC(X).
De la Definicién 1.4.1 se deduce que A € LC(X,Y) si Gr(A) es un
subespacio cerrado de X x Y. Ademas, es claro que A € LC(X,Y)
siysélosi A7! € LC(Y, X).
Definicién 1.4.3. Sea A € LR(X,Y) y sean )?, Y las completa-
ciones de X, Y, respectivamente, esto es, X y Y son espacios de
Banach. Sea G C X x Y la completacién del subespacio Gr(A).

La relacién lineal A definida por Gr(g) := G es llamada la com-
pletacién de A y es tal que Ae LR()?, }7)

Proposicién 1.4.1. Sea A € LR(X,Y), con X eY espacios nor-
mados. St A € LC(X,Y), entonces A(0) es un conjunto cerrado.
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Demostracion. Sea v € A(0). Entonces existe una sucesion (uy,)
en A(0), tal que limu,, = v. Asi que, para cada n € N, (0,u,) €
Gr(A), de modo gue (0,up) es una sucesién en Gr(A) tal que
11’7£n(0,un) = (0,v) y como Gr(A) es cerrado, entonces (0,v) €
Gr(A), de lo que se sigue que v € A(0) y por tanto, A(0) C A(0).

Se concluye que A(0) es cerrado. O

Proposicién 1.4.2. Si A € LC(X,Y), entonces QA es un ope-

rador lineal cerrado, es decir, Gr(QA) es cerrado en X x'Y.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, considérese (z, Qy) €
Gr(QA), con y € Y. Entonces existe una sucesién (z,, QAx,) en
Gr(QA) tal que lim(z,, QAx,) = (z, Qy).

Se observa que 11’1?1 QAzx, = Qy, entonces, por la continuidad de
Q, existe una suc%sién (yn) en Ax, y existe una sucesién (t,) en
A(0) tales que lim(yy,, + t,) = y. Nétese que (zy, yn + t,) es una
sucesién en G’r(An) que converge a (z,y).

Por hipétesis A es una relacién cerrada, entonces (z,y) es también
un elemento de Gr(A), de esto se sigue que y € Az de modo que
Qy € QAx. Por la Proposicion 1.3.1, QA es un operador lineal,
entonces QAxr = Qy, entonces (z,Qy) € Gr(QA) y por tanto,
Gr(QA) C Gr(QA).

Se concluye que QA es un operador cerrado. O

Corolario 1.4.3. Sea A € LR(X,Y). Gr(QA) = Gr(QA).

Demostracion. Puesto que A es es cerrado, por la Proposicién
1.4.2, QA es un operador lineal cerrado, en particular, QA es una
relacién lineal cerrada, entonces, Gr(QA) C Gr(QA) C Gr(QA).
Por otro lado, sea (z,Qy) € Gr(QA). Entonces QAz = Qy, es
decir, existe t € Y con (z,t) € Gr(A) tal que Qt =t + A(0) =
Qy, de modo que existe una sucesion (z,,y,) € Gr(A) tal que
11'7rln(:vn,yn) = (z,1).

Ademas, (x,, Qyy) es una sucesién en Gr(QA), entonces para cada
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n €N, (z,, Qun) = (zn, QAx,) v es tal que
h’m(‘rna QAxn) - (a:, Qy)

Puesto que (xy,, QAx,) es una sucesién en Gr(QA), también es

una sucesiéon en Gr(QA) que converge a (z,Qy). Como Gr(QA)

es cerrado, (z,Qy) € Gr(QA). Asi, Gr(QA) C Gr(QA).

Se concluye que Gr(QA) = Gr(QA). O
Proposicién 1.4.4. Sea A € LR(X,Y). A€ LC(X,Y) siy sdlo

si QA es un operador cerrado y A(0) es un conjunto cerrado.

Demostracion. (=) Supéngase que A es una relacién lineal cerra-
da. De la Proposicién 1.4.1 y la Proposicién 1.4.2 se sigue que QA

es un operador lineal cerrado y que A(0) es un conjunto cerrado.

(<) Supédngase ahora que QA es un operador lineal cerrado y
que A(0) es un conjunto cerrado. Se vera que A es una relacién
lineal cerrada.

Sea (z,7) € Gr(A). Entonces existe una sucesién (z,, y,) en Gr(A)
tal que lim(zy,, yn) = (z,y).

Considérgse que (z,Qy,) es una sucesién en Gr(QA) tal que
lim(zp, Qyn) = (x,Qy) y como QA es cerrado, entonces (z, Qy) €
Cr(QA).

Ademss, por el Corolario 1.4.3, Gr(QA) = Gr(QA), lo que implica
que

QAz = Qy =y + A(0) =y + A(0).
Entonces existe t € Y con (z,t) € Gr(A) tal que t + A(0) =
y+A(0), lo que implica que y—t € A(0), esto es, (0,y—t) € Gr(A).
Como Gr(A) es un subespacio de X XY, entonces (z,t)+(0,y—t) =
(z,y) € Gr(A).

Se concluye que A es una relacion lineal cerrada. O

Proposicién 1.4.5. Sea A € LC(X,Y). KerA es un subespacio

cerrado de X.
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Demostracion. Sea x € KerA. Entonces existe una sucesion ()
en KerA tal que limz,, = .

n
Puesto que, para cada n € N, (z,,,0) € Gr(A), entonces

lim(zy,,0) = (z,0) € Gr(A).
n
Lo que implica que x € KerA y por lo tanto, KerA es cerrado. [

La siguiente definicién y los siguientes lemas son el preambulo
para abordar un Teorema de la aplicacion abierta para relacio-
nes lineales. Por ende, las demostraciones de dichos lemas seran

omitidas y podran encontrarse en [3].

Definicion 1.4.4. Sea X un espacio de Banach y sean M, N
subespacios de X. Bx denotara la bola cerrada unitaria en el es-

pacio X.

YM,N):={ € [0,1] : \BxN (M +N)C (MNBx)+ N}
es llamada la brecha méxima entre M y N.
Lema 1.4.1. M + N es cerrado si y sdlo si y(M,N) > 0.

Lema 1.4.2. Sean X, Y espacios de Banach y seaT : X =Y un
operador lineal cerrado. T es continuo si y solo st existe A > 0 tal
que

MBpom(Tyxy € Barry + ({0} X Y).

Demostracion. (=) Supéngase que T es continua. Considérese
X := min {1, HT||’1} .
Sea (z,y) € ABpom(1)xy- Entonces

Az,y) = Az, \Tx) + (0, \y — \T'z),

con (Az, \T'z) € Bgyr(r) v (0, \y — ATx) € {0} x Y.

(<) Sea x € Dom(T) tal que ||z|| = 1. Entonces

Az,0) = Az, \T'z) + (0, \T'z).
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Puesto que (Az, \T'xr) € Bgy(r), entonces
MTz|| = [[ATz| < [[ATz[| + [ Az = |(Az, ATz)|| < 1.

1
Asi, ||Tz|| < 3 ¥ por lo tanto, T" es continua. O

Proposicién 1.4.6. A € LC(X,Y) es continua si y sélo si Dom(A)

es cerrado en X.

Demostracion. Puesto que A es cerrada, por la Proposicion 1.4.2,
QA es un operdor lineal cerrado cuyo dominio es Dom(A).

Sean M := Gr(A) y N := {0} xY. Entonces M+N = Dom(A)xY.
Asi que, Dom(A) es cerrado si y s6lo si M + N es cerrado. Por el
Lema 1.4.2, lo anterior equivale a que QA es continua, es decir, A

es una relacién lineal continua. O

Corolario 1.4.7 (Teorema de la aplicacién abierta para relaciones
lineales). A € LC(X,Y) es abierta si y solo si ImA es cerrado en
Y.

Demostracion. (=) Si A es abierta, por definicién, A~ € LC(Y, X)
es continua. Por la Proposicién 1.4.6, Dom(A~!) = ImA es cerra-
do.

(<) Se procede de forma similar. Por la Proposicién 1.2.10 O

1.5. Parte quasinilpotente

Esta seccién estd dedicada a estudiar los resultados basicos
referentes a la parte quasinilpotente y al nicleo analitico de una

relacion lineal.

N* = NU{0} denotara al conjunto de nimeros naturales exten-
didos y se considerara que las sucesiones inician con el subindice

n = 0.
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Definicién 1.5.1. Sea A € BLC(X). Se define

Hy(A) :=={z € X : existe (z,) C X tal que 29 = =z ,Vn € N,

1
Tnt1 € Az y lim g |7 = o} ,
llamada la parte quasinilpotente de A.

Proposicién 1.5.1. Sea A € BLC(X). Considérese el conjunto

E)(A) = {z € X : existe (z,) C X tal que z9 =z ,Vn € N,
Tnt1 € Azxy y h'm(d(:cn,A(O)))% = 0} .

Entonces Ho(A) = Ho(A).

Demostracion. Sea x € Hy(A). Entonces existe una sucesion (zy,

1
n

en X tal que zp = z, para cadan € N*, z,11 € Az, y lim ||z, ||
n
0.

Se observa que

lim ||z, |+ > lim(d(z,, A(0))) 7 > 0.
n n

Asf, lim(d(z,,, A(0)))= = 0 y por lo tanto, & € Ho(A).

Reciprocamente, considérese x &€ E)(A). Asi, existe una suce-
sién (yn) en X tal que yo = z, para cada n € N*| y, 11 € Ay,,
. 1

lim(d(yn, A(0)))% = 0.

Puesto que A es cerrado, entonces A(0) también es cerrado, de
manera que existe una sucesién (a,) en A(0) tal que d(yy,, A(0)) =
[yn — an]|-

La sucesién (x,) se define por zp := z y para cada n € N,

Ty i= Yn — Gyn. Asi, para cada n € N,
Axzy = A(yn — an) = Ayn — Aa,, = Ay, — A0) = Ay,
y para cada n € N*,

Tp+l = Yn+l — Op+1 € Ayn - A(O) = Ayn = Axy,.
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Ademas,
lim [z | % = g — anl|* = m(d(tn, A(0)))% = 0.

Por lo tanto, z € Hyp(A) y se concluye que Hy(A) = E)(A). O

El objetivo de la Proposicién 1.5.1 es mostrar el comporta-
miento de la parte quasinilpotente de A € BLC(X) desde la pers-
pectiva de las distancias de una sucesion a su multivalor. Esto
también permite trabajar de manera equivalente con la definicién
dada en [7] y con Ho(A).

Proposicién 1.5.2. Sea A € BLC(X). Ho(A) es subespacio de
X.

Demostracion. Es claro que Ho(A) # &, ya que 0 € Hyp(A), pues
al considerar la sucesién (z,,) cuyos términos son todos iguales a
cero, se cumple que o = 0, para cada n € N* z,11 € Az, y
lfm ||z, ]| = 0.

Anhora, sean x,y € Ho(A) y o un escalar arbitrario. Entonces
existen sucesiones (z,) vy (y,) en X tales que xg = x, yo = y y para
cada n € N*, z,41 € Ax,, lirrgl(d(a:n,A(O)))% =0y Ynt1 € Ay,

lim(d(yn, A(O)))% = 0. Considérese la sucesién (z, + y,). Es claro
n

que x+y = xo+yo y paracadan € N* x, 1 +yp1 € Az, + Ay, =

A(zy, + ypn). Ademas,

lim(d(n + ya, A(0))) < Him(d(wa, A(0))7 + d(yn, A0) )",

Lo que implica que lirrgl(d(a;n + yn,A(O)))% =0. Asiquez +y €
Hy(A).

Finalmente, considérese la sucesién (ax,,). Es claro que azg = az,
aTpt1 € 0Az, = Alaz,) y h’m(d(om:n,A(O)))% = 0. De esto se
tiene que ax € Hy(A) y se cor?cluye que Hy(A) es un subespacio

de X. O

Proposicién 1.5.3. Sea A € BLC(X). Se cumple
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(i) z € Hy(A) siy sélo si Ax N Hy(A) # &,

(ii) para cada n € N, Ker A™ C Hy(A),

(iit) A[Ho(A)] € Ho(A).

Demostracion.

(1)

(i)

(=) Supéngase que z € Hy(A). Entonces existe una sucesion
(zp) en X tal que zp = x, para cadan € N*, 41 € Az, y
lim(d(zy, A(O)))% = 0. Obsérvese que 1 € Axg = Ax.
Cnonsidérese la sucesién (wy,) definida por wy = z1 y wy, =
ZTnt1, para cadan € N. De esto se tiene que para cadan € N,
Wy € Awp_1 v lim(d(wy, A(0)))7 = 0.

Asi que x; € HOTZA) y por lo tanto, Ax N Hy(A) # @.

(<) Supongase que Az N Hy(A) # o, para algin =z € X.
Entonces existe w € Az N Hy(A). Puesto que w € Hy(A),
entonces existe una sucesién (wy,) en X tal que wy = w, para
cada n € N*, wyyq € Aw, y lim(d(w,, A(0))) = 0.
Considérese la sucesion (x,,) (ileﬁnida por xp = x y para ca-
dan €N, z, = w,_1. De esto se tiene que 1 = wg = w €
Ax = Axg y paracadan € N, x,41 = w, € Aw,—1 = Az,
v 11’511(61(9:”,,4(0)))% = 117?1(61(%_1,,4(0)))% = 0.

Se concluye que x € Hy(A).

Por induccién matematica sobre n. Se vera que la afirmacion
se cumple para n = 1.

Sea © € KerA. Entonces 0 € Az y de esto se tiene que
Az = A(0). Puesto que A(0) y Hy(A) son subespacios de
X, entonces A(0) N Ho(A) # @, esto es, Az N Hy(A) # o,
aplicando (i) se sigue que z € Hy(A).

Ahora supdngase que para algun n € N se cumple KerA™ C
Hy(A). Se probaré que Ker A"t C Hy(A).

Sea x € Ker A", Entonces 0 € A"z = A"(Ax), asi que
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(iii)
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existe z € Ax N Dom(A™) tal que 0 € A"z. Por hipéte-
sis inductiva, z € Hy(A), luego existe una sucesién (z)
en X tal que zg = z, para cada n € N* z,41 € Az, y
lfm(d(z,, A(0))) = 0.

Cnonsidérese la sucesién (z,) definida por z¢p = x y para ca-
dan €N, x, = z,_1, de tal manera que 1 = 29 = 2z €
Ax = Axg y paracadan € N, xp41 = 2, € Azpp1 = Axp y
lfm(d(zn, A(0)))7 = lim(d(z,—_1, A(0)))w = 0.

Por 1o tanto, x € HO(Z).

Sea y € A[Hp(A)]. Entonces existe z € Dom(A) N Hy(A) tal
que y € Azx.

Ademas, existe una sucesién (x,) en X tal que zg = =,

para cada n € N*, 2,11 € Az, y lim(d(wn,A(O)))% = 0.
n

Considérese la sucesién (w,) definida por wy = y y para

cadan € N, w, = xpy1.

Asi, para cadan € N, w, = xp41 € Az, = Awp—1 y

3=
3=

lim(d(wn, A(0))* = lm(d(z,1, A0))) % = 0.

Por lo tanto, y € Ho(A). O

Proposicién 1.5.4. Sea A € BLC(X). Si Hy(A) es un subespacio
cerrado de X, entonces Ap,(a) es una relacion lineal cerrada y
acotada, y Ho(Ap,(a)) = Ho(A).

Demostracion. Se sabe que relacion lineal Agy(4) estéd determina-

da por su grafica

Gr(Amyay) = Gr(A) N (Ho(A) x Ho(A))

puesto que Gr(A) y Hy(A) son subespacios cerrados de X x X y

X, respectivamente, entonces Gr(Ap,(4)) también es cerrado.
Ahora, nétese que Dom(Apgya)) S Ho(A). Si z € Ho(A), en-
tonces Hyp(A) N Ax # @, es decir, Az # &, lo que implica que
x € Dom(Ag,(a)) y por lo tanto, Dom(Ag,a)) = Ho(A).
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Considérese la proyeccién canénica restringida al subespacio Hy(A),
definida por @ := Qfﬁ{(’?A) 0 ° : Ho(A) — Ho(A)/Ag,(4)(0). Pues-
to que A € BLC(X), entonces el operador QA es continuo, enton-
ces Q1A (a) es continuo. Por lo tanto Ap, 4y € BLC(X).

Por otro lado, sea x € Hy(A), entonces existe una sucesion (z,) en

3

n
X tal que xg, para cadan € N* x, 11 € Az, y lim(d(z,, A(0)))
0. !

Considérese la sucesiéon (wy,) definida por w,—1 = x,, para ca-
da n € N. (w,) es una sucesién tal que wy = x; y para ca-
danéeN w, =441 € Az, = Awp_1 y lirlin(d(wn,A(O)))% =
m(d(zn i1, A(0)))® = 0. Asi, 21 € Ho(A).

Pri"ocediendo de forma recursiva, para cada n € N, z,, € Hy(A).

Asi, para cada n € N*,
(Tn,n+1) € Gr(A) N (Ho(A) x Hp(A)),

esto es, para cada n € N*, x,41 € Apya)zn y por lo tanto,

T e HO(AHO(A))

Reciprocamente, sea € Ho(Ap,(4)). Entonces existe una suce-

sién (z,,) en X tal que g = z, para cadan € N*, x,, 1 € ARy (4)Tn
. 1

3 1im(d(za, Ay (0)F = 0,

Obsérvese que para cada n € N*, z,, € Ho(Ap,(a)), 1o que implica

que Ap,(ayrn = Azy, para cada n € N¥, entonces = € Ho(A).

Se concluye que Ho(A) = Ho(Ag,(a))- O

Definicién 1.5.2. Sea A € LR(X). El nicleo analitico de A es
definido por

K(A):={zr € X : Ja > 0, I(x,) tal que x = zo,Vn € N*
Tn € Axpi1 y d(zp, KerAN A(0)) < o"d(z, KerAn A(0))}

Lema 1.5.1. Sea A € LR(X). A(0) C K(A).

Demostracion. Seax € A(0). Considérese la sucesion (x,,) definida

por x9g = x y para cada n > 1, x, = 0. Es claro que para cada
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n € N* ¢, € Ax,y1 y para cada a > 0,
d(xyn, KerAN A(0)) =0 < a"d(z, KerAn A(0)).
Por lo tanto, z € K(A). O

Proposicién 1.5.5. Sea A € BLC(X). K(A) es un subespacio
de X.

Demostracion. Es claro que K(A) # @, ya que 0 € A(0) C K(A).
Sean z,y € K(A). Entonces existen escalares positivos «a, f y exis-
ten sucesiones (), (y,) tales que xg = x, yo = y y para cada
n € N* se tiene z,, € Axy,y1, d(x,, KerANA(0)) < o™d(z, KerAN
A0)) ¥ yn € AYnt1, d(yn, Ker AN A(0)) < g"d(y, Ker AN A(0)).
Considérese la sucesion (z, + yn). Es claro que zop + yo =2+ y y

para cada n € N*, z, + yn € Azpi1 + Aynt1 = A(Tn1 + Ynt1),
d(xn+yn, KerANA(0)) < d(xy,, Ker ANA(0))+d(yn, KerANA(0))

< a"d(z, KerAn A(0)) + 5"d(y, KerAn A(0)).
Sid:=mix{a,B}y

_d(x, KerAn A(0)) + d(y, Ker An A(0))
B d(z +y,KerAn A(0)) ’

entonces
a’d(x, KerAN A(0)) 4+ 5"d(y, KerAN A(0)) <

< 0"ud(z + vy, KerAn A(0)),

y por tanto, z +y € K(A).
Ahora, sea r un escalar arbitrario. Si se toma la sucesién (kxy,),
entonces Kxg = K, para cada n € N*| k), € kAx,11 = A(kxpi1)
y
d(kzy, KerAN A(0)) = |k| d(x,, KerAN A(0)) <
< |k|a™d(x, Ker AN A(0)),

asi, ax € K(A) y se concluye que K (A) es un subespacio de X. [
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Proposicién 1.5.6. Sea A € BLC(X). Entonces A[K(A)] =
K(A).

Demostracion. Sea y € A[K(A)]. Entonces existe z € K(A) N
Dom(A) tal que y € Ax.
Puesto que x € K(A), entonces existe una sucesion (x,) en X y

existe o > 0 tales que g = x y para cada n € N*, x,, € Axy41,
d(xn, KerAn A(0)) < o™d(x, Ker AN A(0)).

Considérese la sucesién (y,,) definida por yp = y y para cada n €
N*, yp+1 = zy. Asi que yg =y € Az = Ayy; en general, para cada
neN, y, =xn_1 € Axyp = Aypni1.

Ademas, si se define

5 = mix {Oé, d(z, KerAn A(0)) } ,

d(y, KerAn A(0))

entonces
Bd(y, KerAn A(0)) > 8" d(x, Ker AN A(0)) >

> o td(x, KerAn A(0)) > d(x,_1, KerAN A(0)) =
d(yn, Ker AN A(0)).
Asi, y € K(A).
Por otro lado, sea w € K(A). Entonces existe § > 0 y existe

una sucesién (w,) en X tales que wy = w, para cada n € N*

Wy € AWpy1 y
d(wp, Ker AN A(0)) < §"d(w, KerAn A(0)).

Considérese la sucesién (z,) definida por zp = w; y para cada
n € N, z, = wyy1. Entonces zg = wy € Awy = Az y en general,

para cada n € N, z,, = wnp11 € Awpi1o = Azpa1. Ademads, si

€ 1= max {5, 52

d(w, KerAn A(0))
d(wy, Ker AN A(0)) } ’
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entonces
e"d(wy, KerAN A(0)) > " 16%d(w, Ker AN A(0)) >
> 6" 152%d(w, Ker AN A(0)) = 6" Ld(w, KerAn A(0))
> d(wp41, KerAN A(0)) = d(zpn, KerAn A(0)).
Esto implica que w; € K(A) y por lo tanto, Aw; C A[K(A)]. Se
concluye que w € A[K(A)]. O

Proposicién 1.5.7. Sea A € BCL(X). Si E es un subespacio
cerrado de X tal que A[E] = E, entonces E C K(A).

Demostracion. Sea Ay := Apg. Puesto que A[E] = E, Aj supra-
yectiva y por el Teorema de la aplicacién abierta para relaciones
lineales (1.4.7), A es una relacién lineal abierta.

Asi, existe 0 > 0 tal que, para cada x € E,
d(z, KerAg) <0 |Aox| .

Sean ¢ > 0y w € E. Entonces existe x € E tal que w € Az, de

modo que es posible encontrar y € KerA tal que
[z —yll < (0 + €)d(w, A(0)).

Se define w1 = x —y. Como y € KerA, entonces 0 € Ay, esto es,
Ay = A(0). Asi,

we Ar = Ar — A(0) = Az — Ay = A(x —y) = Aw

d(w, A(0) N KerA) < (§ + ¢)d(w, Ker AN A(0)).

Aplicando de forma recursiva el procedimiento anterior, se cons-
truye una sucesion (wy) tal que wy = w, para cada n € N¥

Wp € Awn+1 y
d(wy, KerAN A(0)) < (6 +¢)"d(w, KerAN A(0)).

Se concluye que w € K(A). O



Capitulo 2

Teoria espectral

En el presente capitulo se plantean los conceptos de espectro,
conjunto resolvente y funcién resolvente, de manera que se es-
tudiaran algunos resultados, bajo ciertas condiciones adicionales,
que son de suma importancia dentro de la teoria espectral para

relaciones lineales.

Se considerara que X,Y, Z, ... son espacios normados sobre C.

En lo sucesivo, se tomara la siguiente notacion A — A := A\l — A.

2.1. Propiedades espectrales

Dentro de lo clasico de la Teoria espectral para operadores li-

neales, la funcién resolvente, conjunto resolvente y espectro son
construidos para operadores acotados definidos sobre algin espa-
cio de Banach.
Para poder hablar sobre conceptos andlogos a los anteriores para
relaciones lineales y que estos tengan comportamientos y propie-
dades similares, en un principio se construyen con el auxilio de
la completacion de la relacién lineal en cuestiéon. A continuacién
se define la funcién resolvente de una relaciéon lineal A usando su
completacién A € LR(X).

47
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Definicién 2.1.1. Sean X un espacio normado, A € LR(X) y
AeC. (A= A)~! € LR(X) es llamada la resolvente de A.

Definicién 2.1.2. El conjunto resolvente de A se define por
p(A) = {)\ € C: (A—A)"" es operador y Dom(A — A)~! = X} .
El espectro de A es es definido por o(A) := C\ p(A).

Si se considera que X es un espacio de Banach y A € LC(X),
entonces A = A. Asi, para cualquier A\ € p(4), (A — A)~1 =
(A — A)~! es un operador cuya grafica Gr((A — A)~!) es cerrada,
entonces por el Teorema de la gréfica cerrada, (A — A)~! € B(X).
Por lo tanto, el resolvente de A se puede escribir de la siguiente

forma:
p(A):i={ e C:(A\—A)" € B(X)y Dom(A—A)"' = X}.

Debido a esto, es facil probar que 0 ¢ o(A~1) siysélosi A € B(X).
Por simplicidad, en lo sucesivo se usaran espacios de Banach y

relaciones lineales cerradas, salvo que se indique lo contrario.

Proposicién 2.1.1. Sea A € LC(X). p(A) es un conjunto abier-

to.

Demostracion. Sea A € p(A) y considérese r = ||(A — A)*lufl.
Se probard que B(A,r) C p(A).
Sea p € B(\,r). Se observa que

Q== == pl[d= )7 <

<= =7 =1,

Entonces I — (A — p)(A— A)~! es un operador invertible. Ademas,
para cada z € Dom(A), por la Proposicién 1.1.6,

A=A) [I— (A= p)A = A) T2 = (A=4) [ — (A= p)(A - 4) 2]

A=Az -A—pA-—AN-A) "z =
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= A=A z—A=p) [z + (A = A)(0)] = A=A)z—(A—p) [z + A(0)] =
= (A= Az —(A—p)e—(A—p)A0) = A— Az —(A—pae—A(0) =
=X — Az — Az + pxr — A(0) = px — A(x — 0) =
=pr— Az = (p— A)x.
Ast, A= A) [T —=A=p)(A—A)7 '] = (u— A), ademds (A — A),
I — (XA —p)(A— A)~! son invertibles, entonces ( — A) también es

invertible, es decir, (u — A)~ € B(X) y por lo tanto, u € p(A).
Se concluye que p(A) es abierto. O

Proposicién 2.1.2. Sean A € LC(X) y A € p(A). Entonces
Ker(A— A)~1 = A(0).

Demostracion. Sea x € Ker(A — A)~1. Entonces (A — A) "'z = 0,
luego, por el Corolario 1.1.16

(A= A)(0) = (A — A)A— A) Lz =2 + (A — A)(0).

Esto es, A(0) = = + A(0), asi que, por la Proposicién 1.1.12 (i),
x € A(0).

Reciprocamente, si x € A(0), entonces usando el Corolario 1.1.15,
A=Az e(A-A)1AW0) = (A— A)710) = {0}.

Por lo tanto, (A — A)™'z = 0 y de esto se concluye que z €
Ker(A— A)~L. O

Proposicién 2.1.3. Sean A € LC(X) y A € p(A). Entonces
Im(\ — A)~! = Dom(A).

Demostracion. Siy € Im(\— A)~!, entonces existe z € X tal que
(A—A)"tx =y, lo que implica que & € (A— A)y. Por la proposicién
1.1.12,

A=Ay= y—Ay=x+ (A —A)(0) =z + A(0).

Asi que, Ay = Ay — x + A(0) # @. Por lo tanto, y € Dom(A).

Reciprocamente. Si © € Dom(A), entonces existe y € X tal que



50 CAPITULO 2. TEORIA ESPECTRAL

(z,y) € Gr(A), esto es, y € Az. Por la Propposicién 1.1.12, Az =
y + A(0), de donde se obtiene, Az — Az = Az — y + A(0).

Por ende, Az —y € (A — A)x, esto es, (v, Az —y) € Gr(A — A),
luego (Ax — y,x) € Gr((A — A)~1). Puesto que (A — A)~! es un
operador lineal, se tiene (A — A)~'(Az — y) = 2 y por lo tanto,
r€Im(A—- N1

Se concluye que Im(\ — A)~t = Dom(A). O

Proposicién 2.1.4 (Ecuacién resolvente). Sea A € LC(X). En-

tonces para cualesquiera A\, Ay € p(A),

M- —AD =D=M —A) T — AL
Demostracion. Sean A1, Ao € p(A) y sea x € X.
M=) —A) T e—A) e =M —A) o= ) —A) .
Noétese

M- T +A-A (N —A)lz=

=M —A) A= M)Me—A) T+ (A-A) (N — A) 2] =
=M= A7 O = A)e — A) Lz + A0)] =
=M—A)The =AM —A) e+ (A —A)TLA©0) =
=M AT =AM —A) e+ 0=
=M =AM — A)

Asi,
()\1 — A)il()\g — )\1)()\2 — A)fla} =

=M —AD T oM FA-A (N -A) 2=
=M —A) O —A) - (M —ANe—A) e =
=M —A) - —A) e — (N — AN — A) ) =
=M—A) M+ M=) AN —A) TN —A N —A) e =



2.1. PROPIEDADES ESPECTRALES 51

= O A (g = A) 7 g — 4)(0) — (g — A) e =
=\ — A)*lx — (A2 — A)flzc =[(A — A)fl - (M= A)fQ]m.
O

Corolario 2.1.5. Sea A € LC(X). Para cualesquiera \, ju € p(A),
(1= A HA = A)L = (A= A) - A)

Demostracion. Sean A\, u € p(A). Por la ecuacion resolvente,
(=)A= = A=A (- A7 =
(=A)T = (A=A A=A (u-A)

A—p W= A
_ AT -0 A=A (e AT
A— U :
Por lo tanto, (u — A)"'(A—A)L = (A= A)"(p— A~ 0

Proposicién 2.1.6. Sean A € LC(X) y A € p(A). Entonces

o = AT = (- 4!

Jim T =-[(A -4~

Demostracion. Por la demostracién de la Proposicion 2.1.1 se sabe
que B(A\,7) C p(A), donde r = ||(A —A)*lel. Sea u € B(\,r)

tal que u # A. Por la ecuacién resolvente,
(A=A =(=A)HA=A) " = A=A 2= (u=A) I (A-A) " =

D (s Yt G

= (\— A) = —
_ o, (AT (=4
=(A—A)2+ T :
Asi que,
D O Mt (e Vil
H(A_A) o p=A -

(A=A = (n=A)TH(A - A7 <
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<=7 = -7 - a7
Por otro lado, se observa

[ =2 = A7 == A[[x =)~ <

11 _
<= - A =
Por lo tanto, I — (. — A)(A — A)~! es un operador invertible cuya,
inversa es:
U= (u=NO— AT =3 (=N -4 (21)
n=0

Ademas, en la demostracién de la Proposicién 2.1.1 se tiene
(A= A) [ = (1= N = A)7] = (u— A).

Entonces

(=4 = (-4 = (iw A" - A)*”*”) ~(- Ay

n=0

=D (=A== = )T = ) A= A)

n=1 n=1

De esta forma se obtiene la siguiente desigualdad:
[ e O Vi

<=7 X =2 = A"

n=1
Ahora,
T A |
lim [ = 4)2 4 LA O
= W — A

< Jim (= A7 = (= A7 [0 - )7 <

< i [|V = )7 D 1= V" [ = 7" [ = )|
n=1



2.1. PROPIEDADES ESPECTRALES 53

= lim | = )7 P30 1= D = 7 =0
n=1

Se concluye que

_ -1 _ _ -1
AT (- A)
P M — A

=—[(A =4~ O

La Proposicién 2.1.6 muestra que la funcién definida por A —
(A —A)~"1 de p(A) en B(X) es holomorfa sobre p(A).

Proposicién 2.1.7. Sea A € BLC(X) con p(A) # @. Si a(A)
y 0(A) son finitos, entonces existen subespacios cerrados M y N
tales que X = M@ N y A es completamente reducido por (M, N),
donde A]T} € B(M) y Ax es un operador acotado nilpotente.

Demostracion. Sea m = d(A) < oo. Por la Proposicién 1.2.10 (ii),
para M := ImA™ y N := KerA™, se tiene que X = M & N y
Gr(A) = Gr(Apn) @ Gr(An).

Se sabe que A™ es cerrado, lo que implica que M y N también
son cerrados.

Es fécil observar que

KerAy = KerANM C KerA™ N M = {0}

ImAy =ImANM =M,

esto implica que A;} € B(M).

Por otro lado, sea y € Ay, entonces (0,y) € Gr(An) = Gr(A) N
(N x N), entonces y € N, luego y € A(O)NN C M NN = {0}.
Esto prueba que Ay es un operador lineal.

Ademsds, sean x € N y y € Ajjz. Entonces y € ImA € M y
(z,y) € Gr(A%}); de modo que existe w € X tal que (z,w) €
Gr(AE_l) y (w,y) € Gr(An). Asi, y € N, luego y € M N N, esto
es, y = 0.

Se concluye que Ay es un operador nilpotente. O
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Si se considera un espacio complejo de Banach X y un opera-
dor lineal quasinilpotente T : X — X, entonces o(T") = {0} . Por
consiguiente, T no es invertible. De esto es claro que T~! € LC(X)
yo(T™Y) =a.

Esto prueba que existen relaciones lineales cuyo espectro es vacio,
sin embargo, el estudio de esta situacién no forma parte del propédsi-
to de este escrito. Una forma de evitar esta situacién, se define el
espectro extendido de una relacién lineal. Considérese el plano
complejo extendido Co, := C U {00} equipado con la siguiente to-
pologia: U es abierto en Cy si y sélo si U es abierto en C 6 si

U=V U{o0}, donde C\ V es un conjunto compacto en C.

Definicién 2.1.3. Se define el espectro extendido de A € LC(X)
como el subconjunto o(A) de Co tal que 6(A) = o(A) si se satis-

facen las siguientes condiciones:
(1) A0 = {0}, es decir, A es un operador cerrado,

(2) La funcién resolvente de A es analitica y continua en oo;

(3) lim (A —A)~'=o.
[A]—=o0
En otro caso, d(A) = 0(A)U{oo} . El conjunto p(A) = Cx \7(A)

es llamado conjunto resolvente extendido de la relacion A.

Proposicién 2.1.8. Si X # {0}, entonces para cada A € LC(X),
a(A) # 2,

Demostracion. Por contradiccién. Supéngase que X # {0} y que
existe una relaciéon A € LC(X) tal que 0(A) = @. Esto implica
que p(A) = C y por consiguiente la funcién resolvente de A es
una funcién entera.

Como para cada A € p(A) el operador (A — A)
entonces existe M > 0 tal que para cada A € p(A4), (A — A)~! es
acotada, es decir, |(A — A)7!| < M. Por el Teorema de Louville
(A — A7 =0. Luego X = Im(\ — A)~! = {0}, lo que es una

1 es acotado,
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contradiccion.
Por lo tanto, o(A) # @. O

La Proposicién 2.1.8 muestra que en efecto al trabajar con el

espectro extendido de una relacion lineal se evitan casos triviales.

Proposicién 2.1.9. Sea A € LC(X). oo ¢ d(A) si y sdlo si
0¢a(AY).

Demostracion. (<) Si 0 ¢ o(A~!), entonces A € B(X), luego A
satisface las condiciones (1), (2) y (3) de la Definicién 2.1.3, lo que
implica que c(A) = o(A), es decir, co ¢ 7(A).

(=) Supéngase que co ¢ 7(A) y que 0 € o(A™!). Entonces
A ¢ B(X) y en general, A no satisface (1), (2) y (3) de la De-
finicién 2.1.3. Asi que, 0(A) = 0(A) U {0}, lo que es falso.

Por lo tanto, 0 ¢ o(A™1). O

Proposicién 2.1.10. Si A € LC(X), entonces
A ={A":xeFA)}

Demostracion. Considérese el caso cuando A # 0. Las siguientes
relaciones A — A y A™! — A™!, son definidas por su grafica de la

siguiente forma:

Gr(A—A) ={(z,\x —y) : (z,y) € Gr(A)}

Gr()\_l — A_l) = {(y, Ay — x): (z,y) € GT’(A)} .

Primero se demostrard que A — A es inyectiva si y s6lo si A= — A~1
es inyectiva.

Supéngase que A — A es inyectiva. Sea y € Ker(A\™! — A71),
entonces (y,0) € Gr(A\~! — A~!). Entonces existe z € X tal
que A 'y —z = 0, de lo que se obtiene que Az —y = 0. Asi,
(x,\x —y) = (x,0) € Gr(\ — A), esto es, z € Ker(A — A).
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Puesto que A — A es inyectiva, Ker(A—A) = {0} . De esto se sigue
que z =0y y = 0. Por lo tanto, Ker(A\~! — A=) = {0}.

El reciproco se prueba de forma andloga.

Ahora, de acuerdo a la grifica de A™! — A=t y A — A, es fécil ver
que Im(A~! — A71) = Im(X — A). De esto se tiene que A — A es
invertible si y sélo si A\™! — A™! es invertible.

Ahora se considera el caso cuando A = 0. Si 0 ¢ o(A), entonces
A=l € B(X) siy sélo si oo ¢ 5(A™!). Ademds, por la Definicién
2.1.3, se tiene G(A™1) = o(A71) y o(4) C 7(A).

Anslogamente, 0 ¢ o(A™1) si y sélo si A € B(X) si y sélo si
oo ¢ a(A). Ademés se tiene que 5(A) = o(A) y o(A™1) c 5(A™Y).
Por lo tanto, 5(A™') = {A"t: A eq(4)}. O

Nota 2.1.1. Considérese la funcion f : o(A)\{0} — o(A~1)\{0},
definida por f(\) = AL, Claramente f es biyectiva y continua,

entonces

o(ATH\{0} = flo(A)\ {0}] = {AT" s X € o(A) \ {0}}.

Las siguientes definiciones y resultados ([2]) estdn intimamente
ligados a la construccién de la funcién resolvente de una relacién
lineal. Son fundamentales para definir concretamente a los subes-
pacios invariantes a las restricciones de relaciones lineales.
Ademads, proveen una interesante correlacion entre relaciones li-

neales y cierta clase de funciones complejas.

Definicion 2.1.4. Sea U C C y considérese la funcion R : U —
B(X). Se dice que R es un pseudoresolvente si satisface la identi-

dad de Hilbert, esto es, si para cualesquiera A1, Ao € U,
R(A1) — R(A2) = (A2 — A1) R(A1)R(A2).

Por la Proposicién 2.1.4, es claro que la funcion resolvente de

cualquier relacién lineal es también un pseudoresolvente.
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Definicién 2.1.5. Sea R : U C C — B(X) un pseudoresolvente.
Se dice que R: U C C — B (X) es un pseudoresolvente maximo
de Rsi R es un pseudoresolvente y es extension de cualquier otra
extensién de R. Se define el conjunto singular de R por Sing(R) :=
C\U.

Definicién 2.1.6. Sean T € B(X), A€ Cy R: U C C — B(X)
un pseudoresolvente. Se dira que 1" estd incrustado en R si A\g € U
y T'=R(Xo)-

En la definicién anterior es ficil notar que 7' € B(X) estd
incluido en R si y sélo si T' € ImR. De esta manera, al observar
que algin operador acotado T esta incluido en R es equivalente a

construir un pseudoresolvente maximo de R.

Proposicién 2.1.11. Todo pseudoresolvente R : U C C — B(X)
tiene una unica extension mdzrima Ry. Ademds, existe A € LC(X)

tal que Ry es el resolvente de A y Sing(Ro) = o(A).

Demostracion. Sean A1, Ao € U. Considérese las relaciones inver-
sas R(\1)7! y R(\2)7!, respectivamente. De esta manera se defi-
nen Ay := A\ — R(A\1)"ly Ay := X — R(Xo) L.

Puesto que R(\1), R(A\2) € B(X), las relaciones A; y Ay son ce-
rradas.

Es claro que Dom(A1) = ImR; y Dom(A2) = ImRy. Ademas,
por la identidad de Hilbert,

R(A1) = R(A2) + (A2 — AM)R(A1)R(X2),

R(A2) = R(A\1) — (A2 — M) R(A1)R(A2),

lo que implica que ImR; = ImRs. Ahora, nétese que (z.y + z) €
Gr(Ay) siy sélo si (z,y) € Gr(MI) y (—x,2) € Gr(R(A\)™1) si
y s6lo si (z,y) = (z,\1y) y © = —R(\1)z si y sblo si (z,y + 2) =
(—=R(M)z,z — R(A1)z). Asi,

Gr(A;) ={(-R(M)z,z— R(M\)z): z € X}
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y de forma andloga se prueba que
Gr(Az) = {(—R(X\2)z,z — R(A\2)z) : z € X}

y por consiguiente, A1 = As.

Sean \g € U y A := \g — R(\o)~!. Por lo anterior, para cualquier
A€ U, (A— At = R(\). Sea Ry : p(A) — B(X) definido por
Ro(\) = (A — A)~L. Asi, Ry es una extensiéon de R en p(A).

La unicidad de Ry se sigue de la unicidad del resolvente de A y
Sing(Ro) = C\ p(A) = o(A). O

Definicién 2.1.7. Sea A € LC(X) tal que p(A) # @. Un subes-
pacio cerrado Xy de X se dice que es invariante respecto de A si

es invariante bajo (A — A)~! para cada A € p(A).

Definicién 2.1.8. Sean A € LC(X) y Xo un subespacio cerrado
de X. Se dice que X es un subespacio A—invariante si para cada
x € XoN Dom(A), Az N Xo # .

Es claro que A[X(] C Xy, entonces Xy es A—invariante.

Lema 2.1.1. Si X es invariante respecto de A, entonces X es

A—invariante.

Demostracion. Sea x € Xo N Dom(A). Entonces existe y € X tal
que y € Az, escrito de otra forma, Ax =y + A(0).
Para cada A € p(A), (A\— A)x = Az —y+ A(0), lo que implica que

r=A\—A) Tz —(\A—A)"1y,

estoes, A\ —A)ly=(\—A)"(\r) -z € Xo.
Asi, para cada A € p(A4), (A — A)(\ — A)~ly =y + A(0) C Xo.
Por lo tanto, Az N Xy # @. O

Definicién 2.1.9. Sean A € LC(X) y X un subespacio cerrado
de X que es invariante respecto de A. Si existe un pseudoresolvente
méximo R : U C C — B(Xj) tal que para cada A € U, R(\) es la
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restriccién de (A — A)~! sobre X, entonces existe Ag € LC(Xp)
tal que R es su funcién resolvente y U = p(Ap). Se dird que Ap es

la restriccién de A en X y se denotard por Ag = A|x,-

Es de suma importancia mencionar que la consistencia de De-

finicién 2.1.9 se debe en su totalidad a la Proposicién 2.1.11.

Definicién 2.1.10. Sea A € LC(X), X = X; & X9, donde X1 y
X> son invariantes con respecto de A y sean A; = A|x,, A2 =
A|x,. Entonces se dird que A es la suma directa de las relaciones

Ay y Ay v se escribird como A = A1 § As.

Lema 2.1.2. Si X y A son como en la Definicién 2.1.10, también
se cumple que A(0) = A1(0) & A2(0).

Demostracion.
x € A0) <= (0,z) € Gr(A) = Gr(A; ® Ay) <

Asi, A(0) = A;1(0) + A2(0).

Ademss, si y € A1(0) N A3(0), entonces y € A1(0) y y € A2(0).
Por la Proposicién 2.1.2, para cada A € p(A1) y cada p € p(Asz),
A1(0) = Ker(A— A1) 'y A3(0) = Ker(u— A2)~!. Lo que implica
que y € Ker(A— A1) "N Ker(u— A2)™t C X1 N Xy = {0}.

Se concluye que A(0) = A;1(0) @ A2(0). O

En la Defincién 2.1.10, se observa que A también es completa-

mente reducido por (X, X1).

Proposicién 2.1.12. Si A € LC(X) satisface las hipdtesis de
la Definicion 2.1.10, entonces c(A) = (A1) U d(Asz), donde la

relacion A; es la restriccion de A en X;, para i =1,2.

Demostracion. Puesto que para ¢ = 1,2, X; es invariante respecto

de A, entonces para cada

A=) == Ao (- AR
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Es facil notar que para cada A € p(A), (A — A1)t = (A — A)b}},
(A= Ap)~t = (A= A5 Asi,

A=A =AD"\ -4) L.
Sea A € p(A). Por el Lema 2.1.2,
A—=A)710) = (A= A1) 71(0) & (A — 42)71(0),

con (A — A)~1(0) = {0}, lo que implica que (A — A1)~1(0) = {0}
y (A= A42)71(0) = {0}
Reciprocamente, sea A € p(A1) N p(As2). Entonces

A=A)7H0) = (A= 4)7H0) & (A~ 42)71(0) = {0} @ {0} = {0},

esto es, (A — A)~1(0) = {0}, entonces \ € p(A).
De esto se sigue que 0(A) = g(A1) Ua(As). O

El siguiente ejemplo muestra que las Definiciones 1.1.10 y 2.1.9
pueden coincidir. Sin embargo ain no se tiene claridad sobre la

relacion que hay entre ambas definiciones.

Ejemplo 2.1.1. Sea X := I2(N*) y considérese la base candnica
{en :n € N*}.

Sean My := gen{{esn} :n € N*} M; := gen{{esnt+1}:n € N*}
y My := gen {{egn42} : n € N*}.

Se afirma que X = My®M®M,. Es claro que Mo+ M1+ Mo C X.

Sea = (xg, 1, X2, T3, T4, T5, T, L7, Ts, ...) € X,
xr = (xoeo+mwses+- - -+xanesn+--- )+ (zrer+ -+ rapr1€3n41+ - )

+(x2e2 + xses + xgeg + - - - + Tapp2€snt2 + -0 ) € Mo+ My + M.

Ademds, es claro que MoN My = MoN My = MyN My = {0}. Por
lo tanto, X = My ® My ® M.

Debido a esta decomposicion de X, existe un operador unitario
T:X — X tal que Im(T) = My y KerT = My ®& M.
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Se define la relacion A sobre X por Ax = Tx + Ms, para cada
z e X.

Es fdcil observar que, debido a que T es un operador unitario,
A € BLC(X). De igual manera se observa que v € KerA siy
solo si Az = A(0) si y sélo si Tx + My = T(0) + My = My si y
s6lo si Tx € Mo siy sélo si Tx € My N My siy sélo si Tx =0 si
y solo st x € KerT.

Ast, KerA = KerT = M; @ M, y de esto se siqgue que KerAt =
My. También, notese que, para cada x € KerA*t \ {0}, emiste
y € My tal que Ax = y + Msy. Es claro que y # 0, entonces
(y + Ma) N My = @, es decir, Ax N KerAt = @.

Lo anterior prueba que x ¢ Dom(Ag.,.41). Como consecuencia,
Dom(Agerar) # KerAt.

Ademds, por la Definicion 1.1.10, Ay, = Agerar estd dado por
su grdfica Gr(Age,ar) = Gr(A)N (Mo x My) ={(0,0)}, es decir,
A, es la relacion nula.

Por otro lado, considérese la siguiente representacion de A,

0 0 0
A=[T 0 0
0 0 0
Para A # 0,
A0 0\ " /At -7t
A=A t=-T x 0] =0 X! o0
0 0 X 0 0 At

De esto se tiene que 5(A) = {0}U{oo} . También, (\—A)~ [ My] C
My. Puesto que My es cerrado, por la Definicion 2.1.9, para cada
T € Xo, (N — Alpg) te = (N — A)m}om = A"lz. Por lo tanto,

Aln, =0, es decir, A|p, es la relacion cero.

Ahora se vera un ejemplo donde las Definiciones 1.1.10 y 2.1.9

no coinciden.
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Ejemplo 2.1.2. Considérese a X, My, M1, My y A € BLC(X)
como en el Ejemplo 2.1.1.
Sean X1 := My @ My y Xs := Ms. La restriccion de A sobre Xo

de acuerdo a la Definicion 1.1.10 estd definida por su grifica
Gr(Ax,) := Gr(A)N (X2 x X).
Se afirma que Gr(Ax,) = Xox Xo. En efecto. Sea (a,b) € Xox Xo
y notese que
Gr(A) ={(z,y) € X x X : 2 € Dom(A), y € Ax}

={(z,y) € X x X 1z € Dom(A), y € Tx + M}
={(z,y) e X x X :Tex —y € My}.

Ademds, como X9 = My es subespacio de KerT = My ® Mo,
entonces es claro que Ta — b € Ma, es decir, (a,b) € X9 X Xa. De
esto se tiene Gr(Ax,) = Xa X Xo.

Por otro lado, por la Proposicion 2.1.11, la restriccion de A en Xo

de acuerdo a la Definicion 2.1.9 estd definida por \ €
_ -1
Al =Xz —[A—A)x] =,

para cada A € p(Alx,).
Del Ejemplo 2.1.1 es facil notar que (A — A) " x,x = \~'z, para

cada x € Xo, de manera que, para cada x € Xo,
Alx,z = Az — [(A — A)_1|X2]_1:c =Ar — Az = 0.

Asi que Gr(Alx,) = Xa x {0}. Por lo tanto, Ax, # A|x,.

2.2. Puntos aislados en el espectro

En la presente seccién se asumird que las relaciones lineales en
cuestion cuentan con espectro diferente del vacio.
Se estudiaran resultados sobre puntos aislados en el espectro de
una relacion lineal hasta llegar a una caracterizacién de dichos

puntos y la decomposicién del espacio en cuestion.
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Definicion 2.2.1. Se dird que una curva cerrada I' es simple si

no se corta a si misma, salvo en su punto inicial y final.

La region acotada por una curva cerrada simple I' se denotard

por int(I') y la regién fuera de la curva se denotard por ext(I).

Definicién 2.2.2. Sean A € BLC(X), A\ un punto aislado de
o(A). Una curva I" se dice que es admisible para A\g y A siT es una

curva cerrada simple alrededor de Ay tal que int(I')No(A) = {Ao}

Definicién 2.2.3. Sean A € BLC(X), A\ un punto aislado de
o(A) y sea I" una curva admisible para \g y A.
El operador P : X — X definido por

1
P=_— —A)~d
omi Al
es llamado la integral de Riesz asociada con A y Ag.

Proposicién 2.2.1. Sean A € BLC(X), Ao un punto aislado de
o(A) y P la integral de Riesz asociado con A y {\o}. Entonces se
cumple lo siguiente:

(a) P*=P,

(b) A(0) C KerP,

(¢) Para cada X € p(A), AN — A)~L = (A — A)"LA + A(0),
(d) Para cada X € p(A), (A — A)~1P = P(A— A)~L,

(e) AP = PA+ A(0),

(f) Para cada ) € p(A), A—A)"![KerP] C KerP y (A—A)"![ImP] C
ImP.

Demostracion.
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(a) Considérese dos curvas admisibles I'y y T’y que contienen a

Ao y que I'; estd contenida en int(I'y). Entonces, usando la
ecuacién resolvente,

P2 p(P) = QLM /FQ(# ) [2; /Fl(x - A)—lcu} dy =

_ (2;)2/F2 [/Fl(M_A)—l(A—A)—ldA] dy =

= e L0 o
— /Fl()\ — ) r N - A)‘ld)\} dy =
_ (2;)2/F [/Fl(A—u)‘l(u— A)‘ldA] dy—
- L i O At

/rz [/n“ — ) (- A)‘ldk] dy =

—/FQ(M—A)1duA1(A—u)1dA—2Wi/ (= A)~ldp

I'>

donde

1

y ya que (A — )~ es analitica dentro y fuera de I'y,

/1“2 [/rl =m0~ A)ldA] du =0,

De esto se sigue que

P? = (27:1,)2 <2m; /F2 (1 — A)‘ldu) = % /FQ(M—A)_ldM =P.
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(b) Por el Corolario 1.1.15, para cada A € p(A),
A=) A= 4)(0) = (A= A) " A(0) = (A~ 4)7(0) = {0}

Asi, para una curva admisible I'" que contiene al punto aislado

Ag, Se tiene que

L oA a0y = —

A—A)710dA = 0.
27TZF 2i F( )0 0

Por lo tanto, A(0) C KerP.
(c) Sea X € p(A). Se observa que
A=A TA=0-A) " A- A+ )=
=X A-A A=A A=A =2\ -A) 7 -
Por otro lado, en virtud del Corolario 1.1.15,
AN=A P =(A- X+ A=At =
—A=AN=A)T A=A = —T+A0)+AA-A) 7 =
=T+ A0)+ XA —A)" =0\ —A4)"1A+ A0).

(d) Considérese una curva admisible I' que contiene a Ay y sea

A € p(A), entonces se tiene

(=A== (g [ ) ) -

27

—Qjm (A—A) " (u—A)~ 1du—2im (4= A) " (A= A) Ay =

:< 1 /W A)” 1dﬂ> A-A)=POH-4)"

21

(e) Por (d), para cada A € p(4), (A — A)7'P = P(A — A)~L.
Entonces (A — A)(A — A)71P = (A - A)P(A— A)~L.
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Como para cada z € X, Px € Im(A—A) y usando el Corolario
1.1.16,

A=APA-A)T=N-A)\—-A) P =P+ A0),

luego

(A= A)P(A—A)"' (A= A) = (P + A®0)(A— A),
donde

A=APA-A) A=A =\-AP=\P—- AP
y ya que A(0) C KerP, entonces
(P+A0)(A—A)=P(A—A)+ A(0).

Asi,

AP — AP =P(A—A)+ A(0) = AP — PA+ A(0),
de lo que se obtiene

—AP = —PA+ A(0).

y por lo tanto, AP = PA + A(0).

Sea A € p(A) arbitrario.
Sea y € (A — A)"!'[KerP], entonces existe x € KerP tal que
(A — A)~lz = y. Aplicando P, y usando (d) se obtiene

Py=PA—A)la=\-A)"'"Pr=-A)"10=0,

lo que implica que y € KerP.

De forma analoga, sea w € (A — A)~1[ImP], entonces existe
y € ImP tal que (A— A) "1y = w. Asf mismo, existe € X tal
que Pz = y. De esto y por (d) se sigue que w = (A — A) "y =
(A—=A)"tPz = P(A\—A)~'2, lo que implica que w € ImP. [
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De la Proposicién 2.2.1 (a), se tiene que P es una proyeccién
y por lo tanto, X = ImP & KerP.

Definicion 2.2.4. Al operador P se le llamard la proyeccién es-

pectral asociado al conjunto espectral {\p} y a la relacién A.

Es importante destacar que, debido a la Proposicién 2.2.1 (f),

los subespacios ImP y KerA son invariantes respecto de A, es
decir, son invariantes de acuerdo a la Definicién 2.1.7.
De igual manera, es importante mencionar que por la Proposi-
ci6n 2.2.1 (f), en adelante, las restricciones seran consideradas en
el sentido de la Definicién 1.1.10, ya que también lo seran en el
sentido de la Definicion 2.1.9.

Proposicién 2.2.2. Sean A € BLC(X), Ao € o(A) un punto
aislado y P la proyeccion espectral asociada con {Ao}. Si M =

ImP, entonces se cumple lo siguiente:
(a) Apr es un operador acotado,

(b) Para cada N € C y cada x € M se cumple (A — Ap)z €
(A—A)zx,

(c) Para cada \ € p(A), (A — A)"Y(\— Ay )P = P,
(d) Para cada X € p(A), (A — Ay)(A— A)"1P =P.
Demostracion.

(a) Primero se vera que Ajs es un operador, para ello se probard

que el conjunto multivalor de Ajy; consta sélo del cero, esto es,
Ap(0) ={0}.
Sea y € Ap(0). Entonces (0,y) € Gr(An), estoes, y € M y
(0,y) € Gr(A). De esto dltimo se tiene que y € A(0) y por
la Proposicién 2.2.1 (b), A(0) € KerP, lo que implica que
y € KerP, entonces y € M N KerP, luego 0 = Py = y. Asi,
Ap(0) ={0}.
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Ahora, ya que A es una relacién cerrada y acotada, entonces
Gr(A) es cerrado, de esto se sigue que Gr(A) N (M x M) es
cerrado en X x X.

Resta probar que Dom(Apr) = M. Es claro que Dom(Apr) C
M. Sea w € M, entonces Pw = w y usando la Proposicién
2.2.1 (e), se tiene que Aw = APw = PAw + A(0), se observa
que PAw € Aw N M, entonces w € Dom(Ay) y se concluye

que Ajs es un operador acotado.

Sean A\ € C y z € M. De la definicién de Ay, se tiene que
Apx € Az, lo que implica que (A — Apr)z € Az — Az y por lo
tanto, (A — Apyr)x € (A — A)z.

Sea A € p(A). Por (b),
A —A)'\ = Ay)Pr e (A — A" (A — A)Px = P,

para cada x € X. Puesto que P es un operador acotado, en-
tonces (A — A)~Y(\ — Ap)Px = Pa.

Sean x € X y A € p(A). En virtud de la Proposicién 2.2.1 (d),
A= Ay) A= A)'Pr = (A — Ay)P(\ — A) 'z,
usando (b),
A=APA-A)zcA-APN-A) "z =
= A=A\ — APz = Px + A0).
Entonces
P((A— Ay )\ — A)7'Px) € 2 + PA(0) =z

y por lo tanto, (A — Ap/)(\ — A)~1Px = Pu.
Se concluye que (A — Ap)(A— A)"1P = P. O
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Anteriormente se demostrd que todo subespacio invariante res-
pecto de A € LC(X), de acuerdo a la Defincién 2.1.7, también es
A—invariante. En la siguiente proposicén se demuestra, usando los
resultados hasta ahora ya vistos, que KerP e ImP también son

A— invariantes, donde P es la poyeccion espectral asociada con A.

Proposicién 2.2.3. Sea A € BLC(X), Ao un punto aislado de
o(A) y sea P la proyeccion espectral asociada con A y {\o}. Sean
M =ImP y N = KerP, entonces se cumple:

(a) AINJC N y A[M] C M,
(b) A=Ay ® Ay.
Demostracion.

(a) Primero se probard que A[N] C N.
Sea x € N. Por la Proposicién 2.2.1 (b) y (e), APz = PAz +

A(0), o equivalentemente
PAx € APx = A(0) C KerP.

Asi que P(PAx) € P[N] = {0}, lo que implica que 0 =
P?2Ax = PAz. Por lo tanto, Az € N.

Ahora se probard que A[M] C M.

Sea w € AJM| =J{Ay :y € Dom(A) N M} . Entonces existe
y € Dom(A) N M tal que w € Ay.

Puesto que Pw € PA, entonces PAy = Pw + A(0) = Pw.
Ademés, por la Proposicién 2.2.1 (e),

APy = PAy + A(0) = Pw + A(0)

y se observa que APy = Ay, asi, Ay = Pw + A(0). También
se tiene Ay = w + A(0), entonces w + A(0) = Pw + A(0), de
esto se sigue que Pw + PA(0) = P?w + PA(0) y por lo tanto,
Pw =w.
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(b) Seax € X. Como X = M@ N, entonces existen tnicos x1 € M
y 22 € N tales que z = x1 + x9.
Se sabe que Ajs es un operador lineal acotado, entonces y =
Aprzy. Por la Proposicién 2.2.2 (b), y € Ax; y asi, Azx; =
y + A(0). Luego

AM.T1+AN.1‘2 = y—i—A:rg = y+A(O+x2) = y—i—A(O)—l—Aa:g =
= Axy + Az = A(x1 + x2) = Ax.
Por lo tanto, A = Ay; & An. O

La proyeccion espectral asociada con el punto aislado Ag y con

A se generaliza para subconjuntos de o(A).

Definicién 2.2.5. Sean A € BLC(X). Considérese o1 C 0(A) de

tal manera que o1y 02 := o(A)\ o1 son cerrados en C. Sean I'; y 'y

curvas cerradas simples tales que o; C int(I';) y int(I';) No(A4) =

oj, para cada j = 1,2. Se definen los operadores

1
Pi:=— [ (A\—A)"td\
J Qi I‘j( ) )

para cada j =1, 2.

Lema 2.2.1. Sean A € BLC(X), 01 y 09 := C\ 01 son cerrados

en C. Entonces
(i) Para cadai=1,2, P? = P,
(ii)) P+ Py =1,
(iii) X =ImP, & KerPy y o1 = 0(Armp,), 02 = 0(Akerp,),

(iv) Para cada A\ € p(A), (A — A)~{ImP)] C ImP, y (A —
A)"YHKerPy] C KerPy.

Demostracion.

(i) La prueba es similar a la de la Proposicién 2.2.1 (a).
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(ii) Para cada z € X,

(Pi4P)z = — [ =) adr+ —— [ (= A)Lzdr =

27 Jp, 2mi Jr,
- L . [/ (A — A)"Lzd) +/ (A — A)—ldi} =
2mi |, Ts
1 1 1 )
= A=A zd\ = —27iz = x.
21 Ul 211

(iii) Por (ii), se obtiene que P, = I — Py y que ImP; = KerP.
Sean M =ImP, y N = KerP;.
Sea x € X. Entonces x = Piz + (I — P;)x, donde Pix € M
y (I — P1)z € N. Es claro que M N N = @. Més atn, para
caddar € X,z =x1+x9,conxy € My x2 €N.
Similar a la demostracién de la Proposicién 2.2.3 (c), se prue-
ba que A = Ay ® Ay v de la Proposicion 2.1.12, se consigue

que 01 = 0(Armp,), 02 = 0(Agerp,).
(iv) La prueba es andloga a la de la Proposicién 2.2.3 (a). O

Los operadores P; son también llamados proyecciones espec-

trales asociados con o;, con i = 1, 2.

Lema 2.2.2. Sean A € LC(X), o9 y o1 subconjuntos de o(A)
tales que og es compacto en C y o1 es cerrado en Co, de manera
que o(A) = o9 Uoy. Entonces X = Xg® X1 y A = Ay @ Ay,
con Xo, X1 son subespacios cerrados invariantes respecto de A,

Ao = Alx,, A1 = Alx, y satisfacen las siguientes propiedades:
(i) Ay € B(X1), 0(A1) = 0(A1) = o1,
(i) para cada X € p(A),
As(0) = A(0) = Ker(A — A)™! = Ker(A — A9) ™' C Xo,
Dom(A) = X1 ® Dom(As),
d(Ag) = 01.
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad, sea I' una curva ce-

rrada simple en p(A) tal que g C int(T") y ext(T') No(A) = o;.
Considérese la proyeccion espectral asociada con oy

Py = i (A= A)"ta
27 Jr

Puesto que Py estd definido sobre todo X, entonces X = Xy ® X1,
donde Xg = ImPy y X1 = KerPy. Ademads, para cada p € p(A),
(v — A)7X;] C X;, para cada i = 0,1 es decir, Xo y X; son
invariantes respecto de A.

Se sabe que Ker(A — A)~! = A(0) y se puede probar, de igual
manera que en la Proposicién 2.2.1 (b), que para cada x € Ker(A—
A)7L, Py(x) = 0. Esto implica que Ker(A — A)~! C KerPy = X
y por lo tanto, A(0) C Xj.

Sean Ry y Rp son las restricciones del resolvente de A en Xy y X1,
respectivamente, de tal manera que Ry es la funcién resolvente de
Ap y Ri es la funcién resolvente de Ap, esto es, Ry : p(Ag) —
B(Xp) y R1: p(A1) = B(X1).

Ahora, se vera que Ry es analitico en oo y que ‘ l‘l’m (n—Ag)~t =0.
| —o0

Sea zg € Xy. Entonces

Ro(p)xo = (1 — Ag) "o = (n— A) "' Pomg =

1
=— [ (p—A) "\ — A trpdr =
27 T
1
= — [ A=) Hp—A) "= \=A) Haed) =
el KOS (VR S
1
= — [/(A — ) M — A)ragd) — /(A — ) N = A) " tagdA |,
2me | Jr r
Se observa que, si se considera p fuera de la la curva I', entonces
1 -1 -1
=—-— - —A
Ro(u)zo = 5 F(A 1) (A= A) " xodA,

donde (A — p)~H(A — A)~! es una funcién analitica, luego exis-
te una extensién analitica de Ry en C \ int(I'). Ademads, cuan-

do la distancia de p al origen es cada vez més grande, entonces
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Ro(p)zo = 0, esto es, | l|1’m (n — Ag) ™! = 0. Por ende, oo ¢ oy, lo
p|—o0
que equivale a que Ag € B(Xy); concluyendo que a(Ag) = o(Ap).

Ahora, por el Lema 2.1.2,
A(0) = Ao(0) ® A1(0) = {0} & A1(0) = Ay (0).

Por la Proposicién 2.1.2, para cada A € p(A), Ker(A — A)~ =
Ker(\ — A;)~!. Entonces (A1) es subconjunto de Coe.
Para demostrar que la resolvente R de A tiene una extensién
analitica y continua en oo, se procede de forma similar.
Asi que 6(A) = 7(Ag) U (A1) = 09 U oy, es decir, a(Ag) = og y
(A1) = o1. Donde o es cerrado, pues si no lo fuera, p(A;) no

seria abierto, lo que es falso. O

Proposicién 2.2.4. Sean A € BLC(X), Ao un punto aislado de
o(A) y sea P la proyeccion espectral asociado con A y {\o}. Se
denota M := ImP y N := KerP. Entonces:

(a) Para cada A € p(A), A—AN)L=A—A) y A—An) ! =
()‘ - A)]Tja

(b) o(Am) ={Ao} y Ao & o(A|n).

Demostracion.

(a) Se observa que, para cada A € C, (A — Apr) vy (A — An) es la
restriccion de la relacién lineal (A — A) en los espacios M y N,

respectivamente, entonces por la Proposicién 2.2.3 (c),
A—A=A—Ay)d (N — An).

De esto se sigue que A — A es invertible si y s6lo si A — Ay es
un operador invertible y (A — Ax)~! € B(N). Entonces para
cada A € p(A),

A=A =N =-Ay)teO-An) "L
De esto se tiene que p(A) C p(Ap) Np(An) v que
(A= A3t = (= )™ (= At = (= Ay)
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(b) Sea T' una curva admisible asociada con {\g} y considérese

Aep(A)\T.

Por la ecuacién resolvente se tiene

1

(A-A)P= - / (A A)(u— A) =

211

1

2mi

=07 0= = [0 - A

Se observa que al considerar A fuera de la curva I,
/(u — Nt A=A tdu =o.
r

Por (a), para cada A € p(4), (A — AP = (A — Ay)~ L.
Entonces, para cada A\ € p(A),

O A = o [N - A)
i Jr

Puesto que para cada A fuera de la curva I', (u — \)~!(u —
A)~! es una funcién analitica, entonces existe una extensién
analitica de (A — Ap)~! en C \ int(T), donde int(T') es la

cerradura del interior de la regién que estd acotada por la

curva I'. De esto se sigue que C \ int(T) C p(Ayr).

Ademads, se sabe que la curva I' separa al punto aislado z
de resto del espectro, asi que int(L') \ {Xo} C p(Anr), luego
C\ {Xo} C p(Anr). Por lo tanto, o(Ay) € {Xo}. Y ya que
Ajps es un operador lineal acotado, entonces se obtiene que
o(An) ={Xo}-

Resta probar que Ao ¢ o(Ap).

Puesto que para cada A € p(A)

A=A =0 —A) e (A - An) 7

entonces p(A) = p(Am) N p(An), esto implica que o(A4) =
o(Ar) Uo(An). Por el Lema 2.2.2 se tiene que \g ¢ o(An).
O
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Proposicién 2.2.5. Sean A € BLC(X), \g € o(A). Entonces
K(Xo— A) es cerrado y

X =Ho(ho—A) & K(Xo— 4)
sty sélo si N\g es un punto aislado de o(A).

Demostracion. (=) Supdéngase que g es un punto aislado de o(A).
Considérese la circunferencia I" con centro en g, de radio € > 0y
de orientacion positiva. Notese que si p € T’y entonces p = A — Ag,
para algiin A € p(A) tal que |A — A\g| = &. También considérese la
proyeccién espectral asociada con Ay {Ao}, denotada por P.
Puesto que P € B(X) y X = ImP @& KerP, basta probar que
ImP = Hy(A—A) y KerP = K(Ao— A). Se denotard M := ImP
y N := KerP.

Sea x € M. Se sabe que la funcién u ~ (u — A)~! es analitica
sobre p(A), entonces para cada A — g € I', la funcién A — Ay —
(A—X0)"(A—Xo — A) "'z es analitica y continua, para cada n € N.
Asf que, para cada n € N, (A — Xg)"(A — Ag — A) "1z es integrable

sobre I'. Se define la sucesion (x,,) por xg := x y, para cada n € N
Ty = /F()\ —20)" (A = Ao — A) " tzad).
Como Ajs es un operador acotado, para cada n € N,
Tyt = /F(A —20)" T N = XNg — A)Tlzd) =
= /F(AM X=X — Ax) A= X0)" (A — Xg — A) " lad\ =
- /F (0= Ao) A (X — Ao — A)wdAt

+ / (A= 20)"(A = Ao — Aar)(A — 4) " zdA.
I

Usando la Proposicién 2.2.2 (d),

/(A —20)" (A= Xo— Ap) N — A)"Lzd = /(A — Xo)"xzd\ = 0.
T T



76 CAPITULO 2. TEORIA ESPECTRAL

Luego,

Tptl = /()\ —20)" Ay (A= X — A)_lxd)\ =
r

— Ay / (A= A0)" (A — Ao — A)~zd =
r
= Apxp € Axy,
esto implica que (A\g — Apr)x, € (Ao — A)zy, y por lo tanto, x, 41 €
(/\ — /\0 — A)a?n
Es claro que la funcién A — Ao — H()\ —X0)"(A—Xo — A)_lch es
continua sobre el compacto I', entonces alcanza su valor maximo

y su valor minimo en I'. De esto se sigue que

S|=

lim (d(wn, (Ao = A)(0)))* = lim(d(xn, A(0)))* < lim(d(wy,0))

1
= lfm ||| zlimH/A”()\—A)_lxd)\H <
n n T

< h'rrln [e" méx {||(A — A) 7| [|z[| : A e T'} 27r€]% =g,
Como lo anterior se cumple para cualquier circunferencia de radio
e, entonces lim(d(zy, (Ao — A)(O)))% = 0. De esto se sigue que
z € Ho(ho — A).
Reciprocamente, sea z € Hy(A\g— A). Entonces existe una sucesién

(zn) en X tal que zp = 2z, paracadan € N*, z,4.1 € (Ao — A)zp ¥y

lim sup Han% <e.

se observa que

Sea A — \g € I'. Tomando la serie Z ()\37"
n=0

0)n+1’
) Zn n Zn % _ o €
hmsup ‘()\)\)n—l—l S hmsup H ntl S hmsupf =1.
— A0 g e
(0.)
z
Por lo tanto, w = Z m, con w € X.
n=0

Ahora, obsérvese que

0 Zn ° Zn
(A=Ao)w—z = —z0+(A=Xo) Y _ =g —20+) A= o)"
n=0

n=0
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R Y.L T N (N
AT AT T = )2 = o)" -

S S N P L (R y<
A — Ao ()\ — )\0)2 ()\ — )\0)"
1 1

B T e

€

A(Zo) —+ A(22)+

A— X

1 > Zn
+'“+7(/\_/\0)n14(z” 1)+ —A<Z (/\_/\O)n—‘rl) = Aw.

n=0

Esto implica que (A — \g)w — z € Aw o equivalentemente,
A=Xo—A)w = z+ A(0).
Luego
w=MN-X—A) "2+ (A=A —A)TTA0) = (A= — A) 2.

Ahora,

1 1
Pz = (A=Xo—A)Lzdh = — / wd\ =
27T’L r 2mi r

1 20
L d\ —
27T’L/Z A— )\0 n+1 27TZ‘/F)\—)\0

=5 [2mizg] = 29 = 2.

Por lo tanto, z € Im(P) y se concluye que Ho(A\g — A) = M.
Ahora se verd que N = K (Ao — A).

Por la Proposicién 2.2.4 (b), se sabe que o(Ap) = {Ao} y que
Ao & o(Ap), esto es, Ao € p(Ay), entonces (A\g — Ax)~! € B(N).
Asf, (Ao—ApN)71(0) = {0}, por ende, \g— A es inyectiva, ademds,
Im(\g— Ayx) = Dom(\g — Ax)~! = N. Aplicando la Proposicién
2.2.3 (b), (Ao — A)[N] = N.

Por la Proposicién 1.5.7, N C K(\g — A).

Resta probar que K (Ao — A) C N, para ello, primero se probara
que K (Ao — A) N Hy(Ao — A) ={0}.
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Se afirma que K (Ao — A) N Ho(Ao — A) = K((Ao — A) Hy(r0—4))-
En efecto. Sea x € K(Ao — A) N Hy(A\g — A). Entonces existe una
sucesién (x,) en X y existe a > 0 tales que zp = z, para cada
neN z, € ()\0 - A):Un_H y

d(zn, (Mo — A)(0)) = d(zn, A(0)) < a"d(z, A(0)).

Se probara por induccién matemadtica que, para cada n € N*,
Ty € HD()\Q — A)

Para n = 0, es claro.

Ahora supdngase que se cumple para algin n € N*. Puesto que
xn € (N — A)zpi1, entonces (Ao — A)xpr1 = o, + A(0). Ya que
M = Hy(Ao — A),

P\ — A)zpt1 = Pz, + PA(0) = z,, + A(0).
Por la Proposicién 2.2.1 (e),
(M—A)Pzpi1 = NPrpi1—APzpi1 = NPrpi1—PAz,1+A(0) =

= P((Ao — A)zpy1) + A(0) =z, + A(0) + A(0) =
=an + A(0) = P(Ao — A)zps1 = (Ao — A)zpt1.
Asi,
(Ao — A)(0) = A(0) = (Ao — A) Prns1 — (Ao — A)xpp1 =
= (Ao — A)(Prni1 — Tns1),

lo que implica que

Pxpi1 — xny1 € Ker(Ag — A) € Ho(A — A),

por consiguiente, z,4+1 € Ho(Ag — A).
De esto ultimo se tiene que, para cada n € N*| (z,41,2,) €

Gr((Mo = A) Hy(ro—4)) ¥

Ker(()‘O_A)HO()\O—A)) = HO()\O—A>HK6T(AO—A) = Ker()\o—A)
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de tal manera que

d(xp, Ker((Mo — A) gy (rg—a)) N (Ao — A) y(r0—4)(0)) =

= d(xn, KCT()\Q — A) N ()\0 — A)(O) N H@()\Q — A)) =
=d(xn, Ker(Ag — A) N (Ao — A)(0)) <
< a"d(xy, Ker(Ao — A) N (Ao — A)(0)) =
= a"d(z, Ker((Ao — A) Hy(rg—4)) N Ay (rg—4)(0)),
luego z € K((Ao — A) Hy(rg—4))s esto es K (Ao — A) N Ho(Ao—A) C
K((Mo—A)Hy(ro—a))- Ademds, es claro que K ((Ao—A)my(ng—a)) €
K(X\o— A)N Hy(Ao — A). Usando el Corolario 2.32 de [1], se sigue
que K()\O - A) N Ho()\[) — A) = {O} .

Por lo tanto,
KXN—-A)=KMN-ANX=KM-A)N[MaeN]|=

=N+ KM —A) NHy(A—A)=N+{0}=N.
Se concluye que X = Hp(Ag — A) @ K(Ao — A) y K(Ao — A) es

cerrado en X.

(=) Sin perdida de generalidad, se supondra que Ao = 0. De esta
manera X = Hyp(A) ® K(A) con K(A) cerrado.

Por la Proposicién 1.5.6, A[K(A)] = K(A), entonces Alg(a) es
suprayectiva.

Por hipétesis, K(A) N Hyo(A) = {0} y por la Proposicién 1.5.3, se
tiene KerA N K(A) C HoN K(A). Asi, Ker(Aga)) = KerAnN
K(A) = {0}, lo que implica que Ag(4) es inyectiva y por ende,
Afc(a) es biyectiva.

Por el Lema 2.2 de [7], existe § > 0 tal que A — Ag () es biyectivo,
para cada |A| < 6. Aunado a esto, (A — Ag(4))[K(A)] = K(A).

También es claro que

KerAn A(0) € Ho(A) N K(A) = {0}
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Se afirma que, para cada A # 0, Ker(A — A) C K(A). En efecto,
sea © € Ker(\ — A) y considérese la sucesién (z,,) definida por
To =z y para cada n € N, xp 1= —.
Ya que z € Ker(A—A), entonces 0 € (A\— A)x o equivalentemente,
(A—=A)z = (A= A)(0) = A(0). De esto se obtiene que Az =
Az + A(0), es decir, Az € Ax.

Asi, para cada n € N*,

Az 1 x
t0 = tor1 € A = A (5u51) = Avens

Nzl Ha:”

d(wn, Ker AN A(0)) = d(xn,0) = [lza] = A"

Si, a := 671, entonces
d(xn, KerANA(0)) < o ||z]| = a™d(z,0) = a"d(z, Ker AN A(0)).

Es decir, z € K(A).

Por consiguiente, para cada |[A| < 4.
Ker(A — Ag(a)) = K(A)NKer(A — A) = Ker(A— A) = {0}.

Por otro lado, sea € Hy(A). Entonces existe una sucesién (x,,) en
1
X tal que g = z, para cadan € N* x, 41 € Az, y lim ||z, ||» = 0.
n
Noétese que para cada 0 < |A| < 4,

(A_A)Z)\n—&-l_)\Z)\n—H_ <Z}iil):

_ i Tn @ + ﬂ 4 + Az + c
o\ xR o
Azy Az Az, 1 Az,
€ | xg+ by + v + -+ " Nl
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)\ij_l y por lo tanto, Hy(A) C Im(A—A).

n=0
Asi, para cada |A| < 0, X = Ho(A) & K(A) C Im(A— A).
Sumando lo anterior, siA € V={A € C:0< [A\| <d}, (A—A4)es

suprayectiva e inyectiva, es decir, (A — A)~! es un operador lineal,

[e.e]
Estoes, zg € (A—A) Z

con Dom(A— A)™! = X y por el Teorema de la aplicacién abierta
para relaciones lineales, (A — A)~! € B(X).

Se concluye que A\ es un punto aislado de o(A). O

2.3. Polos del resolvente

En esta seccién se pretende estudiar los puntos aislados del
espectro de una relacién lineal a través del concepto de polo de la

resolvente.

Considérese A € BCL(X) y Ao un punto aislado de o(A).
Por la Proposicién 2.1.6, para A € p(A) arbitrario, se sabe que
(A—A)~! es analitica. Asf, por la Proposicién 46.7 de [6], (A—A)~!

tiene una representacién en serie de Laurent en el disco abierto
D(Ao,r) \ {Ao} ={A: 0 <A = Ao <e}

de la siguiente forma:

A=A =>" (A= 20)"Qn+ > (A= Ao) "Pa,
n=0 n=0

donde, para cadan €e Ny I' ={A:|X — A\g| =} con 6 < ¢,
1

Pyi=— [ (A=X0)" (A= A)td),
271 T

Qn = L (A= X0) " t(A = A)tdA

" 211 r '

Es claro que P, = P, donde P es la proyeccién espectral asociada

con Ay {\o}.
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Proposicién 2.3.1. Sean A € BCL(X), Ao un punto aislado de
o(A) y X € p(A). Entonces

(i) Para cadan € N*, (A — Xg)@Qnt+1 = Qn + A(0),
(ii) Para cadan € N, (A — X\o)P,, = P41 + A(0),
(#i) Para cada n € N*, (A — X\g)"P1 = Pyy1 + A™(0).

Demostracion. Considérese la curva I' de la misma forma como se

definié anteriormente.

(i) Sea n € N* y considérese el epimorfismo canénico asociado
con A, Qa: X — X/A(0). Entonces Qa(A — Xo)Qn+t1 =

1
27

= Qa(A - )L / (A 20) " 2(A — A4) "1
1

= ()\ M0) T 2QA(A — Xo) (A — A)"LdA

"o
=5 F()\ —20) " 2QA(A = A+ A= X)(A— A)tdA
-1 ()\ A0) TN = A0)Qa(A — A)HdA—

T o

—i. ()\ —X0)"2Qa(N— A)(N— A)"tax

_ n—1 1 o
=5 F()\ A0) QAN — A)THdA

—— [ (A=) 2QA(I + A(0))dX
F

—Qu L /()\ — o) "N = A) T -

211
1

S omi

()\ 20) " 2QadN = QaQy — 0 = QAQy.

Asi que, QA(A - )\O)Qn—i-l = QAQn, es decir (A - )\O)Qn—l—l -
Q. = A(0) y por lo tanto, para cadan € N*, (A—X\g)Qp+1 =

Qn + A(0).
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(ii) Sea n € N. De forma similar a (i) se tiene que
1
Qa(A—X)P, = QAT /()\ —X0)" (A — A)—ld)\_
™ Jr

211

1 B
—Qa— /(A —20)" YA = QP11 —0=QAP,.
I

Nuevamente Q Ao(A— Xo) P, = Q4P, lo que implica que (A —
20) Py, = P11 + A(0).

(iii) Por induccién matemadtica sobre n. El resultado es claro para

n = 0. Supdéngase dicho resultado se cumple para algin n €

N.
Ahora,
(A =X)L P = (A= X)(A—X\)"P,
= (A= X0)(Prg1+A"0)) = (A=) P14+ (A — Xg)A™(0).
Por (ii),

(A= Xo)P1 + (A= X)A"(0) = Pry2 + A(0) + A" (A — Xo)(0)
— Poya+ A(0) £ APA(0) = Poya+ A™(0). O

Definicién 2.3.1. Sean A € BCL(X). Se dird que Xg es un polo
de (A — A)~! de orden m > 0 si \g es un punto aislado de o(A),
ImP,, ¢ A"710) y ImPp41 € A™(0).

Proposicién 2.3.2. Sean A € BCL(X) y Ao un punto aislado de
o(A). Si \g es un polo de (A — A)~! de orden m > 0, entonces se

cumple lo siguiente:
(i) ImP; = Ker(A — A)™ y a(A — A) =m,
(i) para cadan >m KerPy = Im(Ag — A)",
(iii) (Ao — A) =m,

(iv) X = Ker(Ao — A)™ @ Im(Xo — A)™.
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Demostracion.

(i) Por la Proposicién 1.5.3 (ii), para cada n € N, Ker(\g —

A)" C Hop(Ao — A). Ademds, como Ay es un punto aislado de
o(A), por la Proposicién 2.2.5, Hy(Ag— A) = ImP = ImP;,
es decir, Ker(Ag — A)™ C ImP;.

Reciprocamente, sea x € ImP;. De la demostracion de la
Proposicién 2.3.1 (iii) se puede observar que (A\g — A)Pix =
(Ao — A)xr = —Ppp12 + A™(0). Puesto que Ag es un polo
de orden m, ImP,,,11 C A™(0). Luego Ppi1z + A™(0) =
A™(0), entonces (A\g — A)"x = A™(0); de modo que 0 €
(Ao — A)™, esto prueba que x € Ker(Ag— A)™.

Por otro lado, sea # € Ker(A\g — A)™*L. Entonces existe
yeXtalqueye (Ao—A)zy (Ao—A)"y = (Ao —A4)"(0).
Por la Proposicién 2.3.1 (iii) y ya que A es un polo de orden

m, se tiene que

(Ao —A)™(0) = (Ao — A)™y = (Ao — A)" Pry
= Py + A™(0) = A™(0).

De lo anterior también se observa que

(Ao = A)" e = (Ao — A)™(y + A(0))
= (Ao = A)"y + (ho — A)"A(0)
= A™(0) + A(Ag — A)™(0) = A™(0) + AA™(0)
= A™(0) + A™FL(0) = A™(0).

De esta manera se puede deducir que (Ag—A)™z = A™(0) =
(Ao — A)™(0). Lo que implica que x € Ker(Ag — A)™ y por
lo tanto, a(Ag — A) = m.

Sean M := ImP; y N := KerP;. Considérese Ay := Ay y
Ao = Ap; se observa que A = A1 @ As.

Por la Proposicién 2.2.4 (b), Ao ¢ o(As2), lo que implica que
(Ao — A2)~! € B(N), en particular, N = Dom(\g— A2)~! =
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(iii)

Im(M\g — Ag), esto es, (A\g — A2) es suprayectiva. Asi §(Ag —
Ay) = 0 y por lo tanto, para cada n > m, Im(\g — Ag) =
N =1Im(X\g — A)" C Im(Ag — A)™.

Ahora, sean n > my x € Im(Ao — A)" N Ker(Ag — A)™.
Entonces x € (A — A)" y Ker(Xo — A)", es decir, existe
ye X talquex € (Aog—A)"yy (N — A)"x = (Ao — 4)"(0).
Ast, (Ao — A)"y = x + (Ao — A)™(0), de donde se obtiene

(Ao = A)" (Ao — A)"y = (Ao — A)"(z + (Ao — A4)"(0))
= (Ao —A) "+ (Ao —A)" (Ao — A)"(0)
= (Ao = 4)™(0) + (Ao — A4)*"(0) = (Ao — A4)*"(0),

luego (Mg — A)*™y = (Ao — A)**(0), por consiguiente, y €
Ker(\ — A)?.

Puesto que a(Ag—A) =m < n,y € Ker(\— A)". Ademas,
como (Ag — A)™(0) = (Ao — A)"y =z + (Ao — A)"(0). Esto
prueba que z € (Ao — A)™(0).

Sea w € Im(Ag — A)". Puesto que X = M & N, existen
wy € M y we € N tales que w = wy + wg. Como N C
Im(No—A)", entonces wy = w—w; € Im(Ag—A)". Ademas,
wy € Ker(Ao — A)", luego

wy € Im(Ag — A)" N Ker(Ag—A)" C (Ao — A4)"(0).

Se probaréd que para cada k € N, (A\g — A)¥ C N. Se sabe
que A(0) = (Mg — A)(0) € N. Supéngase que para algin
k€N, (A — A)¥0) C N. Sea z € (Ao — A)F*1(0), existe
t € X tal quet € (A\g—A)*(0) y z € (Ao — A)t. Sabiendo que
(Ao — A)[N] € N y por hipétesis inductiva, z € N.

De esto ultimo se sigue que w € N y por lo tanto, para cada
n >m, Im(Ag—A)" = N, en particular, Im(X\g—A)™ = N.

Por (ii), (Ao — 4) < m.
Es facil observar que ImP; N KerP, = {0} y

Rc()\o—A) = KeT'()\o—A)mﬂIm(/\o—A)m CImPiNKerP;.
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Asi, por la Proposicién 1.2.10, a(Ag — A) = m < §(Ag — A).
Esto demuestra que 6(A\g — A) = m.

Por (i)-(iii), ImP; = Ker(A—A)™ y KerP, = Im(Ag—A)™.
Puesto que P, es la proyeccién espectral asociada con Mg,

entonces

X =ImP, & KerPy = Ker(Ag — A)"™ & Im(A\g — A)™. O

Proposicién 2.3.3. Sea A € BLC(X) tal que p(A) # @ y sea
Ao € 0(A). Sia(dg—A) =35 —A) =m < oo, entonces:

(i) Ao es un punto aislado de o(A),

(ii) Ao es un polo de orden m.

Demostracion. Sean M := Ker(Ag — A)™ y N := Im(\g — A)™.

(i)

(i)

Por la Proposicién 2.1.7 y por la Proposicién 2.2.3 (b), X =
MeNyA=N—A)u®(X—A)N, con (Ag—A)y € B(M)
nilpotente y (Ao — A)y' € B(N).

De esto se sigue que o((Ag— A)ar) = {0} y por consiguiente,
o(An) = {No}. Ademds, desde que (Ao — A)y' € B(N),
por el Lema 2.2 de [7], existe una vecindad V' de Ag tal que
(A — A)y! existe para cada A € V'\ {\o} . Luego, para cada
AeV \{ o}, A—A=(A—A)p & (A= A) s, es decir, para
cada A € V\ {\o}, (A — A)~! € B(X).

Por lo tanto, A\¢ es un punto aislado de o(A).

Puesto que P es la proyeccion espectral asociada con {Ag}
y por (i), para cada € X y cadan > m, Plx € M =
Ker(\g — A" L.

Por la Proposicién 2.3.1 (iii), (A\go—A)" "' P, = —P,+A"1(0).

De esta manera, para cada z € X y para cada n > m,

—P, 4+ A"H0) = (N — A" P = A" H(0),
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esto implica que P,z € A"~1(0), es decir, ImP, C A"~1(0).
En particular, ImP,,4+1 € A™(0). Se concluye que Ag es un

polo de orden m. O

Corolario 2.3.4. Sean A € BLC(X) y Ao un punto aislado de

o(A). Si dimImP; < 0o, entonces Ao es un polo.

Demostracion. Por la Proposicién 2.2.5 y la Proposicién 1.5.3 (ii),
para cada n € N, Ker(A\g — A) C Hop(Ag — A) = ImP;. Como
dimImP; es finita, entonces a(Ag — A) < 0.

Ahora considérese Ay := Agerp,. Por la Proposicién 2.2.4 (b), Ao ¢
o(A1), esto quiere decir que KerP; C Im(\g— A1) C Im(X\g— A)
y por ende, para cada n € N, KerP; C Im(Ao — A)™.

Ya que dimImP; < oo, y X = ImP;, & KerPy, codimKerP; <
oo y codimIm(Ag — A) < oo. Como en la demostracién de la
Proposicién 2.3.2 (iii), R.(Ao — A) = {0} . Asi, por la Proposicién
1.2.9 (i), a(ho — A) < 6(Ag — A) y por la Proposicién 1.2.9 (ii),
ah—A)=0(A—A) =m.

Por la Proposicion 2.3.3, Ag es un polo de orden m. ]






Conclusiones

Al estudiar con detalle el concepto de relacién lineal, resultados
y nociones posteriores, se observa que existen ciertas similitudes
con los operadores lineales.
Sin embargo, dichas similitudes no inducen el mismo comporta-
miento, ni el mismo manejo entre ambos objetos, ya que muchos
resultados obtenidos dentro de la Teoria de operadores, requieren
condiciones adicionales y especificas para poder funcionar de ma-
nera adecuada en el caso de relaciones lineales.
Al hablar de la restricciéon de una relacion lineal, existen dos en-
foques diferentes, el de la Definicién 1.1.10 y el de la Definicién
2.1.9. Ambas nociones son sumamente importantes para abordar
varios resultados que involucran integracién en curvas rectificables
en el estudio de puntos aislados.
También se exhibieron dos ejemplos referente a estos enfoques. En
ellos se muestra de manera parcial el manejo distinto entre am-
bas definiciones. El Ejemplo 2.1.1 muestra que ambas definiciones
coinciden y el Ejemplo 2.1.2 muestra que no lo hacen.
Asi mismo, las nociones de subespacio invariante, dictadas en la
Definicion 2.1.8 y en la 2.1.7, derivadas de la Definicién 1.1.10 y
de la Definicién 2.1.9, respectivamente, también muestran clara-
mente la diferencia entre los enfoques que representa cada una de
dichas definiciones.
El concepto de subespacio invariante es de suma importancia para

abordar varios resultados dentro del estudio de los puntos aislados

89



en el espectro de una relacion lineal. En este caso, debido a resulta-
dos posteriores a estos enunciados, se prueba que ambos enfoques
coinciden. De esta manera es posible aplicar los resultados que se
han obtenido en ambas vias.

Algunas preguntas que surgen para investigaciones futuras son pre-
cisamente sobre las condiciones en las que las Definiciones 1.1.10 y
2.1.9 serfan equivalentes y sobre cuan distintos serian los resulta-
dos y el comportamiento de relaciones lineales excluyendo alguno
de los dos enfoques.

De igual forma, la correlacién que existe entre pseudoresolventes
y relaciones lineales cerradas, representa una interesante linea de
investigacién futura, pues es una manera natural y organica de
sustentar la Definicién 2.1.9.

El anélisis culmina con una caracterizacién de dichos puntos por
medio de la parte quasinilpotente y nicleo analitico de la relacién
lineal en cuestion. Ademds, mediante el uso de polos del resolven-
te, se amplia en gran media el estudio de los puntos aislados.
Dado el gran abanico de lineas de investigacién y el gran repertorio
de resultados de la teoria de relaciones lineales, se puede concluir
con total certeza que puede tener grandes aplicaciones en otras
areas del conocimiento.

Asi mismo, también puede servir como otro enfoque de estudio
a la teoria de operadores, ya que puede ayudar a entender desde

otra perspectiva algunos problemas subyacentes.
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