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Introducción

La teoŕıa de relaciones lineales empezó a cobrar gran interés en

los últimos años, pues el desarrollo de resultados ha contribuido

de manera significativa a las ecuaciones diferenciales, aśı como en

otras áreas de las matemáticas y de la ciencia en general.

El concepto de relación lineal fue introducido en el Análisis Funcio-

nal por J. Von Neumann ([10]) debido a la necesidad de considerar

operadores diferenciales no densamente definidos.

Posteriormente, en El tratado de relaciones diferenciales parcia-

les, M. Gromov ([5]) seguiŕıa desarrollando las nociones expuestas

por Neumann. Aśı mismo, A. Favini y A. Yagi ([4]) recurŕıan a

la naciente teoŕıa para demostrar que es posible aplicar métodos

multivaluados a las soluciones de ecuaciones diferenciales.

En este trabajo de tesis se estudian a profundidad los resultados

básicos de la teoŕıa de relaciones lineales. Mostrando especial in-

terés en la teoŕıa espectral, ya que permite acceder al estudio de

otras nociones como lo son los puntos aislados del espectro de una

relación lineal.

El Caṕıtulo 1 consta de 5 secciones. En la primera sección se intro-

duce el concepto de relación lineal. El estudio de este concepto y de

nociones tales como dominio, núcleo, imagen, gráfica y multivalor

de una relación lineal, aśı como de propiedades y resultados rela-

cionadas con estas, permiten observar que uno de los principales

objetivos de las relaciones lineales es generalizar a los operadores

lineales.
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En la segunda sección se estudian las nociones de ascenso y descen-

so de una relación lineal ([9]). Se observa que algunos resultados

clásicos de la teoŕıa de operadores se cumplen también para rela-

ciones lineales bajo ciertas condiciones adicionales. Por ejemplo,

se prueba que para A ∈ LR(X), con Rc(A) = {0} y ascenso finito

y descenso finito q, X = ImAq ⊕KerAq.
La tercera sección está dedicada a exhibir y analizar los conceptos

de continuidad y acotación para relaciones lineales. Nociones de

suma importancia a lo largo de todo el escrito, principalmente al

plantear la teoŕıa espectral para relaciones lineales.

En la cuarta sección se estudian las relaciones lineales cerradas. En

conjunto con las nociones de continuidad y acotación, se establece

un Teorema de la aplicación abierta para relaciones lineales.

En la quinta sección se procede a analizar los conceptos de parte

quasinilpotente y núcleo anaĺıtico para relaciones lineales ([7], [8]).

Nuevamente se pueden observar resultados semejantes al caso de

operadores lineales, pero bajo condiciones especiales.

El Caṕıtulo 2 se divide en 3 secciones. La primera sección está

dedicada a estudiar la teoŕıa espectral para relaciones lineales. En

dicha sección, se definen los conceptos de espectro, conjunto re-

solvente y función resolvente. También se analiza una correlación

entre pseudoresolventes y relaciones lineales cerradas; esto permite

hablar sobre subespacio invariante y la resolvente de la restricción

de una relación lineal en un espacio cerrado, todo desde el sentido

de la resolvente ([2]).

En la segunda sección se aborda el estudio de los puntos aislados

del espectro de una relación lineal por medio de la parte quasi-

nilporte y núcleo anaĺıtico. La atención se centra en el estudio de

una caracterización de los puntos aislados y un resultado de des-

composición del espacio ([7], [8]).

Para la última sección se introduce el concepto de polo de la re-

solvente. Con dicho concepto se extiende el análisis de los puntos

aislados en conjunto con las nociones de ascenso y descenso de una
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relación lineal. Esto permite estudiar resultados de descomposi-

ción del espacio en cuestión, aśı como establecer una correlación

entre puntos aislados en el espectro de una relación y polos de la

resolvente.
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Caṕıtulo 1

Relaciones lineales

El presente caṕıtulo está dedicado a estudiar el concepto de

relación lineal. El objetivo primordial es estudiar resultados pre-

liminares derivados de este objeto. De igual manera se analizarán

otros conceptos de suma importancia como lo son las relaciones

lineales cerradas; las nociones de ascenso y descenso; continuidad

y acotación; parte quasinilpotente y núcleo anaĺıtico de una rela-

ción lineal.

Se usarán X, Y, Z, ... para denotar a los espacios vectoriales

sobre el campo K.

1.1. Relaciones lineales

Una relación R entre dos conjuntos U y V es un subconjunto de

U × V ([3]). El concepto de relación forma parte de la inspiración

para construir el concepto de relación lineal.

Definición 1.1.1. Una relación lineal entre X e Y es un subes-

pacio vectorial A de X × Y.
La clase de todas las relaciones lineales de X en Y se denotará por

LR(X,Y ) y LR(X,X) := LR(X).

Como es usual, el dominio y la imagen de A ∈ LR(X,Y ) están

1



2 CAPÍTULO 1. RELACIONES LINEALES

dados por

Dom(A) := {x ∈ X : ∃y ∈ Y tal que (x, y) ∈ A} ,

ImA := {y ∈ Y : ∃ x ∈ X, (x, y) ∈ A} ,

respectivamente.

Definición 1.1.2. Si x /∈ Dom(A), se define Ax := ∅ y si x ∈
Dom(A),

Ax = {y ∈ Y : (x, y) ∈ A} 6= ∅.

Aśı, el dominio de A se puede escribir como

Dom(A) = {x ∈ X : Ax 6= ∅} .

Es importante mencionar que, por la Definición 1.1.2, si A ∈
LR(X,Y ) y x ∈ Dom(A), entonces Ax es un conjunto. De esta

manera, para cualesquiera x, y ∈ Dom(A), Ax + Ay es la suma

usual de conjuntos, esto es,

Ax+Ay = {w + z : w ∈ Ax, z ∈ Ay}

= {w + z : (x,w), (y, z) ∈ A}

De forma similar, para cualquier x ∈ Dom(A) y cualquier es-

calar no nulo α,

αAx = {αw : (x,w) ∈ A} .

Definición 1.1.3. Si A ∈ LR(X,Y ), A−1 ∈ LR(Y,X) está deter-

minado por

A−1 := {(y, x) ∈ Y ×X : (x, y) ∈ A} .

A−1 es llamada la inversa de la relación A.

Definición 1.1.4. Sea A ∈ LR(X,Y ). El conjunto

A(0) = {y ∈ Im(A) : (0, y) ∈ A}

es llamado el multivalor de A.
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Definición 1.1.5. Se A ∈ LR(X,Y ), se define el núcleo de A por

KerA := A−1(0) = {x ∈ Dom(A) : (x, 0) ∈ A} .

Proposición 1.1.1. Sea A ∈ LR(X,Y ). Entonces

(i) Dom(A) es subespacio de X,

(ii) ImA es subespacio de Y,

(iii) A(0) es subespacio de Y,

(iv) KerA es subespacio de X.

Demostración.

(i) Es claro que Dom(A) 6= ∅ ya que (0, 0) ∈ A y de esto se

sigue que 0 ∈ Dom(A).

Sean x, y ∈ Dom(A) y sea α ∈ K. Entonces existen z, w ∈ Y
tales que (x, z), (y, w) ∈ A. Puesto que A es subespacio de

X × Y, (x + y, z + w) ∈ A, con z + w ∈ Y, luego x + y ∈
Dom(A).

Por otro lado, también se tiene que α(x, z) = (αx, αz) ∈ A,
con αz ∈ Y, luego αx ∈ Dom(A).

Por lo tanto, Dom(A) es subespacio de X.

(ii) Para probar que ImA es subespacio de Y, se procede de

forma análoga a (i).

(iii) ComoA es un subespacio vectorial deX×Y, entonces (0, 0) ∈
A, aśı que 0 ∈ A(0), es decir, A(0) no es vaćıo.

Ahora, sean y1, y2 ∈ A(0). Entonces (0, y1), (0, y2) ∈ A y por

la linealidad de A también se tiene que (0, y1) + (0, y2) =

(0, y1 + y2) ∈ A, luego y1 + y2 ∈ A(0).

Por otro lado, si λ ∈ K y y ∈ A(0), entonces (0, y) ∈ A;

nuevamente por la linealidad, λ(0, y) = (0, λy) ∈ A, lo que

implica que λy ∈ A(0).

(iv) Es claro.
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Nota 1.1.1. Es claro que para A ∈ LR(X,Y ),

ImA =
⋃
{Ax : x ∈ Dom(A)} .

El siguiente ejemplo ilustra de manera más clara el concepto

de relación lineal ([3]).

Ejemplo 1.1.1. Sean X = Y = R2 y considérese el operador

matricial

A =

(
1 0
0 0

)
.

Aśı, para x =

(
x1

x2

)
∈ X arbitrario, Ax =

(
x1

0

)
, y aplicando

la relación inversa, se tiene A−1

(
x1

0

)
=

(
x1

0

)
+ C, donde C es

definido como

C =

{(
0
x2

)
: x2 ∈ X

}
.

Entonces la relación inversa A−1, se define de la siguiente forma:

A−1 =

{((
y1

y2

)
,

(
x1

x2

))
:

(
y1

y2

)
=

(
x1

0

)}
.

Se verá que en efecto A−1 es una relación lineal. Es claro que

A−1 6= ∅. Además, si

((
y1

y2

)
,

(
x1

x2

))
,

((
a1

a2

)
,

(
b1
b2

))
∈ A−1,

entonces((
y1

y2

)
,

(
x1

x2

))
+

((
a1

a2

)
,

(
b1
b2

))
=

((
y1 + a1

y2 + a2

)
,

(
x1 + b1
x2 + b2

))
,

de modo que

(
y1 + a1

y2 + a2

)
=

(
x1 − b1

0

)
. De esto se sigue que

((
y1

y2

)
,

(
x1

x2

))
+

((
a1

a2

)
,

(
b1
b2

))
∈ A−1.

Aśı mismo, sean α ∈ R y

((
y1

y2

)
,

(
x1

x2

))
∈ A−1. Entonces

α

((
y1

y2

)
,

(
x1

x2

))
=

(
α

(
y1

y2

)
, α

(
x1

x2

))
=

((
αy1

αy2

)
,

(
αx1

αx2

))
,
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como

(
y1

y2

)
=

(
x1

0

)
, entonces

(
αy1

αy2

)
=

(
αx1

0

)
, lo que implica

que α

((
y1

y2

)
,

(
x1

x2

))
∈ A−1.

Por lo tanto, A−1 ∈ LR(R2).

Proposición 1.1.2. Si A ∈ LR(X,Y ), entonces para cualesquiera

x, y ∈ Dom(A) y cualquier α ∈ K \ {0} , Ax + Ay = A(x + y) y

αAx = A(αx).

Demostración. Sean x, y ∈ Dom(A) y sea α ∈ K \ {0} .
Primero se verá que Ax + Ay = A(x + y). Sea t ∈ Ax + Ay.

Entonces existen w ∈ Ax y z ∈ Ay tales que t = w + z y

(x,w), (y, z) ∈ A. Puesto que A es una relación lineal, entonces

(x,w) + (y, z) = (x+ y, w+ z) ∈ A, esto es, t = w+ z ∈ A(x+ y).

Rećıprocamente, sea p ∈ A(x+ y). Entonces (x+ y, p) ∈ A. Con-

sidérese q ∈ Ax, de manera que (x+ y, p) = (x, q) + (y, p− q) ∈ A,
lo que implica que (y, p − q) ∈ A, es decir, p − q ∈ Ay, luego

p ∈ q +Ay ⊆ Ax+Ay. Se concluye que Ax+Ay = A(x+ y).

Ahora se probará que αAx = A(αx). Sea w ∈ αAx. entonces

existe z ∈ Y tal que w = αz, con (x, z) ∈ A. Aśı que α(x, z) =

(αx, αz) = (αx,w) ∈ A. Esto es, w ∈ A(αx).

Rećıprocamente, sea z ∈ A(αx). Entonces (αx, z) ∈ A. Sea w ∈
Ax, de tal forma que (x, α−1z) ∈ A, esto es, α−1z ∈ Ax, de lo que

se sigue, z ∈ αAx. Se concluye que αAx = A(αx).

En [4], [7], [8], se consideran a las relaciones lineales como apli-

caciones multivaluadas que tienen la propiedad de la linealidad.

Para entender dicha terminoloǵıa, nótese que al considerar una re-

lación A entre los conjuntos X e Y, se puede definir una aplicación

Â : Dom(A)→ 2Y \ {∅} (1.1)

por Âx := Ax, para cada x ∈ Dom(A).

Más aún, a cada relación lineal se le puede asignar una aplicación

como en (1.1); dicha aplicación tendrá la propiedad de linealidad.



6 CAPÍTULO 1. RELACIONES LINEALES

El siguiente resultado establece una ı́ntima correlación entre rela-

ciones lineales y aplicaciones del tipo (1.1).

Proposición 1.1.3. A ∈ LR(X,Y ) si y sólo si Â es lineal, esto

es, Â(x+ y) = Âx+ Ây y Â(αx) = αÂx, para cualesquiera x, y ∈
Dom(A) y α ∈ K \ {0} .

Demostración. (⇒) Supóngase que A ∈ LR(X,Y ). Sean x, y ∈
Dom(A) y sean z ∈ Ax, w ∈ Ay.
Puesto que Dom(A) es un subespacio de X, (x + y, z + w) =

(x, z) + (y, w) ∈ A, lo que implica que z + w ∈ Â(x+ y), es decir,

Âx+ Ây ⊆ Â(x+ y).

Rećıprocamente, sean z ∈ Â(x+ y) y w ∈ Âx arbitrario. Entonces

(x+ y, z) = (x,w) + (y, z −w) ∈ A, donde z −w ∈ Ay = Ây. Aśı,

z ∈ w + Ây ⊆ Âx+ Ây y por lo tanto, Â(x+ y) ⊆ Âx+ Ây.

Por otro lado, sea α ∈ K \ {0} . Si z ∈ Âx, entonces α(x, z) =

(αx, αz) ∈ A, luego αz ∈ Â(αx), donde αz ∈ αÂx, aśı, αÂx ⊆
Â(αx).

Rećıprocamente, sea w ∈ Â(αx). Entonces (x, α−1w) ∈ A, con

α−1w ∈ Âx, es decir, w ∈ αÂx. De esto se sigue que Â(αx) ⊆ αÂx.
Se concluye que Â es lineal.

(⇐) Supóngase que Â es lineal.

Entonces 0 ∈ Â(0), con 0 ∈ Dom(A) y por tanto, (0, 0) ∈ A.
Ahora, sean (x, y), (z, w) ∈ A y α ∈ K \ {0} . Entonces y ∈ Âx y

w ∈ Âz, lo que implica que y + w ∈ Âx + Âz = Â(x + z) y aśı,

(x, y) + (z, w) = (x+ z, y + w) ∈ A.
Por otro lado, si y ∈ Âx, entonces αy ∈ αÂx = Â(αx) y por lo

tanto, α(x, y) = (αx, αy) ∈ A.

En la demostración de la Proposición 1.1.3 se observa que ca-

da A ∈ LR(X,Y ) es la gráfica de una aplicación Â : Dom(A) →
2Y \ {∅} definida por Âx := Ax, para cada x ∈ Dom(A). Dicha

aplicación Â se identifica con su gráfica A, de modo que se puede
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trabajar con ambas de forma indistinta.

Sin embargo, para evitar confusiones, en lo sucesivo Â será denota-

do por A y por lo tanto, Gr(A) denotará la gráfica de la aplicación

Â, además de que dicha notación se usará para referirse a la rela-

ción lineal vista como subespacio de X × Y.
De esta manera, Gr(A) se puede escribir de la siguiente forma:

Gr(A) := {(x, y) ∈ X × Y : x ∈ Dom(A), y ∈ Ax} .

Una relación lineal A también es llamada operador lineal multi-

valuado. Si A aplica puntos de su dominio en conjuntos singulares,

entonces se le llama aplicación lineal univaluada o simplemente

operador lineal.

En el Ejemplo 1.1.1, se observa que el operador matricial A

no es invertible ya que det(A) = 0. En general, dado un operador

lineal no invertible, se puede obtener una relación lineal encon-

trando la relación inversa del operador.

Por ejemplo, para un operador lineal A : X → X tal que KerA 6=
{0} (A no es un operador inyectivo), la relación inversa A−1 es una

relación lineal. El siguiente ejemplo ilustra mejor la idea anterior

([2]).

Ejemplo 1.1.2. Sea C[a, b] el espacio vectorial de todas la fun-

ciones complejas continuas sobre el intervalo [a, b] y sea C(1)[a, b]

el subespacio de todas las funciones complejas diferenciables sobre

el intervalo [a, b].

Considérese el operador diferencial A : C(1)[a, b]→ C[a, b] definido

para cada x ∈ C(1)[a, b] por Ax := x′.

Es claro que todas las funciones constantes son elementos deKerA.

Entonces 0 < dimKerA, lo que implica que KerA 6= {0} .
Aśı, para cada x ∈ C[a, b], se define

A−1x :=

∫
x(t)dt+ C,

donde C es una constante.

Es claro que A−1 es una relación lineal.
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Definición 1.1.6. Si A ∈ LR(X,Y ) y U ⊆ X, entonces la imagen

de U bajo A se define por

A[U ] :=
⋃
{Ax : x ∈ Dom(A) ∩ U} .

De la definición de relación inversa es claro que ImA−1 =

Dom(A) y Dom(A−1) = ImA. Además, para V ⊆ Y no vaćıo

A−1[V ] = {x ∈ Dom(A) : V ∩Ax 6= ∅}

y para cualquier y ∈ ImA

A−1y = {x ∈ Dom(A) : y ∈ Ax} .

A−1[V ] también se le llama imagen inversa de V bajo A.

Como una generalización del álgebra de operadores lineales, es

posible hablar de suma de relaciones lineales y producto por un

escalar.

Definición 1.1.7. Sean A,B ∈ LR(X,Y ) y α ∈ K.

(i) Se define la suma de A y B por (A+ B)x := Ax+Bx, con

x ∈ X.

(ii) Se define la relación αA por (αA)x := α(Ax), con x ∈ X.

Convencionalmente se considera que para cualquier conjunto

Z, Z + ∅ = ∅ + Z = ∅. De esta manera, si Ax = ∅ ó Bx = ∅,
para alguna x ∈ X, Ax+Bx = ∅.

Proposición 1.1.4. Si A,B ∈ LR(X,Y ), entonces

Dom(A+B) = Dom(A) ∩Dom(B).

Demostración. Sea x ∈ Dom(A+B). Entonces (A+B)x = Ax+

Bx 6= ∅. Aśı, se tiene Ax 6= ∅ y Bx 6= ∅, de esto se sigue que

x ∈ Dom(A) ∩Dom(B).

Aśı mismo, si x ∈ Dom(A)∩Dom(B), entonces Ax 6= ∅ y Bx 6= ∅
y por lo tanto, Ax + Bx = (A + B)x 6= ∅, lo que implica que

x ∈ Dom(A+B).
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Rápidamente se observa que Dom(αA) = Dom(A). Y por la

Proposición 1.1.4, se tiene que A + B, αA ∈ LR(X,Y ) cuyas

gráficas son expresadas de la siguiente forma:

Gr(A+B) = {(x, y + z) ∈ X × Y : (x, y) ∈ Gr(A) y (x, z) ∈ Gr(B)}

y

Gr(αA) = {(x, αy) ∈ X × Y : (x, y) ∈ Gr(A)} .

Proposición 1.1.5. Sea A ∈ LR(X,Y ).

(i) Para cualquier α ∈ K \ {0} y U ⊆ X, A[αU ] = αA[U ],

(ii) Si U, V ⊆ X, entonces A[U ] +A[V ] ⊆ A[U +V ]. En particu-

lar, si V ⊆ Dom(A) ó U ⊂ Dom(A), entonces A[U + V ] =

A[U ] +A[V ].

Demostración.

(i) Puesto que A es lineal, se tiene que, para cada α ∈ K \ {0} ,

A[αU ] =
⋃
{A(αx) : x ∈ Dom(A) ∩ U} =

=
⋃
{α(Ax) : x ∈ Dom(A) ∩ U} =

= α
⋃
{Ax : x ∈ Dom(A) ∩ U} = αA[U ].

(ii) Sean U, V ⊆ X y sea x+ y ∈ A[U ] +A[V ]. Entonces existen

u ∈ U ∩Dom(A), v ∈ V ∩Dom(A) tales que x ∈ Au, y ∈ Au
y x+y ∈ Au+Av = A(u+v), con u+v ∈ (U+V )∩Dom(A),

luego x+ y ∈ A[U + V ].

Supóngase ahora que V ⊆ Dom(A). Sea w ∈ A[U + V ],

entonces w ∈ A(u + v), para algunos u ∈ U y v ∈ V tales

que u+v ∈ Dom(A)∩(U+V ); ya que v ∈ Dom(A). Entonces

−v ∈ Dom(A), lo que implica que u+ v− v = u ∈ Dom(A).

Puesto que A(u+ v) = Au+Av ⊆ A[U ] +A[V ].

Se procede de forma similar cuando U ⊆ Dom(A).
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Definición 1.1.8. Sean A ∈ LR(X,Y ), B ∈ LR(Y,Z), tales que

ImA∩Dom(B) 6= ∅. La relación BA es la composición de A y B

y se define por (BA)x := B(Ax), para cada x ∈ X. La gráfica de

BA está dada por

Gr(BA) = {(x, z) ∈ X × Z : ∃ y ∈ Dom(B) tal que

(x, y) ∈ Gr(A), (y, z) ∈ Gr(B)}.

El dominio de BA expĺıcitamente se escribe como

Dom(BA) = {x ∈ X : B(Ax) 6= ∅} ,

donde B(Ax) =
⋃
{By ∈ Y : y ∈ Dom(B) ∩Ax 6= ∅} . Entonces

B(Ax) 6= ∅ si y sólo si existe y ∈ Dom(B) ∩Ax.
De esto se obtiene queDom(BA) = {x ∈ X : Dom(B) ∩Ax 6= ∅} .

Proposición 1.1.6. Sean A,B,C ∈ LR(X,Y ), E ∈ LR(X,Y ) y

F ∈ LR(Y, Z), con Dom(F ) ∩ ImE 6= ∅. Entonces

(i) Para cualesquiera α, β ∈ K, α(βA) = (αβ)A,

(ii) Para cada α ∈ K \ {0} , α(FE) = (αF )E = F (αE),

(iii) A+B = B +A,

(iv) (A+B) + C = A+ (B + C),

Demostración.

(i) Para cada x ∈ Dom(A), [α(βA)]x = α((βA)x) = α(β(Ax)) =

(αβ)Ax.

(ii) Sea α ∈ K \ {0} . Puesto que para cada x ∈ Dom(FE),

(α(FE))x = α((FE)x) = α(F (Ex)) = (αF )Ex, entonces es

suficiente probar que que Gr((αF )E) = Gr(F (αE)).

Sea (x, z) ∈ Gr((αF )E). Entones existe y ∈ Dom(F ) tal

que (x, y) ∈ Gr(E) y (y, z) ∈ Gr(αF ). Nótese que (y, z) =

(y, αw), para algún w ∈ Z tal que (y, w) ∈ Gr(F ). Aśı,
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(y, α−1z) = (y, w) ∈ Gr(A), esto es, (x, α−1z) ∈ Gr(FE),

luego existe t ∈ Dom(F ) tal que (x, t) ∈ Gr(E) y (t, α−1z) ∈
Gr(F ). Se observa que (x, αt) ∈ Gr(αE) y α(t, α−1z) =

(αt, z) ∈ Gr(F ) y por lo tanto, (x, z) ∈ Gr(F (αE)).

De forma análoga, sea (x, z) ∈ Gr(F (αE)). Entonces existe

y ∈ Dom(F ) tal que (x, y) ∈ Gr(αE) y (y, z) ∈ Gr(F ). Co-

mo (x, y) = (x, αp), para algún p ∈ Y, entonces (x, α−1y) ∈
Gr(E), además, (α−1y, α−1z) ∈ Gr(F ), de esto se sigue que

(x, α−1z) ∈ Gr(FE). Aśı que (x, z) ∈ Gr(α(FE)) y por lo

tanto, (x, z) ∈ Gr((αF )E).

(iii) Supóngase que A,B ∈ LR(X,Y ). Puesto que Gr(A+B) es

subespacio lineal de X × Y, entonces

Gr(A+B) = {(x, y + z) ∈ X × Y : (x, y) ∈ Gr(A)

y (x, z) ∈ Gr(B)}

= {(x, z + y) ∈ X × Y : (x, z) ∈ Gr(B)

y (x, y) ∈ Gr(A)} = Gr(B +A).

(iv) Se probará que Gr((A+B) + C) = Gr(A+ (B + C)).

Sea (x, y + z) ∈ Gr((A + B) + C), con (x, y) ∈ Gr(A + B)

y (x, z) ∈ Gr(C). Puesto que (x, y) ∈ Gr(A + B), entonces

y = a + b, tal que (x, a) ∈ Gr(A) y (x, b) ∈ Gr(B). Aśı que

(x, y + z) = (x, (a + b) + z) = (x, a + (b + z)) = (x, a + t),

con (x, a) ∈ Gr(A) y (x, t) ∈ Gr(B +C), lo que implica que

(x, y + z) ∈ Gr(A+ (B + C)).

Rećıprocamente, sea (x, a+z) ∈ Gr(A+(B+C)), con (x, a) ∈
Gr(A) y (x, z) ∈ Gr(B + C). Aśı que, (x, a+ z) = (x+ a+

(b+ c)) = (x, (a+ b) + c) = (x, y+ c) con (x, y) ∈ Gr(A+B)

y (x, a) ∈ Gr(C), esto es, (x, y + c) ∈ Gr((A+B) +C).

Proposición 1.1.7. Si A ∈ LR(X,Y ), B ∈ LR(Y, Z) son tales

que Dom(B) ∩ ImA 6= ∅, entonces BA ∈ LR(X,Z).
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Demostración. Sean x, y ∈ Dom(BA), α, β ∈ K \ {0} . Por la

Proposición 1.1.5,

α(BAx) + β(BAy) = αB(Ax) + βB(Ay)

= B(αAx) +B(βAy) = B(A(αx)) +B(A(βy))

= B(A(αx) +A(βy)) = B(A(αx+ βy)) = BA(αx+ βy).

Proposición 1.1.8. Si B ∈ LR(X,Y ), A ∈ LR(Y,Z), entonces

(AB)−1 = B−1A−1.

Demostración. Por definición,

Gr(B−1A−1) = {(x, z) ∈ X × Z : ∃ y ∈ Dom(B) tal que

(x, y) ∈ Gr(A−1), (y, z) ∈ Gr(B−1)
}

=

= {(x, z) ∈ X × Z : ∃ y ∈ Dom(B) tal que

(y, x) ∈ Gr(A), (z, y) ∈ Gr(B)} = Gr((AB)−1)

Por lo tanto, (AB)−1 = B−1A−1.

Proposición 1.1.9. Sean A,B ∈ LR(Y, Z), C,D ∈ LR(X,Y ),

con Dom(A+B) ∩ ImC 6= ∅ y Dom(A) ∩ Im(C +D) 6= ∅.

(i) Para cada x, (A+B)Cx ⊆ (AC+BC)x. Si C es un operador

lineal, entonces (A+B)C = AC +BC.

(ii) Para cada x, (AB+AC)x ⊆ (A(B+C))x. Si Dom(A) con-

tiene a ImB ∪ ImC, entonces A(B + C) = AB +AC.

Demostración.

(i) Sea (x, z) ∈ Gr((A + B)C). Entonces existe y ∈ Y tal que

(x, y) ∈ Gr(C) y (y, z) ∈ Gr(A+B). Como (y, z) ∈ Gr(A+

B), entonces (y, z) = (y, a+b), de tal manera (y, a) ∈ Gr(A)

y (y, b) ∈ Gr(B).

Aśı que (x, a) ∈ Gr(AC) y (x, b) ∈ Gr(BC), lo que implica

que (x, a+ b) ∈ Gr(AC +BC).
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Ahora supóngase que C es un operador lineal. Puesto que,

para cada x ∈ X, Cx es un conjunto singular, entonces

(A+B)Cx = ACx+BCx = (AC +BC)x.

(ii) Supóngase que A ∈ LR(X,Y ) y B,C ∈ LR(Z,X). Sea

(z, y) ∈ Gr(AB + AC). Entonces (z, y) = (z, b + c) de tal

forma que (z, b) ∈ Gr(AB) y (z, c) ∈ Gr(AC). Además,

existen x1, x2 tales que (z, x1) ∈ Gr(B) y (x1, b) ∈ Gr(A);

(z, x2) ∈ Gr(C) y (x2, c) ∈ Gr(A).

De lo anterior se tiene (x1+x2, b+c) ∈ Gr(A) y (z, x1+x2) ∈
Gr(B + C). Si x = x1 + x2, entonces (z, x) ∈ Gr(B + C) y

(x, y) ∈ Gr(A), lo que implica que (z, y) ∈ Gr(A(B + C)).

Ahora supóngase que ImB ⊆ Dom(A) y ImC ⊆ Dom(A).

Es claro que

Dom(AB +AC) = Dom(AB) ∩Dom(AC) =

= Dom(B) ∩Dom(C) = Dom(B + C) = Dom(A(B + C)).

Sea z ∈ Dom(AB + AC). Por lo anterior, z ∈ Dom(A(B +

C)). Sea y ∈ A(B + C)z. Entonces y ∈ Ax, donde x ∈
(A + B)z. Se observa que x = x1 + x2, donde x1 ∈ Bz y

x2 ∈ Cz, de esto se sigue Ax1 ⊆ ABz y Ax2 ⊆ ACz. Aśı,

y ∈ A(x1 + x2) = Ax1 +Ax2 ⊆ ABz +ACz.

Por lo tanto, A(B + C) = AB +AC.

Como consecuencia de la Proposición 1.1.9 (ii) se obtiene que

LR(X,Y ) no es un álgebra sobre K.

Al hablar de una relación lineal, es natural pensar la forma de

restringirla a un subespacio, esto con el fin de estudiar su compor-

tamiento. La siguiente definición provee una forma de restringir

una relación lineal mediante su gráfica.
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Definición 1.1.9. Sean A ∈ LR(X,Y ) y U subespacio de X tal

que U ∩Dom(A) 6= ∅. AU es la restricción de A sobre U definida

por

Gr(AU ) := Gr(A) ∩ (U × Y ),

de tal forma que AUx := Ax, para cada x ∈ U, Dom(AU ) =

Dom(A) ∩ U.
Si A ∈ LR(X), AU está definida por Gr(AU ) := Gr(A)∩ (U ×X).

Es claro que AU (0) ⊆ A(0). Pues si x ∈ AU (0), entonces

(0, x) ∈ Gr(AU ) = Gr(A) ∩ (U × Y ) ⊆ Gr(A). Lo que implica

que x ∈ A(0).

La Definición anterior es propia de la terminoloǵıa de Cross [3],

sin embargo, dicha restricción se realiza directamente en el dominio

y no provee de mucha utilidad para futuros resultados. Aśı que, en

lo sucesivo, para referirse a la restricción de A ∈ LR(X) se usará

la siguiente definición:

Definición 1.1.10. Sean A ∈ LR(X) y U un subespacio de X.

Se define AU mediante su gráfica por

Gr(AU ) := Gr(A) ∩ (U × U).

La definición 1.1.10 es usada en diversos textos tales como [2],

[7], [8], [9], ya que provee de ciertas caracteŕısticas para desarrollar

más resultados dentro de la teoŕıa subyacente.

En este escrito es fuertemente usada para abordar temas posterio-

res relacionados con puntos aislados del espectro de una relación

lineal.

Definición 1.1.11. Sea A ∈ LR(X,Y ). Se dirá que A es inyectiva

si A−1 es un operador lineal y se dirá que A es suprayectiva si

ImA = Y

Proposición 1.1.10. Si A ∈ LR(X,Y ) es inyectiva, entonces se

cumple que para cualesquiera x, y ∈ Dom(A) tales que Ax = Ay

implica que x = y.
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Demostración. Sean x, y ∈ X tales que Ax = Ay. Si w ∈ Ax,

entonces (x,w), (y, w) ∈ Gr(A) y (y, w), (x,w) ∈ Gr(A−1). Aśı

que x, y ∈ A−1w. Puesto que A−1 es un operador lineal, entonces

x = A−1w = y.

Proposición 1.1.11. Sean A ∈ LR(X,Y ) y U ⊆ X tal que U ∩
Dom(A) 6= ∅. Entonces KerAU = KerA ∩ U.

Demostración. x ∈ KerAU si y sólo si (x, 0) ∈ Gr(AU ) = Gr(A)∩
(U × Y ) si y sólo si (x, 0) ∈ Gr(A) y (x, 0) ∈ U × Y si y sólo si

x ∈ KerA y x ∈ U.

Proposición 1.1.12. Sea A ∈ LR(X,Y ). Se cumple lo siguiente:

(i) Para cualquier x ∈ Dom(A),

y ∈ Ax⇔ Ax = y +A(0).

(ii) Para cualesquiera x1, x2 ∈ Dom(A),

Ax1 ∩Ax2 6= ∅⇔ Ax1 = Ax2.

Demostración.

(i) (⇒) Supóngase que y ∈ Ax. Entonces por la linealidad de

A, y +A(0) ⊆ Ax+A(0) = Ax.

Por otro lado, si α ∈ Ax, entonces (x, α) ∈ A y α se puede re-

escribir como α = y+(α−y) ∈ y+Ax−Ax = y+A(0), lo que

implica que Ax ⊆ y+A(0). Se concluye que Ax = y+A(0).

(⇐) Supóngase que Ax = y + A(0). Aśı que para cada t ∈
y + A(0) t ∈ Ax, en particular y + 0 ∈ y + A(0), entonces

y + 0 = y ∈ Ax.

(ii) (⇒) Se supone Ax1 ∩ Ax2 6= ∅. Entonces existe y ∈ Ax1 ∩
Ax2, es decir, y ∈ Ax1 y y ∈ Ax2, por (i), se tiene que
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Ax1 = y +A(0) y Ax2 = y +A(0), entonces Ax1 = Ax2.

(⇐) Ahora, supóngase que Ax1 = Ax2. Entonces inmedia-

tamente se sigue que Ax1 ∩Ax2 6= ∅.

En la Proposición 1.1.12 (i), de forma particular, se tiene

0 ∈ Ax⇔ Ax = A(0).

Corolario 1.1.13. A ∈ LR(X,Y ) es un operador lineal si y sólo

si A(0) = {0} .

Demostración. (⇒) Supóngase que A es operador lineal. Enton-

ces para cada x ∈ Dom(A), Ax = {y} , para algún y ∈ Y ; en

particular, existe y0 ∈ Y tal que A(0) = {y0} . Puesto que A(0)

es subespacio vectorial de Y, entonces 0 ∈ A(0), esto implica que

0 = y0.

(⇐) Ahora, se asume que A(0) = {0} , basta probar que A es

una función.

Considérese x ∈ Dom(A). Por la Proposición 1.1.12 (i), para

y ∈ Ax se tiene Ax = y + A(0) = {y} . Y por tanto, A es fun-

ción.

Corolario 1.1.14. A ∈ LR(X,Y ) es inyectiva si y sólo si KerA =

{0} .

Demostración. (⇒) Supóngase que A es inyectiva. Se sabe que

KerA = A−1(0) que es un subespacio vectorial de X, entonces

0 ∈ KerA y como A−1 es un operador lineal, entonces A−1(0) =

KerA = {0} .

(⇐) Ahora se asume que KerA = {0} . Se verá que A es inyectiva.

Puesto que A−1(0) = {0} , se sigue que A−1 es un operador lineal

y por lo tanto, A es inyectiva.
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Corolario 1.1.15. Si A ∈ LR(X,Y ), entonces AA−1(0) = A(0)

y A−1A(0) = A−1(0).

Demostración. Basta probar que AA−1(0) = A(0).

Sea y ∈ AA−1(0). Entonces (0, y) ∈ Gr(AA−1), aśı que existe

x ∈ Dom(A) tal que (0, x) ∈ Gr(A−1) y (x, y) ∈ Gr(A), esto es,

0 ∈ Ax y y ∈ Ax. Por la Proposición 1.1.12 (i), Ax = A(0) y aśı

y ∈ A(0).

Por otro lado, sea y ∈ A(0). Entonces (0, y) ∈ Gr(A). Además,

existe x ∈ Dom(A−1) tal que 0 ∈ A−1x, entonces A−1x = A−1(0).

También se tiene que (x, 0) ∈ Gr(A−1), lo que implica que (x, y) ∈
Gr(AA−1), entonces y ∈ AA−1x = AA−1(0).

Corolario 1.1.16. Si A ∈ LR(X,Y ), entonces para cada y ∈
ImA, AA−1y = y + A(0). Y para cada x ∈ Dom(A), A−1Ax =

x+A−1(0).

Demostración. Puesto que ImA = Dom(A−1), basta probar que

para cada y ∈ ImA, AA−1y = y +A(0).

Sea y ∈ ImA entonces existe x ∈ Dom(A) tal que (x, y) ∈ Gr(A).

También se tiene que (y, x) ∈ Gr(A−1). De esto se tiene que

(y, y) ∈ Gr(AA−1), es decir, y ∈ AA−1y. Por el Corolario 1.1.15,

se sigue que AA−1y = y +AA−1(0) = y +A(0).

Proposición 1.1.17. Sean A,B ∈ LR(X) tales que B(0) ⊆ KerA.
Entonces AB(0) = A(0).

Demostración. Sea a ∈ AB(0). Entonces (0, a) ∈ Gr(AB), esto

es, (0, y) ∈ Gr(B) y (y, a) ∈ Gr(A) para algún y ∈ Dom(A). Aśı

que, y ∈ B(0) ⊆ KerA y a ∈ Ay.
De lo anterior se tiene que 0 ∈ Ay o equivalentemente A(0) = Ay.

Por lo tanto, a ∈ A(0).

Por otro lado, sea b ∈ A(0). Entonces (0, b) ∈ Gr(A).

Como 0 ∈ Dom(A) ⊆ ImB, entonces existe y ∈ Dom(B) tal que

0 ∈ By, lo que equivale a By = B(0); también se observa que
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(y, 0) ∈ Gr(B). Aśı, (y, b) ∈ Gr(AB), esto es, b ∈ ABy = AB(0).

Se concluye que A(0) = AB(0).

Definición 1.1.12. Sean A ∈ LR(X), U, V subespacios de X

tales que X = U ⊕ V. Considérese AU y AV . Se dirá que A es

completamente reducida por (U, V ) si Gr(A) = Gr(AU )⊕Gr(AV ).

Proposición 1.1.18. Si A ∈ LR(X) es completamente reducido

por (U, V ), entonces

(i) Dom(A) = Dom(AU )⊕Dom(AV ) y ImA = ImAU⊕ImAV ,

(ii) A(0) = AU (0)⊕AV (0) y KerA = KerAU ⊕KerAV .

Demostración.

(i) Puesto queDom(AU ) yDom(AV ) son subespacios deDom(A),

entonces Dom(AU )⊕Dom(AV ) ⊆ Dom(A).

Rećıprocamente, sea x ∈ Dom(A). Entonces existe y ∈ X

tal que (x, y) ∈ Gr(A) = Gr(AU )⊕Gr(AV ), por consiguien-

te, existen únicos (a, b) ∈ Gr(AU ) y (c, d) ∈ Gr(AV ) tales

que (x, y) = (a, b) + (c, d) = (a + c, b + d), Aśı, x = a + c y

por lo tanto, x ∈ Dom(AU )⊕Dom(AV ).

La prueba de ImAU ⊕ ImAV es similar a la anterior.

(ii) Se sabe que AU (0) y AV (0) están contenidos en A(0), lo que

implica que AU (0)⊕AV (0) ⊆ A(0).

Rećıprocamente, sea y ∈ A(0). Entonces (0, y) ∈ Gr(A) =

Gr(AU ) ⊕ Gr(AV ), debido a esto, existen únicos (w, z) ∈
Gr(AU ) y (s, t) ∈ Gr(AV ) tales que (0, y) = (w, z) + (s, t) =

(w + s, z + t). De donde w + s = 0, luego s = w = 0 y

por lo tanto, z ∈ AU (0), t ∈ AV (0). Se concluye que y ∈
AU (0)⊕AV (0).

La prueba de KerA = KerAU ⊕ KerAV es similar a la

anterior.
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1.2. Ascenso y descenso de una relación li-
neal

En la presente sección se exhiben y se analizan los conceptos

de ascenso, descenso, nulidad y defecto de una relación lineal. Se

verá que algunos resultados de dichas nociones dentro de la teoŕıa

de operadores lineales, también son validas para relaciones lineales

bajo condiciones especiales ([9]).

Sea A ∈ LR(X). Similar al caso de operadores lineales y de

forma natural, se define A2x := A(Ax), para cada x ∈ Dom(A).

Aśı, de forma recursiva, se tiene que An := An−1A = AAn−1, para

cada n ∈ N.
Es fácil observar que

Gr((A−1)2) = Gr(A−1A−1) =

=
{

(x, z) : ∃y ∈ X (x, y), (y, z) ∈ Gr(A−1)
}

=

= {(x, z) : ∃y ∈ X, (y, x), (z, y) ∈ Gr(A)} = Gr((A2)−1).

Procediendo de forma recursiva, para cada n ∈ N, (A−1)n =

(An)−1. Convencionalmente se toma A0 := I. De esta manera,

para cualesquiera n,m ∈ N, An+m = AnAm = AmAn.

Lema 1.2.1. Sean A,B ∈ LR(X) tales que Gr(A) ⊆ Gr(B).

Entonces

(i) Gr(A−1) ⊆ Gr(B−1),

(ii) para cada n ∈ N, Gr(An) ⊆ Gr(Bn).

Demostración.

(i) Sea (x, y) ∈ Gr(A−1). Entonces (y, x) ∈ Gr(A). Por hipóte-

sis (y, x) ∈ Gr(B) y por lo tanto, (x, y) ∈ Gr(B−1).
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(ii) Por inducción matemática sobre n. Para n = 1 es claro.

Supóngase que la proposición se cumple para algún n ∈ N.
Sea (x, y) ∈ Gr(An+1) = Gr(AnA). Existe z ∈ X tal que

(x, z) ∈ G(A) y (z, y) ∈ G(An). Por hipótesis inductiva,

(z, y) ∈ Gr(Bn) y (x, z) ∈ Gr(A) ⊆ Gr(B). Por lo tanto,

(x, y) ∈ Gr(BnB) = Gr(Bn+1).

Como consecuencia inmediata del Lema 1.2.1, para cada n ∈
N, Dom(An) ⊆ Dom(Bn), ImAn ⊆ ImBn, KerAn ⊆ KerBn y

An(0) ⊆ Bn(0).

Lema 1.2.2. Sea A ∈ LR(X). Entonces para cada n,m ∈ N

(i) Dom(An+m) ⊆ Dom(An) y ImAn+m ⊆ ImAn,

(ii) KerAn ⊆ KerAn+m y An(0) ⊆ An+m(0),

(iii) para cualesquiera m,n ∈ N, Ker(An) ⊆ Dom(Am) y An(0) ⊆
ImAm,

(iv) para cualesquiera i, k ∈ N ∪ {0} ,

Dom(Ai)

(ImAk +KerAi) ∩Dom(Ai)
∼=

ImAi

ImAi+k
,

(v) Si i ∈ N ∪ {0} , entonces

dim
KerA

KerA ∩ ImAi
= dim

KerAi

ImA ∩KerAi
.

Demostración. Sean m,n ∈ N.

(i) Sea x ∈ Dom(An+m). Entonces An+mx 6= ∅, es decir, existe

y ∈ X tal que (x, y) ∈ Gr(An+m).

Se sabe que An+m = AmAn, de modo que existe z ∈ X

tal que (x, z) ∈ Gr(An) y (z, y) ∈ Gr(Am), esto es, x ∈
Dom(An).

Por otro lado, sea y ∈ ImAn+m. Existe x ∈ Dom(An+m) tal



1.2. ASCENSO Y DESCENSO DE UNA RELACIÓN LINEAL21

que y ∈ An+mx, dicho de otra forma, (x, y) ∈ Gr(An+m) =

Gr(AnAm) = Gr(AmAn). Aśı que existe x ∈ X tal que

(z, y) ∈ Gr(An) y por lo tanto, y ∈ ImAn.

(ii) Sea x ∈ KerAn. Entonces (x, 0) ∈ Gr(An). Ya que (0, 0) ∈
Gr(Am), entonces (x, 0) ∈ Gr(An+m), esto es, x ∈ KerAn+m.

Por otro lado, sea y ∈ An(0). Luego (0, y) ∈ Gr(An) de

manera que (0, y) ∈ Gr(An+m), lo que implica que y ∈
An+m(0).

(iii) Sean m,n ∈ N. Primero considérese el caso cuando n ≤ m.

Por (ii), KerAn ⊆ KerAm ⊆ Dom(Am) y An(0) ⊆ Am(0) ⊆
ImAm.

Ahora considérese el caso cuando n > m. Sea x ∈ KerAn.
Se tiene que (x, 0) ∈ Gr(An) = Gr(An−mAm), luego x ∈
Dom(Am).

De forma análoga, sea y ∈ An(0). Entonces (0, y) ∈ Gr(An) =

Gr(AmAn−m). Aśı, existe x ∈ X tal que (0, x) ∈ Gr(An−m)

y (x, y) ∈ Gr(Am). Lo que implica que y ∈ ImAm.

(iv) Sean i, k ∈ N ∪ {0} y considérese la aplicación

T : Dom(Ai)→ ImAi

ImAi+k
,

definido por Tx = w + ImAi+k, para cada x ∈ Dom(Ai+k)

tal que (x,w) ∈ Gr(Ai).
Se observa que y ∈ T (0) si y sólo si existe w ∈ X tal que

y = w + ImAi+k con (0, w) ∈ Gr(Ai), esto es, w ∈ Ai(0) ⊆
Ai+k(0) ⊆ ImAi+k, luego y = ImAi+k. Aśı que T (0) = {0} .
Debido a lo anterior y a la definición de T, se tiene que T es

un operador lineal.

Por otro lado, sea x ∈ KerT. Entonces Tx = ImAi+k =

y+ImAi+k, para algún y ∈ ImAi+k tal que (x, y) ∈ Gr(Ai).
Como y ∈ ImAi+k, existe z ∈ Dom(Ai+k) tal que (z, y) ∈
Gr(Ai+k), luego existe w ∈ X tal que (z, w) ∈ Gr(Ak) y
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(w, y) ∈ Gr(Ai).
Aśı, (x−w, 0) = (x, y)− (w, y) ∈ Gr(Ai), lo que implica que

x−w ∈ KerAi y w ∈ ImAk. Además, x = w+(x−w), luego

x ∈ ImAk +KerAi; también se observa que x ∈ Dom(Ai) y

por tanto, x ∈ (ImAk +KerAi) ∩Dom(Ai).

Rećıprocamente, sea x ∈ (ImAk + KerAi) ∩Dom(Ai). En-

tonces existe w ∈ X tal que (x,w) ∈ Gr(Ai) y existen

y ∈ ImAk, z ∈ KerAi, por ende, (y, w) = (x,w) − (z, 0) ∈
Gr(Ai).

Ya que y ∈ ImAk, existe t ∈ Dom(Ak) tal que (t, y) ∈
Gr(Ak). De esto se sigue que (t, w) ∈ Gr(Ai+k) y

Tx = w + ImAi+k = ImAi+k,

es decir, x ∈ KerT. Por lo tanto, KerT = (ImAk+KerAi)∩
Dom(Ai) y por el primer Teorema de isomorfismos de espa-

cios vectoriales,

Dom(Ai)

(ImAk +KerAi) ∩Dom(Ai)
∼=

ImAi

ImAi+k
.

(v) Sea i ∈ N ∪ {0} , por (iv) se tiene que

KerAi+1

(KerAi + ImA) ∩KerAi+1
∼=

KerA ∩ ImAi

KerA ∩ ImAi+1
.

Lo que implica

KerAi+1

(KerAi + ImA) ∩KerAi+1
∼=
KerAi+1 +KerAi + ImA

KerAi + ImA
=

=
KerAi+1 + ImA

KerAi + ImA
.

Por lo tanto, dim
KerA

KerA ∩ ImAi
= dim

KerAi

ImA ∩KerAi
.

Las demostraciones del Lema 1.2.3 y de la Proposición 1.2.1

serán omitidas ya que no representan el objetivo central de la tesis.

Sin embargo, el lector puede acudir a [9] para más detalles.
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Lema 1.2.3. Sean A ∈ LR(X) y r ∈ N ∪ {0} . Entonces

dim
KerAr + ImA

ImA
= dim

KerAr

KerAr ∩ ImA
≤

≤ dim Dom(Ar)

Dom(Ar) ∩ ImA
= dim

Dom(Ar) + ImA

ImA
.

Proposición 1.2.1. Sea A ∈ LR(X).

(i) Si existe k ∈ N ∪ {0} tal que KerAk = KerAk+1, entonces

KerAn = KerAk para cada n ≥ k,

(ii) si existe k ∈ N ∪ {0} tal que Ak(0) = Ak+1(0), entonces

An(0) = Ak(0) para cada n ≥ k.

Definición 1.2.1. Sea A ∈ LR(X). Se definen:

(i) R0(A) =
∞⋃
i=1

KerAi,

(ii) R∞(A) =

∞⋃
i=1

Ai(0),

(iii) Rc(A) = R0(A) ∩R∞(A).

Puesto que, para cada i ∈ N, KerAi = (A−1)i(0) y Ai(0) =

Ker(A−1)i, entonces R0(A) = R∞(A−1) y R∞(A) = R0(A−1).

Aśı,

Rc(A) = R∞(A−1) ∩R0(A−1) = Rc(A
−1).

Proposición 1.2.2. Sea A ∈ LR(X). Rc(A) 6= {0} si y sólo si

existen x1, x2, ..., xn ∈ X \ {0} tales que

(0, x1), (x1, x2), ..., (xn−1, xn), (xn, 0) ∈ Gr(A).

Demostración. (⇒) Supóngase que Rc(A) 6= {0} . Entonces existe

x /∈ {0} tal que x ∈ R0(A) y x ∈ R∞(A). Esto es, existen r, s ∈ N
tales que x ∈ KerAr y x ∈ As(0).
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Puesto que x ∈ KerAr, (x, 0) ∈ Gr(Ar).Aśı que existen y1, ..., yr−1 ∈
X tales que

(0, y1), (y1, y2, )..., (yr−1, x) ∈ Gr(A).

De forma similar, como x ∈ As(0), entonces (0, x) ∈ Gr(As). Aśı

que existen z1, ..., zs−1 ∈ X tales que

(x, z1), (z1, z2), ..., (zs−1, x) ∈ Gr(A).

Para i = 1, ..., r−1, xi := yi y para cada j = 1, ..., s−1, xi+j := zj

de tal manera que

(0, x1), (x1, x2), ..., (xn−1, xn), (xn, 0) ∈ Gr(A),

y basta elegir aquellos elementos diferente de cero.

(⇐) Supóngase que existen x1, x2, ..., xn ∈ X \ {0} tales que

(0, x1), (x1, x2), (x2.x3), ..., (xn−1, xn), (xn, 0) ∈ Gr(A).

Puesto que (x1, x2), (x2.x3) ∈ Gr(A), entonces (x1, x3) ∈ Gr(A2);

continuando de forma recursiva, se puede observar que (x1, 0) ∈
Gr(An), esto es, x1 ∈ KerAn ⊆ R0(A). También se observa que

x1 ∈ A(0) ⊆ R∞(A).

Sabiendo que x1 6= 0, concluye que Rc(A) 6= {0} .

Proposición 1.2.3. Sea A ∈ LR(X) tal que Rc(A) = {0} y sean

i, k ∈ N ∪ {0} . Entonces

KerAi+k

KerAi
∼= ImAi ∩KerAk (1.2)

y

Ai+k(0)

Ai(0)
∼= Dom(Ai) ∩Ak(0). (1.3)
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Demostración. Sea x ∈ KerAi+k. Entonces existe w ∈ KerAk tal

que (x,w) ∈ Gr(Ai) y (w, 0) ∈ Gr(Ak), esto es w ∈ KerAk. Pues-

to que Rc(A) = {0} , se sigue que w es único con dicha propiedad.

También se puede observar que w ∈ KerAk ∩ ImAi.
Por lo anterior, es posible construir un operador T : KerAi+k →
ImAi ∩KerAk definido por Tx = w. Es claro que T es suprayec-

tivo.

Se observa que x ∈ KerT si y sólo si Tx = 0 si y sólo si (x, 0) ∈
Gr(Ai) si y sólo si x ∈ KerAi. Aśı, KerT = KerAi.

Por el primer Teorema de isomorfismos de espacios vectoriales,

KerAi+k

KerAi
∼= ImAi ∩KerAk.

Ahora, como Rc(A) = Rc(A
−1), se procede de igual forma para

demostrar (1.3).

Proposición 1.2.4. Sea A ∈ LR(X). Si existe r ∈ N tal que

Dom(Ar) ∩A(0) = {0} ó ImAr ∩KerA = {0} ,

entonces, Rc(A) = {0} .

Demostración. Caso 1 : Dom(Ar) ∩A(0) = {0} .
Para r = 0, Dom(Ar)∩A(0) = Dom(I)∩A(0) = A(0) = {0} . Aśı

que A es un operador lineal, por ende, para cada i ∈ N, Ai también

es un operador lineal, esto es, para cada i ∈ N, Ai(0) = {0} . Luego,

por definición, Rc(A) = R0(A) ∩R∞(A) = R0 ∩ {0} = {0} .
Ahora, sea r ∈ N y supóngase queRc(A) 6= {0} . Por la Proposición

1.2.2, existen x1, ..., xn ∈ X \ {0} tales que

(0, x1), (x1, x2), ..., (xn−1xn), (xn, 0) ∈ Gr(A).

Obsérvese que (x1, 0) ∈ Gr(An) y (0, x1) ∈ Gr(A), esto es, x1 ∈
KerAn ⊆ Dom(Ar) y x1 ∈ A(0), lo que es una contradicción.

Caso 2: ImAr ∩KerA = {0} .
Puesto que Rc(A) = Rc(A

−1), ImAr = Dom((A−1)r), y KerA =

A−1(0), entonces se procede de forma similar que en el Caso 1.



26 CAPÍTULO 1. RELACIONES LINEALES

Definición 1.2.2. Sea A ∈ LR(X).

(i) α(A) := mı́n
{
k ∈ N : KerAk = KerAk+1

}
es llamado el as-

censo de A,

(ii) δ(A) := mı́n
{
k ∈ N : ImAk = ImAk+1

}
llamado el descenso

de A,

Si el mı́nimo en (i) y (ii) no existe, entonces se dirá que es ∞.

Definición 1.2.3. Sea A ∈ LR(X).

(i) n(A) := dimKerA es llamada nulidad de A,

(ii) d(A) := dim(X/ImA) es llamada deficiencia de A.

Proposición 1.2.5. Sean A ∈ LR(X) y r ∈ N ∪ {0} . Si X =

Dom(Ar) + ImA, entonces d(A) = dim
Dom(Ar)

ImA ∩Dom(Ar)
.

En particular, si X = KerAr + ImA, entonces

d(A) = dim
Dom(Ar)

ImA ∩Dom(Ar)
= dim

KerAr

ImA ∩KerAr
.

Demostración. Por el Lema 1.2.3,

dim
Dom(Ar)

Dom(Ar) ∩ ImA
= dim

Dom(Ar) + ImA

ImA
= dim

X

ImA
.

Si se asume que X = KerAr + ImA, nuevamente por el Lema

1.2.3,

dim
KerAr

KerAr ∩ ImA
= dim

KerAr + ImA

ImA
= dim

X

ImA
.

Proposición 1.2.6. Sean A ∈ LR(X) y r ∈ N ∪ {0} . Si KerA ∩
ImAr = {0} , entonces n(A) = dim

KerAr

ImA ∩KerAr
≤ d(A). Además,

si X = KerAr+ImA, entonces n(A) = d(A) = dim
KerAr

ImA ∩KerAr
.

Rećıprocamente, si KerA ∩ ImAr = {0} y n(A) = d(A) <∞, en-

tonces X = KerAr + ImA.
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Demostración. Por la Proposición 1.2.2 (v), se tiene

n(A) = dim
KerA

KerA ∩ ImAr
= dim

KerAr

ImA ∩KerAr
≤

≤ dim X

ImA ∩X
= d(A).

Ahora, se asume que X = KerAr+ImA. Por la Proposición 1.2.5,

d(A) = dim
KerAr + ImA

ImA
= dim

KerAr

KerAr ∩ ImA
= n(A).

Rećıprocamente, puesto que n(A) = d(A), entonces

n(A) = dim
KerAr

KerAr ∩ ImA
= dim

X

ImA ∩X
= d(A),

luego, ImA+KerAr = X.

Proposición 1.2.7. Sea A ∈ LR(X).

(i) Si existe p ∈ N∪ {0} tal que KerA∩ ImAp = {0} , entonces

Rc(A) = {0} y α(A) ≤ p.

(ii) Si existe p ∈ N ∪ {0} tal que Rc(A) = {0} y α(A) ≤ p,

entonces para cada k ∈ N, KerAk ∩ ImAp = {0} .

Demostración.

(i) Supóngase que, para algún p ∈ N∪{0} , KerA∩ImAp = {0} .
Por la Proposición 1.2.2, Rc(A) = {0} .
Resta probar que α(A) ≤ p. Sea x ∈ KerAp+1. Entonces

existe y ∈ X tal que (x, y) ∈ Gr(Ap) y (y, 0) ∈ Gr(A).

Aśı, y ∈ ImAp y y ∈ KerA, es decir y ∈ ImAp ∩ KerA,
luego y = 0; esto implica que x ∈ KerAp. Por lo tanto,

KerAp+1 ⊆ KerAp y se concluye que α(A) ≤ p.

(ii) Supóngase que Rc(A) = {0} y α(A) ≤ p, para algún p ∈
N ∪ {0} . Es claro que para cada k ∈ N, KerAp+k = KerAp

de modo que KerAp+k/KerAp = {0} .
Por la Proposición 1.2.3 (1.2), KerAk ∩ ImAp = {0} .
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Corolario 1.2.8. Sea A ∈ LR(X) con Rc(A) = {0} . Si α(A) =

p < ∞, entonces n(A) ≤ d(A). Si X = ImA + KerAp, entonces

n(A) = d(A).

Además, si α(A) = p < ∞ y n(A) = d(A) < ∞, entonces X =

ImA+KerAp.

Demostración. Puesto que Rc(A) = {0} y p < ∞, por la Propo-

sición 1.2.7 (ii), KerA ∩KerAp = {0} . Aplicando la Proposición

1.2.6, se sigue que d(A) = n(A) y X = ImA+KerAp.

Proposición 1.2.9. Sea A ∈ LR(X).

(i) Supóngase que Rc(A) = {0} . Si α(A) < ∞ y δ(A) < ∞,
entonces α(A) ≤ δ(A).

(ii) Supóngase que p = α(A) < ∞ y que q = δ(A) < ∞. Si

p = q, entonces Dom(Ap) ⊆ ImA + Dom(Aq). Más aún, si

Dom(Ap) ⊆ ImA+Dom(Aq) y p ≤ q, entonces p = q.

Demostración.

(i) Sean p = α(A) y q = δ(A) y supóngase que p > q. Entonces

ImAp = ImAq y esto implica que KerA∩ ImAp = KerA∩
ImAq. Por (1.2) de la Proposición 1.2.3,

KerAq+1

KerAq
∼= ImAq ∩KerA =

= ImAp ∩KerA ∼=
KerAp+1

KerAp
= {0} .

Aśı que,
KerAq+1

KerAq
∼= ImAq = {0} , lo que es una contradic-

ción. Por lo tanto, p ≤ q.

(ii) Supóngase que p = q. Entonces Dom(Ap) = Dom(Aq); por

consiguiente, Dom(Ap) ⊆ ImA+Dom(Aq).

Ahora supóngase que Dom(Ap) ⊆ ImA+Dom(Aq) y p ≤ q.
Por el Lemma 1.2.2 (iv),

Dom(Aq)

(ImA+KerAq) ∩Dom(Aq)
∼=

ImAq

ImAq+1
= {0} ,
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lo que implica que Dom(Aq) = (ImA+KerAq)∩Dom(Aq)

y por lo tanto, Dom(Aq) ⊆ ImA+KerAq.

Por hipótesis,Dom(Ap) ⊆ ImA+Dom(Aq) ⊆ ImA+KerAq.

Además, como p ≤ q, por definición se tiene KerAp =

KerAq, luego Dom(Ap) ⊆ ImA+KerAp. Nuevamente por

el Lemma 1.2.2 (iv),

ImAp

ImAp+1
∼=

Dom(Ap)

(ImA+KerAp+1) ∩Dom(Aq)
= {0} ,

entonces ImAp = ImAp+1, esto es, p ≥ q.

Proposición 1.2.10. Sea A ∈ LR(X).

(i) Si existe p ∈ N ∪ {0} y X = ImAp ⊕ KerAp, entonces

α(A) ≤ p, δ(A) ≤ p y A es completamente reducido por

(ImAp,KerAp).

(ii) Supóngase que Rc(A) = {0} . Si Dom(A) = X, α(A) < ∞
y q = δ(A) <∞, entonces A es completamente reducido por

(ImAq,KerAq).

Demostración.

(i) Sea x ∈ KerAp+1. Entonces (x, 0) ∈ Gr(Ap+1) y por ende

existe y ∈ X tal que (x, y) ∈ Gr(Ap) y (y, 0) ∈ Gr(A). De

esto se observa que y ∈ ImAp ∩KerA.
Puesto que KerA ⊆ KerAp, entonces y ∈ KerAp, de modo

que y ∈ ImAp ∩KerAp = {0} , es decir, y = 0. Aśı, (x, y) =

(x, 0) ∈ Gr(Ap), esto es, x ∈ KerAp; lo que prueba que

KerAp+1 = KerAp y po lo tanto, α(A) ≤ p.
Similarmente, sea y ∈ ImAp. Como X = ImAp ⊕ KerAp,
existen únicos x1 ∈ ImAp y x2 ∈ KerAp tales que x =

x1 +x2. Nótese que existe z ∈ X Tal que (z, x1) ∈ Gr(Ap) y

(x2, 0) ∈ Gr(Ap). De esto se sigue que

(x1, y) = (x, y)− (x2, 0) ∈ Gr(Ap).
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Aśı, (z, y) ∈ Gr(ApAp) = Gr(A2p), de tal manera que y ∈
ImA2p, esto significa que ImAp = ImA2p y por lo tanto,

δ(A) ≤ p.
Por otro lado, sea (x, y) ∈ Gr(A). Por hipótesis, existen

únicos x1 ∈ ImAp y x2 ∈ KerAp tales que x = x1 + x2.

Se puede observar que existe y1 ∈ X tal que (x2, y1) ∈ Gr(A)

y (y1, 0) ∈ Gr(Ap−1). Luego

(x1, y − y1) = (x, y)− (x2, y1) ∈ Gr(A).

Por ende, y− y1 ∈ Ax ⊆ AAp+1z, para algún z ∈ X, esto es,

y − y1 ∈ ImAp+1 = ImAp. De esto se sigue que

(x1, y − y1) ∈ Gr(A) ∩ (ImAp × ImAp) = Gr(AImAp).

Aśı mismo, se observa que y1 ∈ KerAp−1 ⊆ KerAp y x2 ∈
KerAp. Entonces

(x2, y1) ∈ Gr(A) ∩ (KerAp ×KerAp) = Gr(AKerAp).

Por lo tanto,

(x, y) = (x1, y − y1) + (x2, y2) ∈ Gr(AImAp)⊕Gr(AKerAp).

(ii) Por la Proposición 5.8 de [9], se tiene que X = ImAq ⊕
KerAq. Y por (i) se sigue que A es completamente reducido

por (ImAq,KerAq).

1.3. Continuidad y acotación

En este apartado se define la norma de una relación lineal a

través de la norma de un operador de rango cociente asociado.

Esto permite estudiar las nociones de continuidad y acotación de

una relación lineal.

En lo sucesivo X, Y, Z, ... denotarán espacios normados sobre el
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campo K. Se considerará al espacio producto X×Y equipado con

la siguiente norma: para x ∈ X y y ∈ Y

||(x, y)|| = máx {||x||X , ||y||Y } .

Para A ∈ LR(X,Y ), la proyección canónica de Y en Y/A(0) será

denotada por QY
A(0)

ó simplemente por Q cuando no hay riesgo de

confusión.

Haciendo uso de la proyección canónica, se define la aplicación

QA : X → Y/A(0) por QAx = y +A(0), para cada x ∈ X tal que

(x, y) ∈ Gr(A).

Proposición 1.3.1. Sea A ∈ LR(X,Y ). QA es un operador li-

neal.

Demostración. Se verá que QA está bien definida.

Sean x,w ∈ Dom(A) tales que x = w. Entonces para algunos

y, z ∈ X tales que (x, y), (w, z) ∈ Gr(A), QAx = y + A(0) y

QAw = z +A(0).

Puesto que x = w, y, z ∈ Ax, lo que equivale a que Ax = y+A(0)

y Ax = z +A(0), de manera que y +A(0) = z +A(0). De esto se

sigue que y−z ∈ A(0) ⊆ A(0), lo que implica y+A(0) = z+A(0),

esto es, QAx = QAw.

Por la Proposición 1.1.17, QA(0) = Q(0) = A(0), donde A(0) es el

elemento cero del espacio cociente Y/A(0). Además, es claro, por

la linealidad de A y de Q, que para cualesquiera x, y ∈ Dom(A),

QA(x + y) = QAx + QAy y para cualquier α ∈ K, QA(αx) =

αQAx.

Por lo tanto, QA es un operador lineal.

La dificultad al tratar definir la norma de una relación lineal

radica precisamente en los múltiples valores que esta puede tomar.

Sin embargo, debido a la Proposición 1.3.1, a cada relación lineal

A, se le puede asignar un operador lineal QA, de manera que

la norma de A se puede definir v́ıa QA como dicta la siguiente

definición.
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Definición 1.3.1. Si A ∈ LR(X,Y ), se define

||Ax|| := ||QAx|| (1.4)

||A|| := ||QA||, (1.5)

llamada la norma de Ax y la norma de A, respectivamente.

Proposición 1.3.2. Si A ∈ LR(X,Y ), entonces para cualquier

x ∈ Dom(A)

(i) ||Ax|| = d(y,A(0)), para cualquier y ∈ Ax,

(ii) ||Ax|| = d(Ax,A(0)) = d(Ax, 0).

Demostración.

(i) Si y ∈ Ax, entonces Ax = y + A(0) y por tanto, ||Ax|| =

||y +A(0)|| = ı́nf {||y + a|| : a ∈ A(0)} = d(y,A(0)).

(ii) Para un z ∈ Ax fijo se tiene que

d(Ax, 0) = ı́nf {||0 + y|| : y ∈ Ax} = ı́nf {||y|| : y ∈ Ax} =

= ı́nf {||z − (z − y)|| : y ∈ Ax} .

Además se observa que z − y ∈ A(0), entonces si se define a

k := z − y y aplicando (i),

ı́nf {||z − (z − y)|| : y ∈ Ax} = ı́nf {||z − k|| : k ∈ A(0)}

= d(z,A(0)) = ||Ax||.

Definición 1.3.2. Sea A ∈ LR(X,Y ). Se dirá que A es continua

si el operador QA : X → Y/A(0) es continuo.

Se dirá que A es acotada si es continua y Dom(A) = X.

La clase de todas las relaciones lineales acotadas de X en Y se

denotará por BL(X,Y ) y BL(X,X) := BL(X).
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Definición 1.3.3. Sea A ∈ LR(X,Y ). Se dirá que A es una re-

lación lineal abierta si para subconjunto abierto U de Dom(A),

A[U ] es un subconjunto abierto de ImA, donde Dom(A) y ImA

están equipados con la topoloǵıa relativa.

Proposición 1.3.3. A ∈ LR(X,Y ) es continua si y sólo si A−1

es una relación lineal abierta.

Demostración. (⇐) Supóngase queA−1 es una relación lineal abier-

ta. Sea x ∈ Dom(A) y sea V/A(0) un subconjunto abierto de

Y/A(0) tal que V es un subconjunto abierto de Im(A) y QAx ∈
V/A(0).

Para cualquier y ∈ Ax, y ∈ V. Por hipótesis, existe un abierto U

tal que x ∈ U y U ⊆ A−1[V ], lo que implica que A[U ] ⊆ V y por

tanto A[U ]/A(0) ⊆ V/A(0), donde A[U ]/A(0) = QA[U ].

Aśı que, A es continua.

(⇒) Supóngase que A es continua. Sean V un subconjunto abier-

to de Dom(A−1) y w ∈ A−1[V ]. Entonces existe y ∈ V tal que

w ∈ A−1y; de donde se obtiene que y ∈ Aw.
Puesto que Dom(A−1) = ImA, entonces existe un abierto U tal

que y ∈ U y QA[U ] = A[U ]/A(0) ⊆ V/A(0). Aqúı se observa que

A[U ] ⊆ V, luego U ⊆ A−1 [A [U ]] ⊆ A−1[V ].

Se concluye que A−1 es abierta.

Corolario 1.3.4. Sea A ∈ LC(X,Y ) abierta. Entonces existe

M > 0 tal que para cada x ∈ Dom(A),

d(x,KerA) ≤M ‖Ax‖ .

Demostración. Puesto que A es abierta, por la Proposición 1.3.3,

A−1 es continua. Entonces existe M > 0 tal que para cada y ∈
Dom(A−1),

∥∥A−1y
∥∥ ≤M ‖y‖ .

Como y ∈ Dom(A−1) = ImA, entonces existe x ∈ Dom(A) tal

que y ∈ Ax, esto es, Ax = y + A(0). Además, A−1y = A−1Ax =
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x+A−1(0). Aśı,∥∥A−1y
∥∥ =

∥∥x+A−1(0)
∥∥ = d(x,KerA)

≤M ı́nf {‖y − z‖ : z ∈ A(0)} = M ‖y +A(0)‖ = M ‖Ax‖ .

1.4. Relaciones lineales cerradas

La noción de relación lineal cerrada es motivada por el concep-

to de operador cerrado.

En esta sección se estudia una caracterización de las relaciones

lineales cerradas mediante su multivalor y su operador asociado.

También se estudian resultados que permiten clarificar su impor-

tancia dentro de la teoŕıa espectral. La sección culmina presentan-

do un Teorema de la aplicación abierta para relaciones lineales.

Definición 1.4.1. Si A ∈ LR(X,Y ), se define la clausura de A

como la relación lineal A tal que Gr(A) = Gr(A).

Definición 1.4.2. Se dirá que A ∈ LR(X,Y ) es cerrada si A = A.

La clase de todas las relaciones lineales cerradas de X en Y se

denotará por LC(X,Y ), LC(X,X) := LC(X).

BLR(X,Y ) denotará a la clase de todas las relaciones lineales

acotadas, BLC(X,Y ) denotará a la clase de todas las relaciones

lineales que son cerradas y acotadas, BLC(X,X) := BLC(X).

De la Definición 1.4.1 se deduce que A ∈ LC(X,Y ) si Gr(A) es un

subespacio cerrado de X×Y. Además, es claro que A ∈ LC(X,Y )

si y sólo si A−1 ∈ LC(Y,X).

Definición 1.4.3. Sea A ∈ LR(X,Y ) y sean X̃, Ỹ las completa-

ciones de X, Y, respectivamente, esto es, X̃ y Ỹ son espacios de

Banach. Sea G ⊆ X̃ × Ỹ la completación del subespacio Gr(A).

La relación lineal Ã definida por Gr(Ã) := G es llamada la com-

pletación de A y es tal que Ã ∈ LR(X̃, Ỹ ).

Proposición 1.4.1. Sea A ∈ LR(X,Y ), con X e Y espacios nor-

mados. Si A ∈ LC(X,Y ), entonces A(0) es un conjunto cerrado.
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Demostración. Sea v ∈ A(0). Entonces existe una sucesión (un)

en A(0), tal que ĺım
n
un = v. Aśı que, para cada n ∈ N, (0, un) ∈

Gr(A), de modo que (0, un) es una sucesión en Gr(A) tal que

ĺım
n

(0, un) = (0, v) y como Gr(A) es cerrado, entonces (0, v) ∈

Gr(A), de lo que se sigue que v ∈ A(0) y por tanto, A(0) ⊆ A(0).

Se concluye que A(0) es cerrado.

Proposición 1.4.2. Si A ∈ LC(X,Y ), entonces QA es un ope-

rador lineal cerrado, es decir, Gr(QA) es cerrado en X × Y.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, considérese (x,Qy) ∈
Gr(QA), con y ∈ Y. Entonces existe una sucesión (xn, QAxn) en

Gr(QA) tal que ĺım
n

(xn, QAxn) = (x,Qy).

Se observa que ĺım
n
QAxn = Qy, entonces, por la continuidad de

Q, existe una sucesión (yn) en Axn y existe una sucesión (tn) en

A(0) tales que ĺım
n

(yn + tn) = y. Nótese que (xn, yn + tn) es una

sucesión en Gr(A) que converge a (x, y).

Por hipótesis A es una relación cerrada, entonces (x, y) es también

un elemento de Gr(A), de esto se sigue que y ∈ Ax de modo que

Qy ∈ QAx. Por la Proposición 1.3.1, QA es un operador lineal,

entonces QAx = Qy, entonces (x,Qy) ∈ Gr(QA) y por tanto,

Gr(QA) ⊆ Gr(QA).

Se concluye que QA es un operador cerrado.

Corolario 1.4.3. Sea A ∈ LR(X,Y ). Gr(QA) = Gr(QA).

Demostración. Puesto que A es es cerrado, por la Proposición

1.4.2, QA es un operador lineal cerrado, en particular, QA es una

relación lineal cerrada, entonces, Gr(QA) ⊆ Gr(QA) ⊆ Gr(QA).

Por otro lado, sea (x,Qy) ∈ Gr(QA). Entonces QAx = Qy, es

decir, existe t ∈ Y con (x, t) ∈ Gr(A) tal que Qt = t + A(0) =

Qy, de modo que existe una sucesión (xn, yn) ∈ Gr(A) tal que

ĺım
n

(xn, yn) = (x, t).

Además, (xn, Qyn) es una sucesión en Gr(QA), entonces para cada
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n ∈ N, (xn, Qyn) = (xn, QAxn) y es tal que

ĺım
n

(xn, QAxn) = (x,Qy).

Puesto que (xn, QAxn) es una sucesión en Gr(QA), también es

una sucesión en Gr(QA) que converge a (x,Qy). Como Gr(QA)

es cerrado, (x,Qy) ∈ Gr(QA). Aśı, Gr(QA) ⊆ Gr(QA).

Se concluye que Gr(QA) = Gr(QA).

Proposición 1.4.4. Sea A ∈ LR(X,Y ). A ∈ LC(X,Y ) si y sólo

si QA es un operador cerrado y A(0) es un conjunto cerrado.

Demostración. (⇒) Supóngase que A es una relación lineal cerra-

da. De la Proposición 1.4.1 y la Proposición 1.4.2 se sigue que QA

es un operador lineal cerrado y que A(0) es un conjunto cerrado.

(⇐) Supóngase ahora que QA es un operador lineal cerrado y

que A(0) es un conjunto cerrado. Se verá que A es una relación

lineal cerrada.

Sea (x, y) ∈ Gr(A). Entonces existe una sucesión (xn, yn) enGr(A)

tal que ĺım
n

(xn, yn) = (x, y).

Considérese que (xn, Qyn) es una sucesión en Gr(QA) tal que

ĺım
n

(xn, Qyn) = (x,Qy) y como QA es cerrado, entonces (x,Qy) ∈
Gr(QA).

Además, por el Corolario 1.4.3, Gr(QA) = Gr(QA), lo que implica

que

QAx = Qy = y +A(0) = y +A(0).

Entonces existe t ∈ Y con (x, t) ∈ Gr(A) tal que t + A(0) =

y+A(0), lo que implica que y−t ∈ A(0), esto es, (0, y−t) ∈ Gr(A).

ComoGr(A) es un subespacio deX×Y, entonces (x, t)+(0, y−t) =

(x, y) ∈ Gr(A).

Se concluye que A es una relación lineal cerrada.

Proposición 1.4.5. Sea A ∈ LC(X,Y ). KerA es un subespacio

cerrado de X.
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Demostración. Sea x ∈ KerA. Entonces existe una sucesión (xn)

en KerA tal que ĺım
n
xn = x.

Puesto que, para cada n ∈ N, (xn, 0) ∈ Gr(A), entonces

ĺım
n

(xn, 0) = (x, 0) ∈ Gr(A).

Lo que implica que x ∈ KerA y por lo tanto, KerA es cerrado.

La siguiente definición y los siguientes lemas son el preámbulo

para abordar un Teorema de la aplicación abierta para relacio-

nes lineales. Por ende, las demostraciones de dichos lemas serán

omitidas y podrán encontrarse en [3].

Definición 1.4.4. Sea X un espacio de Banach y sean M, N

subespacios de X. BX denotará la bola cerrada unitaria en el es-

pacio X.

γ(M,N) := {λ ∈ [0, 1] : λBX ∩ (M +N) ⊆ (M ∩ BX) +N}

es llamada la brecha máxima entre M y N.

Lema 1.4.1. M +N es cerrado si y sólo si γ(M,N) > 0.

Lema 1.4.2. Sean X, Y espacios de Banach y sea T : X → Y un

operador lineal cerrado. T es continuo si y sólo si existe λ > 0 tal

que

λBDom(T )×Y ⊆ BGr(T ) + ({0} × Y ).

Demostración. (⇒) Supóngase que T es continua. Considérese

λ := mı́n
{

1, ‖T‖−1
}
.

Sea (x, y) ∈ λBDom(T )×Y . Entonces

λ(x, y) = (λx, λTx) + (0, λy − λTx),

con (λx, λTx) ∈ BGr(T ) y (0, λy − λTx) ∈ {0} × Y.

(⇐) Sea x ∈ Dom(T ) tal que ‖x‖ = 1. Entonces

λ(x, 0) = (λx, λTx) + (0, λTx).
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Puesto que (λx, λTx) ∈ BGr(T ), entonces

λ ‖Tx‖ = ‖λTx‖ ≤ ‖λTx‖+ ‖λx‖ = ‖(λx, λTx)‖ ≤ 1.

Aśı, ‖Tx‖ ≤ 1

λ
y por lo tanto, T es continua.

Proposición 1.4.6. A ∈ LC(X,Y ) es continua si y sólo si Dom(A)

es cerrado en X.

Demostración. Puesto que A es cerrada, por la Proposición 1.4.2,

QA es un operdor lineal cerrado cuyo dominio es Dom(A).

Sean M := Gr(A) y N := {0}×Y. Entonces M+N = Dom(A)×Y.
Aśı que, Dom(A) es cerrado si y sólo si M +N es cerrado. Por el

Lema 1.4.2, lo anterior equivale a que QA es continua, es decir, A

es una relación lineal continua.

Corolario 1.4.7 (Teorema de la aplicación abierta para relaciones

lineales). A ∈ LC(X,Y ) es abierta si y sólo si ImA es cerrado en

Y.

Demostración. (⇒) SiA es abierta, por definición,A−1 ∈ LC(Y,X)

es continua. Por la Proposición 1.4.6, Dom(A−1) = ImA es cerra-

do.

(⇐) Se procede de forma similar. Por la Proposición 1.2.10

1.5. Parte quasinilpotente

Está sección está dedicada a estudiar los resultados básicos

referentes a la parte quasinilpotente y al núcleo anaĺıtico de una

relación lineal.

N∗ = N∪{0} denotará al conjunto de números naturales exten-

didos y se considerará que las sucesiones inician con el sub́ındice

n = 0.
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Definición 1.5.1. Sea A ∈ BLC(X). Se define

H0(A) := {x ∈ X : existe (xn) ⊆ X tal que x0 = x ,∀n ∈ N∗,

xn+1 ∈ Axn y ĺım
n
‖xn‖

1
n = 0

}
,

llamada la parte quasinilpotente de A.

Proposición 1.5.1. Sea A ∈ BLC(X). Considérese el conjunto

H̃0(A) := {x ∈ X : existe (xn) ⊆ X tal que x0 = x ,∀n ∈ N∗,

xn+1 ∈ Axn y ĺım
n

(d(xn, A(0)))
1
n = 0

}
.

Entonces H0(A) = H̃0(A).

Demostración. Sea x ∈ H0(A). Entonces existe una sucesión (xn)

en X tal que x0 = x, para cada n ∈ N∗, xn+1 ∈ Axn y ĺım
n
‖xn‖

1
n =

0.

Se observa que

ĺım
n
‖xn‖

1
n ≥ ĺım

n
(d(xn, A(0)))

1
n ≥ 0.

Aśı, ĺım
n

(d(xn, A(0)))
1
n = 0 y por lo tanto, x ∈ H̃0(A).

Rećıprocamente, considérese x ∈ H̃0(A). Aśı, existe una suce-

sión (yn) en X tal que y0 = x, para cada n ∈ N∗, yn+1 ∈ Ayn,

ĺım
n

(d(yn, A(0)))
1
n = 0.

Puesto que A es cerrado, entonces A(0) también es cerrado, de

manera que existe una sucesión (an) en A(0) tal que d(yn, A(0)) =

‖yn − an‖ .
La sucesión (xn) se define por x0 := x y para cada n ∈ N,
xn := yn − an. Aśı, para cada n ∈ N,

Axn = A(yn − an) = Ayn −Aan = Ayn −A(0) = Ayn

y para cada n ∈ N∗,

xn+1 = yn+1 − an+1 ∈ Ayn −A(0) = Ayn = Axn.
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Además,

ĺım
n
‖xn‖

1
n = ĺım

n
‖yn − an‖

1
n = ĺım

n
(d(tn, A(0)))

1
n = 0.

Por lo tanto, x ∈ H0(A) y se concluye que H0(A) = H̃0(A).

El objetivo de la Proposición 1.5.1 es mostrar el comporta-

miento de la parte quasinilpotente de A ∈ BLC(X) desde la pers-

pectiva de las distancias de una sucesión a su multivalor. Esto

también permite trabajar de manera equivalente con la definición

dada en [7] y con H̃0(A).

Proposición 1.5.2. Sea A ∈ BLC(X). H0(A) es subespacio de

X.

Demostración. Es claro que H0(A) 6= ∅, ya que 0 ∈ H0(A), pues

al considerar la sucesión (xn) cuyos términos son todos iguales a

cero, se cumple que x0 = 0, para cada n ∈ N∗, xn+1 ∈ Axn y

ĺım
n
‖xn‖

1
n = 0.

Ahora, sean x, y ∈ H0(A) y α un escalar arbitrario. Entonces

existen sucesiones (xn) y (yn) en X tales que x0 = x, y0 = y y para

cada n ∈ N∗, xn+1 ∈ Axn, ĺım
n

(d(xn, A(0)))
1
n = 0 y yn+1 ∈ Ayn,

ĺım
n

(d(yn, A(0)))
1
n = 0. Considérese la sucesión (xn + yn). Es claro

que x+y = x0+y0 y para cada n ∈ N∗, xn+1+yn+1 ∈ Axn+Ayn =

A(xn + yn). Además,

ĺım
n

(d(xn + yn, A(0))) ≤ ĺım
n

(d(xn, A(0))
1
n + d(yn, A(0))

1
n )n,

Lo que implica que ĺım
n

(d(xn + yn, A(0)))
1
n = 0. Aśı que x + y ∈

H0(A).

Finalmente, considérese la sucesión (αxn). Es claro que αx0 = αx,

αxn+1 ∈ αAxn = A(αxn) y ĺım
n

(d(αxn, A(0)))
1
n = 0. De esto se

tiene que αx ∈ H0(A) y se concluye que H0(A) es un subespacio

de X.

Proposición 1.5.3. Sea A ∈ BLC(X). Se cumple
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(i) x ∈ H0(A) si y sólo si Ax ∩H0(A) 6= ∅,

(ii) para cada n ∈ N, KerAn ⊆ H0(A),

(iii) A[H0(A)] ⊆ H0(A).

Demostración.

(i) (⇒) Supóngase que x ∈ H0(A). Entonces existe una sucesión

(xn) en X tal que x0 = x, para cada n ∈ N∗, xn+1 ∈ Axn y

ĺım
n

(d(xn, A(0)))
1
n = 0. Obsérvese que x1 ∈ Ax0 = Ax.

Considérese la sucesión (wn) definida por w0 = x1 y wn =

xn+1, para cada n ∈ N. De esto se tiene que para cada n ∈ N,
wn ∈ Awn−1 y ĺım

n
(d(wn, A(0)))

1
n = 0.

Aśı que x1 ∈ H0(A) y por lo tanto, Ax ∩H0(A) 6= ∅.

(⇐) Supóngase que Ax ∩ H0(A) 6= ∅, para algún x ∈ X.

Entonces existe w ∈ Ax ∩ H0(A). Puesto que w ∈ H0(A),

entonces existe una sucesión (wn) en X tal que w0 = w, para

cada n ∈ N∗, wn+1 ∈ Awn y ĺım
n

(d(wn, A(0)))
1
n = 0.

Considérese la sucesión (xn) definida por x0 = x y para ca-

da n ∈ N, xn = wn−1. De esto se tiene que x1 = w0 = w ∈
Ax = Ax0 y para cada n ∈ N, xn+1 = wn ∈ Awn−1 = Axn

y ĺım
n

(d(xn, A(0)))
1
n = ĺım

n
(d(wn−1, A(0)))

1
n = 0.

Se concluye que x ∈ H0(A).

(ii) Por inducción matemática sobre n. Se verá que la afirmación

se cumple para n = 1.

Sea x ∈ KerA. Entonces 0 ∈ Ax y de esto se tiene que

Ax = A(0). Puesto que A(0) y H0(A) son subespacios de

X, entonces A(0) ∩ H0(A) 6= ∅, esto es, Ax ∩ H0(A) 6= ∅,
aplicando (i) se sigue que x ∈ H0(A).

Ahora supóngase que para algún n ∈ N se cumple KerAn ⊆
H0(A). Se probará que KerAn+1 ⊆ H0(A).

Sea x ∈ KerAn+1. Entonces 0 ∈ An+1x = An(Ax), aśı que
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existe z ∈ Ax ∩ Dom(An) tal que 0 ∈ Anz. Por hipóte-

sis inductiva, z ∈ H0(A), luego existe una sucesión (zn)

en X tal que z0 = z, para cada n ∈ N∗, zn+1 ∈ Azn y

ĺım
n

(d(zn, A(0)))
1
n = 0.

Considérese la sucesión (xn) definida por x0 = x y para ca-

da n ∈ N, xn = zn−1, de tal manera que x1 = z0 = z ∈
Ax = Ax0 y para cada n ∈ N, xn+1 = zn ∈ Azn−1 = Axn y

ĺım
n

(d(xn, A(0)))
1
n = ĺım

n
(d(zn−1, A(0)))

1
n = 0.

Por lo tanto, x ∈ H0(A).

(iii) Sea y ∈ A[H0(A)]. Entonces existe x ∈ Dom(A)∩H0(A) tal

que y ∈ Ax.
Además, existe una sucesión (xn) en X tal que x0 = x,

para cada n ∈ N∗, xn+1 ∈ Axn y ĺım
n

(d(xn, A(0)))
1
n = 0.

Considérese la sucesión (wn) definida por w0 = y y para

cada n ∈ N, wn = xn+1.

Aśı, para cada n ∈ N, wn = xn+1 ∈ Axn = Awn−1 y

ĺım
n

(d(wn, A(0)))
1
n = ĺım

n
(d(xn+1, A(0)))

1
n = 0.

Por lo tanto, y ∈ H0(A).

Proposición 1.5.4. Sea A ∈ BLC(X). Si H0(A) es un subespacio

cerrado de X, entonces AH0(A) es una relación lineal cerrada y

acotada, y H0(AH0(A)) = H0(A).

Demostración. Se sabe que relación lineal AH0(A) está determina-

da por su gráfica

Gr(AH0(A)) = Gr(A) ∩ (H0(A)×H0(A))

puesto que Gr(A) y H0(A) son subespacios cerrados de X ×X y

X, respectivamente, entonces Gr(AH0(A)) también es cerrado.

Ahora, nótese que Dom(AH0(A)) ⊆ H0(A). Si x ∈ H0(A), en-

tonces H0(A) ∩ Ax 6= ∅, es decir, Ax 6= ∅, lo que implica que

x ∈ Dom(AH0(A)) y por lo tanto, Dom(AH0(A)) = H0(A).
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Considérese la proyección canónica restringida al subespacioH0(A),

definida por Q1 := Q
H0(A)
AH0(A)(0) : H0(A)→ H0(A)/AH0(A)(0). Pues-

to que A ∈ BLC(X), entonces el operador QA es continuo, enton-

ces Q1AH0(A) es continuo. Por lo tanto AH0(A) ∈ BLC(X).

Por otro lado, sea x ∈ H0(A), entonces existe una sucesión (xn) en

X tal que x0, para cada n ∈ N∗, xn+1 ∈ Axn y ĺım
n

(d(xn, A(0)))
1
n =

0.

Considérese la sucesión (wn) definida por wn−1 = xn, para ca-

da n ∈ N. (wn) es una sucesión tal que w0 = x1 y para ca-

da n ∈ N, wn = xn+1 ∈ Axn = Awn−1 y ĺım
n

(d(wn, A(0)))
1
n =

ĺım
n

(d(xn+1, A(0)))
1
n = 0. Aśı, x1 ∈ H0(A).

Procediendo de forma recursiva, para cada n ∈ N, xn ∈ H0(A).

Aśı, para cada n ∈ N∗,

(xn, xn+1) ∈ Gr(A) ∩ (H0(A)×H0(A)),

esto es, para cada n ∈ N∗, xn+1 ∈ AH0(A)xn y por lo tanto,

x ∈ H0(AH0(A)).

Rećıprocamente, sea x ∈ H0(AH0(A)). Entonces existe una suce-

sión (xn) en X tal que x0 = x, para cada n ∈ N∗, xn+1 ∈ AH0(A)xn

y ĺım
n

(d(xn, AH0(A)(0)))
1
n = 0.

Obsérvese que para cada n ∈ N∗, xn ∈ H0(AH0(A)), lo que implica

que AH0(A)xn = Axn para cada n ∈ N∗, entonces x ∈ H0(A).

Se concluye que H0(A) = H0(AH0(A)).

Definición 1.5.2. Sea A ∈ LR(X). El núcleo anaĺıtico de A es

definido por

K(A) := {x ∈ X : ∃α > 0, ∃(xn) tal que x = x0, ∀n ∈ N∗

xn ∈ Axn+1 y d(xn,KerA ∩A(0)) ≤ αnd(x,KerA ∩A(0))}

Lema 1.5.1. Sea A ∈ LR(X). A(0) ⊆ K(A).

Demostración. Sea x ∈ A(0). Considérese la sucesión (xn) definida

por x0 = x y para cada n ≥ 1, xn = 0. Es claro que para cada
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n ∈ N∗, xn ∈ Axn+1 y para cada α > 0,

d(xn,KerA ∩A(0)) = 0 ≤ αnd(x,KerA ∩A(0)).

Por lo tanto, x ∈ K(A).

Proposición 1.5.5. Sea A ∈ BLC(X). K(A) es un subespacio

de X.

Demostración. Es claro que K(A) 6= ∅, ya que 0 ∈ A(0) ⊆ K(A).

Sean x, y ∈ K(A). Entonces existen escalares positivos α, β y exis-

ten sucesiones (xn), (yn) tales que x0 = x, y0 = y y para cada

n ∈ N∗ se tiene xn ∈ Axn+1, d(xn,KerA∩A(0)) ≤ αnd(x,KerA∩
A(0)) y yn ∈ Ayn+1, d(yn,KerA ∩A(0)) ≤ βnd(y,KerA ∩A(0)).

Considérese la sucesión (xn + yn). Es claro que x0 + y0 = x+ y y

para cada n ∈ N∗, xn + yn ∈ Axn+1 +Ayn+1 = A(xn+1 + yn+1),

d(xn+yn,KerA∩A(0)) ≤ d(xn,KerA∩A(0))+d(yn,KerA∩A(0))

≤ αnd(x,KerA ∩A(0)) + βnd(y,KerA ∩A(0)).

Si δ := máx {α, β} y

µ :=
d(x,KerA ∩A(0)) + d(y,KerA ∩A(0))

d(x+ y,KerA ∩A(0))
,

entonces

αnd(x,KerA ∩A(0)) + βnd(y,KerA ∩A(0)) ≤

≤ δnµd(x+ y,KerA ∩A(0)),

y por tanto, x+ y ∈ K(A).

Ahora, sea κ un escalar arbitrario. Si se toma la sucesión (κxn),

entonces κx0 = κx, para cada n ∈ N∗, κxn ∈ κAxn+1 = A(κxn+1)

y

d(κxn,KerA ∩A(0)) = |κ| d(xn,KerA ∩A(0)) ≤

≤ |κ|αnd(x,KerA ∩A(0)),

aśı, αx ∈ K(A) y se concluye que K(A) es un subespacio de X.
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Proposición 1.5.6. Sea A ∈ BLC(X). Entonces A[K(A)] =

K(A).

Demostración. Sea y ∈ A[K(A)]. Entonces existe x ∈ K(A) ∩
Dom(A) tal que y ∈ Ax.
Puesto que x ∈ K(A), entonces existe una sucesión (xn) en X y

existe α > 0 tales que x0 = x y para cada n ∈ N∗, xn ∈ Axn+1,

d(xn,KerA ∩A(0)) ≤ αnd(x,KerA ∩A(0)).

Considérese la sucesión (yn) definida por y0 = y y para cada n ∈
N∗, yn+1 = xn. Aśı que y0 = y ∈ Ax = Ay1; en general, para cada

n ∈ N, yn = xn−1 ∈ Axn = Ayn+1.

Además, si se define

β := máx

{
α,
d(x,KerA ∩A(0))

d(y,KerA ∩A(0))

}
,

entonces

βnd(y,KerA ∩A(0)) ≥ βn−1d(x,KerA ∩A(0)) ≥

≥ αn−1d(x,KerA ∩A(0)) ≥ d(xn−1,KerA ∩A(0)) =

d(yn,KerA ∩A(0)).

Aśı, y ∈ K(A).

Por otro lado, sea w ∈ K(A). Entonces existe δ > 0 y existe

una sucesión (wn) en X tales que w0 = w, para cada n ∈ N∗,
wn ∈ Awn+1 y

d(wn,KerA ∩A(0)) ≤ δnd(w,KerA ∩A(0)).

Considérese la sucesión (zn) definida por z0 = w1 y para cada

n ∈ N, zn = wn+1. Entonces z0 = w1 ∈ Aw2 = Az1 y en general,

para cada n ∈ N, zn = wn+1 ∈ Awn+2 = Azn+1. Además, si

ε := máx

{
δ, δ2 d(w,KerA ∩A(0))

d(w1,KerA ∩A(0))

}
,
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entonces

εnd(w1,KerA ∩A(0)) ≥ εn−1δ2d(w,KerA ∩A(0)) ≥

≥ δn−1δ2d(w,KerA ∩A(0)) = δn+1d(w,KerA ∩A(0))

≥ d(wn+1,KerA ∩A(0)) = d(zn,KerA ∩A(0)).

Esto implica que w1 ∈ K(A) y por lo tanto, Aw1 ⊆ A[K(A)]. Se

concluye que w ∈ A[K(A)].

Proposición 1.5.7. Sea A ∈ BCL(X). Si E es un subespacio

cerrado de X tal que A[E] = E, entonces E ⊆ K(A).

Demostración. Sea A0 := AE . Puesto que A[E] = E, A0 supra-

yectiva y por el Teorema de la aplicación abierta para relaciones

lineales (1.4.7), A0 es una relación lineal abierta.

Aśı, existe δ > 0 tal que, para cada x ∈ E,

d(x,KerA0) ≤ δ ‖A0x‖ .

Sean ε > 0 y w ∈ E. Entonces existe x ∈ E tal que w ∈ Ax, de

modo que es posible encontrar y ∈ KerA tal que

‖x− y‖ ≤ (δ + ε)d(w,A(0)).

Se define w1 = x− y. Como y ∈ KerA, entonces 0 ∈ Ay, esto es,

Ay = A(0). Aśı,

w ∈ Ax = Ax−A(0) = Ax−Ay = A(x− y) = Aw1

y

d(w1, A(0) ∩KerA) ≤ (δ + ε)d(w,KerA ∩A(0)).

Aplicando de forma recursiva el procedimiento anterior, se cons-

truye una sucesión (wn) tal que w0 = w, para cada n ∈ N∗,
wn ∈ Awn+1 y

d(wn,KerA ∩A(0)) ≤ (δ + ε)nd(w,KerA ∩A(0)).

Se concluye que w ∈ K(A).



Caṕıtulo 2

Teoŕıa espectral

En el presente caṕıtulo se plantean los conceptos de espectro,

conjunto resolvente y función resolvente, de manera que se es-

tudiarán algunos resultados, bajo ciertas condiciones adicionales,

que son de suma importancia dentro de la teoŕıa espectral para

relaciones lineales.

Se considerará que X,Y, Z, ... son espacios normados sobre C.
En lo sucesivo, se tomará la siguiente notación λ−A := λI −A.

2.1. Propiedades espectrales

Dentro de lo clásico de la Teoŕıa espectral para operadores li-

neales, la función resolvente, conjunto resolvente y espectro son

construidos para operadores acotados definidos sobre algún espa-

cio de Banach.

Para poder hablar sobre conceptos análogos a los anteriores para

relaciones lineales y que estos tengan comportamientos y propie-

dades similares, en un principio se construyen con el auxilio de

la completación de la relación lineal en cuestión. A continuación

se define la función resolvente de una relación lineal A usando su

completación Ã ∈ LR(X̃).

47
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Definición 2.1.1. Sean X un espacio normado, A ∈ LR(X) y

λ ∈ C. (λ− Ã)−1 ∈ LR(X) es llamada la resolvente de A.

Definición 2.1.2. El conjunto resolvente de A se define por

ρ(A) :=
{
λ ∈ C : (λ− Ã)−1 es operador y Dom(λ− Ã)−1 = X

}
.

El espectro de A es es definido por σ(A) := C \ ρ(A).

Si se considera que X es un espacio de Banach y A ∈ LC(X),

entonces A = Ã. Aśı, para cualquier λ ∈ ρ(A), (λ − A)−1 =

(λ− Ã)−1 es un operador cuya gráfica Gr((λ− A)−1) es cerrada,

entonces por el Teorema de la gráfica cerrada, (λ−A)−1 ∈ B(X).

Por lo tanto, el resolvente de A se puede escribir de la siguiente

forma:

ρ(A) :=
{
λ ∈ C : (λ−A)−1 ∈ B(X) y Dom(λ−A)−1 = X

}
.

Debido a esto, es fácil probar que 0 /∈ σ(A−1) si y sólo si A ∈ B(X).

Por simplicidad, en lo sucesivo se usaran espacios de Banach y

relaciones lineales cerradas, salvo que se indique lo contrario.

Proposición 2.1.1. Sea A ∈ LC(X). ρ(A) es un conjunto abier-

to.

Demostración. Sea λ ∈ ρ(A) y considérese r =
∥∥(λ−A)−1

∥∥−1
.

Se probará que B(λ, r) ⊆ ρ(A).

Sea µ ∈ B(λ, r). Se observa que∥∥(λ− µ)(λ−A)−1
∥∥ = |λ− µ|

∥∥(λ−A)−1
∥∥ ≤

≤
∥∥(λ−A)−1

∥∥−1 ∥∥(λ−A)−1
∥∥ = 1,

Entonces I − (λ−µ)(λ−A)−1 es un operador invertible. Además,

para cada x ∈ Dom(A), por la Proposición 1.1.6,

(λ−A)
[
I − (λ− µ)(λ−A)−1

]
x = (λ−A)

[
x− (λ− µ)(λ−A)−1x

]
= (λ−A)x− (λ− µ)(λ−A)(λ−A)−1x =
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= (λ−A)x−(λ−µ) [x+ (λ−A)(0)] = (λ−A)x−(λ−µ) [x+A(0)] =

= (λ−A)x−(λ−µ)x−(λ−µ)A(0) = (λ−A)x−(λ−µ)x−A(0) =

= λx−Ax− λx+ µx−A(0) = µx−A(x− 0) =

= µx−Ax = (µ−A)x.

Aśı, (λ − A)
[
I − (λ− µ)(λ−A)−1

]
= (µ − A), además (λ − A),

I − (λ− µ)(λ−A)−1 son invertibles, entonces (µ−A) también es

invertible, es decir, (µ−A)−1 ∈ B(X) y por lo tanto, µ ∈ ρ(A).

Se concluye que ρ(A) es abierto.

Proposición 2.1.2. Sean A ∈ LC(X) y λ ∈ ρ(A). Entonces

Ker(λ−A)−1 = A(0).

Demostración. Sea x ∈ Ker(λ−A)−1. Entonces (λ−A)−1x = 0,

luego, por el Corolario 1.1.16

(λ−A)(0) = (λ−A)(λ−A)−1x = x+ (λ−A)(0).

Esto es, A(0) = x + A(0), aśı que, por la Proposición 1.1.12 (i),

x ∈ A(0).

Rećıprocamente, si x ∈ A(0), entonces usando el Corolario 1.1.15,

(λ−A)−1x ∈ (λ−A)−1A(0) = (λ−A)−1(0) = {0} .
Por lo tanto, (λ − A)−1x = 0 y de esto se concluye que x ∈
Ker(λ−A)−1.

Proposición 2.1.3. Sean A ∈ LC(X) y λ ∈ ρ(A). Entonces

Im(λ−A)−1 = Dom(A).

Demostración. Si y ∈ Im(λ−A)−1, entonces existe x ∈ X tal que

(λ−A)−1x = y, lo que implica que x ∈ (λ−A)y. Por la proposición

1.1.12,

(λ−A)y = λy −Ay = x+ (λ−A)(0) = x+A(0).

Aśı que, Ay = λy − x+A(0) 6= ∅. Por lo tanto, y ∈ Dom(A).

Rećıprocamente. Si x ∈ Dom(A), entonces existe y ∈ X tal que
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(x, y) ∈ Gr(A), esto es, y ∈ Ax. Por la Propposición 1.1.12, Ax =

y +A(0), de donde se obtiene, λx−Ax = λx− y +A(0).

Por ende, λx − y ∈ (λ − A)x, esto es, (x, λx − y) ∈ Gr(λ − A),

luego (λx − y, x) ∈ Gr((λ − A)−1). Puesto que (λ − A)−1 es un

operador lineal, se tiene (λ − A)−1(λx − y) = x y por lo tanto,

x ∈ Im(A− λ)−1.

Se concluye que Im(λ−A)−1 = Dom(A).

Proposición 2.1.4 (Ecuación resolvente). Sea A ∈ LC(X). En-

tonces para cualesquiera λ1, λ2 ∈ ρ(A),

(λ1 −A)−1 − (λ2 −A)−1 = (λ2 − λ1)(λ1 −A)−1(λ2 −A)−1.

Demostración. Sean λ1, λ2 ∈ ρ(A) y sea x ∈ X.

(λ2−λ1)(λ1−A)−1(λ2−A)−1x = (λ1−A)−1(λ2−λ1)(λ2−A)−1x.

Nótese

(λ1 −A)−1 [λ2 − λ1 +A−A] (λ2 −A)−1x =

= (λ1 −A)−1
[
(λ2 − λ1)(λ2 −A)−1x+ (A−A)(λ2 −A)−1x

]
=

= (λ1 −A)−1
[
(λ2 − λ1)(λ2 −A)−1x+A(0)

]
=

= (λ1 −A)−1(λ2 − λ1)(λ2 −A)−1x+ (λ1 −A)−1A(0) =

= (λ1 −A)−1(λ2 − λ1)(λ2 −A)−1x+ 0 =

= (λ1 −A)−1(λ2 − λ1)(λ2 −A)−1x.

Aśı,

(λ1 −A)−1(λ2 − λ1)(λ2 −A)−1x =

= (λ1 −A)−1 [λ2 − λ1 +A−A] (λ2 −A)−1x =

= (λ1 −A)−1[(λ2 −A)− (λ1 −A)](λ2 −A)−1x =

= (λ1 −A)−1[(λ2 −A)(λ2 −A)−1x− (λ1 −A)(λ2 −A)−1x] =

= (λ1−A)−1[x+ (λ2−A)(0)]− (λ1−A)−1(λ1−A)(λ2−A)−1x =
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= (λ1 −A)−1x+ (λ1 −A)−1(λ2 −A)(0)− (λ2 −A)−1x =

= (λ1 −A)−1x− (λ2 −A)−1x = [(λ1 −A)−1 − (λ1 −A)−2]x.

Corolario 2.1.5. Sea A ∈ LC(X). Para cualesquiera λ, µ ∈ ρ(A),

(µ−A)−1(λ−A)−1 = (λ−A)−1(µ−A)−1.

Demostración. Sean λ, µ ∈ ρ(A). Por la ecuación resolvente,

(µ−A)−1(λ−A)−1 − (λ−A)−1(µ−A)−1 =

=
(µ−A)−1 − (λ−A)−1

λ− µ
− (λ−A)−1 − (µ−A)−1

µ− λ
=

=
(µ−A)−1 − (λ−A)−1 + (λ−A)−1 − (µ−A)−1

λ− µ
= 0.

Por lo tanto, (µ−A)−1(λ−A)−1 = (λ−A)−1(µ−A)−1.

Proposición 2.1.6. Sean A ∈ LC(X) y λ ∈ ρ(A). Entonces

ĺım
µ→λ

(µ−A)−1 − (λ−A)−1

µ− λ
= −[(λ−A)−1]2.

Demostración. Por la demostración de la Proposición 2.1.1 se sabe

que B(λ, r) ⊆ ρ(A), donde r =
∥∥(λ−A)−1

∥∥−1
. Sea µ ∈ B(λ, r)

tal que µ 6= λ. Por la ecuación resolvente,

((λ−A)−1−(µ−A)−1)(λ−A)−1 = (λ−A)−2−(µ−A)−1(λ−A)−1 =

= (λ−A)−2 − (µ−A)−1 − (λ−A)−1

λ− µ
=

= (λ−A)−2 +
(µ−A)−1 − (λ−A)−1

µ− λ
.

Aśı que, ∥∥∥∥(λ−A)−2 +
(λ−A)−1 − (µ−A)−1

µ− λ

∥∥∥∥ =

∥∥((λ−A)−1 − (µ−A)−1)(λ−A)−1
∥∥ ≤
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≤
∥∥(λ−A)−1 − (µ−A)−1

∥∥∥∥(λ−A)−1
∥∥

Por otro lado, se observa∥∥(µ− λ)(λ−A)−1
∥∥ = |µ− λ|

∥∥(λ−A)−1
∥∥ ≤

≤
∥∥(λ−A)−1

∥∥−1 ∥∥(λ−A)−1
∥∥ = 1.

Por lo tanto, I − (µ− λ)(λ−A)−1 es un operador invertible cuya

inversa es:

(I − (µ− λ)(λ−A)−1)−1 =

∞∑
n=0

(µ− λ)n(λ−A)−n. (2.1)

Además, en la demostración de la Proposición 2.1.1 se tiene

(λ−A)
[
I − (µ− λ)(λ−A)−1

]
= (µ−A).

Entonces

(µ−A)−1−(λ−A)−1 =

( ∞∑
n=0

(µ− λ)n(λ−A)−(n+1)

)
−(λ−A)−1

=

∞∑
n=1

(µ− λ)n(λ−A)−(n+1) = (λ−A)−1
∞∑
n=1

(µ− λ)n(λ−A)−n.

De esta forma se obtiene la siguiente desigualdad:∥∥(µ−A)−1 − (λ−A)−1
∥∥ ≤

≤
∥∥(λ−A)−1

∥∥ ∞∑
n=1

|(µ− λ)|n
∥∥(λ−A)−1

∥∥n .
Ahora,

ĺım
µ→λ

∥∥∥∥(λ−A)−2 +
(µ−A)−1 − (λ−A)−1

µ− λ

∥∥∥∥ ≤
≤ ĺım

µ→λ

∥∥(λ−A)−1 − (µ−A)−1
∥∥∥∥(λ−A)−1

∥∥ ≤
≤ ĺım

µ→λ

∥∥(λ−A)−1
∥∥ ∞∑
n=1

|(µ− λ)|n
∥∥(λ−A)−1

∥∥n ∥∥(λ−A)−1
∥∥
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= ĺım
µ→λ

∥∥(λ−A)−1
∥∥2
∞∑
n=1

|(µ− λ)|n
∥∥(λ−A)−1

∥∥n+1
= 0

Se concluye que

ĺım
µ→λ

(µ−A)−1 − (λ−A)−1

µ− λ
= −[(λ−A)−1]2.

La Proposición 2.1.6 muestra que la función definida por λ 7→
(λ−A)−1 de ρ(A) en B(X) es holomorfa sobre ρ(A).

Proposición 2.1.7. Sea A ∈ BLC(X) con ρ(A) 6= ∅. Si α(A)

y δ(A) son finitos, entonces existen subespacios cerrados M y N

tales que X = M ⊕N y A es completamente reducido por (M,N),

donde A−1
M ∈ B(M) y AN es un operador acotado nilpotente.

Demostración. Sea m = δ(A) <∞. Por la Proposición 1.2.10 (ii),

para M := ImAm y N := KerAm, se tiene que X = M ⊕ N y

Gr(A) = Gr(AM )⊕Gr(AN ).

Se sabe que Am es cerrado, lo que implica que M y N también

son cerrados.

Es fácil observar que

KerAM = KerA ∩M ⊆ KerAm ∩M = {0}

y

ImAM = ImA ∩M = M,

esto implica que A−1
M ∈ B(M).

Por otro lado, sea y ∈ AN , entonces (0, y) ∈ Gr(AN ) = Gr(A) ∩
(N × N), entonces y ∈ N, luego y ∈ A(0) ∩ N ⊆ M ∩ N = {0} .
Esto prueba que AN es un operador lineal.

Además, sean x ∈ N y y ∈ AmNx. Entonces y ∈ ImAmN ⊆ M y

(x, y) ∈ Gr(AmN ); de modo que existe w ∈ X tal que (x,w) ∈
Gr(Am−1

N ) y (w, y) ∈ Gr(AN ). Aśı, y ∈ N, luego y ∈M ∩N, esto

es, y = 0.

Se concluye que AN es un operador nilpotente.
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Si se considera un espacio complejo de Banach X y un opera-

dor lineal quasinilpotente T : X → X, entonces σ(T ) = {0} . Por

consiguiente, T no es invertible. De esto es claro que T−1 ∈ LC(X)

y σ(T−1) = ∅.
Esto prueba que existen relaciones lineales cuyo espectro es vaćıo,

sin embargo, el estudio de esta situación no forma parte del propósi-

to de este escrito. Una forma de evitar esta situación, se define el

espectro extendido de una relación lineal. Considérese el plano

complejo extendido C∞ := C ∪ {∞} equipado con la siguiente to-

poloǵıa: U es abierto en C∞ si y sólo si U es abierto en C ó si

U = V ∪ {∞} , donde C \ V es un conjunto compacto en C.

Definición 2.1.3. Se define el espectro extendido de A ∈ LC(X)

como el subconjunto σ̃(A) de C∞ tal que σ̃(A) = σ(A) si se satis-

facen las siguientes condiciones:

(1) A0 = {0} , es decir, A es un operador cerrado,

(2) La función resolvente de A es anaĺıtica y continua en ∞;

(3) ĺım
|λ|→∞

(λ−A)−1 = 0.

En otro caso, σ̃(A) = σ(A)∪{∞} . El conjunto ρ̃(A) = C∞ \σ(A)

es llamado conjunto resolvente extendido de la relación A.

Proposición 2.1.8. Si X 6= {0} , entonces para cada A ∈ LC(X),

σ̃(A) 6= ∅,

Demostración. Por contradicción. Supóngase que X 6= {0} y que

existe una relación A ∈ LC(X) tal que σ̃(A) = ∅. Esto implica

que ρ̃(A) = C∞ y por consiguiente la función resolvente de A es

una función entera.

Como para cada λ ∈ ρ(A) el operador (λ − A)−1 es acotado,

entonces existe M > 0 tal que para cada λ ∈ ρ(A), (λ − A)−1 es

acotada, es decir, |(λ − A)−1| < M. Por el Teorema de Louville

(λ − A)−1 = 0. Luego X = Im(λ − A)−1 = {0} , lo que es una
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contradicción.

Por lo tanto, σ̃(A) 6= ∅.

La Proposición 2.1.8 muestra que en efecto al trabajar con el

espectro extendido de una relación lineal se evitan casos triviales.

Proposición 2.1.9. Sea A ∈ LC(X). ∞ /∈ σ̃(A) si y sólo si

0 /∈ σ(A−1).

Demostración. (⇐) Si 0 /∈ σ(A−1), entonces A ∈ B(X), luego A

satisface las condiciones (1), (2) y (3) de la Definición 2.1.3, lo que

implica que σ̃(A) = σ(A), es decir, ∞ /∈ σ̃(A).

(⇒) Supóngase que ∞ /∈ σ̃(A) y que 0 ∈ σ(A−1). Entonces

A /∈ B(X) y en general, A no satisface (1), (2) y (3) de la De-

finición 2.1.3. Aśı que, σ̃(A) = σ(A) ∪ {∞} , lo que es falso.

Por lo tanto, 0 /∈ σ(A−1).

Proposición 2.1.10. Si A ∈ LC(X), entonces

σ̃(A−1) =
{
λ−1 : λ ∈ σ̃(A)

}
Demostración. Considérese el caso cuando λ 6= 0. Las siguientes

relaciones λ − A y λ−1 − A−1, son definidas por su gráfica de la

siguiente forma:

Gr(λ−A) = {(x, λx− y) : (x, y) ∈ Gr(A)}

y

Gr(λ−1 −A−1) =
{

(y, λ−1y − x) : (x, y) ∈ Gr(A)
}
.

Primero se demostrará que λ−A es inyectiva si y sólo si λ−1−A−1

es inyectiva.

Supóngase que λ − A es inyectiva. Sea y ∈ Ker(λ−1 − A−1),

entonces (y, 0) ∈ Gr(λ−1 − A−1). Entonces existe x ∈ X tal

que λ−1y − x = 0, de lo que se obtiene que λx − y = 0. Aśı,

(x, λx− y) = (x, 0) ∈ Gr(λ−A), esto es, x ∈ Ker(λ−A).
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Puesto que λ−A es inyectiva, Ker(λ−A) = {0} . De esto se sigue

que x = 0 y y = 0. Por lo tanto, Ker(λ−1 −A−1) = {0} .
El rećıproco se prueba de forma análoga.

Ahora, de acuerdo a la gráfica de λ−1 − A−1 y λ− A, es fácil ver

que Im(λ−1 − A−1) = Im(λ − A). De esto se tiene que λ − A es

invertible si y sólo si λ−1 −A−1 es invertible.

Ahora se considera el caso cuando λ = 0. Si 0 /∈ σ(A), entonces

A−1 ∈ B(X) si y sólo si ∞ /∈ σ̃(A−1). Además, por la Definición

2.1.3, se tiene σ̃(A−1) = σ(A−1) y σ(A) ⊂ σ̃(A).

Análogamente, 0 /∈ σ(A−1) si y sólo si A ∈ B(X) si y sólo si

∞ /∈ σ̃(A). Además se tiene que σ̃(A) = σ(A) y σ(A−1) ⊂ σ̃(A−1).

Por lo tanto, σ̃(A−1) =
{
λ−1 : λ ∈ σ̃(A)

}
.

Nota 2.1.1. Considérese la función f : σ(A)\{0} → σ(A−1)\{0} ,
definida por f(λ) = λ−1. Claramente f es biyectiva y continua,

entonces

σ(A−1) \ {0} = f [σ(A) \ {0}] =
{
λ−1 : λ ∈ σ(A) \ {0}

}
.

Las siguientes definiciones y resultados ([2]) están ı́ntimamente

ligados a la construcción de la función resolvente de una relación

lineal. Son fundamentales para definir concretamente a los subes-

pacios invariantes a las restricciones de relaciones lineales.

Además, proveen una interesante correlación entre relaciones li-

neales y cierta clase de funciones complejas.

Definición 2.1.4. Sea U ⊆ C y considérese la función R : U →
B(X). Se dice que R es un pseudoresolvente si satisface la identi-

dad de Hilbert, esto es, si para cualesquiera λ1, λ2 ∈ U,

R(λ1)−R(λ2) = (λ2 − λ1)R(λ1)R(λ2).

Por la Proposición 2.1.4, es claro que la función resolvente de

cualquier relación lineal es también un pseudoresolvente.
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Definición 2.1.5. Sea R : U ⊆ C → B(X) un pseudoresolvente.

Se dice que R̂ : Û ⊆ C → B(X) es un pseudoresolvente máximo

de R si R̂ es un pseudoresolvente y es extensión de cualquier otra

extensión de R. Se define el conjunto singular de R por Sing(R) :=

C \ Û .

Definición 2.1.6. Sean T ∈ B(X), λ0 ∈ C y R : U ⊆ C→ B(X)

un pseudoresolvente. Se dirá que T está incrustado en R si λ0 ∈ U
y T = R(λ0).

En la definición anterior es fácil notar que T ∈ B(X) está

incluido en R si y sólo si T ∈ ImR. De esta manera, al observar

que algún operador acotado T está incluido en R es equivalente a

construir un pseudoresolvente máximo de R.

Proposición 2.1.11. Todo pseudoresolvente R : U ⊆ C→ B(X)

tiene una única extensión máxima R0. Además, existe A ∈ LC(X)

tal que R0 es el resolvente de A y Sing(R0) = σ(A).

Demostración. Sean λ1, λ2 ∈ U. Considérese las relaciones inver-

sas R(λ1)−1 y R(λ2)−1, respectivamente. De esta manera se defi-

nen A1 := λ1 −R(λ1)−1 y A2 := λ2 −R(λ2)−1.

Puesto que R(λ1), R(λ2) ∈ B(X), las relaciones A1 y A2 son ce-

rradas.

Es claro que Dom(A1) = ImR1 y Dom(A2) = ImR2. Además,

por la identidad de Hilbert,

R(λ1) = R(λ2) + (λ2 − λ1)R(λ1)R(λ2),

R(λ2) = R(λ1)− (λ2 − λ1)R(λ1)R(λ2),

lo que implica que ImR1 = ImR2. Ahora, nótese que (x.y + z) ∈
Gr(A1) si y sólo si (x, y) ∈ Gr(λ1I) y (−x, z) ∈ Gr(R(λ1)−1) si

y sólo si (x, y) = (x, λ1y) y x = −R(λ1)z si y sólo si (x, y + z) =

(−R(λ1)z, z −R(λ1)z). Aśı,

Gr(A1) = {(−R(λ1)z, z −R(λ1)z) : z ∈ X}
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y de forma análoga se prueba que

Gr(A2) = {(−R(λ2)z, z −R(λ2)z) : z ∈ X}

y por consiguiente, A1 = A2.

Sean λ0 ∈ U y A := λ0 −R(λ0)−1. Por lo anterior, para cualquier

λ ∈ U, (λ − A)−1 = R(λ). Sea R0 : ρ(A) → B(X) definido por

R0(λ) = (λ−A)−1. Aśı, R0 es una extensión de R en ρ(A).

La unicidad de R0 se sigue de la unicidad del resolvente de A y

Sing(R0) = C \ ρ(A) = σ(A).

Definición 2.1.7. Sea A ∈ LC(X) tal que ρ(A) 6= ∅. Un subes-

pacio cerrado X0 de X se dice que es invariante respecto de A si

es invariante bajo (λ−A)−1 para cada λ ∈ ρ(A).

Definición 2.1.8. Sean A ∈ LC(X) y X0 un subespacio cerrado

de X. Se dice que X0 es un subespacio A−invariante si para cada

x ∈ X0 ∩Dom(A), Ax ∩X0 6= ∅.

Es claro que A[X0] ⊆ X0, entonces X0 es A−invariante.

Lema 2.1.1. Si X0 es invariante respecto de A, entonces X0 es

A−invariante.

Demostración. Sea x ∈ X0 ∩Dom(A). Entonces existe y ∈ X tal

que y ∈ Ax, escrito de otra forma, Ax = y +A(0).

Para cada λ ∈ ρ(A), (λ−A)x = λx− y+A(0), lo que implica que

x = λ(λ−A)−1x− (λ−A)−1y,

esto es, (λ−A)−1y = (λ−A)−1(λx)− x ∈ X0.

Aśı, para cada λ ∈ ρ(A), (λ−A)(λ−A)−1y = y +A(0) ⊆ X0.

Por lo tanto, Ax ∩X0 6= ∅.

Definición 2.1.9. Sean A ∈ LC(X) y X0 un subespacio cerrado

de X que es invariante respecto de A. Si existe un pseudoresolvente

máximo R : U ⊆ C→ B(X0) tal que para cada λ ∈ U, R(λ) es la
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restricción de (λ − A)−1 sobre X0, entonces existe A0 ∈ LC(X0)

tal que R es su función resolvente y U = ρ(A0). Se dirá que A0 es

la restricción de A en X0 y se denotará por A0 = A|X0 .

Es de suma importancia mencionar que la consistencia de De-

finición 2.1.9 se debe en su totalidad a la Proposición 2.1.11.

Definición 2.1.10. Sea A ∈ LC(X), X = X1 ⊕X2, donde X1 y

X2 son invariantes con respecto de A y sean A1 := A|X1 , A2 :=

A|X2 . Entonces se dirá que A es la suma directa de las relaciones

A1 y A2 y se escribirá como A = A1 ⊕A2.

Lema 2.1.2. Si X y A son como en la Definición 2.1.10, también

se cumple que A(0) = A1(0)⊕A2(0).

Demostración.

x ∈ A(0)⇐⇒ (0, x) ∈ Gr(A) = Gr(A1 ⊕A2)⇐⇒

⇐⇒ x ∈ (A1 ⊕A2)(0) = A1(0) +A2(0).

Aśı, A(0) = A1(0) +A2(0).

Además, si y ∈ A1(0) ∩ A2(0), entonces y ∈ A1(0) y y ∈ A2(0).

Por la Proposición 2.1.2, para cada λ ∈ ρ(A1) y cada µ ∈ ρ(A2),

A1(0) = Ker(λ−A1)−1 y A2(0) = Ker(µ−A2)−1. Lo que implica

que y ∈ Ker(λ−A1)−1 ∩Ker(µ−A2)−1 ⊆ X1 ∩X2 = {0} .
Se concluye que A(0) = A1(0)⊕A2(0).

En la Definción 2.1.10, se observa que A también es completa-

mente reducido por (X0, X1).

Proposición 2.1.12. Si A ∈ LC(X) satisface las hipótesis de

la Definición 2.1.10, entonces σ̃(A) = σ̃(A1) ∪ σ̃(A2), donde la

relación Ai es la restricción de A en Xi, para i = 1, 2.

Demostración. Puesto que para i = 1, 2, Xi es invariante respecto

de A, entonces para cada

(λ−A)−1 = (λ−A)|−1
X1
⊕ (λ−A)|−1

X2
.
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Es fácil notar que para cada λ ∈ ρ(A), (λ − A1)−1 = (λ − A)|−1
X1
,

(λ−A2)−1 = (λ−A)|−1
X2
. Aśı,

(λ−A)−1 = (λ−A1)−1 ⊕ (λ−A2)−1.

Sea λ ∈ ρ(A). Por el Lema 2.1.2,

(λ−A)−1(0) = (λ−A1)−1(0)⊕ (λ−A2)−1(0),

con (λ− A)−1(0) = {0} , lo que implica que (λ− A1)−1(0) = {0}
y (λ−A2)−1(0) = {0} .
Rećıprocamente, sea λ ∈ ρ(A1) ∩ ρ(A2). Entonces

(λ−A)−1(0) = (λ−A1)−1(0)⊕ (λ−A2)−1(0) = {0}⊕{0} = {0} ,

esto es, (λ−A)−1(0) = {0} , entonces λ ∈ ρ(A).

De esto se sigue que σ̃(A) = σ̃(A1) ∪ σ̃(A2).

El siguiente ejemplo muestra que las Definiciones 1.1.10 y 2.1.9

pueden coincidir. Sin embargo aún no se tiene claridad sobre la

relación que hay entre ambas definiciones.

Ejemplo 2.1.1. Sea X := l2(N∗) y considérese la base canónica

{en : n ∈ N∗} .
Sean M0 := gen {{e3n} : n ∈ N∗} , M1 := gen {{e3n+1} : n ∈ N∗}
y M2 := gen {{e3n+2} : n ∈ N∗} .
Se afirma que X = M0⊕M1⊕M2. Es claro que M0+M1+M2 ⊆ X.
Sea x = (x0, x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, ...) ∈ X,

x = (x0e0+x3e3+· · ·+x3ne3n+· · · )+(x1e1+· · ·+x3n+1e3n+1+· · · )

+(x2e2 + x5e5 + x8e8 + · · ·+ x3n+2e3n+2 + · · · ) ∈M0 +M1 +M2.

Además, es claro que M0∩M1 = M0∩M2 = M1∩M2 = {0} . Por

lo tanto, X = M0 ⊕M1 ⊕M2.

Debido a esta decomposición de X, existe un operador unitario

T : X → X tal que Im(T ) = M1 y KerT = M1 ⊕M2.
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Se define la relación A sobre X por Ax = Tx + M2, para cada

x ∈ X.
Es fácil observar que, debido a que T es un operador unitario,

A ∈ BLC(X). De igual manera se observa que x ∈ KerA si y

sólo si Ax = A(0) si y sólo si Tx + M2 = T (0) + M2 = M2 si y

sólo si Tx ∈M2 si y sólo si Tx ∈M1 ∩M2 si y sólo si Tx = 0 si

y sólo si x ∈ KerT.
Aśı, KerA = KerT = M1 ⊕M2 y de esto se sigue que KerA⊥ =

M0. También, nótese que, para cada x ∈ KerA⊥ \ {0} , existe

y ∈ M1 tal que Ax = y + M2. Es claro que y 6= 0, entonces

(y +M2) ∩M0 = ∅, es decir, Ax ∩KerA⊥ = ∅.
Lo anterior prueba que x /∈ Dom(AKerA⊥). Como consecuencia,

Dom(AKerA⊥) 6= KerA⊥.

Además, por la Definición 1.1.10, AM0 = AKerA⊥ está dado por

su gráfica Gr(AKerA⊥) = Gr(A)∩ (M0×M0) = {(0, 0)} , es decir,

AM0 es la relación nula.

Por otro lado, considérese la siguiente representación de A,

A =

0 0 0
T 0 0
0 0 0

 .

Para λ 6= 0,

(λ−A)−1 =

 λ 0 0
−T λ 0
0 0 λ

−1

=

λ−1 −T−1 0
0 λ−1 0
0 0 λ−1

 .

De esto se tiene que σ̃(A) = {0}∪{∞} . También, (λ−A)−1[M0] ⊆
M0. Puesto que M0 es cerrado, por la Definición 2.1.9, para cada

x ∈ X2, (λ − A|M0)−1x = (λ − A)|−1
M0
x = λ−1x. Por lo tanto,

A|M0 = 0, es decir, A|M0 es la relación cero.

Ahora se verá un ejemplo donde las Definiciones 1.1.10 y 2.1.9

no coinciden.
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Ejemplo 2.1.2. Considérese a X, M0, M1, M2 y A ∈ BLC(X)

como en el Ejemplo 2.1.1.

Sean X1 := M0 ⊕M1 y X2 := M2. La restricción de A sobre X2

de acuerdo a la Definición 1.1.10 está definida por su gráfica

Gr(AX2) := Gr(A) ∩ (X2 ×X2).

Se afirma que Gr(AX2) = X2×X2. En efecto. Sea (a, b) ∈ X2×X2

y nótese que

Gr(A) = {(x, y) ∈ X ×X : x ∈ Dom(A), y ∈ Ax}

= {(x, y) ∈ X ×X : x ∈ Dom(A), y ∈ Tx+M2}

= {(x, y) ∈ X ×X : Tx− y ∈M2} .

Además, como X2 = M2 es subespacio de KerT = M1 ⊕ M2,

entonces es claro que Ta− b ∈M2, es decir, (a, b) ∈ X2 ×X2. De

esto se tiene Gr(AX2) = X2 ×X2.

Por otro lado, por la Proposición 2.1.11, la restricción de A en X2

de acuerdo a la Definición 2.1.9 está definida por λ ∈

A|X2x = λx−
[
(λ−A)−1|X2

]−1
x,

para cada λ ∈ ρ(A|X2).

Del Ejemplo 2.1.1 es fácil notar que (λ− A)−1|X2x = λ−1x, para

cada x ∈ X2, de manera que, para cada x ∈ X2,

A|X2x = λx−
[
(λ−A)−1|X2

]−1
x = λx− λx = 0.

Aśı que Gr(A|X2) = X2 × {0} . Por lo tanto, AX2 6= A|X2 .

2.2. Puntos aislados en el espectro

En la presente sección se asumirá que las relaciones lineales en

cuestión cuentan con espectro diferente del vaćıo.

Se estudiarán resultados sobre puntos aislados en el espectro de

una relación lineal hasta llegar a una caracterización de dichos

puntos y la decomposición del espacio en cuestión.
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Definición 2.2.1. Se dirá que una curva cerrada Γ es simple si

no se corta a śı misma, salvo en su punto inicial y final.

La región acotada por una curva cerrada simple Γ se denotará

por int(Γ) y la región fuera de la curva se denotará por ext(Γ).

Definición 2.2.2. Sean A ∈ BLC(X), λ0 un punto aislado de

σ(A). Una curva Γ se dice que es admisible para λ0 y A si Γ es una

curva cerrada simple alrededor de λ0 tal que int(Γ)∩σ(A) = {λ0}

Definición 2.2.3. Sean A ∈ BLC(X), λ0 un punto aislado de

σ(A) y sea Γ una curva admisible para λ0 y A.

El operador P : X → X definido por

P =
1

2πi

∫
Γ
(µ−A)−1dµ

es llamado la integral de Riesz asociada con A y λ0.

Proposición 2.2.1. Sean A ∈ BLC(X), λ0 un punto aislado de

σ(A) y P la integral de Riesz asociado con A y {λ0} . Entonces se

cumple lo siguiente:

(a) P 2 = P,

(b) A(0) ⊆ KerP,

(c) Para cada λ ∈ ρ(A), A(λ−A)−1 = (λ−A)−1A+A(0),

(d) Para cada λ ∈ ρ(A), (λ−A)−1P = P (λ−A)−1,

(e) AP = PA+A(0),

(f) Para cada λ ∈ ρ(A), (λ−A)−1[KerP ] ⊆ KerP y (λ−A)−1[ImP ] ⊆
ImP.

Demostración.
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(a) Considérese dos curvas admisibles Γ1 y Γ2 que contienen a

λ0 y que Γ1 está contenida en int(Γ2). Entonces, usando la

ecuación resolvente,

P 2 = P (P ) =
1

2πi

∫
Γ2

(µ−A)−1

[
1

2πi

∫
Γ1

(λ−A)−1dλ

]
dµ =

=
1

(2πi)2

∫
Γ2

[∫
Γ1

(µ−A)−1(λ−A)−1dλ

]
dµ =

=
1

(2πi)2

∫
Γ2

[∫
Γ1

(λ− µ)−1
[
(µ−A)−1 − (λ−A)−1

]
dλ

]
dµ =

=
1

(2πi)2

∫
Γ2

[∫
Γ1

(λ− µ)−1(µ−A)−1dλ−

−
∫

Γ1

(λ− µ)−1(λ−A)−1dλ

]
dµ =

=
1

(2πi)2

∫
Γ2

[∫
Γ1

(λ− µ)−1(µ−A)−1dλ

]
dµ−

− 1

(2πi)2

∫
Γ2

[∫
Γ1

(λ− µ)−1(µ−A)−1dλ

]
dµ,

donde ∫
Γ2

[∫
Γ1

(λ− µ)−1(µ−A)−1dλ

]
dµ =

=

∫
Γ2

(µ−A)−1dµ

∫
Γ1

(λ− µ)−1dλ = 2πi

∫
Γ2

(µ−A)−1dµ

y ya que (λ− µ)−1 es anaĺıtica dentro y fuera de Γ1,∫
Γ2

[∫
Γ1

(λ− µ)−1(λ−A)−1dλ

]
dµ = 0,

De esto se sigue que

P 2 =
1

(2πi)2

(
2πi

∫
Γ2

(µ−A)−1dµ

)
=

1

2πi

∫
Γ2

(µ−A)−1dµ = P.
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(b) Por el Corolario 1.1.15, para cada λ ∈ ρ(A),

(λ−A)−1(λ−A)(0) = (λ−A)−1A(0) = (λ−A)−1(0) = {0} .

Aśı, para una curva admisible Γ que contiene al punto aislado

λ0, se tiene que

PA(0) =
1

2πi

∫
Γ
(λ−A)−1A(0)dλ =

1

2πi

∫
Γ
(λ−A)−10dλ = 0.

Por lo tanto, A(0) ⊆ KerP.

(c) Sea λ ∈ ρ(A). Se observa que

(λ−A)−1A = (λ−A)−1(A− λ+ λ) =

= λ(λ−A)−1 − (λ−A)−1(λ−A) = λ(λ−A)−1 − I.

Por otro lado, en virtud del Corolario 1.1.15,

A(λ−A)−1 = (A− λ+ λ)(λ−A)−1 =

= −(λ−A)(λ−A)−1 +λ(λ−A)−1 = −I+A(0)+λ(λ−A)−1 =

= −I +A(0) + λ(λ−A)−1 = (λ−A)−1A+A(0).

(d) Considérese una curva admisible Γ que contiene a λ0 y sea

λ ∈ ρ(A), entonces se tiene

(λ−A)−1P = (λ−A)−1

(
1

2πi

∫
Γ
(µ−A)−1dµ

)
=

=
1

2πi

∫
Γ
(λ−A)−1(µ−A)−1dµ =

1

2πi

∫
Γ
(µ−A)−1(λ−A)−1dµ =

=

(
1

2πi

∫
Γ
(µ−A)−1dµ

)
(λ−A)−1 = P (λ−A)−1.

(e) Por (d), para cada λ ∈ ρ(A), (λ − A)−1P = P (λ − A)−1.

Entonces (λ−A)(λ−A)−1P = (λ−A)P (λ−A)−1.
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Como para cada x ∈ X, Px ∈ Im(λ−A) y usando el Corolario

1.1.16,

(λ−A)P (λ−A)−1 = (λ−A)(λ−A)−1P = P +A(0),

luego

(λ−A)P (λ−A)−1(λ−A) = (P +A(0))(λ−A),

donde

(λ−A)P (λ−A)−1(λ−A) = (λ−A)P = λP −AP

y ya que A(0) ⊆ KerP, entonces

(P +A(0))(λ−A) = P (λ−A) +A(0).

Aśı,

λP −AP = P (λ−A) +A(0) = λP − PA+A(0),

de lo que se obtiene

−AP = −PA+A(0).

y por lo tanto, AP = PA+A(0).

(f) Sea λ ∈ ρ(A) arbitrario.

Sea y ∈ (λ − A)−1[KerP ], entonces existe x ∈ KerP tal que

(λ−A)−1x = y. Aplicando P, y usando (d) se obtiene

Py = P (λ−A)−1x = (λ−A)−1Px = (λ−A)−10 = 0,

lo que implica que y ∈ KerP.
De forma análoga, sea w ∈ (λ − A)−1[ImP ], entonces existe

y ∈ ImP tal que (λ−A)−1y = w. Aśı mismo, existe x ∈ X tal

que Px = y. De esto y por (d) se sigue que w = (λ−A)−1y =

(λ−A)−1Px = P (λ−A)−1x, lo que implica que w ∈ ImP.
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De la Proposición 2.2.1 (a), se tiene que P es una proyección

y por lo tanto, X = ImP ⊕KerP.

Definición 2.2.4. Al operador P se le llamará la proyección es-

pectral asociado al conjunto espectral {λ0} y a la relación A.

Es importante destacar que, debido a la Proposición 2.2.1 (f),

los subespacios ImP y KerA son invariantes respecto de A, es

decir, son invariantes de acuerdo a la Definición 2.1.7.

De igual manera, es importante mencionar que por la Proposi-

ción 2.2.1 (f), en adelante, las restricciones serán consideradas en

el sentido de la Definición 1.1.10, ya que también lo serán en el

sentido de la Definición 2.1.9.

Proposición 2.2.2. Sean A ∈ BLC(X), λ0 ∈ σ(A) un punto

aislado y P la proyección espectral asociada con {λ0} . Si M =

ImP, entonces se cumple lo siguiente:

(a) AM es un operador acotado,

(b) Para cada λ ∈ C y cada x ∈ M se cumple (λ − AM )x ∈
(λ−A)x,

(c) Para cada λ ∈ ρ(A), (λ−A)−1(λ−AM )P = P,

(d) Para cada λ ∈ ρ(A), (λ−AM )(λ−A)−1P = P.

Demostración.

(a) Primero se verá que AM es un operador, para ello se probará

que el conjunto multivalor de AM consta sólo del cero, esto es,

AM (0) = {0} .
Sea y ∈ AM (0). Entonces (0, y) ∈ Gr(AM ), esto es, y ∈ M y

(0, y) ∈ Gr(A). De esto último se tiene que y ∈ A(0) y por

la Proposición 2.2.1 (b), A(0) ⊆ KerP, lo que implica que

y ∈ KerP, entonces y ∈ M ∩KerP, luego 0 = Py = y. Aśı,

AM (0) = {0} .
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Ahora, ya que A es una relación cerrada y acotada, entonces

Gr(A) es cerrado, de esto se sigue que Gr(A) ∩ (M ×M) es

cerrado en X ×X.
Resta probar que Dom(AM ) = M. Es claro que Dom(AM ) ⊆
M. Sea w ∈ M, entonces Pw = w y usando la Proposición

2.2.1 (e), se tiene que Aw = APw = PAw + A(0), se observa

que PAw ∈ Aw ∩M, entonces w ∈ Dom(AM ) y se concluye

que AM es un operador acotado.

(b) Sean λ ∈ C y x ∈ M. De la definición de AM , se tiene que

AMx ∈ Ax, lo que implica que (λ−AM )x ∈ λx−Ax y por lo

tanto, (λ−AM )x ∈ (λ−A)x.

(c) Sea λ ∈ ρ(A). Por (b),

(λ−A)−1(λ−AM )Px ∈ (λ−A)−1(λ−A)Px = Px,

para cada x ∈ X. Puesto que P es un operador acotado, en-

tonces (λ−A)−1(λ−AM )Px = Px.

(d) Sean x ∈ X y λ ∈ ρ(A). En virtud de la Proposición 2.2.1 (d),

(λ−AM )(λ−A)−1Px = (λ−AM )P (λ−A)−1x,

usando (b),

(λ−A)P (λ−A)−1x ∈ (λ−A)P (λ−A)−1x =

= (λ−A)(λ−A)−1Px = Px+A(0).

Entonces

P ((λ−AM )(λ−A)−1Px) ∈ x+ PA(0) = x

y por lo tanto, (λ−AM )(λ−A)−1Px = Px.

Se concluye que (λ−AM )(λ−A)−1P = P.
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Anteriormente se demostró que todo subespacio invariante res-

pecto de A ∈ LC(X), de acuerdo a la Definción 2.1.7, también es

A−invariante. En la siguiente proposicón se demuestra, usando los

resultados hasta ahora ya vistos, que KerP e ImP también son

A− invariantes, donde P es la poyección espectral asociada con A.

Proposición 2.2.3. Sea A ∈ BLC(X), λ0 un punto aislado de

σ(A) y sea P la proyección espectral asociada con A y {λ0} . Sean

M = ImP y N = KerP, entonces se cumple:

(a) A[N ] ⊆ N y A[M ] ⊆M,

(b) A = AM ⊕AN .

Demostración.

(a) Primero se probará que A[N ] ⊆ N.
Sea x ∈ N. Por la Proposición 2.2.1 (b) y (e), APx = PAx+

A(0), o equivalentemente

PAx ∈ APx = A(0) ⊆ KerP.

Aśı que P (PAx) ∈ P [N ] = {0} , lo que implica que 0 =

P 2Ax = PAx. Por lo tanto, Ax ∈ N.
Ahora se probará que A[M ] ⊆M.

Sea w ∈ A[M ] =
⋃
{Ay : y ∈ Dom(A) ∩M} . Entonces existe

y ∈ Dom(A) ∩M tal que w ∈ Ay.
Puesto que Pw ∈ PA, entonces PAy = Pw + A(0) = Pw.

Además, por la Proposición 2.2.1 (e),

APy = PAy +A(0) = Pw +A(0)

y se observa que APy = Ay, aśı, Ay = Pw + A(0). También

se tiene Ay = w + A(0), entonces w + A(0) = Pw + A(0), de

esto se sigue que Pw+PA(0) = P 2w+PA(0) y por lo tanto,

Pw = w.
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(b) Sea x ∈ X. Como X = M⊕N, entonces existen únicos x1 ∈M
y x2 ∈ N tales que x = x1 + x2.

Se sabe que AM es un operador lineal acotado, entonces y =

AMx1. Por la Proposición 2.2.2 (b), y ∈ Ax1 y aśı, Ax1 =

y +A(0). Luego

AMx1 +ANx2 = y+Ax2 = y+A(0 +x2) = y+A(0) +Ax2 =

= Ax1 +Ax2 = A(x1 + x2) = Ax.

Por lo tanto, A = AM ⊕AN .

La proyección espectral asociada con el punto aislado λ0 y con

A se generaliza para subconjuntos de σ(A).

Definición 2.2.5. Sean A ∈ BLC(X). Considérese σ1 ⊂ σ(A) de

tal manera que σ1 y σ2 := σ(A)\σ1 son cerrados en C. Sean Γ1 y Γ2

curvas cerradas simples tales que σj ⊆ int(Γj) y int(Γj)∩ σ(A) =

σj , para cada j = 1, 2. Se definen los operadores

Pj :=
1

2πi

∫
Γj

(λ−A)−1dλ,

para cada j = 1, 2.

Lema 2.2.1. Sean A ∈ BLC(X), σ1 y σ2 := C \ σ1 son cerrados

en C. Entonces

(i) Para cada i = 1, 2, P 2
i = Pi,

(ii) P1 + P2 = I,

(iii) X = ImP1 ⊕KerP1 y σ1 = σ(AImP1), σ2 = σ(AKerP1),

(iv) Para cada λ ∈ ρ(A), (λ − A)−1[ImP1] ⊆ ImP1 y (λ −
A)−1[KerP1] ⊆ KerP1.

Demostración.

(i) La prueba es similar a la de la Proposición 2.2.1 (a).



2.2. PUNTOS AISLADOS EN EL ESPECTRO 71

(ii) Para cada x ∈ X,

(P1 +P2)x =
1

2πi

∫
Γ1

(λ−A)−1xdλ+
1

2πi

∫
Γ2

(λ−A)−1xdλ =

=
1

2πi

[∫
Γ1

(λ−A)−1xdλ+

∫
Γ2

(λ−A)−1xdλ

]
=

=
1

2πi

∫
Γ1∪Γ2

(λ−A)−1xdλ =
1

2πi
2πix = x.

(iii) Por (ii), se obtiene que P2 = I − P1 y que ImP2 = KerP1.

Sean M = ImP1 y N = KerP1.

Sea x ∈ X. Entonces x = P1x + (I − P1)x, donde P1x ∈ M
y (I − P1)x ∈ N. Es claro que M ∩ N = ∅. Más aún, para

cada x ∈ X, x = x1 + x2, con x1 ∈M y x2 ∈ N.
Similar a la demostración de la Proposición 2.2.3 (c), se prue-

ba que A = AM ⊕AN y de la Proposición 2.1.12, se consigue

que σ1 = σ(AImP1), σ2 = σ(AKerP1).

(iv) La prueba es análoga a la de la Proposición 2.2.3 (a).

Los operadores Pi son también llamados proyecciones espec-

trales asociados con σi, con i = 1, 2.

Lema 2.2.2. Sean A ∈ LC(X), σ0 y σ1 subconjuntos de σ̃(A)

tales que σ0 es compacto en C y σ1 es cerrado en C∞, de manera

que σ̃(A) = σ0 ∪ σ1. Entonces X = X0 ⊕ X1 y A = A0 ⊕ A1,

con X0, X1 son subespacios cerrados invariantes respecto de A,

A0 = A|X0 , A1 = A|X1 y satisfacen las siguientes propiedades:

(i) A1 ∈ B(X1), σ̃(A1) = σ(A1) = σ1,

(ii) para cada λ ∈ ρ(A),

A2(0) = A(0) = Ker(λ−A)−1 = Ker(λ−A2)−1 ⊆ X2,

Dom(A) = X1 ⊕Dom(A2),

σ̃(A2) = σ1.
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Demostración. Sin pérdida de generalidad, sea Γ una curva ce-

rrada simple en ρ(A) tal que σ0 ⊆ int(Γ) y ext(Γ) ∩ σ(A) = σ1.

Considérese la proyección espectral asociada con σ1

P0 =
1

2πi

∫
Γ
(λ−A)−1dλ.

Puesto que P0 está definido sobre todo X, entonces X = X0⊕X1,

donde X0 = ImP0 y X1 = KerP0. Además, para cada µ ∈ ρ(A),

(µ − A)−1[Xi] ⊂ Xi, para cada i = 0, 1 es decir, X0 y X1 son

invariantes respecto de A.

Se sabe que Ker(λ − A)−1 = A(0) y se puede probar, de igual

manera que en la Proposición 2.2.1 (b), que para cada x ∈ Ker(λ−
A)−1, P0(x) = 0. Esto implica que Ker(λ− A)−1 ⊆ KerP0 = X1

y por lo tanto, A(0) ⊆ X1.

Sean R0 y R1 son las restricciones del resolvente de A en X0 y X1,

respectivamente, de tal manera que R0 es la función resolvente de

A0 y R1 es la función resolvente de A1, esto es, R0 : ρ(A0) →
B(X0) y R1 : ρ(A1)→ B(X1).

Ahora, se vera que R0 es anaĺıtico en∞ y que ĺım
|µ|→∞

(µ−A0)−1 = 0.

Sea x0 ∈ X0. Entonces

R0(µ)x0 = (µ−A0)−1x0 = (µ−A)−1P0x0 =

=
1

2πi

∫
Γ
(µ−A)−1(λ−A)−1x0dλ =

=
1

2πi

∫
Γ
(λ− µ)−1((µ−A)−1 − (λ−A)−1)x0dλ =

=
1

2πi

[∫
Γ
(λ− µ)−1(µ−A)−1x0dλ−

∫
Γ
(λ− µ)−1(λ−A)−1x0dλ

]
,

Se observa que, si se considera µ fuera de la la curva Γ, entonces

R0(µ)x0 = − 1

2πi

∫
Γ
(λ− µ)−1(λ−A)−1x0dλ,

donde (λ − µ)−1(λ − A)−1 es una función anaĺıtica, luego exis-

te una extensión anaĺıtica de R0 en C∞ \ int(Γ). Además, cuan-

do la distancia de µ al origen es cada vez más grande, entonces
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R0(µ)x0 = 0, esto es, ĺım
|µ|→∞

(µ− A0)−1 = 0. Por ende, ∞ /∈ σ0, lo

que equivale a que A0 ∈ B(X0); concluyendo que σ̃(A0) = σ(A0).

Ahora, por el Lema 2.1.2,

A(0) = A0(0)⊕A1(0) = {0} ⊕A1(0) = A1(0).

Por la Proposición 2.1.2, para cada λ ∈ ρ(A), Ker(λ − A)−1 =

Ker(λ−A1)−1. Entonces σ̃(A1) es subconjunto de C∞.
Para demostrar que la resolvente R1 de A1 tiene una extensión

anaĺıtica y continua en ∞, se procede de forma similar.

Aśı que σ̃(A) = σ̃(A0) ∪ σ̃(A1) = σ0 ∪ σ1, es decir, σ̃(A0) = σ0 y

σ̃(A1) = σ1. Donde σ1 es cerrado, pues si no lo fuera, ρ̃(A1) no

seŕıa abierto, lo que es falso.

Proposición 2.2.4. Sean A ∈ BLC(X), λ0 un punto aislado de

σ(A) y sea P la proyección espectral asociado con A y {λ0} . Se

denota M := ImP y N := KerP. Entonces:

(a) Para cada λ ∈ ρ(A), (λ−AN )−1 = (λ−A)−1
N y (λ−AM )−1 =

(λ−A)−1
M ,

(b) σ(AM ) = {λ0} y λ0 /∈ σ(A|N ).

Demostración.

(a) Se observa que, para cada λ ∈ C, (λ− AM ) y (λ− AN ) es la

restricción de la relación lineal (λ−A) en los espacios M y N,

respectivamente, entonces por la Proposición 2.2.3 (c),

λ−A = (λ−AM )⊕ (λ−AN ).

De esto se sigue que λ−A es invertible si y sólo si λ−AM es

un operador invertible y (λ − AN )−1 ∈ B(N). Entonces para

cada λ ∈ ρ(A),

(λ−A)−1 = (λ−AM )−1 ⊕ (λ−AN )−1.

De esto se tiene que ρ(A) ⊆ ρ(AM ) ∩ ρ(AN ) y que

(λ−A)−1
M = (λ−AM )−1, (λ−A)−1

N = (λ−AN )−1.
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(b) Sea Γ una curva admisible asociada con {λ0} y considérese

λ ∈ ρ(A) \ Γ.

Por la ecuación resolvente se tiene

(λ−A)−1P =
1

2πi

∫
Γ
(λ−A)−1(µ−A)−1dµ =

1

2πi

[∫
Γ
(µ− λ)−1(λ−A)−1dµ−

∫
Γ
(µ− λ)−1(µ−A)−1dµ

]
.

Se observa que al considerar λ fuera de la curva Γ,∫
Γ
(µ− λ)−1(λ−A)−1dµ = 0.

Por (a), para cada λ ∈ ρ(A), (λ − A)−1P = (λ − AM )−1.

Entonces, para cada λ ∈ ρ(A),

(λ−AM )−1 = − 1

2πi

∫
Γ
(µ− λ)−1(µ−A)−1dµ.

Puesto que para cada λ fuera de la curva Γ, (µ − λ)−1(µ −
A)−1 es una función anaĺıtica, entonces existe una extensión

anaĺıtica de (λ − AM )−1 en C \ int(Γ), donde int(Γ) es la

cerradura del interior de la región que está acotada por la

curva Γ. De esto se sigue que C \ int(Γ) ⊆ ρ(AM ).

Además, se sabe que la curva Γ separa al punto aislado z

de resto del espectro, aśı que int(Γ) \ {λ0} ⊆ ρ(AM ), luego

C \ {λ0} ⊆ ρ(AM ). Por lo tanto, σ(AM ) ⊆ {λ0} . Y ya que

AM es un operador lineal acotado, entonces se obtiene que

σ(AM ) = {λ0} .
Resta probar que λ0 /∈ σ(AN ).

Puesto que para cada λ ∈ ρ(A)

(λ−A)−1 = (λ−AM )−1 ⊕ (λ−AN )−1,

entonces ρ(A) = ρ(AM ) ∩ ρ(AN ), esto implica que σ(A) =

σ(AM ) ∪ σ(AN ). Por el Lema 2.2.2 se tiene que λ0 /∈ σ(AN ).
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Proposición 2.2.5. Sean A ∈ BLC(X), λ0 ∈ σ(A). Entonces

K(λ0 −A) es cerrado y

X = H0(λ0 −A)⊕K(λ0 −A)

si y sólo si λ0 es un punto aislado de σ(A).

Demostración. (⇒) Supóngase que λ0 es un punto aislado de σ(A).

Considérese la circunferencia Γ con centro en λ0, de radio ε > 0 y

de orientación positiva. Nótese que si µ ∈ Γ, entonces µ = λ− λ0,

para algún λ ∈ ρ(A) tal que |λ− λ0| = ε. También considérese la

proyección espectral asociada con A y {λ0}, denotada por P.

Puesto que P ∈ B(X) y X = ImP ⊕ KerP, basta probar que

ImP = H0(λ0−A) y KerP = K(λ0−A). Se denotará M := ImP

y N := KerP.

Sea x ∈ M. Se sabe que la función µ 7→ (µ − A)−1 es anaĺıtica

sobre ρ(A), entonces para cada λ − λ0 ∈ Γ, la función λ − λ0 7→
(λ−λ0)n(λ−λ0−A)−1x es anaĺıtica y continua, para cada n ∈ N.
Aśı que, para cada n ∈ N, (λ− λ0)n(λ− λ0 −A)−1x es integrable

sobre Γ. Se define la sucesión (xn) por x0 := x y, para cada n ∈ N

xn :=

∫
Γ
(λ− λ0)n(λ− λ0 −A)−1xdλ.

Como AM es un operador acotado, para cada n ∈ N,

xn+1 =

∫
Γ
(λ− λ0)n+1(λ− λ0 −A)−1xdλ =

=

∫
Γ
(AM + λ− λ0 −AM )(λ− λ0)n(λ− λ0 −A)−1xdλ =

=

∫
Γ
(λ− λ0)nAM (λ− λ0 −A)−1xdλ+

+

∫
Γ
(λ− λ0)n(λ− λ0 −AM )(λ−A)−1xdλ.

Usando la Proposición 2.2.2 (d),∫
Γ
(λ− λ0)n(λ− λ0 −AM )(λ−A)−1xdλ =

∫
Γ
(λ− λ0)nxdλ = 0.
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Luego,

xn+1 =

∫
Γ
(λ− λ0)nAM (λ− λ0 −A)−1xdλ =

= AM

∫
Γ
(λ− λ0)n(λ− λ0 −A)−1xdλ =

= AMxn ∈ Axn,

esto implica que (λ0−AM )xn ∈ (λ0−A)xn y por lo tanto, xn+1 ∈
(λ− λ0 −A)xn.

Es claro que la función λ − λ0 7→
∥∥(λ− λ0)n(λ− λ0 −A)−1x

∥∥ es

continua sobre el compacto Γ, entonces alcanza su valor máximo

y su valor mı́nimo en Γ. De esto se sigue que

ĺım
n

(d(xn, (λ0 −A)(0)))
1
n = ĺım

n
(d(xn, A(0)))

1
n ≤ ĺım

n
(d(xn, 0))

1
n =

= ĺım
n
‖xn‖

1
n = ĺım

n

∥∥∥∥∫
Γ
λn(λ−A)−1xdλ

∥∥∥∥ 1
n

≤

≤ ĺım
n

[
εn máx

{∥∥(λ−A)−1
∥∥ ‖x‖ : λ ∈ Γ

}
2πε
] 1
n = ε,

Como lo anterior se cumple para cualquier circunferencia de radio

ε, entonces ĺım
n

(d(xn, (λ0 − A)(0)))
1
n = 0. De esto se sigue que

x ∈ H0(λ0 −A).

Rećıprocamente, sea z ∈ H0(λ0−A). Entonces existe una sucesión

(zn) en X tal que z0 = z, para cada n ∈ N∗, zn+1 ∈ (λ0 −A)zn y

ĺım sup ‖zn‖
1
n < ε.

Sea λ− λ0 ∈ Γ. Tomando la serie

∞∑
n=0

zn
(λ− λ0)n+1

, se observa que

ĺım sup

∥∥∥∥ zn
(λ− λ0)n+1

∥∥∥∥ 1
n

≤ ĺım sup
∥∥∥ zn
εn+1

∥∥∥ 1
n ≤ ĺım sup

ε

ε
= 1.

Por lo tanto, w =
∞∑
n=0

zn
(λ− λ0)n+1

, con w ∈ X.

Ahora, obsérvese que

(λ−λ0)w−z = −z0+(λ−λ0)

∞∑
n=0

zn
(λ− λ0)n+1

= −z0+

∞∑
n=0

zn
(λ− λ0)n
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= −z0 + z0 +
z1

λ− λ0
+

z2

(λ− λ0)2
+ · · ·+ zn

(λ− λ0)n
+ · · · =

=
z1

λ− λ0
+

z2

(λ− λ0)2
+ · · ·+ zn

(λ− λ0)n
+ · · · ∈

∈ 1

λ− λ0
A(z0) +

1

(λ− λ0)2
A(z1) +

1

(λ− λ0)3
A(z2)+

+ · · ·+ 1

(λ− λ0)n
A(zn−1) + · · · = A

( ∞∑
n=0

zn
(λ− λ0)n+1

)
= Aw.

Esto implica que (λ− λ0)w − z ∈ Aw o equivalentemente,

(λ− λ0 −A)w = z +A(0).

Luego

w = (λ− λ0 −A)−1z + (λ− λ0 −A)−1A(0) = (λ− λ0 −A)−1z.

Ahora,

Pz =
1

2πi

∫
Γ
(λ− λ0 −A)−1zdλ =

1

2πi

∫
Γ
wdλ =

=
1

2πi

∫
Γ

∞∑
n=0

zn
(λ− λ0)n+1

dλ =
1

2πi

∫
Γ

z0

λ− λ0
dλ =

=
1

2πi
[2πiz0] = z0 = z.

Por lo tanto, z ∈ Im(P ) y se concluye que H0(λ0 −A) = M.

Ahora se verá que N = K(λ0 −A).

Por la Proposición 2.2.4 (b), se sabe que σ(AM ) = {λ0} y que

λ0 /∈ σ(AN ), esto es, λ0 ∈ ρ(AN ), entonces (λ0 − AN )−1 ∈ B(N).

Aśı, (λ0−AN )−1(0) = {0} , por ende, λ0−AN es inyectiva, además,

Im(λ0 −AN ) = Dom(λ0 −AN )−1 = N. Aplicando la Proposición

2.2.3 (b), (λ0 −A)[N ] = N.

Por la Proposición 1.5.7, N ⊆ K(λ0 −A).

Resta probar que K(λ0 − A) ⊆ N, para ello, primero se probará

que K(λ0 −A) ∩H0(λ0 −A) = {0} .
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Se afirma que K(λ0 − A) ∩ H0(λ0 − A) = K((λ0 − A)H0(λ0−A)).

En efecto. Sea x ∈ K(λ0 − A) ∩H0(λ0 − A). Entonces existe una

sucesión (xn) en X y existe α > 0 tales que x0 = x, para cada

n ∈ N∗, xn ∈ (λ0 −A)xn+1 y

d(xn, (λ0 −A)(0)) = d(xn, A(0)) ≤ αnd(x,A(0)).

Se probará por inducción matemática que, para cada n ∈ N∗,
xn ∈ H0(λ0 −A).

Para n = 0, es claro.

Ahora supóngase que se cumple para algún n ∈ N∗. Puesto que

xn ∈ (λ0 − A)xn+1, entonces (λ0 − A)xn+1 = xn + A(0). Ya que

M = H0(λ0 −A),

P (λ0 −A)xn+1 = Pxn + PA(0) = xn +A(0).

Por la Proposición 2.2.1 (e),

(λ0−A)Pxn+1 = λ0Pxn+1−APxn+1 = λ0Pxn+1−PAxn+1+A(0) =

= P ((λ0 −A)xn+1) +A(0) = xn +A(0) +A(0) =

= xn +A(0) = P (λ0 −A)xn+1 = (λ0 −A)xn+1.

Aśı,

(λ0 −A)(0) = A(0) = (λ0 −A)Pxn+1 − (λ0 −A)xn+1 =

= (λ0 −A)(Pxn+1 − xn+1),

lo que implica que

Pxn+1 − xn+1 ∈ Ker(λ0 −A) ⊆ H0(λ0 −A),

por consiguiente, xn+1 ∈ H0(λ0 −A).

De esto último se tiene que, para cada n ∈ N∗, (xn+1, xn) ∈
Gr((λ0 −A)H0(λ0−A)) y

Ker((λ0−A)H0(λ0−A)) = H0(λ0−A)∩Ker(λ0−A) = Ker(λ0−A)



2.2. PUNTOS AISLADOS EN EL ESPECTRO 79

de tal manera que

d(xn,Ker((λ0 −A)H0(λ0−A)) ∩ (λ0 −A)H0(λ0−A)(0)) =

= d(xn,Ker(λ0 −A) ∩ (λ0 −A)(0) ∩H0(λ0 −A)) =

= d(xn,Ker(λ0 −A) ∩ (λ0 −A)(0)) ≤

≤ αnd(xn,Ker(λ0 −A) ∩ (λ0 −A)(0)) =

= αnd(x,Ker((λ0 −A)H0(λ0−A)) ∩AH0(λ0−A)(0)),

luego x ∈ K((λ0−A)H0(λ0−A)), esto es K(λ0−A)∩H0(λ0−A) ⊆
K((λ0−A)H0(λ0−A)). Además, es claro que K((λ0−A)H0(λ0−A)) ⊆
K(λ0−A)∩H0(λ0−A). Usando el Corolario 2.32 de [1], se sigue

que K(λ0 −A) ∩H0(λ0 −A) = {0} .
Por lo tanto,

K(λ0 −A) = K(λ0 −A) ∩X = K(λ0 −A) ∩ [M ⊕N ] =

= N +K(λ0 −A) ∩H0(λ0 −A) = N + {0} = N.

Se concluye que X = H0(λ0 − A) ⊕ K(λ0 − A) y K(λ0 − A) es

cerrado en X.

(⇒) Sin perdida de generalidad, se supondrá que λ0 = 0. De esta

manera X = H0(A)⊕K(A) con K(A) cerrado.

Por la Proposición 1.5.6, A[K(A)] = K(A), entonces A|K(A) es

suprayectiva.

Por hipótesis, K(A) ∩H0(A) = {0} y por la Proposición 1.5.3, se

tiene KerA ∩ K(A) ⊆ H0 ∩ K(A). Aśı, Ker(AK(A)) = KerA ∩
K(A) = {0} , lo que implica que AK(A) es inyectiva y por ende,

AK(A) es biyectiva.

Por el Lema 2.2 de [7], existe δ > 0 tal que λ−AK(A) es biyectivo,

para cada |λ| < δ. Aunado a esto, (λ − AK(A))[K(A)] = K(A).

También es claro que

KerA ∩A(0) ⊂ H0(A) ∩K(A) = {0} .
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Se afirma que, para cada λ 6= 0, Ker(λ − A) ⊂ K(A). En efecto,

sea x ∈ Ker(λ − A) y considérese la sucesión (xn) definida por

x0 := x y para cada n ∈ N, xn :=
x

λn
.

Ya que x ∈ Ker(λ−A), entonces 0 ∈ (λ−A)x o equivalentemente,

(λ − A)x = (λ − A)(0) = A(0). De esto se obtiene que Ax =

λx+A(0), es decir, λx ∈ Ax.
Aśı, para cada n ∈ N∗,

xn =
λx

λn+1
∈ 1

λn+1
Ax = A

( x

λn+1

)
= Axn+1

y

d(xn,KerA ∩A(0)) = d(xn, 0) = ‖xn‖ =
‖x‖
|λ|n

<
‖x‖
δn

.

Si, α := δ−1, entonces

d(xn,KerA∩A(0)) < αn ‖x‖ = αnd(x, 0) = αnd(x,KerA∩A(0)).

Es decir, x ∈ K(A).

Por consiguiente, para cada |λ| < δ.

Ker(λ−AK(A)) = K(A) ∩Ker(λ−A) = Ker(λ−A) = {0} .

Por otro lado, sea x ∈ H0(A). Entonces existe una sucesión (xn) en

X tal que x0 = x, para cada n ∈ N∗, xn+1 ∈ Axn y ĺım
n
‖xn‖

1
n = 0.

Nótese que para cada 0 < |λ| < δ,

(λ−A)

∞∑
n=0

xn
λn+1

= λ

∞∑
n=0

xn
λn+1

−A

( ∞∑
n=0

xn
λn+1

)
=

=

∞∑
n=0

xn
λn
−
(
Ax0

λ
+
Ax1

λ2
+ · · ·+ Axn

λn+1
+ · · ·

)
∈

∈
(
x0 +

Ax0

λ
+
Ax1

λ2
+ · · ·+ Axn−1

λn
+
Axn
λn+1

· · ·
)
−

−
(
Ax0

λ
+
Ax1

λ2
+ · · ·+ Axn−1

λn
+
Axn
λn+1

+ · · ·
)

= x0 +A(0).
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Esto es, x0 ∈ (λ−A)
∞∑
n=0

xn
λn+1

y por lo tanto, H0(A) ⊆ Im(λ−A).

Aśı, para cada |λ| < δ, X = H0(A)⊕K(A) ⊂ Im(λ−A).

Sumando lo anterior, si λ ∈ V = {λ ∈ C : 0 < |λ| < δ} , (λ−A) es

suprayectiva e inyectiva, es decir, (λ−A)−1 es un operador lineal,

con Dom(λ−A)−1 = X y por el Teorema de la aplicación abierta

para relaciones lineales, (λ−A)−1 ∈ B(X).

Se concluye que λ0 es un punto aislado de σ(A).

2.3. Polos del resolvente

En esta sección se pretende estudiar los puntos aislados del

espectro de una relación lineal a través del concepto de polo de la

resolvente.

Considérese A ∈ BCL(X) y λ0 un punto aislado de σ(A).

Por la Proposición 2.1.6, para λ ∈ ρ(A) arbitrario, se sabe que

(λ−A)−1 es anaĺıtica. Aśı, por la Proposición 46.7 de [6], (λ−A)−1

tiene una representación en serie de Laurent en el disco abierto

D(λ0, r) \ {λ0} = {λ : 0 < |λ− λ0| < ε}

de la siguiente forma:

(λ−A)−1 =

∞∑
n=0

(λ− λ0)nQn +

∞∑
n=0

(λ− λ0)−nPn,

donde, para cada n ∈ N y Γ = {λ : |λ− λ0| = δ} con δ < ε,

Pn :=
1

2πi

∫
Γ
(λ− λ0)n−1(λ−A)−1dλ,

Qn :=
1

2πi

∫
Γ
(λ− λ0)−n−1(λ−A)−1dλ.

Es claro que P1 = P, donde P es la proyección espectral asociada

con A y {λ0} .
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Proposición 2.3.1. Sean A ∈ BCL(X), λ0 un punto aislado de

σ(A) y λ ∈ ρ(A). Entonces

(i) Para cada n ∈ N∗, (A− λ0)Qn+1 = Qn +A(0),

(ii) Para cada n ∈ N, (A− λ0)Pn = Pn+1 +A(0),

(iii) Para cada n ∈ N∗, (A− λ0)nP1 = Pn+1 +An(0).

Demostración. Considérese la curva Γ de la misma forma como se

definió anteriormente.

(i) Sea n ∈ N∗ y considérese el epimorfismo canónico asociado

con A, QA : X → X/A(0). Entonces QA(A− λ0)Qn+1 =

= QA(A− λ0)
1

2πi

∫
Γ
(λ− λ0)−n−2(λ−A)−1dλ

=
1

2πi

∫
Γ
(λ− λ0)−n−2QA(A− λ0)(λ−A)−1dλ

=
1

2πi

∫
Γ
(λ− λ0)−n−2QA(A− λ+ λ− λ0)(λ−A)−1dλ

=
1

2πi

∫
Γ
(λ− λ0)−n−2(λ− λ0)QA(λ−A)−1dλ−

− 1

2πi

∫
Γ
(λ− λ0)−n−2QA(λ−A)(λ−A)−1dλ

=
1

2πi

∫
Γ
(λ− λ0)−n−1QA(λ−A)−1dλ−

− 1

2πi

∫
Γ
(λ− λ0)−n−2QA(I +A(0))dλ

= QA
1

2πi

∫
Γ
(λ− λ0)−n−1(λ−A)−1dλ−

− 1

2πi

∫
Γ
(λ− λ0)−n−2QAdλ = QAQn − 0 = QAQn.

Aśı que, QA(A−λ0)Qn+1 = QAQn, es decir (A−λ0)Qn+1−
Qn = A(0) y por lo tanto, para cada n ∈ N∗, (A−λ0)Qn+1 =

Qn +A(0).
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(ii) Sea n ∈ N. De forma similar a (i) se tiene que

QA(A− λ0)Pn = QA
1

2πi

∫
Γ
(λ− λ0)n(λ−A)−1dλ−

−QA
1

2πi

∫
Γ
(λ− λ0)n−1dλ = QAPn+1 − 0 = QAPn.

Nuevamente QA(A−λ0)Pn = QAPn lo que implica que (A−
λ0)Pn = Pn+1 +A(0).

(iii) Por inducción matemática sobre n. El resultado es claro para

n = 0. Supóngase dicho resultado se cumple para algún n ∈
N.
Ahora,

(A− λ0)n+1P1 = (A− λ0)(A− λ0)nP1

= (A− λ0)(Pn+1 +An(0)) = (A− λ0)P1 + (A− λ0)An(0).

Por (ii),

(A− λ0)P1 + (A− λ0)An(0) = Pn+2 +A(0) +An(A− λ0)(0)

= Pn+2 +A(0) +AnA(0) = Pn+2 +An+1(0).

Definición 2.3.1. Sean A ∈ BCL(X). Se dirá que λ0 es un polo

de (λ − A)−1 de orden m > 0 si λ0 es un punto aislado de σ(A),

ImPm * Am−1(0) y ImPm+1 ⊆ Am(0).

Proposición 2.3.2. Sean A ∈ BCL(X) y λ0 un punto aislado de

σ(A). Si λ0 es un polo de (λ−A)−1 de orden m > 0, entonces se

cumple lo siguiente:

(i) ImP1 = Ker(λ0 −A)m y α(λ0 −A) = m,

(ii) para cada n ≥ m KerP1 = Im(λ0 −A)n,

(iii) δ(λ0 −A) = m,

(iv) X = Ker(λ0 −A)m ⊕ Im(λ0 −A)m.
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Demostración.

(i) Por la Proposición 1.5.3 (ii), para cada n ∈ N, Ker(λ0 −
A)n ⊆ H0(λ0−A). Además, como λ0 es un punto aislado de

σ(A), por la Proposición 2.2.5, H0(λ0−A) = ImP = ImP1,

es decir, Ker(λ0 −A)m ⊆ ImP1.

Rećıprocamente, sea x ∈ ImP1. De la demostración de la

Proposición 2.3.1 (iii) se puede observar que (λ0 −A)P1x =

(λ0 − A)x = −Pm+1x + Am(0). Puesto que λ0 es un polo

de orden m, ImPm+1 ⊆ Am(0). Luego Pm+1x + Am(0) =

Am(0), entonces (λ0 − A)mx = Am(0); de modo que 0 ∈
(λ0 −A)m, esto prueba que x ∈ Ker(λ0 −A)m.

Por otro lado, sea x ∈ Ker(λ0 − A)m+1. Entonces existe

y ∈ X tal que y ∈ (λ0 −A)x y (λ0 −A)my = (λ0 −A)m(0).

Por la Proposición 2.3.1 (iii) y ya que λ0 es un polo de orden

m, se tiene que

(λ0 −A)m(0) = (λ0 −A)my = (λ0 −A)mP1y

= Pm+1y +Am(0) = Am(0).

De lo anterior también se observa que

(λ0 −A)m+1x = (λ0 −A)m(y +A(0))

= (λ0 −A)my + (λ0 −A)mA(0)

= Am(0) +A(λ0 −A)m(0) = Am(0) +AAm(0)

= Am(0) +Am+1(0) = Am+1(0).

De esta manera se puede deducir que (λ0−A)mx = Am(0) =

(λ0 − A)m(0). Lo que implica que x ∈ Ker(λ0 − A)m y por

lo tanto, α(λ0 −A) = m.

(ii) Sean M := ImP1 y N := KerP1. Considérese A1 := AM y

A2 := AN ; se observa que A = A1 ⊕A2.

Por la Proposición 2.2.4 (b), λ0 /∈ σ(A2), lo que implica que

(λ0−A2)−1 ∈ B(N), en particular, N = Dom(λ0−A2)−1 =



2.3. POLOS DEL RESOLVENTE 85

Im(λ0 −A2), esto es, (λ0 −A2) es suprayectiva. Aśı δ(λ0 −
A2) = 0 y por lo tanto, para cada n ≥ m, Im(λ0 − A2) =

N = Im(λ0 −A2)n ⊆ Im(λ0 −A)m.

Ahora, sean n ≥ m y x ∈ Im(λ0 − A)n ∩ Ker(λ0 − A)n.

Entonces x ∈ (λ0 − A)n y Ker(λ0 − A)n, es decir, existe

y ∈ X tal que x ∈ (λ0 −A)ny y (λ0 −A)nx = (λ0 −A)n(0).

Aśı, (λ0 −A)ny = x+ (λ0 −A)n(0), de donde se obtiene

(λ0 −A)n(λ0 −A)ny = (λ0 −A)n(x+ (λ0 −A)n(0))

= (λ0 −A)nx+ (λ0 −A)n(λ0 −A)n(0)

= (λ0 −A)n(0) + (λ0 −A)2n(0) = (λ0 −A)2n(0),

luego (λ0 − A)2ny = (λ0 − A)2n(0), por consiguiente, y ∈
Ker(λ0 −A)2n.

Puesto que α(λ0−A) = m ≤ n, y ∈ Ker(λ0−A)n. Además,

como (λ0 − A)n(0) = (λ0 − A)ny = x + (λ0 − A)n(0). Esto

prueba que x ∈ (λ0 −A)m(0).

Sea w ∈ Im(λ0 − A)n. Puesto que X = M ⊕ N, existen

w1 ∈ M y w2 ∈ N tales que w = w1 + w2. Como N ⊆
Im(λ0−A)n, entonces w2 = w−w1 ∈ Im(λ0−A)n. Además,

w2 ∈ Ker(λ0 −A)n, luego

w2 ∈ Im(λ0 −A)n ∩Ker(λ0 −A)n ⊆ (λ0 −A)n(0).

Se probará que para cada k ∈ N, (λ0 − A)k ⊆ N. Se sabe

que A(0) = (λ0 − A)(0) ⊆ N. Supóngase que para algún

k ∈ N, (λ0 − A)k(0) ⊆ N. Sea z ∈ (λ0 − A)k+1(0), existe

t ∈ X tal que t ∈ (λ0−A)k(0) y z ∈ (λ0−A)t. Sabiendo que

(λ0 −A)[N ] ⊆ N y por hipótesis inductiva, z ∈ N.
De esto último se sigue que w ∈ N y por lo tanto, para cada

n ≥ m, Im(λ0−A)n = N, en particular, Im(λ0−A)m = N.

(iii) Por (ii), δ(λ0 −A) ≤ m.
Es fácil observar que ImP1 ∩KerP1 = {0} y

Rc(λ0−A) = Ker(λ0−A)m∩Im(λ0−A)m ⊆ ImP1∩KerP1.
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Aśı, por la Proposición 1.2.10, α(λ0 −A) = m ≤ δ(λ0 −A).

Esto demuestra que δ(λ0 −A) = m.

(iv) Por (i)-(iii), ImP1 = Ker(λ0−A)m yKerP1 = Im(λ0−A)m.

Puesto que P1 es la proyección espectral asociada con λ0,

entonces

X = ImP1 ⊕KerP1 = Ker(λ0 −A)m ⊕ Im(λ0 −A)m.

Proposición 2.3.3. Sea A ∈ BLC(X) tal que ρ(A) 6= ∅ y sea

λ0 ∈ σ(A). Si α(λ0 −A) = δ(λ0 −A) = m <∞, entonces:

(i) λ0 es un punto aislado de σ(A),

(ii) λ0 es un polo de orden m.

Demostración. Sean M := Ker(λ0 −A)m y N := Im(λ0 −A)m.

(i) Por la Proposición 2.1.7 y por la Proposición 2.2.3 (b), X =

M⊕N y A = (λ0−A)M⊕(λ0−A)N , con (λ0−A)M ∈ B(M)

nilpotente y (λ0 −A)−1
N ∈ B(N).

De esto se sigue que σ((λ0−A)M ) = {0} y por consiguiente,

σ(AM ) = {λ0} . Además, desde que (λ0 − A)−1
N ∈ B(N),

por el Lema 2.2 de [7], existe una vecindad V de λ0 tal que

(λ− A)−1
N existe para cada λ ∈ V \ {λ0} . Luego, para cada

λ ∈ V \ {λ0} , λ−A = (λ−A)M ⊕ (λ−A)M , es decir, para

cada λ ∈ V \ {λ0} , (λ−A)−1 ∈ B(X).

Por lo tanto, λ0 es un punto aislado de σ(A).

(ii) Puesto que P1 es la proyección espectral asociada con {λ0}
y por (i), para cada x ∈ X y cada n > m, P1x ∈ M =

Ker(λ0 −A)n−1.

Por la Proposición 2.3.1 (iii), (λ0−A)n−1P1 = −Pn+An−1(0).

De esta manera, para cada x ∈ X y para cada n > m,

−Pn +An−1(0) = (λ0 −A)n−1P1 = An−1(0),
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esto implica que Pnx ∈ An−1(0), es decir, ImPn ⊆ An−1(0).

En particular, ImPm+1 ⊆ Am(0). Se concluye que λ0 es un

polo de orden m.

Corolario 2.3.4. Sean A ∈ BLC(X) y λ0 un punto aislado de

σ(A). Si dimImP1 <∞, entonces λ0 es un polo.

Demostración. Por la Proposición 2.2.5 y la Proposición 1.5.3 (ii),

para cada n ∈ N, Ker(λ0 − A) ⊆ H0(λ0 − A) = ImP1. Como

dimImP1 es finita, entonces α(λ0 −A) <∞.
Ahora considérese A1 := AKerP1 . Por la Proposición 2.2.4 (b), λ0 /∈
σ(A1), esto quiere decir que KerP1 ⊆ Im(λ0−A1) ⊆ Im(λ0−A)

y por ende, para cada n ∈ N, KerP1 ⊆ Im(λ0 −A)n.

Ya que dimImP1 < ∞, y X = ImP1 ⊕ KerP1, codimKerP1 <

∞ y codimIm(λ0 − A) < ∞. Como en la demostración de la

Proposición 2.3.2 (iii), Rc(λ0 −A) = {0} . Aśı, por la Proposición

1.2.9 (i), α(λ0 − A) ≤ δ(λ0 − A) y por la Proposición 1.2.9 (ii),

α(λ0 −A) = δ(λ0 −A) = m.

Por la Proposición 2.3.3, λ0 es un polo de orden m.





Conclusiones

Al estudiar con detalle el concepto de relación lineal, resultados

y nociones posteriores, se observa que existen ciertas similitudes

con los operadores lineales.

Sin embargo, dichas similitudes no inducen el mismo comporta-

miento, ni el mismo manejo entre ambos objetos, ya que muchos

resultados obtenidos dentro de la Teoŕıa de operadores, requieren

condiciones adicionales y espećıficas para poder funcionar de ma-

nera adecuada en el caso de relaciones lineales.

Al hablar de la restricción de una relación lineal, existen dos en-

foques diferentes, el de la Definición 1.1.10 y el de la Definición

2.1.9. Ambas nociones son sumamente importantes para abordar

varios resultados que involucran integración en curvas rectificables

en el estudio de puntos aislados.

También se exhibieron dos ejemplos referente a estos enfoques. En

ellos se muestra de manera parcial el manejo distinto entre am-

bas definiciones. El Ejemplo 2.1.1 muestra que ambas definiciones

coinciden y el Ejemplo 2.1.2 muestra que no lo hacen.

Aśı mismo, las nociones de subespacio invariante, dictadas en la

Definición 2.1.8 y en la 2.1.7, derivadas de la Definición 1.1.10 y

de la Definición 2.1.9, respectivamente, también muestran clara-

mente la diferencia entre los enfoques que representa cada una de

dichas definiciones.

El concepto de subespacio invariante es de suma importancia para

abordar varios resultados dentro del estudio de los puntos aislados
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en el espectro de una relación lineal. En este caso, debido a resulta-

dos posteriores a estos enunciados, se prueba que ambos enfoques

coinciden. De esta manera es posible aplicar los resultados que se

han obtenido en ambas v́ıas.

Algunas preguntas que surgen para investigaciones futuras son pre-

cisamente sobre las condiciones en las que las Definiciones 1.1.10 y

2.1.9 seŕıan equivalentes y sobre cuán distintos seŕıan los resulta-

dos y el comportamiento de relaciones lineales excluyendo alguno

de los dos enfoques.

De igual forma, la correlación que existe entre pseudoresolventes

y relaciones lineales cerradas, representa una interesante linea de

investigación futura, pues es una manera natural y orgánica de

sustentar la Definición 2.1.9.

El análisis culmina con una caracterización de dichos puntos por

medio de la parte quasinilpotente y núcleo anaĺıtico de la relación

lineal en cuestión. Además, mediante el uso de polos del resolven-

te, se amplia en gran media el estudio de los puntos aislados.

Dado el gran abanico de lineas de investigación y el gran repertorio

de resultados de la teoŕıa de relaciones lineales, se puede concluir

con total certeza que puede tener grandes aplicaciones en otras

áreas del conocimiento.

Aśı mismo, también puede servir como otro enfoque de estudio

a la teoŕıa de operadores, ya que puede ayudar a entender desde

otra perspectiva algunos problemas subyacentes.
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