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Resumen

En el presente trabajo de tesis, se estudia un sistema coloidal formado por rodillos
duros y delgados, en presencia de un flujo elongacional del solvente. Se realizan los
calculos correspondientes, para determinar la transicion de fase isétropo-nemaética de
esta suspension coloidal al cambiar la concentracion de rodillos y el nimero de Peclet.
Este estudio se basa en el calculo del parametro de orden orientacional, utilizando el
formalismo de Smoluchowski. Obtenemos el diagrama de bifurcacion para determinar
donde ocurre la transicion de fase.
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Introduccion

Las diversas propiedades de los sistemas coloidales han hecho que se tengan miltiples
aplicaciones en la industria, la medicina, etc [1]. Debido a las aplicaciones que se le
puede dar a un sistema coloidal es de gran interés estudiarlos desde un punto de
vista tedrico, experimental y de simulacion [2-5]. Estos sistemas no sélo existen en
la naturaleza , también se pueden fabricar artificialmente [4].

El soluto de un sistema coloidal puede tener forma de rodillo. Esta geometria per-
mite que se le pueda asociar una orientacién, y por lo tanto se puedan estudiar las
propiedades orientacionales de estos sistemas. Una de las maneras con la cual pode-
mos modificar la orientacion de las particulas es haciendo que el solvente fluya [2,5].
Y de esta manera poder estudiar las transiciones de fase is6tropo-nematicas [5].
Utilizando la mecénica estadistica tratamos estos sistemas formados por muchas
particulas, y al enfocarnos en las propiedades orientacionales, utilizamos el formalis-
mo de Smoluchowski [5]. Aunque para utilizar este formalismo es necesario enten-
der las interacciones que existen entre las particulas soluto-soluto, soluto-solvente y
solvente-solvente [6-9]. De esta manera estudiamos estos sistemas formados por ro-
dillos delgados, neutros y duros. Recientemente, se ha trabajado con estos sistemas
bajo la accién de un flujo de corte laminar y se han obtenido algunos diagramas de
bifurcacion [5], que permiten observar una transicion de fase isétropa-nemética. Sin
embargo, esto no se ha trabajado para otros flujos. Nosotros decidimos estudiar este
sistema de rodillos coloidales pero bajo la accion de un flujo elongacional, que se
caracteriza por un movimiento de compresion y uno de extension en una condicion
estacionaria. Consideramos que el estudio de estos sitemas en un flujo elongacional
es de gran utilidad ya que en la naturaleza existen diversos procesos en los cuales
podemos aplicar estos sistemas [10-12].

Para el estudio de nuestro sistema coloidal de rodillos en un flujo, primero es necesario
revisar algunos conceptos basicos, asi como los fundamentos de algunas expresiones,
que nos seran utiles para la comprension del problema, estas se describen en el Ca-
pitulo 1. En el Capitulo 2, se deduce la ecuacion de Doi-Edwards, que corresponde
a la ecuacion de movimiento del tensor del pardametro de orden. Al resolver esta
ecuacion obtenemos los resultados mostrados en el Capitulo 3, que son discutidos y
comparados con la referencia [5]. Y finalmente mostramos las conclusiones.

F(FM Facultad de Ciencias
Fisico Matematicas IV



Capitulo 1

Conceptos fundamentales

1.1. Coloides

En general, los coloides estan definidos por las diferencias de tamanos entre sus
componentes, como veremos mas adelante, y todos estan formados por dos fases:
una fase dispersada distribuida en un medio continuo de dispersion [1].

Existen diversos tipos de coloides, segun el estado de cada fase (Tabla 1.1). En este

‘ Fase dispersada ‘ Medio de dispersion ‘ Nombre ‘ Ejemplos ‘
Liquido Gas Aerosol liquido Niebla, Sprays liquidos
Solido Gas Aerosol soélido Humo
Gas Liquido Espuma Espumas
Liquido Liquido Emulsion Leche, Mayonesa
Solido Liquido Sol, Dispersion Pintura, Pasta para
coloidal o suspension dientes
Gas Solido Espuma solida Espuma de
poliuretano,
Poliestireno extendido
Liquido Solido Emulsion solida Tarmac, Helado
Solido Solido Suspension solida Opalo, Perlas,
Plasticos pigmentados

Cuadro 1.1: Tomado de [1]

trabajo nos interesan las particulas correspondientes a una fase soélida dispersas en
una fase liquida, asi que a partir de ahora, s6lo consideraremos estos sistemas.

1.1.1. Sistemas coloidales

Un sistema coloidal esta formado por un soluto y un solvente, aunque en general,
el sistema puede estar formado por varios solutos y/o varios solventes. El solvente
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{,g; CAPITULO 1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES
1.1. COLOIDES

estda formado por moléculas sencillas, que tienen un tamano de aproximadamente
un Angstrom [2]. El soluto debe tener componentes méas grandes que las particulas
del solvente; se considera que el tamano minimo de estas particulas debe ser de
~1nm [2] y maximo de ~10um [3]. Las particulas del soluto también son conocidas
como particulas coloidales.

El tamano de las particulas coloidales es muy importante, debido a que le dan al
sistema ciertas propiedades. Las particulas coloidales deben ser por lo menos 10
veces mas grandes que las particulas del solvente, para que las interacciones entre
ellas resulten de un promedio [3], es decir, cada particula coloidal interactia con
muchas particulas de soluto a la vez. Asi que, las propiedades que nos interesan del
soluto, son las que resultan de promediar todas las contribuciones. Por otra parte, las
particulas coloidales realizan un movimiento browniano (debido a esto también se les
puede llamar particulas brownianas), por lo que el tamano méaximo de las particulas
esta limitado de tal manera que su movimiento azaroso sea notable [3].

Algunos ejemplos de estos sistemas coloidales son la leche (en la que las particulas
coloidales corresponden a la proteinas), la sangre (donde las particulas coloidales
pueden ser desde las proteinas disueltas hasta algunas células como los eritrocitos),
productos alimenticios, entre otros. Las particulas coloidales pueden tener distintas
formas, como esferas, rodillos, discos, placas delgadas, esferocilindros, paralelepipe-

dos, etc. (Figura 1.1). En este trabajo nos interesa estudiar a las particulas con forma
de rodillo.

D

X 1 N P S
g0 " /|-

(a) (b) (c)

QUU‘ 4 ‘I'
v

Figura 1.1: Algunas geometrias de particulas coloidales. Se muestran algunos ejem-
plos de las formas que pueden tener las particulas coloidales: (a)esferas, (b)rodillos
y (c)discos.

1.1.2. Particulas coloidales en forma de rodillos

Los rodillos que vamos a considerar son particulas largas, delgadas y rigidas. Cada
particula tiene una longitud L, un didmetro D y un longitud de persistencia [, (Figura
1.1(b)); por lo tanto, cuando decimos largas y delgadas esto significa que deben
cumplir con L/D > 1, y rigidas quiere decir que [,/L > 1 [4]. Existen diversos
rodillos que son utilizados para la realizacion de experimentos, algunos son fabricados
y otros existen en la naturaleza, podemos ver algunos ejemplos en la tabla 1.2.

F(FM Facultad de Ciencias 2
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CAPITULO 1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES g'

1.2. PRINCIPIOS DE LA DINAMICA DE COLOIDES s
‘ Tipo ‘ L(nm) ‘ D (nm) ‘ l, (x10°nm) ‘
F-actina >1000 7 10-20
microtubulo >1000 24 1000-6000

fragmentos de ADN | >50 3 0.053

PBLG/DMF 16-390 1.6 0.08

TMV 300 13 ~1000
fd 880 6.6 2.2

Boehmita ~300 ~45 > L

PMMA extendido | 4000 ~50 > L

Cuadro 1.2: Ejemplos de particulas coloidales con forma de rodillo. Tomado de [4]

1.2. Principios de la dindAmica de coloides

Un sistema de muchas particulas, debido a la gran cantidad de variables que tiene,
debe ser tratado utilizando la mecénica estadistica. Por lo que, ahora describiremos
algunas herramientas que nos seran ttiles en nuestro estudio, ya que, deseamos hallar
la ecuacion de evolucion de la funciéon de densidad de probabilidad de las posiciones
y las orientaciones. Para ello se empleara el formalismo de Smoluchowski

1.2.1. Funciones de densidad de probabilidad

Si queremos utilizar las ecuaciones de Newton para describir un sistema de muchas
particulas, se tienen que resolver para las variables de posicion y velocidad de cada
una de ellas, siendo imposible obtener una soluciéon del problema de manera analitica.
Por esto, la estadistica se convierte en la herramienta més adecuada para estudiar
estos sistemas, asi que, nuestra teoria se va a basar en las probabilidades de eventos
y sus promedios. El estudio de fenémenos fisicos utilizando estas herramientas, es la
mecdnica estadistica.

En un sistema de muchas particulas, cada una tiene determinados momentos y po-
siciones en cierto tiempo. Estas configuraciones son parte de un conjunto llamado
emsamble. En una sistema de N particulas, hay r; posiciones y p; posiciones, con
1 = 1,..., N, las posiciones y momentos de las particulas representan un punto en
el espacio fase 6/N dimensional, el cual representa uno de los sistemas del ensam-
ble. Entonces, podemos definir la siguiente variable: X = (71, ey TNy D1y - D). L
densidad de puntos en el espacio fase es proporcional a la probabilidad de encontrar
un sistema en cierto estado en un tiempo en particular [4]. Ahora revisemos algunos
conceptos, que nos seran tutiles.

Para una variable aleatoria continua, X , la probabilidad de hallar un valor de la
variable entre X v X + dX en un tiempo ¢, es dP()Z',t)d)Z' donde P()Z',t), es la
funcion de densidad de probabilidad (pdf).

Las pdf’s deben estar normalizadas es decir

3 F(FM Facultad de Ciencias
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@ CAPITULO 1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES
1.2. PRINCIPIOS DE LA DINAMICA DE COLOIDES

Figura 1.2: Barras de F actina. Imagen de filamentos de F actina hidratada congelada.
Fotografia de Nature, Vol. 467(7316), p.724-8

/ AXP(X 1) =1

donde la integral va sobre todo el dominio. El valor promedio de una variable X(t)
es

<X>()= / dXP(X.1)

y el valor promedio de una funcién f de esta variable es
<f> ()= /de(X)P(X', 0

En un sistema fisico X puede ser la posicion o velocidad de las particulas, y f(t)
puede ser la presion microscopica. Entonces, para determinar el comportamiento de
un sistema, es necesario determinar la funcion de densidad de probabilidad (pdf),
P(7,t), de la posicion del centro de masa, 7= (z,y, 2).

En un promedio de ensamble podemos obtener la pdf de una sola particula con

Py 1) = /df2 N -/dFNP(Fl, ) (1.1)

Funciones de densidad de probabilidad condicional

En un ensamble, consideremos que uno de los sistemas esta en el estado X en un
tiempo t, pero con la restricciéon de que en un tiempo ¢y < t el sistema estaba en el
estado Xy. A la pdf de este sistema restringido se le llama funcion de densidad de

F<FM Facultad de Ciencias 4
Fisico Matematicas



CAPITULO 1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES ‘o
1.2. PRINCIPIOS DE LA DINAMICA DE COLOIDES

probabilidad condicional o pdf condicional y es denotada por Pc()?, t|)?0, to). Enton-
ces, P. es la probabilidad de que el sistema esté entre X y X +dX en un tiempo t,
dado que en un tiempo #, estaba en X, [4]. Por definicion la pdf y la pdf condicional
estan relacionadas de la siguiente manera

P(X: ta )?07 tO)

pc()?,t‘)?o,to) — pury
P(Xo, o)

(1.2)

donde P()Z' ,t, )Z'O, to) es la probabilidad de que el sistema esté en X en un tiempo ¢
y en Xy en un tiempo tg.

1.2.2. Movimiento browniano

Las moléculas de un sistema estan en constante agitacion térmica; si la temperatura
aumenta, el movimiento también se incrementa, y si las particulas son mas grandes,
el movimiento disminuye. En un sistema coloidal las moléculas de solvente, al ser
pequenas, estan en una constante agitacion, moviéndose aleatoriamente. Considere-
mos que tenemos una particula coloidal inmersa en el solvente, muchas particulas
del solvente golpearan al mismo tiempo su superficie. En promedio, debido al movi-
miento caodtico, la fuerza que recibe la particula coloidal es igual a cero, pero debido
a las fluctuaciones, este valor varia en el tiempo; entonces, en un instante de tiempo
la resultante de las fuerzas puede ser distinta de cero, produciendo un movimiento
aleatorio de la particula coloidal (Figura 1.3). El estudio estadistico de los sistemas
coloidales puede realizarse utilizando al movimiento browniano.

Figura 1.3: Ejemplo de una trayectoria trazada en el tiempo del centro de masa de una
particula coloidal siguiendo un movimiento browniano.

Una de las principales ventajas de utilizar esta aproximacion, es que la coordenada
del momento angular de la particula se relaja en el equilibrio térmico (del bano tér-
mico formado por las particulas del solvente) dentro de un intervalo de tiempo en el
cual la posicion y la orientacion dificilmente cambian [3|, por lo que, no es necesario
considerar esta coordenada en el estudio.

5 F(FM Facultad de Ciencias
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g' CAPITULO 1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES
1.2. PRINCIPIOS DE LA DINAMICA DE COLOIDES

1.2.3. Ecuacién de continuidad

Consideremos el nimero de puntos N(t) = [, d P(7,t) atravesando un volumen
arbitrario V (Figura 1.11). La razon de cambio dN(t)/dt es igual a

O _ /V a7 P(F1) (13)

Y por otra parte, esta razéon de cambio esta determinada por la entrada y salida
del flujo de particulas a través de la frontera AV del volumen V, este flujo puede
ser cuantificado. El flujo J (7, t) esta definido como el vector cuya magnitud es igual
al namero de puntos que atraviesan una unidad de area por unidad de tiempo, con

direccion de la velocidad promedio de las particulas ¢. Por definicién tenemos

—

J(7,t) = 6(F, ) P(7,1) (1.4)

El componente del flujo paralelo a un elemento de superficie local (dS) de OV no
contribuye al cambio de ntimero de puntos en V, sélo el componente perpendicular
da una variaciéon al flujo que entra o sale. Sea n el vector unitario localmente perpen-
dicular a la superficie, notemos que depende de la posicién. Asi que el componente
perpendicular a 9V es J - n, este es el nimero de puntos que entran o salen de V
por unidad de tiempo por unidad de area. Sumando todas las contribuciones de los
elementos de superficie se tiene

AN (t -
dN(t) :7{ dS (F) - J(7,1) (1.5)

dt av
Esta integral de superficie puede pasarse a una integral de volumen por medio del
Teorema integral de Gauss (Apéndice A). Igualando la ecuacion (1.3) con este resul-

tado 3
/ dF {—P(F, )+ V- J(F t)} =0 (1.6)
v Lot

Ya que esto debe cumplirse para cualquier V, el integrando debe ser cero, y usando
la definicion dada en la ecuacion (1.4) se tiene

a — T = —/ = —
EP(T,t) = -V - J(7,t) = =V [U(F,t)P(7,1)] (1.7)
Esta es la ecuacion de continuidad, y es una ecuacion exacta. Entonces, las apro-
ximaciones que usaremos buscan expresar la velocidad promedio en términos de la
pdf, para obtener una ecuacién cerrada de movimiento.

1.2.4. Escala de tiempo browniana

Consideremos una particula coloidal esférica de masa M inmersa en un solvente. La
ecuacion de movimiento de Newton para esta particula es

di(t) .

M= = = (i + f(t) (1.8)

F(FM Facultad de Ciencias 6
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CAPITULO 1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES 5’,
1.3. CRISTALES LIQUIDOS

donde ¥ es la velocidad de la particula, —(v es la fuerza de friccion del fluido, ¢ > 0
es el coeficiente de friccion, y f(t) es la fuerza fluctuante debido al golpeteo aleatorio
de las moléculas del solvente [2], la cual al promediar es 0, por lo que, se tiene
du(t)
M——==—(v 1.9
o qu (1.9)

Al resolver esta ecuacion, considerando como vy la velocidad inicial de la particula
se tiene

(t) = o) exp {—] (1.10)

con 7 = M/(. El coeficiente de friccion para la esfera es ( = 6mnR, con 1y la
viscosidad del fluido y R el radio de la particula [2|. Y para el caso de rodillos se
tiene que

_ MIn(L/D)

Ttras =

1.11
27T770L ( )

donde el subindice 74, se refiere aun movimiento traslacional, y tiene un valor apro-
ximado de 1ns. Para velocidades rotacionales, es decir, considerando las velocidades

angulares se tiene que

Trot = % ~ lns (1.12)
Los valores de 7 para una particula coloidal son del orden de un nanosegundo, esto
nos indica que una particula coloidal disminuye su velocidad debido a la friccion
con el solvente en un nanosegundo. La dindmica de coloides en escalas de tiempo
mayores a 7 es llamada dindmica difusiva [2], s6lo nos interesan los procesos con esta
dindmica, y una escala de tiempo 7p > M/, en la cual las fuerzas inerciales son

despreciadas, es la escala de tiempo difusiva o la escala de tiempo de Smoluchowski.

1.3. Cristales liquidos

Los cristales liquidos son sustancias que tienen la estructura molecular de un liquido
pero con cierto grado de ordenamiento ya sea en la posiciéon o en la orientacion de sus
particulas. Segtn el ordenamiento de las particulas se tienen diferentes fases (Figura
1.4).

En la fase isétropa las particulas estan orientadas al azar, asi que en promedio no
hay una direccion preferencial. La fase nemética se caracteriza porque las particulas
se orientan con una direccién preferencial, la cual es indicada por el vector director
n. Otra fase es la fase esméctica, hay varios tipos de esta fase, una de estas, consiste
en que las particulas estan organizadas en capas, por esto se dice que tienen un
ordenamiento en una dimension, ya que las particulas estan limitadas a permanecer
en una capa, aunque en la capa pueden desplazarse libremente.

Las particulas en forma de rodillos y de discos pueden formar la fase neméatica. Un
sistema puede llegar a esta fase por diferentes medios, utilizando campos eléctricos y
magnéticos, campos mecanicos, alterando la concentracion de particulas o por medio
de un flujo de liquido.

7 F(FM Facultad de Ciencias
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CAPITULO 1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES
1.3. CRISTALES LIQUIDOS

Y7 ,vw | MR
\

(WA

) Fase isotropa ) Fase nemética (c) Fase esméctica

Figura 1.4: Algunas fases de cristales liquidos. En la fase nematica, las particulas en pro-
medio tienen una direccién preferencial indicada por el vector director n.

1.3.1. Orden orientacional

Cuando la concentraciéon de particulas aumenta, la energia potencial también au-
menta, por lo que la distribuciéon de las orientaciones puede cambiar de una fase
isotropa a una nemética [5]. También la fase nemética puede ser inducida por un
flujo de corte. En este caso el grado de orientaciéon varia segin la concentraciéon y
la velocidad del flujo, y puede ser medido del pardmetro de orden orientacional [5].
La direccion preferencial de las particulas es indicada por el vector director n. La
medida més simple para el grado de orientacion consiste en promediar cos 6 y se tiene

<cost >=<u>-n=0 (1.13)

donde 6 es el dngulo formado entre n y el vector de orientaciéon de una particula,
u. Este promedio evidentemente nos da cero, ya que la orientacion de 4 puede ser
tanto en la direcciéon positiva como en la negativa. Por este motivo se considera el
siguiente promedio

< cos? O >=< qil >: hin (1.14)
Esta cantidad si puede describir el grado de orientaciéon de las particulas.

Por lo tanto, la cantidad mas simple que describe el estado de orientacion del sistema
es el tensor de pardmetro de orden orientacional [5] dado por

S =< Qi >= fda aiP (@) (1.15)

donde P(4) es la funciéon de densidad de probabilidad (pdf) para la orientacion de
un cuerpo, que se obtiene de resolver la ecuacion de Smoluchowski para N-particulas.
Ahora notemos lo siguiente. Sea é un vector unitario y ¢ el angulo formado entre é
y el vector de orientacion de la particula, . Consideremos la siguiente funcion

f=<cos’ ¢ >=8:6= Sunmén (1.16)

m,n

donde S,,,, es el componente mn-ésimo de S y é,,, €, son los componentes mn-ésimos
de é. Podemos maximizar la funciéon con la siguiente constricciéon: é-¢é = 1, con estas

F<FM Facultad de Ciencias 8
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CAPITULO 1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES ‘o
1.4. INTERACCIONES INTERMOLECULARES

consideraciones podemos utilizar el principio de los multiplicadores de Lagrange.
Maximizarndo la funcién

fr=TF=2-6=2 (Smn— Aoun)émén (1.17)

m,n

donde A es el multiplicador de Lagrange y 9,,, es la delta de Kronecker. Realizamos
la siguiente derivada
of*
0
y se obtiene que S - é = Aé maximiza o minimiza a f* Tomando el producto interno
en ambos lados se obtiene

0 (1.18)

A=S:eéé (1.19)

De (1.14) vemos que el eigenvector con el eigenvalor mas grande es el vector director
7, cuyo eigenvalor es < cos?f >= S : nn.

1.4. Interacciones intermoleculares

Los atomos cominmente se unen para formar moléculas. En su mayoria los &tomos
tienen capas de valencia incompletas (a excepcion de los gases nobles), estos com-
parten sus electrones con otros atomos, es decir, modifican la distribucién de sus
electrones. Para el estudio de los orbitales atémicos y la formacion de enlaces es ne-
cesario utilizar la mecanica cuantica. Las fuerzas que mantienen unidos a los &tomos
enlazados se conocen como fuerzas covalentes y a estos enlaces se les conoce como
enlaces covalentes o enlaces quimicos |6].

Dependiendo del elemento al que pertenezca (es decir, de su ntumero atamico), el
atomo puede tener cierto nimero de enlaces covalentes, este ntimero es su valencia
atomica [6]. Algunas caracteristicas de este tipo de enlaces es su direccionalidad y
libertad de rotacion, ya que cada enlace tiene orientaciones bien determinadas, y la
rotacion tiene consecuencias importantes en la flexibilidad y estabilidad molecula-
res [6]. Las fuerzas covalentes tienen un corto alcance, alrededor de 0,1nm—0,2nm [6].
Existen otro tipo de enlaces, los cuales no son tan especificos como los enlaces co-
valentes, son los que se forman por fuerzas fisicas, formando enlaces fisicos [6]. Este
tipo de enlaces les proporcionan a las moléculas cierta libertad ya que carecen de
caracteristicas como la direccionalidad [6]. Este tipo de enlaces se da, por ejemplo,
en la union de iones donde la fuerza de Coulomb es la que acttia. Estos enlaces tienen
un mayor alcance que los enlaces covalentes, debido al largo alcance de las fuerzas
fisicas.

1.5. Potenciales de interaccion

A nivel molecular el potencial béasico es el que hay entre dos particulas, conocido
como potencial a pares, pero cuando ellas estan inmersas en un solvente, se les llama
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potencial de fuerza media [6]. La interaccion entre dos particulas en un liquido es
diferente de la interacciéon que tienen cuando estan en el espacio libre. Por lo tanto,
al realizarse el estudio de estos sistemas coloidales se deben tomar las siguientes
consideraciones

= Cuando una particula coloidal se acerca a otra, debe desplazar a muchas mo-
léculas del solvente; entonces, la fuerza total depende de las interacciones que
hay entre las particulas coloidales y las del solvente [6].

= Los liquidos se caracterizan por tener ordenamientos de corto alcance de sus
moléculas, pero, las particulas coloidales disueltas pueden alterar la estructura
local que tienen las moléculas de solvente [6]; por ejemplo, haciendo que las
moléculas del solvente se agrupen rodeando a la particula coloidal.

» Las interacciones entre las particulas del soluto y el solvente, pueden cambiar
las propiedades de las particulas disueltas, como el momento dipolar o el grado
de ionizacion [6].

El comportamiento de un sistema puede ser descrito utilizando las fuerzas o ener-
gias con las cuales interactiian. Por esto, se utilizan diversos principios fisicos y he-
rramientas matematicas para obtener las mejores aproximaciones para las energias
potenciales de interacciéon, y de esta manera nos proporcionen resultados semejantes
a los obtenidos por experimentaciéon. Entonces, los potenciales que se utilizan para
describir, por ejemplo, un gas , un sistema de particulas cargadas o un polimero
flexible, son diferentes [2].

Consideremos un sistema formado por N particulas, donde la posicion de la i-ésima
particula estd dada por r;. La energia potencial de las N particulas es

UGF) =Y () + % DY un(F i) + i SN s i) + - (1.20)
7 7 7 i 7 k

El primer término corresponde al efecto de campos externos aplicados al sistema, por
ejemplo, el campo gravitacional o uno eléctrico. El segundo término es el potencial
a pares, esto incluye la fuerza que la presencia de una particula ejerce sobre otra.
El tercer término, incluye fuerzas que resultan de la presencia de tres particulas,
similarmente, los términos siguientes corresponden a las interacciones con un mayor
ntmero de particulas. Comtnmente las interacciones de orden superior son pequenas,
ademaés el potencial a pares se obtiene de tal manera que, también, nos proporcione
el potencial efectivo resultante de los términos de mayor orden [2|. En nuestro caso
de estudio, para realizar una aproximacion mas realista de nuestro sistema, debemos
utilizar otro tipo de potencial mas especializado, el potencial de Maier-Saupe.
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1.5.1. Potencial Maier-Saupe

La teoria de Maier-Saupe de cristales liquidos nematicos esta basada en el estu-
dio de las interacciones atractivas de largo alcance del potencial intermolecular [1].
Esta teoria utiliza la aproximaciéon de campo molecular aplicada a un potencial a
pares anisotropo, proporciondndonos un potencial efectivo orientacional, para una
particula |7], de la forma

U(cos 6) = UsPypa(cos ) (1.21)

donde 6 es el angulo del eje de simetria molecular y el vector de orientacion, p, es
el promedio de ensamble del polinomio de segundo orden de Legendre ps, y sy se
obtiene de la variacion de la fuerza de interaccién. A este potencial se le pueden ha-
cer algunas modificaciones para que se ajuste a los resultados experimentales, como
agregar algunos términos al potencial intermolecular para el caso de una simetria
molecular cilindrica [7]. Este potencial es de gran utilidad porque nos proporcio-
na buenos resultados para la transicion de fase isdtropo-nematica. Para el caso de
particulas coloidales con forma de rodillo, largos y duros, el potencial efectivo de
Maier-Saupe es

Veff(@) — %5—1%¢ {I[ — gS : ﬁﬁ] (1.22)

donde ¢ = %DQLp es la fraccion de volumen reducida, @ es el vector de orientacion
de una particula y S es la matriz del tensor nematico.

1.6. Diagramas de bifurcacion

Un punto espinodal, en un sistema de rodillos en un flujo, es un punto en el diagrama
de velocidad de corte contra la concentracion, donde una solucién estable estacionaria
para la ecuacion de movimiento del parametro de orden orientacional, pasa a ser una
solucion inestable [5]; estos diagramas también son conocidos como diagramas de
fase de no equilibrio. Los diagrama de fase de no equilibrio pueden ser comprendidos
por medio de los diagramas de bifurcacion. Los diagramas de bifurcacién, muestran
al parametro de orden (\) contra la concentracion (L/D)¢, para una velocidad de
corte dada [5].

1.7. Flujo de un liquido

La capacidad para fluir, le proporciona a los liquidos muchas de sus propiedades, es
por esto que el estudio del flujo de un liquido es de gran importancia para carac-
terizarlo. A un liquido le podemos asociar ciertas propiedades como temperatura,
tension superficial y densidad, pero cuando fluye, también podemos determinar una
presion y una viscosidad, esta tiltima representada por 79. Segin las fuerzas que estan
actuando sobre el liquido, y las caracteristicas de éste, el flujo tendra determinadas
geometrias y velocidades. La geometria de un flujo puede ser descrita por la lineas
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de flujo, las cuales representan la trayectoria que sigue el liquido en el espacio. En
general, un flujo puede ser caracterizado por un tensor de gradiente de velocidad [5].

1.7.1. Tensor de gradiente de velocidad

Se tiene que en el espacio, la posicion esta dada por el vector & = (z1, 29, 23) y la
velocidad en la posicion & por U(Z) = (v1(Z), vo(Z), v3(Z)). El tensor de gradiente de
velocidad esta dado por [§]:

Ovy vz Jug
oz1 ox1 ox1

= Ouvi  Ova  Oug
VU - Ozo Oz Oxo (123>

Ovy vz Jug
Ors Oxz Oxz

Denotaremos al tensor de gradiente de velocidad con E. Ahora, mencionaremos dos
tipos de flujos: el de corte laminar y el elongacional.

Figura 1.5: Flujo de corte laminar.

El flujo de corte laminar, se obtiene al tener al liquido entre dos placas paralelas,
donde la placa superior se mueve a una velocidad constante v; la geometria de este
flujo también se conoce como geometria de plano de Couette [8] (Figura 1.5). En este
caso, el liquido fluye por capas, cada una de las cuales tiene determinada velocidad
entre ( y v. La capa del liquido adyacente a la placa en movimiento tiene velocidad
U, conforme avanzamos hacia la otra placa las velocidades disminuyen hasta que la
velocidad es 0 para la capa adyacente a la segunda placa [9]. Para este tipo de flujo
se tiene que [5]:

E =5 (1.24)

o O O

1
0
0

o O O

donde ¥ es la velocidad del flujo de corte.
Un flujo elongacional, también conocido como extensional tiene dos ejes: uno de
extension y otro de compresion (Figura 1.6); en el centro podemos hallar un punto
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estable, es decir, que en ese punto no hay un movimiento de las particulas debido al
flujo. El tensor de gradiente de velocidad de este flujo es:

010
E=+| 10 0 (1.25)
0 00
v compresion
extension
Figura 1.6: Flujo elongacional.
(a) Flujo elongacional obtenido con (b) Flujo obtenido por la interseccion
cilindros rotatorios. Todos los cilin- de dos flujos en un canal con forma de
dros tienen la misma velocidad angu- cruz.
lar w

Figura 1.7: Métodos para la obtenciéon de un flujo elongacional.

Experimentalmente, podemos obtener un flujo elongacional de dos maneras: utilizan-
do 4 cilindros girando en el liquido (Figura 1.7 (a)) o al hacer que dos flujos iguales
choquen (Figura 1.7(b)). Si bien es cierto que no es un flujo que cominmente se
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mencione, en la naturaleza los flujos resultantes de extensiones y compresiones son
comunes, para mostrar esto mencionaremos algunos ejemplos:

= Los flujos elongacionales pueden aparecer entre las superficies del cartilago
de una articulacion al aproximarse entre ellas durante una compresiéon, por
ejemplo entre la tibia y el fémur [10].

= La sangre se estudia comtnmente como un flujo laminar, pero este flujo puede
tener puntos inestables, en especial cuando se tienen ciertas condiciones pa-
tologicas, como aneurismas o bloqueos, asi que, para su estudio, se utilizan
dispositivos que produzcan flujos de compresion-extension [11]. Por lo tanto,
es de interés estudiar el comportamiento de la sangre en flujos elongacionales.

= Para el trabajo experimental en problemas de biologia, es de gran interés la
manipulacién de nano y microparticulas, como biomoléculas, virus, células, etc.
Existen diversos métodos de confinamiento utilizando técnicas 6pticas, mag-
néticas, eléctricas y acusticas [12]. Cada técnica tiene ventajas y desventajas.
Existe un nuevo método para atrapar y manipular pequenas particulas en una
solucion. Consiste en colocar a la particula de interés en una soluciéon y enviar-
la en un flujo a un canal como el de la (Figura 1.7(b)), luego, controlando el
flujo, se puede colocar a la particula en el punto estable del flujo elongacional,
atrapandola [12].

1.7.2. Viscosidad y nimero de Peclet

Debido a que nuestro solvente esta fluyendo, mencionaremos brevemente estos dos
conceptos que vamos a utilizar. En cualquier flujo las velocidades que hay entre las
diferentes “capas'se debe al rozamiento interno de las moléculas del liquido, el cual
se llama viscosidad, y soélo surge cuando el liquido estd en movimiento [9], por lo
tanto, la viscosidad, representada por n, depende de la naturaleza de las moléculas
que componen el liquido. Se dice que mientras mas viscoso es un liquido, se requiere
un mayor esfuerzo para moverlo, como, por ejemplo, la miel y el agua, si queremos
pasar uno de estos liquidos de un recipiente a otro, sabemos que sera mucho mas facil
el caso del agua, la cual es menos viscosa. Ahora también definiremos un concepto
que utilizaremos mas adelante. La velocidad de flujo 4 depende de la velocidad que
conduce al flujo y la geometria de éste [8]. Por ejemplo, la velocidad de flujo de
corte laminar es 4 = v/L, donde v es la velocidad de la placa en movimiento y L
es la abertura entre las placas. Experimentalmente, en suspensiones, se ha visto que
la viscosidad es sensible a la velocidad de flujo. Esta dependencia de la viscosidad
ocurre cuando la velocidad de corte es lo suficientemente grande como para modificar
la distribucion de los espacios intermoleculares [8]. Esta nueva disposicion de las
particulas esta controlada por su capacidad para difundirse. Para un sistema diluido
de rodillos, y s6lo considerando un movimiento orientacional, esta difusion es,

_ 3kpTIn(L/D)

D,
o L3

(1.26)
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donde kp es la constante de Boltzmann, 7' la temperatura y 7y la viscosidad del
fluido.

Podemos definir un ntumero adimensional de la velocidad de corte, de la siguiente
manera .
e
D,
conocido comtinmente como el nimero de Peclet.

P. = (1.27)

1.8. Hidrodinamica

Si tenemos un sistema de particulas coloidales en forma de rodillos inmersas en un
fluido, podemos considerar tres tipos de interacciones: rodillo con rodillo, molécula
de solvente con molécula de solvente y rodillo con molécula de solvente [5|. Estas
dos ultimas interacciones deben ser tratadas utilizando la teoria de fluidos. El fluido
esté caracterizado localmente, es decir en una posiciéon 7 de un elemento de volumen
dentro del fluido, en un tiempo ¢ por una velocidad local (7, t), una presion p(7, t),
una densidad de masa p(7,t), y una temperatura 7'(7, t). Cada elemento de volumen
debe ser pequeno, para que exista un equilibrio interno o equilibrio local 5], pero
debe contener una gran cantidad de moléculas que nos permita hablar de propiedades
promedio, es decir, de propiedades termodinamicas. En el caso de un liquido las
variaciones de presion no alteran la densidad, por lo menos no significativamente.
En el caso de la temperatura, se desprecia la variaciéon de la temperatura por la
viscosidad del fluido.

1.8.1. Ecuacion de continuidad para un fluido

Anteriormente obtuvimos una ecuaciéon de continuidad para el flujo de niimero de
particulas, ahora obtendremos una ecuaciéon de continuidad para el flujo de masa
(o densidad) de un fluido. La velocidad de un elemento de masa del fluido en un
volumen W es igual a la cantidad de masa que fluye a través de la superficie de
este volumen, OW. De forma similar al caso anterior (Figura 1.11), los componentes
paralelos a un elemento de superficie de W no contribuyen a las variaciones del flujo
de masa, por lo que los componentes perpendiculares, i -7 (n es el vector unitario
normal a la superficie 9W), son los que producen el al aumento o diminucion del
flujo, entonces

d dip(F,t) = — 7{ dS - [p(7,t)i@(7,t)]  donde dS = ndS (1.28)
dt Jw ow

con dS un elemento infinitesimal de area. En la segunda parte de la ecuacion, el
signo menos nos indica que la masa disminuye cuando « tiene la misma direccién
que n. Utilizando el teorema de Gauss (Apéndice A) la ecuacion (1.24) puede ser

modificada de la siguiente manera

/W df(%p(ﬁ D+ V - [p(F, 1) A t)]) — 0 (1.29)
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ya que (1.30) debe cumplirse para cualquier volumen

g L

5P 1) + V- [p(r, ) a(r, )] (1.30)
Esta es la ecuacion de continuidad para un fluido. Para el caso de un fluido incom-
presible se tiene que

V(7 t) =0 (1.31)

Esta es la ecuacion de continuidad para fluidos incompresibles. Para que se obtenga la
velocidad del flujo de un fluido, esta ecuacion no es suficiente, por lo que es necesario
revisar una ecuacién mas.

1.8.2. Ecuacion de Navier-Stokes

La ecuaciéon de Navier-Stokes es una ecuacién de movimiento para la masa conteni-
da en un elemento de volumen dentro de un fluido. Consideremos un elemento de
volumen 07 con una posicion 7. Entonces la ecuacion de movimiento de Newton para
este elemento de masa es o
du(r, t)
=f (1.32)
dt
donde f es la fuerza total ejercida sobre el elemento de masa. Como 7 también
depende del tiempo, la ecuacion (1.32), puede ser reescrita como

p(7, )67

p(7, 1)o7 oulr, 1)

Y a(F ) -Vt = f (1.33)

Para este caso Vu es un producto diadico, entonces el ij-ésimo componente del tensor
es igual a V;u;, donde V; es la diferenciacion respecto al i-ésimo componente de 7.
La fuerza f puede estar compuesta por dos partes una debida a fuerzas externas y
la otra debido a interacciones con el fluido circundante. Consideremos f** la fuerza
externa por unidad de volumen. Las fuerzas debidas a las interacciones con el fluido
circundante pueden ser expresadas por un tensor de esfuerzos f], para entender el
significado de este tensor consideremos lo siguiente: la fuerza por unidad de area
ejercida por el fluido limitado en una parte por una superficie dS es ds - 3, con
dsS = ndS , 1 es el vector normal que apunta en direccion opuesta a dS pero que esta
en direccion hacia el fluido en consideracion. Considerando lo anterior, la fuerza del
fluido circundante ejercida sobre el elemento 67 es

]{ ds' - S(7 1) = / AV - S(F 1) = 67V - S(F, 1) (1.34)
o5 57

donde Q47 es la superficie que limita al elemento de volumen. Para obtener la segunda
parte de la ecuacion se utilizo el teorema de Gauss. El tensor de esfuerzos estéa
formado por dos contribuciones: una proviene de los gradientes de presion y otra de
los gradientes de la velocidad del fluido. Para el caso de los gradientes de presion se
tiene que la presion p es fuerza por unidad de area, entonces a partir del hecho de
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que la fuerza ejercida en el elemento de volumen es —(67)Vp(7,t) [5], se tiene que
V- ¥ = —Vp. Por consiguiente la contribucion de los gradientes de presion al tensor
de esfuerzos es [5]

N(7t) = —p(7, 1) T (1.35)
A esta contribucién se le conoce como la parte isdtropa del tensor de esfuerzos, ya que
es proporcional al tensor unitario y por lo tanto no tiene una direccion preferencial [5].
La otra parte del tensor, corresponde a los gradientes de velocidad del fluido. Cuando
la velocidad de un elemento de volumen del fluido tiene una velocidad diferente
a la del fluido circundante, se producen las fuerzas de friccién, por lo tanto la la
contribucion al tensor de esfuerzos debido a las fuerzas de fricciéon, es una funciéon
de las derivadas espaciales de la velocidad del fluido y no de la velocidad en si. De
manera general, para fluidos isétropos, la expresion para el ij-ésimo componente del
tensor de esfuerzos [5], es

2
Ypaj =no | Viuj + Vju; — géijv () |+ Godiy V- i (1.36)

donde el subindice D indica que es la parte "desviada'"del tensor de esfuerzos, es decir,
corresponde al esfuerzo que no es igual en cada direccion. Las constantes 1y y (o son
la viscosidad dinamica (viscosidad asociada a las variaciones de las velocidades en el
fluido) y la viscosidad de compresion (viscosidad asociada a cambios de volumen),
respectivamente. Por lo tanto, la expresion para el tensor de esfuerzos de un fluido
iso6tropo es

i(F, t) =mno {Vﬁ(ﬁ t) + [V (7, )" — %HV (T t)} +{¢V - u(r,t) — p(7,t)} I
(1.37)

donde el superindice T nos indica la transpuesta de la matriz.
Con los resultados de las ecuaciones (1.33) y (1.37) se tiene que la ecuacion de
Navier-Stokes es

di(7 1)
o

1 . (1.38)
# (Gt gm) VT a0 +

donde fm corresponde a la accion de las fuerzas externas. Para el caso de un fluido
incompresible, la ecuacion (1.38) se reduce a

ou(r,t)

P + P t) = V(T ) = V(7 1) + F (1.39)

Esta ecuacion, junto con la ecuacion de continuidad (1.31), las condiciones de frontera
y la determinacion de las fuerzas externas, pueden determinar completamente coémo
es el flujo de un fluido [5].
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1.8.3. Friccion hidrodinamica de un rodillo

El comportamiento de rodillos coloidales en un flujo esta asociado con la friccion
entre el solvente y la superficie de los rodillos. Se pueden obtener los coeficientes de
friccion para barras delgadas y largas por medio de las ecuaciones de flujo lento (en
inglés creeping flow equations). Estas ecuaciones consisten en la ecuaciéon incompre-
sible de continuidad (1.31) y una version de la ecuacion de Navier-Stokes (1.39) para
velocidades pequenas de las particulas coloidales, que corresponde a la velocidad del
fluido, y tiempos en la escala difusiva. Supongamos que la posicion del centro del
rodillo es 7. y su velocidad (también del centro del rodillo) es 7,.. En los siguientes
apartados se consideran por separado los movimientos de traslaciéon y rotacion de
cada rodillo, los resultados para cada movimiento se pueden superponer para des-
cribir el movimiento total del rodillo debido a la friccion por el flujo del fluido. No
describimos las expresiones de las ecuaciones ni los célculos necesarios ya que nuestro
interés esté solo en los resultados, los cuales nos serén ttiles en secciones posteriores.

Friccidén traslacional

Consideremos una rodillo en un fluido en reposo, sin flujo de corte. La fuerza total
hidrodinamica ejercida sobre la barra es
~ 47T770L |: 1 . A:|

F_’)h:—ffﬁc con Ff:m H—iuu (14())

donde I'; es el tensor de friccion. Notemos que aqui, a diferencia de una esfera, la
fuerza de friccion no es colineal a la velocidad [5]. Ahora si consideramos los compo-

nentes se tiene que, cuando el movimiento del rodillo es paralelo a su orientacion, la
ecuacion (1.40) resulta ser

—

B = —y7, (1.41)
donde | es el coeficiente de friccion para movimiento paralelo, y es igual a

2oL

N=41/D (1.42)

De manera similar, para el caso del movimiento perpendicular al eje principal se
tiene

F'= —~.7, (1.43)
donde 7, es el coeficiente de friccion para movimiento perpendicular y es
47T770L
= 1.44
T mL/D (1.44)

Notemos que esta constante de friccion es el doble de la constante de movimiento
paralelo. Si ahora consideramos que hay un flujo actuando, se agrega el cambio de
velocidad dado por la velocidad del flujo, y esta relacionado con G - 7. donde G es el
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tensor del gradiente de velocidad del flujo. Por lo tanto la fuerza total que el fluido
ejerce, en una barra larga y delgada, es

—

Fh = (’}/Hﬁﬂ—i-ﬁl[ﬂ—aﬁ]) (145)

El producto diadico u es el operador de proyeccion paralelo a la direccion de orienta-
cion de la rodillo @, y I—u es el operador de proyeccion en la direccion perpendicular
a u.

Fricciéon orientacional

Consideremos una rodillo cuyo centro se encuentra en el origen de coordenadas (r. =
0 = v.) con una velocidad angular O perpendicular al eje principal del rodillo. Y si
también consideramos que hay un flujo actuando, se agrega el cambio de velocidad
dado por la velocidad del flujo, y esta relacionado con G - 7., donde G es el tensor
del gradiente de velocidad del flujo. El coeficiente de friccion orientacional puede
obtenerse de la misma manera que el traslacional, también incluyendo la accion de
un flujo. Asi que tenemos que la torca actuando en un rodillo es igual a

= 7, [Q =i x (G- a)] (1.46)
donde 7, es el coeficiente de friccion orientacional y es igual a

1 2 o 7T770L3

[Py, = T 1.4
127+ T 3mL/D (1.47)

Yr =

1.9. Ecuaciéon de movimiento para la pdf

Una de las ecuaciones mas importantes de la evolucion temporal de la funcion de den-
sidad de probabilidad (pdf) para un sistema coloidal es la ecuacion de Smoluchowsks.
Asi que para obtenerla comenzamos por la ecuacion de continuidad, ecuacion (1.7).

1.9.1. Modificacién de la ecuacidon de continuidad

Consideremos una suspension coloidal diluida, con particulas coloidales con forma
de rodillo que no interactiian entre si, y tomemos una de estas particulas (Figura
1.8); esta particula tiene una posicion 7y orientacion .

Ahora, la ecuacion de continuidad para la densidad de numero de particulas es

ON(7,t)

—r = —V - J(Ft) = =V - (N(F, )7, 1) (1.48)

Para sistemas como rodillos con orientacion, tenemos que pasar de una densidad de
numero a una densidad de probabilidad, la que depende de la posiciéon y orientacion
de las particulas, P(7,u,t). Consideremos un ensamble N, V, T, en el ensamble
podemos hallar a una particula en diferentes posiciones y orientaciones (Figura 1.9).
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Figura 1.8: Particula coloidal con forma de rodillo.

Cada estado de la particula puede asociarse a un punto en R2 para las posiciones
de 7y a un punto en la superficie de una esfera unitaria para o (Figura 1.10). Sean
W un volumen arbitrario en R y A una superficie arbitraria en la esfera unitaria.
Al pasar el tiempo los puntos que indican cada estado en el que esta la particula
entran y salen de W y de A, este nimero de puntos, N(t) esta relacionado con la
pdf P(7,4,t), de la siguiente manera:

N(t) = /W i /A P(F, 1) (1.49)

[ N=
Sl | =
I | =7

Figura 1.9: Representacion del ensamble de una rodillo, cada sistema tiene el mismo
ntmero de particulas N, volumen V y temperatura T.

la variacion de puntos en el tiempo esta dada por la siguiente expresion

Nt _ d U dF/ P(F,ﬁ,t)} :/ dF/ da 2 P i, 1)
aat | )" ), w ot (150

:/ ds/dajtras+/ dljrot/ dF
14 A 0A w

donde OW es la superficie que encierra a W, 0A es la curva que encierra a A, y
Jiras Y Jrot sON los flujos de puntos que pasan a través de las fronteras de W y de
A, respectivamente. Ahora veamos cémo son cada uno de estos flujos. Primero para
la parte traslacional (ji.qs), sea U = dr/dt la velocidad del centro de masa de los
rodillos, la tnica componente que contribuye al aumento o disminucién del flujo de
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Figura 1.10: Distribucion de puntos que muestran los diferentes estados del ensamble
en?R? v en la esfera unitaria. W y A son un volumen y una area arbitrarios.

puntos es la componente normal a la superficie OW, que es 7 - ¥ (Figura 1.11), y la
densidad de puntos en esa region esta dada por P(7, u,t), entonces

jtras = (ﬁ : /17)P(7_1‘7 ﬁ, t) (151)

Figura 1.11: Regiones de OW y de 0A a través de las cuales pasa un flujo de puntos.

Y para la parte rotacional (j,..;), sabemos que @ es perpendicular a la superficie de
la esfera unitaria y [ es el vector unitario tangencial a la curva, por lo que el vector
perpendicular a A es [ x (Figura 1.11). La razoén de cambio de @ en el tiempo es
dii/dt cuya componente normal a OA es (I x @) - dii/dt, esta componente es la que
estd relacionada con el flujo de puntos, y la densidad de particulas esta dada por
P(7,,t), entonces

A di . di
ot = (I x @) - L7 t) =1 - (u X —“) P(7, 1) (1.52)

Sustituyendo las ecuaciones (1.51) y (1.52) en (1.50)

N = - L
dAN(t) _ _/ dS/ da(ﬁ.ﬁ)P(F,a,t)—/ dF/ dii - (u x @) P(F.a,t) (1.53)
dt oW A 1% 0A dt
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donde dS = dSn y dil = dI. Para la parte traslacional el signo menos se debe a
que cuando ¥ es positiva (y por lo tanto n - ¥ también es positivo) el ntmero de
puntos disminuye ya que salen del volumen. Anélogamente para la parte rotacional.

Entonces
_ —]{ d§/ dil TP (7, i, / dr}[ i (u « —) PRt (154)
ow A A

Por los teoremas integrales de Gauss y de Stokes (vea Apéndice A)

/ dr/duV (GP(F / dr/duu [v x (ux?) P(m,t)}
(

Consideremos la siguiente propiedad
- [Vax ()] =[axVa] x(.) (1.56)

Utilizando esta ecuacion en (1.55), se tiene

/ dr/duV (GP(F / dr/du . ( Cf;;) P(7,a,1)
(1.57)

Se define a la velocidad angular de la siguiente manera: (94/0t) = (x i Pero notemos
lo siguiente

o du R I = o= -

Ux - =0 (Qxa)=(t-u)Q—(a-Qu=1

Una vez que hemos determinado estos valores se obtiene la siguiente expresion:

/ /duV (GP(F,a,t)) — / dF | di R - [QP(F,a,t)]
—/ dF/ da V- [6P(7 a,t)] + R - [ﬁP(F,ﬁ,t)]}
w Ja
donde R es el operador rotacional dado por @ x V4. Comparando (1.50) y (1.58) se
tiene, para una particula

OPELD g (ap(ra.0) - k- (G a,1) (159

Esta es la ecuacion de continuidad que incluye el movimiento rotacional.
Para aplicar esta ecuacion a un sistema de muchas particulas, s6lo tiene que sumarse
la contribuciéon de cada una de ellas:

OPE M) _ Z[ GPE, AN, 1) + By - (PN, 0)] (160)

Jj=1
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1.9.2. Equilibrio de fuerzas y torcas

En el tiempo 7p las fuerzas inerciales son cero, ya que estan en equilibrio, entonces
el balance de fuerzas en la escala difusiva es

0=—Vo+ F'4 FPr (1.61)

donde ® es la energia potencial, F" es la fuerza neta de las fuerzas hidrodindmicas
y F'B" es la fuerza browniana. Y el balance de torcas es

0=—RO+ 7"+ 7P (1.62)

los superidices tienen el mismo significado que en la ecuacion (1.61). Para la parte
hidrodinamica so6lo se considera la friccion, veamos como es esta friccion hidrodinami-
ca del rodillo. Esta fuerza tiene dos componentes: la paralela (Z3 1, la perpendicular
(ﬁl), y una parte de la contribucion del flujo F;Llujo (esta parte no la separaremos en
sus componentes perpendicular y paralela, porque el anélisis es analogo). Entonces
se tiene

Fl = —y 7
R— (1.63)
FJ' = _")/J_/J
pero
T=aut-v+[I—ad]-v=17+ 7, 1.64
T = =yt — o [I - ad] - 7 1.65)
entonces
F'" = Ff + Fl = —y 0 — .0 = —yjdti - 7 — v, [I — @d] - ¥
. o PN (1.66)
=—[ytd+y.(I-aa)]-a=-""-0
Para el caso de la contribucion del flujo se tiene
Fljo=74G -7 (1.67)
Por lo tanto, para una particula se tiene que
Fh= % . [0-4G-7 (1.68)

Ahora, para el torque hidrodindmico del rodillo, primero consideremos la contribu-
cion del flujo, notemos que la velocidad de @ es G - u

du

Qfrujo = u X = = x(G-1) (1.69)
entonces =
?}llujo - ’YTQflujo = Vrfa X (G : a) (170)
Por lo tanto, para una particula se tiene
= —,[Q -1 x (G- a)] (1.71)

donde 7, es el coeficiente de friccion orientacional.
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Movimiento traslacional

Sustituyendo la ecuacion (1.68) en la ecuacion (1.61) y multiplicando por
0=—8V®— 35 -7+ BFP + 854G -7 (1.72)

entonces
U

BBV - BEPT — 4G - F) (1.73)

= _
Si se define a la matriz de difusion como D = kgT5 ™', la ecuacion (1.73) queda
de la siguiente manera

7=—D - (8V® - BFP — B4G - 7) (1.74)

Desarrollando la matriz de difusion y utilizando la ecuacion (1.65)

= _
D = kgTY™" = Dyt + Do [T — @1l (1.75)

con Do = (kgT) /vy Do, = (kgT)/v.. Se tiene que para rodillos largos y delgados:
Dy = 2Dy, , entonces

— 1 4
D = 3[Doy +2Do.1] = g D(I + @) (1.76)

donde D es el coeficiente de difusion traslacional y esta dado de la siguiente manera

— 1 4 2 kT n(L/D)
D= —-\D 2Dy | =Dy =Dy = ——F— 1.77
300u T 2D0s] = 5D0s = 3 Do) 3oL (L.77)
Sustituyendo la ecuacion (1.76) en (1.74)
3— —
U= —ZD[H+M] [BV® — BFP] +4G -7 (1.78)

Movimiento orientacional

Para el balance de torcas utilizamos la ecuacion (1.71) y multiplicamos por 3 la
ecuacion (1.62)

0= —BR® — 57,9 + 877" + By, x (G - @) (1.79)

entonces

G =—p"9, " (BR® — B — By, x (G - @) (1.80)

se tiene que D, = (kgT)/v. es el coeficiente de difusion de Einstein para el movi-
miento orientacional, entonces

Q = D, [BR® — 75" + 4i x (G - @) (1.81)
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1.9.3. Ecuacion de Smoluchowski

Si consideramos un sistema de N particulas, se tiene que las ecuaciones (1.78) y
(1.81) para la j-ésima particula quedan de la siguiente manera

3__ =
¥ = =3 DI+ iyiy) - [BV;@ = BFP ]+ 4G -7 (1.82)
Q; = D,[BR;® — BT + ity x (G - ily) (1.83)

Sustituyendo los resultados de las ecuaciones (1.82) y (1.83) en la ecuacion de con-
tinuidad (1.60) se obtiene

%p 7, t) = Z ([ D (I + a,i;) - (BV,;® — BFBT) +4(G - Fj)} p)

— By (|=Do(BR;® — B7°7) + iy x (G - )| P)

(1.84)
Cuando t — oo el sistema tiende al equilibrio, esto es
0
&P(F u,t) =0 (1.85)
Para que (1.85) se cumpla debe suceder lo siguiente para cada particula
V- FP = FPr=v,d (1.86)
R®—-7"=0 = 7#"=R (1.87)

Usando la aproximacion de Boltzmann se tiene que P(7,4,t) — exp[—F®] cuando
t — 0o. Ahora proponemos lo siguiente

FBr = —kpTV;In P(7, 0, t) = V,;® (1.88)
78" = —kpTR;In P(F,u,t) = R;® (1.89)
Sustituyendo los resultados de las ecuaciones (1.88) y (1.89) en la ecuacion (1.84)

a N
P t) =V D (VP4 BP(V,8)} — V, - 4(G-F,) P+

j=1

DR { ;P + BP(1®@)} = By -4 < (G- ;)P

N
3_ .
=> V;- (DIl + ] - [BY;® BFPr P —V;-4(G - 7)P

<.
Il
—

D,R; - [BR;® — B7P"] — R; - 4it; x (G - 1) P

Yl
P

I
.MZ
»-lklw

—=DI[I + aa] V; - [v D + kT )} P—=V;-4(G-75)P-

;P

D,BR,; - P—R; -4t x (G- ;)P

R@+I€BT<
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Por lo tanto

a N
— P(7, it Z BV, - [PV;® + kpTV,P]| — V; - %(G - 7)) P—

ot (1.90)

J=1

DTﬁRj . [PR]CD + kBTR]P] — Rj . ’V’EL] X (G . ﬁJ)P

Nos interesa la ecuacion de movimiento para una particula (P(uq,t)), la cual se
obtiene al integrar la ecuacion (1.90) sobre todas las posiciones, 77,..., Ty, y sobre las
orientaciones s,..., Uy:

P (/drl /drNj[dUQ fduN> (7N, aN t) = % (1.91)

Tomando 4, = 1, los tinicos términos que nos quedan, aplicando los teoremas inte-
grales de Gauss y Stokes son
OP(u,t)
ot

~D.R- [Rp(a, t) + BP(q, t)fzqs] 4R [P(a,t)ax (G-a)]  (1.92)

Se tiene que el potencial de interaccién ¢ = Ve¢f con V¢// como el potencial efectivo.
Haciendo 7(i,t) = —RV//(a,t), se tiene
OP(u,t)
ot

—D,R- [}?P(a, t) — BP (i, t)7(a, t)] — 4R [P(a,t)a x (G-a)]  (1.93)

Esta es la ecuacion de Smoluchowski para un sistema coloidal con un flujo de solvente.
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Capitulo 2

Ecuacion de Doi-Edwards

En este capitulo vamos a obtener la ecuaciéon de movimiento para el tensor del
parametro de orden S, para un sistema homogéneo de rodillos largos y delgados
con interacciones repulsivas de corto alcance sometidas a un flujo. Esta ecuacion es
conocida como la ecuacion de Doi-Edwards, la cual se obtiene a partir de la ecuacion
de Smoluchowski.

Entonces, consideremos un sistema coloidal de rodillos largos y delgados con diame-
tro D y longitud L, las cuales son controladas por un flujo elongacional del solvente.
Usamos el formalismo de Smoluchowski para obtener la ecuacién de evolucion tem-
poral del tensor del pardmetro de orden orientacional S de este sistema coloidal.

La ecuacion de Smoluchowski para la funcién de densidad de probabilidad de un
cuerpo es:

OP(u,t)
ot
donde 7(u,t) = —Rveff(a, t), es la torca, con V¢ (7,t) el potencial efectivo que
experimenta una particula coloidal. En este caso utilizamos el potencial de Maier-
Saupe, el cual esta dado por (1.22). Por lo que al sustituir el potencial se tiene

L (21 L 5
F=-R (§515¢) (I[ - ?S : uu) (2.2)

Ademas, para este problema se tiene un flujo elongacional, por lo que, la matriz
normalizada del gradiente de velocidades F, estd dada por

~D.R- [Rp(a, t) — BP(q, t)F(a,t)} _ 4R [P(a,t)a < (E-2)] (1)

E= (2.3)

O = O
O O =
o O O

Ahora, realizando en ambos lados de la ecuacion la operacion j@ duuu(---), se tiene

% “{ daaaP(a,t)] - Drj{dﬂ@ﬂff' {RP@.0 - sP@n7@) | (2.4)

A~

—fyjfdaaaz%- [P(i,t)a x (E - )]
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‘& 2.1. CONTRIBUCION DE LA CONCENTRACION DE
RODILLOS A S

Sabemos que
fdﬁ wuP(u,t) =S

donde S es el tensor pardmetro de orden. Para poder determinar el comportamiento
del sistema necesitamos conocer a S, pero notemos que la ecuacion (2.4) puede ser
vista de la siguiente manera

dsS(t dS(t dS(t
dt dt concentracion dt flujo

es decir, que podemos considerar que el tensor parametro de orden puede ser visto
como una contribucién de la concentracion y otra del flujo. Por lo que vamos a
calcular la integral de cada contribucion.

2.1. Contribucion de la concentracion de
rodillos a S

En esta seccién desarrollaremos la parte del tensor pardmetro de orden correspon-
diente a la concentracion de los rodillos que estéd dada por la siguiente integral

D, ]f div i R {RP(@, 1) — BP(1, )7 (4, t)} —
D, 7{ di 00 R?P(a,t) + D, 7{ di G RP (0, t) - RV (a,1)
(2.6)

Necesitamos calcular las dos integrales del lado derecho de la ecuacion (2.6). Para
el primer término, realizando una integraciéon por partes, se tiene

7{ dt G R?P(a,t) = 7{ diP(a,t)R?(ta) (2.7)

donde R2(@iti) = —6aia + 21 (ver Apéndice B). Por lo que la ecuacion (2.7) nos queda
de la siguiente manera:

j’{ da(21 — 6aa) P (i, t) = 21 — 6S (2.8)

Ahora, la segunda integral se calcula de forma similar; integrando por partes obte-
nemos:

) , . (21 L -
fdaaaRP(a, t)- RV (a,t) = —jfp(a,t)R {§ﬁ15¢ {1{ — 28 : uu} } - Raa da

15 L A A
= 25T 7{ daP(a,)R(S : ad) - Rlad) (2.9)
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Sustituyendo los resultados de las integrales, ecuaciones (2.8) y (2.9), en la ecuacion
(2.6) se obtiene:

d 1 15 L . .
= ¢ dawiP(a,t) = 6D, | S1— 226 D, ¢ duP(a,t)R(ad) - R(S : ad
p j{duuu (a,t) = 6D, (3 S) + ( S D¢> T}I{du (a,t)R(au) - R(S : au)
(2.10)
Ahora utilizaremos la siguiente propiedad (ver Apéndice B)

A A

[R(a@)] - [R(S : 4d)] = 4[d - S — Gada : S| (2.11)

Empleando la ecuacion (2.11) en la ecuacion (2.10) nos queda la siguiente expresion:

ds 1 15 L o U
pri 6D, (g}l - S) + §¢5DT(4) j{du[uu .S — aaud : S)P(1,t) (2.12)

Ahora calcularemos la integral de la ecuacion (2.12). Obteniendo lo siguiente:

S- j[da(aa)P(a, £)=S-S (2.13)

S: 7{ duutaaP(a,t) =S : SW (2.14)

donde S = $ diataaP(a,t) es el tensor nematico de orden 4. Utilizando las ecua-
ciones (2.13) y (2.14), en la ecuacion (2.12) obtenemos

dg_ _ I Lok s s o s®
5SS = 6Dr{(S 31[) 4D¢[S S-S .S]} (2.15)

Utilizando la relacion de cerradura (ver Apéndice A) se tiene
SW:S=1{2S-S+3SS: S}
Sustituyendo en la ecuacion (2.15)

as(t) 13 Lo« «a.
7__6DT{S—§H—Z¢5[S S SS.S]} (2.16)

2.2. Contribucién del flujo del solvente a S

Para esta parte se tiene que resolver la integral

ds(t . )
% - D,P. ]{ diwilR - [P(a, 1) x (E - a)}

la cual podemos resolverla por partes, obteniendo lo siguiente:

%Sf) — D,P,, 7{ daP (i, )i x (E - a) - R(ai)] (2.17)
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Utilizando la propiedad: R(ad) - [ x (E - @)] (ver Apéndice B), se obtiene que

ds(t)

astt) _ 5 p_os® . f
—2 = D,P, [E S+S-E— 98 E] (2.18)

y aplicando la relacion de cerradura para el tensor de orden 4, se tiene:
A~ 1 ~ ~ ~ ~ ~ A~
SW . E = 5{S-E+E-S—S-S-E—E-S-S+2S-E-S+3§S:E} (2.19)

Sustituyendo el resultado de la ecuacion (2.19) en la ecuacion (2.18) se tiene que

A A 2 A A A A A A
= _Dp,P, {E-S+S-E——(S-E+E-S—S-S-E—E-S-S+QS-E-S+SSS:E)}

dt 5
(2.20)

2.3. Tensor de pardmetro de orden nematico

Con los resultados de las ecuaciones (2.16) y (2.20) la ecuacion para el tensor para-
metro de orden nematico de un rodillo en un flujo es

ds 1. 3. L
® = 6D, {S—ZI1-"¢p=[S-S—SS:
=6 T{S 31— Jo5lS-S—ss S]}+

~ A 2 A A A A A A
+DTP6T{E-S+S-E—5(S-E+E-S—S-S-E—E-S-S+28-E-S+SSS:E)}
(2.21)

Para el caso estcionario, es decir, un flujo y una concentracién constantes, se tiene
que dS/dt = 0, y entonces, la ecuacion (2.21) queda de la siguiente manera:

3 L
S—2¢=[S-S—SS:S

P, ~ A2 Aon Aon ~ ~ 1
- == {E-S+S-E—S(S-E—l—E-S—S-S-E—E-S-S—i—ZS-E-S—i—SSS:E)}:§]I

6
(2.22)
Notemos que la ecuacion (2.22) es una ecuacion matricial de la forma
1
A= §I[ (2.23)

Ahora, se calculan los dobles productos diddicos, considerando un flujo elongacional
y el hecho de que S es simétrica; se obtiene

SS : S = S[S11% + Sa9® + Ss3% 4+ 2(S12% + Si3® + Sa3?)] (2.24)
SS : E = S(25;;) (2.25)
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Sustituimos en la ecuacion (2.22), obteniendo la ecuacion final que analizamos en
este trabajo de tesis:

3. L
S — 505 {8+ 8= 8[Su” + S + S + 2(Sw2” + S’ + S”)]} -

P, - ~ 2 N O . 1
—%{E~S+S-E—g(S~E+E-S—S-S~E—E~S-S+QS-E-S+3(S(25¢j)))}=§H

(2.26)

Recordemos que S es una matriz (3 x 3) simétrica, entonces

S11 Sz Sis
S=| Sz S S
Sig Saz 533

Por lo que s6lo necesitamos hallar 6 coeficientes de S. Una vez que se conozcan
los elementos de S se puede encontrar el mayor eigenvalor de la matriz, el cual
corresponde al parametro de orden.
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Capitulo 3

Resultados

La ecuacion matricial (2.26) fue resuelta coeficiente a coeficiente, teniendo nueve
ecuaciones en total, cada una de ellas, siendo una ecuaciéon no lineal de tercer orden.
Por tal motivo, se tuvo que resolver el sistema de ecuaciones de forma numeérica. Para
que se pudieran obtener los resultados se fueron asignando valores a la concentracion
(L/D)¢ y al nimero de Peclet (P,,).

Los primeros resultados proporcionaron informaciéon muy importante de S:

1. 511 = S
2. Slg - 523 - 0
3. S+ S+ S33 =1

La informacién de los puntos 1 y 2, fue utilizada en todas las ecuaciones para sim-
plificarlas, y de esta manera facilitar los calculos. Una vez, obtenidos los coeficientes
de S, se detectd el mayor eigenvalor, que corresponde al parametros de orden para
los valores dados de la densidad reducida y el nimero de Peclet.

En todos los casos se observa que los tres eigenvalores calculados son distintos, esto
nos indica que el sistema al orientarse tiene una fase nematica biaxial, es decir, se
tienen dos vectores directores perpendiculares entre si. Los resultados se muestran
en la Figura 3.1.

En la gréfica de la figura se puede apreciar que en los nimeros de Peclet mas pequenos
hay saltos que nos indican una discontinuidad del pardmetro. Tales discontinuidades
corresponden a una transicion de fase isétropo-nematica. Vamos a analizar la grafica
de la Figura 3.2. Al observar las curvas con mayores niimeros de Peclet los puntos
tienen un comportamiento continuo, es decir, la distancia entre ellos es constante.
Conforme avanzamos en las curvas con menores numeros de Peclet llegamos a un
punto critico, este punto se encuentra en la ultima grafica continua.

Una vez que avanzamos con los nimeros menores de Peclet, las graficas se vuelven
discontinuas, lo cual se marca en determinadas concentraciones donde los valores del
parametro de orden cambian abruptamente, diferencia que se vuelve méas grande al
disminuir el ntiimero de Peclet. El punto critico fue determinado visualmente y se pudo
apreciar que se encontraba en el valor de concentracion reducida de 3.413 y cuando
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Figura 3.1: Grafica del parametro de orden en funciéon de la concentraciéon. Cada
grafica corresponde a un valor del nimero de Peclet del recuadro.

P, es 0.079. Esta grafica corresponde claramente a una grafica de un diagrama
de transicion de fase con su respectiva curva de coexistencia. Podemos comparar
nuestros resultados con los de J. K. Dhont, pues a pesar de que el trabajoé con un
flujo de corte laminar, el obtuvo la grafica de transicion de fase isétropo-nematica
Figura 3.2, similar a nuestra grafica Figura 3.1. Podemos observar que de la misma
manera al disminuir el niimero de Peclet aparecen y aumentan las discontinuidades
correspondientes a la transicién de fase orientacional.

Ahora vamos a describir lo que sucede en el sistema. Inicialmente el sistema esta en
fase isotropa, asi que los rodillos no tienen una orientacion preferencial. Conforme
el nimero de Peclet aumenta se llega al punto critico de sistema, donde sucede la
transicion de fase is6tropa-nemética. A partir de este punto en las siguientes graficas,
es decir, con menores nimeros de Peclet, el sistema se separaba en tres fases segin
la concentraciéon de barras, la primera parte, a menores concentraciones, el sistema
se encuentra en una fase is6tropa, pero al ir aumentando la concentracion el sistema
llega a la curva de coexistencia, es decir, que algunas particulas comienzan a tener
una orientacion preferencial. Luego, en la segunda parte, se tiene la discontinuidad,
en esta region no se puede predecir el comportamiento del sistema. Y finalmente en la
tercera parte, en el limite de la curva de coexistencia, la mayor parte de las particulas
coloidales en promedio estan orientadas segtun el vector director, y al aumentar la
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Figura 3.2: Diagrama de bifurcacion del parametro de orden para el caso de un flujo de

corte laminar. Cada curva corresponde a un nimero de Peclet. Tomado de [4]

concentracion se tiene la fase nematica en la que en promedio las particulas coloidales

tienen una direccion preferencial orientada segiin un vector director.
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Conclusiones

Utilizando el formalismo de Smoluchowski se determiné que en el caso estacionario
de un sistema coloidal de rodillos largos, neutros y duros bajo la acciéon de un flujo
elongacional, al disminuir el nimero de Peclet ocurre la transicion de fase isdtropo-
nematica. Esta transicion de fase ocurre cuando P, es 0.079 y la concentracion de
los rodillos es de 3.413. También al obtener los eigenvalores del tensor parametro
de orden (S) se observa que los eigenvalores son distintos en todos los casos, esto
nos indica que el sistema pasa de una fase isétropa a una nematica biaxial, lo que
significa que en el sistema se tienen dos direcciones preferenciales, indicadas por los
vectores directores del sistema. Por la naturaleza del sistema, los dos vectores del
sistema son perpendiculares. La validez de nuestros resultados se respaldan en los
obtenidos en la referencia |5|, donde se muestra un diagrama muy similar para el
caso de un flujo de corte laminar.

El estudio de nuestro sistema coloidal de rodillos bajo la accién de un flujo elon-
gacional es reciente y con pocos resultados, ain se pueden calcular algunas otras
propiedades de este sistema. Ademaés, se puede utilizar la experimentacion para la
comparacion de resultados, y asi, dar a estos sistemas aplicaciones ttiles, como en el
caso de sistemas biologicos, pues los flujos elongacionales se relacionan con algunos
fenémenos bioldgicos.
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Apéndice A

3.1. Producto diadico

Sabemos que un punto entre dos vectores c?,l_; € R? denota un producto interno:
n=1

El producto diddico entre estos dos vectores resulta de una matriz (3 x 3) cuyos
componentes son a;b;. Cuando tenemos dos matrices M y N separadas por dos puntos
(:) podemos calcular su doble producto diadico:

3
M:N = Z M;; Nj;
ij=1

en este caso, las dos matrices son de (3 x 3).

3.2. Teoremas integrales de Gauss y Stokes

Teorema de Gauss

Para funciones vectoriales continuas N dimensionales, el teorema de Gauss asegura
/ dX V- F(7) = f 43 F(X)
w ow

donde W es un volumen N dimensional con una superficie infinitesimal en OW.
Ademés dX = dxidxs...dzxy, con x;, (i = 1,2, ..., N) cada una de las coordenadas y
dS un vector N dimensional, con una superficie infinitesimal en W, y perpendicular

a OW.

Teorema de Stokes

Este teorema establece que para campos vectoriales diferenciales se tiene

—

Ldg-[VXﬁ(X)]:/ i F(X)

oS
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3.3. RELACION DE CERRADURA ORIENTACIONAL P

donde S es una superficie en RY limitada por 95, y dl es un vector cuya longitud
es igual a una segmento de longitud infinitesimal sobre la curva 95 y con direcciin
perpendicular al borde de S.

3.3. Relaciéon de cerradura orientacional
En la ecuacion (2.15) y (2.18) tenemos dobles productos de la forma
A=sS® .M (3.1)

donde la matriz M puede ser S o E. Sabemos que el tensor de parametro de orden
crece de manera monotona con la velocidad de flujo [5], asi que la interpolacion de
la forma conocida de S® cuando el sistema estd perfectamente alineado y cuando
estd en en estado isoétropo, nos permitird determinar la relaciéon de cerradura.

El promedio de S® se conoce muy bien cuando esté perfectamente alineado (en la
direccion n) y cuando estéa en el estado isétropo:

(U alineacion perfecta

. . (3.2)
E[éijékl + 6ik6jl + 6’ik‘6jl]7 ISOtl"OpO.

< wuui >kl = {
donde las 4,5 son deltas de Kronecker. También se tienen la siguientes propiedades

Aij = E < aza]akﬂll > M, = E < ﬂjﬂzﬂkﬂl > My = Aji

n,m

S A=Y < dytisinty > Myp = SpmMyn =S : M

i n,m n,m

(3.3)

Es importante que la cerradura asegure que la traza de S permanezca invariante en
el tiempo, por lo que la cerradura que buscamos debe satisfacer (A.3). Por, lo tanto,

A =< aaat >: M (3.4)
con 1
M = 5[M + M7 (3.5)

conocida como la parte simétrica de M, donde el superindice 7' indica la matriz
transpuesta de M. Esta expresiéon nos indica que la relacion de cerradura debe ser
una funcion de M.
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Apéndice B

3.4. Demostracion de propiedades

Por simplicidad, para la mayoria de los casos, en la notacion utilizada se evita la
escritura de ).

Propiedad: R?(ii) = —6ii + 2I

Demostracion:

(RQQA“:L)Z = eij/k’uj/ak/ [eijlujum + Gijmujul]

w; Oy, ou; ouy
= €k €ijlUG —]Um + Uj7— + €ij k! Ujr€i5m, —]ul Uj
6uk/ 8uk./ 8uk./ 6uk/

= eij/k/eiﬂuj/[ék/jum + Uj5k’m] + eij/k/eijmuj/[ék/jul + uj5k’l]
= €451 €ijilj Um =+ €ijrm iy Uy + €ijrj€ijm Uty + €511€ijmUjrU;
= (0357050 — 05105 jum + [05750mi — OjnOm;luju;+
+ 0j130jm — Ojrm0jj gty + [00i0m — OjrmOuuj ;]
= WUy — SUUyy, + Uj26ml — Uy, + Uy U — SUpU + uj25ml — Uy
= —6ulum + 261m

por lo tanto
R*ut = —6ad + 21
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3.4. DEMOSTRACION DE PROPIEDADES

Propiedad: [R(ad)] - [R(S : 4d)] = 4[ad - S — ddid : S

Demostracion:

{R(ad)},,, { R(@it) : S}y, = {einttjOr (uptiq) Heiym O (urtm) Sim) }
= €€k UjUj (UpOkg + UgOkp ) Sim (Wikrm + UmOpnr)
= (6jj/5kk’ — 5jk/5kj/)(up5kq + uqékp)(ul(Sk/m + umék/l)Slmujuj/
= (80 Okkrtjtjr — Ok Opjitir ) [UptyOrgOnsm Sim + UpUmOkpOkt S+
UgUOkpOk/mStm + UgUmOkpOr/iSim)
= (5jj/(5kk/u]'u]'/ — (5jk/(5kjujuj/)upulékqék/m51m+
(0 OpterWjtjr — 01er Ope U U1 ) Uy Uy Oty Opert S+
((5jj/5kk/ujuj/ — (5jk/(5kjujuj/)uqul(Skp(Sk/mSlm—i—

((5jj/5kk/ujuj/ — 6jk/(5kjujuj/)uqumékp(Sk/lSlm

En la ultima igualdad encontramos la suma de 4 términos (los llamaremos ¢y, to, t3
y t4), consideremos el primero:

tl = 5J~j/(5kk/5kq(5k/mujujupulSlm — (5]-k/(5kj/5kq(5k/mujuj/upu151m
= 5kq5kk/ujujupulslk/ — 5jk/6kqujukupulslk/
= (5k.qujujupulSlk. — (5kqujuk.upu151j

= UpUSiq — UjUgULU ST
De manera similar se obtienen

to = UpUpmSgm — UpUgUp/ U Skim
ts = uqu;Sip — Uptguu; Sy

ty = UgUp Spm — UpUgUjUmSim

Sustituyendo las expresiones de tq, to, t3 y t4 se tiene:

{R(ﬁﬁ)}im{R(ﬁﬁ) i St = UpSig — WitqUptySyj + U Sgm — UpUgUps Uy Shrm+
+ UqWSTy — UpUqUtSTj + UgUpm Spm — UpUgUjUmSjm
= UpuySig — UjUgUpUSyj + UpUySgr — UptgUyth;Sp;+
+ upulSlq — upuqulujslj + upulSql + upuqujulSﬂ

= 4w Sty — ujugu,uS;]

por lo tanto
{R(aa)} - {R(S : 4)} = 4[aa - S — Gavivii - S]
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3.5. DOBLES PRODUCTOS DIADICOS

A A A A

Propiedad: R(ua) - (i x (E-4)) = E - 44+ 40 - F — 20444 : E

{R(4a) }ipg - {0 x (B - 4) bam = [€ijru;0k (Uptiq)][€imu Enmtnm]
= [€ijruupOrg + €550 UG Okp] [€itm W B U]
= €jqCitm U; UpUi Eryn U, + €35p€itim UjUgUIEp Unm,
= (8i10gm — 0g10m ) U Upy Erpyy U+
+ (010pm — 0jmOpl) UjUqUy Epyy U,
= 01U Uy Fpgting — Ogrttjuptty By, iy, i+
+ 01U U U Bty — Ot Upy oy it
= UpFpgling + UglingEng — 2ujuptig Fy ity

= EpqUngty + UgngFrng — 2ujuptig By iy

por lo tanto

A A A~

R(id) - (0 x (E-4)) = E - G+ 00 - E — 20004 : E

3.5. Dobles productos diadicos

Resultado de SS : S

Primero recordemos que S es una matriz simétrica, es decir, S;; = S5j;. Ahora,
considerando el 77-ésimo componente se tiene:

(SS . S)Z] = SZ]Smn - Sij [Z Z SmnSnm]

m n

- Sij [Z(Smlslm + Sm252m + Sm3S3m)

m

Sii (511511 + S21512 + S31.513 + S12521 + 522522593532 + S13531 + S23532 + S33553)
Sii[S11° + Sag® + S33% 4+ 2(S12% + S13* + Sa3?)]

por lo tanto

SS:S = S[5112 + Spo® + S35 + 2(5122 + Si3% + 5232)]

Resultado de SS : E

Para este calculo, ademéas de considerar que S es simétrica, consideramos la ex-
presion matemaética para F de la ecuacion (2.3); por lo tanto, los tinicos componentes
diferentes de cero son Ej5 = Fy; = 1. Considerando esto, se tiene para el 7j-ésimo
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componente

(SS: E)ij = Si;SmnEmn = Sij [Z > Sun B

m n

- Sij Z(SmlElm + SmQEQm + Sm3E3m

= 5;;(S11 Ein + Sa1Eig + S51E13 + S19E01 + S22F29S93E30 4+ S13E31 + SagEso + Ss3F33)
= Sz‘j(QSm)

por lo tanto
SS:E = 8(2812)
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Apéndice C

3.6. Resolucion de los coeficientes de S

Nuestra ecuacion de trabajo es (2.26), pero mencionamos que esta ecuacion es de
la forma A = %H ecuacion (2.23). Al calcular los productos correspondientes en la
ecuacion (2.26) hallamos los siguientes coeficientes de A:

1 2
Ap =51 — 6P€T(2512 - 5(2512 + 8511512 — 2512592 — 25135%3))

3L
— 5@t + Sta + Sty — Su(Sh + 555 + 2(S1 + Sty + 553) + S5y))
1 2 2 2 2 2 2 2
A12 = Slg—apeT(Sn + SQQ — E(SH — Sll + 4512 — 813 + SQQ — 522 + 2(512 -+ SHSQQ) — 523)
3L
_ZBQS(
1 2
Az = 513_8P6r(523 — 5(5512513 + So3 — 592593 + 2(S12513 + S11593) — S93533))

511512 + 512522 + 513523 - 5125121 + 5222 + 2(5%2 + ng + 5223) + S§3))

3L
—Zﬁd)(snsm + 12593 + S13533 — S13(ST; + S5 + 2(ST, + St + S33) + s33))

1 2
3L

_Zﬁgb(SllSlQ + 512522 + 513523 - 512(531 + 5222 + 2(5122 + ng + 5223) + S§3))
1 2
Aoy = Sog — 6P€T(2512 — 5(2512 — 2571512 + 8512592 — 2513593))
3L
— 1 D05tz + Sk + S35 = (St + S5 + 2ty + STy + 533) + 533))

1 2
Agz = So3 — éper(sw - 5(513 — S11513 4 5512523 + 2(S13522 + S125923) — S13533))

3L
_Zﬁgb(SlQSlg + 522523 + 523533 - 523(531 + 5222 + 2(5122 + ng + 5223) + S§3))

1 2
Az = Si3 — éper(SQZ’) - g(

3L
—Zﬁd)(snsw + S12593 + S13533 — S13(STy + S5, + 2(ST, + Sis + S33) + 533))

5512513 + Saz — S92523 + 2(S12513 + S11523) — S23.533))
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1 2
Asy = So3 — éper(sw — 5(513 — 511513 + 5512523 + 2(S13522 + S12593) — S13.533))
3L
_Zﬁgb(SlQSlg + 522523 + 523533 - 523(5121 + 5222 + 2(5122 + ng + 5223) + S§3))
1
Asz = Ss3 + 1_5P€r(4513523 + 6512553)
3L

2 2 2 2 2 2 2 2 2
_ZEQS(SB + 533+ S33 — S33(S1y + S5 + 2(S12 + Sty + 553) + S33))

Se utiliz6 Wolfram Mathematica para resolver este sistema de ecuaciones de manera
numirica, por lo que cada resultado de los coeficientes correspondia a un cierto valor
de (L/D)¢ y uno de P,,. Para una primera etapa se utilizaban pocos valores de cada

uno, y para todos se encontré lo siguiente:

1. Sll - SQQ
2. 513 - 823 - O
3. Si1+ 809+ 833 =1

Se utilizaron estos resultados para reducir los coeficientes de A, quedando como sigue

3L

1 2
Ay =Sy — éPer(QSm — g(2512+6SHSI2)) — zﬁgb(SlZl + 52, — 511 (257, +255,+535))

1 2
Ay = S — aper@sn - 5(2511 — 287 + 455, + 2(SH + Sh)))

3L
- 15¢(2511512 — S12(255) + 257, + 535))
Alg — 0

1 2
Agy = Si9 — EPQT(QS]_l — 5(2511 — 287 + 457, + 2(S5 + 55)))
3L

— Zﬁgb(zsusm — S12(257, + 25%, + S2,))
1 2 3L
Agy = Sy — éPer(QSm — g(2512+6SHSI2)) — zﬁgb(SlZl + 52, — 511 (257, +255,+535))
A23 - O
A31 - 0
A32 - O
Aoe — 2 B §£ 2 2 2 2
33 = S33 + 5P€r512533 1 D¢(S33 S33(257 + 257, + S33))

Ahora notemos dos cosas. Primero, los coeficientes A3, Aaz, Az v Ass, al sustituirse
en (2.23) se tiene 0 = 0, por lo que estas ecuaciones no aportan informacion a nuestro
problema. Segundo, Ay = Ay y A = Asy, que al aplicarse en la ecuacion (2.23)
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se obtiene Aj; = Ay = 1/3 y Ajs = Ay = 0. Por lo que las tnicas ecuaciones que
aportan informacion al sistema de ecuaciones son (C.10), (C.11) y (C.18). Asi que
el sistema que se resolvio fue: Ajp = 1/3, A1 = 0y Azzs = 1/3. Nuevamente estas
ecuaciones fueron resueltas numuricamente en Wolfram Mathematica, pero ahora al
ser un sistema reducido (el anterior tenia 9 ecuaciones y este tiene solo 3), se pudie-
ron calcular mas valores de los coeficientes, asignando mayor cantidad de valores de

(L/D)py P.,.
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