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Capitulo 1

Introduccion.

En el campo de la epidemiologia y en particular en el &rea de enfermedades
infecciosas, la modelacion matematica ha sido una herramienta muy utiliza-
da [8, 24, 29], debido a que esta nos permite crear escenarios abstractos que
recrean sucesos reales con gran precision como lo son por ejemplo los brotes
epidémicos [4, 5, 10, 21, 31, 33]. Ademas, las teorias implicitas existentes en
la modelacion matematica, permiten realizar analisis profundos que facilitan
la comprension de estos fendbmenos epidémicos, lo que ayuda a los entes gu-
bernamentales y agencias de salud publica en todo el mundo a tomar mejores
decisiones que ayuden a prevenir o en su defecto disminuir en buena medida
el impacto que tienen los brotes epidémicos en las regiones afectadas.

En particular, una medida que puede ser deducida de modelos matematicos
para algunas enfermedades infecciosas es el tamafio final de la epidemia [6,
7, 8, 15, 21, 24, 26, 35]. Esta medida nos permite cuantificar que tan severo es
el impacto que tiene una epidemia en una region afectada, una vez ocurra el
brote infeccioso.

En la literatura de epidemiologia matematica [8, 24], podemos encontrar la
deduccion de esta medida en el caso de una enfermedad clasica SIR para una
poblacion aislada. Sin embargo, en los trabajos [15, 21, 26], podemos obser-
var que con el paso del tiempo, dicha medida se ha generalizado a modelos
complejos que se ajustan mejor a la realidad. Por ejemplo, en los trabajos [15,
21, 26], podemos ver la deduccion del tamafio final de una epidemia en una
region con estructura espacial, la cual se conocen como poblaciones en redes,
o redes metapoblacionales. El concepto de redes metapoblacionales ayuda a
comprender como este tipo de enfermedades infecciosas, se puede transmitir
en un mundo conectado por la movilidad humana y por la interaccion que
tienen las personas entre diferentes regiones, lo cual modeliza en mejor forma



un escenario real de la humanidad moderna [3, 11, 17, 23, 28, 37].

Por otro lado, en el caso de enfermedades infecciosas transmitidas por vecto-
res, debido a la complejidad de los sistemas, el @lculo de esta medida solo
se ha limitado a expresiones que la aproximan [6, 8, 35]. Sin embargo, en el
trabajo [35], se puede observar que, a pesar de que el procedimiento brinda
una ecuacion aproximada, para un conjunto particular de par ametros epide-
miol 6gicos y entomol6gicos, dicha aproximacion brinda una muy buena esti-
macibn en el caso de una poblacbn humana aislada.

Sin embargo, en estas metodolodas, la discusion sobre la existencia y unicidad
del tamafio nal ha sido escaso o resuelto parcialmente, centrandose en gran
parte a soluciones numeéricas y su aplicabilidad.

Aunado a esto, dicha medida se ha empleado poco en la gua de medidas de
control en regiones afectadas por brotes infecciosos, mayormente por su falta
de comprension y por su dependencia sobre los parametros epidemiol 6gicos
y entomol 6gicos. Estos nos indica que los aralisis sobre la aplicabilidad de
esta medida en escenarios realistas son escasos, o que nos motiva a explorar
nuevas teor'as donde dicha medida tenga condiciones que le permitan tener
una mayor importancia en la epidemiolog “a moderna.

Es por esto que, este trabajo de tesis, proponemos una metodologa para cal-
cular el tamafio nal de una epidemia en una red metapoblacional en el caso
de una enfermedad infecciosa transmitida por vectores, como lo son por ejem-
plo (Dengue, Zika y Chikungunya), que son transmitidas por los mosquitos
Aedes albopictug Aedes aegypf#t, 22]. Seguidamente, utilizando la ecuacién de
tamafio nal de la epidemia para una enfermedad tipo SIR en una red meta-
poblacional obtenida en [15], y la ecuacion obtenida con la propuesta presen-
tada, propondremos una metodolog ‘a que da una respuesta a la interrogante
de cuando dichas medidas tienen solucidén y cuando esta eslnica. Finalmente,
utilizando ambas ecuaciones de tamafio nal, proponemos utilizar estas me-
didas como indicadores de prioridad geogr & ca para la aplicaci 6n de estra-
tegias de control, mostrando simulaciones num éricas que corroboran nuestra
propuesta.

La organizacion de este trabajo de tesis viene dado de la siguiente manera. En
el cap'tulo 2, presentaremos los preliminares donde se muestra la deduccion
del tamafio nal de una epidemia para una enfermedad cl asica tipo SIR en
una poblacion aislada y en una red metapoblacional. En el cap'tulo 3, mos-
traremos una propuesta para calcular el tamafio nal de una epidemia en el
caso de una enfermedad infecciosa transmitida por vectores en un poblacion
aislada y en una red metapoblacional. En el captulo 4, mostraremos una me-
todolog‘a que nos permite imponer condiciones sobre las cuales las ecuacio-
nes de tamafio nal presentadas en este trabajo tienen soluciones Unicas. En
el cap'tulo 5, proponemos los criterios de seleccion de parches donde se desea



aplicar control y proporcionaremos los protocolos de control que aplicaran a
en las enfermedades estudiadas. En el caftulo 6, presentaremos los resulta-
dos numéricos obtenidos al aplicar control en los dos tipos de enfermedades
analizadas y nalmente en el cap tulo 7, presentaremos las conclusiones del
trabajo de tesis.
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Cap'tulo 2

Preliminares.

En este captulo, vamos a realizar una revisi 6n de las herramientas matemati-
cas y epidemiolbogicas que se utilizaran en este trabajo de tesis. Iniciaremos
dando una breve descripcion del modelo epidemiol 6gico clasico SIR Kermack
Mckendrick y deduciremos su ecuaci 6n de tamafio nal de la epidemia. Se-
guidamente, mostraremos una ampliaci 6n de este modelo al escenario de re-
des metapoblacionales donde es posible deducir también una ecuacibn del
tamafio nal de la epidemia, lo cual nos permite utilizar esta medida en esce-
narios mas generales.

2.1. Modelo clasico SIR Kermack Mckendrick: ecua-
cion de tamafno nal de la epidemia.

Uno de los modelos epidemiol 6gicos que mas se utiliza para describir la din ami-

ca de una enfermedad de transmision humano-humano es el clasico modelo

SIR Kermack Mckendrick el cual viene de nido por el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias [8, 24, 29]:

(0] ()

= b, (2.1)
di()y . S(0)

0 = bR g, 2.2)
dR(t) _

- = 9. (2.3)

En este modelo, las variablesS(t), I (t) y R(t), representan el namero de huma-
nos susceptibles, infectados y recuperados respectivamente, mientras queN
representa el nimero total de humanos en la regi 6n que se modela. Ademas,

9



2.1. MODELO SIR CLASICO. 10

los parametros epidemiol 6gicos son b, que representa la tasa de infeccon en-

tre un individuo infectado y uno susceptible y g, que representa la tasa de
recuperacion de los humanos infectados. En este modelo, la escala de tiempo
de la enfermedad que se desea modelar es mucho n&s rapida que la escala
de tiempo de nacimientos y muertes de humanos, por lo que los efectos de-

mogra cos en la poblaci 6n pueden ser ignorados. Esto nos dice que la pobla-
cion de humanos permanece constante durante todo el tiempo de la epidemia,

es decir, N = S(t) + I(t) + R(t) 8t, lo cual implica que %—'}‘ =

Finalmente, en este modelo se supone que la transmisbn de la enfermedad es
regida por la ley de accién de masas entre los individuos infectados y recu-

perados, siendo la tasa de nuevas infecciones proporcional al nimero total de

contactos entre individuos susceptibles e infectados. Esta suposicbn es repre-

sentada por los términos de incidencias b%l(t), los cuales representan el
nimero de miembros que pasan de la clase de susceptibles a la clase de infec-
tados por unidad de tiempo [8].

El nimero reproductivo b asico [18] del sistema (2.1)-(2.3) viene dado por:

Ro = (2.4)

Q|oT

Podemos notar que

b
b>g,R o= =—>1,
g 0 g

es decir, cuando la tasa de infeccbn es mayor que la tasa de recuperacon, el
namero reproductivo b asico es mayor que 1, lo que indica que habra una epi-
demia en la regién que se modela.

Para deducir la ecuacion de tamafio nal de la epidemia [8], empecemos su-
mando e integrando de 0 a ¥ las ecuaciones de humanos susceptibles e infec-
tados del sistema (2.1)-(2.3) con lo que obtenemos:

2 VA
s ) Ngs(*‘): 0¥ I (t)dt, (2.5)

0 dt dt
donde hemos usado

I(¥)= Im1()=0, y N=S(0)+1(0) 8i. (2.6)

Por otro lado, de la ecuacion de humanos susceptibles (2.1) y de la ecuacbn
(2.5) se tiene que:
S(0)

_ b
sy~ g S, 2.7)
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entoncesS(¥ ) = S(0)e 9, donde
q= Ro(N S(¥)). (2.8)

Del hecho de que N = S(t) + I(t) + R(t) permanece constante en cualquier
instante de tiempo y que se cumple (2.6) bajos las mismas condiciones, cuando
t! ¥ obtenemos queR(¥) = N S(¥). Entonces, la ecuacdbn de tamafio

nal de la epidemia del modelo (2.1)-(2.3) viene dada por:

R(¥)= N S(0)e O (2.9)

Notemos que aunque la ecuacion (2.9) da una expresibn explicita del tama fio
nal de la epidemia, resolverla anal "ticamente representa un problema de gran
di cultad debido a su dependencia impl “cita del término S(¥ ) debido a la
relacion R(¥ ) = N S(¥).

2.2. Modelo metapoblacional basado en el modelo
clasico SIR Kermack Mckendrick: ecuacion de
tamarno nal de la epidemia.

Consideremos una poblacion humana, ubicada geogra camente en n regiones
distinguibles llamadas parches, las cuales estn conectadas por la movilidad

humana. Adem as, supongamos que cada parche est habitado por una pobla-

cion bien mezclada de tamafio N;j, donde el sub'ndice i 2 f 1,...,ngrepresenta
la etiqueta del parche. SeaS(t), I;(t) y R;j(t) el numero de humanos suscepti-
bles, infectados y recuperados del parchei respectivamente en el instante de
tiempo t, tal que N; = S(t) + I;j(t) + R;j(t) permanece constante durante todo
el tiempo de la epidemia [15].

Basado en un enfoque Lagrangiano [5, 36], la movilidad de los humanos en-
tre parches se describe mediante la matriz de tiempos de residenciasP =

Pij :j: L Cuyas entradas satisface:

n
O p 1; v & pk=1 8ij, (2.10)
k=1

donde p;; describe la fraccion de tiempo que los residentes del parche i pa-
san en el parchej. Vale la pena resaltar que la matriz P representa una red
de parches conectados por enlaces dirigidos y ponderados. En la Figura (2.1)
mostramos un ejemplo de una poblacion en red y su correspondiente matriz
de tiempos de residencias.
Debido a la movilidad humana entre los parches de la red, el n tmero efec-
tivo de personas que ya estan presentes en el parchei viene dado por B =
5}1:1 p;iN;, donde la fraccion de N; residentes que permanece en su propio
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parche viene dada por p;iN; y la fraccion de N; residentes vecinos que visitan
diariamente el parche i es p;iN;, conj = 1,...n. En este contexto, la entrada
de visitantes infectados en el parche k viene dada por [15]:

Figura 2.1: a) Ejemplo de una poblacion en red metapoblacional donde cada
nodo es una region geogra ca llamada parche habitado por una poblaci 6n
bien mezclada y donde los enlaces dirigidos representan la movilidad de los
individuos entre parches (el nodo cuadrado representa el parche donde co-
menzo el brote). b) La representacion correspondiente de la matriz de tiempos
de residencias, cuyas entradasp;; describen la proporcion de tiempo que los
residentes del parchei pasan en el parchej y satisfacen la ecuacon (2.10).

1
F(t) = ﬁfi‘l Pik i (1) ; (2.11)

gue incorporan tanto la fracci 6n de individuos infectados que provienen de
parches vecinos como los propios infectados en el parchek. Luego, la dinamica
de la enfermedad en la poblacion en red se describe mediante el siguiente
conjunto de 3n ecuaciones diferenciales ordinarias:

BO = g pms RO, 212)
k=1

WO = & B ESOIF® gk, (213)
k=1

dt
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coni = 1,...,n; el parametro g; > 0 describe la tasa de recuperacdbn de los
residentes infectados del parchei y b¥ es el riesgo de infeccbn en el parchei.
De nimos la condici 6n inicial en cada parche de la siguiente manera: S (0) =
Ni, i(0) = 0,Ri(0) = Oparai = 2,...,n;y $(0) = Ny 1, 1,(0) = 1,
R1(0) = 0. Es decir, por convencion, asumimos que al comienzo de la epide-
mia el parche con la etiqueta k = 1 tiene un solo residente infectado, mientras
que los otros parches estin poblados por individuos susceptibles.

Sustituyendo F(t) en las ecuaciones (2.12) - (2.14), el modelo de epidemia SIR
en una poblacion de redes metapoblacionales se puede reescribir como:

dSTf:t) = Si(t) jél blj I](t) ) (2.15)
dlé(tt) = S(t) él bijli(t)  gili(t), (2.16)
dRi(t) _

G = e, (17)

coni = 1,...,n; donde las tasas de infecciones efectivas vienen dadas por:

n " .
b= & bkp";p'k; 8i,j2f1,..ng. (2.18)
k=1 k

Es decir, el modelo metapoblacional descrito por las ecuaciones (2.12)-(2.14),
donde se considera un conjunto de subpoblaciones bien mezcladas y separa-
das, puede ser reescrito como un modelo epidémico de una sola poblacion
bien mezclada, donde los individuos se clasi can seg (in su parche de residen-
cia; en otras palabras, el sistema de ecuaciones (2.15)-(2.17) poGr interpretar-
se como un modelo de epidemia mulltigrupo, con b;; la tasa de contacto entre
los residentes del parchei y el parche j. Cabe mencionar que el modelo mul-
tigrupo (2.15)-(2.17) es equivalente al modelo epidemiolbdgico analizado por
Pierre Magal, Ousmane Seydi y Glenn Web en [21], donde no se considera la
movilidad humana entre los parches de la red. En la Figura (2.2), mostramos
un ejemplo del comportamiento din &mico del modelo epidemiol 6gico SIR me-
tapoblacional (2.15)-(2.17), con la topolodga de la red y la matriz de tiempos de
residencias que se muestran en la Figura (2.1).

Al igual que en el caso del modelo SIR clasico (2.1)-(2.3), en el caso metapo-
blacional el tamafio nal de la epidemia es la proporci 6n total de individuos
gue han sido infectados durante la epidemia en cada parche de la red [15]. Si
procedemos con una metodolog’a analoga al caso de una sola poblacon, po-
demos dar una expresion mateméatica en términos de la proporci 6n nal de los
individuos recuperados R;(¥ ); es decir, con la solucibn explicita del comparti-
mento de los recuperados (ecuacbn (2.17)), evaluado a medida que el tiempo
Se acerca a in nito.
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Para derivar la expresion explicita de R;j(¥ ) en cada parche [15], empecemos
nuevamente sumando e integrando el compartimento de humanos suscepti-
bles Si(¥ ) (ecuacion 2.15) con los humanos infectadosl;(t) (ecuacion 2.16) con
lo que obtenemos:

Figura 2.2: Comportamiento din amico del modelo epidemiol 6gico metapobla-
cional SIR (2.15)-(2.17). La curva roja discontinua, representa el valor prome-
dio sobre las trayectorias de todos los parches. Los tamdios de poblacion N; y
la tasa de riesgo de infeccibn b', parai = 1, ..., 15 se seleccionaron de manera
aleatoria en los rangos [10, 000, 30, 00Dy [1.5, 2.5 respectivamente, la tasa de
recuperacion g; = 0.7 para todos los parches.

Zy z
ds(t) . li(t) Ni  Si(¥) ¥
1 i — i _ )
g; . i + o dt = o =, li(t)dt, (2.19)
en donde hemos utilizados los hechos
li(¥)= tll'n; li(t)=0, y N;=S0)+ 1(0) 8i. (2.20)
Por otro lado, de las ecuaciones (2.15) y (2.19) se tiene que:
VA
s _§, ¥ DN S(¥)
log ——~ = bii Ii(t)dt = bj —=, 2.21
9 5¥) ,-el i i(t) ,-"2‘1 R (2.21)
entoncesSi(¥ ) = S(0)e %, donde
g Ny §(¥) .
G(Sy,....S)=a bj————, con i=1,...n. (2.22)

j:]_ g]
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Las funciones (S, . . . ,Sn) determinan el n imero total de nuevas infecciones
generadas en el parchei causadas por los viajeros infectados que visitan dicho
parche.

Dado que N; = S(t) + I;(t) + Ri(t) permanece constante en cualquier ins-
tante de tiempo t y por la ecuacion (2.20), cuandot | ¥ obtenemos que
Ri(¥) = N;j S(¥). Entonces, la expreson expl cita para el tamafio nal de
la epidemia en el parchei es:

R(¥)= N, S(0)e . (2.23)

Podemos notar que, aunque la ecuacbn (2.23) da una forma expl cita del ta-
mafio nal de la epidemia para cada parche, al igual que en el caso del mo-
delo SIR clasico, resolver analticamente dicha ecuacién representa un pro-
blema de gran di cultad debido a su dependencia impl ’cita con los términos

Si(¥),....S(¥).



Cap’tulo 3

Estimacion de la ecuacion del
tamano nal para un modelo
de epidemia transmitida por
vectores.

En este captulo, vamos a presentar un modelo epidemiol 6gico que describe
la dinamica de una enfermedad infecciosa transmitida por vectores como lo
son, por ejemplo, el Dengue, Zika y Chikungunya las cuales son causadas por
los mosquitos Aedes aegyply Aedes albopictufl6, 20, 22, 32]. Sobre este mo-
delo, vamos a mostrar una metodolog “a que permite aproximar mediante una
ecuacibn explicita el tamafio nal de la epidemia. Seguidamente, ampliaremos
este modelo al caso de una red metapoblacional siguiendo un procedimiento
analogo al presentado con el modelo clasico SIR. Luego, veremos como pa-
ra este modelo metapoblacional, tamb’en es posible presentar una ecuacon
explicita que permite aproximar el tama fio nal de la epidemia, lo cual nos
permite nuevamente utilizar esta medida en casos mas generales.

3.1. Modelo epidemiolbgico para una enfermedad
transmitida por vectores: estimacion del tamafo
nal de la epidemia.

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales que describe la
din amica de una epidemia causada por una enfermedad infecciosa transmiti-

16



3.1. MODELO VECTORES. 17

da por vectores [35]:

e S(t)W(t) (3.1)
% = by S(t)W(t) gl(t), (3.2)
dR() _

- gl(t), (3.3)
dVTEt) — I(t)V(t) (1), (3.4)
dV;’t(t) - I(t)V(t) MW (1), (3.5)

donde las variables S(t), 1(t) y R(t), 8t, representan el nimero de humanos
susceptibles, infectados y recuperados respectivamente, mientras que las va-
riables V(t) y W(t), 8t representan el nimero de vectores susceptibles e in-
fectados respectivamente. Ademas, los parametros epidemiol 6gicos y ento-
mol 6gicos son by, que representa la tasa de transmisibn de la enfermedad en-
tre un vector infectado y un humano susceptible, by que representa la tasa de
transmis’on de la enfermedad entre un humano infectado y un vector suscep-
tible, g es la tasa de recuperacdn de los humanos, g la tasa de reproduccion
constante de los vectores y nalmente mlatasa de mortalidad de los vectores.
En el modelo (3.1)-(3.5), asumiremos que tanto la poblacbn de humanos co-
mo la de vectores son cerradas; es decir, ambas poblaciones cumplen con
Nh = S(t) + I(t) + R(t) y Ny = V(t) + W(t), 8t, y con esto obtenemos que

s =0y — o = 0. En otras palabras, estamos asumiendo que la poblacbn

de humanos es constante durante toda la epidemia y la poblacion de vecto-
res ha alcanzado su estado estable en el sistema. Bajo este supuesto, podemos
simpli car el modelo de 5 ecuaciones diferenciales a un sistema de 4 ecuacio-
nes diferenciales haciendoV (t) = N, W(t) que al sustituirlo en la ecuacibn
de vectores infectados (3.4) se obtiene el siguiente sistema:

% = byl S() w(o), (3.6)

di(t)
Cdt
dR(t)
Cdt

dW(t)

dt

S(t)

bh W(t) gl(t), 3.7)

gl(t), (3.8)

b Ny W) (o). (3.9)
h
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Con esto, el nimero de vectores susceptibles se obtiene conociendo la solu-
cion del compartimento de los vectores infectados.

En este modelo, la transmisién de la enfermedad también es regida por la ley
de accibn de masa; es decir, entre un humano susceptible y un vector infec-

S(t)

tado la transmisio i de la enfermedad se describe por el ttrmino bh W(t)
mientras que la transmision de la enfermedad entre un vector susceptlble y
un humano infectado se describe con el termino bv (1) (Ny  W(1)).

Varios trabajos han realizado avances para estimar eI tam&io nal de la epide-
mia sobre el modelo (3.6)-(3.9). Ejemplos de ellos son los trabajos Fred Brauer
[6, 7], que mediante la teor'a de perturbacién de parametro pequefio sobre el

término %C 1 (la tasa de infeccbn de los humanos es mucho mas pequéia

que la tasa de infeccibn de los vectores), logran estimar cotas inferior y supe-
rior para esta medida. Sin embargo, esta hip6tesis puede ser muy discutible
por su signi cado epidemiol 6gico.

Otro ejemplo importante de mencionar es el trabajo de Yu Tsubouchi, Yasuhi-
ro Takeuchi y Shinji Nakaoka [35], quien con la misma teor “a de perturbacion

de parametro pequefio pero esta vez sobre el €rmino % 1, (donde d repre-

senta la tasa de mortalidad de los humanos), logra dar una ecuacion expl’cita
gue aproxima en buena medida para un conjunto particular de par ametros el
tamafo nal de la epidemia.

Sin embargo, estos procedimientos solo se han realizado para el caso de una
sola poblacion. A continuaci 6n, vamos a presentar una metodolog‘a que per-
mite hacer una aproximacion en serie de potencias sobre la proporcion de vec-
tores infectados, con lo que se deduce un sistema de ecuaciones algebraico que
al resolverlo, nos brinda una ecuacién expl’cita que estima el tamafio nal de
la epidemia equivalente a la presentada en [35], con la ventaja de que este
meétodo nos permitir & expandir los resultados al caso de redes metapoblacio-
nales.

Para iniciar la metodolog “a sobre el modelo (3.6)-(3.9), reescribamos la ecua-
cion de humanos susceptibles (3.6) como:

b, (3.10)

d -
g ns) = N,

Si integramos en ambos lados de (3.10) de 0 & respecto det y usando el
hecho de que N, = S(¥ )+ R(¥), (I(¥) = 0) [35], el nGmero de humanos
recuperados al nal de la epidemia obtenido a trav és del compartimento de
humanos susceptibles viene dado por:
Zy
B W (t)dt
R(¥)= N, S(0e Nnho . (3.11)
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Por otro lado, si integramos la ecuacion de humanos recuperados (3.8) de 0 a
¥ respecto det obtenemos que:
z ¥
R(¥)=g . I(t)dt. (3.12)

Ahora bien, si despejamos I(t) de la ecuacidon de vectores infectados (3.9), se
tiene que:

_ NpmW(t) 1 N,  dw(t) 1
I(t) = Ny by 1 W(t) * Nyby  dt 1 w(t) (3.13)
Ny Ny
donde W)
t
0 Ny 1,

de modo que, podemos realizar una expansion en series de potencias sobre
la proporci 6n de vectores infectados en la ecuacdn (3.13) que nos permite
reescribir la ecuacion (3.12) como:

z

¥ ¥ n
R(Y) = Nomg =¥ iy g WO Ty
PuNy 0 =g (3.14)
L Nng T¥ dw(h) s W(b) ”dt '
vav 0 dt n=o0 NV '

Por lo tanto, al realizar una aproximaci 6n de orden cero sobre la serie de po-
tencias de la ecuacon (3.14), obtenemos que el imero de humanos recupera-
dos al nal de la epidemia obtenidos a trav és del compartimento de humanos
recuperados se puede aproximar por:

NhgmZ ¥
byNy

R(¥) W (t)dt. (3.15)
Entonces, de las ecuaciones (3.11) y (3.15) obtenemos un sistema de ecuaciones
algebraico para R(¥ ) en términos del area bajo la curva del compartimento de
vectores infectados. As, al resolver este sistema tenemos que la ecuadn de
aproximaci6n del tamafio nal de la epidemia para una enfermedad transmi-
tida por vectores descrita por el modelo (3.6)-(3.9) viene dada por:

|

brbyNyR(¥ )
2
R(¥) N, S(0)e gmN; (3.16)
Observacion: En el estado estacionario se satisfaceN, = gn con lo que la

ecuacion (3.16) es la misma que se presenta en [35].
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Adem as, si calculamos el mimero reproductivo b asico del sistema (3.6)-(3.9)
utilizando la metodolog “a de la matriz de siguiente generacion, obtenemos
gue este viene dado por:

s
bhb\/NV
Ro= ——, 3.17
g, (3.17)
lo que nos permite reescribir la ecuacion (3.16) como
R(¥) Np S(0e'!, (3.18)

con
R%
t= 2Ny S(¥)).
h

Al comparar la soluci 6n num érica del compartimento de los humanos recu-

perados al nal de la epidemia del sistema (3.6)-(3.9) con el valor num érico de

R(¥ ), pero esta vez calculado a partir de la ecuacion (3.18), podemos observar
gue la propuesta presentada brinda una buena estimacion como se muestra en
las Figuras (3.1) y (3.2). Ademas, la precision de la ecuacion (3.18) se mantiene
para distintos valores de la poblaci 6n humana Ny, y distintos valores de las

tasas de transmision de la enfermedad cuando se cumple b,, = b, como se ve
en la Figura (3.2)

Figura 3.1: Gra co izquierdo, comparaci 6n entre la expresion (3.18) y el va-
lor exacto de R(¥ ) del sistema (3.6)-(3.9) en el compartimento de humanos
recuperados con una poblacion inicial de Ny = 25,000 con tasa de infec@n
by, = 0.1y tasa de recuperacon de humanos infectados g = % Gra co dere-
cho mostramos el error relativo de la aproximaci 6n.
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3.1.1. Precision de la aproximacion.
( )

en (3.15). Al restar la aproximacion (3.15) de (3.14) y dividir por la expresi 6n
exacta, notamos que el error relativo esta dado por

Fue posible obtener la ecuacbn (3.18) porque la suposicion —= 1 se hizo

1
err= Zy . (3.19)

(W(t)/ Ny)dt

(W(t)/ Ny)"dt
2

(@)
T Qo

De la expresion anterior, notamos que el error solo depende del valor de 0 <

W(t . . W (t
(® < 1y siempre aumenta a medida que aumenta (©
\ Vv

()

el error relativo de la aprOX|maC| on. Por otro lado, como no se encontrd una
expresion expl cita para el error en términos de los parametros, mostraremos

()

para el error relativo depende solo de n1 by. Esta dependencia nos permite
encontrar sistematicamente los peores casos de preciin de la aproximaci 6n
gra cando el error contra ni1 by,.

. Por lo tanto,
un |I’'mite superior para también proporciona un | ‘mite superior para

que un I'mite superior para y por lo tanto, tambi én un ['mite superior

Para obtener un I'mite superior para el error (3.19), encontramos una expre-
sibn para el mayor valor de W(t) al eliminar este término de la ecuacion de

los vectores infectados cuando d( ) - = 0, es decir,
byN
W (t) max = V—"m (3.20)
vt ———
I (tmax)
Np

Entonces, comol(t) < N, 8t, se tiene que:

byN byN
W(t) e < e (3.21)
LT by + Np
Np Np
Por lo tanto
W) W(max 1 3.22)
Ny Ny m '
1+ —
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W(t)
N

variar los par &metros sistemé;iticamente, evaluamos numéricamente la preci-
sion de la aproximaci6n. En la Figura (3.1), (gra ca izquierda), se puede ver la
comparacion entre la aproximaci 6n y el valor exacto variando ni by. También
gra camos el error relativo (gr a co de la derecha), y se encontré que el peor
error para un cierto conjunto de par ametros es 12 %, pero para la mayofa de
los valores de los parametros, es menor que 10 %. Por otro lado, la expreson
(3.18) nunca subestima los valores exactos del taméo de la epidemia R(¥ );
por lo tanto, todav “a se puede utilizar como "ndice de gravedad de la epidemia
0, en particular, para disefiar estrategias de control distribuidas.

Este I'mite superior para depende (nicamente del cociente n1 by. Al

A pesar de algunas excepciones [25], en la literatura sobre modelos de dengue,
se acostumbra establecertby, by [1, 2, 4, 12, 14, 27, 30, 35, 36]. En la Figura
(3.1) se puede ver que el error relativo es menor al 6 % para este caso particular
de Dengue.

Figura 3.2: Gra co izquierdo, mostramos la comparaci 6n entre la expresion
(3.18) y el valor exacto de R(¥ ) del sistema (3.6)-(3.9) con una poblacon hu-
mana de Ny, = 25,000 con tasa de infecdn by, = by y tasa de recuperacibn de
humanos infectados g = % Gré co Derecho, mostramos el error relativo de la
aproximacion.
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3.2. Modelo epidemiolbgico metapoblacional para
una enfermedad transmitida por vectores: esti-
macion del tamafio nal de la epidemia.

Consideremos el siguiente modelo metapoblacional que describe la dinami-

ca de una epidemia causada por una enfermedad infecciosa transmitida por
vectores:

s _ gy, (t)p.,so 029
dt a

- ngJ(t)p”S() gli(1), (3.24)
dt =1 J

det(t) = gh(), (3.25)

OIV\élit(t) B _g bV%j(t)(Nv Wi(t))  mW(t). (3.26)

coni=1,...,n

Este modelo es una extensén del sistema (3.6)-(3.9) y se basa en las ideas de
modelo metapoblacional presentado en [36]. Para esto, hemos consideramos
nuevamente una poblacién de humanos ubicada geogra camente en n regio-
nes distinguibles que seguiremos denotando por parches y cada uno de es-
tos est habitado por una poblaci 6n bien mezclada de tamafo Ny, donde el
sub’'ndice i 2 f 1,...,ngrepresenta la etiqueta de cada poblacbn. En este sen-
tido, tenemos que las variables Si(t), I;(t), y Ri(t) representan los individuos
susceptibles, infectados y recuperados de cada poblacon 8t. Ademas vamos
a suponer que S(t) + 1i(t) + Ri(t) = Np; es decir, todas las poblaciones hu-
manas son cerradas y no cambian durante todo el tiempo de la epidemia.

Por otro lado, la variable W;(t) representa la poblacion de vectores infectados
bajo la hipotesis que V;(t) + W;(t) = Ny,; es decir, nuevamente suponemos
que las poblaciones de vectores se encuentran en sus estados de equilibrio.
Esto nos permite calcular las soluciones en los compartimentos de vectores
susceptibles a partir de las soluciones de los compartimentos de vectores in-
fectados.

Finalmente, los parametros epidemiol 6gicos y entomologicos by, by y m si-
guen teniendo los mismos signi cados del sistema (3.6)-(3.9), con la diferen-
cia que, de que cada parche puede tener sus propias caractesticas sociales,
culturales, geogra cas entre otras, con los que el valor de estos paramentros
pueden diferir de un parche a otro.

El sistema (3.6)-(3.9), introduce la movilidad humana entre cada parche como
un parametro importante para la propagaci 6n de una enfermedad infecciosa
transmitida por vectores. La inclusi 6n de este parametro para construir una
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poblacion en red, se basa en el trabajo [36] pensando en el escenario donde
un habitante de un parche con poblaciones de humanos y vectores totalmente
susceptibles, visita otro parche por un tiempo considerable. S” hay vectores
infectados en la region visitante y algunos de estos vectores infecciosos de la
region visitada transmite la enfermedad al habitante viajero, este llevar & la
enfermedad de regreso a su lugar de origen y con esto, si algunos vectores
susceptibles entran en contacto con el habitante ya infectado, la enfermedad
ya podr “a propagarse en la poblacién de origen.
Es importante mencionar que con esta hip6tesis estamos asumiendo que las
poblaciones de vectores en cada parche son enémicas. Esto es razonable de
pensar cuando se toman en cuenta solo el rango de vuelo que tienen los vec-
tores y sus ciclos de vida [36] y no considerar factores como la diapausa [33,
34], o intervercién humana para la movilidad de los vectores entre los parches
de lared a modelar [10, 31].
As’, el enfoque de nuestro modelado para el sistema (3.6)-(3.9) nuevamente
sigue siendo Lagrangiano introduciendo la movilidad humana entre los par-
ches de la red con los tiempos de residenciaP = ( pj; ﬂj: 1, los cuales satisfacen
todas las hipobtesis y suposiciones planteadas en el modelo SIR metapoblacio-
nal del cap’tulo anterior.
Bajo estas hipotesis, vamos a ampliar la metodolog’a presentada en el caso de
una sola poblacién que nos permitir & deducir una ecuacion de tamafio nal
de la epidemia para una enfermedad infecciosa transmitida por vectores en el
caso de redes metapoblacionales.
Para iniciar la metodol 6gia sobre el sistema (3.23)-(3.26), para jo reescriba-
mos la ecuacibn de humanos susceptibles (3.23) como:
|
n .
Snsm= A Pw . 3.27)
j=1 "

Si integramos en ambos lados de (3.27) de 0 & respecto det y usando el
hecho de que N, = S(¥)+ Ri(¥), (Ii(¥) = 0) 8t, el ntmero de humanos
recuperados al nal de la enfermedad del parche i, obtenido a través del com-
partimento de los humanos susceptibles del mismo parche, viene dado por:
I
bnpij £ ¥
*;f” Wi (t)dt

1 . (3.28)

" Qo5

Ri(¥)= Nn S(0e !

Por otro lado, si integramos la ecuacion de humanos recuperados (3.25) parai
jo, se tiene que: 7

Ri(¥)=g¢g 0¥ li(t)dt. (3.29)
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Ahora bien, si despejamos I;(t) de la ecuacibn de vectores infectados (3.26),
obtenemos:

RmWi(t) 1 T
i(t) = Tyt
(®) Ny, by pij 1 Wi j=?,j6i i i)
Vi
P dWi (1) 1 (3.30)
Ny, by pi ., W
N\/i
donde
Wi(t)

0 1,812f1,...,ng,

Vi
de modo que, podemos realizar una expansion en series de potencias sobre
la porporci 6n de vectores infectados en la ecuacon (3.30) que nos permite

reescribir la ecuacion (3.29) como:
Zy Wi (t n
Ny,

Pimg
szb\;pii . 0
% a b |j(t)dt (3.31)

0 i=1jei,
Rg ¥ dwi(t) ¢
Ny, by pji 0 dt na:‘o Ny,

Ri(¥) = Wi(t) g dt
n=0

Por lo tanto, al realizar nuevamente una aproximaci 6n de orden cero en la
serie de la ecuacbn (3.31), obtenemos que el imero de humanos recuperados
al nal de la epidemia en el parche i obtenidos a través del compartimento de
los humanos recuperados del mismo parche se puede aproximar por:

Pmg “¥ 1 g
Ri(¥) Nebon. wi)dt — a pi(Ny  S(¥)). (332
Nvi v Pii 0 Pii j=1,6i
Entonces, de las ecuaciones (3.28) y (3.32) obtenemos nuevamente un sistema
de ecuaciones algebraico paraR;(¥ ) en términos del area bajo la curva del
compartimento de los vectores infectados del parche i. As’, al resolver este
sistema tenemos que la ecuaobn de aproximaci6n del tamafio nal de la epi-
demia para una enfermedad transmitida por vectores descrita por el modelo
(3.23)-(3.26) viene dada por:

Ri(¥) Ny S(0e', (3.33)
donde:
J & bpbyNy, pjj pyi .
t(Sp....S) = & & v viBiPk N s (¥)),i2f1,...ng.
' Z1c1  9MPPR k
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Observacion: En el caso den = 2, las ecuaciones de tam#@io nal de la epide-
mia de ambas poblaciones de humanos viene dada por:

M M
N (No Si(¥))+ 52 (Nn,  Sp(¥))
Ri(¥) Np, Si(0)e hy hy :
(3.34)
y
M M
o (Nn S1i(¥)+ T2 (N, S2(¥))
Ra(¥) Np, $S(0)e o h ,
(3.35)
donde: I
_ Npybnbypf;Ny,  Np, brbypi,Ny,
Mll_ > + 5
gmy Py gmpPs
!
M _ thbhbvpglel_i_ thbhbvpgszz
22 — 2 2
gmy Py gmyPs
!
_ Np,brbyp11p2:Ny;  Np, bpbypiap22Ny,
Mlz_ 2 + 2 [}
gmy Py gmpPs
!
_ Np,brbyp11p21Ny; . Np,bpbypiap22Ny,
M21— > + 5
gmy Py gmpPs

Los coe cientes M j; son los elementos de la matrizM = M ,M y,, relacio-
nada con el Host-Vector Network Con guratior{4, 19] dada por:

0 My
Mp O

Mas din
! !
R(V) R(V) R(h) R(h)

12 = 11 12
YMnw = ) L0
RZl R22

Mw= & O
RZl R22

donde Ri(jv) puede interpretarse como el nUmero de humanos infectados que

genera un vector infectado en una poblacion totalmente susceptible y Ri(jh) son

el nimero de vectores infectados que produce un humano infectado mientras
esta infectado. As’, los elementos de la matriz M j; son el nimero humanos in-
feccioso en la regidn j producido por un (nico humano infectado en la regi 6n
i en una poblacion totalmente susceptible [36]. Ademas, los coe cientes M j;,

Ri(jv) y Ri(jh) se han utilizado como "ndices de riesgo de epidemias en metapo-
blaciones [36].
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En las Figuras (3.3) y (3.4), podemos ver que las ecuaciones (3.34) y (3.35) pro-
porcionan una buena aproximaci 6n del tamafio nal de la epidemia para un
conjunto en particular de par ametros en el caso de una red de dos parches
conectados por la movilidad humana, comparado con la soluci 6n num érica
del mismo sistema en el compartimento de los humanos recuperados Ry (¥ )

y Ro(¥ ). En la Figura (3.3), podemos ver que al variar el parametro de movili-
dad p;» cuanto mas personas hay en cada parche, mejor séx la aproximacion
brindada por la propuesta con un error relativo m aximo de 0.00172017 en la
primera regi 6n y 0.00117025 en la segunda redin.

Por otro lado, en la Figura (3.4), si asumimos que las tasas de infecciones, y
by soniguales[1, 2, 4,12, 14, 27, 30, 35, 36], se puede ver que sucede algo simi-
lar; es decir, cuanto mayor es la tasa de contagio de la enfermedad, mejor es la
aproximacion que se alcanza con la ecuadn propuesta con un error relativo
maximo de 6.4679731 10 10 en la primera regiony 6.7733542 10 %enla
segunda region.

Los resultados que se muestran en las guras (3.3) y (3.4) se obtuvieron usan-
do la suposicion comdan by by [1, 2, 4, 12, 14, 27, 30, 35, 36] para este tipo
de modelos. Sin embargo, como se ha mostrado anteriormente, el error es sen-
sible al parametro m' b,. As’, comparamos el valor exacto de R(¥ ) y el dado
por la aproximaci 6n para el caso de dos regiones conectadas por movilidad
humana variando n1 by. El mayor error relativo encontrado fue del 14 % co-
mo se puede apreciar en la Figura (3.5).

A pesar de que se tienen ecuaciones expkitas para el tamafio nal de la epi-
demia tanto en el sistema (2.12)-(2.14) como para el sistema (3.23)-(3.26), es-
tas son resueltas numéricamente debido a sus dependencias impl'citas en sus
variables. Ademas, en la construccbn de dichas ecuaciones, no se garantiza
tanto la existencia y unicidad de soluciones de las mismas, lo cual implica una
problem atica cuando se quieren utilizar dichas medidas en escenarios realis-
tas. En el siguiente captulo, plantearemos un problema de punto jo que da
respuestas a estas inquietudes, lo cual nos permitira hacer un analisis te6rico
sobre las condiciones que deben existir para garantizar la existencia y uni-
cidad de soluciones para las ecuaciones de tam#&o nal de la epidemia en
ambos modelos metapoblacionales descritos en este trabajo de tesis.
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Figura 3.3: Comparacion entre las ecuaciones (3.34) y (3.35) con la soluéin
del compartimento de los humanos recuperados R;(¥ ) y Rx(¥ ), variando el
parametro de movilidad p;» 2 [0.1, 1], que es el ujo de personas que va del
parche 1 al parche 2. (Gia ca izquierda pertenece al parche 1y graca de-
recha pertenece al parche 2). Los dends parametros epidemiol 6gicos y ento-
molbgicos en cada simulacion tuvieron los siguientes valores: by, = by = 0.1,
g=1/7, gy = go = 1,500,m = 1/10y mp = 1/5, con condici 6n inicial del
sistema para cada simulacion, S;(0) = 1,499,1;(0) = 1,R;(0) = O,W;(0)= 0
y Ny, = 15,0008i 2 f 1, 2g.

Figura 3.4: Comparacion entre las ecuaciones (3.34) y (3.35) con la soluéin del
compartimento de los humanos recuperados R1(¥ ) y Rx(¥ ), variando las ta-
sas de infecciones efectivasby, = by 2 [0.01, 1. (Gra ca izquierda pertenece
al parche 1y gra ca derecha pertenece al parche 2). Los denas parametros
epidemiol 6gicos y entomolbgicos en cada simulacidn tuvieron los siguientes
valores: g = 1/7, g1 = g» = 1,500,my = 1/10y mp = 1/5, con condici 6n
inicial del sistema para cada simulacion, S(0) = 1,499,1;(0) = 1, R;j(0) = 0,
W;(0) = 0y Ny, = 15,0008i 2 f 1,2g.



3.2. MODELO SIRW METAPOBLACIONAL. 29

Figura 3.5: Gra ca izquierda se muestra la comparaci 6n entre la expresion

(3.33) y el valor exacto de R(¥ ) para el parche 2 conp;, = 0.1,b,, = by, = 0.1,
g = 1/7, m = 1/10, my = 1/5y condiciones iniciales S(0) = 1,499,I(0) = 1,
R(0) = 0,W(0) = 0y poblacion de vectoressN, = 15,000. Ga co derecho

muestra el error relativo de la aproximaci 6n del parche 2. Solo se muestra el
parche donde la aproximaci 6n comete el mayor error.



Cap’tulo 4

Existencia y unicidad de
soluciones para ecuaciones de
tamano nal de una epidemia.

En este captulo, vamos a desarrollar una metodolog “a que permite encontrar
condiciones para las cuales el problema de resolver la ecuacon de tamafio
nal de una epidemia en los sistemas (2.15)-(2.17) y (3.23)-(3.26) tengan solu-
ciones Unicas. Ademas, presentaremos una breve discuson sobre soluciones
parciales previas presentadas en la literatura cient’ ca.

4.1. Trabajos previos sobre la existencia y unicidad
de solucion del tamafio nal de una epidemia.

El calculo del tamafio nal de una epidemia siempre ha sido de inter és en
la epidemiolog ‘a [6, 7, 8, 15, 21, 24, 26, 35]. Esta medida ayuda a cuanti car
el impacto que tienen los brotes de enfermedades en lasareas afectadas en
términos de los parametros epidemiol 6gicos, entomoldgicos y geogra cos del
lugar. Adem &s, esta medida ayuda los organismos gubernamentales y de sa-
lud a anticipar cu ales son lasareas de mayor riesgo sobre una epidemia, lo
cual es de suma importancia a la hora de tomar medidas de control que ayu-
den a aliviar las consecuencias de los brotes epicemicos.

30
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4.1.1. Trabajos previos sobre el modelo clasico SIR Kermack
Mckendrick.

La literatura en epidemiol 6gia matematica, nos ha brindado metodolog “as pa-
ra calcular el tamafio nal de la epidemia en el caso de un modelo cl asico
SIR Kermack Mckendrick, pero por lo general dichas metodolog “as no indi-
can cuando la ecuacbn de tamafio nal tiene una soluci 6n y en el caso de
existir, no precisan si esta solucion es unica.

Por ejemplo, en los trabajos de Fred Brauer y Carlos Castillo Chavez [8] y
Maia Martcheva [24], se dan metodolog’as para deducir la ecuacion del ta-
mafio nal de una epidemia, las cuales son las m as conocidas y aplicadas en
los escenarios nas realistas, la cual se mostd en los preliminares de este tra-
bajo. Aunque estos procedimientos son muy pr acticos, fue en [15], donde se
expandi6 esta metodolog'a al caso de una red metapoblacional dando una
ecuacibn del tamafio nal de la epidemia para todos los parches de la red y

cuyo procedimiento tambi &n fue mostrado en los preliminares de este trabajo.

Por otro lado, Joel Miller [26], deduce la ecuacion de tamafio nal de una epi-
demia en distintos escenarios utilizando un concepto llamado The Test Indivi-
dual, el cual consiste en escoger un individuo aleatoriamente de la poblacion
y calcular la probabilidad de que el individuo prueba sea susceptible al nal
de la epidemia. Debido a que el autor considera que todas las epidemias tie-
nen el mismo tamafio, esta probabilidad seré& igual que la proporci 6n de la
poblacion que es susceptible al nal de una epidemia. Entonces, el proceso de
calcular la porporci 6n total de infectados en una epidemia puede ser reducido
al problema equivalente de encontrar la probabilidad de un individuo prueba
elegido al azar sea susceptible al nal de la epidemia. As’, la probabilidad de
gue este individuo se haya infectado al nal de la epidemia ser & uno menos la
probabilidad de que el individuo sea susceptible al nal de la epidemia.

En el trabajo de Pierre Magal [21], se muestra el @lculo del tamafio nal para
un modelo SIR de multigrupos el cual puede ser visto como una red meta-
poblacional que no incluye expl ‘citamente la movilidad humana entre cada
region. Sin embargo, el autor considera solo transmisiones entrecruzadas en
el modelo; es decir, el patbgeno infeccioso cumple conbj; = 0, lo cual limita la
aplicabilidad del modelo a enfermedades muy espec’” cas.

No obstante, dentro de estas metodolog'as podemos ver algunas limitantes
tedricas que nos permitan garantizar la existencia y unicidad de soluciones
para las ecuaciones de tamdio nal. Aunque los trabajos [8] y [24], son los
procedimientos m as simples de seguir, las soluciones planteadas son élo del
tipo computacional y no te oricas.

Por otro lado, en el trabajo [26], aunque el enfoque de construccion de las
ecuaciones de tamdio nal es diferente a las metodologi as clasicas, el @lculo
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de las soluciones pasa por dos di cultades discutidas por el autor. La primera
di cultad que plantea el procedimiento es, calcular el valor de la probabilidad
de que el individuo test siga susceptible al nal de la epidemia, y la segunda
di cultad es, una vez construida la ecuaci 6n de tamafio nal, es su célculo
num érico ya que este depende de variables probabilsticas que deben ser to-
madas en cuenta. Debido a esto, este procedimiento tambén carece de alguna
base tédrica que garantice la existencia y unicidad de las soluciones del ta-
mafio nal de la epidemia en los distintos escenarios que J. Miller plantea en
su trabajo.

Ahora bien, en el trabajo [21], como el autor solo considera transmisiones en-
trecruzadas de la infeccion, esta suposicbn le permite escribir las tasas de
infeccibn en términos de una matriz irreducible no negativa, lo cual con la

ayuda de la teor’a del algebra y de punto jo, logra dar un m étodo iterativo
gue calcula la solucién del tamafio nal y describe un marco te 6rico que da
condiciones que garantizan la existencia y unicidad de esta solucién encon-
trada con el método iterativo planteado en su trabajo. Esta investigacion da
una respuesta parcial a la problematica de garantizar existencia y unicidad de
soluciones a la ecuacbn (2.23), ya que esta soluobn se limita a enfermedades
gue cumplan con que el patégeno infeccioso satisfagab;; = 0.

Finalmente, en nuestro trabajo [15], aunque hemos calculado el tamaio nal
de la epidemia en un caso mas general al presentado en [21], solo brindamos
un método iterativo que calcula la soluci 6n para todos los parches de la red
y esta eslnica cuando la ecuacion (2.23) admite solucién con el conjunto de
parametros epidemiol 6gicos escogido en la modelizacion. Sin embargo, nue-
vamente, la solucion al problema es parcial debido a que no damos condicio-
nes de cuando la ecuacén (2.23) tiene o no solucin.

Con esto, aunque el tamaio nal de la epidemia de una enfermedad cl asica
SIR ha avanzado en su comprensbn, este tema hasta el momento care@ de
una solucion general que permita garantizar la existencia y unicidad de su

solucion teor’ca. En este caftulo, presentaremos una propuesta de solucion a
esta problematica, la cual nos permitir & en futuro hacer analisis tedricos mas
profundos que ayuden a la comunidad cient ~ ca comprender de mejor forma

la din amica de enfermedades tipo SIR en casos de redes metapoblacionales.

4.1.2. Trabajos previos sobre modelos para una enfermedad
transmitida por vectores.

A diferencia del modelo cl asico SIR Kermack Mckendrick, donde existen di-
versas metodolog’as que calculan expresiones explcitas del tamafio nal de
una epidemia, en el caso de enfermedades transmitidas por vectores (como
lo pueden ser, por ejemplo, el Dengue, Zika, o Chikungunya), no existen me-
todolog “as que den expresiones explicitas de esta medida, quedandose la in-
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vestigacion en brindar diferentes estimaciones que permiten aproximar esta
cantidad.

Ejemplo de esto son los trabajos de Fred Brauer [6, 7], donde autor mediante
la teor’a de perturbacion singular y asumiendo que los sistemas se encuentran
en los estados cuasi-estacionarios, logra estimar el taméio nal de la epide-
mia para una enfermedad transmitida por vectores en el caso de una sola po-
blacion, mediantes cotas superiores e inferiores, brindando un umbral donde
existe esta cantidad.

En contra parte, Yu Tsubouchi en su trabajo [35], a pesar de que utiliza la
misma teor’a de perturbacion singular y de estado cuasi-estacionario, el au-
tor realiza la perturbaci 6n en parametros diferentes (Fred Brauer asume en
[7] que la tasa de transmision de la enfermedad entre un vector infectado con
un humano susceptible es mucho mayor que la tasa de transmision de la en-
fermedad entre un humano infectado y un vector susceptible, mientras que,
Yu Tsubouchi asume que la tasa de mortalidad de los vectores es mucho ma-
yor que la tasa de mortalidad de los humanos), logrando dar una expresi 6n
mediante una expansion en serie, que aproxima en muy buena medida esta
cantidad en el caso de unaunica poblacién. Ademas en el mismo trabajo, el
autor muestra como usando estos argumentos, se pueden dar expresiones del
tamafio nal de la epidemia en distintas variantes de modelos de enfermeda-
des transmitida por vectores.

Sin embargo, en estos trabajos nos encontramos con la misma limitante en-
contrada en el modelo clasico SIR; es decir, solo se limitan en dar expresiones
gue aproximan el tamafio nal de la epidemia y esto di culta dar criterios

de existencia y unicidad de soluciones para dichas ecuaciones. Adenas, estos
procedimientos se desarrollan Gnicamente en el caso de una poblacbn de hu-
manos, en otras palabras, dichos resultados no han sido expandidos al caso de
redes metapoblacionales, lo cual impide que se puedan realizar analisis mas
profundos sobre la din amica que tienen este tipo de enfermedades en regiones
con estructuras espaciales.

Debido a que el procedimiento mostrado en el cap "tulo anterior da una buena
estimacion del tamafio nal de una epidemia para enfermedades transmitidas
por vectores para un conjunto particular de par ametros, y que dicho método
permite calcular el tamafio nal en una red metapoblacional, en este trabajo,
asumiremos que la ecuacbn (3.33) es la ecuadn de tamafio nal de la epi-
demia para el modelo (3.23)-(3.26). Bajo esta hiptesis, podemos establecer un
marco tedrico que nos permite garantizar la existencia y unicidad de soluci 6n
a la ecuacbn de tamafio nal de una epidemia para una enfermedad transmi-
tida por vectores.
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4.2. Propuesta de una metodolog'a para demostrar
la existencia y unicidad del tamafio nal de una
epidemia mediante un argumento de punto -
jo.

En esta secabn, vamos a desarrollar una metodolog ‘a para encontrar condicio-
nes sobre las cuales el problema de resolver las ecuaciones de tanfédos nales
(2.23) y (3.33) tengan solucionedinicas y esto se estudiaia con la teor'a de pun-
to jo de Banach aplicado a un problema equivalente de la forma f(X) = X.

4.2.1. Equivalencia de problemas.

Empecemos esta metodologa con el modelo metapoblacional SIR (2.15)-(2.17)
y su ecuacion de tamafio nal (2.23). Para la ecuacion de tamafio nal de una
enfermedad transmitida por vectores (3.33), el resultado sera consecuencia di-
recta del primer procedimiento. Para el modelo SIR metapoblacional, inicie-
mos introduciendo la notaci 6n vectorial:

R(¥)=(Ru(¥),...,Rn(¥)).

Ademas, del hecho de queN; S;(¥) = R;j(¥), al sustituir en la ecuacion
(2.22), obtenemos:
g Ri(¥) :
G(S1,-...S) = a b Jg. , con i=1,...,n. 4.1)
j=1 j

Por otro lado, la ecuacién (2.23) se puede reescribir como:
S(O)e G = N; Ri(¥)> 0, i=1,...,n. (42)

S denotamos x; = §(0) + ;(0) + Ri(0) Ri(¥) = Np Ri(¥), que repre-
senta la cantidad de individuos que no contraen la enfermedad en el parche j,

entonces podemos de nir el vector X = (Xq,...,Xn) Y entérminos de la nueva
variable X, el sistema de ecuaciones (2.23) puede verse como un problema de
punto jo paralafunci o6n vectorial f = ( fq,...,fs) dada por:
fi(X) = s(0)e 9, (4.3)
con
2 Np X .
G(St,....S) = a bj ]g , con i=1,...n. (4.4)
j=1 j

Ahora bien, si de nimos
0

@4 b
a=s(0e =t 7, (4.5)

1
Nhjg
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y teniendo en cuenta las propiedades elementales de la funcion exponencial,
podemos expresar la funcion f;(X) como:

0 1
DX
(B@.a bij jg
fi(X)= qe 71 . (4.6)

Por lo tanto, el sistema de ecuaciones dado por la ecuacon de tamafio nal
(2.23) se puede reducir a una ecuaadn vectorial de la forma:

f(X) = X, @.7)

lo cual nos dice que la demostracion de la existencia de una solucion al sistema
de ecuaciones (2.23) es equivalente a demostrar la existencia de una soluéin
para (4.7), pero la ventaja de esta ecuadn es que reducimos el problema a
encontrar un punto jo paralafunci 6n f.

4.2.2. Solucion al problema de punto jo.

A partir de este momento, vamos a encontrar condiciones para la existencia
de un punto jo para la ecuaci 6n (4.6) que sealnico en una cierta region de
R? (porgue los coe cientes x;,8i = 1,...,n son positivos).

En lo que sigue, sera fundamental el siguiente resultado que puede obtenerse
en [9].

Teorema 4.1. [9][Teorema 10.6]Sea B f(y1,Yo,....yn)lja y; b,paracadaF
1,2,...,ng para alguna coleccion de constantgsag, ...,a, Y by, by, ... ,by. Su-
pongamos que f es una funcion continua en DR" !  R" con la propiedad de

f(Y) 2 D siempre que 2 D. Entonces f tiene un punto jo en D.

Mas alin, supongamos que las funciones componentes de f tienen derivadas parciales
continuas y existe una constande< g < 1con

i (Y)

, siempre que 2 D,
1, q preq

; P L (K) V¥
paracada F 1,2....,n ycadafuncion componente Entonces la sucesmﬁN( ))k= o

de nida con una condicion inicial seleccionada arbitrariamerif® ¥n D y generada
por
y® = £y D) paracada k 1,

converge a un (nico punto joy2 Dy

Kk
ky® y k 1qiqky(1) yO k.
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Aplicando este resultado a nuestro caso, tenemos que ver que existe un con-
junto D en el cual se cumplen la primera parte de las hip 6tesis del teorema; es
decir, el conjunto D debe ser convexoyj J(X) j< 1.

Side nimos la matriz A cuyas entradas son los coe cientes

>k PikP
a = § b~ g"l‘PL"; 8i,1 2f1,..ng. (4.8)
k=1

- ., : T
Entonces, dado que escribir la expresion para la derivada parcial X—' se puede
k
expresar de forma matricial como:

0 10 1
1 A2 ... Qn fl(X) 0 Ca 0
1 A2 ... avn 0 fz(X) e 0
YO=E : L&
a1 @2 ... am 0 0 oo fa(X)

se cumple que:
k Jk(X)kk AKkjf(X)], 8X 2 R". (4.9)
Consideremos el conjunto W cerrado como:
W= fx2 R} :jf(X)jk Ak g<1g, (4.10)
sobre el cual se cumple que:
k%(X)k g< 1. (4.11)

Ademas, el conjunto Wy es convexo. En efecto, del hecho de que la funcbn
exponencial es convexa, obtenemos que cada componentef;(X) de la funcién
vectorial f(X) es también convexa. Luego si

X, Y2Wg 'y 0 | 1,
se tiene que:
jEAOX+(1 1)Y)j jorEX)+(1 1)f(Y)]
)+ 1) jf(Y) ]
et (1 D

_9
kAk

yportanto | X+ (1 [1)Y 2 Wy, oseaWy es convexo. Entonces del teorema
(4.1) se concluye lo siguiente.
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Proposicion 4.1. Para cualquied < g < 1, la funcion vectorial f es contractante
enW de razon q.

Por otro lado, si de nimos

q

Da= Y2R}Y] [

(4.12)

entonces, es &cil ver que, Wy es la preimagen de Dq por la aplicacion f.

Si la funcion f tuviera un punto jo X en W, entonces el punto jo tendr ‘a
gue satisfacer
(X)) jkAk q

y por tanto
X jkAk q

lo que implica que X 2 Dy
Este resultado nos sugiere buscar el punto jo de f en el conjunto D. As’, se
tiene el siguiente teorema.

Teorema 4.2. Denotemos medianteal vector con componentasconi= 1...,n
y supongamos quea jk A k< 1/ e. Entonces

Dg W,
para cualquier valo® < q< 1talquej ajk Ak ge 9y lafuncion
f:Dg! Dg

es contractante, por lo cual tiene un Gnico punto jo ¥n Dq.
Para cualquier X2 2 Dy, la sucesion de iteradas

XM = 0 (x@y = f(xk D)y,

converge a Xy se cumple que
I (k) I QK I (1) (O) I
j X X I qj X xO i,

Demostracion.La funcion g(x) = xe * de nida en [0, 1] es creciente,g(0) = 0
yog(l)=1/e

De la suposicion que j a jk A k< 1/ ese deduce que existeq 2 (0, 1) tal que
ge 9 =jajk Akyporlotanto, ge 9 j ajk Ak,8g2 (q,1).
Supongamos ahoraqueX 2 Dgparaalgin g2 (q , 1). Primeramente notemos

que 0 1 0 1

g X Q
&a b K Ba axk
fi(X)= ae 71 7} = ge 71 :
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donde &; son los cpe cientes de la matriz A. |

n n
Perocomo § & X k AKjXjyX2Dgentonces § aj X g, ypor
=1 j=1
lo tanto
Jfi(X) i) aijél,
de donde
jf(X)jj ajé (4.13)
Hemos elegido qde maneraquej a jk A k qge 9. Entonces de (4.13) se tiene
que
. . jajk Ak ge %1 ¢
T SA® KAk T KAk
Pero de la desigualdad (4.14) se concluye queX 2 Wq. En n, hemos probado
que, bajo las condiciones del teorema impuestas aj a j, se tiene queDg Wy
y, por lo tanto, f transforma Dqen Dq, dado que f[Wg] = Dg.
Aplicando el teorema (4.1), se concluye la demostracion del presente teorema.
O

(4.14)

Observacion: En el caso del modelo metapoblacional (3.23)-(3.26), al realizar
un procedimiento an alogo al presentado anteriormente, tenemos que la fun-

cion f;(X) viene dada por:
!

g g brby pij Pk J
fi(X) = ae 1711 gmAA , (4.15)
con !
g g bhbvpijpkiNh.
a=s(e i=ter 9MOR T (4.16)

con lo cual, el sistema de ecuaciones dado por la ecuaddn de tamafio nal
(3.33) también se puede reducir a una ecuacbn vectorial de la forma (4.7).

As’, la garant’a de existencia y unicidad de soluci6n al problema de punto jo
de la ecuacibn (4.15), es la misma de la ecuadn (4.6), con la diferencia de que
los coe cientes de la matriz A, vienen dados por:

|

n

o bnbypi pyi
w1 9MPPR

Con esto, bajo las mismas hipbtesis del caso del modelo SIR metapoblacional,
la proposicion (4.1) y el teorema (4.2) tienen validez en el caso de modelo
metapoblacional para una enfermedad transmitida por vectores presentada
en este trabajo.

Notas importantes:

a = ;o 8i,12f1, ...Ng. (4-17)
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1. Obsérvese que la condicion de que j a jk A k< 1/ ¢ asegura que 02 Wy
para algin g, dado que a = (0).

2. El teorema anterior nos brinda un algoritmo sencillo para obtener el
punto jo X . En primer lugar, hay que veri car que el vector a satis-
face la condicion j a jk A k< 1/ e la cual asegura que existen valores de
g positivos y cercanos a 1 para los cualesf es contractante enDq. Enton-
ces se parte de cualquierX(Q 2 Dy se construyen las iteradas XV de
X (9 que se sabe convergen al punto jo X . El error de aproximaci 6n d

de XKW a X requerido se controla iterando una cantidad k de veces de
manera que:

gk
— i x® xO; g4
1 q
Ahora bien, si se quiere elegir el menor k posible de manera que con el
menor ndmero de iteraciones se tengaquej X(®¥ X j des su ciente

que:
d1 q
koA W
X XO] (4.18)
Pero sides mas grande de manera que% losead %

entonces (4.18) se satisface par8k y es su ciente tomar k = 1; es decir,
la primera iteraci 6n X (Y nos da la aproximacion requerida para X . Sid

es tan pequdio que % < 1, entonces de (4.18) se tiene que:

iX®  xOj 1 kK

1< ,
(1 9 q
y aplicando logaritmo a cada lado, como los n tmeros son mayores a 1
nos queda: !
ix@  xOj 1
log ———— klog - ,
9 TdT 9 94
entonces:
| ix@  xO)]
K d(1 q)
1
log 3
En este caso, el menoik posible es
X xO)]
log A
ko = g é + 1. (4.19)

log &
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3. Un problema interesante que esperamos tratar en investigaciones futu-
ras es ver que si no se cumple la condicin:

jajk Ak< 1/ e

entonces no necesariamente debe haber un punto jo y por lo tanto, no
tiene sentido hablar del tamafio nal de la epidemia R(¥) = ( Ri(¥))".

4. Cuando exista el punto jo X , entonces si
X = ( Xl )|n= 1
tendremos que en los dos casos de estudio

Ri(¥)= Np X.

Con esto, ya podemos tener una base térica que da respuesta a cuando las
ecuaciones de tamdio nal de la epidemia planteadas en este trabajo de te-
sis, tienen solucién Gnica bajo las condiciones del teorema (4.2). AS, podemos
utilizar estas medidas como un indicador geogr & co de donde una epidemia
causada por estas enfermedades tienen un mayor impacto en la regbn, y con
esto poder tomar medidas de control para aliviar las consecuencias de la pan-
demia en las regiones mas afectadas.

En el siguiente captulo, vamos a proponer criterios de seleccion de parches
donde se implementaran medidas de control utilizando los tama fios nales
de la epidemia como indicadores de prioridad geogr & ca que puedan ayu-
dar a los tomadores de decisiones a elegir en una poblacbn con estructura
espacial, los lugares donde los brotes epidemicos tienen mas impacto sobre
las poblaciones.



Captulo 5

Criterios para seleccionar
parches de control y
protocolos de control.

Dada la matriz de tiempos de residencia P, el nUmero de habitantes y vec-
tores en cada parche y los pa@metros epidemiol 6gicos y entomologicos, los
siguientes algoritmos [15], nos permitir an calcular la proporci 6n total de indi-
viduos que se infectaran en cada parche en los dos modelos metapoblacionales
expuestos en este trabajo.

Algorithm 1 Algoritmo iterativo para calcular el tama fio nal de la epidemia
en el sistema (2.15)-(2.17).

Entradas: f N;,S(0),b",gigL ;P = pj inj=1'

Salidas: f R1(¥ )/ Nq,..., Rn(¥ )/ NpQ.

Datos: Ajuste X°=(1, ,1).

Desde k 2 [0,m] hasta

xk+l = f(Xk) - fk+1(x0)

Datos: Ajuste Ri(¥ )/ N;j = X"/ N;.

41
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Algorithm 2 Algoritmo iterativo para calcular el tama fio nal de la epidemia
en el sistema (3.23)-(3.26).

Entradas: f Ny, Ny, S(0),W;(0),bp, bv,g,m,gL;P= pj :j:l.
Salidas: f Ry(¥ )/ Np,,...,Rn(¥)/ Np,Q.

Datos: Ajuste X°=(1, ,1).

Desde k 2 [0,m] hasta

Xk+1l = f(Xk) — fk+1(XO)

Datos: Ajuste R;j(¥ )/ N, = X"/ Ny,.

Donde m 2 N es el nimero de iteraciones y X" es lai-esima entrada del vector
XM, Vale la pena sdialar que los algoritmos anteriores se puede realizar en
pocas iteraciones como se indica en el caftulo anterior, lo que signi ca que
podr an implementarse num éricamente con un bajo costo computacional; y
no requieren resolver los conjuntos de ecuaciones (2.15)-(2.17) y (3.23)-(3.26)
num érica o analticamente.

Es decir, con los conjuntos de ecuaciones diferenciales (4.6) y (4.15), que pue-
den ser vistos como conjuntos de ecuaciones en diferencia [15], podemos saber
a priori qué parches tendran el mayor namero de habitantes infectados. Con
esta informaciobn, es posible diseiar un protocolo de control sobre parches es-
pec cos en lugar de implementar una selecci 6n reactiva de los parches de
control, donde el control se aplica aleatoriamente a medida que aparecen los
brotes en los parches.

Como nuestra principal hip 6tesis, proponemos que controlando los parches
con el valor mas alto de R;(¥ ), calculado después de iterar las ecuaciones
(4.6) y (4.15), es posible reducir el imero de personas infectadas dentro de la
redy en los parches mas afectados. Para corroborar esta hitesis proponemos
y comparamos dos formas de controlar la seleccion de los parches: aleatorio
y dirigido. Para esto (ltimo, utilizamos dos ‘ndices para guiar la seleccion. El
‘ndice de tamafio nal absoluto (AFS) por sus siglas en ingl és, que se de ne
como el maximo del conjunto fRy(¥),...,Rn(¥)gy el 'ndice de tamafio nal
relativo (RFS) por sus siglas en inglés, que se de ne como el maximo del con-
junto fRy(¥)/ Ng,...,Rn(¥)/ Nhg. En otras palabras, el'ndice RFS tiene en
cuenta la proporci 6n de individuos infectados en cada parche.

En el modelo (2.15)-(2.17), proponemos como protocolo de control, reducir la
tasa de riesgo de infeccbn b; en el parche seleccionadoi. Esta reduccion es la
forma de control m &s comin en epidemiolog “‘a matemaética, y suele estar rela-
cionada con la implementacion de medidas sociales, como cuarentena, cierre
de escuelas y lugares de trabajo, campdias para promover el distanciamiento

f'sico entre individuos, higiene de manos, uso de mascarilla, aislamiento de

pacientes, entre otras medidas. Esta forma de control se modela mediante un
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parametro de control u 2 [0, 1], que se introduce en el modelo SIR metapobla-
cional (2.15) - (2.17) de la siguiente manera:

S = Sa@ udb;l, (5.1)
=1

i = SA&@ ud)bjl gl (5.2)
=1

Ri = gili, (5.3)

donde d = 1, si el parche con’ndice i es el parche seleccionado para ser con-
trolado, y d = 0, en caso contrario.

Por otro lado, en el modelo (3.23)-(3.26), proponemos como protocolo de con-
trol, aumentar la tasa de mortalidad de los vectores m en el parche selecciona-
do i. Este aumento también es una forma de control comdn en epidemiolog “a
matematica y esta suele estar relacionada con de reducadn de la poblacion de
vectores con medidas lo son de abatizacbn, eliminaci 6n de criaderos de vec-
tores, fumigacion entre otras. Esta forma de control nuevamente se modela
mediante un par amentro de control u 2 (0,cJconc2 R*, que se introduce en
el modelo SIRW (3.23)-(3.26) de la siguiente manera:

pI]Si()

8O - g hW; (1) (5.4)
dt i1 P,
dl(ij(tt) _ g bW (1) ijS( ) gl (1), 55
=1
det(t) = gl (5.6)
dvzit(t) - én- bv%j(t)('\'v Wi(t))  (1+ u)mW,(t). (5.7)

donde u 2 (0,c] conc 2 R™, se elige si el parche con’ndice i es el parche
seleccionado para ser controlado, yu = 0, en caso contrario.

Utilizando los protocolos anteriores y las dos estrategias propuestas para se-
leccionar los parches a controlar (aleatorios y dirigidos), en la siguiente sec-
cion, analizamos y comparamos numéricamente los siguientes escenarios:

= Laenfermedad se extendié a una poblacion en red que no aplica ningan
protocolo de control.

= La enfermedad se propaga a través de una poblacion en red donde el
control se aplica a un parche seleccionado al azar.
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= La enfermedad se propaga sobre una poblacibn en red donde se aplica
el control seleccionando el parche con la ayuda del ‘'ndice AFS o RFS.

Estas estrategias simuladas esin destinadas a mostrar y comparar si los "'ndi-
ces AFS y RFS podfan servir como indicadores con ables de qu é parches son
mas convenientes de controlar. El protocolo indica que se debe controlar un
solo parche para observar sus efectos. Sin embargo, esto no representa una
propuesta de estrategia de control completa [15].



Cap'tulo 6

Resultados numéricos.

Estudios recientes en el campo de las redes complejas, coinciden en que redes
como ciudades, aeropuertos, ujos de traco y otros sistemas urbanos evi-
dencian el mundo pequefio [11, 23, 37] y el efecto de libre escala. El primer
efecto se caracteriza por la presencia de enlaces que reducen la distancia entre
nodos, lo que se conoce como enlaces puentes. El segundo efecto se identi ca
por presencia de nodos altamente conectados llamadoshubs Un ejemplo nota-
ble de unared con hubses la red de aeropuertos [17]. Para ilustrar el uso de los
‘ndices AFS y RFS como criterio para seleccionar el parche control, usaremos
dos algoritmos diferentes para construir gr & cos con nodos enlaces puentes y
nodos concentradores.

El primer tipo de grafo que consideramos se construye con el algoritmo pro-
puesto por M.E.J. Newman y Duncan Watts [28]. Denotaremos el gré& co cons-
truido con este algoritmo como NWG. El primer paso en el algoritmo es ge-
nerar un gra co regular (es decir, un gr a co donde los nodos tienen el mismo
namero de conexiones). Luego, se agrega un enlace adicional (generalmente
denominado enlace puente entre pares de nodos) con probabilidad indepen-
diente p. Estos enlaces puentes reducen la longitud de ruta mas corta de NWG,
entendiendo la longitud de ruta como el n imero mas pequeio de enlaces en
una ruta que conecte cualquier par de nodos.

El segundo tipo de grafo que consideramos se construye con el algoritmo
propuesto por Albert-L &l6 Barabasis y Reka Albert [3]. Denotaremos el gra -

co construido con este algoritmo como BAG. El algoritmo comienza con un

numero inicial de nodos conectados, luego, se agregan nuevos nodos a la red
de forma iterativa. Cada nuevo nodo se conecta con m nodos ya presentes en
la red siguiendo el principio de conexi 6n preferencial (es decir, cuanto mas
conectado est un nodo, mas probabilidad tiene de recibir nuevos enlaces).

45
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Parametro Descripcion valor
N Tamafio de poblacion [10,000, 1,000,000
i Tasa de recuperacbn efectiva 0.7
b' Riesgo de infeccibn [1.5,2.9
u Parametro de control 0.5

Cuadro 6.1: Parametros epidemiol 6gicos de modelo SIR metapoblacional
(5.1)-(5.3). En cada simulacdn, parai = 1,...,15,N; se elije aleatoriamente
con una distribuci 6n normal, para modelar una red con poblaciones grandes
y pequeiias, mientras que b', riesgo de infeccion del parche i, se elige también
de manera aleatoria con una distribuci 6n normal.

Una de las principales caracter'sticas estructurales de un gra co construido
con este algoritmo es la presencia de nodos concentradores.

Para cada uno de estos grafos, realizamos un conjunto de cien simulaciones
numéricas, donde, para cada ejecuadbn de simulacién, resolvemos los siste-
mas de ecuaciones (5.1)-(5.3) y (5.4)-(5.7) con una nueva realizagh NWG o
BAG con los parametros NWG p = 0.3,k = 4y BAG m = 2. En las tablas (6.1)
y (6.2), describimos la interpretacion de cada paramentro epidemiol 6gico y
entomol 6gico respectivamente con sus valores de referencia. Posteriormente,
para de nir la matriz de tiempo de residencia P, modelamos dos escenarios
posibles: uno de alta movilidad, donde los par amentros pj; se eligen aleatoria-
mente dentro del rango de [0, 1], y uno de baja movilidad donde los valores
de pij > 0.7 se eligen al azar, lo que implica una baja movilidad entre parches
y una mayor fracci 6n de tiempo en sus propios parches.

Luego, para cada ejecucdn de simulacion, resolvemos numéricamente los mo-
delos (5.1)-(5.3) y (5.4)-(5.7) tres veces. En la primera ejecugn, no controlamos
ningan parche. En la segunda ejecucon, seleccionamos el parche de control
con el ‘ndice AFS o RFS. Finalmente, para la tercera ejecudin, seleccionamos
aleatoriamente el parche de control con una distribuci 6n uniforme. Adem as,
el valor del par ametro de control u se incluye en las tablas (6.1) y (6.2).

A continuaci 6n, mostraremos los resultados obtenidos al aplicar el control con
los ‘ndices AFS y RFS en los dos modelos metapoblacionales estudiados.

6.1. Resultados para el modelo SIR metapoblacio-
nal.
Para observar los resultados obtenidos cuando se aplica control con el 'ndi-

ce AFS sobre el modelo (5.1)-(5.3), empecemos por observar la Figura (6.1),
donde mostramos un ejemplo de la din amica de la epidemia en un NWG a
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Parametro Descripcion valor
N, Tamafio de poblacion de humanos | 1,500
Ny, Tamafio de poblacion de vectores | 15,000
m Tasa de mortalidad de vectores 1/3
g Tasa de recuperacdn de humanos 1/7
by, Tasa de infeccbn de humanos 0.1
by Tasa de infeccbn de vectores 0.1
u Parametro de control 0.5

Cuadro 6.2: Parametros epidemiol 6gicos y entomolbgicos de modelo SIRW
metapoblacional (5.4)-(5.7).En cada simulacén, parai = 1,...,5Ny, se elije
con la misma cantidad de humanos y vectores en cada parche de la red.

partir del conjunto de simulaciones num éricas con alta movilidad. Selecciona-
mos el parche de control con el 'ndice AFS. En cada la, mostramos la serie de
tiempo del modelo SIR (5.1)-(5.3) sin control (Figuras (6.1.a), (6.1.b) y (6.1.c)),
controlando el parche seleccionado con el’ndice AFS (Figuras (6.1.d), (6.1.e) y
(6.1.f)), y controlando el parche seleccionado aleatoriamente ( Figuras (6.1.9),
(6.1.h) y (6.1.1)).

Vale la pena séialar que al no aplicar ning Gn control, el pico de la curva in-
fectada para el parche seleccionado con elndice AFS (I'nea roja en la Figura
(6.1.b)) alcan® alrededor de 376, 000 infecciones. Cuando se aplica el control
sobre este parche, el pico de la curva infectada se reduce a un aproximado de
338, 000 infecciones (hea roja en la Figura (6.1.€)) lo cual es una reduccon de
alrededor de un 10 % sobre el pico de la curva. Cuando se aplica el control a
un parche seleccionado al azar, el pico de la curva infectada se reduce alrede-
dor de, 371,000 infecciones (Inea roja en la Figura (6.1.h)) lo cual representa
una reduccion de alrededor a penas el 1% del pico de la curva de infecta-
dos haciendo este escenario el nas desfavorable para este parche. Adends,
observamos que al implementar un protocolo de control al parche selecciona-
do con el ‘ndice AFS, también se puede reducir el niGmero de infecciones en
otros parches NWG. Por ejemplo, el pico de la curva infectada para el parche
seleccionado al azar alcand alrededor de 174,000 infecciones cuando no se
aplica ning tn control (I ‘'nea verde en la Figura (6.1.b)), pero cuando se aplica
un protocolo de control implementado en el parche seleccionado con el ‘ndice
AFS, el pico de la curva infectada para el parche seleccionado al azar alcanza
alrededor de 153, 000 infecciones (Inea verde en la Figura (6.1.e)) lo que repre-
senta una reduccion del pico de la curva de infectado de alrededor del 12 %
en contra parte de cuando el control se aplica sobre este parche seleccionado
al azar, el pico de su curva infectada alcanza alrededor de 172,000 infeccio-
nes (I'nea verde en Figura (6.1.h)) lo cual representa a penas una reducobn de
alrededor del 1% del pico de la curva de infectados.
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Figura 6.1: Serie de tiempo del modelo SIR metapoblacional (5.1)-(5.3) en un
NWG y seleccionando el parche de control con el ‘ndice AFS. La I'nea roja
representa el parche seleccionado con elndice AFS y la I'nea verde el parche
seleccionado al azar. Las diramicas sin control estan en las Figuras (a), (b) y
(c); seleccionando el parche de control con el’'ndice AFS se muestran en las
Figuras (d), (e) y (f); y seleccionando el parche de control con una estrategia
aleatoria en las Figuras (g), (h) e (i).

En el contexto de la epidemiolog a, una estrategia de salud pablica para con-

trolar un brote epid émico generalmente se cuanti ca por cuanto reduce el

pico de la curva infectada para no sobrepasar las capacidades hospitalarias.
Siguiendo esta idea, usamos la reduccbn maxima en los parches de control

como una medida de la efectividad de una estrategia de parche de seleccbn.

Para cada estrategia, se selecciona un parche diferente para implementar el
protocolo de control. Por lo tanto, para decidir qu & estrategia de control es
mas efectiva, comparamos las infecciones conjuntas de los parches de control
de ambas estrategias en el pico del brote. La estrategia que redujo nas infec-

ciones en ambos parches en conjunto se consided como la mas efectiva.

En este contexto, proponemos cuanti car la efectividad de la seleccion del
parche de control de la siguiente manera: seal; la curva infectada del parche
seleccionado con el'ndice AFS (o RFS) (curva roja en el ejemplo de la Figura
(6.1)) y seal- la curva infectada para el parche seleccionado al azar (curva ver-
de en el ejemplo de la Figura (6.1)). A continuacién, de nimos la suma de los
maximos de 1, e |, para cada estrategia de selecdn, es decir, Snoctr, Sigx.ctr
Y Sind.ctr SON la suma de max(1,) y max(l,) respectivamente, de los casos en
los que no se aplica ningdn control a ning Un parche, cuando se seleccionan los
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parches con uno de los ndices propuestos, y cuando se selecciona aleatoria-
mente un parche de control. Luego, para una ejecucion de simulacion dada en
el conjunto, de nimos la efectividad como

< 1 si Snoctr Sigxctr Shoctr  Srnd.ctr
Erun = . (6.1)
0 otro caso

SiEqun = 1, la seleccon del parche de control con el ‘ndice AFS (o RFS) para la
ejecucibn de la simulacion sera mas efectiva que una selecobn aleatoria, y su-
cederalo contrario si Eryn, = 0. Por ejemplo, en la Figura (6.1) observamos que
Shoctr €S alrededor de 550, 000 (Figura (6.1.b))Siq4x ctr €S alrededor de 491, 000
(Figura (6.1.e)) lo que representa una reduccbn de aproximadamente un 11 %
Y, Sind.ctr que es alrededor de 543, 000 (Figura (6.1.h)) lo que representa una
reduccion de aproximadamente un 1 %. Por lo tanto, E;y, = 1 para esta ejecu-
cion de simulacion.

Promediamos la medida de efectividad hE,yni propuesta en (6.1), para las cien
simulaciones generadas con el NWG en el escenario de alta movilidad. Obser-
vamos que, para el 59 % de las ejecuciones de simuladin, la efectividad es
Eun = 1, es decir, la estrategia de selecé@n de parches con el'ndice reduce el
pico de las curvas infectadas mejor que una seleccon aleatoria.

Por otro lado, la Figura (6.2) muestra un ejemplo de la din amica de la epidemia
cuando se selecciona el parche de control con elndice RFS y un escenario de
alta movilidad. Vale la pena sefialar que el parche seleccionado con el'ndice
RFS no se corresponde al parche con el pico mas alto en la curva infectada.
Ademas, en el ejemplo que se muestra en la Figura (6.2), el parche de control
seleccionado al azar tiene un mayor maximo de infecciones en comparacion
con el parche seleccionado con elndice RFS. Sin embargo, la efectividad de la
seleccbn del parche de control es E;yn = 1 en esta ejecuddn num érica ya que
Shoctr €S alrededor de 589, 000 (Figura (6.2.b ))Sigx ctr €S alrededor de 541, 000
(Figura (6.2.e)) lo que representa una reduccbn de aproximadamente el 8%
Y, Sina.ctr €S alrededor de 578, 000 (Figura (6.2.h)) que representa a penas una
reduccion del 2% lo que indica que en algunos escenarios, el aplicar el control
con este’ndice tambi én puede ayudar a reducir el pico global de la epidemia.

Por otro lado, las Figuras (6.3) y (6.4) ilustran dos ejemplos de la dinamica de
la epidemia en una poblacién en red con una estructura BAG y un escenario
de alta movilidad. Ambas guras muestran sus respectivas din amicas cuando
se utilizan los "ndices AFS y RFS para seleccionar el parche de control. Ob-
servamos que para estas realizaciones nunericas, la efectividad es Eqyn = 1.
Sin embargo, la Tabla (6.3) muestra que el porcentaje de casos en los que la
efectividad es igual a uno, son 53 % y 25 % para los'ndices AFS y RFS respec-
tivamente cuando se promedia el conjunto de simulaciones. Es decir, cuando
la estructura de la red la da el BAG en un escenario de alta movilidad, la es-
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Figura 6.2: Serie de tiempo del modelo SIR metapoblacional (5.1)-(5.3) en un
NWG y seleccionando el parche de control con el ‘'ndice RFS. La Inea roja
representa el parche seleccionado con elndice RFS y la 'nea verde el parche
seleccionado al azar. Las diramicas sin control estan en las Figuras (a), (b) y
(c); seleccionando el parche de control con el’ndice RFS se muestran en las
Figuras (d), (e) y (f); y seleccionando el parche de control con una estrategia
aleatoria en las Figuras (g), (h) e (i).

trategia de seleccbn aleatoria es mas efectiva que una selecabn realizada con

nuestros ‘ndices propuestos. Sin embargo, cuando realizamos un conjunto de
cien simulaciones ejecutadas con el BAG en un escenario de baja movilidad,
notamos (Tabla (6.3)) que la efectividad de nuestra estrategia de selecd@n au-

menta a 87 % y 72 %. Tambén observamos un aumento en nuestra estrategia
de seleccbn de parches propuesta al realizar un conjunto de simulaciones de

ejecucion para un NWG en un escenario de baja movilidad, (Tabla (6.3)).

Otra posible estrategia para seleccionar un parche de control consiste en se-
leccionar un parche altamente conectado. Para analizar este escenario y com-
pararlo con una estrategia de seleccdbn guiada por los ‘ndices AFS y RFS, rea-
lizamos un conjunto de cien simulaciones de corridas para el NWG y BAG.
En este caso, en lugar de seleccionar un parche aleatorio, seleccionamos un
parche altamente conectado para cada simulacbn de ejecucion. Al igual que
antes, realizamos cien simulaciones para un escenario de alta movilidad y cien
simulaciones para un escenario de baja movilidad. La tabla (6.3) muestra el
promedio de efectividad hE;ni (promediado sobre el conjunto de simulacio-
nes). Vale la pena séialar que para un escenario de baja movilidad, la seleccion
de parches guiada por nuestros ‘ndices propuestos es mas efectiva que la se-
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Figura 6.3: Serie de tiempo del modelo SIR metapoblacional (5.1)-(5.3) en una
BAG y seleccionando el parche de control con el ‘ndice AFS. La I'nea roja re-
presenta el parche seleccionado con elndice AFS y la I'nea verde el parche
seleccionado al azar. Las diramicas sin control estan en las Figuras (a), (b) y
(c); seleccionando el parche de control con el’'ndice AFS se muestran en las
Figuras (d), (e) y (f); y seleccionando el parche de control con una estrategia
aleatoria en las Figuras (g), (h) e (i).

leccion de parches altamente conectados. Sin embargo, seleccionar el parche
con el mayor nimero de conexiones es mas efectivo para un escenario de alta
movilidad (en el sentido de que, localmente, la reducci 6n del pico de la curva
infectada es mayor) que hacer la selecobn con los ‘'ndices AFS y RFS.

Para observar el efecto en toda la red del control local, calculamos el pico y el
tamafio nal epid émico de todo el sistema en diferentes escenarios. La Figura
(6.5) muestra el pico de infeccion cuando se controlan diferentes parches para
diferentes valores del parametro de control. En la Figura (6.6), la comparacion
se basa en el tamdio nal de la epidemia en toda la red.

Como puede verse, las estrategias de control propuestas basadas en loéndi-
ces AFS y RFS superan incluso las estrategias en las que se selecciona el parche
mas conectado para el control. Este es un resultado no trivial que puede ex-
plicarse por el hecho de que los 'ndices no solo consideran la conectividad del
parche, sino también el tamafio de la poblacién y la movilidad de los indivi-
duos.

En la Figura (6.5), el maximo de la epidemia en todo el sistema también se
reduce utilizando una estrategia basada en el ‘ndice propuesto. Por lo tanto,
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