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1. Motivación

El agua es una sustancia compuesta de dos hidrógenos y un ox́ıgeno, se
puede encontrar en el estado ĺıquido, sólido y en gas, es muy importante para
la vida, pues conforma la mayor parte de nuestro planeta, permite la vida de
los sistemas biológicos, como el del ser humano.

El peso del cuerpo humano está hecho en un 60 % de agua, es decir que
es la sustancia que compone en su mayoŕıa nuestros cuerpos, aśı que es muy
importante para que nosotros seamos funcionales como organismos biológicos, ya
que sin el agua no existiŕıa la vida como la conocemos. Con el agua se construyen
las células y los fluidos corporales, cumple otras funciones. También ayuda a
eliminar los residuos corporales a través de la orina y transporta nutrientes en
nuestro cuerpo. Igual sirve para controlar la temperatura corporal mediante la
evaporación del sudor.

Además de la importancia del agua en procesos biológicos, esta sustancia
cumple un papel importante para realizar estudios en el cuerpo humano, por
ejemplo, resonancia Magnética. En este estudio se hace uso de la radiofrecuencia
emitida por los protones que componen los núcleos de los átomos de hidrógeno
acoplados al ox́ıgeno mediante un campo magnético y de esta manera para
obtener imágenes que sirven para el diagnóstico médico.

El objetivo de este trabajo es encontar los valores de enerǵıa de la molécula
del agua cuando se aplica un campo magnético, ya que estas son las condicones
en las que se encuentra la molécula del agua cuando un paciente es introducido
en una máquina de RMI y se realiza el experimento.

Además de que se puede observar el rompimiento en la degeneración en los
valores de enerǵıa de los protones cuando interacciones con un campo magnético
externo. La estructura de una molécula del agua cuando no está en presencia
de un campo eléctrico, se puede aproximar como un cuerpo ŕıgido, en el cual los
protones solamente tienen movimiento angular y su comportamiento es parecido
a un átomo hidogenoide. En presencia de un campo magnético la molécula del
agua tendŕıa un fenómeno parecido al efecto Zeeman, la diferencia es que en
este modelo se consideran dos part́ıculas (protones) que interaccionan entre śı,
además de la interacción con el núcleo (Ox́ıgeno doblemente cargado) y el campo
magnético externo. Por lo tanto, el efecto Zeeman se considera un caso particular
de un sistema con potencial central, part́ıculas en presencia de dicho potencial
y un campo magnético externo.
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2. Intrducción

El agua es una molécula importante para la vida, pues muchos procesos la
necesitan para ser llevados a cabo, además el cuerpo humano está compuesto
en un 60 % de agua, con el avance de la tecnoloǵıa y sobre todo la tecnoloǵıa
aplicada en la ciencia medica ha tenido como consecuencia que ramas de la
ciencia como bioloǵıa, qúımica, y en este caso la f́ısica estudien qué es lo que
sucede con el cuerpo humano y sus componentes al ser expuestos a experimen-
tos que involucren fenómenos f́ısicos, en este caso hablaremos de la resonancia
magnética.

2.1. La molécula del agua.

La molécula del agua está compuesta por dos átomos de hidrógeno que com-
parten un par electrónico con el de ox́ıgeno para formar un enlace covalente
simple, el ox́ıgeno es más electronegativo que los hidrógenos, por lo tanto el
ox́ıgeno atrae más a los electrones y se crea una distribución desigual de estos,
entonces se crea una densidad de carga negativa en el ox́ıgeno equivalente a −2e,
siendo e la magnitud de la carga del electrón y una densidad de carga positiva
en los hidrógenos, cada uno con una carga +e.
La geometŕıa de la molécula del agua forma un tetraedro irregular cuyos vértices
son los electrones no compartidos y los enlaces con los hidrógenos. La repulsión
entre los orbitales no enlazantes del ox́ıgeno comprimen un poco los orbitales
enlazantes con el hidrógeno provoca que el ángulo central sea de 104.5°. Estos
valores fueron obtenidos en experimentos de espectrocoṕıa [1].

Figura 1: Esquema del problema. Los puntos azules representan los protones y
el rojo representa el electrón. La distancia entre los hidrógenos es 2a.

En la Figura 1 se observan como están acoplados los átomos de hidrógeno al
ox́ıgeno, siendo estos los de color azul y el ox́ıgeno en color rojo, la distancia d
entre cada uno de los hidrógenos con el ox́ıgeno es de d = 95,8pm y 2a = 1,58×d
es la distancia entre los hidrógenos se puede obtener usando el teorema de
pitagoras.
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2.2. Esṕın nuclear.

El esṕın es una propiedad f́ısica de las part́ıculas, aśı como la masa, y la
carga.
Los electrones son part́ıculas elementales, poseen un esṕın y un momento angu-
lar orbital, al sumarlos obtenemos el momento angular total del electrón(j).
Una corriente de electrones que circula por una bobina genera un campo magnéti-
co, esto es conocido como la ley de Ampere, de igual manera un electrón que
gira alrededor de un núcleo genera un campo magnético que tiene un momento
angular asignado.
El esṕın nuclear de los protones y los neutrones se comporta como el esṕın del
electrón, los valores posibles para el esṕın son S = ± 1

2 , además, tambien tienen
un momento magnético asociado [2].
Los núcleos de los átomos están compuestos por protones y neutrones, a estos
también se les conoce como nucleones. En un núcleo con N nucleones el momen-
to angular total es la suma vectorial del momento angular de cada uno(j) y se
denomina I. En general el núcleo se comporta como si fuera una sola entidad
que tiene un momento angular intŕıseco I[3].
Cada esṕın nuclear posee un momento magnético nuclear el cual le permite in-
teraccionar magnéticamente con su entorno.
Si en un núcleo tenemos un protón que tiene un estado digamos S+,este se puede
emparejar con otro protón en estado antiparalelo, digamos S−, para tener un
momento angular total I = 0.
Si I = 0 entonces no tenemos un momento magnético asociado, aśı que en las
IMR se trabajan con nucleos cuyo I 6= 0[4].
En la presencia de un campo magnético externo el estado del esṕın de las part́ıcu-
las se ve alterado y obtienen una enerǵıa potencial magnética distinta.
Al aplicar un campo magnético uniforme se produce una polarización del esṕın,
que además a determinadas radiofrecuencias induce una transición entre estados
del esṕın, esto produce algunos estados de esṕın con mayor enerǵıa, al detener
este campo magnético los estados alterados regresan a su estado natural, de
manera que se libera enerǵıa.

2.3. Momento magnético nuclear.

Cada esṕın nuclear tiene asociado un momento magnético que a su vez está
asociado con el momento angular del núcleo. Para los protones y neutrones es
común expresar estos momentos magnéticos en términos del esṕın nuclear la
misma manera que al tratamiento de los momentos magnéticos del esṕın del
electrón y del momento angular orbital del electrón.
Para los casos de esṕın de electrones y orbitales, los momentos magnéticos se
expresan en términos de una unidad llamada magnetón de Bohr que es una
constante f́ısica que está relacionada con el momento magnético del electrón.
En la presencia de un campo magnético el esṕın del electrón y del protón sufren
una precesión con cierta frecuencia alrededor de este campo magnético, llamada
frecuencia de Larmor denominada ω0[5].
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En el caso general, la frecuencia de Larmor es proporcional al campo magnético
externo B0, está expresado por:

ω0 = γB0

Donde γ es la constante giromagnética y depende de cada átomo.
Para un campo magnético B = 1T , la frecuencia de Larmor para el electrón ωe
y del protón ωp son:

ωes = 2
µeB

h̄
= 1,7608× 1011s−1

νe =
ωes
2π

= 28,025GHz

ωps = 2
µpB

h̄
= 2,6753× 108s−1

νp =
ωps
2π

= 42,5781MHz

Figura 2: Precesión de Larmor

2.4. Imagen por resonancia magnética.

La resonancia magnética (MRI) es una técnica de diagnóstico médico que
explota la resonancia nuclear magnética para excitar el esṕın de los protones
en el cuerpo humano. El contraste de la imagen proviene de variaciones en la
fuerza de la señal de resonancia debido a las diferencias en la densidad y la tasa
de relajación de esṕın de los protones encontrados en diferentes tipos de tejido
(hueso, músculo, grasa, etc.)[6]. La imagen por resonancia magnética (IRM), es
una técnica utilizada para obtener información sobre la estructura y composi-
ción del cuerpo a analizar. Esta información es procesada por ordenadores y
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transformada en imágenes de la muestra que ha sido analizada, esta es utilizada
principalmente en la medicina para observar alteraciones en los tejidos, detectar
cáncer, entre otras patoloǵıas, un ejemplo de IMR es la Figura 3.

Las IMR utilizan campos magnéticos para alienar la magnetización nuclear de
los núcleos de hidrógeno del agua en el cuerpo. Estos núcleos resuenan a una fre-
cuencia proporcional al campo magnético ejercido de forma que se puede aplicar
un campo de radiofrecuencia (RF) para alterar sistemáticamente el alineamiento
de los esṕıns de esa magnetización, lo que provoca que los núcleos de hidrógeno
produzcan un campo magnético rotacional detectable por el escáner. Esa señal
puede ser manipulada con campos magnéticos adicionales y aśı construir con
más información imágenes del cuerpo. Las máquinas de IMR tienen un gran

Figura 3: Imágen por resonancia magnética del cerebro de una persona.

imán que es capaz de generar un campo magnético constante con un valor de
gran intensidad de 0,5 a 5 Teslas.

2.5. Estudios experimentales de la interacción de un cam-
po magnético con la molécula del agua.

Las dimensiones y las propiedades puramente cuánticas de las part́ıculas que
componen a la molécula del agua, sugiere que la descripción se haga mediante
la mecánica cuántica. Sin embargo, la solución de la ecuación de Schrödinger
puede resultar muy complicada de obtenerse debido al Hamiltoniano del sistema,
el cual considera interacción entre todas las part́ıculas y sus correspondientes
coordenadas, además de que se complicaŕıa aún más al considerar al esṕın. Por
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lo cual no hay muchos estudios teóricos en este campo. Estas complicaciones se
pueden minorar al considerar restricciones (como se realizan en este trabajo).
Se han realizado, algunos análisis teóricos utilizando correcciones relativistas en
el átomo de hidrógeno, haciendo uso de la estructura fina [7], donde se estudian
los electrones en el orbital.

Algunos experimentos donde se coloca una muestra de agua en un campo
magnético con el fin de observar los cambios en las propiedades de este material
tan valioso [8]. La importancia de la interacción de un un campo magnético con
materia cobran relevancia en la aplicación a tejidos biológicos [9]. Experimental-
mente se han encontrado algunos valores de enerǵıa para la molécula del agua
[10].

El estudio que se realiza en este trabajo es completamente teórico, donde
el análisis se realiza sobre los protones que componen cada núcleo del átomo
de hidrógeno asociados a la molécula del agua, mientras que en otros trabajos,
por ejemplo, el átomo de hidrógeno se analiza un electrón. El objetivo principal
es encontrar las eigenfunciones y eigenvalores de dichos protones sin estar en
presencia de un campo magnético. Finalmente, se muestra el rompimiento de
la degeneración de la enerǵıa cuando la molécula del agua se encuentra en un
campo magnético.
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3. Solución de la ecuación de Schrödinger apli-
cada a los protones del átomo de hidrógeno
acoplados a la molécula del agua

3.1. Planteamiento del problema

Como se ha mencionado, el problema se plantea desde la geometŕıa molecu-
lar de la molécula del agua, que está compuesta por un átomo de ox́ıgeno y dos
átomos de hidrógeno.
Ambos hidrógenos se mantienen a una distancia d del ox́ıgeno, la distancia en-
tre ellos también es constante con un valor 2a y están separados un ángulo
θ = 104,5o, el ox́ıgeno al ser más electronegativo que los hidrógenos, adquiere
una carga negativa equivalente a q1 = −2e y cada hidrógeno adquiere una carga
de q1 = e. El esquema que representa el problema es el de la imagen 1.

Lo que nos interesa es conocer los valores de enerǵıa de cada uno de los hidróge-
nos sin considerar su esṕın, aśı que partimos de la ecuación de Schrödinger
dependiente del tiempo para una part́ıcula sin esṕın en coordenadas cartesia-
nas:

i
∂Ψ(x, y, z, t)

∂t
= − h̄2

2m
∇̂2Ψ(x, y, z, t) + V̂ (x, y, z, t)Ψ(x, y, z) (1)

Donde Ψ(x, y, z, t) es la función de onda dependiente del espacio y del tiempo.
Por la manera en que está planteado el problema el potencial es independiente
del tiempo y la función de onda se escribe como el producto de una función del
espacio y la componente temporal:

Ψ(x, y, z, t) = ψ(x, y, z)e
−iEt

h̄ (2)

Aqúı ψ(x, y, z) es la solución de la ecuación de Schröndiger independiente
del tiempo:

− h̄2

2m
∇̂2ψ(x, y, z) + V̂ (x, y, z)ψ(x, y, z) = Eψ(x, y, z) (3)

Los valores de la enerǵıa son entonces, Ĥψ(x, y, z) = Eψ(x, y, z)
El hamiltoniano de un sistema es la suma de la enerǵıa cinética y la enerǵıa
potencial:

H = K + V (4)

Donde K es la enerǵıa cinética, K = 1
2mv

2, siendo v la velocidad ,m la masa
y V es el potencial del sistema, que puede ser dependiente o independiente del
tiempo.
Es conveniente escribir la enerǵıa cinética en términos del momento:

K =
1

2
mv2 =

p2

2m
(5)
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Como nuestro enfoque es utilizando la mecánica cuántica se trabaja con ope-
radores para obtener la información del sistema, aśı escribiendo el operador
momento para una dimensión obtenemos:

p̂ = −ih̄ d

dx
(6)

Para una part́ıcula que se mueve en una dimensión bajo un potencial indepen-
diente del tiempo, su hamiltoniano es:

Ĥ = − h̄2

2m

d2

dx2
+ V̂ (x) (7)

En el caso del espacio tridimensional con coordenadas cartesianas, el hamilto-
niano es el siguiente:

Ĥ = − h̄2

2m
∇̂2 + V̂ (x, y, z) (8)

Donde ∇2 es el laplaciano,y en coordenadas cartesianas se escribe como:

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
(9)

Ahora queremos obtener el hamiltoniano de nuestro sistema, para ello tenemos
que ver cómo es la enerǵıa cinética y la enerǵıa potencial, aśı que comenzamos
encontrando la enerǵıa potencial. El potencial del sistema, de la interacción de
los hidrógenos y el ox́ıgeno, es un potencial de Coulomb. Cada hidrógeno inter-
actúa con el otro hidrógeno y con el ox́ıgeno, por lo tanto la enerǵıa potencial
del sistema se puede escribir de la siguiente forma:

V (r) =
1

4πε0
(
q1q2

r12
+
q1q3

r13
+
q2q3

r23
) (10)

La carga del ox́ıgeno es q1 = −2e, y la carga de los hidrógenos q2 = q3 = e,
podemos ver las distancias ri en la Figura 1.
Aśı la enerǵıa potencial es:

V =
1

4πε0
(
−2e2

d
+
−2e2

d
+
e2

r
) =

1

4πε0
(
e2

2a
− 4e2

d
)

Usando trigonometŕıa podemos ver que r = 2a = 1,58 × d, como todos son
valores constantes ya conocidos, podemos obtener el valor numérico de la enerǵıa

potencial, e = 1,6× 10−19C, d = 95,8× 10−12m y 1
4πε0

= 9× 109Nm2

C2 entonces:

V = −50,5430124eV

Como la distancia entre hidrógenos y ox́ıgeno no cambia, la parte radial es
constante, por lo tanto tenemos un problema angular, aśı que es conveniente
escribir el sistema en coordenadas esféricas.
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Al cambiar la base de coordenadas, el hamiltoniano también cambia.
El laplaciano en coordendas esféricas se escribe de la siguiente manera:

∇̂2(r, θ, φ) = ∇̂2
r −

1

h̄2r2
∇̂2
θφ =

1

r2

∂

∂r
(r2 ∂

∂r
)− 1

h̄2r2
L̂2 =

1

r

∂2

∂r2
− 1

h̄2r2
L̂2 (11)

Donde L̂2 es el operador momento angular orbital:

L̂2 = −h̄2[
1

sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂

∂θ
) +

1

sin2 θ

∂2

∂φ2
] (12)

Por lo tanto, el hamiltoniano del sistema en coordenadas esféricas se observa de
la siguiente manera.

Ĥ = − h̄2

2m
∇̂2 + V̂ (d) (13a)

Ĥ = − h̄2

2m
(
1

r

∂2

∂r2
− 1

h̄2r2
L̂2) + V̂ (d) (13b)

Recordando que r = d = constante, el hamiltoniano se reduce a:

Ĥ =
L̂2

2md2
+ V̂ (d) (14)

Ahora, por la simetŕıa del sistema, podemos resolver primero para un hidrógeno
y la solución será la misma para el otro, aśı que comenzamos con el hamiltoniano
de un solo hidrógeno.

Como V̂ (d) es constante, la dependencia es completamente angular, y las fun-
ciones de onda del sistema son los armónicos esféricos:

Ĥψlm =
1

2md2
L̂2ψlm + V̂ ψlm = Eψlm (15a)

1

2md2
L̂2ψlm = (E − V )ψlm (15b)

Donde E − V > 0, pues el valor de V es negativo.

Obtenemos los eigenvalores de L̂2 que es un problema ya resuelto.

L̂2ψlm = h̄2l(l + 1)ψlm

Aśı que remplazando los eigenvalores de L̂2, la enerǵıa cuantizada de un sólo
hidrógeno:

El =
h̄2

2md2
l(l + 1) + V (16)

Ahora, consideramos que el potencial se mantiene constante, además, conside-
rando que los hidrógenos son distinguibles, el hamiltoniano del sistema es:

Ĥ = Ĥ1 + Ĥ2 = (
L̂1

2

2md2
+ V̂ (d)) + (

L̂2
2

2md2
+ V̂ (d)) (17)
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La ecuación de Schrödinger para un sistema de dos part́ıculas es:

Ĥψ12(ζ1, ζ2) = E12ψ12(ζ1, ζ2) (18)

Donde ζi con i = 1, 2 son los grados de libertad de la part́ıcula i.
Con esas consideraciones del sistema podemos separar para cada hidrógeno su
hamiltoniano:

[
L̂1

2

2md2
+ V̂ (d)]ψ1(ζ1) = ε1ψ1(ζ1) (19a)

[
L̂2

2

2md2
+ V̂ (d)]ψ2(ζ2) = ε2ψ2(ζ2) (19b)

La enerǵıa total del sistema es E = ε1 +ε2, donde εi es la enerǵıa del i-ésimo
hidrógeno, i = {1, 2}, aśı que hay que obtener la enerǵıa de cada uno de los
hidrógenos, como ya conocemos la enerǵıa de un sólo hidrógeno, la enerǵıa del
otro se encuentra de manera análoga, entonces:

εl1 =
h̄2

2md2
l1(l1 + 1) + V (20a)

εl2 =
h̄2

2md2
l2(l2 + 1) + V (20b)

Finalmente, la enerǵıa potencial que aporta cada hidrógeno al sistema es
V = −25,2715062 eV y sumando la enerǵıa de ambos hidrógenos, tenemos:

El1l2 =
h̄2

2md2
l1(l1 + 1) +

h̄2

2md2
l2(l2 + 1) + V + V (21a)

El1l2 =
h̄2

2md2
l1(l1 + 1) +

h̄2

2md2
l2(l2 + 1)− 50,5430124eV (21b)

Vimos que las soluciones de funciones de onda son los armónicos esféricos
[11].

Yl1m1
(θ1, φ1) = (−1)m1

√
(
2l1 + 1

4π
)
(l1 −m1)!

(l1 +m1)!
Pm1

l1
(cos θ1) (22a)

Yl2m2
(θ2, φ2) = (−1)m2

√
(
2l2 + 1

4π
)
(l2 −m2)!

(l2 +m2)!
Pm2

l2
(cos θ2) (22b)

Donde Pmi

li
con i = 1, 2 son las funciones de Legendre asociados a los poli-

nomios de Legendre.
La función de onda del sistema es el producto de ambas funciones de onda:

ψ(θ1, φ1, θ2, φ2) = Yl1m1(θ1, φ1)Yl2m2(θ2, φ2) (23)

Los valores de mi son mi = −li,−(li − 1),−(li − 2), ..., 0, 1, 2, 3, ..., li − 1, li, con
i = 1, 2.
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En la tabla 1 se muestran los primeros valores de los esféricos armónicos.

l m Ylm(θ, φ) = Θlm(θ)Φm(φ)

0 0 ( 1
4π )

1
2

1 0 ( 3
4π )

1
2 cos(θ)

1 ±1 ∓( 3
8π )

1
2 sin(θ)e±iφ

2 0 ( 5
15π )

1
2 (3 cos2(θ)− 1)

2 ±1 ∓( 15
8π )

1
2 sin(θ) cos(θ)e±iφ

2 ±2 ( 15
32π ) sin2(θ)e±2iφ

Cuadro 1: Tabla de valores de los esféricos armónicos, de l = 0 hasta l = 2, por
lo tanto m = −2,−1, 0, 1, 2

Donde

Θlm(θ) = [
2l + 1(l −m)!

2(l +m)!
]
1
2Pml (θ) (24)

Φm(φ) =
1

2π

1
2

eimφ (25)

En la mecánica cuántica las degeneraciones suceden cuando para un mismo
valor de enerǵıa existen más de una función de onda. Para ver esto asignamos
valores a l1 y l2 utilizando la ecuación 26:

El1l2 =
h̄2

2md2
l1(l1 + 1) +

h̄2

2md2
l2(l2 + 1) + 2V (d) (26)

Para valores de l2 = 2 y l1 = 0 a l1 = 3

E02 =
h̄2

2d2mp
[0(0 + 1) + 2(2 + 1)] + V (d) = 3

h̄2

d2mp
+ 2V (d) (27a)

E12 =
h̄2

2d2mp
[1(1 + 1) + 2(2 + 1)] + V (d) = 4

h̄2

d2mp
+ 2V (d) (27b)

E22 =
h̄2

2d2mp
[2(2 + 1) + 2(2 + 1)] + V (d) = 6

h̄2

d2mp
+ 2V (d) (27c)

E32 =
h̄2

2d2mp
[3(3 + 1) + 2(2 + 1)] + V (d) = 9

h̄2

d2mp
+ 2V (d) (27d)

Si continuaramos con este procedimiento, pero dejando constante l1 y variando
l2 desde l2 = 0 a l2 = 3 obtendriamos los mismos valores de la enerǵıa, es decir
hay degeneración.
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Esto tiene sentido por la forma que tiene la solución, que es la suma de la enerǵıa
de un hidrógeno en un estado i y la del otro hidrógeno cuando está en un estado
j.
En la siguiente sección veremos qué sucede con la degeneración de la enerǵıa al
aplicar un campo magńetico uniforme.
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Como vimos, la función de onda del sistema es el producto de la función de
onda de cada uno de los hidrógenos.
De la Figura 4 a la Figura 7 podemos ver la gráfica de las funciones de onda del
sistema. Como podemos ver en la Tabla 1, el armónico esférico Y 0

0 es un valor
constante, entonces este término lo que hace es modificar el tamaño de otras
funciones.
En la Figura 4a tenemos una esfera pues Y m1

l1
y Y m2

l2
son constantes Y 0

0 . En la
Figura 4b se tiene algo parecido al caso del átomo del hidrógeno.

(a) Gráfica del armónico
esférico Y00(θ1, φ1)Y00(θ2, φ2)

(b) Gráfica del armónico
esférico Y00(θ1, φ1)Y11(θ2, φ2)

Figura 4

En la Figura 5a y la Figura 5b tenemos algo parecido al caso del átomo de
hidrógeno, donde Y00 es una constante que sólo modifica el tamaño.

(a) Gráfica del
armónico esférico
Y00(θ1, φ1)Y1,−1(θ2, φ2)

(b) Gráfica del armónico
esférico Y00(θ1, φ1)Y20(θ2, φ2)

Figura 5
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En la Figura 6a se ve que predomina más la distribución de Y21 y en la
Figura 6b se aprecia que Y11 y Y11 tienen la misma distribución aśı que sale la
misma forma.

(a) Gráfica del armónico esférico
Y21(θ1, φ1)Y11(θ2, φ2)

(b) Gráfica del armónico esférico
Y22(θ1, φ1)Y11(θ2, φ2)

Figura 6

Se puede ver que la función que más cambia respecto a la del átomo de
hidrógeno es la Figura 7.

Figura 7: Gráfica del armónico esférico Y20(θ1, φ1)Y11(θ2, φ2)
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4. Ruptura de la degeneración en la enerǵıa de
los protones del átomo de hidrógeno acopla-
dos a la molécula del agua

4.1. Ecuación de Schrödinger como función de un campo
magnético.

En el capitulo anterior obtuvimos que el hamiltoniano del sistema de los
hidrógenos cuando no actúa sobre el sistema un campo magnético, está dado
por:

H =
1

2mp
p̂1

2 +
1

2mp
p̂2

2 + 2V (d) (28)

y también encontramos que sus valores de enerǵıa son:

E0 =
h̄2

2md2
[l1(l1 + 1) + l2(l2 + 1)] + 2V (29)

Cuando introducimos un campo magnético uniforme (B) sobre nuestro sistema

tenemos un potencial vectorial con valor ~A = 1
2
~B × ~r, y el momento de las

part́ıculas vaŕıa y ahora pasa de ~p→ ~p− q
c
~A.

Se puede ver que se cumple ∇×A = B

∇×A =
1

2
∇× (B× r) =

1

2
[B(∇ · r)− (B · ∇)r] =

1

2
[3B−B] = B (30)

Aqúı se usó:

∇× (C×D) = C(∇ ·D)− (D · ∇)C + (D · ∇)C− (C · ∇)D (31)

También ∇ ·B = 0,∇ · r = 3 y (B · ∇)r = B.

Ahora utilizamos el cambio en el momento cuando se aplica un campo magnético
uniforme ~pi → ~pi − q

c
~A con i = 1, 2, el hamiltoniano de cada hidrógeno es:

Hi =
1

2mp
(pi −

q

c
A)2 + V (d) (32)

Y el hamiltoniano de todo el sistema es la suma de ambos hamiltonianos:

H = H1 + H2 =
1

2mp
(p1 −

q

c
A)2 +

1

2mp
(p2 −

q

c
A)2 + 2V (d) (33)

Ahora, desarrollando los términos entre paréntesis:

H =
1

2mp
(p1 −

q

c
A)2 +

1

2mp
(p2 −

q

c
A)2 + 2V (d) (34a)
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H =
1

2mp
(p1

2+
q2

c2
A2−q

c
A·p1−

q

c
p1·A)+

1

2mp
(p2

2+
q2

c2
A2−q

c
A·p2−

q

c
p2·A)+2V (d)

(34b)

H =
1

2mp
[p1

2+
q2

c2
A2−q

c
(A·p1+p1·A)]+

1

2mp
[p2

2+
q2

c2
A2−q

c
(A·p2+p2·A)]+2V (d)

(34c)

H = [
1

2mp
p1

2+
1

2mp
p2

2+2V (d)]− q

2mpc
(A·p1+p1·A)− q

2mpc
(A·p2+p2·A)+

q2

2mpc2
A2+

q2

2mpc2
A2

(34d)

H = H0 −
q

2mpc
(A · p1 + p1 ·A)− q

2mpc
(A · p2 + p2 ·A) +

q2

mpc2
A2 (34e)

Podemos ver que si no tenemos un campo magnético (B = 0), obtenemos el
hamiltoniano H0 que es el sistema que estudiamos en el capitulo anterior(H =
H0).
Queremos calcular los términos desconocidos en la ecuación (34e), es decir, los
términos donde aparece A, dejarlos en términos de B.
Como tenemos un potencial de Coulomb, se cumple que para el potencial vec-
torial ∇ ·A = 0.
También, recordando como actúa el operador momento en una función,

[p, F (x)] = −ih̄dF (x)
dx , entonces, para este caso, recordando que A está en tres

dimensiones:

p ·A−A · p = −ih̄∇ ·A (35)

Como ∇ ·A = 0
Obtenemos

p ·A−A · p = 0

Donde usamos [C,D] = CD−DC = 0
Por lo tanto

p ·A = A · p

Entonces p y A conmutan.
Ahora obtenemos el producto A·p1, sustituyendo A = 1

2B×r y usando L = r×p

A · p1 =
1

2
(B× r1) · p1 =

1

2
B · (r1 × p1) =

1

2
B · Lz1 (36)

Pues
(B× r) · p = p · (B× r) = [p,B, r] = [B, r,p] = B · (r× p)
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De manera análoga lo anterior se cumple para p2, entonces tenemos

A · p2 =
1

2
(B× r2) · p2 =

1

2
B · (r2 × p2) =

1

2
B · Lz2 (37)

Ahora calculamos A2 = ( 1
2B× r)2:

A2 = (
1

2
B× r)2 =

1

4
[(B× r)(B× r)] =

1

4
[B2r2 − (B · r)2] (38)

Aqúı usamos la identidad:

(C×D) · (E× F) = (C ·E)(D · F)− (C · F)(D ·E) (39)

Entonces podemos escribir el hamiltoniano de la siguiente manera:

H = H0−
q

2mpc
(
1

2
B·Lz1+

1

2
B·Lz1)− q

2mpc
(
1

2
B·Lz2+

1

2
B·Lz2)+

q2

4mpc2
[B2r2−(B·r)2]

(40a)

H = H0 −
q

2mpc
(B · Lz1)− q

2mpc
(B · Lz2) +

q2

4mpc2
[B2r2 − (B · r)2] (40b)

H = H0 −
µN
h̄

(B · Lz1)− µN
h̄

(B · Lz2) +
e2

4mpc2
[B2r2 − (B · r)2] (40c)

Donde µN es el magnetón nuclear, y µN = eh̄
2mpc

.

La ecuación 40c igual se puede escribir como:

H = H0 − (B · µL1)− (B · µL2) +
e2

4mpc2
[B2r2 − (B · r)2] (41)

Donde −µL ·B representa la enerǵıa resultante de la interacción del momento
dipolar magnético orbital y el campo magnético, al no considerar el esṕın de las
part́ıculas nos es suficiente con estos términos.
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4.2. Eigenerǵıa de los protones del átomo de hidrógeno
acoplados a la molécula del agua en presencia de un
campo magnético

Finalmente el hamiltoniano queda de las siguiente manera:

H = H0 −
µN
h̄

(B · Lz1)− µN
h̄

(B · Lz2) +
e2

4mpc2
[B2r2 − (B · r)2] (42)

El efecto zeeman consiste en el cambio en la enerǵıa del atomo de hidrógeno
debido a la interacción de un campo magnético. Haciendo una analoǵıa con esto,
en nuestro sistema tenemos un efecto zeeman normal en la molécula del agua,
donde no se considera el esṕın de las part́ıculas.
Considerando un campo magnético uniforme en el eje z de la forma B = Bẑ,
donde B es la magnitud del campo magnético y ẑ es el vector unitario en la
dirección z, tenemos:

H = H0 −
µN
h̄

(B · Lz1)− µN
h̄

(B · Lz2) +
e2B2

4mpc2
(x2 + y2) (43)

La constante e2

4mpc2
tiene una magnitud muy pequeña,pues q = e es de orden

muy pequeño, y c2 es un de orden muy grande, por lo tanto podemos despreciar

el término q2B2

4mpc2
(x2 + y2). Entonces, el Hamiltoniano se reduce a:

H = H0 −
µN
h̄

(B · Lz1)− µN
h̄

(B · Lz2) (44)

Como H0 conmuta con L̂zi siendo i = 1, 2, entonces también H conmuta con L̂zi ,
por lo tanto comparten eigenfunciones, igual, recordando que en este problema
la dependencia es angular, entonces ψl1l2m1m2 = Υl1l2m1m2(θ1, θ2, φ1, φ2)
Los eigenvalores del sistema son:

Em1m2

l1l2
= 〈l1l2m1m2|H0|l1l2m1m2〉−

BµN
h̄
〈l1l2m1m2|Lz1 |l1l2m1m2〉−

BµN
h̄
〈l1l2m1m2|Lz2 |l1l2m1m2〉
(45)

Em1m2

l1l2
= El1l2 −m1BµN −m2BµN (46)

Pues los eigenvalores de Lzi son Lziψlm = mih̄ψlm
Finalmente:

Em1m2

l1l2
=

h̄2

2md2
[l1(l1 + 1) + l2(l2 + 1)] + 2V −m1BµN −m2BµN (47)

Recordemos la valores que toman los mi, con i = 1, 2, mi = −li,−(li−1),−(li−
2), ..., 0, 1, 2, ..., li − 2, li − 1, li.
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4.2.1. Resultados

En la tabla 2 se muestran los valores para la enerǵıa de los átomos de hidróge-
nos para distintos valores de l1, l2, en este caso se fija l1 y se ”mueven”los valores
de l2:

l1/l2 0 1 2 3

0 2V (d) h̄2

d2mp
+ 2V (d) 3 h̄2

d2mp
+ 2V (d) 6 h̄2

d2mp
+ 2V (d)

1 h̄2

d2mp
+ 2V (d) 2 h̄2

d2mp
+ 2V (d) 4 h̄2

d2mp
+ 2V (d) 7 h̄2

d2mp
+ 2V (d)

2 3 h̄2

d2mp
+ 2V (d) 4 h̄2

d2mp
+ 2V (d) 6 h̄2

d2mp
+ 2V (d) 9 h̄2

d2mp
+ 2V (d)

3 6 h̄2

d2mp
+ 2V (d) 7 h̄2

d2mp
+ 2V (d) 9 h̄2

d2mp
+ 2V (d) 12 h̄2

d2mp
+ 2V (d)

Cuadro 2: Tabla de valores El1l2 , donde se mantiene constante l1 y se vaŕıa l2

En la tabla 3 se muestran los valores para la enerǵıa de los átomos de hidróge-
nos para distintos valores de l1, l2, en este caso se fija l2 y se ”mueven”los valores
de l1:

l2/l1 0 1 2 3

0 2V (d) h̄2

d2mp
+ 2V (d) 3 h̄2

d2mp
+ 2V (d) 6 h̄2

d2mp
+ 2V (d)

1 h̄2

d2mp
+ 2V (d) 2 h̄2

d2mp
+ 2V (d) 4 h̄2

d2mp
+ 2V (d) 7 h̄2

d2mp
+ 2V (d)

2 3 h̄2

d2mp
+ 2V (d) 4 h̄2

d2mp
+ 2V (d) 6 h̄2

d2mp
+ 2V (d) 9 h̄2

d2mp
+ 2V (d)

3 6 h̄2

d2mp
+ 2V (d) 7 h̄2

d2mp
+ 2V (d) 9 h̄2

d2mp
+ 2V (d) 12 h̄2

d2mp
+ 2V (d)

Cuadro 3: Tabla de valores El1l2 , donde se mantiene constante l2 y se vaŕıa l1

Separamos la enerǵıa con B 6= 0 de la siguiente manera Em1m1

l1l2
= El1l2 +

Em1m2 , con El1l2 la enerǵıa cuando B = 0:

El1l2 =
h̄2

2mpd2
[l1(l1 + 1) + l2(l2 + 1)] + 2V (48)

y
Em1m2 = −m1BµN −m2BµN (49)

En la tabla 4 se muestran los valores de enerǵıa cuando B 6= 0, para l1 = 1
con l2 = 0, y para l1 = 0 con l2 = 1, recordando los valores de mi = −j,−j +
1, ..., 0, 1, 2, ..., j con i = 1, 2.

m2/m1 0
-1 E010,−1 = E01 +BµN , E10,−1,0 = E10 +BµN
0 E0000 = 2V (d), E1000 = E10, E0100 = E01

1 E0101 = E01 −BµN , E1010 = E10 −BµN

Cuadro 4: Tabla que representa los valores de Em1m2

l1l2
para valores de l1 = 1 y

l2 = 1, entonces m1 = −1, 0, 1 y m2 = −1, 0, 1
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La tabla 5 muestra lo mismo que la tabla 4, pero combinando los valores de
l1 = 1 con l2 = 1.
La celdas de blanco son celdas cuyos valores son diferentes, mientras que las
celdas que comparten el mismo color representan el mismo valor de enerǵıa.

m2/m1 -1 0 1

-1
E11−1−1 = E11 +
2BµN

E10,−1,0 = E10 +BµN E111−1 = E11

0 E01,0,−1 = E01 +BµN E0000 = E00 E010,−1 = E01 −BµN
1 E111,−1 = E11 E10,1,0 = E10 −BµN E1111 = E11 − 2BµN

Cuadro 5: Tabla que representa los valores de Em1m2

l1l2
para valores de l1 = 1 y

l2 = 1 simultaneamente, entonces m1 = −1, 0, 1 y m2 = −1, 0, 1

La tabla 6 muestra los valores de enerǵıa para los valores de l1 = 2 con
l2 = 0, donde los valores de mi con i = 1, 2 son m1 = −2,−1, 0, 1, 2 y m2 = 0.

m2/m1 l2 = 0
-2 E20,−2,0 = E20 + 2BµN
-1 E20,−1,0 = E20 +BµN
0 E2000 = E20

1 E2010 = E20 −BµN
2 E2020 = E20 − 2BµN

Cuadro 6: Tabla que representa algunos los valores de Em1m2

l1l2
para valores de

l1 = 2 y l2 = 2, entonces m1 = −2,−1, 0, 1, 2 y m2 = −2,−1, 0, 1, 2
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En la Figura 8 se puede apreciar cómo sucede el rompimiento en la dege-
neración. Lo que representan los paréntesis son los números cuánticos (l1, l2), y
los paréntesis con cuatro valores representan (l1, l2,m1,m2).

En la izquierda de muestran los valores que comparten la misma enerǵıa

cuando B = 0, por ejemplo E = 3 h̄2

m2d2 + 2V , los que comparten esa enerǵıa son

(2, 0) y (0, 2) cuando B = 0 y se rompe la degeneración en E = 3 h̄2

m2d2 + 2V +
2BµN para los valores de (2, 0,−2, 0) y (0, 2, 0,−2), cuando B 6= 0.

Figura 8: Representación gráfica de las degeneraciones aplicando un campo
magnético uniforme, donde U = µN .
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4.3. Valores numéricos para un campo magnético de 5T

Para el caso de la resonancia magnética, el valor del campo magnético es de
5T , por ejemplo, en la tabla 7, se muestra el estado base, el primer y segundo
extado excitado.

E(B = 0) E(B 6= 0)
E00 = −-50.5430124 eV E0000 =-50.5430124 eV
E01 = E10 = −50.36449814 eV E010−1 = E10−10 = −50.36449798 eV
E11 = −50.18598389 eV E0100 = E1000 = E01 = E10

E0101 = E1010 = −50.3644983 eV
E1111 = −50.18598421 eV
E11−11 = E111−1 = E11

E11,−1,−1 = −50.18598357 eV
E20 = E02 = −50.00746963 eV E020−2 = E20−20 = −50.00746931 eV
E21 = E12 = −49.82895537 eV E020−1 = E20−10 = −50.00746947 eV
E22 = −49.47192686 eV E2000 = E0200 = E20 = E02

E2121 = −49.82895584 eV
E212−1 = E12−12 = −49.82895553 eV
E22,−22 = E222,−2 = E22

E22−2,−2 = −49.47192623 eV
E2222 = −49.47192749 eV

Cuadro 7: Tabla de valores numéricos de las enerǵıas de la molécula del agua.

Nivel de enerǵıa Enerǵıa
1 -13.6 eV
2 -3.4 eV
3 -1.51 eV
4 -.85 eV
5 -.54 eV

Cuadro 8: Tabla de valores de enerǵıa del átomo de hidrógeno.

Comparando al átomo de hidrógeno, la enerǵıa del electrón se muestra en
la tabla 8, se puede ver que los cambios en la enerǵıa del la molécula del agua
vaŕıa poco si se compara al átomo de hidrógeno, esto es debido a que en nuestro
sistema trabajamos con protones, cuya masa es mucho mayor a la del electrón,
esto se nota con los valores de las constantes, como el magnetón nuclear.
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5. Conclusiones

Tomando el modelo de la molécula del agua, en el cual los protones asociados
al átomo de hidrógeno, solamente tienen movimiento angular, el potencial de
interacción entre los protones y el campo electrostático del ox́ıgeno doblemente
cargado, es una constante. Debido a esta restricción pudimos resolver la ecuación
de Schrödinger de manera anaĺıtica para obtener los eigenvalores y las eigenfun-
ciones de dichos protones para el caso cuando no hay campo magnético externo.
Pudimos observar una degeneración en la enerǵıa. Finalmente, obtuvimos que
las eigenfunciones son productos de armónicos esféricos.

Al considerar la molécula del agua en presencia de un campo magnético
constante, se puede observar un rompimiento en la degeneración de la enerǵıa,
pues, en este caso el número cuántico azimutal (mi, i=1,2) aparece para ambos
protones. La eigenfunciones para este problema no fueron encontradas debido
a la complejidad de la ecuación de Schrödinger. Nos dimos cuenta que el efecto
Zeeman, es un caso particular de un átomo hidrogenoide, el cual puede gene-
ralizarse al considerar N part́ıculas interactuantes en presencia de un potencial
central y campo magnético constante.

En este trabajo, los protones se consideraron distinguibles, entonces, como
próximo estudio es considerar que los protones son indistinguibles y de esta for-
ma las eigenfunciones estaŕıan proporcionadas por una función de onda simétrica
o antrisimétricas, esto mediante la suma de momento angular. También el tra-
bajo puede completarse al considerar el esṕın, de esta forma se podŕıa tener
un estudio más completo al considerar el momento angular total. Finalmen-
te, se puede considerar el estudio con correcciones relativistas y acoplamiento
esṕın-órbita para obtener un rompimiento en la actual degeneración.

Estudios en el proceso de obtener las imágenes por resonancia magnética,
pueden realizarse para mejorar dicha atención al tomar en cuenta los niveles de
enerǵıa de los protones
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