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Introduccion

La tematica de este proyecto se inscribe en el estudio de la topologia de
continuos. Como el titulo de la tesis sugiere (Conjuntos orilla en continuos),
el contenido principal de esta obra gira en torno al concepto de conjunto
orilla.

En términos generales, dado un continuo X (espacio metrizable, compac-
to y conexo), diremos que un subconjunto de X, digamos A, es un conjunto
orilla de X si para cada € > 0 existe un subcontinuo de X, B, contenido
en el complemento de A tal que Hy(X, B) < € (H, representa la métrica de
Hausdorff), o, en otras palabras, si A es un subconjunto de X, entonces A es
un conjunto orilla de X siempre que exista un subcontinuo de X, B, ajeno
de A y que sea “e-cercano” a X.

En la literatura, por ejemplo en [5], o en [2], la definicién de conjunto orilla
(shore set) es manejada a la par con otras definiciones como lo son, conjun-
tos que no cortan, centros fuertes, no bloqueadores, conjuntos que no cortan
débilmente, entre otros. Dichas definiciones se manejan en conjunto, pues hay
un estrecha relacién entre ellas que, incluso, bajo algunas condiciones, son
definiciones equivalentes (por ejemplo en los continuos localmente conexos).
En este trabajo nos limitaremos tnicamente al estudio los conjuntos orilla,
conjuntos de no corte y conjuntos que no cortan débilmente (seccién 2.2).

El contenido de esta tesis esta dividido en 2 capitulos, en el primero
(Preliminares) se incluyen resultados bésicos de la teoria de continuos los
cuales son ampliamente referenciados en el capitulo 2 en donde se desarrolla
la parte principal de este proyecto.
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Sobre el capitulo 2 es preciso senalar que:
En la seccién 2.1 (Resultados bdsicos de conjuntos orilla) introducimos la
definicién de conjunto orilla e inmediatamente después enunciamos resulta-
dos los cuales son implicaciones directas de la definiciéon de conjunto orilla.
A destacar en esta seccién se encuentra el Teorema 2.10 que es un resultado
original de esta tesis, el cual es una equivalencia a la definicién de conjunto
orilla, que tiene como particularidad, a diferencia de la definicién “original” (y
alguna otra equivalencia también incluida en este proyecto), que no depende
de una métrica pues esta enteramente expresada en términos de la topologia
del espacio. Esta definicién alternativa de conjunto orilla fue incluida con la
finalidad de demostrar (de manera un poco méas simple que con la definicién
usual) el Teorema 2.21 originalmente presentado en [2].
Parte del trabajo (secciones 2.4, 2.5) estd basado en las ideas expuestas en [0]
el cual se enfoca en la nociéon de no bloqueadores, si bien, la idea de conjunto
orilla no estd incluida en tal trabajo, como ya se mencion6, ambos conceptos
(no bloqueadores y conjuntos orilla) estan estrechamente relacionados por lo
que muchos de los resultados para no bloqueadores incluidos en [6] son parte
de este trabajo, aunque escritos (y demostrados) en términos de conjuntos
orilla. Otra parte de los resultados hallados en esta tesis, principalmente los
de la seccién 2.2 y algunos de la seccién 2.3, estan inspirados en [5].
La seccién 2.3 titulada “Existencia de conjuntos orilla” estd motivada en la
idea de probar que en cualquier continuo existen conjuntos orilla (al menos
dos). Un resultado fundamental de estd seccién es el Teorema 2.16 el cual es
un teorema clasico de la teoria de continuos introducido por R.H. Bing en
1948, dicho teorema es esencial en varias de las demostraciones de esta sec-
cion. En esta seccion, ademas de probar que el conjunto de conjuntos orilla
de un continuo dado es siempre no vacio se incluyen algunas implicaciones
de este hecho.

A lo largo de este proyecto, el andlisis que hacemos del conjunto de los
conjuntos orilla es mayormente conjuntista, cabe senalar que desde la defi-
nicién pedimos que los conjuntos orilla sean conjuntos cerrados y no vacios
(a diferencia, por ejemplo, de la definicién incluida en [2]) con la finalidad
de poder ver al conjunto de los conjuntos orilla de un continuo como un
hiperespacio. En la seccién 2.5 (El hiperespacio de los conjuntos orilla) se
incluyen los resultados en los cuales nos valemos de la estructura topologica
del hiperespacio de los conjuntos orilla para poder implicar resultados entre
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los que se destaca una caracterizacion de la curva cerrada simple en términos
de su hiperespacio de conjuntos orilla.

Esta tesis cuenta con una seccién, 2.6, enteramente destinada a la ex-
posicion de ejemplos los cuales no fueron escogidos al azar, sino que son
consecuencia de reflexionar sobre algunos de los resultados expuestos en este
proyecto y que responden a preguntas concretas planteadas en este trabajo.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se incluyen, entre otros, resultados y definiciones “clési-
cos”de la teoria de continuos con la finalidad de tener una rapida consulta
a la hora de construir los ejemplos o las demostraciones del capitulo 2 en el
cual se desarrolla la parte principal de esta tesis. En particular en;

En la seccién 1.2, las definiciones y proposiciones son todas en torno al
concepto de continuo encadenable, dicha nocién se introduce con la finalidad
de poder enunciar, y posteriormente demostrar que en un continuo descom-
ponible y encadenable la unién de conjuntos orilla es un conjunto orilla.

En la seccién 1.4 se exponen resultados en torno al concepto de composante
el cual, por la naturaleza de su definicién, esta estrechamente relacionado
con los conjuntos orilla .

1.1. Generalidades

Definicién 1.1. Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y
conexo.

Proposicién 1.2. Si (X, 1) es un espacio topoldgico conezo, y C un subcon-
Junto conexo de X tal que X \ C = AUB, donde A0+ B yANB=10.
Entonces : AUC y BUC son conjuntos conexos. St X y C son continuos,
entonces AUC y BUC' son continuos.

Demostracion. [9] 6.3 pagina 88. O
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Teorema 1.3. (Teorema de la arco-conexidad) Todo continuo (no de-
generado) localmente conexo es arco-conezxo.

Demostracion. [9]8.23 pagina 130. O

Teorema 1.4. Cualquier subconjunto abierto y conexo de un continuo local-
mente conexo es arco-conero.

Demostracion. [9] 8.26 pagina 132. O

1.2. Continuos encadenables

Definicién 1.5. Un continuo X es encadenable si para cada € > 0 existe una
cubierta abierta finita de X, {Uy, Us, ...,U,}, tal que para cualesquierai,j en
{1,2,..n}, U;NU; # 0 siy sdlo si|i—j| <1y mdz{didmetro(U;) : 1 <i < n}
< €.

Definicién 1.6. Un continuo X es un triodo débil si X contiene tres
subcontinuos, Ai, Ay, As, tales que X = Aj UAy UAs, AiNAyNAs # 0Dy,
para cualesquiera i, j, k en {1,2,3}, coni # j # K # i, A; no estd contenido
en Aj N Ag.

Definicién 1.7. Un espacio topolégico conexo S es llamado unicoherente
cuando para cualesquiera subconjuntos cerrados y conexos, A y B, tales que
S = AUB, entonces ANB es conexo. Un espacio topolégico conexo es llama-
do hereditariamente unicoherente siempre que cada uno de sus subconjuntos
conexos y cerrados sea unicoherente.

Proposicién 1.8. 5i X es un continuo encadenable y H y K son subconti-
nuos propios de X tales que X = HUK, entonces para cualquier subcontinuo

M de X tal que MNX\K #0 yMnX\ H#0 se tiene que

HNK CM.
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Demostracion. Sean X, H, K y M como se indica. Notamos que X \ K y
X \ H son conjuntos abiertos y ajenos en X. Asi M no esta contenido en la
unién de éstos. Luego, existe un punto z € M N (H N K). Fijamos puntos p €
MN(X\K)yqe MN(X\H),ydenotamos Y = (MNH)U(MUK)U(HNK).
Notemos quepe MNHyqe MNK.

Como X es encadenable, tenemos que X es hereditariamente unicoherente
(vea, 12.11 y 12.2 de [9]), asi M N H,M N K y H N K son subcontinuos de
X. Por otra parte observamos que

MNH¢ (MNK)UHNK) y MNK¢ (MnNHU(HNK).

Ademds (MNH)N(MNK)N(HNK) #0.
Finalmente, como X no contiene triodos débiles, concluimos que H N K C
(MNH)U(MnNK), de lo que se obtiene que H N K C M. O

1.3. Puntos extremos y de no corte

A continuacion se enunciaran una serie de definiciones y notaciones en
torno a los conceptos de punto extremo y punto de no corte los cuales,
por ejemplo, en los continuos localmente conexos (como se ve en la seccién
2.3 "Conjuntos orilla en continuos localmente conexos”), en algunos casos,
coinciden con la definicién de conjunto orilla.

Definicién 1.9. Un punto p se llama punto extremo de X siempre que para
cualquier conjunto abierto U que contenga a p, existe V' un conjunto abierto
de X tal que

peVcU

y la frontera de V' (usaremos fr(V') para denotar a la frontera de V' ) consiste
de exactamente un punto.

Notacion 1.10. Para un continuo X denotamos:

E(X)={pe€ X : pesun punto extremo de X}
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Definicién 1.11. Sea (X, 7) un espacio topolégico conexo y sea p € X. Si
X\ {p} es un conjunto conexo, entonces p es llamado un punto de mno
corte de X, si p no es un punto de corte diremos que p es un punto de corte
(i.e., si X \ {p} es un conjunto disconezo).

Definicién 1.12. Sea X un continuo y sea A C X. Entonces X es llamado
irreducible sobre A siempre que ningiun subcontinuo propio de X contenga a
A. Un continuo X es llamado irreducible siempre que X sea irreducible sobre
{p,q} para algunos p,q elementos de X.

Teorema 1.13. 57 X es un continuo y p,q son puntos de X, entonces X
contiene un subcontinuo el cual es irreducible entre p y q.

Demostracion. [9] 4.35 pagina 68 O

Definicién 1.14. Una grdfica es un continuo el cual puede escribirse como
la union finita de arcos cuyas intersecciones entre cualesquiera dos de ellos
se interseca en uno o en ambos de sus puntos extremos.

Definicién 1.15. Un drbol (6 una grdfica aciclica) es una grdfica la cual no
contiene curvas cerradas simples.

Proposicion 1.16. Cada punto extremo de un continuo X es un punto de
no corte de X.

Demostracion. Supongamos que p es un punto de corte de X. Demostraremos
que p no es un punto extremo. Dado que p es de corte, entonces X \ {p} es un
conjunto no conexo, luego, sean U y U’ conjuntos abiertos en X, no vacios
y ajenos, tales que X \ {p} = U U U’. Fijemos puntos g en U y ¢’ en U’ y
denotemos W = X'\ {q, ¢'} que al ser el complemento de un conjunto cerrado
es, claramente, un conjunto abierto en X que contiene a {p}, esto 1ltimo es
cierto pues q y ¢ fueron fijados en X \ {p}. Ahora, consideremos un conjunto
abierto en X arbitrario, V', tal que

peV CW.
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Probaremos que [fr(V)| > 2.

Notemos que U = U U {p} y U es un conjunto conexo, pues, al ser U, U’
conjuntos separados se cumple que U N U’ = @ y por tanto U C X \ U,
ademas, U es un conjunto abierto en X y por tanto U no puede ser un
conjunto cerrado en X, pues seria una contraccion al a la conexidad de X.
También observemos que U NV es un conjunto abierto en U, no vacio y
UNV #U (e U\V),asi UNV no es un conjunto cerrado en U, (caso
contrario U tendria que ser disconexo), es decir,

Adgp(UNV)£UNV.

Fijemos un punto z € clx{UNV)\ (UNV). Notamos que z € U \ V, pues =
estd en clz(U NV), es decir, 7 € clz(U) y x ¢ V. Dado que = # p, tenemos
que z € (U\V).

Veamos que € V. Sea O un conjunto abierto en X tal que z € O. Se tiene
que (ONU)N(UNw) # Oy por tanto (ONV) # 0, asf z € V. De lo anterior se
sigue que x € fr(V) N U y por tanto = € fr(V'). Andlogamente podemos fijar
un punto y en clz(U' NV)\ (UNV) tal que y € fr(V), es decir, |fr(V)| > 2
y por tanto p no es un punto extremo. O]

Proposicién 1.17. Sea X una grdfica no degenerada, y sea p € X tal que p
no pertenece a minguna curva cerrada en X. Entonces p es un punto de no
corte si y solo si p es un punto extremo.

Demostracion. [9] 9.26 pagina 153 O

Corolario 1.18. Sea X wun drbol no degenerado. Entonces, un punto de
p € X es un punto de no corte si y solo si p es un punto extremo de X.

Demostracion. [9] 9.27 pagina 153 O

Teorema 1.19. Un continuo X es un drbol si y solo st X tiene un numero
finito de puntos de no corte.

Demostracion. [9] 9.28 péagina 154 O
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Teorema 1.20. (Ezistencia de puntos de no corte). Sea X un continuo
no degenerado. Asumamos que X tiene un punto de corte c,

X\ {c} = UV

Entonces existe un punto de corte de X perteneciente a U y existe un punto
de no corte de X enV

Demostracion. [9] 6.6 pagina 89. O

Corolario 1.21. Sea (X,T) un Ti-continuo no degenerado. Sea N el con-
junto de todos los puntos de no corte de X. Entonces ningin subconjunto
(propio) conezo de X contiene a N.

Demostracion. [9] 6.7 pagina 90 O

Teorema 1.22. Sea X un continuo no degenerado. Entonces X contiene un
subcontinuo propio no degenerado. Mds aun: St A es un subcontinuo propio
de X y U un subconjunto abierto de X tal que A C U, entonces existe un
subcontinuo B de X tal que

ACB#AyBcCU.

Demostracion. [9] 5.5 pagina 74 O

Teorema 1.23. Un continuo X es una curva cerrada simple si y solo si X
se vuelve disconexo al remover cualesquiera dos puntos de X.

Demostracion. [8] pagina 342. O

Teorema 1.24. Un continuo X es un arco si y solo st X tiene exactamente
dos puntos de no corte.

Demostracion. [9] 6.17 pagina 96. O
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Definicién 1.25. Una dendrita es un continuo localmente conexo el cual
no contiene curvas cerradas simples.

Teorema 1.26. Un continuo no degenerado X es una dendrita si y solo si
cada punto de X es alguno de ambos, un punto de corte o un punto extremo.

Demostracion. [9] 10.7 pagina 168. O

Teorema 1.27. Un continuo X es una dendrita si y solo si cada subcontinuo
no degenerado de X contiene una cantidad no numerable de puntos de corte
de X.

Demostracion. [9] 10.8 pagina 168 O

Corolario 1.28. St X es una dendrita y A es el conjunto de todos los puntos
de corte de X, entonces A es denso en X.

Demostracion. Basta aplicar y O

Lema 1.29. Sip es un punto extremo de un continuo X y U es un conjunto
abierto en X con p € U, entonces existe un conjunto abierto V en X tal que

peV clU

y X \'V es un conjunto conezo.

Demostracion. Sean X,p y U como se indica. Dado que p es un punto ex-
tremo, existe un conjunto abierto V' en X tal que [fr(V')| = 1. Probaremos
que X \ V es un conjunto conexo, para ello, denotemos a fr(V) = {¢} y
supongamos que X \ V' no es conexo.

Sean H, K dos conjuntos cerrados en X \ V, no vacios y ajenos tales que
X \V = HUK. Notamos que H, K son conjuntos cerrados en X, pues
X \ V es un conjunto cerrado en X, ademds, como fr(V) = {q}, tenemos
que V =V U{q} vy ¢ ¢ V. Podemos suponer que ¢ € H. Se tiene que
(VUH) y K son dos conjuntos cerrados en X, ajenos y no vacios tales que
X = (VUH)UK, lo cual es una contradiccién debido a la conexidad de X.
Esta contradiccién viene de suponer que X \ V no es conexo. O
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Lema 1.30. Si X es un continuo irreducible entre p y q, y r es un punto
extremo de X, entonces r pertenece al conjunto {p,q}.

Demostracion. Sean X, p y ¢q como se indica, y supongamos que existe r un
punto extremo de X tal que r ¢ {p,q}. Sea U = X \ {p, q}. Es claro que U
es un conjunto abierto en X, luego (del lema tenemos que existe V' un
conjunto abierto en X tal que X \ V' es un conjunto conexo y {p,q} C X \V,
es decir, X \ V es subconjunto propio de X (V no es vacio), cerrado en X y
conexo, en otras palabras, X \ V' es un subcontinuo propio de X que contiene
a pyaqlocual contradice que X sea irreducible entre p y ¢. O]

Proposicién 1.31. St H es un conjunto de puntos extremos en un continuo
X, entonces X \ H es un conjunto conezxo.

Demostracion. Sea X un continuo y H un subconjunto de X que consta sélo
de puntos extremos. Fijamos un punto p en X \ H. Para cada ¢ € X \ H
distinto de p tomamos un subcontinuo de X, A,, el cual es irreducible entre
py q (teorema . Probaremos que A, C X \ H. Para esto suponemos,
por el contrario, que existe un punto r en A, N H. Afirmamos que r es un
punto extremo de A,: para probar esto, sea U un conjunto abierto en A, tal
que r € U. Sea W un conjunto abierto en X tal que

WnA,=U.
Como r € H, existe un conjunto abierto en X, V, tal que
reV .y |fr(V)|=1.

Denotemos V' =V N A,. Claro que V' es un conjunto abierto en A, tal que
reV' cUuU.
Notemos que:
fl"Aq(V,) = ClAq(V/) N ClAq (Aq \ V/)
=(V'NA,)Nn A4, \V'NA,).
Como V' C Vy A, \ V' C X\ V, se sigue que

fra,(V)C (VNA)N(X\VNA)=1f(V)NA,

Se sigue que |fry (V)] = 1. O
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1.4. Composantes

Definicién 1.32. Para cualquier continuo no degenerado X y p € X se
define

k(p) = {x € X : existe A un subcontinuo propio de X tal que p,x € A}.

Los conjuntos k(p) definidos arriba son llamados composantes de X vy, para
un punto en particular p, k(p) es llamado la composante de p en X .

Proposicion 1.33. Si X es un continuo no degenerado y p € X, entonces
k(p) es un conjunto conexo y denso en X.

Demostracion. [9] 5.20 pagina 83. O

Definicién 1.34. Un continuo X es llamado descomponible si X puede
escribirse como la union de dos subcontinuos propios. Un continuo que no es
descomponible es llamado indescomponable.

Teorema 1.35. Sea X un continuo descomponible. Entonces X tiene evac-
tamente una o exactamente tres composantes.

Demostracion. [9] 11.13 O

Teorema 1.36. Si X es un continuo indescomponible no degenerado, enton-
ces X tiene una cantidad no numerable de composantes.

Demostracion. [9] 11.15 O

Teorema 1.37. Si X es un continuo indescomponible no degenerado, enton-
ces las composantes de X son disjuntas entre si.

Demostracion. [9] 11.17 O
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1.5. Hiperespacios

Notacién 1.38. Para un espacio topologico X sean:

2X = {A: A es un subconjunto cerrado y no vacio de X}.

C(X)={Ae2¥: Aes conexo}.

Para cadan € N, sea F,,(X) = {A C X : Atiene a lo méas n elementos}.

S1 X es un espacio métrico compacto con métrica d, para cada € > 0 y
para cada A € 2% definimos

Ny(e,A) ={z € X : d(z,a) < € para algin a € A}.

Y para cualesquiera A, B € 2%, sea

Hy(A,B) =inf{e >0: A C Ny(¢,B) y B C Na(e,A)}.

Proposicion 1.39. Si X es un continuo y A es un subconjunto de X enton-
ces los siquientes enunciados son equivalentes:

w (i) Ha(AX) <e;
w (ii). X C Ny(e, A);
w (111). para todo x € X existe a € A tal que d(a,z) < €.

Demostracion. Para ver que (i) implica (ii) basta notar que, Hy(A, X) < €
implica que

€>1inf{d > 0] AC Ny(6,X) y X C Ny(5,A)},

y por tanto se cumple que, X C Ny(e, A). Para la implicacién de (ii) a (iii) es
suficiente notar que de la definicién de Ny(e, A) se sigue que todo z, elemento
de Ny(e, A) cumple que d(z,a) < € para algin a en A, y por tanto, para cada
x elemento de X, que por hipétesis de (ii) también estd en Ny(e, A), se tiene
que d(z,a) < € para algun a en A. Finalmente, puesto que A C X implica
trivialmente que, para cualquier € positivo es cierto que A C X = Ny(e, X)
y tomando en cuenta la hipdtesis de (iii) concluimos que Hy(A,z) <e. O
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Proposicién 1.40. Si A es un subconjunto conexo de 2% tal que ANC(X) #
0, entonces |JA es un subconjunto conexo de X .

Demostracion. [10] 1.43 O

Proposicién 1.41. Sea X un continuo. Entonces |J,—, F,(X) es un con-
junto denso en 2% con la topologia de Vietoris.

Demostracion. [10] 0.66.6 O
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Capitulo 2

El hiperespacio de los
conjuntos orilla de un continuo

El hiperespacio de los conjuntos orilla es un subconjunto de 2% cuyos
elementos son conjuntos orilla (definicién [2.1)). En este capitulo se desarrolla
la parte principal de esta tesis el cual estda dividido en 5 secciones. Este
trabajo esta enfocado en los conjuntos orilla, sin embargo, por la naturaleza
de la definicién, es necesario también definir conceptos similares como lo son
los conjuntos de no corte y conjuntos que no cortan débilmente (seccién 2.2).

2.1. Resultados basicos de conjuntos orilla

Como el titulo de la seccién sugiere, las proposiciones contenidas en es-
te apartado son implicaciones directas de la definicién de conjunto orilla o
equivalencias de ésta misma que seran utilizadas a lo largo de las siguientes
secciones, ademas se introduce notaciéon que se usara constantemente en este
trabajo.

Definicién 2.1. Dado un continuo X, un conjunto A € 2% es un conjunto
orilla de X si para cualquier e > 0 existe B un subcontinuo de X tal que

BCX\Ay HX,B)<e.

13



14 El hiperespacio de los conjuntos orilla de un continuo

Notacién 2.2. Denotemos por O(X) al subconjunto de 2% de todos los con-
Jguntos orilla de X, 1.e.,

O(X)={A€2¥: Aesorillaen X}.

Proposicion 2.3. §i X es un continuo y A es un conjunto orilla de X,
entonces int(A) = ()

Demostracién. Supongamos que int(A) # 0. Sea x € int(A), luego existe r,
tal que B(x,r,) C int(A). Notemos que H(X, X \ A) > r,, pues d(z,y) > r,
para cualquier y € X \ A, i. e, x ¢ N(r,, X \ A) y por tanto, para todo
B C X\ A, x € By se concluye que paratodo B C X\A, X ¢ N(r,,B). O

Proposicion 2.4. Si X es un continuo y A es un conjunto orilla de X,
entonces X \ A es un conjunto conexo.

Demostracion. Supongamos que X \ A no es conexo. Para B un subconti-
nuo de X con B C X \ A se cumple que B estd contenido en una de las
componentes de X \ A digamos C, ademés existe Cy # () componente de
X\ A con C; # Cy. Como Cy # ) y es abierto, existen x € Cy y r, tal
que B(z,r;) C Cy, procediendo como en la proposicién anterior obtenemos
que H(B,X) > r, lo cual es una contradiccién, pues por hipétesis A es un
conjunto orilla.

]

Las dos Proposiciones inmediatas anteriores podrian resumirse de la si-
guiente manera.

Proposicion 2.5. Si X es un continuo y A es un conjunto orilla de X,
entonces int(A) =0 y X \ A es un conjunto conezo.

Notemos que el reciproco del teorema [2.5| no es cierto, es decir, un con-
junto que de interior vacio y de complemento conexo no es, necesariamente,
un conjunto orilla, prueba de ello es el ejemplo [2.48

La propiedad de ser un conjunto orilla es hereditaria en el sentido del
siguiente lema.
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Lema 2.6. Si A es un conjunto orilla y B es un conjunto cerrado y no vacio
contenido en A, entonces B es un conjunto orilla.

Demostracion. Sea A un conjunto orilla de X y B un subconjunto de A no
vacio y cerrado en X. Sea € > 0, como A es un conjunto orilla de X existe
C subcontinuo de X tal que

CcX\Ay H(X,C) <e,
ademds, X \ A C X \ B, pues B C A, y por tanto
CCX\ByH(X,C) <e,

es decir B es un conjunto orilla de X. ]

El ser un conjunto orilla es una propiedad topoldgica, es decir.

Teorema 2.7. Si h : X — Y es un homeomorfismo con X,Y continuos,
entonces A C X es un conjunto orilla de X si y sdlo si h(A) es un conjunto
orilla de Y.

Demostracion. Sea A un conjunto orilla de X. Veamos que h(A) es un con-
junto orilla de Y. Sea € > 0. Puesto que A es un conjunto orilla, existe B un
subcontinuo de X tal que para toda ¢ positivay cualquier x € X, dx(x,b) < 0
para algin b € B. Notemos que, puesto que h es un homeomorfismo, h(B)
es un continuo contenido en el complemento de h(A) , ademds, debido a que
h es una funcién continua, existe d. > 0 tal que si d (z,b) < J., entonces
dy (h(x), h(b)) < €, luego, dado que cualquier y € Y puede verse como h(x,)
con z, € X, concluimos que Hg, (Y,h(B)) < €, ademds h(A) € 2% es de-
cir, h(A) es un conjunto orilla. Andlogamente, si h(A) es un conjunto orilla

entonces h™'(h(A)) = A es un conjunto orilla.
UJ

La demostracion del teorema anterior, es igualmente vélida para probar
el siguiente teorema.

Teorema 2.8. Si h : X — Y es una funcion cerrada, con X,Y continuos.

Si A C X es un conjunto orilla de X, entonces h(A) es un conjunto orilla
de Y.
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El siguiente teorema es una caracterizacién de los conjuntos orilla y sera
frecuentemente usada en las demostraciones de los resultados posteriores.

Teorema 2.9. Sean X un continuo y A C X cerrado y no vacio, entonces:
A es un conjunto orilla si y solo si existe una sucesion de subcontinuos de
X, {Cn}2,, que converge a X y tal que, para cada n € N se cumpla que

C, C X\ A

Demostracion. Supongamos que A es un conjunto orilla de X . Para cadan €
N sea C,, un subcontinuo de X contenido en X \ A y tal que Hy(C,, X) < £
(C), existe pues A es un conjunto orilla). {C},}°°, converge a X, pues para
cada € existe un N, € N tal que NL < € y por tanto, para cada n > N,
tenemos que Hy(C,, X) < NL < e.

Por otro lado, si {C,}>°, es una sucesion de subcontinuos de X contenidos
en X \ A, veamos que A es un conjunto orilla de X. Sea ¢ > 0, luego existe
N, € N tal que para todo n > N, Hy(C,,X) < €, es decir, para cada
€ > 0 existe un subcontinuo de X, digamos Cly_11, contenido en X \ A con
Hy(Cy.41,X) < €y por tanto A es un conjunto orilla. O

Teorema 2.10. Un subconjunto cerrado, no vacio, A, de un continuo X
es un conjunto orilla de X si, y solo si, para cualquier coleccion finita de
conjuntos abiertos, no vacios en X, {Uy, Us, ...,Uy,}, existe un subcontinuo B
de X tal que BC X \ A vy, para cada i € {1,2,....,n}, BNU; # 0.

Demostracion. Supongamos que A € O(X) y sea {Uy, U, ..., U,} una colec-
cién finita de conjuntos abiertos no vacios en X. Parai € {1,2,...,n}, fijamos
un punto z; en U;, y tomamos € > 0 tal que B(x;, €) C U;. Existe un subcon-
tinuo B de X tal que BC X\ Ay H(B,X) <e. Paracadaie€ {1,2,...,n},
existe un punto b; en B tal que d(z;,b;) < €. Asi, b; € B(x;,¢€). Se sigue que
BNU; #0.

Sea € > 0. Existe un conjunto finito {y1,vs, ..., ¥} en X tal que

x=J=B.3).
=1

Por hipdtesis, existe un subcontinuo B de X tal que B € X \ A y, para
cada i € {1,2,...,m}, BN B(y;, 5) # 0, fijemos un punto z € BN B(y;, 5).
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Veremos que X C N(e, B):
Sea x € X, luego x € B(y;, §) para algin i € {1,2,...,m}, entonces

d(z,z) < d(z,y;) + d(yi, z) =

y por tanto X C N (e, B). O

2.2. Conjuntos de no corte en continuos

Como puede verse en [5], [3] o en [2], por mencionar algunos, el hiperespa-
cio O(X) es usualmente estudiado en conjunto con hiperespacios similares,
si bien existen mas conceptos similares al de conjunto orilla, en este trabajo
nos limitaremos al estudio de sélo dos de ellos, especificamente conjuntos que
no cortan y conjuntos que no cortan débilmente .

Definicién 2.11. Para X un continuo, diremos que un elemento A € 2%\
{X} es un conjunto de no corte de X siempre que X \ A sea un con-
gunto conexo. En otro caso diremos que A es un conjunto de corte de X. Se
denotard por

NC(X)={A€2*: int(A) =0 y A es un conjunto de no corte de X}.

Definicién 2.12. Sean X un continuo y A € 2%, si X \ A es conexo por
continuos, es decir, si cualesquiera dos puntos z,y € X \ A son elementos de
un subcontinuo de X contenido en X\ A, entonces A es llamado un conjunto
que no corta débilmente a X, en otro caso se dird que A es un conjunto
que corta débilmente a X. Denotaremos

NWO(X) =

{Ae2¥: int(A) =0y A es un conjunto que no corta débilmente a X}.
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Teorema 2.13. Para X un continuo se tiene que,
NWC(X) Cc O(X) Cc NC(X).

Demostracion. La proposicion 2.5 nos asegura que si A es un conjunto orilla
de X entonces A tiene interior vacio y complemento conexo, es decir, A es
un conjunto de no corte lo cual demuestra que O(X) C NC(X).

Para ver que NWC(X) C O(X): Sea A € NWC(X). Se tiene que X \ A
es un conjunto abierto, denso en X (int(A) = @) y conexo por continuos.
Dado que X es un continuo podemos afirmar que X es un espacio segundo
numerable y por tanto X \ A también lo es, asi X \ A es un espacio separable.
Sea D un conjunto numerable y denso en X \ A, digamos

D = {x,:n e N}.

Sea U un conjunto abierto en X y no vacio, luego U N (X \ A) es un conjunto
abierto en X \ A, y como int(A) = (), entonces U no puede estar totalmente
contenido en A y por tanto U N (X \ A) es un conjunto no vacio, dado que
D es un conjunto denso en X \ A tenemos que

UN(X\A)ND#D0,
como D C X\ A sesigue que UN(X\A)ND =UND,esdecir, UND # 0y

por tanto D también es un conjunto denso en X . Fijamos un punto p € X\ A
y para cada n € N tomamos un subcontinuo A, de X tal que

{p,z} C A, C X\ A4,

y denotamos

Se tiene que {B,}°°, es una sucesién de subcontinuos de X tal que
B,C X\ A y limB, =X,

tomando en cuenta el teorema [2.9] concluimos que A es un conjunto orilla.

]
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Las inclusiones en el teorema anterior son estrictas. Para ver que
NC(X) ¢ O(X)
basta considerar el ejemplo 2.48] El ejemplo nos indica que
O(X) ¢ NC(X),

en general, como se vera en la seccion 2.3, cualquier conjunto indescomponi-
ble sirve de ejemplo.

2.3. Existencia de conjuntos orilla

Hasta ahora hemos visto algunas equivalencias de la definicién de con-
junto orilla y algunas condiciones necesarias para que un conjunto cerrado y
no vacio de un continuo sea un conjunto orilla (por ejemplo la conexidad de
su complemento), y en ejemplos sencillos, como lo podria ser un arco, no es
dificil convencerse que dichos conjunto orilla existen, pero no hemos demos-
trado que existan conjuntos orilla en cualquier continuo. El objetivo principal
de esta seccion es demostrar que para cualquier continuo no degenerado el
hiperespacio de los conjuntos orilla no es vacio. Ademas en esta seccion se
incluyen teoremas que son consecuencias de la existencia de conjuntos orilla.

El siguiente teorema nos muestra que existen continuos para los cuales el
hiperespacio de los conjuntos que no cortan débilmente puede ser vacio.

Teorema 2.14. S7 X es un continuo indescomponible, todo subconjunto ce-
rrado propio y no vacio de X corta débilmente a X.

Demostracion. Sea B € 2%\ {X}, entonces X \ B es un conjunto no vacio
y abierto en X. Debido a que las composantes de un continuo son conjuntos
densos (proposicién [1.33)), tenemos que toda composante de X interseca a
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X \ B. Sabemos que todo continuo indescomponible tiene una cantidad no
numerable de composantes (teorema . Ademas, dichas composantes son
ajenas entre si (teorema. Fijemos dos composantes distintas de X, k1 y
Ko, y puntos z € k1 N (X \ B) yy € ko N (X \ B). Si 4 es un subcontinuo de
X tal que {z,y} C A, entonces ki NA# Dy roNA#(D, ypor tanto A = X,
y asi, AN B # () lo cual demuestra que B corta débilmente a X. n

Observacion 2.15. El teorema inmediatamente anterior muestra que si X
es un continuo indescomponible entonces el hiperespacio NWC(X) = 0, sin
embargo el reciproco no es, en general, verdadero (lo cual podemos confirmar

con el ejemplo .

El siguiente teorema es un resultado clasico de la teoria de continuos (cuyo
autor es R. H. Bing) el cual es fundamental en la demostracién del teorema

el cual asegura la no vacuidad de O(X).

Teorema 2.16. Para cada subconjunto Y de un continuo X existe un punto
p € X \Y tal que la unidn de todos los subcontinuos de X contenidos en
X\ {p} vy que intersecan a'Y es un conjunto denso en X

Demostracion. [1] Theorem 5 O

Teorema 2.17. Para cada subcontinuo propio Y de un continuo X existe
un punto p € X \'Y tal que {p} es un conjunto orilla.

Demostracion. Sea Y un subcontinuo propio de X, el teorema [2.16| nos ase-
gura que, existe p un punto en X \ Y tal que

D= J{AeC(X): YNA#0y Ac X\{p}}

es un conjunto denso en X.

Afirmamos que {p} € O(X), en efecto. Sea € > 0. Notemos que la coleccién
F ={B(x,5): v € X} es una cubierta abierta para X, dado que X es com-
pacto, pues X es un continuo, existe ' = {B(x1, §), B(22, 5), ..., B(Tn, §)}
un subconjunto finito de F tal que
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Como D es un conjunto denso en X, para cada i € {1,2,...,n} existe un
punto y; € D N B(w;,5).

Para cadai € {1,2,...,n} existe A; € C(X) tal que YNA; #0, A C X\{p}}
y y; € A;. Denotemos

n
A=Jrua.

i=1
Notemos que para cualquier i € {1,2,...,n} el conjunto Y U A4; es un co-
nexo y compacto, pues es la union de conjuntos conexos y compactos cuya
interseccién es no vacia, luego A € C(X), debido a que A es la unién de
un numero finito de conjuntos conexos que satisfacen que, para cualesquiera
i,j € {1,2,...,n} la intersecciéon (Y UA;) N (Y UA;) es no vacia, ademds para
cualquier i € {1,2,...,n} se cumple que p ¢ (Y UA;) y por tanto A C X\ {p}.
Sea z € X, como F’ es una cubierta abierta para X, existe j € {1,2,...,n}
tal que

€
2)

notemos que y; € (A; U B(x;, 5)) lo cual implica que y; € A, ademads

x € B(xj,

d(z,y;) < d(z,x;) + d(x;,y;) < % + % — ¢,

asi, para cada x € X se cumple que z € N(A,¢), es decir, X C N(A,¢) lo
cual prueba que Hy(X,A) < e y por tanto {p} € O(X). O

Teorema 2.18. Para cada subcontinuo Y de un continuo X existe un punto
pen X \'Y yuna sucesion de subcontinuos de X, {A,}°°, tal que

YCA, CX\{p} y lim4, =X.

Demostracion. Por el teorema de Bing (2.16)), existe un punto p en X \ YV
tal que

J{AecX):AnY #0 y Ac X\ {p}}

es un conjunto denso en X. Para cada n € N, existe un conjunto finito
n n n
{o%,2%,..., 2} } en X tal que

kn 1
X:L_JIB(:L’?,%).
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Ademas, por la densidad del conjunto mencionado, para cadai € {1,2,..., k,}
existe un subcontinuo de X, B;, tal que B;NY # 0, B, € X \ {p} v
Denotemos .
C,=JYuB.
i=1
Se tiene que C,, es un subcontinuo de X tal que Y C C,, C X \ {p}, pues es
la unién de una cantidad finita de continuos cuya interseccién contiene a Y,
ademés H(X,C,) < %, esto ultimo resulta porque si x € X, entonces existe
je{1,2,... kn} tal que x € B(2}, 5-), luego existe y; € B; N B(z},5-) y

Jj2n
por tanto
d(z,y;) < d(z,x?) + d(z] )<1+1 !
x,Y; x, " L y) < — 4+ — = —,
Y T LY 2n 2n  n
dado que y; € C,, se tiene que para cada x € X se cumple que x € N(C,, %),
es decir, X C N(C, %), es decir, H(X,C,) < %

Ahora, para cada n € N denotamos

wUe
j=1

Se tiene que A, es un subcontinuo de X tal que Y C A,, C X \ {p}. Es claro
que A, C A,41. Finalmente, como C,, C A, se tiene que H (X, A,) < %, por
lo cual limA,, = X. O

Corolario 2.19. Para cualquier continuo X el hiperespacio O(X) tiene al
menos dos elementos.

Demostracion. Sea x € X, como {x} es un subcontinuo de X, del teorema
anterior (2.17)), existe p € X \ {z} tal que {p} € O(X). Similarmente, {p} es
un subcontinuo propio de X y por tanto existe ¢ € X \ {p} tal que ¢ € O(X),
es decir, p,q € X y p # q. O

Teorema 2.20. Si X es un continuo descomponible y encadenable, entonces,
para cada € > 0, existe un subcontinuo, M, contenido en el complemento en
X del congunto de todos los puntos orilla de X tal que H(X, M) < e.
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Demostracion. Sea X un continuo encadenable y descomponible, y sean K y
L subcontinuos propios de X tales que X = H U L. Por teorema/2.18| existen
puntos pen X \ L'y g en X \ K y dos sucesiones crecientes de subcontinuos
de X, {An}o2, v {Bn}2,, tales que L C A, C X\ {p}, H C B, C X\ {q¢},
limA,, = X y limB,, = X.

Para cada n € N, denotamos

M, = (KNA)U (LN B,).

Como X es encadenable, y asi hereditariamente unicoherente (ver teoremas
12.2 y 12.11 en [9]), tenemos que K N A, y L N B son subcontinuos de X.
Ademds, KNLC KNA,y KNLCLNB,,asi (KNA,)N(LNB,)#0.
Se sigue que cada M, es un subcontinuo de X.

Probaremos que limM,, = X: Para esto, seae >0y xr € X.six € KNL,
entonces z € M, para todo n € N, pues K N L C M,; asi x € N(¢, M,)
para todo n € N. A continuacién, sin perder generalidad, supongamos que
rz€ K\ L Como X\ L=K)\ L, se tiene que K \ L es un conjunto abierto
en X. Asi, podemos tomar § > 0 tal que § < e y B(z,d§) C K\ L. Como
limA, = X, se tiene que |J,~, A,, es un conjunto denso en X. Asi

D A, N B(z,5) # 0.

n=1

Luego, existen N € N y un punto y € Ay N B(x,d). Notemos que y €
K NAy C My. Se sigue que € N(e, M,,), ademés, como My C M, para
todo n > N, se obtiene que x € N(e, M,,) para todo n > N. Esto prueba x
H(X,M,) < e para todo n > N. Asi limM,, = X.

Para continuar denotamos Z = {z € X : {z} € O(X)}. Vamos a demostrar
que

Z =X\ ({J M)

Size X\ (U2, M,)), se tiene que {M,}>°, es una sucesién de subconti-
nuos de X, en X \ {z} que converge a X, en consecuencia, por el teorema
2.9 {z} es un conjunto orilla. Esto prueba que X \ (U2, M,) C Z.

Para demostrar que Z C X\ (J,~, M,), procederemos por contradiccién. Su-
pongamos que existe un punto r € Z tal que r no pertenece a X \ (U,—, M,).
Se sigue que r € M, para algiin m € N. Sin perder generalidad, supongamos
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que r € K. Vamos a demostrar que r ¢ L: Para esto, como {r} es un con-
junto orilla, por existe un subcontinuo de X, E, tal que F C X \ {r},
EN(X\K)#0y EN(X\L)# 0. Ahora, por[L.8] se tiene que KNL C E.
Como r ¢ FE, se concluye que r ¢ L. Denotemos

Y=(ENK)UM,UL.

Dado que X es encadenable, tenemos que E N K es un subcontinuo de X.
Ademéds, como EN(X\L)# 0y EN(X\ K) # 0, por el teorema [1.8] se
tiene que KNLC FE,asi KNLC KNE.

Obtenemos que Y es la unién de tres subcontinuos de X y () # K U L estd
contenido en estos tres subcontinuos. Fijemos un punto o € EN (X \ 4;,).
Se tiene lo que sigue:

ae ENK y a¢ M,UL;

reM, vy r¢FEUL;
geLl vy q¢(ENK)UM,.

Esto significa que Y es un triodo débil en X, lo cual es una contradiccién, pues
X es encadenable y por lo tanto no puede contener un triodo (ver teoremas
11.26 y 12.4 de [9]). Esta contradiccién demuestra que Z C X \ (U2, M,).
Hemos demostrado que Z = X \ (U2, M,).

Finalmente, tenemos que |J,-, M,) es una sucesién de subcontinuos de X,
contenidos en X \ Z y que converge a X.

[]

Teorema 2.21. Si X es un continuo descomponible y encadenable, entonces
cualquier conjunto cerrado que sea la union de puntos orilla es un conjunto
orilla.

Demostracion. Basta aplicar el teorema [2.20 O

Tomando en cuenta que el ser un conjunto orilla es una propiedad here-
ditaria (2.6)) tenemos la siguiente observacion.

Observacion 2.22. En un continuo descomponible y encadenable la union
finita de conjuntos orilla es un conjunto orilla.
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Teorema 2.23. Si X es un continuo y O(X) es un conjunto finito, entonces
NWC(X) =0(X).

Demostracion. El teorema [2.13| nos asegura que para cualquier continuo X
y B C X, si B es un conjunto que no corta débilmente, entonces B es un
conjunto orilla. Sea A un conjunto orilla de X y p,q € X \ A. Podemos
asegurar la existencia de un subcontinuo P de X tal que {p} C P C X \ A
(teorema , andlogamente existe () C X \ A un continuo tal que ¢ € Q y
por tanto p,q € (PUQ) C X \ A. Puesto que A es un conjunto orilla, para
cada n € N, podemos elegir C,, un subcontinuo de X tal que H(C,, X) < %
y C, € X \ A. Notemos que {C,}>2, es una sucesiéon de continuos que
converge a X con C, N A = () para cada n € N. Existe N; € N tal que para
todo n > Ny C, N P # (), pues en caso contrario P serfa un conjunto orilla
y en ese caso, tomando en cuenta el lema [2.6] para cada z € P el conjunto
{z} serfa un conjunto orilla lo cual implicaria la existencia de un nimero
infinito de conjuntos orilla lo cual, debido a la hipdtesis de O(X) de ser un
conjunto finito, no puede pasar. Andlogamente, existe Ny € N tal que para
todo n > Ny se cumple que C,, NQ # 0. Sea N > max{Ny, Ny}, se sigue que
PUQ U Cy es un subcontinuo de X contenido en X \ A y que contiene a p
y ¢, por tanto X \ A es conexo por continuos, es decir, A es un conjunto que
no corta débilmente a X. ]

El teorema anterior es equivalente al siguiente corolario.

Corolario 2.24. Sea X un continuo. Si NWC(X) # O(X) entonces O(X)
es infinito.

Demostracion. Basta reescribir el teorema [2.23] en su forma contrareciproca.

]

Sabemos que, (teorema , para cualquier continuo indescomponible
X, cualquier subconjunto A C X, corta débilmente a X. Por otro lado, para
cualquier continuo X existen, al menos dos, conjuntos orilla de X dejandonos
asi el siguiente corolario.

Corolario 2.25. Si X es un continuo indescomponible, entonces O(X) es
un conjunto infinito.
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Mas ain, tomando en cuenta el ejemplo [2.42] sabemos que existen conti-
nuos, no necesariamente indescomponibles, que cumplen que cualquier sub-
conjunto A de X corta débilmente a X, dejdndonos asi la siguiente observa-
cion.

Observacion 2.26. Si X es un continuo tal que para cualquier A C X, A
corta débilmente a X, entonces X tiene una cantidad infinita de conjuntos
orilla.

El ejemplo [2.43] nos muestra que existen continuos que tienen un tnico
conjunto que no corta débilmente, nuevamente, como cualquier continuo tiene
al menos dos conjuntos orilla tenemos la siguiente observacion.

Observacion 2.27. Si X es un continuo tal que INWC(X)| < 1, entonces
X tiene una cantidad infinita de conjuntos orilla.

2.4. Conjuntos orilla en continuos localmente
conexos

Si bien, como se vio en la seccion anterior, para un subconjunto de interior
vacio y complemento conexo de un continuo cualquiera no puede asegurarse
que éste sea un conjunto orilla, para los continuos localmente conexos si que
es valida tal implicacion.

Teorema 2.28. Sean X un continuo localmente conero y A € 2%X. A C X
es un conjunto orilla si y sdlo si int(A) =0 y X \ A es conezxo.

Demostracion. Notemos primero que, si A C X es un conjunto orilla, to-
mando en cuenta las proposiciones y[2.4 int(A) =0y X \ A es conexo.

Para el reciproco, sea ¢ > 0 y sea B = {B(z,5) : * € X}, como X es com-
pacto, existe B* C B una subcubierta finita con B* = { By, B, ..., B,,}. Como
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int(A) = 0, se cumple que para cualquier i € {1,...,n} B; ¢ A, ahora bien,
para cada ¢ € {1,...,n} sea y; un punto en B; N (X \ A). Puesto que por
hipétesis X \ A es un conjunto abierto y conexo con X siendo un continuo
localmente conexo, tomando en cuenta el teorema [1.4, podemos afirmar que
X \ A es arco-conexo.

Sea p € X'\ A un punto cualquiera pero fijo. Para cadai € {1,...,n} sea E; un
arco en X \ A con {p,y;} C E; (la existencia de E; viene de la arco-conexidad
de X'\ A). Sea

Dado que B es una unién finita de arcos y p € (., E;, entonces B es un
conjunto conexo, ademds, por la construccién de los E;, B C X \ A.
Para todo x € X existe j € {1,n} tal que z € B;, luego

dla,y;) < d(a,2;) +d{z;,y;) < 5+ 5 =€

donde z; es el centro de la B;. Como d(z,y;) < € podemos concluir que
H(X,B) < ey por tanto A € O(X).
]

Teorema 2.29. Si X es un continuo localmente conezo y O(X) es conexo,
entonces F1(X) C O(X).

Demostracion. Del teorema tenemos que F}(X) C NC(X), y dado que
X es localmente conexo entonces NC(X) = O(X) y por tanto

Fi(X)COX).

Teorema 2.30. Para X un continuo localmente conexo, los siguientes enun-
ctados son equivalentes:

(a) X es un arco;

(b) Existen dos puntos distintos p y q en X tales que O(X) = {{p},{q¢}, {p,q}};
(¢) |O(X)] = 3.
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Demostracion. Si X es un arco, entonces X tiene exactamente dos puntos de
no corte digamos p, g que son, de hecho, sus puntos extremos, luego X\ {p, ¢}
es conexo con int({p,q}) = 0 y por tanto O(X) = {{p},{¢},{p,q}}, de esto
ultimo es inmediato que |O(X)| = 3.

Para ver que |O(X)| = 3 implica que X es un arco supongamos que existen
tres distintos puntos de no corte de X, digamos p, ¢, y r. Dado que X \ {p},
X\{q} y X\ {r} son conjuntos conexos e int({p}) = int({q}) = int({r}) =0,
del teorema se sigue que O(X) = {{p}, {q¢}, {r}}, pues por hipdtesis
|O(X)| = 3. De lo anterior se sigue que si x, y son cualesquiera dos puntos
distintos de X, entonces {x,y} no es un conjunto orilla y como int({z,y} =
(), del teorema , se sigue que {z,y} desconecta a X, es decir, cualquier
conjunto de dos puntos de X desconecta a X lo cual implica que X es una
curva cerrada simple por la caracterizacién del teorema[1.23] luego |O(X)| =
3y O(X) = Fi(X) lo cual es una contradiccién y por tanto no pueden existir
méas de dos puntos de no corte lo cual implica que X es un arco. O]

Teorema 2.31. Un continuo X localmente conexo es un drbol si y solo si
O(X) es un conjunto finito.

Demostracidn. Si X es un rbol, entonces, de acuerdo con el teorema[I.19] el
conjunto B formado por todos los puntos de no corte de X tiene un ntimero
finito elementos, luego O(X) es un conjunto finito, pues O(X) C P(B).

Por otro lado, si O(X) es un conjunto finito no pueden existir un nimero
infinito de puntos de no corte, en otras palabras, X tiene un nimero finito
de puntos de no corte, asi, del teorema [1.19] podemos concluir que X es un
arbol. m

Notemos que en el teorema anterior, al igual que en el siguiente teorema,
el ejemplo muestra que la conexidad local del espacio es necesaria para
las respectivas implicaciones.

Teorema 2.32. Un continuo localmente conero X es una dendrita si y solo
siO(X)={Be2X:BC E(X)} (E(X) el conjunto de los puntos extremos
de X)
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Demostracion. Primero, supongamos que X es una dendrita. Sea B € O
luego B no contiene puntos de corte . De lo anterior, y tomando en
cuenta el teorema [1.26] podemos afirmar que B consta solamente de puntos
extremos, i.e., B C E(X) y por tanto O(X) C {B € 2¥ : B C E(X)}. Por
otro lado, si B C {B € 2¥ : B C E(X)}, nuevamente, del teorema se
sigue que B no contiene puntos de corte. Dado que el conjunto de todos los
puntos de corte de X es denso en X (corolario[L.27), se sigue que int(B) = 0,
ademés B C E(X), asi, del lema[1.31} X'\ B es conexo y por tanto B € O(X)
y por tanto O(X) C {B €2¥ : B C FE(X)}.

Para el reciproco, supongamos que X es un continuo localmente conexo y
que O(X)={Be2X¥:BC FE(X)}. Seaz € X\ F(X), entonces z ¢ O(X),
luego, del teorema[2.28)y del hecho que int({z}) = 0, x es un punto de corte.
de lo anterior podemos concluir que para cada x € X, x es uno de ambos,
un punto extremo o un punto de corte, lo cual es una caracterizacién de las
dendritas. ]

2.5. El hiperespacio de los conjuntos orilla

Hasta ahora hemos estudiado al hiperespacio O(X) de manera conjun-
tista en el sentido en que no hemos hecho uso de la estructura topoldgica
de O(X). En esta seccién se enunciaran algunos resultados derivados de la
conexidad de O(X) y finalizaremos demostrando que, para un continuo X,
si el hiperespacio O(X) es un continuo, entonces tal continuo X es la curva
cerrada simple.

Proposicién 2.33. Para un continuo X, st O(X) es conexo, entonces NC(X)
contiene a Fy(X)

Demostracion. Supongamos que existe x € X un punto de corte, es decir,
X\ {z} =U UV, donde U,V son subconjuntos abiertos de X , no vacios y
ajenos. Dado que O(X) es un conjunto conexo de 2% entonces | JO(X) es
un conjunto conexo de X (lema [L.40). Notemos que U U {z} y V U {z} son
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subcontinuos propios de X (teorema, entonces, del teorema [2.17] existen
puntos u € UU{z} y v € VU {x} tales que {u}, {v} son conjuntos orilla, y
del como supusimos a x, tenemos que u € U y v € V. De lo anterior se sigue
que JOX)NU # 0 # |JO(X) UV, es decir, existe un conjunto conexo
(UO(X)) que interseca a U y V lo cual es una contradiccién. Por tanto, para
cada z € X el conjunto {z} es un conjunto de no corte. ]

Corolario 2.34. Si X es un continuo localmente conexo y O(X) es un con-
Junto conezo, entonces F1(X) C O(X)

Demostracion. De la proposicién se sigue que, F1(X) C NC(X)y, como
X es localmente conexo, entonces O(X) = NC(X) y por tanto F; C O(X)
[l

Teorema 2.35. Un continuo localmente conexo X es una curva cerrada
simple si y solo si O(X) = Fi(X).

Demostracion. Si Xes una curva cerrada simple y € X, entonces X \ {z}
es homeomorfo a un arco y por tanto un subconjunto conexo de X, ademas
int(A) = 0, al ser la curva cerrada simple un continuo localmente conexo, del
teorema [2.28] se sigue que {z} € O(X).

Por otro lado, supongamos que O(X) = Fy(X). Sea A C X con |A] = 2,
entonces A ¢ F;(X), es decir, A no es un conjunto orilla. A es un subconjunto
cerrado de X y de interior vacio y por tanto X \ A no puede ser conexo
(teorema [2.28). De lo anterior, y tomando en cuenta la caracterizacién del
teorema [1.23] podemos concluir que X es necesariamente una curva cerrada
simple. O

Similarmente, como con el arco, se puede establecer una serie de equiva-
lencias que caracterizan a la curva cerrada simple en términos de del hiper-
espacio de O(X).

Teorema 2.36. Para X un continuo localmente conexo, los siguientes enun-
citados son equivalentes:

(a) X es una curva cerrada simple;

(b) O(X) = Fi(X);

(c) O(X) es un continuo.
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Antes de escribir de manera formal la demostracién del teorema 2.36] es
necesario enunciar algunos lemas y definiciones.

Lema 2.37. Si X es un continuo localmente conezo y O(X) es un continuo
entonces F1(X) C O(X).

Demostracion. Como O(X) es un continuo, en particular O(X) es conexo y
el resultado se sigue del corolario [2.29 O

Lema 2.38. Si X es un continuo localmente conexo y {x1,xs,...,x,} es
un subconjunto finito de X tal que X \ {x1,22,...,x,} es conexo, entonces
existen subconjuntos abiertos y conexos de X, Uy, Us,...,U,, tales que para
cualesquiera t,j en {1,2,...,n} coni# j, p; e U, Uy #U; y X \U;_, U; es
un conjunto conero.

Demostracion. Dadas las hipdtesis tomemos un niimero € > 0 tal que € < %
min{d(z;, z;) : i,7 € {1,2,..n} con i # j}, asi, si i # j entonces

B(.Z'i, 6) N B(l’j, 6) 7& @

Ahora, puesto que X\ {z1, x9, ..., x, } es un conjunto abierto, para cada punto
zen X\ (U, B(z1,¢€)), tomemos un conjunto abierto y conexo en X, digamos
W,, tal que z € W, y W, C X \ {1, 72, ...,7,}, esto tiltimo es posible pues
X es un continuo localmente conexo.

Notamos que la colecciéon

n

{(W.:2ze X\ (| JB(a1,0)}

=1

es una cubierta abierta del conjunto compacto X \ (U}, B(z1,€)). Luego,
existe un conjunto finito, {21, 22, ..., zm } en X \ (U, B(z1,¢€)) tal que

n

X“UB@MDCUW%

=1

Denotemos Z = | J,—; W, . Observemos que Z es la unién finita de continuos
cada uno de ellos contenido en X \ {z1,%s,...,2,} y por tanto Z C X \
{1, 29, ...,2,}. Dado que X \ {zy, 29, ..., 2, } es un conjunto abierto y conexo
y X es un continuo localmente conexo, del teorema sabemos que X \
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{1, x9,...,2,} es un conjunto arco conexo. Para cada k € {1,2,..m — 1}
tomamos un arco Ay contenido en X \ {z1,z9,...,x,} y tal que {2y, zx11} C

Aj. Denotamos por
m—1

C=zu(lJ A,
k=1

Notemos que para cada k en {1,2,...,m —2} el conjunto A;U A, es conexo,
pues es la unién de conjuntos conexos cuya interseccién es no vacia (zp €
Ay N Agyq) y por tanto U;”:_ll Aj es un conjunto1 conexo, ademé&s para cada
ken {1,2,..,m} tenemos que z; € W,, N (U,—, Ax) y puesto que cada W,
es conexo podemos afirmar que C' es un conjunto conexo de X, mas aun, C
es la union finita de conjuntos compactos, es decir, C' es un subcontinuo de
X tal que

n

X\ (UBie) cZcCc X\ {z1,22,....,2,}.

i=1

Fijandonos en los complementos de los conjuntos anteriores tenemos que

{xbx% sy an} cX \ e UB<x27€)

=1

Ahora, para cada i en {1,2,...,n} denotamos por V; a la componente de X \ C'
que contiene al punto x;. Como X es localmente conexo, observamos que cada
V; es un conjunto abierto y conexo, ademds, puesto que B(xz;, €)NB(z;,€) = 0,
se tiene que z; C V; C B(w;,€), por lo cual v; N V; = (), para cualesquiera i, j
en {1,2,...,n} con i # j. Resta demostrar que X \ |J;_, V; es conexo.
Denotemos por £ a la coleccién de todas las componentes de X \ C' que son
diferentes de U; para cada i € {1,2,...,n}, es decir,

L ={V :Ves componente de X \ C'y V # V;}.

Notemos que para cada V € L se tiene que V N C # 0; Luego V U C es un
conjunto conexo, pues es la unién de conjuntos no separados. Se sigue que

Jivuc:very

es un conjunto conexo, nuevamente, pues es la unién de conjuntos conexos
cuya interseccion es no vacia.
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Finalmente, observamos que

n

X\ () = J{vuc:ver

i=1

y concluimos que X \ (U7, U;) es un conjunto conexo. O

Notacion 2.39. Tomemos en cuenta la siguiente notacion:
St X es un espacio métrico compacto con topologia 7. Para Uy,Us,...,U, € T
sea:

(U, Uy, .., Uy ={Aec2¥: AC U U; y ANU; # () para todo i € {1,2,...,n}}.
i=1

Si X es un continuo y k > 2, denotamos Fp(X) = {A € 2% . |A| = k} y
particularmente, para una coleccion finita de conjuntos en X, Uy, Us,...,U,,
denotamos

(U1, Us, ... Un)i = {A € F(X) : AC | JUiy ANU; # 0 para todo i € {1,2, ..., n}}.
=1

Para el siguiente lema también usaremos la siguiente notacion:

M = O(X) N (Fip(X) \ F1)(X).

Lema 2.40. Si X es un continuo localmente conexo, K > 2 y Fx_1(X) C
O(X), entonces My es un conjunto abierto en Fj(X).

Demostracion. Sea B € My. Como My = O(X) N (Fp(X) \ F1)(X) y por
tanto B € O(X) y B € (F(X) \ F1)(X), asi X \ B es un conjunto conexo
y existe m € {2,..,k} y puntos pi,...,p, de X tales que B = py, ..., pm.
Tomando en cuenta el lema [2.38| consideremos conjuntos, Uy, ..., U, abiertos
en X y disjuntos entre si tales que p; € U; y X\, U; es un conjunto conexo.
Debido a que B = {py, ..., P,,} y para cada i € {1, ..., m} se tiene que p; € U;
podemos asegurar que B € (U, ..., U;)x. Veamos que (Uy, ..., U;) C M.

Sea A € (Uy,...,U;)g, con A ={q, ..., ¢ }. Puesto que Uy, ..., U, son disjuntos
entre si, entonces 2 < m < n < k y por tanto, para cada i € {1,...,m}
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se cumple que 1 < |U; N A] < k — 1. Denotemos por £ = X \ U, U,
Ci = {L : L es una componente de U; \ A} y CF = JC;, para 1 < i < m.
Noétese que, por como se definié, Cf = U; \ A.
Se probara que FUC} es un conjunto conexo para cadai € {1, ..., m}. Fijamos
i € {1,...,m} y sea L € C;. Primero se probara que L N E # (); pues en caso
contrario, es decir, L N E = (). Obsérvese que

X\(UNA) =EBUCU(J{U;:1<i<m, j#i}) =
LUEBUC\LDU(NJU;:1<i<m, j#i}),

pues EU(U{U; : 1 <j<m, j#i})=X\U; yademas, X \ (U;NA) =
(X \U;) U (U \ A). Dado que X es un continuo localmente conexo, los
elementos de C; son conjuntos abiertos de X y por tanto (C;\ L) U (I{U; :
1 < j < m, j # i}) son conjuntos abiertos y disjuntos. Se sigue que L
y EUC\L)U((U{U; : 1 <j <m,j#i}) son conjuntos separados,
pues estamos suponiendo que L N E = (). Luego X \ (U; N A) no es conexo.
Entonces, del teorema , se infiere que, U; N A ¢ O(X) lo cual es una
contradiccién a la hip6tesis (Fj_1(X) esta contenido en O(X)), debido a que
U;NA € F_1(X). Hemos probado que L N E # () y por tanto, £ U L es un
conjunto conexo para cada L € C;. Dado que EUC = | J{EUL : L € C;},
se sigue que E'UC} es conexo.

De lo anterior se implica que E'U (|J;~, C;) es un conjunto conexo, pues es la
unién de conjuntos conexos de interseccion no vacia. Por tanto, dado que

m

pu(Je) = BU(Ju 4= x\ 4

i=1

de ahi que X \ A es un conjunto conexo y por tanto A € O(X) (teorema
2.28)). Concluimos que A € M, y asi, se ha probado que B € (Uy, ..., Up)r C
M. O

Con las debidas notaciones ya establecidas y el corolario anterior, ahora
si, ya es posible avanzar con la demostracion del teorema [2.36

Demostracion. (De [2.36)

El teorema garantiza que (a) implica (b).

Como X es un continuo, entonces Fi(X) es un continuo y dado que O(X) =
F1(X) se sigue que (b) implica (c).

Resta probar que (c) implica (a), para ello consideremos el conjunto My =
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O(X)N(F,(X)\ F1). Afirmamos que existe un entero k > 2 tal que M;, = ().
Para probar la afirmacién anterior procedamos por contradiccion, es decir,
supongamos que M, # () para cada k > 2. Del lema podemos implicar
que F1(X) C O(X).

Ahora bien, como hipétesis inductiva, asumamos que Fj(X) C O(X) para
algtin entero k > 2. Del lema[2.38) M1 es un conjunto abierto en Fy41(X) y
por tanto abierto en Fy,1(X)\ F1(X). Como O(X) es un continuo y My, =
O(X) N (Firy1(X) \ F1(X)), se tiene que Mj41(X) es un conjunto cerrado en
Fri1(X) \ Fi. Por otro lado, se sabe que Fyy1(X)\ F} es un conjunto conexo
(teoremade ref) y dado que My1 # 0 se sigue My = Fr1(X) \ Fi(X).
Entonces, como

Fu1(X) \ Fi(X) = Myp1 = O(X) N Fiea (X) \ Fi(X),

y por tanto Fry1(X) \ Fi(X) C O(X), de lo cual se obtiene que Vk € N
F.(X) € O(X) lo cual implica que (J, oy Fr € O(X), Dado que [, o Fi €s
un conjunto denso (teorema [L.41]) y por tanto O(X) = 2%, asi X € O(X)
y en consecuencia int(X) = ), es decir, X = () lo cual es una contradiccién
que prueba la afirmacion.

Ahora bien, sea k > 2 tal que My = (). Considérense dos puntos distintos
z,y € X. Claramente, para k > 2, {z,y} € Fi(X) \ Fi(X), y dado que
=M =0(X)NFp(X)\ Fi(X) se sigue que {x,y} ¢ O(X). debido a que
{z,y} es un conjunto de interior vacio, del teorema , X\ {z,y} no es
conexo, es decir, X es una curva cerrada simple.

O

2.6. Ejemplos

A lo largo de este trabajo el contenido de este capitulo es, por la natura-
leza del mismo, frecuentemente referenciado. En la secciéon 2.4 se presentan
nuestros primeros ejemplos de continuos con sus respectivos hiperespacios y
con los resultados expuestos en dicha seccién podemos darnos una idea muy
clara de como son los conjuntos orilla en los continuos localmente conexos.
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Ejemplo 2.41. (El arcoiris de Knaster)
Un continuo tipo Knaster es un continuo homeomorfo al limite inverso de
arcos con funciones de ligadura abiertas que no son homeomorfismos.

Los continuos tipo Knaster son indescomponzibles, y por tanto, si X es un
continuo tipo Knaster, del teorema tenemos que NWC(X) = 0, y del
corolario tenemos que |O(X)| = oo.

Ejemplo 2.42. Sea X = X UX5, donde X, y X5 son continuos homeomorfos
al continuo de Knaster (buckethandle-continuum) tales que X7 N Xy = {v},
donde v es el punto del continuo de Knaster que es punto extremo de todo
arco que lo contiene. Claramente X no es un continuo indescomponible y X
cumple con la propiedad de que NWC(X) es vacio.

Ejemplo 2.43. Sea X un continuo homeomorfo al continuo de Knaster y A
un arco tales que X N A = {v}, donde v es el punto del continuo de Knaster
que es punto extremo de todo arco que lo contiene y A tiene a u,v como sus
puntos extremos, luego

NWC(X) = {{v}},

es decir, INWC(X)| <1 y por tanto O(X) es un conjunto infinito.

Ejemplo 2.44. f:(0,1] — [—1,1] definida por f(z) = z-.

Sean A = {(z, f(x)) : x(0,1]}, J = {(0,y) : y € [-1,1]} y finalmente
B =AUJ, luego

O(B) =2 U{f(1)} U{Y U{f(1)}:Y €2’}
En general.

Definicién 2.45. Un rayo es un espacio homeomorfo al intervalo [0, 00).
Si S es un rayo y h : [0,00) — S es un homeomorfismo, el punto h(0) se
denomina el punto extremo de S.
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Definicién 2.46. Una compactacion de rayo es un continuo que con-
tiene un rayo como subespacio denso.

Para una compactacion Z de un rayo S, denotamos X = Z \ S. Observemos
que X no es vacio, pues Z # S (Z es un continuo y S no es compacto). El
conjunto X se le llama residuo de la compactacion.

Notamos que Z =XUS, XNS=0yX CS=27.

Si h:[0,00) — S es un homeomorfismo, para cada n € N se tiene que:
S = h([o,n])Uh([n, c0)), entonces S = h([o,n])Uh([n,)) = Z, y h([o,n])N
X =0 (pues h([o,n]) C S). Asi, para cada n € N, X C h([n,0)), més atin,

X = () ([n, ) :

neN

Para ver esto tltimo, resta ver que tal interseccién estda contenida en X,
esto se tiene, pues, si x ¢ X, entonces x € S, luego existe n € N tal que
z € h([0,n]). Como A([0,n]) NA([n+ 1,00) =0, asi, x ¢ h([n + 1,00), por lo
cual & ¢ (,cy h([n, 00)), esto prueba que

() 7([n, ) C X.

neN

Notemos que {h([n,c0)) : n € N} es una sucesion acotada de continuos. Se
sigue que el residuo X en una compactacion Z del rayo S es un continuo.

En resumen, una compactacién del rayo es un continuo Z tal que Z =
X U S donde X es un subcontinuo de Z y S es un rayo con X NS =0y
S=12Z.

Ejemplo 2.47. 5i X =Y U S es una compactacion del rayo S con residuo
el continuo Y, entonces

OX)=2"u{P}u{Au{P}:Ac2"}

donde P es el punto extremo del rayo S.
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Ejemplo 2.48. (Doble seno topoldgico). Consideremos la funcion f : [—1,0)U
(0,1] = [-1,1] definida por f(x) =

Sean A = {(z, f(x)) : z € [-L,0) 00,1}, J = {(0,) : ye[-1,1]} y

finalmente B = AU J. Notemos que el continuo B no es localmente conezo.

O(B) = {f(=1), (O {f(=1), fF(1)}}

En general

Ejemplo 2.49. Sean Zi, Zy dos compactaciones de los rayos Sy, Sy respecti-
vamente con un residuo en comin X . Sea Z = Z1UZs. Sean hy : [0,00) — S,
hy : [0,00) — Sy homeomorfismos, luego

O<Z) = {h1(0>»h2(0) {h1(0)7 hQ(O)}}-

2.7. La cardinalidad de O(X)

En el corolario se muestra que para cualquier continuo X el hiperes-

pacio O(X) contiene al menos dos elementos, ademés en todos los ejemplos
de continuos expuestos en este trabajo la cardinalidad minima del hiperes-
pacio de los conjuntos orilla es al menos 3. Surge la pregunta
. Existe un continuo X que tenga exactamente dos conjuntos orilla?
Para continuos localmente conexos la respuesta seria negativa, pues, del teo-
rema [2.31], sabemos que si el hiperespacio de los conjuntos orilla es finito
entonces dicho continuo es un arbol, luego tal hiperespacio tiene al menos
tres elementos. Sabemos también que los continuos indescomponibles tienen
una cantidad infinita de conjuntos orilla, y el teorema [2.21| nos asegura que
los continuos descomponibles y encadenables deben contener como elemento
al conjunto formado por la unién de los dos conjuntos unipuntuales cuya
existencia nos asegura el teorema [2.19|



Conclusiones

Parte de este trabajo consistié en tomar resultados sobre, por ejemplo, no
bloqueadores y reescribirlos, con sus respectivas pruebas, en términos de con-
juntos orilla, sin embargo esta tesis no se limité sélo a eso, sino que ademas
se incluyeron varios resultados que no se tienen para conjuntos de tipo no
corte, (conjuntos que no cortan, centros fuertes, no bloqueadores, conjuntos
que no cortan débilmente, entre otros), un ejercicio interesante seria tomar
dichos resultados y tratar de escribirlos en términos de otros conjuntos de
tipo no corte.

Uno de los resultados a destacar en este trabajo seria en teorema 2.10,
que ademads es un resultado original de esta tesis, caracteriza a los conjuntos
orilla en términos sélo de su topologia que, en consecuencia, nos deja una
posible linea de investigacion generalizando en concepto de conjunto orilla
en continuos Hausdorff (espacios topolégicos T, compactos y conexos).
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