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Introduccion

La computacién cuéntica tiene sus origenes en ideas de Richard Feynman (premio

Nobel en 1965) sobre la miniaturizacién de las computadoras [4].

El objetivo principal de este trabajo es explicar el desarrollo del algoritmo Grover,
como un problema de bisqueda de soluciones en sistemas de ecuaciones lineales

no homogéneos y singulares.

Para lograr este objetivo se usaran, varias ramas de las matemaéticas como: algebra
lineal, combinatoria, complejidad computacional, probabilidades, analisis com-
plejo, ademas de mecanica cudntica, entre otros. Dando asi a conocer informacién
relevante de la computacion cuantica, para lograr que el lector pueda comprender

de manera didéctica este trabajo.

Se inicia con una breve descripcién del campo teérico de la computacién cuédntica,
con los axiomas de la computacion cuantica, las compuertas cuantica y entrelaza-

mientos cuanticos.

De acuerdo con lo anterior continuamos con el estudio de nuestros algoritmos
cuantico. Primero, el algoritmo cuantico de Deutsch, posteriormente el algoritmo

de Deutsch-Jozsa que es una generalizacién del algoritmo de Deutsch.

Se definen las compuertas controladas cuanticas. Se estudia una aplicacién con
mayor crecimiento en la teoria de la informacién cuantica como la comunicacién
cuantica. Dentro de ella se trata a la teleportacion cuantica y sus ventajas sobre

la computacion clasica.
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Continuamos analizando el algoritmo de Grover y funciones de orden. Luego se
hace una generalizacion del algoritmo de Grover, series formales y por ultimo se

dan ejemplos de ecuaciones lineales utilizando algoritmos cuanticos.



Capitulo 1

Computacion cuantica

1.1 Preeliminares

La computacion cuantica es una forma radicalmente nueva de procesar infor-
macion, posibilitada por propiedades exclusivas de la macanica cudntica. Dentro

de la computacién cudnticas se trabaja como C" en espacio de Hilbert [6].

Definicion 1.1. Un espacio de Hilbert es una pareja (V, -) donde el primer elemento
V' es un espacio vectorial sobre los C y * - * : v X v — C es una funcién producto

interno (punto, bracket) tal que:
1. Para todo vy, wy € V' y A\, € C se debe de cumplir que v - (Aw;y + p2) =
A(v - wy) + p(v - wy) (es decir, - es lineal en la segunda entrada).

2. Para todo v,w € V| tenemos que (v-w)* = w-v donde * indica conjugacién

compleja.

3. El producto interno v - v > 0, para todo v € V, siendo v - v = 0 si y sdlo si

v =0.

4. El conjunto C" con la distancia inducida [|V]| = vV -V, es un espacio

métrico completo.

Probaremos primero el siguiente teorema.

3
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Teorema 1.1. El conjunto C” tiene un estructura de C de espacio vectorial.

Demostracion. Sea

a1

az

C"={] ap,as, ..., a, € C},
G,

recordemos la suma de dos vectores complejos :

aq bl a + b1
Qo bg a9 + bg

+ = :
an bn an + by,

es un vector complejo.

El producto de un vector complejo por un escalar X\ € R,

aq >\(1,1
a9 /\CLQ

A = ,
an Aa,

es un vector complejo.

La suma y el producto por un escalar cumplen todas las propiedades requeridas

para ser un espacio vectorial.

Ahora probaremos la estructura de espacio de Hilbert.

Teorema 1.2. Tenemos que C” tiene la estructura de espacio de Hilbert complejo.
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Demostracion. Se verificaran los cuatro axiomas de un espacio de Hilbert. Se

define el producto punto (escalar) hermitiano de la siguiente manera:

ay b1
(45} bg . . . -
Sea | 1 = ajbi+asby+---+ab, € C, donde * indica la conjugacién
an bn
compleja.

Notemos: El producto punto - es lineal en la segunda entrada:

a1 by C1
Q2 by C2
A . + @
an by, Cn
aq )\bl + HCy
_ ao >\b2 + MC2
an Ab, + pey,

= aj(Aby + picy) + a5 (Aby + pes) + -+ - 4 ay (A, + picy)
= (Aajby + Aajby + - - - + Aayby,) + (pajer + asby + - - - + palby)

= Naiby + -+ arb,) + plajer + -+ aycy)

a1 by a1 C1

a2 by az C2
=AM -

an, by, an Cn

[k

Es claro que es hermitiano ya que:

- *

a1 by

a2 by
. = [(]f{bl + a§b2 + -+ aan]*
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= (a1b1)" + (azh)" + - -+ + (azbn)"
— a7 a5 o+ Al
= (llbi + a2b§ + -+ anb;

= bja; + byas + - - + b a,

by a1
by ag
by, ap

El producto de vectores es positivo:

ai ai
: = aja1 + axas + - -+ a,ay,
Qn 7
2 2 2
= laa]" + fag|” + - + |an]
> 0.
ay ai
a2 a2 : 2 2
Tenemos pues, que 0 = : , por consecuencia |ai|* + |ag|* + -+ +
Qn Qn
ay 0
2 .y, . as 0
la,|* =0, si sélo si ay =ay =--- = a,, entonces =
an, 0
El conjunto C" con la distancia inducida ||v|| = /v -v es un espacio métrico

completo, ya que C" es isomorfo a R?" el cual es espacio métrico completo.

Por lo tanto tenemos que C” es un espacio hermitiano complejo.
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Los elementos bésicos de la computacion cuantica son los qubit.

1.2 Qubit cuantico

Un qubit (del ingles qubit, quantum bit) es un estado cuédntico en un espacio de
Hilbert y la minima de informacién cuéntica. Sus dos estados basicos se llaman,

convencionalmente, |1) y |0) (se pronuncia ket cero y ket uno).

Un vector bra , es el transpuesta conjugado de un vector ket. Asumimos que para

cada ket |1) existe un bra, y lo denotamos como (1].

1.3 Axiomas de la computaciéon cuantica

En general, una teoria formal comienza con la formulacién de axiomas [4]. La

computacién cuantica no es la excepcion.

Azioma 1.1. a) Asociado a cada sistema fisico aislado, estd un espacio de Hilbert,

llamado espacio de estado.

b) El sistema esta completamente descrito por un vector de estado que es un

vector de norma uno.

El estado (puro) de una maquina (memoria) estd descrito por un vector v € C"

tal que |[v|| = 1.

Ejemplo 1.1. El vector |0) = (;) € C? es un estado puro, pues |[(;)[| = +/(;) - () =

También |1) = (]) € C? es un estado puro, porque [|(})|| =

1
1/ = v0+1 = 1. Otro ejemplo es el vector ({5) € C? que una vez

7z
1 1 1

mads es un estado puro: H(f)H: \f . ‘? = % + % =1.
’ V3 V3

1

Nétese que : (V) = \%(é) + %(?) - \%|O> + %ID

N
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Axioma 1.2. La evolucién de un sistema cuantico cerrado esta descrita por una

matriz unitaria.

Azioma 1.3 (Axioma de medicién). Supdéngase que se tienen my,...,m, posi-
bles mediciones de un experimento de un sistema cuantico, entonces las medi-
ciones (observaciones) cudnticas estan descritas por una colecciéon de matrices
Moy, Miyys. .., My, actuando sobre el espacio de estados, tales que My, M, +

My My, + -+ M), My, = Iden lacual es la ecuacidn de completez.

Ademés si [1)) es el estado del sistema antes de medicién, entonces la probabilidad

Y) donde (Y| = [)*, i =1, ...,ny el

estado del sistema se colapsa (después de la medicién).

de observar (medir) m; es p; = (Y| My,

Es comun denotar, los vectores no cero con |[v) € C". El estado del sistema
(maquina) en tiempo ¢ es [1)1) y el estado del sistema en tiempo ty > 1 es |i)y),
entonces [y) = Ulyy) donde U es matriz unitaria (esto es donde Id es matriz

identidad y U* es la transpuesta conjugada de U es decir U~! = U*).

Ejemplo 1.2. Sea

I
W = V2 V2
1 -1
V22
es una matriz unitaria. Luego el producto
4 1 41 1 0
wwr=|[ v2 2 V2 V2|
1 -1 1 - 01/’
V2 V2 V2 V2

entonces por el axioma([l.2] tenemos que W (llamada matriz de Walsh-Hadamard)

sirve como una “instruccién” en una computadora cuantica.

En nuestro caso computadora cuantica es un concepto indefinido, pero sigue los
cuatro axiomas de la computacién cuantica (el cuarto axioma es presentado mas
adelante). Ademds si supéngase que se tiene la médquina (sistema) con estado

inicial |¢9) = |0), el cual podemos usar el axioma(|l.1)). Ahora le aplicamos la
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maquina de evolucion descrita por W luego el estado cambia

o =wiay = | 2 ) ()= (F) = 50+ i

esquématicamente tenemos el siguiente circuito:

Mostraremos nuestro primer algoritmo cuantico, que genera bits al azar, utilizando

los cuatro axiomas de la computacién cuantica.

Algoritmo 1.1 Generar bits 0 6 1 al azar

Entrada: nulo
Salida: 0 6 1 al azar
1: Se prepara el sistema con estado inicial:

%) = 10) = (3)
2: Se evoluciona el sistema aplicando W al estado anterior:
|1h1) = WWO)

3: Observar el sistema usando matrices de medicion.

Analizando el algoritmo notemos que:

En el primer paso, utilizamos el axioma (1.1). Se prepara el sistema con estado

inicial: [¢g) = [0) = ((1))

En el segundo paso, utilizamos el axioma (1.2). Se prepara el sistema con estado

11
= = 0
inicial: [1py) = W|0) = “15 \/f
v o)\
En el tercer paso utilizamos el axioma ([1.3). Observando el sistema usando ma-
: . 10 0
trices de medicion tenemos: My = , My = , tal que

0 0 0 1
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My My + My My = MMy + My M,

10 10 0 0 00
= +

0 0 0 0 0 1 01

10 00
= +

0 0 01

10

01

Es decir My, M, cumplen la ecuacién de completez. La matriz M, se asocia a obser-
var 0 y M, se asocia a observar 1. Luego por axioma de medicién, la probabilidad
de observar 0 es: pg = (1| Mg Mylir). Nétese (Mo|ir))* = i) Mg = (1| Mg o
bien \/LPT)MOWQ.

Pero notemos que: [1);) =

~~
=
<~
I
—~
S-Sk

)y MiMy = M,y =

0

S s
S S

1
0
. o oo fr o0
Por consiguiente, (1] = [¢1)" = (75, 7) ¥, por tanto po = (75, 75)

S-S

1
5

10
Ademés el sistema se colapsa a —=My[;) = v/2 (
Vi 00

S-S
N~—
I
)

Analogamente se hace con M, lo cual tenemos p; = % y se colapsa a |1). Asi
el sistema se colapsa a : |0) con probabilidad 3 y |1) con probabilidad 1, lo cual

genera 0,1 al azar.

Observacion 1.1. Todas las matrices usadas son cuadradas, unitarias y las de

mediciones cumplen la ecuacién de completez.

Proposicion 1.1. Si [¢) y |¢) son vectores en C", entonces

a) (Ylp) =1 -
b) () = [[¥[.
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aq b1
- az by
Demostracion. Sea [)=] vie)=1 , entonces
an, by,
b
* %k * b2 * * *
a) <¢|90>:(a17a27""a’n) . :a1b1+a2b2+'”+anbn:¢'¢
by
aq aq aq
b) <1/}|¢> - (a17a27"'7an) . :a1a1+a2a2+”'+anan:
an, an, an,

= [l[*.

O

Observacion 1.2. En general, es mejor tener las propiedades de un objeto en si.

Por ejemplo: en lugar de tener a = 1.41423... es mejor tener a?

a=>2.

, es decir que

Siguiendo este principio, revisemos la medicion del algoritmo de generacién de
niimeros aleatorios. La medicién de |0)(0] = (})(1,0) = My v |1)(1] = ())(0,1) =
M.

El sistema se colapsa a \/%M()W)Q = \/Lpfo|0)(0|(\%|0> + \/Li|1>) = ﬁ\%ﬂm = |0),
1 0

con probabilidad % ya que (0]0) = [||0})]|* =1y (0[]1) = ) ( ) —0
0 1

y ademds que po = (¢1|MgMolihr) = (¢1[([0)(0)7[0)(0f¢r) = (O[¢o1)*(O¢hr) =

[(01h1)]* = |\/L§<0|0> + %<0|1> 2 _ %

Similarmente con M, tenemos el sistema se colapsa a |1), con probabilidad % :
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Definicion 1.2. Los escalares que acompanan a los estados (vector de norma)
se llaman Amplitudes y los estados [¢) v e®|y) (i2 = —1, £ € R, |e¥] = 1) se

consideran equivalentes.

Observacion 1.3. Notese que:

L (Ple™e[y) = (Y]v),
2. aly) + e%|ihy) con a € C no es equivalente a alih;) + |hy), i € C;

3. €% (aly) + |1he)) si es equivalente a ) + [thy).

Asi las fases globales en mecéanica cuantica se desprecian.

Fisicamente, el producto tensorial permite hacer un tratamiento unificado de las

propiedades cuanticas de los sistemas.

1.4 Productos tensoriales

El producto tensorial es una forma de combinar espacios, operadores y vectores.
Suponiendo que H; y H, son espacios de Hilbert de dimensién n y m respecti-
vamente. Entonces el espacio generado por el producto tensorial H; ® Hy es un

nuevo y mas grande espacio de Hilbert de dimension n x m.

Observacion 1.4. El producto tensorial de los vectores |¢) con |p) es [1) @ |¢) 1o

cual es un nuevo vector y el producto tensorial es bilineal.

Azioma 1.4. (Sistemas Compuestos) Si el sistema fisico (Cudntico) A tiene
espacio de estado, el espacio de Hilbert H; y se tiene un segundo sistema fisico
(cudntico) B con espacio de estado, el espacio de Hilbert Hs, entonces el sistema
compuesto AB tiene espacio de estado, el espacio de Hilbert H; ® Hy. Ademas si
|11) es el estado de sistema A y [1)5) es el estado del sistema de B en cierto tiempo

t, el estado del sistema compuesto en tiempo t es : [1)1) ® [1s).
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Consideremos la categoria de espacios vectoriales complejos: Vects. En Vects el

producto tensorial es un objeto que resuelve las siguientes propiedades universales:

Sean V, W € Vecte. Entonces la pareja (V@W, ®), formada por VW € Vectey
una funcion V. x W — V ® W bilineal, tiene la segunda propiedad universal, para
todo f: V x W — U bilineal con U € Vect, existe una tnica f: VeW —U

lineal que hace conmutar el siguiente diagrama:

VxWw LU
® f
Veow

Teorema 1.3. El producto tensorial existe en Vectc.

Demostracion. Sean V,W € Vects, se toma R el espacio vectorial complejo con

base {(v,w)|v € V,w € W}. Sea S el subespacio de V' x W generado por

(v1, Awy + paws) — A(v1, wi) — p(vr, we),
()\Ul + Hu2, U)) - )\(/Uh wl) - /,L(’UQ,’LU),
)\(Ula U)) - )\(U, ’lU),

p(v,w) — (v, \w).

Para todo v,vy,vy € V, para todo w,w;,wy € W | y para todo A\, u € C. Se
define T' = R/S € Vectc, por consiguiente se tiene el morfismo lineal canénico
p:R—R/S=Tyr—[r]=r+S5. Luego se define el tensor @ : Vx W — Ty
(v,w) — p((v,w)) = (v,w) + S.

Esto es ®(v,w) = [(v,w)], para todo v € V y w € W. Se define v ® w :=
®[(v, w)]. O

Afirmacion 1.1. El ® es bilineal.
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Demostracion. Sea v € V' 'y wi,wy € W con \,u € C

v ® (Awy + paws) — AMv @ wy) — p(v @ wy)
= [(v1, Awy + pas)] = Al(v, w1)] — pf(v, wo)]
= [(v1, Awy + pawvs) — Aw, wy)] = pl(v, ws)]
= (viAwy + paws) — v, wi) — pf(v, we)] + S
—0+5

=0.
Por lo tanto v ® (w1 + Aws) = (v @ wi) + A(v ® ws) es lineal derecho, de forma
analoga es lineal izquierdo, lo cual concluimos que ® es bilineal. O

Afirmacion 1.2. Existe f V@ W — U lineal tal que, el diagrama conmuta.

f

Vx W U
® f
VoW =R/S

Demostracion. Sea g : R — U lineal definida por g(v, w) = f(v,w) (recordar que
las transformaciones lineales se pueden definir en bases ). Ahora S C kerg. En

efecto, basta mostrar en los generadores:

9A(0,w) — (W, w)) = Aglv,w) — g0, w))
— M(v,w) — fOw,w)
— M (v,w) = Af(0,w)
=0.
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Por lo tanto S C ker ¢ entonces existe una funcién f : R/S — U, tal que:

R—T1 .yp
g f (1.1)
R/S

fl(v,w)] = g(v,w).

Ahora veamos que el diagrama (|1.1)) conmuta:

(f o ®)(v,w) = f(@(v, w))
= f(v ® w) por notacién de ®
= fl(v,w)]
g(v,w) por diagrama
= f(v,w),Yv € V,Yw € W.

O

Afirmacion 1.3. La funcion f' es la tnica que hace conmutar el diagrama 1}

Demostracion. Supongamos que existe h : V @ W — U tal que conmuta el dia-

grama siguiente.

Vx W —L U
® h
Vew

Sea z € V@W = R/S, luego z = [r] con € R pero R es el espacio vectorial
complejo con base {(v,w)|v € V,w € W}, o(vi,w) + p(v;,w’) + (0", w") € R,
asi r = o1(v,w) + - -+ + ox(vk, wy). Entonces z = [o7(vy,wy) + - -+ + ox(vg, wy)] =

o1(v1 @ wy) + -+ + o (vp ® wy).
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Lo cual tenemos

h(z) = h(o1(v1 @ wy) + -+ + op(vr @ wy))
=o1h(v; @ wy) + + -+ + oph(vy, @ wy,) pues h es lineal
= oy f(v,wy) 4+ -+ orf(vg, wg)) pues h conmuta
= Ulf(vl ®wy) + -+ kav(vk ®wy) pues fconmuta el diagrama
= floyw, @wy) + -+ flopve @wy) pues f es lineal

= f(2).

Por lo tanto h(z) = f(z), para todo z en V @ W, lo cual es tinico.

Dados V, W € Vectc existe W W € Vectc y ® : V x W — V& W bilineal tales
que resuelven el siguiente problema universal. Dado u € Vectcy f:v X w — u

bilineal. O

Observacion El producto tensorial abstracto de la propiedad universal, se puede

“realizar” (concretar) con el producto de Kronecker de matrices.

a1 ... Aim

Definicion 1.3. Sean A = | : : matriz m x n y B otra matriz, se de-

CLHB CL12B e almB
fine el producto de Kronecker de A con B como: ARQxB =

am B a2B...a,,B

—4 8
4 -1 2 8 16
Ejemplo 1.3. Con las matrices ® = y para las
2 2 A4 -2 4
4 8
0 0 0 —g
) 0 1 0 —i 0 0 2 0
matrices ® =
10 t 0 0 — 0 0
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Proposicion 1.2. Si |¢1),|¢2) € C™ y [1)1),[12) € C*, entonces

L (1) @ [1)" = (er] @ [)

2. (lp2) @ [12)) - ([p1) @ |91)) = (p2lp1) (Yalt1)

Realizamos el tensor ® como producto de Kronecker, para demostrar la proposicién.

ai b1 €1 di
Demostracion. Sea |p1) = | |, lg2) = | * |, [v1) = | P |, [t2) =
an, b Cs d;
Tenemos
1.
aq C1
le @] = 1] ¢ | @
a’n CS
a1,
a1Cg
a,C1
A Cs
= (ajc},...,aick, ... a5cy, ..., anCh)
=(aj,...,a;,) @ (cf,...,ck)
= [ip1)" ® [¢1)"
= (¢1] ® (Y1].

Por lo tanto (1) ® |¢1))* = (@1| @ [¢1).
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2. Tenemos que el producto de tensores

by dy a; c
(Ip2) ® |12)) - (lp1) @ [¢hn)) = S S ' Sl ®
bm dt (07% Cs
bldl a1Cy
bldt a1Cg
bmdl apCp
b dy QnCs

= (bidy)"arcy + - + (brde)"arcs + - - +
(bndr) ancy + -+ -+ (bpdy) ancs

= biai(djcr + - - - + dics)

+ -4 b an(dicr + - -+ dics)

= (Vlay + -+ bhan)(der + -+ dicy)

aq C1
a, Cs
= (alo1) (¥1]t2)

]

Observacion 1.5. Si z1,z9 € C entonces su producto de Kronecker es z1 ® zo = 21 25.

Notacién: los ket se pueden expresar de la siguiente manera: |00) := |0) ® |0),

101) := [0) @ [1), |000) := [0) @ |0) @ |0Y, ete.
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Algoritmo de Deutsch

El algoritmo de Deutsch es un algoritmo cuantico, el cual fue uno de los primeros
algoritmos disenados para ejecutar sobre un computador cudntico y que tiene el

potencial de ser mas eficiente que los algoritmos clasicos.

El propdsito del algoritmo de Deutsch es resolver el siguiente problema.

Problema 2.1. Sea B = {0,1}, f : B — B una funcién. Determinar si f es

constante 6 no, con solo una evaluacién de f [2].

El algoritmo de Deutsch ayudara a saber si una funcién de un qubit es una funcién

constante o una funcién balanceada, tal hace uso de los siguientes elementos.

2.1 Compuerta cuantica

Una compuerta cudntical6] es un dispositivo capaz de realizar operaciones unitarias
sobre los qubits (Deutch, 1985,1989 ). En mecénica cudntica, podemos actuar
sobre un estado 1) con una transformacién unitaria U. Algunas de las compuertas

mas importantes son: Hadamard (W), Pauli-X(X'), Pauli(Y"), Pauli(Z):

19



Capitulo 2. Algoritmo de Deutsch 20

El primer paso es denotar un operador unitario Uy que actie sobre dos qubits.

Sea la trasformacién : Uy : C* @ C? — C* ® C2.
Es facil hacer ver que |0) @ |0}, |0) ® |1),]|1) ® |0),]1) ® [1) es base de C* @ C2.

1 1
Ejemplo 2.1. El producto tensorial de los vectores : |0) ® |0) = ® =

0 0
1 0
0 1 0 1
vy [0) @ 1) = ® = estdn en C? @ C2.
0 0 1 0
0 0
Basta definir Uy en esta base.
Ur(liy @ |7)) = i) @ 7@ f(i)) i,5=0,1 (2.1)

donde @ es la suma modulo 2.

FEjemplo 2.2. Tenemos que la suma médulo 2:

060=0
0dl=1
1e0=1
1®¢1=0

Lema 2.1. La matriz U; es matriz unitaria.

Teorema 2.1. Sea A una matriz n X n compleja. Entonces A es unitario si y sélo

si A manda una base ortonormal en base ortonormal.

Afirmacion 2.1. Sea B = {]i) ® |7 ® f(i)) | 7,4 = 0,1}. Entonces el conjunto B

es la base canénica de C*.



Capitulo 2. Algoritmo de Deutsch 21

Demostracion. El conjunto B esta formado por:

=)
®
e
D
~
=]

Tenemos varios casos:

(
DIO) =0 y f(1
O =1 3 S
DFO)=1 y
Caso a) B = {|0) @ [0).|0) @ 1), 1) ® [0). 1) © 1)}
Caso b) B = {]0) ® [0),]0) ® [1),[1) @ [1),]1) @ |0)}
Caso ¢) B = {|0) @ [1).]0) @ [0).]1) ® [0).[1) © |1}
Caso d) B = {|0) ®[1).]0) ©[0).]1) ®[1).]1) @]1)}.

Luego U; manda la base candnica de C* ® C? = C*, por consiguiente Uy es matriz

unitaria. O

Ejemplo 2.3. Si f:{0,1} = {0,1}, es decir f(0)=1 y f(1) =0, entonces

Us(10) ©10)) = [0) @ [£(0)) = |0) @ [1),
Us(l0) ® [1)) = 10) @ [1 + f(0)) = |0) ® |0),
Up(I1) @10)) = [1) @10) = [1) @ |0),

Uiy @ 1) = ) @ [1+0) =[1) @1).

Luego U(]0) © 10)) = 0(]0) © |0)) + 1(|0) ® [1)) + 0(]1) @ |0)) + 0(|1) @ |1)) de

forma andloga con las tres bases.
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Asi tenemos la matriz Uy =

oS = O
o O =

0 0

0
1
0

- o O O

Proposicion 2.1. Si A,B son matrices cuadradas, entonces (A ® B)* = A* @ B*.

Utilizando el producto de kronecker demostraremos la proposicion.

Demostracion. Sean A y B matrices cuadradas. Realizando el conjugado del pro-

ducto tensorial, tenemos:

an B 12
(Ao By =| :
a'nlB anZB
(annB)*
(am B)*
a},B* aj,B*
=A"® B*

(a12B)*

(an2B)*

almB

Apm B

(almB)*

(ant)*

* *
ai,, B

nm

O

Observacion 2.1. Para todo |u), |v) € C", los productos tensoriales |u) ® |v) estan

en C"® C".

No es cierto, en general que |w) € C" ® C", existe |u) € C" y |v) € C" con

|w) = [u) @ |v).

Contraejemplo: Uno de los estados EPR (Einstein- Podolski-Rosen) es:

w) = —=[0) @ |0) +

V2

V2

1
1) @ 1) € C* ® C
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Demostracidn. Sea |w) # |v) ® |u) para todo |v) y |u) en C?, en caso contrario

a

si jw) = |v) ® |u), entonces |v) = , es decir |v) = al0) + b|1), similarmente

lu) = ¢c|0) +d|1).

Sustituyendo los valores de |[v) y |u), tenemos:

|w) = (al0) +0[1)) @ (c|0) + d|1))

= ac(|0) @ 0)) + ad(|0) @ |1)) + be([1) @ 10)) + bd([1) @ [1))

1 0 0 0
0 1 0 0
=ac + ad + be + bd
0 0 1 0
0 0 0 1
lo cual [w) = —=[0) &0} + —=|1) ®|1) € C" & C"
or 10 cua w) = — JE—
p S 7
1 1
7 0 7 ac
0 0 0 ad
— _|_ — —
0 0 0 be
1 1
0 7 v b
= ! = d d
ac = — ac = —
V2 2
1 1
S ad=0,bc=0,bd=—=0=—.
2 V2

Por lo tanto es una contradiccion.

2.2 Entrelazamiento cuantico

Una propiedad responsable de la potencia de los métodos del célculo cuanticos es

el entrelazamiento. El entrelazamiento es un recurso aprovechado en los métodos

de busqueda.

Definicion 2.1. Un estado en un espacio de Hibert H se encuentra entrelazado si

no puede ser escrito como un producto tensorial de sus estados.
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En general, si jw) € C"®C™ y |w) no puede ser escrito como como |w) = |u) ® |v)

se llama vector Enredado (Entrelazado) [1].
Ejemplo 2.4. El ket |5og) = \%\0) ® |0) + \%]1} ® |1) es un estado entrelazado;
ademds ) = 510} ® 1) + 5[1) @ [0), [Bro) = [0}  [0) — /1) @ 1) y

|P11) = Lz|0> ® 1) — %H) ® |0), también son estados entrelazado.

Afirmacion 2.2. La matriz U es unitaria si y soélo si:
LU =U"'s
2. 00 =1d=U"U &
3. U preserva norma < U preserva producto punto.

Teorema 2.2. Si U y W son matrices unitarias entonces también lo es U @ W.
Demostracién. Tenemos que, (UQW)(UQW)* = (UW)(U*@W*) = (UU')®
(WW~1) = Id® Id = Id, por consiguiente U ® W es unitario. O

Teorema 2.3. Si My, ..., M,, son matrices de medicion, entonces también lo son

My®@Id,...,. My ®Idy Id® M,,...,Id® M,,.

Demostracion.

Tenemos que MM, + --- + My M,, = Id luego

(M; @ Id)*(My @ Id) + -+ + (M,, @ Id)*(M,, ® Id)

= (M7 @ Id*)(M; ® Id) + - - - + (M}, ® 1d*)(M,, ® Id)
= (MM, ®Id)+ -+ (MM, ® Id)

= (MM + -+ M*M,,) ® Id)

=1ld® Id

= 1Id,



Capitulo 2. Algoritmo de Deutsch 25

y por ultimo

(Id® My)*(Id® M) + -+ (Id® M,,)" (Id ® M,,)
={d"@M)Id® M) + -+ (Id" ® My,)" (Id ® M,,)
={[d® M{M;)+---+ (Id® M; M,,)

— (M My + -+ M, M,,) @ Id

=1ld®Id
=1d
O
Definicion 2.2. Si My, ..., M,, son matrices de medicion actuando sobre C" y se

considera ademas el sistema compuesto C*®C™, se dice que se observa (se mide) el
primer sistema C™. Cuando se usan las matrices de mediciéon M ®Id, ..., M,,®I1d,

similarmente se dice que se observa (mide) el segundo sistema cuando se usan

Id® My, ..., 1d®@ M, (M, ..., M,, actuando sobre C™).

Definicion 2.3. Consideremos C", se dice que mide con respecto a la base del

calculo, cuando se usan las matrices:

1 0 0 00 0
0 0 0 0 0 0
Pl_ 5 'aPn:
0 : 0
0 0 0 0 0 1

Observacidn 2.2. Un espacio(de estados) muy usual es del tipo C?@C?*®- - -@C? =
Cc?".

Donde se dice que se mide el primer qubit para indicar medicién con respecto a la

base del célculo en el primer sistema. Esto es, se usan las siguientes matrices de
o 10 00
medicion PL®Id®- - -QIdy P,®Id®---®1d, donde P, = Py =
0 0 0 1
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Similarmente, para observar el segundo qubit se usa Id ® P, ® Id ® --- ® Id,
Id® P,®@Id®---® 1d, etc.

También en C?*®- - -®C?, medir el qubit mas significativo, significa medir el primer

qubit. El menos significativo, significa usar el n—ésimo qubit.

Observacion 2.3. Si U es matriz unitaria, ésta se acostumbra dibujar como un

circuito:

y la evolucion por esta se dibuja:

o) |¥)

Ademas, si W es una segunda matriz unitaria, el producto tensorial U @ W se

representa por:

1) 1)
[2) [2)

donde (U @ W)(|¢1) @ |a)) = [¢) es decir Ulpr) @ Wlpa) = [¢h1).

La matriz identidad Id se representa como:

) —— )

Con todos los elementos anteriores presentamos, el algoritmo de Deutsch.

La solucién del problema [2.1] tiene el siguiente diagrama:

o) ~[TH A

Uy

Tiene como entrada los |0) y |1), donde se mide el qubit mas significativo.
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El algoritmo de Deutsch (D.Deutsch [2]1985) utiliza los resultados anteriores para
explotar el que un estado se encuentre en una superposicién para obtener infor-

macion sobre la propiedad global de una funcién.

El algoritmo de Deutsch, queda de la siguiente manera, en la cual vamos analizar

paso a paso.

Algoritmo 2.1 Algoritmo de Deutsch

Entrada: {0,1}
Salida: f es constante o no.
1: Se prepara el sistema compuesto: |¢y) = |0) ® |1)
Se aplica la matriz W®" @ Id al estado anterior. |i1) = (W & W)|ty)
Se aplica Uy al estado anterior. |i9) = Uf|th1)
Se aplica (W ® Id) al estado anterior. |¢3) = (W & Id)|1s)
Se observa el sistema.

Descripcion del algoritmo de Deutsch
En el primer paso, utilizando el axioma (|1.1]).

Tenemos que [) = |0) ® |1) estado de preparacién el cual es un estado valido

pues es unitario. Sea

(Yolto) =
= (10)" ®[1)")(10) ® [1))
= (0 e ()0 @ (1))

(10) @ [1))"(10) @ 1))
(
(
= (0[0) @ (1]1)
{
1

—_

Se aplica la matriz W®" @ Id al estado anterior.
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Sea

[U1) = (W @ W)th)
= (W e W)(0)® (1))

= (W|0)) ® (W]1)) por la propiedad universal
(

1
. v@n><¢4m 5

0) ©[0) — —|0> ® )+ |1> ®10) - —|1> ® (1)

))  por definicién de W

En el paso tres aplicamos el axioma ([1.2]), por bilinealidad de ® tenemos:

[92) = Uyltn)
= Uf(%|o> ®1]0) — %|o> ® 1) + %ll) ®10) — %I1> ® 1))
= SUs10) 10)) = 3010} © 1) + 3Us(11) @ [0)) = 5Us(1) @ 1)

= 210) @ 7(0)) — 510) @ [~£(0)) + £ 1) @ [£(1)) — 5]1) ® |7 (1).
Ahora, nétese que tenemos dos casos:
i) Si £(0) = 0, entonces [ (0)) — [+(0)) = [0) — 1) = (~1)/([0) — [1})
ii) Si f(0) =1, entonces |f(0)) —[=f(0)) = [1) = [0) = (=1)/©(|0) — [1))

Por consiguiente, en cualquier caso

4a) = 210) @ (~1)/O(J0) © |1)) + 5]1) @ (~1)/ ([0} — 1)
(—1)/©

(—1)/™
= 510} @ (|0) = 1) + ~—— 1) @ (|0) - |1))
_ (=D 0) — 1), , (=D o) —[1)
\ﬂ) =7+ 7 ® ( \/5)
(=p/0 (=p/ 0) = 1)
(\f|0><ﬂ|>))®(\/§>

si f es constante.

— {(1) (7§|O> + \/L§|1>) ® |0>72|1>

(_1)f(0)(\/L§|0) — %|1>) ® |0>\;§|1> si f no es constante.
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luego

[v3) = (W @ Id)[2)

(

(—1)7@ W(\HO) ) ® \0>f|1> si f es constante

(—1)/© W(7§|O> f|1>) ® |0>f|1> si f no es constante

\
(

(—=1)7OW (W |0)) ® \0\[|> si f es constante

(—D)/OW W) ® ‘0>\;§ L s f no es constante

(—1)/O0) ® |0)\;§‘1> si f es constante

(_1)f(0)|1> ® |0>\;§‘1> si f no es constante.
\

Utilizando el axioma ([1.3)). Se mide en el primer qubit; es decir aplicar matrices

de medicion p; ® Id, po ® Id. Asi tenemos que si usamos py, el sistema se colapsa a:

[e) = & (pr®@Id)[s), donde 1o = ||(pr@1d)|s)|| = v/ (¥s[(pr @ Td) (pr @ Id)[¢hs).

Ahora, si f es constante

0 = —(pr ® 1)~ 1)O0) 10) = 1)y

_ (=)@ 0) — [1)
I P ®10) ® 7

_ (=@ o) — 1)
B Mo “ V2

donde

0) — 1)

7 )

m= \/ ool e R oo

=(0[1) ® %(<0|0> — (0]1) = (1]0) + (1[1))
=v1i®l

=1.

Por lo tanto [¢.) = (—=1)7©|0) @ ‘0\[ y [ constante con probabilidad 7y =
(Y3|(p1 @ Id)*(p1 ® Id)|hs) = 1. Sise usa p; y f es constante, el sistema se colapsa
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a: (=1)7O(0| ® L\ﬁm) con probabilidad 1. Mientras que si se usa ps ® Id y f
constante, el sistema se colapsa a nil(pz ® I1d)|y3). Esto resulta porque el uso de
p1 tiene probabilidad uno de ocurrir, mientras el evento relacionado con p, tiene

probabilidad dada por

P2 = (V3|(p2 ® Id)"(p2 @ Id)|¢)3)
= (Ys3|(p1 @ 1d)(p2 ® 1d)|1)3)
= (3]pa @ Id|1s)

_ (O = {1
= (0[1)(1[0)( 7
= 0.

0) - (1
V2

) )

Ahora si f no es constante, entonces |i3) = (—1)/?|1) ® % y para medir se
usa (p1 ® Id) o (p ® Id) y se procede similarmente que antes, para obtener que

se observa (—1)/1) ® %, con probabilidad 1.

En conlusién: si se observa en el primer qubit el estado final |1) se dice que f no

es constante; y si se observa |0), entonces f es constante.

Observacion 2.4. La eficiencia de un algoritmo se mide contando el nimero de
instrucciones elementales usada, segin la teoria de complejidad de los algoritmos.
En el algoritmo de Deutsch se usan tres instrucciones mas un llamado a la funcion,
una tarea muy importante en computacion es encontrar algoritmos con la mejor

complejidad posible.
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Algoritmo de Deustch-Jozsa

El algoritmo de Deutsch-Jozsa [3] es una generalizacién del algoritmo de Deutsch
(1992). En el problema de Deutsch-Jozsa nos dan una funcién cudntica (que
para nosotros es una caja negra) f(z1,xs, -+ ,%,) que toma n bits de entrada
x1,Ta, ..., T, y devuelve un valor binario f(xy,zs,- - ,z,). Sabemos que la funcién
es constante (0 en todas las entradas o 1 en todas las entradas) o balanceada
(devuelve 1 para la mitad de las entradas y 0 para la otra mitad); el problema
es entonces determinar cémo es la funcién (constante o balanceada) aplicando
entradas a la caja negra y observando su salida. Sea f : Bx---x B — B funcién
donde B ={0,1} (i.e f = f(x1,...,x,) funcién booleana de aridad n). Supongase

ademas que f es una de dos si es constante o balanceada.

Problema 3.1. Cual de estéds posibilidades es f con sélo dos llamadas a f (dos

“evaluaciones” de f).

3.1 Evaluacion balanceada

Definicion 3.1. Sea f: Bx --- x B — B con B = {0, 1}, la funcién f se llama
balanceada si |f~1(0)] = |f~1(1)].

Ejemplo 3.1. En la siguiente tabla muestra una funciéon balanceada donde tenemos
el mismo nimero de ceros que de unos en la segunda columna.

31
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z | ~f(z)
0| 1
1| 0

Ejemplo 3.2. Sea f(x1,xq,x3) = (mx1 Ao A—x3)V (—21 ATax3) V(T Ao A—s)

como observamos en la tabla es balanceada la funcién.

w1 | wp | w3 | f(T1,70,73)
11700 1
11071 1
117110 0
117111 0

Las funciones booleanas constantes son tautologias o contradicciones.

Una vez més, en este problema se supone que f es una caja negra, uno tiene acceso

a la formula de la funcion solo se tiene derecho a hacer evaluacién de la funcién.

El siguiente lema es de gran importancia para nuestro algoritmo de Deustch Jozsa.

Lema 3.1. Sea |K) un elemento de la base del célculo en C*" (ie. K es una cadena

de longitud n de ceros y unos) entonces

2m—1

W) = (~1)%"Ju)

NG

u=0

donde u se escribe en binario con n bits (u es cadena de longitud n de 0 y 1),

con W = WeoW®---9Wy K- Ku=ku + -+ kyu, donde a su vez

n
K=k,...,k,,u=1uq,...,u, con kju; €0,1,i=1,...,n.

Demostracion. Sea

WEMNK)=WeoWe- - @ W)|K)

~~
n

1

5= (10) + (=) 1) @ (10) + (=D)*[1) @--- @ ([0) + (=1)*[1))

ﬂ
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_ ! (J0---0) + (=1)*|0---01) + (=1) 1|0 ---010)+

=

+ (=1)Fn=21FFn 0. 011) +
(=1)*=2]0---0100) + (—1)F==>*»|0- .- 0101) + -+ - +
(=1)f==m]0 -+ 0110) + (= 1)1 *hn]0 - 0111) +

+ (=1)fthtetha1] .. ))
1
‘/2n

+ (_1)k1"'kn~0--~010|0 . 010> + (_1)k1"'/€n'0~--011|0 . 011>+

G (m )Rl
on—1

- (1))

]

Definicion 3.2. Para el algoritmo de Deutsch Jozsa utilizamos la matriz de Paulsi,

la matriz Z = lo cual a Z marca a |1) con cambio de fase —1; es decir
0 —1

0
Z10) = y Z|1) =
Consideremos la compuerta U; de dos qubits que definimos en el algoritmo de

Deutsch (R.1): Us(|iy @ [5)) = i) @ [ & f(i)) 4,5 =0,1.

En el algoritmo de Deutsch Jozsa, la compuerta Uy esta compuesto de n + 1
qubits. Si ky---k, € {0,1}, entonces se define Uglky - - kpknt1) = k1 kp) ®

|f(ky---k,) @ kni1) que es un elemento de la base del célculo.

El algoritmo de Deutsch Jozsa tiene el siguiente circuito:

0) —{W] W
: Uy Uy :
0) —{W] H W
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Para obtener la solucién del problema de Deutsch-Jozsa, aplicamos el siguiente

procedimiento.

Algoritmo 3.1 Algoritmo de Deutsch Jozsa

Entrada: La funcion f(xy, 29, -, 2,)
Salida: Si el vector es igual a |0, ...,0) entonces f es balanceada, en otro caso un
———

n
vector diferente de |0, ...,0) no es balanceada.
1: Se prepara el sistema con estado inicial:

|tho) =0...0)

2: Se aplica la matriz W®" ® Id al estado anterior.

1) = (WS @ Id)|t)o)
= (W®" ® Id)|00...0)
= (W® ®/00...0) ®0)

— 5 S )

3: Se aplica Uy al estado anterior.

[¥2) = Urlthn)

4: Se aplica (Id® --- ® Id) ® Z al estado anterior.

[3) = ([d® -+ ® Id) @ Z|by)

n

5: Se aplica Uy al estado anterior.

[¥4) = Ugls)

6: Se aplica W®" ® Id al estado anterior.

|1h5) = WO @ Id|1y)

7: Se observa el sistema.

Analizando el algoritmo de Deutsch Jozsa tenemos:

En el paso uno, utilizando el axioma ((1.2)).

Nuestro estado inicial es: [i) =]0...0).
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Aplicando W®" & Id a nuestro estado anterior:
p

[¥1) = (W*" ® Id)|tho)
= (W®" & Id)|00...0)

=W ®100...0)® |0)

2" -1

_ \/127 3 Juo).

En el paso tres aplicamos el axioma (|1.2)) al estado anterior:

[v2) = Uglyn)

2n—1
1
=Up— > |u0)
2n u=0

2" —1

_ % S uy @ |£(w)

Aplicando los axiomas de la computacién cudntica (1.1} , 1.3]), obtenemos los

siguientes pasos:

[3) = (Id® -+ @ 1d) @ Z)|1b)

_ (M®...®[d>¢%2:z:\u>® £ (w)
_ &g(ld® -+ Ta)(fu) @ | ()
_ ¢12_Z ) ®© Z1f (u)
. ;2_2 0} @ (~1)70) f(u)

S

= 3 [0 (1)) @ |fw)

[v4) = Uylips)
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v §<_1>f<u>|u> & 1 (w)
_ jQ_ jé(—nﬂuwf(\w ® |f(w))
- jQ_ j§§<—1>f<u>|u> ® |f(u) ® f(u)
. Vz_njz;:(—mﬂ%w & [0
l1hs) = (WE" @ Id)|1)s)
= (Ve g m)% jg(—l)fw(lu) ©10)
_ \/127 jzz_:(—nf(“)(W@” ® I1d)(|u) ® [0))
- = j2:<—1>f<“>wn<ru> ®0))
- J%g(_l)m\/;_”i_:< 1)*"|r) @ |0)
_ QLn zn_l(_l)ﬂu)m o 0) 4 QLn 2n_lzn_l(_1)f<U>+W)|ro>.

Luego para f tenemos tres casos:

1. Si f =0, el coeficiente de |0---00) en |¢)5) es [552"|* = 1, entonces |0 - - 00)
——

se observa con probabilidad 1.

2. Si f =1, el coeficiente de [0---00) es 55(—2") = —1 por consiguiente, la

probabilidad de observar |0---00) es | — 1]* = 1.

3. Si f es balanceada: el coeficiente de |0 - - - 00) es 0, la probabilidad de observar
|0---00) es cero.
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Por lo tanto si al hacer la medicion en el algoritmo de Deutsch Jozsa, se observa

|0---00), entonces se dice que f es balanceada.

En el algoritmo de Deutsch Jozsa se hizo uso de la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1. Si ]0),[1),...,]2" — 1) son elementos de la base del cédlculo y
supongase que el estado ) = ag|0) + aq|1) + -+ + azn_1]2" — 1), se observa con

respecto a ésta base canénica, que 1) se colapsa al éstado |i) con probabilidad |a|?,

coni=0,...,2"—1. Aqui |0) =[0---0), [1) =]0---01),]2) = |0---10),...,|2") =
——

1---1).

Demostracion. Por definicion las matrices de medicion que se usan, son las proyec-

ciones candnicas, tales satisfacen la ecuacion de completez. Calculemos el colapso

y sus probabilidades; por el axioma de medicién ([1.3)), el estado |0) se colapsa a:

1
donde
Bolip) = (|0)(0))|2)
= (10)(0))(ao|0) + a1[1) + - -+ + agn 12" — 1))
= a9|0){0[0) + a1|0)(0[1) + - - - 4 azn1]0)(0[2" — 1)
= ao|0)
luego [¢.) = HP()W) Rly) = \/—‘2 R|0) = |O> = €i9|0>, donde ay = |a0|ei9 es la

forma polar del complejo ay.

Observacion 3.1. Si |a) y |B8) son dos estados tales que |a) = €| 3), entonces |a)

se dice equivalente a |3) y €? se llama fase global.

Asf |1) se colapsa a €?|0) que es el estado equivalente a |0), se considera en-
tonces que |¢)) se colapsa a |0) (salvo fase global). La probabilidad de que se
de este colapso es (1| P Bylt) = (ao|0))*aol0) = ao(0]ag|0) = |ag|?, similarmente
11),12), ..., 12" = 1). O
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Definicion 3.3. Los nimeros complejos ag, aq, . .., asn_1 en [0) = agl0) + a1|1) +

oo+ agn_1|2" — 1) se llama amplitudes.
a
Observacion 3.2. Si |¢) € C? tal que |[¢) = , con a,b € C lo cual es de
b

norma uno, es decir ||[)|| = /]a2 + [b]2 = 1, por consiguiente |¢)) = a|0) +
b|1) = |ale?®|0) + [ble|1) = €?(]a]|0) + [b|e"¥~?|1)). Por la identidad de Euler
e = cosf +isinf y |e?| = cos?f +sin?f = 1, lo cual podemos escribir |¢) =
|la]|0) + |ble?®[1), con 0 < o < 27, donde o = ¢ — . Como |al? +|b]* = 1 se puede
escribir |a| = cos(f/2) y |b| = sin(5/2) con 0 < 5 < 7. Despreciando la fase global
el nuevo estado equivalente [¢)) = cos(3/2)|0) + sin(3/2)e™|1).



Capitulo 4

Algoritmo de Teleportacion

Cuantica

La teleportacion es una tecnologia cuantica inica que trasfiere un estado cuéntico
a una localizacion arbitrariamente alejada usando un estado de entrelazamiento
cuantico distribuido y transmision de cierta informacion clasica. La teleportacién
cuantica no transporta energia o materia, ni permite la comunicacién de infor-
macién a velocidad superior a la de la luz, pero es 1til en comunicaciéon y com-

putacién cuantica.

En la computacién tradicional para transmitir bits, estos son clonados o copiados
y luego enviados a través de diferentes medios . En computacion cuantica no es
posible clonar, copiar, o enviar qubits de un lugar a otro como se hacen con los

bits.

4.1 No-clonacion

El teorema de no-clonacion establece que no se puede hacer una copia perfecta de
un estado cuantico. Supongamos que tenemos dos registros: [¢) ( que queremos

copiar) y |B).

39
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Queremos realizar la transformacién |¢) ® |B) — [¢) ® |¢), para todo estado
|¢). Supongamos que se cumple |0) ® |B) — |0) ® [0) y |1) ® |B) — |1) ® |1).
Se sigue del principio de superposicién que un estado general transformara, como
(a]0) + 5]1)) ® |B) — «|0) ® |0) + B|1) @ |1), lo cual no es un par de copias del

estado original.

Si enviamos un qubit |0) donde 0 es un estado desconocido, el receptor no podra
leer su estado con certidumbre, cualquier intento de medida podria modificar el es-
tado del qubit, por lo tanto se perderia su estado, imposibilitado su recuperacion.
La teleportacién cuantica, resuelve este problema, esta se basa en el “entrelaza-

miento cuantico” para poder transmitir un qubit sin necesidad de enviarlo.

Problema 4.1. Se tiene dos partes A (Alicia) y B (Beto) que quieren comuni-
carse. Alicia tiene acceso a dos canales cuanticos, donde un canal cuantico es un
medio que permite qubits, tales canales corresponden dos sistemas compuestos que
interfieren entre ellos (producto tensorial). Beto tiene acceso a uno de los canales
de Alicia, a otro que soélo él puede usar; uno de los canales de Alicia es para su
uso privado, el otro lo comparte con Beto. La computacién cuantica permite tener

una correlacion Alicia con Beto [6].

Para cumplir este objetivo utilizamos las compuertas.

4.2 Compuerta controladas cuantica

La compuerta Pauli-X es conocida también como la compuerta NOT cuéntica, ya
que trasforma |0) — |1) y |1) — |0). Sin embargo, no es una compuerta NOT

cudntica universal, ya que no transforma |¢) — [F).

Observacién 4.1. Si U : CV — CV (U es N x N) es matriz unitaria cualquiera

entonces se define la matriz control-U denota C(U) = A(U) como la matriz
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C(U)=C*@CYN = C*®C",|j) en la base del calculo de C" cualquiera, donde
CU)=(0 ) =10 ej)y CU) = (1) @5)) = [1) @ U]j). En este caso [0),
|1) se llama qubit de control y |j) qubit controlado.

Ejemplo 4.1. La matriz X = : X : C? —» C?® C?, entonces la matriz

1
10
C(X): C?®C? — C*® C?, con C(X) = (|0) ®10)) = |0) @0) = (|1) ® |0)) =
1) ®X[0) =[1) @ 1)

Diagramaticamente C'(X) se representan como control NOT:

o bien

<

En general, las compuertas C'(U) se representan como:

17

[

Observacion 4.2. La compuerta control-not C'(X) ayuda a construir estados EPR:

0) {Wl——

0) S

V

Analizando el circuito tenemos:
En el primer paso, utilizando el axioma (1.1)): |1y) = |0) ® |0).

Se aplica la matriz W®" @ Id al estado anterior.
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[v1) = (W ® Id) @ |¢)
= (W® Id) ®|0)

= W[0) ©10)
11

=(ﬁ+ﬁ)®l0>

1 1
= —]00) + —
\/§| )

\/5\10>

Aplicando control-not (C'(X)), al estado anterior.

[¢2) = C(X)[¢n)

1 1
= C(X)(5100) + —7[10))
1

1
= \/§C’(X)|OO> + E(J
1 1

\/5|00> + Eym
= |BOO>'

(X)[10)

Lo cual |Byy) es un estado EPR, de forma analoga con los demas estados EPR.

Problema Tenemos que A quiere enviarle un qubit |¢)) a B donde |¢)) = a|0)+b|1),
cona,be Cy |a]*+ [b]* =1.

Observacion 4.3. Alicia no puede enviarle la expresién de |1)) a B por ejemplo,
correo electrénico, pues al observar Alicia a [1) lo perturba y este se colapsa a |0)

o |1), por el axioma de medicién; las amplitudes desaparecen.
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Consideremos el siguiente circuito para la solucién del problema

) (W] A

[7171
o) —{W]

Iy

10)

| ZM | [)

R
>
_><_
S

El circuito esta descrito por el algoritmo de teleportacion cuantica.

Algoritmo 4.1 Algoritmo de teleportacion cuantica

Entrada: Alicia tiene un [¢)
Salida: Beto tiene el |¢)
1: Se prepara el sistema con estado inicial:

[¢0) = 10) ®|0)

2: Se aplica (Id® C(X))(Id® W ® Id) al estado anterior.

(Id® C(X))(Id® W ® Id)|iy)

3: Se aplica (W ® Id ® Id)(C(X) ® Id) al estado anterior.
[V2) = (W@ Id @ Id)(C(X) @ Id)[¢r)

4: Se observa el sistema.

Analizando el algoritmo de teleportacién tenemos:

1. Alicia coloca (sin observar) a |1)) en su canal cudntico y al mismo tiempo
Beto coloca a |0) en el canal compartido y |0) en su canal cudntico privado, en

un sistema compuesto con el canal de Alicia. Para obtener [ig) = |¢) ® |00)

Y [$0) = |) ©0) ®10)

2. Beto aplica W al canal compartido y aplica una compuerta (NOT (control —

not) = C(X)) el qubit compartido y a su qubit privado, por consiguiente:
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1) = (Id ® C(X))(Id ® w @ Id)|1)o)
=(IdeC(X))(Id®we Id)(|Y) ® |0) ® |0))

— (Id® C(X)(|¥) ® %rm " %u» @ |0))

1 1
= (fd@C(X))(EW) ®0) ®10) + EI@ZJ
1 1
= E(fd@? C(X))(l¥) ©100)) + E(IC@ C(X))([9) @ 10))

1 1
= EW>®\OO>+EW>|H>-

)@ 1) ©10))

3. Alicia aplica una control-not, con qubit de control en su canal privado, entre

su canal y el compartido con B y luego aplica W a su canal privado.

1 1
[V2) = (W @ Id® 1d)(C(X) ®fd)(ﬁ\w> ® 100) + Elw ® [11))
(ponemos [¢) = al0) + b|1))
a b a b
=WeIld®Id)(C(X)® Id)(ﬁ\()OO) + Eylom + E|011> + E‘””)

—(Weld® Id)(%|000> + %mo) + %mm + %uom

_ gy1o1>
_ (@(aﬂ» +b|1)) + @wm —b|1)) + @(“m +0[0) + %)

(510} + 21)

4. Beto observa el canal compartido y Alicia observa su canal privado (ambas
mediciones con respecto a la base candnica). Sea |Ms) el estado observado

por Beto, y |[M?). Nétese que My =061, My =06 1.

5. Alicia le comunica M; a Beto, por un medio cldsico (correo,teléfono,etc.)

Beto aplica X2 en su canal privado y luego aplica ZM a éste mismo canal.
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Beto , después obtiene |1)) en su canal privado.

Observe que en canal privado de Beto no se hace ninguna observacion, lo que

previene cualquier colapso, en este canal.

Caso a) En el canal (qubit privado Beto estd a|0) + b|1)) al cual se le aplica
X%=1d yluego Z°= Id. Finalmente, Beto obtiene |¢) en su canal.

Caso b) En el qubit privado de Beto esta a|l) + b|0) al cual Beto le aplica para
obtener a|0) +b[1), por lo que X' = X (X|0) = 1, X|1) = |0)). Luego Beto le
aplica Z° = Id para finalmente obtener |1) = a|0) +b|1) en su canal privado.

Alicia observa | Beto observa
10) 10)
10) 1)
1) 10)
1) 1)

caso c) En el qubit privado de Beto estd a|0) —b|1). A este Beto le aplica X° = I'd
para al0) — b|1) y luego le aplica Z' = Z Z|0) = |0), Z|1) = —1 y obtiene
al0) +b[1) = [¢).

Caso d) En el qubit privado de Beto estd —b|0) + a|1), Beto le aplica X' =
X = —b|]1) + a|0). luego Beto le aplica Z' = Z para finalmente obtener
|Y) = b|1) + a|0) = al0) + b|1).

Como podemos notar Alicia tiene [¢) que al final lo tiene Beto.
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Algoritmo de Grover

Otra aplicacién de la potencia de la mecanica cuantica en la resolucién de proble-

mas computacionalmente, en busqueda de elementos en listas.

Problema 5.1. Sea f(xy,...,z,) funcién booleana tal que f es satis factible s6lo

para una asignacién de las variables [5]. Es decir:

f(ZL'l,...,l’n) =1&n :bg,l’g :bQ,...,SL’n:bn

donde (by, . ..,b,) son valores booleanos fijos o equivalentes | f~*(1)| = 1.
El problema es encontrar la asignacién (by, . . ., b,) que satisface a f. En la siguiente
tabla mostramos la asignacion de (by,...,b,) en la cual es marcada con 1

Ty | @2 | e | T | flE @, T)

00| --- |1 0

0|0 --- |1 0

by [ ba | -+ | by 1

111 1 0

46
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Observacion 5.1. La mejor estrategia conocida, clasicamente es hacer una buisqueda

. n ., . ’

exhaustiva, que usa % evaluacién de f (en promedio), se puede hacer una busqueda
. , . n . ’ . .

exhaustiva cuantica, que usa /2" = 22 evaluaciones de f, cudnticamente aproxi-

mada, en la cual obtiene una ganancia cuadratica.

Ejemplo 5.1. Si la base de datos tiene 10,000 registros, resolver la busqueda
clasicamente va a usar 5,000 evaluaciones de f, pero cuanticamente se usa solo
100 evaluaciones de f.

Observacion 5.2. Sea f(xq,...,x,) funcién booleana de orden n, esta funcién se

puede realizar cudnticamente como una matriz unitaria Uy.

De la forma siguiente definimos, una trasformacién lineal: U; : C*"®C? — C*"@C?

, mediante la siguiente:

Up(loy---an) @ |y)) = |21 -a0) @ [f (21, 20)) © [y)

donde y es 0 6 1 y cada z;, i = 1,...,n es también 0 6 1 es decir |z1---z,y),

z; = 0,1, y =0, 1 es la base canénica de C2""".

El siguiente teorema es de gran utilidad para poder resolver el problema.

Teorema 5.1. Sea Q = WU, W®"U; donde Uy|z) = (—1)/@|z) y

—lz) si xz=0---0
Uslz) =

|) otro caso

para todo z en la base del calculo de C? ® --- @ C? = C*¥". Ademds, sea |b) =
Z5=lbi - ba)  donde f7H(1) = (b, - by) y Im) = \/%7 Dy (1) (u en la base

del calculo de pertenece a la base canénica de C?) entonces

Q) = (g — DIB) + g} (5.1
QIm) =25~ DIB) + (o — lm). (5.2
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Demostracién. Por hipétesis tenemos que Q@ = W®"UyW®"Uy, por consiguiente:

Q[b) = W UyW =" Uy|b)

1
— WO W U —— by, . .. by,
0 f\/2—n’1 >

1
= —=WEUW e (=1)/ oty by)
NGT e
1
= —WW‘@”UOW@”UH, ooy b))
_ _LW@TLUOL 2&:_1(_1)(51 ..... bn) u|u>
voR Vo
1 2" —1
=~ 2 (L) )
u=0
1 2" —1 1
— _2_n (_1)(b1 ..... bn)uw®n‘u> 4+ (2_nw®n|0>)
u=1
1 2" —1 1 1 1
= == Y (=)t ER gy — —WER0) + (WE0)) + 5 WE(0)
1 2" —1 1
= —— —1 (b1, bn)“W@” W@’ﬂ 0
o u:0< ) [u) + 5 W 0)
1 2" —1 1
= =W (D) )] + S WE0)
e U e Lo
V28 N on—1
1 1
= — WeWe by, ... b, Wen|
NGT b1, ..., bn) + n 1 |0)
2" —1

1 1

1
\/Q—n\bb o bp) + F(ﬁ % u))

1 1 1
= —|b) + F(7|b1, b= > ()

v2r \/2_nu7éb1 ,,,,, bn
1 1
= 18} + 5o ) + g )
1
= (5 = DID) + 5 ).
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De forma analoga tenemos:

Q|m) = W®"UW®”Uf\/_ >

u#bl 7777 by,

= > WEUWE U u)

= > > (=D)wWErG|8)
1 2" —1
2" —1

— 5 Y W +§j 17916) - 10)

2m—1

= (2" — )WE|0) +

_ (1 — Ly > juy+ ~ (b1 b)) + [m)

= 21— o) (lm) + 1) + )
= 25— D) + 25 — Dlm) + fm)
=25~ D) + (5 — Dlm)
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Para “facilitar” cdlculos se normalizardn los vectores, por el teorema [5.4], tenemos

by = \/127 by - -+ b,) donde f1(1) = {(by,...b,)}, calculando su norma:

1B = /(0[b)

- by)

Luego, el normalizado de |b) es |B) = mﬂ)) = ( L ) (\/127> by - - by)
= |by - D).

Calculando la norma de |m). Dada |m) = \/%7 D kb, by |W); tenemos

[lm)|[* = (m|m)

1
= 1
2n
w#b1,...bn,
1
=—(2" -1
52" = 1)
B 1
= on

Por consiguiente |[[m)|| = y/1— 5; vy asi, el normalizado de |m) es: |[M) =

1 _ 1
T = I
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Normalizamos a Q|b) = (521 — 1) |b) + 52=|m). Multiplicando ambos lados de
Qlb) = (2n T — 1) ) + o= 1|m> or ﬁ = /2" obtenemos:
1
QYD) = (5 ~ V) + )
1 V2r ol
QB) = (5,— — DIB) + [l )
g -1 2t lm)]|

=

e DIB) + (x/l— i) Y2

—1)IB) + V).

= ( 5

2n—1

Normalizamos a Qm) = 2(5 — 1)|b) + (& — 1)|m). Multiplicamos ambos lados

1

por = ————, obtenemos:
|Hm>|| V1-k

1
Q im) = 2 \/7 \/7
1 1 oM
1 1 1 1
- (g - D) + 22 —i)
= (s~ DM - Yo ).
En resumen hemos llegado que:
QM) = (5 — DIM) — Y2 22B)
QIB) = Yo S M) + (5 — DIB)
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Multiplicamos ambos ecuaciones anteriores por —1 tenemos:

2n —1

QM) = (1 - i + Yo 2 By
~QIB) = —YZ =2 M) + (- )IB)

El subespacio generado por |M), |B) es invariante ante —Q|g, con lo que hemos

demostrado el siguiente teorema.

Teorema 5.2. Tenemos que

1 2n—1
_Q|S _ 1 on—1 on
V2n—1 1 1

“on—T_ — a1

donde 0 = arcsin(%2—="), S = span{|M),|B)} .

Ahora queremos poner —@|s en matriz de rotacién de sin y cos. Note que:

2 /om 2 n_
(1 - 277,171) + < 2271711) =1- 277,172 + 227}72 + 222n712 =L

, cosf) —sind ) By
Asf tenemos que —Q)|g = es una matriz de rotacién.
sinf  cosd
Teorema 5.3. (Espectral) Si A es normal entonces existe una matriz unitaria U

tal que UAU ! es diagonal:

& 0 ... 0
UAU =10 0 ... 0
00 ... &

Observacion 5.3. En general las matrices unitarias son rotacién, pues para el

teorema espectral, si A es matriz unitaria, entonces A es similar a una matriz
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diagonal de la forma

e? 0 0

0 e 0

A=T 7!

0 0 ... e

Lema 5.1. Se tiene que W®"|0) = cos(4)|M) + sin(%)|B) donde |0) = [0---0) y
——

0 = arcsin(2—").

Demostracion. Sea

2" —1

Wm0y = Z )

1
:ﬁ|b1,...,bn>+\/2_n > )

= [b) +[m)

1
:H|b>H|Hb>”|b>+HI )HWIW
= [[m)[[[M) + [ D[] B)

1 1
1——|M)+ —|B).
_-IM) + -|B)

Para continuar usamos nimeros complejos:

= cos 6 + sin 61

= ¢ (identidad de Euler)

n ceros
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2
por lo tanto < 1-— 2% +1 \/127> = ¢ sacando raiz cuadrada (rama principal)

obtenemos:

= cos(g) + isin(=)
1
= cos(i) =4/1— on
1

sustituyendo tenemos: W®"|0) = cos(£)|M) + sin(%)|B).

Teorema 5.4. Tenemos que U = (I1d®"@W)U;(Id®"®@W), entonces U(|x1, . . .

Para poder demostrar este teorema hacemos uso del siguiente circuito:

|71)

) W

Demostracion. Anélisis: Por el axioma (1.1), tenemos como entrada: |[¢g) =

|'T17 e 7:En> ® |1>

Aplicando (Id ® W) al estado anterior:

1) = (Id@ W) @ |¢o)
={Id@W)(|xy- - x,) @ 1))
1 1
%|0>—E!1>)
0)

:‘xl...xn>®(
1 1

Por el axioma (|1.2)), aplicamos U al estado anterior:
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|th2) = Uylehr)
= Uf(i|x1 cooxp0) — L|acl coxpl))

V2 V2

:%‘xl...xn>®|f(x1,...,xn)690>

’f(.’ll'l, Ce >$n) &) 1>

1

V2

|x1 .. .xn>®

1 1 -

- Em-.-xn) Q| f(z1,. .. 0)) — Em---m ® f(xl,...,xn)>
1 1

= (Jrg- ) ® (—D(E!@ - ﬁ|1>)
— (1) @) Ly @ WL,

Por tltimo al estado anterior aplicamos (Id @ W): |¢3) = (Id @ W)|hy) =
(Id@W)(=1)f ) gy oo ) @ WL) = (1) Erndjgy oo ) @ W2L) =

(Id @ WUHId Q@ W)|xy, -+, x,1) = (=1)F @) gy o g 1), (5.4)

(.4):

Caso 1) Si f(z1,...,2,) = 1, entonces (Id @ W)Us(Id @ W)|zy,...,x,1) =
(=D, ..., z,1).

Caso 2) Si f(z1,...,2,) =0, entonces (Id @ W)Ur(Id @ W)|xy, ..., z,)

= |x1, ..., 2p).

Esto significa que la matriz unitaria U; = (Id @ W)U;(Id ® W) marca a la asig-
nacién (registro) buscado. Podemos entonces suponer que tal matriz U r=Ury

que ésta tiene la propiedad siguiente Us|zy, . .., ) = (=1)/@n|zy 00 p)). O
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Definicion 5.1. Sea g(xy,...,x,) la siguiente funcién boolena

1 si z,=0,...,2,=0
g(z1,...,zp) =
0 otro caso.

La funcion g esta relacionada con Uy, donde Uj es la version cuantica de la funcién

g, entonces Ug = Uy como se definié en ([5.1).

La forma de resolver el problema (5.1)) cudnticamente sera por medio del Al-
goritmo de Grover. Tal consiste, esencialmente en iterar el siguiente operador

Q = WenU,Wwery,.

El algoritmo de Grover, tiene el siguiente diagrama:

0) (] W
: Uy : Us :
0) (] (W

Enseguida el analisis del Algoritmo de Grover, paso a paso:

Algoritmo 5.1
Entrada: La funcién f tal que |f~}(1)| =1
Salida: f~!(1)

1: Se prepara el sistema con estado inicial:

WO>:’0...0>
N——

= [0)°"

2: Se le aplica (W®") al estado anterior.

|1h1) = (W) |1bo).

3: Repetir k£ + 1 veces
Qlepr).

i) [¢2) = Q[¢n)
ii) |¢1> = W2>
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Andlisis:

Aplicando el axioma 1} tenemos nuestro estado inicial: 1) = |0---0) = [0)*".
——

Aplicando W®" a nuestro estado inicial: |¢)1) = (W®)|1hg) = (WE)[0---0) =
cos(4)|M) +sin(4)|B).

Aplicando @) al estado anterior:

|th2) = Q[¢1)
= (-1)QI)
= (~1)Q(eos()|M) +sin(3)BY)
_ [cos® —sind) [cos§
sinfl  cosd sin 2

2

Donde éstas son coordenadas relativas a la base |M),|B).

De forma anéloga con los siguientes estados:

|1h3) = Qlb2)
= (—1)Q|¢2>

cosf) —sinf cosf —sinf cos g
sinf  cosf sinf  cosf sin g
cos20 —sin26 cos g
sin260  cos 260 sin g

|?/1k> = Qkal)

[ cos(k—=1)0 —sin(k —1)f cos §
N sin(k —1)0  cos(k —1)0 sin &
= cos((k —1)0 + g)|M> +sin((k —1)0 + g)|B)

= cos(0(k — ))|M) + sin(@(k — 2))|B).
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Luego; la probabilidad de éxito de obtener |B) es sin*(9(k — 1)) después de k

iteracion de @Q, luego se quiere que sin®(0(k — %)) = 1, lo cual sugiere poner

Ok — %) = 5, estoes k —% = 75, es decir k = 55 + %, pero como k generalmente no

T 1 ’ ’
—T 4+ 2] de donde, éste es el nimero
2 arcsin 2%:171 2—| !

de iteraciones de @) en el algoritmo de Grover. El ntimero de iteraciones se toma

es un numero entero, es mejor poner |

el techo para tener una mejor aproximacion.

Antes se mencioné que el nimero de iteraciones de ) en el algoritmo de Grover

es k =~ +/2". En lo que sigue se formalizara tal hecho.

5.1 Funciones de orden

Para justificar a k, necesitamos definir el orden de la funcion.

Definicion 5.2. Sean f,g: N — R* funciones
i) f(n) € O(g(n)), siexiste c >0y N € R tal que f(n) < cg(n) para todon > N.
f(n) € O(g(n)) se lee “f(n) esta en el orden O de g(n)”

ii) f(n) € Qg(n)), siexistec >0y N € R tal que f(n) > cg(n) para todon > N.
f(n) € Q(g(n)) se lee “f(n) esta en el orden omega grande de g(n)”

i) f(n) € ©(g(n), si f(n) € O(g(n) y f(n) € Qg(n)). “(f(n) € O(g(n)) se lee

f(n) esta en el orden exacto de g(n)”.

Ejemplo 5.2. La funcién 2n? € Q(n?).

Demostracién. Existe ¢ > 1y N =1, (n € N) tal que 2n? > 1n?, sin > 1. O

Ejemplo 5.3. La funcién 2n? € O(n?).

Demostracion. Existec=3 >0y N = %, (n € N) tal que 2n* < 3n?,sin > % O]
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Expresemos aproximadamente k en términos de n (con n — 00), tal que k ~

cblﬁ
l\DI»—A

y 0 de la siguiente forma:

) 2421 — 1 ) on ]
f = arcsin — = arcsin [ 24/ ——

| ( 1 >
~ arcsin | 24/ —
2n

Q
DO

pues arcsin(z) &~ zsi x ~ 0, luego 6 ~ 2,/2% yvk= le—l—— entonces k &~ ——=+35 =

NGRSO,

o~
KIS
N

En lo que sigue necesitamos la siguiente expresién para 6.

Afirmacion 5.1. Sea 0 = arcsin(\/lfn) = arcsin(%a—1).

on—1

Proposicion 5.1. Si k = [Z + 1] con 6 = arcsin(42—"), entonces k € O(v/2") =
O(V27) N Q(V27).

Demostracion. i) Por demostrar que k € O(+/27).

Tenemos que sin(§) = \/27 por , entonces # = 2 arcsin( ﬁ) Ademas si

0 < x <, tendremos que 0 < sinz < x. Luego 0 < \/127 < m, para todo

n, entonces sin(\/%) < f lo cual indica 0 < W < 2 arcsin( }) entonces

W < 6 despejando, nos da < /2™, Multiplicando por m + 6 tenemos:

2( %) < 27/27, por consiguiente 1 < (”9) < Zv2", como 20 <+ 0y
0 < m, en general si x > 1, entonces [z] < 27, pues [z] —x < 1 < z, de

modo que [z] < 2z. luego [ZE2] < 2(ZH) < 7v/27, entonces k < mv/27,
por lo tanto k € O(v/2").

ii) Por demostrar que k € Q(v/2").

Tenemos que k = [Z + 1] y 6 = arcsin(*%2—) tal que 6 satisface sin(%) =

£ ycos(y) =4/1—2%. 810 <2<, demodo que 0 < z < tan(z) =

sin(x)

cos(z)’

: 0
entonces x cos(z) < sin(z). En partlcular si0<r=35 <75 <3, por
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consiguiente
() <sin(3) =
—cos(= sin(—
2 2 2
0 1 - 1 N
2 2n 2n
2\/ 5
0 < 2
_ 1
2’)1
B 2
V2ry /1 — o
B 2
V21

Si n > 0 entonces 2" — 1 > 2" 1 = %2", de modo que

b 7r+1 >7r+1
120 21720 2

ST 2n —1 n 1
2 2
ST %QH n 1
2 2 2
us 1
> o4 =
1
> =27
2
Asi pues (ﬁi — %)\/2” —i—% > 0, entonces k > %\/2” si n > 0. Luego

k € Q(y/27), por 1) y ii) se concluye que k € ©(y/27).

Todo lo que puede hacer una computadora clasica lo puede hacer (simular) una
computadora cuantica. Uno puede darse una idea de este fenémeno recordando que
esencialmente una computadora clasica calcula funciones del tipo f : B® — B™
donde B=0,1y B"= B x --- X B por lo cual,

flzr, .. xn)=fi(1, .. xn) oo o fn(T1, ..., 2,) donde cada f; : B — B es funcién
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booleana de aridad n, es decir f esta completamente determinada por sus com-
ponentes f;,7 = 1,...,m, luego, sabemos que tal f se puede escribir en términos
de A,V y = (AND, OR, NOT). Ahora, una computadora cuantica también puede

similar A, V y = con ayuda de la compuerta (matriz) de Toffoli, esta es C'(C(X))

01
donde X = es unitaria.
1 0
Observacion 5.4. Para que dos estados [1)1), [1)2) sean distinguibles, éstos tienen

que ser ortogonales: (11|1)s), porque en otro caso se obtienen problemas.

Ejemplo 5.4. Los vectores [¢) = \/L§|0> —i-\/gy |4p2) = |0) no son perpendiculares,
ya que (¢olih) = 7= # 0.

Supongamos que tenemos un sistema que puede estar en los estados [11) y |12)
y en base en ellos, tomemos una decisiéon. Se quiere definir una funciéon f :
{|11), |2)} — {0,1} tal que f(|1)) = 0y f(|2)) = 1 Si el sistema estd en
el estado [¢1) y se observa (en la base del célculo) luego se obtiene |0) = |¢2) con

probabilidad § 6 |1) con probabilidad Z luego f(|2)) =1 con probabilidad 5.

Observacion 5.5. Asi, estados ajenos, en mecdnica cuantica, son estados or-

tornomales.



Capitulo 6

Generalizacion del algoritmo del

Grover

Se va estudiar la solucién del algoritmo ha través de ecuaciones generales.

Problema 6.1. Dados las matrices P de tamano n X n y |B) de tamano n x 1.
Encontrar | X), tal que

PX = |b), (6.1)

donde P es hermitiana e idempontente .[7]

Generalmente, las matrices idempontentes son singulares.

Teorema 6.1. Si P es matriz cuadrada tal que P2 = P, entonces P singular o

P=1.

Demostracién. Supongamos P matriz nxn, tal que P? = P. Tenemos que P? = P,
entonces |P?| = |P| y por tanto |P?| — |P| = 0, luego |P|(|]P| — 1) = 0 y por

consiguiente |P| =0 o |P| =1, lo cual P es singular o P es invertible.

Si P invertible, entonces P? = P y por tanto P~1P? = P~'P, asi P = I, entonces

P es singular o P = I. O]

_>
Observacion 6.1. 1. Consideremos la ecuacion del tipo PY = b en casos no
triviales, es decir P # I y P # 0.
62
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2. Queremos encontrar un algoritmo cudntico que resuelve la ecuacién de la

_>
siguiente forma PY =b

3. Si A matriz cuadrada compleja, se define la exponencial e? como et :=

"1
S, AT = lim 3 — A7
n=yn k—o0 n!
n=0

4. Si la matriz A es diagonizable. Existe 7" matriz invertible tal que A =

& 000
Tlo -. o |7T'{, entonces
0 0 &n
ko & 00
eA=1m S — [T]o 0|7
k—)oonzo TL'
0 0 &n
i L&r 000
o -1
Spm T2 o e o T
0 0 &
ool 0 0
= lim7T 0 0 71
k—oo
0 0 Yoo mén
sl 0
=10 0
0 0 e

Definicion 6.1. Una matriz cuadrada A se dice normal si AA* = A*A donde A*

es la transpuesta conjugada de A.

& -+ 0

1. Silamatriz | ¢ *-. ! | es diagonal, entonces A es normal.
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Demostracion. Tenemos que

& - 0 & - 0 |§1|2 0

0 --- &, 0o - & o --. |nt2

y por otro lado tenemos

& - 0 & - 0 ‘§1|2 0
AA=1: . =+ ~ : : ' :
0o - & 0 - &, o --. |§n|2'
Por consiguiente, la matriz a es normal. O

2. Si A es hermitiana, entonces A es normal.

Demostracion. Sea A una matriz hermitiana, entonces A = A* luego A =

A* = AA = A? = A% A. -
3. Si A es unitaria, entonces A es normal.
Demostracion. Sea A una matriz unitaria, tal que A*A = Id = AA*. m

Observacion 6.2. En la ecuacién (6.1)) supondremos que P y |b) son conocidos.
Que P sea conocido significa que se puede usar " para cualquier 0 < ¢ < 27
andlogamente, que |b) es conocido significa que se tiene A una matriz unitaria tal

que A|0) = ”—éH]b) donde |0) es un vector unitario inicial.

Teorema 6.2. Si U es una matriz unitaria, si sélo si existe una matriz hermitiana

H tal que U = ¢,

Demostracion. (=) Si £ es un valor propio de U, entonces existe |v) vector propio
# 0 tal que Ulv) = ), por otro lado (U|v))*Ulv)=|v) " U*Ulv) = (v|[U*U|v)
— (u]o), entonces (€[v))"Elv) = (oo}, es decir [E2(0le) = [o)*€*€lo)=(clo), en

conclusién |¢] = 1, en la cual £ = ¢ para 0 < 6 < 2. Por lo tanto los valores
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de U son de la forma e, ademéds U es normal, entonces existe W unitario tal que

(por teorema espectral , tenemos que

51 e O eiel e 0
WOw="t=1: . | =
0 &n 0 eifn
9, -~ 0
donde Hy = | + .  |=€e!, donde H = W~'H,W, la cual es hermitiana
0 --- 0,

por que H* = (W H,W)*=W'H,W = H.

(<) Supongamos U = ¢ con H* = H, luego UU* = ¢ (¢t )* = ¢ille=iH —

= — 14 Por lo tanto U = e es unitario. m

Una suposicién importante para resolver (6.1)) es que la solucién |z), no sabemos

cual es , pero, si la vemos, la podemos distinguir.

Definicion 6.2. Si 0 < ¢ v ¢ < 27, entonces Q(¢, @, p) = €7 Jlamado

operador de Grover (6 kernel de Grover).

Proposicion 6.1. Si S el P-espacio ciclico generador por |X), entonces S es Q-

muoariante.

Demostracién. Por definicién S es el subespacio generado por | X), P|X),P? X),
P3|X),..., es decir S = span{|X), P|X)} = {z1|X) + 22 P| X )|z, 20 € C}.

Debemos demostrar que si w € S, entonces Q|w) € S. Para esto, basta probar

que Q|X) € Sy QP|X) € S.
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Tenemos que

Por consiguiente e = Id + (¢’ — 1)P, de forma similar ¢¥*XI = 1d +
(e — 1)|X){(X|. Ahora e¥X)XI| X)) = (Id + (e — 1)| X)(X])|X) = | X) + (e? —
1| X)(X]X)=€"]X).

asi
QIX) = ei¢P€iw\X>(XI|X>
= ei¢Pei‘p|X>
= ei“"eid’P|X>
=e”(Id + (e — 1)P)|X)
= e|X) 4 e (e —1)P|X) € S.
Por lo tanto Q| X) € S. andlogamente QP|X) € S. O

Proposicion 6.2. Si = |||b)||?, entonces

i) 1= (X|PIX).

ii) Si0 < pu < 1, entonces | X) y P|X) son linealmente independientes.
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Demostracion. i) Usando las definiciones, obtenemos que

p= o[
= (b|b)
= (|b))"P|X)
= (P|X))"P|X)
= |X)"P"P|X)
= (X|PP|X)
= (X|P|X)

ii) Supongamos 21, 25 € C, tales que
21| X)) + 20 P| X)) = 0. (6.2)

Por demostrar que z; = 2z = 0. Multiplicamos por (X| a la izquierda
ambos de (6.2), lo cual tenemos que z1(X|X) + 22(X|P|X) = 0, entonces
21+ pzo = 0. ahora multiplicamos por (b| ambos lados de (6.2)), se tiene que,
21(b| X) 4+ 22(b| P|X) = 0, entonces z; (X|P|X) + 29(b|b) = 0.

Tenemos las siguiente ecuacion zy + pzo = 0y pzy + pze = 0, cuya matriz de

1
coeficientes tiene determinantes = p—pu? = p(l—p) # 0, entonces

nop
21 = 2z = 0, por lo tanto | X), P|X) son linealmente independientes.

Tenemos que p = (X|P|X) = (P)x = E(P) donde p es el valor promedio del

observable P sobre el vector |X).

Proposicién 6.3. Si0 < u < 1 entonces la matriz asociada a €'*? con respecto a la
1 0

base | X), P|X) del P-espacio ciclico generado por |[X)es | .
e —1 1+ (e —1)
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Demostracién. El operador P en la base |X), P|X) se representa como P|X) =

00
0|X) + 1P|X), por otro lado P|X) = P*X) = PP|X), es decir P =
11
. : 10 : 0 0 1 0
Pero ¢ = [d+(e—1)P = +(e—1) =| A
01 11 €® —1 1+ (e — 1)

Lema 6.1. Si P es proyeccién ortogonal y |X) es vector unitario. El vector

= tiene norma al cuadrado p = tal que 0 < p < 1.
b P|X) ti 1 drad b)||? tal 0 1

Demostracion. Por demostrar que p < 1. Sea [¢)g) = P|X) — a|X), por definicién

tenemos

0< ||¢0H2 = (Yolvo)
= (X[P = (X|w)(PIX) — ulX))
= (X|P|X) — p(X|P|X) — p|X) P|X) + p*(X]X)
= —2u + i’
Por consiguiente 0 < p — pu? = pu(1 — p), entonces 0 < 1 — y, por lo tanto p < 1.
[
Sabemos que si 0 < u < 1 entonces | X) y P|X) son linealmente independientes

formando una base del P-espacio ciclico S generado por |X), y ademas S =

span{|X), P|X)}.

ahora calculemos la representaciéon matricial del X XI sobre la base | X), P|X).
Notemos que X)X X)) = | X) + 0P(X| y ademas XX P|X)=(Id 4 (e?¥ —
DIXN XN PIX)=P|X) + (¥ = DI X)(X|P|X) = p(e” = 1)|X) + P|X).

Hemos demostrado la siguiente proposicion.
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Proposicion 6.4. Sea u = |||b)||?, la representacién matricial de X} X| en la

base | X), P|X) de S el P-espacio ciclico generado por | X) es:

e’ u(e” —1)
0 1

Corolario 6.1. Sea Q = ere¥X)Xl v 1 = |||b)||?, entonces la representacién

matricial de @ en la base |X), P|X) de S el p-espacio ciclico generado por | X) es
e'? p(e” —1)
ei‘p(ei¢) —1 p(e — 1)(ei¢> - 1)+ et
Demostracion. Por la proposicion y , tenemos que
Q= 9P il X)(X]

1 0 e (e —1)
e’ —1 ¢ 0 1
e'? p(e? —1)

(€ —1)e* (e —1)e® — 1.

Problema: ajustar, ¢, o, n tales que Q"A|0) = | X)(AJ0) = i+ |b).

[16)1]
Observacién 6.3. Sea A una matriz unitaria y p = |[|b)||* tal que
1
Al0) = 7o [b)
Al
1
= WHX) € span{|X), P|X)}.

Entonces Q" A|0) € S pues S es Q-invariante, es decir Q"A|0) = a,,|X) + B, P|X)
donde

n

et p(e —1) 0 iy

i (ip io _ id _ i¢ L
e?(e” —1) ple” —1)(e?—1)+e 7 Bn
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ahora;

(X]Q"AJ0) = an(X[X) + Ln(X[P|X)

:O‘n‘i_ﬁnﬂ
On
= (1)
Bn
el p(e” —1) 0
=W e itp i¢ io | \ 21
e?(e” —1) ple?—1)(e?—1)+e NG

La expresion anterior es tutil pues:

Q"A|0) = o |X) + B, P|X)
= | X) + Ba(|S) + 1l X))

ya que |S) = P|X) — u|X), (X|S) = 0. Luego, la probabilidad de observar | X) en
Q", es [(X|Q"A|0)|? = |(an+ Bnpt)]?, 1o cual queremos que cumpla [(X]Q™A|0)|* =
1.

Observacion 6.4. Para continuar haremos uso de series formales con coeficiente

complejo.

6.1 Series formales

Las series formales son de gran importancia a la probabilidad de éxito del algoritmo

que se esta estudiando.

Definicion 6.3. Sea R un anillo (no necesariamente conmutativo). Una serie

formal con coeficiente en R es una funcién f: N — R.
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Definicion 6.4. Si f : N — Ry g: N — R. El conjunto de las series formales,

con las operaciones de suma y producto es:

(Suma) f+g:N—=R; (f+g)(n)=f(n)+gn),
(Producto) (fxg)(n); (f*g)(n)= Z F(@)g(j).

i+_72:n

Notacién: Si f : N — R es una serie formal se pone: f = Y > a,z", donde

an, = f(n), para todo n € N. Por consiguiente f =" f(n)z" .

Teorema 6.3. Sea R un anillo y R[z] el conjunto de todas las series formales sobre

R. Entonces (R[z], 4+, *,) es un anillo.

Demostracion. Necesitamos ahora probar, que se verifican todos los axiomas de

un anillo. Sean h, s,t € R[z], para todo n € N.

1. Por demostrar que (h + s) € R[z]. Sean h, s € R. asi (h+ s)(n) =
h(n)+ s(n), como h(n) € R[z] vy s(n) € R[z]. Entonces h(n)+s(n) € R[],
asi (h+ s) € R[Z].

2. Por demostrar [(h + s) + t](n) = [h + (s + t)](n).

Como [(h+ s) +t](n) = (h+ s)(n) + t(n) = [h(n) + s(n)] + t(n) = h(n) +

[s(n) +t(n)] = h(n)+ (s+n)(n) =[h+ (s+t)|(n).

3. Por demostrar (h + s)(n) = (s + h)(n). Como (h+ s)(n) = h(n) + s(n) =
s(n) 4+ h(n) = (s + h)(n).
4. Por demostrar, que hay un elemento 0 € R[z], tal que h 4+ 0 = h.

Denotemos por 0 la serie cero: 0(n) = 0, Vn € N., para cada h € R[z],
tenemos (h+0)(n) = h(n) 4+ 0(n) = h(n) +0 = h(n), para todo n € N. Asi

pues h +0 = hy 0 es el vector cero en R[z].

5. Por demostrar, que existe un elemento —h en R[z] tal que h + (—h) = 0.
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Se define —h : N — R[z] y (=h)(n) = —h(n) € R[z]. Si —h € R[z] ¥
h € R[z]. Ahora (h+(—h))(n) = h(n)+(—h)(n) = h(n)—h(n) = 0= 0(n).
De aqui h+ (—h) =0
6. Por demostrar, g - h esta en R[z].
Sean g,h € R[z] y n € N.
Ahora bien (g * h)(n) = h(n) * s(n), como h(n) € Ry s(n) € R. Entonces
h(n) x s(n) € R[z], asi (h*s) € R[z].
7. Por demostrar (h* (sxt)) = ((h*s) *t).
Sea h,s,t € R[[z]. Ahora bien (h x (s *t))(n) = h(n) x (s xt)(n) = h(n) *
(s(n)xt(n)) = (h(n)xs(n))xt(n) = ((hxs)*t)(n) ya que h(n), s(n),t(n) € R
, entonces (h* (s*t)) = ((hxs)xt).
8. Por demostrar hx (s+t) =hxs+hxty (s+t)xh=sxh+1txh.
Sean h, s,t € R[z], entonces (h* (s +1))(n) = h(n) * (s(n) +t(n)) = h(n) *
s(n)+h(n)xt(n) = (hxs+hxt)(n), ya que h(n), s(n), t(n) pertenece a R[[z],
por lo tanto h*(s+t) = hxs+hxt. De forma similar (s+t)xh = sxh+txh.
[
Proposicién 6.5. Sea R un anillo con unidad, la serie formal > a,z" tiene
inverso multiplicativo si sélo si ag es invertible en R.
Demostracion. [<] Supongamos ag es invertible, existe by € R tal que agby = 1 =

bo&o .

Por demostrar que existe Y ©°_ b,2™ tal que (307 an2™) (D _bmz™) =1 =

m=0

14+0z+0224+0224---.

Como

(Z anz”)(z bmzm) = &obo + (a0b1 +a; + albo)Z + (a0b2 + Cllbl + GQbO)ZQ + -
n=0 m=0

=14+0z+022 402"+ ---
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Nota: En general Y ° c,2" = > 2 d,2", lo cual ¢, = d,,, paran = 0,1,2,...,
en nuestro caso tenemos apby = 1, es decir by = a; ', ademas obtenemos que
aoby + a1by = 0, consecuentemente agb; = —aqbgy, por lo tanto aalaobl = —aglalbg

_ -1 -1

Luego b, = —aalalagl. En general agby, + a1bi_1 + asby_o + - - - + arbg = 0 lo cual
tenemos que by = aal[—albk,l — agbg_9 — -+ — agbp). Por consiguiente tenemos

nuestra serie Y °_ by,2™.
[=] Por demostrar que aq es invertible, tal que agby = 1, par by € R.

Ahora bien sea (> b,2™) el inverso multiplicativo de la serie (3"~ b,2™),

tal que b2 * bpz™) =1=1+4+0z+022+022+--- ., dos series
m=0

m=0

son iguale componente a componente, por consiguiente aghy = 1. por lo tanto ag

es invertible. O

e}

Ejemplo 6.1. Sea R un anillo con unidad, tal que (1 —z)~t =3 2"

(Esta serie formal se llama serie geométrica).
Demostracion. Sabemos que

(1_2)(2'2”):(1_Z+022+OZ3+“‘)(1+Z+22—|—Z3+...)
n=0

=1+(1-1z+1+(-1)40)2"+(1—-1+0+0)2"+ -

=1

y (302, 2") (1 —2z)=1. Por lo tanto (1 — 2)~t = > 2" O

Ejemplo 6.2. Sea R un anillo con unidad y r € R cualquiera (1 — rz)™! =

Yo g2
Ejemplo 6.3. Sea A una matriz n X n con coeficiente complejos A € M,,(C) anillo

de matrices complejas n X n. Entonces (Id — Az)™!1 =" ja"z" .

Definicion 6.5. Se define la serie formal en variable z como g(¢, ¢;z) =

2o (X[QMAJ0)z" = (X[ 3207, Q2" Al0) = (X|(Id — Qz) 7' A|0)=.
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Pues la serie Y2 Q"z" = (Id — Qz)~! es una serie geométrica.

Observacién 6.5. Sea Id — Qz = 1d2° + (—Q)z"' + 02* + 023 + - - - serie formal
con coeficiente en el anillo M, (C) de matrices n X n complejos y (Id — Qz)~! es

el inverso en el anillo de estas series formales.

Lema 6.2. Sea A matriz compleja n x n, sea | X),|Y) € C" arbitrarios, entonces
oo (X|A*|Y) 2 = (X|(Id — zA)7'|Y) donde Id — 2@ es matriz con coeficientes

y variable z.

Observacién 6.6. Supongamos que ¢ = ¢ = 7y u = |[|b)||* , entonces Q =

-1 —2u
en la base | X), P|X).
2 du—1

Calculemos la serie formal

NE

9(d,p52) = > (X|Q"A|0)z"

0

n

NE

(X|(Id — 2Q)~" A|0) por el lema 1}

I
o

donde | X) =1-|X) +0P|X); luego (X| = (1,0) y como

1

o

pl0) =

1
= PIX)

—0x) + %P|X>.
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1
Es decir p|0) = N Luego
7
-1
1+ 2 2uz 0
g(m,m; 2) = (X] .
—2z 1+ (1—-4p)z 7
2
= (X]
2

= (X[(GalX) + 2:P1X))
= %1 + S5 (X|P|X)

= X1+ op

k-
S22+ (2—-4p)z+1

— —2/pz — z+1
, donde X = g g ¥ 22 = Za@mer e aane -

Por consiguiente hemos demostrado el siguiente.

Teorema 6.4. Sea g(¢,, z) una serie formal en variable z , donde ¢ = ¢ =7y

w=||b)||?, entonces

—Viz—1) (6.3)

g(m,m z) = T Sy ——y

Calculemos la serie de Taylor de lado derecho de la ecuacién (6.3) alrededor de

zo = 0, desarrollando las fracciones parciales. Sea

24201 —2u)*+1=0 (6.4)

—2(1-2p)%/4(1-2p)2 -4 _ Q=1+ JO—2uP =1 = (2u—1) +

tal que z = 5

2i/p(p —1).

Es decir ¥ =2 — 14 2iy/p(1 — p) y * = 2u— 1 — 2i/p(1 — p) son raices de la
ecuacion (6.4)) y por consiguiente |X|? = (2u — 1)% +4pu(l — p) = 1.
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Sea 0 = €', para dngulos convariantes. Sabemos que

_\few B = —VH

6’9+1 9 6“9+1

lo cual tenemos que A = asi

. —k k k+1 _k
g(m,m;z) = U+1Za 120 z

— o+1 o+1
VA 2414k
k=0
Entonces queremos que 1 = |W(1 + o2 )| = | J+1)| 11+ o?*+1| por definicién

c=e%=2u—1+ 12,/p\/1 — 1, despejando tenemos o + 1 = 2 + 12, /juy/1 — p,
entonces |0 +1|> = 4p?>+4—4% lo cual 1 = w, por lo tanto 4 = |1+ o212,
Como o2k = ¢0(k+1) tenemos 0(2k + 1) = 2, luego 2k + 1 = 2= entonces k =

2180 ~ [22497. Lo cual concluimos que k = 23] para 6 = arcs1n(2\/_ /1= p).

6.2 Ejemplos

Dados las matrices P, |b), encontrar |X) tal que P|X) = |b) donde P* = Py
P?=P.
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3242041 z+( 517 378) V2941

1 _ 6i—7
‘ — 6 6V17 - 1038173
Ejemplo 6.4. Dado P = 6itT 5 ylb) = 30v/2941i+(270 V/17+35) v/2941
6v17 6 1038173
tal que
1 6i7 | 324V204Ti+ (- 5\/ 7-378) \/2941
6 61T o1
6it7 5 30 /2941 i+(270 \/17+35) V2941
R €2 3
6 V1T 6 10381732

X1
Sabemos que P es hermitiana e indepotente. Queremos encontrar | X) = ,
Xo
tal que (X|X) = 1 y se una tunica solucién marcada. De modo que |X) =
5
V2941 1 E] algoritmo va a calcular esta solucién, para distinguirla se marcara
54
V2941
con la matriz e*X1%) Entonces se define Q = e"e*X1X) con ¢ = ¢ = 7.
Por lo cual
2 _ 7—6i 2891 540
Q= 3 317 2041 2941
_ 647 _ 2 540 _ 2891
3V17 3 T 2041 T 2041
_ 3240i—5782/17—3780  _ 17346i+1080 v/17—20237
3 3
— 519172 519172
_ 17346i—1080 /17420237  3240i+5782+/17+3780
3 3
519172 519172
. __ 3780174248285
Calculando el nimero de veces que aparece () , tenemos que p = ==-Ygaesm==2
y 6 = 0.708650016424268, por lo cual el nimero de iteraciones K = [2242], d

modo que: K = 5.

Necesitamos A matriz unitaria tal que:

324 /1038 v2941 i+(75 vV 177378) V1038 /2941

Al0) = 1038 v/17 /3780 v/17+248285
30+/1038 \/Mi+(270 \/ﬁ+35) /1038 /2941

103817 \/3780 V174248285

Verifiquemos el resultado con el numero de iteraciones: (X|Q°A[0) ~ —0.7276,

luego la probabilidad de observar | X) es aproximadamente |u|? = 0.5294.
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Ejemplo 6.5. Dados las matrices Py |b) :

52 —127—104 —1764:+54
53 53v41 V53v541v/9613
P = —104+4127 17713 —184104¢—15552
53541 28673 54115319613
1764i+54 184104i—15552 217
V53v54v/9613 541v/53v9613 541
y
(3i+4) ( 54 _ 1764 ) (7 126 104 )
V535419613 /535419613 ) 53541 53 /541 + 2601
V131 V131 53131
(3i+4) (_ 1841047 15552 ) 54 ( 124 104 )
|b> = 541+/53/9613 541 /53 /9613 + 53v541 53+641) 159417
V131 V131 28673 v131
54 ( 176414 + 54 ) 9 ( 18410443 15552 ) )
/53 /541 /9613 ' \/531/541/9613) 541+/53 /9613 541 /53 /9613 + 217 (3i+4)
V131 V131 541 /131
L1
Tenemos que P es hermitiano e idepotente. Queremos encontrar | X) = | 2, |, tal
T3

que sea unitaria es decir (X|X) = 1 y que satisfaga dicha ecuacién P|X) = |b).

El algoritmo va a calcular la solucion. Para distinguirla se marcara con la matriz
5i
V131

e XX digamos que nos interesa | ——2— | . Entonces se define
V131
3it4
V131

—0.167% — 0.645 —0.5527 — 0.131 0.366,7 + 0.317
Q~ | —0.04397 — 0.205 0.6737i —0.28  0.6397 — 0.124
—0.126¢2 — 0.704  0.303:+0.236 —0.506¢ — 0.29

Calculando el nimero de veces que aparece (), tenemos que: p = 0.4463577936872
y 6 = 1.463305034555196. Por lo cual el nimero de iteraciones son K = 3.

Necesitamos A matriz unitaria tal que:

0.59874 + 0.1427
Al0) = | —0.32047 — 0.5675
0.1877 — 0.4016 %
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Verifiquemos el resultado con el nimero de iteraciones, tenemos que Q*u|0) =~
0.23677 — 0.07.629
0.17137 — 0.6988 |. Entonces (X|Q3A|0) ~ 0.00049i + 0.91, luego la proba-

0.54887 + 0.3451
bilidad de observa |X) es |u|* = 0.83.

FEjemplo 6.6. Dados P =

25 648 9960 _ 108
73 73/566 V219 /283 /19858 v/219 /9929
648 16285 134460 _ 1458
73/566 20659 V219 /283 /566 /19858 V219 /566 /9929
9960 134460 2465457 7470
V219283119858 /219 /283 /566 /19858 2809907 /283 /9929 /19858
. 108 . 1458 7470 9848
V219 /9929 v/219+/566 /9929 /283 /9929 /19858 9929
y |b) =
25 (13i—5) + 249004 B 3888 + 486
146 v/111 V111 /219 v/283 /19858 73/111 /566 V111 /219 /9929
_324(13i-5) + 3361504 4 _9TT10i 6561
73 /111 /566 V111 /219 /283 /566 /19858 20659 V111 V111 /219 v/566 /9929
4980 (13i—5) + 806760 % 4+ 123272850 33615
V111 /219 v/283 /19858 V111 /219 /283 v/566 /19858 5619814 /111 V111 /283 /9929 /19858
54 (13i—5) 186754 8748 44316

T VITIV2I9 V0035 | VITIVESS V0920 V10558 | VITIVAI9 V300 VauE | 3929 VTl
Sabemos que P es hermitiano e idempotente. Queremos encontrar un |X) =
T
2 , tal que (X|X) = 1, que satisfaga dicha ecuacién P|X) = |b).
T3
Xy

El algoritmo va a calcular la solucion, para distinguirla se marcara con la matriz

13i—5
2v11

i

2

e?lXNX1 - digamos que nos interesa | X) = VIL 1 Entonces se define Q =

%
2v11

9
24111

ot

—_

P eXIX) con ¢p = ¢ = .

Lo cual nos dice que
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0.06057 — 0.348 0.194 — 0.157: —0.06527 — 0.798  0.414¢ + 0.0292
0.577 —0.2367 —0.2427 —0.64 —0.101¢:—0.349 0.0474¢ — 0.0985
0.389 —0.139:  0.184:+0.49  0.0768¢ — 0.416  0.075 — 0.609¢
0.534¢40.178 0.4397 — 0.0566  0.1837 — 0.122 0.1057 — 0.655

Calculando el niimero de veces que aparece (), tenemos que la relacién de @) la
probabilidad es p ~ 0.4852728392995 y 6 ~ 1.54133774484651; esto implica que

el namero de iteraciones K = 3.

0.94987 — 0.07175
. L 0.3689 + 0.1526 .
Necesitamos A matriz unitaria tal que: AJ0) ~ . Veri-
0.6827 — 0.1161

—0.088077 — 0.5832
fiquemos el resultado con el niimero de iteraciones

(X|Q*A|0) = 7.3 x 107%i + 7.8 x 107"

La probabilidad de observar | X) es aproximadamente |u|? = 0.6023.



Conclusion

El presente trabajo tuvo como objetivo el desarrollo del algoritmo de Grover,
como un problema de bisqueda de soluciones en sistemas de ecuaciones lineales
no homogéneos y singulares. Se hizo un andlisis de la literatura sobre el tema y de

los postulados matematicos relacionados a la teoria de la computacion cuantica.

Mencionamos tres ejemplos de ecuaciones lineales no homogéneas y singulares,
para comprobar si nuestra aproximacion al resultado es satisfactoria. Tuvimos
una probabilidad de éxito mayor al 0.50, lo cual nos es favorable para nuestro

trabajo.

A futuro queremos investigar ecuaciones cuyos coeficientes no sean idempotentes,

por ejemplo tripotencia, tetrapotencia, etc.
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