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RESUMEN

La resolucién de problemas es una habilidad fundamental para el desarrollo de
competencias cognitivas y el éxito académico de los estudiantes. Entre los
diversos tipos de problemas, los que involucran la nocion de "sobra y falta" son
de especial interés, ya que requieren un andlisis y razonamiento complejo para

encontrar soluciones adecuadas.

El presente trabajo muestra los resultados de la aplicacion de una prueba en la
que se plantean dos problemas de "sobra y falta": uno de cardcter matematico y

otro en el que se involucran conceptos bésicos de cinematica.

Esta prueba se aplicé a diferentes niveles educativos: secundaria, nivel medio
superior y universidad (alumnos de nuevo ingreso de la facultad de ciencias

fisicomatematicas).

En la aplicacién de la prueba se hicieron dos modalidades. Con los alumnos de
secundaria y bachiller solo se aplic6 la prueba de manera individual y con los
alumnos de universidad se dio un seguimiento mas detallado con base en sus
resultados de su examen de razonamiento 16gico y reflexiéon cognitiva. Se aplicé
la misma prueba, pero ahora de manera grupal en donde los alumnos

comentaron y defendieron sus respuestas.

Al finalizarla fase grupal se hizo una reflexion evaluativa sobre los dos problemas

a los alumnos universitarios.

Se encontré que los alumnos con mayor puntaje en sus pruebas de razonamiento
légico y reflexiéon cognitiva tienden a resolver de manera exitosa ambos
problemas, utilizando métodos algebraicos, mientras los alumnos con puntajes
menores suelen usar métodos aritméticos que no siempre los llevan al resultado

correcto.
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Capitulo 1
INTRODUCCION

Alo largo de la historia, la resolucién de problemas matemaéticos y fisicos ha sido
una actividad clave para el desarrollo del pensamiento critico y la comprension
del mundo natural. En el contexto actual, esta habilidad sigue siendo esencial
para enfrentar los retos que la sociedad demanda en diversos campos, como la

ingenieria, la ciencia y la tecnologfa.

En esta tesis nos enfocaremos particularmente a los problemas de falta y sobra,
que son un tipo comun de problemas matematicos que se aplican en diversas

situaciones de la vida cotidiana, como en compras y presupuestos.

Los problemas de falta y sobra se utilizan en la ensefianza de las matematicas,
especialmente en la educacioén primaria y secundaria. Estos problemas son ttiles
para ensefiar a los estudiantes conceptos como adicién, sustraccion, igualdad y
desigualdad, y también son una buena manera de desarrollar habilidades de

pensamiento 16gico y resolucion de problemas.

Este trabajo presenta los resultados de la aplicacién de una prueba que consistié
en plantear dos problemas extraidas de los libros de texto de Singapur, una de
naturaleza matematica y la otra que aborda los conceptos basicos de la fisica, em

los diferentes niveles educativos: secundaria, preparatoria y universidad.

La prueba se aplicé en dos modos, con pruebas de aplicaciéon individual para los
estudiantes de secundaria y preparatoria, mientras que con los estudiantes
universitarios se dio un seguimiento mas detallado basado en sus resultados de

razonamiento 16gico y cognitivo.

La misma prueba se aplic6 de manera grupal, donde los estudiantes
universitarios comentaron y defendieron sus respuestas. Al final de la fase

grupal, se realizé una reflexiéon valorativa sobre los dos problemas planteados.



Capitulo 2
MARCO TEORICO

2.1. Resolucién de problemas fisico-matematicos y el impacto en la sociedad

La resolucién de problemas fisico-matematicos es una habilidad esencial para el
desarrollo de la sociedad en mdltiples aspectos. A continuacion, se presenta un
marco tedrico detallado que explica como la resoluciéon de problemas fisico-

matematicos impacta en la sociedad.
Contribucion a la innovacion tecnologica

La resolucién de problemas fisico-matematicos es esencial para el avance en areas
como la tecnologia, la ciencia y la ingenieria. La capacidad para resolver
problemas matematicos y fisicos es fundamental para el disefio de sistemas de
tecnologia avanzada, la creacién de nuevos productos y la mejora de procesos de

produccion (National Research Council, 2011).
Desarrollo econémico

El desarrollo de habilidades en matematicas y resolucién de problemas tiene un
impacto directo en la economia de un pais. Los trabajadores que poseen
habilidades matemaéticas avanzadas son mas propensos a obtener empleos mejor
remunerados y contribuyen al crecimiento econémico de sus comunidades

(OECD, 2019).
Mejora de la calidad de vida

La resolucién de problemas fisico-matemaéticos también tiene un impacto directo
en la calidad de vida de las personas. Por ejemplo, los avances en tecnologia
médica, como los equipos de diagndstico por imagenes, se basan en gran medida
en las habilidades matemaéticas avanzadas y la resolucién de problemas (OECD,

2019).



Toma de decisiones informadas

La resolucién de problemas fisico-matematicos también es esencial para la toma
de decisiones informadas. Las personas que poseen habilidades en matematicas
y resolucion de problemas son mads capaces de comprender y evaluar la
informacion, lo que les permite tomar decisiones informadas y hacer elecciones

basadas en datos objetivos (Siegler & Lortie-Forgues, 2015).

2.2. Medicion del rendimiento en la resolucién de problemas matematicos.

Existen diferentes pruebas y evaluaciones a nivel mundial para medir la

capacidad de resolver problemas matemaéticos en los estudiantes.

A continuacién, se presentan algunas que han destacado en su cobertura y

resultados:

Pruebas PISA: La Organizacién para la Cooperacion y el Desarrollo Econémicos
(OCDE, n.d.) administra cada tres afios la prueba PISA (Programa para la
Evaluacion Internacional de Estudiantes), que evaltia el rendimiento de los
estudiantes de 15 afios en matematicas, ciencias y lectura. La prueba se aplica en
mas de 70 paises y se enfoca en la capacidad de los estudiantes para aplicar sus

conocimientos matematicos a situaciones de la vida real (OCDE, n.d.).

TIMSS: El Estudio Internacional de Tendencias en Matemaéticas y Ciencias
(TIMSS) es otra evaluacién a nivel mundial que se realiza cada cuatro afios. Esta
prueba se enfoca en medir la comprensién de los estudiantes en conceptos
matematicos y cientificos y se administra a estudiantes de cuarto y octavo grado.

(TIMSS & PIRLS International Study Center, n.d.).

AMC: La Competencia Matemaética Australiana (AMC) es una prueba anual que
se aplica en varios paises de todo el mundo. La prueba se enfoca en la resolucion
de problemas matematicos y estd disefiada para estudiantes de primaria y

secundaria (Australian Mathematics Trust, n.d).



Debido al alcance mundial y a la participacion de México nos enfocaremos en la
prueba PISA aplicada en México desde el afio 2000 y que hasta la fecha ha estado

presente en todas las ediciones de la prueba.

Desafortunadamente los resultados de México han sido muy por debajo

comparado con los resultados mas destacados de dicha prueba.

Singapur por ejemplo ha tenido un desempefio consistente y muy alto en la
prueba PISA desde que comenzé a participar en ella en el afo 2000. A
continuacion (Tabla 1), se muestran los resultados de Singapur en las tres areas

evaluadas en cada uno de los afios que ha participado:

Afio Matematicas Ciencias Lectura
2000 598 605 587
2003 575 542 549
2006 548 543 542
2009 562 542 526
2012 573 551 542
2015 564 556 535
2018 569 551 517

Tabla 1. Resultados de Singapore. Fuente OCDE. (2020)

Como se puede observar, Singapur ha mantenido altos puntajes en todas las

areas evaluadas en cada una de las pruebas PISA en las que ha participado.

Cabe destacar que, en el afio 2015, Singapur obtuvo los puntajes mas altos en las
tres dreas evaluadas, convirtiéndose en el pais con el mejor desempefio general
en la prueba PISA. En la prueba PISA 2018, aunque Singapur no obtuvo los
puntajes mas altos en ninguna de las tres areas, sigui¢ siendo uno de los paises
con mejor desempefio en la prueba (OCDE, 2020).

2.3. Técnicas de resolucién de problemas fisico - matematicos

La resoluciéon de problemas es un proceso fundamental en la matematica y la
fisica, ya que permite a los estudiantes desarrollar habilidades analiticas y de

pensamiento critico que son esenciales en estas disciplinas. Sin embargo, los



problemas matematicos y fisicos pueden resultar desafiantes para muchos
estudiantes, quienes pueden sentirse abrumados y desmotivados al tratar de

resolverlos.

Es por eso que existen diversas técnicas y estrategias para abordar y solucionar
este tipo de problemas, que han sido objeto de investigacion en la pedagogia de

estas disciplinas.

Las técnicas de resolucion de problemas fisico - matematicos son herramientas
fundamentales para el desarrollo de habilidades cientificas, matematicas y
técnicas en los estudiantes (Gémez & De la Herran Gascon, 2018). Estas técnicas
se utilizan para analizar y comprender los problemas, aplicar conceptos y
principios fisicos y matematicos y encontrar soluciones 6ptimas a los problemas

planteados.

Para llevar a cabo la resoluciéon de problemas fisico - matematicos, se pueden
utilizar diferentes técnicas, como la identificacién de los datos, la formulacién de
hipétesis, la seleccién y aplicacion de féormulas, la interpretacion de resultados y

la verificacion de la solucion.

La identificacién de los datos es una técnica que consiste en analizar el enunciado

del problema y determinar qué datos se proporcionan y qué se busca.

La formulacion de hipétesis implica plantear posibles soluciones o estrategias
para resolver el problema (Ruiz, F. A. Z, 2017). La seleccion y aplicaciéon de
férmulas se refiere al uso de las relaciones matematicas y fisicas apropiadas para
el problema. La interpretacion de resultados implica la revision critica de la

solucion obtenida y la verificacion de que tiene sentido fisico.

Es importante destacar que la resolucion de problemas fisico matematicos no solo
implica la aplicacién de técnicas especificas, sino también el desarrollo de
habilidades de pensamiento critico y resolucion de problemas (Ruiz, F. A. Z.

(2017)).

Estas habilidades se desarrollan a través de la préctica y la exposicién a una

variedad de problemas que involucran diferentes niveles de complejidad.
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Las técnicas de resolucion de problemas fisico - matematicos son herramientas
fundamentales para el desarrollo de habilidades cientificas, matematicas y

técnicas en los estudiantes.

La identificacion de los datos, la formulacion de hipétesis, la seleccion y
aplicaciéon de férmulas, la interpretacion de resultados y la verificaciéon de la
solucién son algunas de las técnicas que se utilizan para resolver problemas fisico
matematicos. Ademas, es importante destacar que la resolucién de problemas
fisico matematicos implica el desarrollo de habilidades de pensamiento critico y
resolucién de problemas que se adquieren a través de la practica y la exposiciéon
a una variedad de problemas.

2.4. Influencia del razonamiento 16gico y cognitivo para la resolucién de
problemas

El razonamiento 16gico y cognitivo es una habilidad cognitiva importante que
permite a las personas analizar, entender y resolver problemas complejos

utilizando el pensamiento critico y la toma de decisiones efectivas.

Definicion de razonamiento 16gico y cognitivo

El razonamiento 16gico y cognitivo se define como la capacidad para utilizar
informacién, conocimiento y habilidades cognitivas para resolver problemas de
manera efectiva y eficiente. Segtin la teoria de la inteligencia fluida y cristalizada
de (Cattell, 1987), la inteligencia fluida se refiere a la capacidad para resolver
problemas nuevos o no familiares, mientras que la inteligencia cristalizada se
refiere a la capacidad para utilizar el conocimiento adquirido previamente para

resolver problemas familiares.
Teorias del razonamiento l6gico y cognitivo

Existen varias teorias sobre el razonamiento 16gico y cognitivo, entre ellas la

teoria de los modelos mentales de (Johnson-Laird, 1983).

Esta teoria sugiere que los seres humanos utilizan modelos mentales para

representar la informacion y resolver problemas. Los modelos mentales son
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representaciones mentales simplificadas del mundo que permiten a las personas

simular situaciones y tomar decisiones basadas en la informacion disponible.

Otra teoria relevante es la teoria de la transferencia de conocimiento de (Perkins
y Salomon, 1992). Esta teoria sugiere que las habilidades cognitivas adquiridas
en una tarea pueden transferirse a otras tareas similares. La transferencia de
conocimiento es importante para la educacién, ya que los estudiantes pueden
aplicar habilidades y conocimientos adquiridos en una materia a otras areas del

conocimiento.
Desarrollo del razonamiento logico y cognitivo

El razonamiento 16gico y cognitivo se desarrolla a lo largo de la vida y es
influenciado por factores biolégicos, ambientales y educativos. Segun (Piaget,
1950), los nifios pasan por diferentes etapas de desarrollo cognitivo, y en cada
etapa, desarrollan habilidades cognitivas mas complejas, incluyendo el

razonamiento l6gico y abstracto.

La educaciéon también desempefia un papel importante en el desarrollo del
razonamiento 16gico y cognitivo. Las actividades educativas que fomentan el
pensamiento critico, la resolucién de problemas y el razonamiento 16gico pueden
mejorar estas habilidades. En un estudio de anélisis de (Abrami, Bernard,
Borokhovski & Persson, 2008), se encontré que la ensehianza de habilidades de
pensamiento critico mejord significativamente el rendimiento académico y el

razonamiento l6gico de los estudiantes.

2.5. Pensamiento l6gico deductivo en los problemas de “sobra y falta”

Los problemas de falta y sobra son un tipo de problema matemaético que requiere
que el estudiante determine las cantidades solicitas a partir de las cantidades

conocidas que faltan o sobran en una situacién dada.

Estos problemas pueden ser presentados en diferentes contextos (compras,
pagos, movimientos,...). Tienen una larga historia y, por primera vez, aparecen

en China (Kangshen, Crossley & Lun, 1999) y, después, gracias a los escritos de
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los matematicos hindu y &rabes, reaparecen en en Europa medieval (Chemla,

1997).

Un ejemplo alemén del siglo XV es:

“Una mujer tiene figos y nifios. Dando a cada nifio 12 figos, le quedan a
ella 37 figos. Si quisiera dar a cada nifio 15 figos, entonce le fatarian 44
tigos. Ahora pregunto, cuantos figos y nifios hay (Vogel, 1954, Problema
158, pp. 75 - 76).

El namero de nifios es obtiene al dividir la suma de los nimeros de figos que

sobran y que faltan (37 + 44 = 81) entre el aumento de los niumeros de figos dados

(15-13 =3): 81/3 = 27. El nimero de figos es: (27 x 12) + 37 = 361.

Troptke (1980, pp. 601 - 602) present6 una bibliografia amplia de los autores me-
dievales en Europa que usaban en sus manuscritos y libros de texto los problemas
de sobra y falta en diferentes contextos. Una revision de los diferentes métodos

de solucién de problemas de sobra y falta se presenta en el Anexo 1.

Es importante destacar que la resolucion de problemas de falta y sobra no solo
implica la aplicacién de estrategias matematicas especificas, sino también el
desarrollo de habilidades de pensamiento critico y resolucién de problemas
(Lester, 2007). Estas habilidades se adquieren a través de la practica y la
exposicion a una variedad de problemas que involucran diferentes niveles de

complejidad (Schoenfeld, 1992).

Ademas, los problemas de falta y sobra pueden ser presentados en diferentes
contextos culturales y lingtiisticos, lo que puede afectar la forma en que los

estudiantes interpretan y resuelven estos problemas.

Por lo tanto, es importante tener en cuenta el contexto cultural y lingtistico del

estudiante al presentar problemas de falta y sobra.
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Los problemas de falta y sobra requieren que el estudiante identifique las
cantidades solicitadas a partir de las cantidades conocidas que faltan o sobran en
una situaciéon dada. Resolver estos problemas requiere el uso de estrategias
matematicas especificas, como usar modelos y representaciones, reconocer

patrones y relaciones, aplicar operaciones y resolver ecuaciones.

Los problemas de falta y sobra se vinculan con el pensamiento l6gico deductivo,
como sefialan (Monroy, 2013) en su estudio sobre habilidades matemaéticas en

estudiantes de primaria.

Los problemas de falta y sobra se vinculan con el pensamiento 16gico deductivo

de varias maneras.

En primer lugar la resoluciéon de problemas de falta y sobra requiere que el
estudiante utilice el razonamiento légico para comprender la situacion
presentada y deducir de las cantidad dadas que faltan o sobran las cantidades
solicitadas. Esto implica la capacidad de identificar patrones y relaciones
matematicas, y aplicar reglas y principios matematicos para llegar a una

conclusién (Bunge, 2019).

En segundo lugar, los problemas de falta y sobra a menudo requieren que el
estudiante aplique un enfoque deductivo para llegar a una solucién. El
estudiante debe comenzar con la informacién proporcionada (lo que sobra y
falta) y deducir las cantidades solicitadas, utilizando una serie de pasos l6gicos y

una comprension clara de las relaciones matematicas involucradas.

En tercer lugar, la resolucién de problemas de falta y sobra también puede
involucrar la aplicaciéon de reglas y principios matematicos aprendidos

previamente.

La capacidad de aplicar reglas y principios matematicos de manera efectiva
también es una habilidad clave del pensamiento l6gico deductivo (Monroy,

2013).
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2.6. Uso de métodos algebraicos para resolver problemas fisico-matematicos
La resoluciéon de problemas matematicos es un aspecto fundamental en la

educacién matematica, ya que permite a los estudiantes desarrollar habilidades
de razonamiento légico y abstracto, y aplicar conceptos y procedimientos
matematicos en situaciones cotidianas y en la resolucién de problemas practicos.
En este sentido, el uso de métodos algebraicos para resolver problemas
matematicos es una habilidad esencial que los estudiantes deben desarrollar a lo

largo de su educacion matematica.

El 4dlgebra es una rama de las matematicas que se ocupa de las relaciones y las
operaciones entre variables y constantes, y se utiliza para modelar y resolver
problemas matematicos en diversas areas, como la fisica, la economia, la

ingenieria, entre otras.

Segun varios estudios, el uso de métodos algebraicos en la resoluciéon de
problemas matematicos puede mejorar la comprension de los conceptos
matematicos y el rendimiento académico de los estudiantes (Gémez & De la

Herréan Gascoén, 2018).

Ademas, el uso de métodos algebraicos para resolver problemas mateméticos
puede ayudar a los estudiantes a desarrollar habilidades de pensamiento critico
y de resolucién de problemas, ya que implica la identificacién y la organizacién
de informacioén, la formulacién de ecuaciones y la aplicaciéon de procedimientos

matematicos para encontrar soluciones.

Por otro lado, algunos estudios han sefialado que el uso excesivo de métodos
algebraicos en la resoluciéon de problemas matematicos puede limitar la
capacidad de los estudiantes para comprender y aplicar conceptos matemaéticos

mas avanzados, como la geometria y el calculo (Knuth et al., 2006)

En resumen, el uso de métodos algebraicos en la resoluciéon de problemas
matemadticos puede tener un impacto positivo en el aprendizaje de los
estudiantes y en su capacidad para resolver problemas practicos en diversas

areas de la sociedad.
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2.7. Uso de recursos graficos en la resolucién de problemas fisico -matematicos.

Muchas veces las personas encuentran mas fécil resolver un problema cuando se
puede ver, tocar o representar a través de un dibujo o esquema. Esta caracteristica
es quiza una de las razones que justifica el hecho de que la investigacién sobre el
lugar de las representaciones en el aprendizaje de las matematicas y en la
resoluciéon de problemas haya experimentado un crecimiento importante en los

ultimos afos.

Como resultado de estas investigaciones se considera indiscutible la importancia
de las maultiples representaciones en el desarrollo del pensamiento matematico
de cuya evidencia principal dan cuenta las agendas de prioridades establecidas
en comités y reuniones cientificas de rango internacional (Goldin, 2013). El

término representacion es complejo y esta abierto a muchas interpretaciones.

En este estudio el término “representacion” se refiere a todas aquellas formas con
que hacemos presentes los objetos o procesos matemaéticos, y nos es esencial para
definir, explicar, visualizar, registrar y comunicar el conocimiento matematico.
Los sistemas de representaciéon reinen unos requisitos de complejidad,
interrelacion y poder de simbolizacién y abstraccion cuyo dominio amplia y
enriquece la inteligencia humana en cuanto son instrumentos dutiles de
modelizaciéon de la realidad y herramientas précticas para la resoluciéon de
diferentes tipos de problemas de la vida real. Mediante diversos medios de
expresion los seres humanos nos familiarizamos y aprendemos un sin fin de

codigos, simbolos, sefiales, iconos y lenguajes de diversa naturaleza.
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2.8. Metacognicion en la resolucion de problemas

La metacognicion se refiere al conocimiento y la conciencia que una persona tiene
sobre sus propios procesos cognitivos y de aprendizaje (Flavell, 1979). En otras
palabras, se trata de la capacidad de reflexionar y controlar los propios procesos

mentales durante la resolucion de problemas y la toma de decisiones.

Algunos autores destacan que la metacognicion puede dividirse en dos aspectos
principales: la metacognicion declarativa y la metacognicién procesal (Schraw &
Moshman, 1995). La metacognicion declarativa se refiere al conocimiento que
una persona tiene sobre su propia cogniciéon, como el conocimiento de los propios
puntos fuertes y débiles en un drea determinada. La metacognicién procesal, por
otro lado, se refiere al conocimiento y control que una persona tiene sobre los
procesos cognitivos y de aprendizaje que se utilizan para lograr una tarea

determinada.

La metacognicion puede ser un factor importante en el rendimiento académico
de los estudiantes, ya que aquellos que tienen un mayor conocimiento
metacognitivo pueden ser mds efectivos en el aprendizaje y la resolucion de
problemas (Schraw & Dennison, 1994). Ademas, la ensefianza explicita de la
metacognicion puede mejorar el rendimiento académico de los estudiantes y

fomentar el aprendizaje a largo plazo (Dunlosky & Metcalfe, 2009).

La metacognicion juega un papel muy importante en la resolucién de problemas,

asi como en este estudio debido a las diferencias encontradas.

Las habilidades metacognitivas ayudan a:

1) Codificar estratégicamente la naturaleza del problema y a obtener una

representacion mental de sus elementos.
2) Seleccionar las estrategias adecuadas para la consecucién del objetivo; y

3) Identificar los obstaculos que impiden y dificultan el progreso
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(Davidson & Sternberg, 1998).

Algunos estudios han revelado la importancia de la metacognicién para hacer
frente a la dificultad para resolver problemas matematicos en el momento de

emplear el conocimiento necesario de modo correcto o en el momento apropiado

(McAfee & Leong, 1997).
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Capitulo 3

ANTECEDENTES Y JUSTIFICACION

México ha mostrado un resultado muy por debajo de los paises de la
Organizacién para la Cooperacién y el Desarrollo Econémicos (OCDE 2015) a
través de las diferentes ediciones del Programa Internacional para la Evaluaciéon

de Estudiantes o Informe PISA (por sus siglas en ingles).

De acuerdo con los resultados de 2015, el desempefio de México fue alrededor de

75 puntos menor al promedio de la OCDE, en las tres areas evaluadas.

Esta diferencia en la puntuacién cobra mayor relevancia cuando se considera el

lugar que ha ocupado México con respecto a los otros paises participantes.

Asi, por ejemplo, en la ediciéon de 2015, de los 70 paises participantes, las
puntuaciones de los estudiantes mexicanos se ubicaron en el lugar 58 en Ciencias,
55 en Lectura y 56 en Matematicas, es decir mas de 25 posiciones por debajo del

promedio de la OCDE, o, dicho en otras palabras, por debajo del altimo cuartil.

De hecho, como puntualizaron Martinez-Rizo y Silva Guerrero (2016), los
resultados de México son inclusive inferiores a los de otros paises de

Latinoamérica (Uruguay, Costa Rica y Colombia).

Aunque en algunos ciclos se han producido avances, los datos siguen siendo
desalentadores. Por ejemplo, en Matematicas el logro ha incrementado casi 20

puntos, entre el 2000 y 2015; sin embargo, en Lectura practicamente no ha

variado, y en Ciencias de hecho ha disminuido (OCDE, 2016)
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Afo Matematicas Lectura Ciencias

2000 385(-52) 410 (-26) 416 (-20)
2003 388(-53) 417 (-19) 419 (17)

2006 410 (-43) 425 (-11) 416 (-20)
2009 419 (-56) 425 (-10) 416 (-20)
2012 M3(-43) 424 (-11) 415 (-21)

2015 408 (-49) 423 (-12) 416 (-20)
2018 409 (-46) 420 (-15) 409 (-27)

Tabla 2. Los resultados de México en la prueba PISA desde el afio 2000 al 2018.

Los ntimeros en paréntesis indican la diferencia en puntos porcentuales entre los

resultados de México y el promedio de la OCDE (OCDE, 2018).

3.1. Planteamiento del problema y justificacion

En los ultimos afios se ha construido una base critica respecto de los procesos de
ensefianza que considera el conocimiento matemaético formal, el ensefiado por el
docente, y la aplicacién en la soluciéon de diferentes tipos de problemas
aritméticos, en donde el alumno debe desarrollar la habilidad para enfrentar una
situacion nueva y proponer una solucién utilizando los contenidos vistos en el

aula (Lerman, 2001)

La resolucién de problemas fisicos y matematicos necesita nuevas visiones
paradigmaticas para orientar sus métodos y sus formas de ensefiar y de aprender.
Se requiere superar la tendencia a la abstraccién pura, buscando su aplicabilidad

en la vida y en los contextos reales en los que se vive.

Se necesitan nuevas taxonomias orientadoras, basadas en sélidos argumentos
tedricos y reconceptualizaciones, que permitan explorar una teoria matematica
que facilite despejar su cientificidad en el arraigo contextual de sus problemas,

para no quedar reducida a la sola formulacién de enunciados abstractos.
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En el area de la educacién, cada disciplina aborda el estudio de aplicacién y
resolucion de problemas fisico y matematicos con una visiéon propia, desarrollada
por filésofos, psicélogos, matematicos, especialistas en educaciéon y didactica

(Piaget, 1950).

Esta situacion provoca que, en la actualidad, nos encontremos con una

considerable cantidad de investigaciones centradas en resolucién de problemas.

3.1.1. Preguntas de investigacion

e ;Qué estrategias usan los alumnos de diferentes niveles educativos para
resolver dos problemas de sobra y falta?

e ;Como influye la instruccién explicita de incluir una representacién visual
en la resolucién de los problemas?

e ;Cuédl de los dos problemas de sobra y falta es mas dificil para los
alumnos?

e ;Qué relacién hay entre los alumnos que presentan una alta calificacion
en su examen de medicién en razonamiento légico - cognitivo y el nimero

de sus soluciones correctas de problemas de sobra y falta?

3.1.2. Objetivo General

Investigar los tipos de soluciones y comparar sus diferentes formas aritméticas o
algebraicas con la solucién experta, paralelamente encontrar una relaciéon entre

su nivel de razonamiento l6gico cognitivo con sus respuestas.

3.1.3. Objetivos Especificos

1. Analizar y clasificar las soluciones de los problemas fisico y matematico.
2. Relacionar las soluciones grupales con las individuales.

3. Comparar las respuestas de los alumnos con las respuestas expertas.

4. Relacionar los tipos de soluciones con el puntaje en la prueba légico -

cognitivo.
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Capitulo 4

METODOLOGIA

4.1.1. Participantes

Los dos problemas fueron aplicados a 13 alumnos de secundaria, 137 alumnos de

bachillerato y 30 universitarios.

e 2°grado de Educacién Bésica Secundaria (13 alumnos)
e 4°Semestre de Educacion Media Superior (100 alumnos)
e 6° Semestre de Educaciéon Media Superior (37 alumnos)

e 1°Semestre de Educacion Superior (30 alumnos)

Se recolectaron las respuestas y las representaciones entre los distintos niveles

educativos.
Se analizaron y se clasificaron las soluciones.

En el caso de los alumnos universitarios ademas se hizo una prueba de medicion

de razonamiento l6gico y reflexién cognitiva.

4.1.2. Instrumentos

El problema matematico, que denominaremos a partir de ahora “El problema de
los dulces”, fue tomado del libro Singapore Math Challenge 3 Grade (Chew, 2008, p.

223). Su formulacion es la siguiente:

e Una maestra tiene una bolsa con dulces, si ella da a cada estudiante 3
dulces, le quedan 16 dulces, para dar a cada estudiante 5 dulces, le
faltarian 4 dulces mas.

(Cuantos estudiantes tiene la maestra?

(Cuantos dulces tiene la maestra?
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El problema fisico, que denominaremos a partir de ahora “El problema de
Tammy”, fue tomado del mismo libro y tiene la siguiente formulacion (Chew,

2008, p. 226):

Cada mafiana Tammy camina a la escuela. Si camina 50 metros por
minuto, llega a la escuela dos minutos tarde. Si camina 60 metros por

minuto, llega a la escuela un minuto temprano.
¢Qué tan lejos esta la escuela de Tammy?

Los alumnos de Singapore obtienen estos dos problemas con la solucion que se
basa en un algoritmo aritmético, que usaba Widmann, pero sin su argumentacién
conceptual. En los problemas por resolver, se supone que los alumnos deben

aplicar el mismo algoritmo memorizado.

En un libro de texto de matemaética para el segundo grado de primaria, publicado
en Croacia, el disefio did4ctico es diferente (Jagodic et al., 2020, p. 140). En lugar
de repetir un algoritmo dado previamente, se espera que los alumnos mismos
encuentren su propio método de célculo que les permite responder las preguntas
en dos problemas de sobra y falta:

Si un alumno compra 8 libretas, le quedan 5 kunas. Para comprar 10

libretas le faltan 5 kunas.

(Cuanto dinero tenia el alumno? ;Cuanto cuesta una libreta?

Calculo:

Respuesta:

Una madre estd dando manzanas a sus hijos. Si cada hijo obtiene 5
manzanas, le quedan dos manzanas. Para darle a cada hijo 6 manzanas,
le faltarian dos manzanas.

(Cuantos hijos y cudntas manzanas tiene?
Calculo:

Respuesta:
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En este estudio, también, se suponia que los alumnos no conocian previamente
una manera de resolver los problemas de sobra y falta. La instruccién en ambos
problemas fue que con palabras y operaciones mateméticas desarrollen su
razonamiento con el que piensan encontrar el resultado. En la prueba hay
espacios designados para que el alumno pueda dibujar o hacer algtin esquema y

asi aclarar el plan de solucion.

En cada uno de los problemas se le pide al alumno desarrollar las operaciones
que realizara para encontrar la solucién y, en caso de tener un error o cambiar de
idea, se solicita al estudiante que no borre nada, sino que simplemente deje

indicado que ha cambiado de idea. Las hojas de trabajo estdn en el Anexo 2.

La prueba de medicién de razonamiento 16gico y reflexiéon cognitiva consta de 16
preguntas las cuales se distribuyen 10 de caracter l6gico (Anexo 3) y 6 de
reflexion cognitiva (Anexo 4). Esta prueba nos ayudara a comparar y encontrar
una relacion entre los alumnos que tienen un resultado alto en la prueba de
razonamiento logico y reflexién cognitiva y las respuestas que den en los

problemas.
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Capitulo 5
ANALISIS DE LOS RESULTADOS

5.1 Secundaria

5.1.1 Respuestas correctas para el problema de los dulces

Para nuestro estudio a nivel secundaria se seleccion6 un grupo al azar del
segundo afio ya que ellos ya llevan la materia de fisica y en principio tienen una

ventaja sobre los grados inferiores.

De las trece pruebas aplicadas, siete alumnos (53 %) pudieron resolver
tunicamente el problema de los dulces. Los seis restantes no tuvieron ninguna

respuesta correcta.

Los alumnos que tuvieron la solucién correcta en el problema de los dulces
recurrieron a una solucién algebraica y no utilizaron recursos graficos para
apoyarse, definiendo las incégnitas y estableciendo un sistema de ecuaciones

simultaneo:

Utilizamos un sistema de ecuaciones donde decimos x = namero de dulces y y

= namero de estudiantes

(Ib) Si un dibujo o un esquema ayudaria a aclarar tu plan de solucién, hazlo en

el espacio de abajo.

(1c) Realiza las operaciones planeadas para responder la pregunta sobre el

nuamero de estudiantes.

x—3y=16 x—5y=-4
x—5y=-4
x =—4+ 15y
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x—3y =16

2y =20

y=22—0=10
x=16+3y=16+ 30 = 46
x=—-4+4+5y=—4+50=46

(1d) El namero de estudiantes que tiene la maestra es 10.

El método algebraico fue el que predominé en este grupo para llegar a la

respuesta correcta a continuacién veremos otros métodos que no tuvieron éxito.

5.1.2 Respuestas Incorrectas

Otro grupo de participantes recurrié a herramientas aritméticas que no dieron
un resultado positivo, estos alumnos no tomaron en cuenta las condiciones
iniciales del problema y establecieron valores aleatorios que satisfacian

parcialmente las condiciones.

EJEMPLO DE RESPUESTA DE UN ALUMNO

Si a cada estudiante le da cierto ntiimero de dulces, sin que sobra alguno. Eso
quiere decir que tiene 20 dulces repartidos entre cuatro alumnos. Sin embargo,
ya que hay dulces sobrantes. Con el niimero de alumno (4) Si lo multiplicamos
por el namero de los dulces que recibieron los estudiantes (3) Quedan 12y se
le suman a los 16, dando 28 dulces.

(Ib) Si un dibujo o un esquema ayudaria a aclarar tu plan de solucién, hazlo en

el espacio de abajo.

(1c) Realiza las operaciones planeadas para responder la pregunta sobre el

nuamero de estudiantes.
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16 +4 =20

20
3 = 4 nimerode estudiantes

4(3) =12
16 + 12 = 28 dulces

Y, sin embargo, en el caso de que el namero de dulces sea correcto, se puede dar

un reparto exacto.

En ocasiones la sustitucion de valores aleatorios que cumplen las condiciones de
manera parcial no siempre son una respuesta ya que cumplen otros criterios al

momento de abstraer el problema.

5.1.3 Respuestas correctas para el problema de Tammy

A nivel secundaria no hubo ninguna respuesta correcta en el problema de

Tammy. Ademads, en su mayoria, ni si quiera hubo un intento.

5.2 Bachillerato

A nivel medio superior encontramos una mayor variedad de respuestas. Se
aplicé la prueba a 137 alumnos de los cudles tnicamente ocho participantes (6 %)

pudieron resolver ambos problemas.

5.2.1 Respuestas correctas

5.2.2 Respuestas para el problema de los dulces

Dentro de los sesenta y tres alumnos (46 %) que respondieron correctamente a la
pregunta de los dulces, la siguiente respuesta mostraba cierta concurrencia, la
cual consiste en una aproximacién por tanteo hasta dar con los nimeros que

satisfacen las condiciones iniciales.
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(1a) Describe con palabras y operaciones matematicas el razonamiento con que

piensas encontrar el nimero de los estudiantes.

3x8=24 6x8=40 3x9=27+16=43 5x9 =45
16 — 20
2x10=20
3x10=30
5x10 =150
46
3x10=30+16 = 46
5x10=50—-4 =46

(1d) El namero de estudiantes que tiene la maestra es 10 estudiantes

Otra respuesta similar pero reforzada con graficos nos presenta el siguiente
alumno dénde representa con cuadros cada uno de los dulces y va coloreando

segln la reparticion para aclarar su plan de trabajo.

Ejemplo de respuesta de un alumno
Tiene 10 alumnos y en la bolsa suponemos 46 dulces
5x10=50 46-50=4 3x10=30 46-30=16
Dulces Faltantes Dulces Sobrantes

(Ib) Si un dibujo o un esquema ayudaria a aclarar tu plan de solucién, hazlo en

el espacio de abajo.

bolsa
de Hees dulces
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Fig. 5.1. Representacion grafica de los dulces y su reparticion
Fuente: Elaboracién propia

(1c) Realiza las operaciones planeadas para responder la pregunta sobre el

numero de estudiantes.

3x10=30 46—-30=16 5x10=50 46—-50=—-4

La reparticion de dulces virtuales a través de dibujos representa cierta

tranquilidad y confianza al alumno al momento de comprobar sus respuestas.
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Fig. 5.2. Representacion grafica de los dulces y su reparticion
Fuente: Elaboracion propia
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Fig.5.3. Representacion grafica de los dulces y su reparticiéon
Fuente: Elaboracién propia

Algunos alumnos simplemente basaron su respuesta en el resultado que arrojo

su dibujo.
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Fig. 5.4. Representacion grafica de los dulces y su reparticion
Fuente: Elaboracién propia

En ocasiones se combina un esquema numérico con una representacion grafica

en donde el aluno presenta una distribucién proporcional a cada nifio dibujado.
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Fig. 5.5. Representacion grafica de los dulces y su reparticion
Fuente: Elaboracién propia

Otro tipo de soluciones establece una tabulacion de las posibles respuestas e ir
comparando cada una de las situaciones, en este caso particular el alumno

considera valores desde 19 dulces hasta 46, el hecho de elegir un namero

multiplo de 10 hace referencia a la condicién inicial.
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Fig. 5.6. Representacion grafica de los dulces y su reparticion
Fuente: Elaboracion propia
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5.2.2. Respuestas Incorrectas

5.2.3. Respuestas para el problema de los dulces

A nivel bachiller las representaciones gréficas combinadas con una mala
aritmética llevaron a muchos alumnos a una respuesta incorrecta ya que utilizan

valores al tanteo que solo cumplen una de las condiciones iniciales.

Ejemplo de respuesta de un alumno

Yo pensé, si le quedan 16 dulces para repartirle 5 a cada estudiante y le faltarian
4,

5x3 =15 y faltarian cuatro dulces para darle 5 al altimo

(1b) Si un dibujo o un esquema ayudaria a aclarar tu plan de solucién, hazlo en
el espacio de abajo.

Fig. 5.7. Representacion grafica de los dulces y su reparticion
Fuente: Elaboracion propia

(1c) Realiza las operaciones planeadas para responder la pregunta sobre el
namero de estudiantes.

5%3 20-16 16+12
15 4 28

(1d) El namero de estudiantes que tiene la maestra es 4.

Otra situacion recurrente en los errores de los alumnos viene desde operaciones
basicas como lo son multiplicaciones o divisiones, lo cual implica un desvio
enorme del resultado real.

Ejemplo de respuesta de un alumno

A cada estudiante le dan 3 dulces de esos dulces les sobran 16 para dar dea 5
dulces a cada estudiante de ahi le faltan cuatro dulces se hace una divisiéon 5
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entre 16 del resultado hay que contar 4 dulces, es el resultado de los
estudiantes.

(Ib) Si un dibujo o un esquema ayudaria a aclarar tu plan de solucién, hazlo en
el espacio de abajo.
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Fig. 5.8. Representacion grafica de los dulces y su reparticion
Fuente: Elaboracion propia

(1c) Realiza las operaciones planeadas para responder la pregunta sobre el
namero de estudiantes.

16/5 = 10
10 +4 =14

(1d) El nmero de estudiantes que tiene la maestra es 14 alumnos.

5.2.3 Respuestas correctas para el problema de Tammy

Los ocho participantes que tuvieron la respuesta de Tammy correcta utilizaron el
método aritmético, tomando en cuenta la diferencia de tiempos para recorrer la

misma distancia.

Ejemplo de respuesta de un alumno

60 X 14 = 840
50 x 14 =700
60 x 12 =720
50 x 12 =600
60 X 16 = 960
50 x 16 = 800
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50 x1=2Tarde

60 X 1 =1 Temprano 60 x 15 =900
50 x 15 = 750

60 X 10 = 600 en 10 min

50 X 10 = 500 en 10 min

600 — 500 = 100 = 2 min

Distancia 900 m

Consideran que la distancia de la escuela debe ser divisible entre 50 y 60 para que
los tiempos de llegada sean nimeros enteros. Ademas, la diferencia de tiempos

de llegada debe ser 3 minutos (2 minutos que faltan mas 1 minuto que sobra).
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Fig. 5.9. Representacion grafica del recorrido de Tammy
Fuente: Elaboracion propia

Las posibles distancias son: 300 m, 600 m, 900 m, 1,200 m...
Para la distancia de 300 m, los tiempos de llegada son 6 minutos y 5 minutos.

Teniendo que la diferencia es 1 minuto.
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Fig. 5.10.
Representacion grafica del recorrido de Tammy
Fuente: Elaboracién propia
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Para la distancia de 600 m, los tiempos de llegada son 12 minutos y 10 minutos.
La diferencia es 2 minutos. Por eso, tal distancia no cumple las condiciones del
problema.
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Fig. 5.11. Representacion gréfica del recorrido de Tammy
Fuente: Elaboracién propia

Para la distancia de 900 m, los tiempos de llegada son 18 minutos y 15 minutos.
La diferencia es 3 minutos. Entonces, la distancia de 900 metros cumple las
condiciones del problema.
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Fig. 5.12 Representacion gréfica del recorrido de Tammy
Fuente: Elaboracion propia

5.2.4. Respuestas incorrectas para el problema de Tammy

Algunas respuestas aritméticas no llegaron a consolidarse debido a malos
célculos o0 mal manejo de los datos, por ejemplo, el siguiente participante trata de
encontrar una proporcionalidad entre la distancia y el tiempo, estableciendo

recorrido de 11 minutos total desde su casa a la escuela.

Ejemplo de la respuesta de un alumno
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Por cada 50 m se hace un minuto, pero llega dos minutos tarde son 100 m si
caminas 60 m por minuto llega a la escuela un minuto temprano si la escuela esta
a 11 minutos esté recorriendo 100 m y un minuto menos antes de la hora.

Dos minutos tarde son 100 m
Si camina los 60,10 minutos cumple los 100
Menos 1 minuto llega antes

El alumno después considera el minuto de anticipacion con el que llega asi que a
los 10 min que camina 60 m le resta 1 minuto, considerando ahora 9 minutos de
viaje. Este nuevo dato lo usa sin hacer un desglose mas profundo dando como

resultado 540 metros.

(2¢) Realiza las operaciones planeadas para responder la pregunta sobre la
distancia hasta la escuela de Tammy.

50«2 6010 50%x10 60x%9
100 600 500 540

100 m de diferencia, pero seria la hora exacta un minuto antes 10-1=9
(2d) La distancia hasta la escuela de Tammy es 540 metros.

Una razén de cambio entre las distancias parecia el método que encontr6 este
participante sin embargo la claridad de sus operaciones y la falta de dominio en

los conceptos de velocidad le arrojaron una respuesta equivocada.

Ejemplo de la respuesta de un alumno

50 m -> 1 min 2 min tarde
60 m -> 1 min 1 min temprano
D= X min

60

— =1.02 1.62 x 120 = 2.
50

(2d) La distancia hasta la escuela de Tammy es 4 km.
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(2c) Demuestra que la distancia encontrada hasta la escuela de Tammy es
correcta.

d=2=60/imin=2 =1
== 00/tmin=g5=

Poco mas de la mitad de los alumnos de nivel bachillerato no intentaron el
problema de Tammy. En su mayoria, comenzaron haciendo un dibujo, pero no
procedian a hacer alguna operacion.

50 m - @Om R
2 min . -\o,rde”' - \Min.’ocmpmno

Fig. 5.13. Representacion gréfica del recorrido de Tammy
Fuente: Elaboracién propia

—— caso

Fig. 5.14 Representacion gréfica del recorrido de Tammy
Fuente: Elaboracién propia

5.3 Universidad

En el nivel universitario se aplicé la prueba de manera individual y grupal a los
estudiantes en el curso “Desarrollo de habilidades del pensamiento complejo”
(DHPC) en la Facultad de Ciencias Fisico Matemaéticas. Para las 30 pruebas

aplicadas, los resultados globales fueron los siguientes:

e 4 estudiantes (13 %) respondieron correctamente a los dos problemas.
e 1 alumno (3 %) respondi6 correctamente al problema de Tammy.

e 14 alumnos (47 %) respondieron correctamente al problema de los dulces.
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e 11 (37 %) alumnos no tuvieron ningtn acierto.

Para hacer un andlisis méas detallado, se esta considerando una prueba previa de

medicién a su razonamiento 16gico y reflexion cognitiva.

5.3.1 Respuestas correctas

5.3.2 Respuestas correctas para el problema de los dulces (Individual)

En su mayoria los alumnos que contestaron correctamente al problema de los
dulces ocuparon dos métodos, la manera algebraica y la manera aritmética por

tanteo.

En este caso particular podemos observar como hay maés claridad al momento de

establecer las ecuaciones y hay menos pasos para su resolucion.

Ejemplo de la respuesta de un alumno

3x + 16 = y ecuacion por estudiante y 16 dulces sobrantes.

5x —4 =y ecuacién de 5 dulces por estudiante y cuatro dulces faltantes.

3x+16 =5x—4
20 = 2x
10 =x

10 estudiantes

En las diferentes respuestas aritméticas que dan los participantes es recurrente el
uso de graficos cuando se utiliza este método.

A 2 =
‘000 \Og,i ‘ODQ tooo ‘—;ﬁf geee \ %2

Q© 100 V% VS Q29 eee VYN
S 1% s k% (5% 1 e

o0

’ o0 o N o |
1o WS 0g ' G (1% i
. 50 o3 \;“_’ : i o920
P B S G Gx V-

Fig. 5.15. Representacion gréfica de la reparticion de dulces
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Fuente: Elaboracién propia

Este alumno encontr6 la respuesta apoyandose de los dulces restantes por la
cantidad repartida, considerando que el producto de un ntiimero multiplicado

por tres para posteriormente restarle los dieciséis.

Ya una vez obtenido el resultado lo multiplicé por cinco y le sumo los 4 dulces

que ya sobraban.

Ejemplo de la respuesta de un alumno

3x8=24 6x8=40 3x9=27+16=43 5x9=45

16 — 20
2xX10=20
3x10=30
5x10 =50

46

|

T _J=est
70 & ,.@_ 33 0 = Jyless
Jooo HooC,I /”,,rﬁ” H’o 00000 lecoc] Doaj 7)) reporti

I
(000 ) [s00 1@ lewlioas] 3 | mace 100000 0994] f29539) Ho0od
70 s
(1b) Sin un dibujo 0 un esquema ayudaria aclarar tu plan de solucién, hazlo en espacio de abajo.
7 5 ¢ /P'ﬂ(‘x/n de on nireto by Sdpadl pheodb por 3,al que selovesle 16 indica

le fO"/IO/dJ‘ lolal oo dekees, Creo que ura ver esc o&,-/{/af/m e K vecle
“/‘((\f/lo. el V0 Qut ,"o““/; /"fIC/O por 5 n'r‘(:[/ ey r_/{; ,I") /l,,l,’,/
follan rsmo reés l«//ﬂ"/c que €1 { POV Gy weys LDI/r/nmJo/P
1y

Sobron | cr
16y

20 15029

Fig. 5.15. Representacion gréfica de la reparticiéon de dulces
Fuente: Elaboracion propia

5.3.3. Respuestas grupales para el problema de los dulces
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El 70 % de los grupos resolvieron el problema de los dulces de manera
algebraica, en ocasiones ayudandose de graficos muy primitivos para comprobar

sus respuestas o reforzar su razonamiento.

Ejemplo de la respuesta de un grupo
x—3y =16 -3y =16
x—5y=—-4 —x+5y=4
2y =20 y =10

R R X e & ,
S D O L

£ Maes {ra

Fig.5.16 Representacion grafica de la reparticion de dulces
Fuente: Elaboracién propia

En otra solucién grupal se puede observar la utilizacién de lineas representando
cada dulce para dos situaciones posibles multiplos de 3 y multiplos de 5, seguido

de la comprobacién gréfica considerando los 16 dulces que sobran.

| TI9 979, 09999
! pRE Y
ok o 1 et o919
st CRVR S
ol coicoion , Bl el ! | ' - >y 0 ?
: Sx Sx | 1"1“’ '

Fig. 5.17. Representacion gréfica de la reparticiéon de dulces
Fuente: Elaboracion propia

5.3.1. Respuestas individuales incorrectas

En el siguiente caso podemos ver que el alumno intent6é plantear un sistema de

ecuaciones a partir de una razén de proporcionalidad. Aunque establece las
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ecuaciones, no son las indicadas para resolver el problema llevandolo a una

respuesta incorrecta.

1
— =—=16y
yr 3
X2 X2
—:—:—4
v, 5 Y2
xq, =16y * 3
x2:—4‘y2*5

El razonamiento que siguio esta alumna fue encontrar un nimero que al estar

multiplicado por 5y 3 los resultados den una diferencia de 4.

Sin embargo, al considerar los dulces que le sobran y al hacer la reparticiéon ahora

de 5 dulces, el resultado propuesto ya no satisface la respuesta.

Ejemplo de la respuesta de un alumno
3X6=18+16 = 34

5X6=30+4=234

g e e ey —

x & 'bobxor\ \6
DO %D —» OBe- oS

of
pOg x5 — ©0® = Toltoa 4
- o0

Fig. 5.17. Representacion gréfica de la reparticiéon de dulces
Fuente: Elaboracion propia

5.3.2. Respuestas individuales correctas para el problema de Tammy
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Un alumno se basa en los tiempos para poder establecer las ecuaciones y una vez
que encuentra el tiempo lo ocupa para obtener la distancia, partiendo de la

. ) d
definicion de velocidad v = "

50m
d:1min (t+2)
60m
dzlmin =1
50m 60m 50 min 1 min
1min (t+2):ﬁ =1 - 60min 1 min t+2)=t-1
50m 5 .
W(t+2)=t—1 g(t+2)=t—1—>5t+10=6t—6—>t=16mm

50m
d=——(16+2)—>d=900m
im

Otra manera de llegar a al resultado muy similar a la anterior, partiendo de la

btsqueda del tiempo para sustituir en la ecuaciéon de velocidad.

Ejemplo de la respuesta del alumno

50x + 100 = 60x — 60
100 + 60 = 60x — 50x
x =16 min

1.50m
min

— 800 metros

2.6m

— > 960 metros
min

800 metros mas lo que le falta o sea 2 min, entonces es 900 metros

960 metros menos el minuto antes es 900 metros

El dltimo método utilizado para el problema de Tammy es considerando la

diferencia de tiempo que es 3 minutos entre 60 y 50.

18 * 50 = 900m
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18 * 60 = 1080m — (60X3) = 900 m

5.3.2. Respuestas incorrectas para el problema de Tammy (Individual)

Dentro de las respuestas incorrectas poco convencionales hasta ahora
encontramos el intento de un alumno por graficar el movimiento de Tammy en

una grafica de distancia contra tiempo, de manera discreta.

vl

o

of

S
0+
-

I .
Wm& . )
= — ¢ \ {

! : ——1 <
|- W&; @ 0

8

-
-

-0

<
B e

g

Fig. 5.18. Representacion grafica del recorrido de Tammy
Fuente: Elaboracién propia

En su examen no se encontran mas detalle, pero con su grafica propone un

resultado de 845 metros, muy cercano al resultado correcto.

Otro de los pocos intentos por resolver el problema de Tammy es una expresion,
presentada abajo. Sin embargo, su sentido algebraico dista mucho de entender el

concepto del problema que es la velocidad y su descomposicién algebraica.

y=50111+2
60

_50y 50,
Y =760 ' 60
5 5

y—g¥=gt?

5.3.3. Respuestas grupales correctas para el problema de Tammy

El comportamiento de la prueba grupal fue reflejo de aquellos participantes que
lograron contestar correctamente a la pregunta y convencieron a sus comparieros

del resultado obtenido.

Dentro de las respuestas que brindaron los grupos tinicamente dominaron dos

formas:

41



Algebraica

50m 5 .
W(H_Z):t_l g(t+2)=t—1—>5t+10=6t—6—>t=16mm
50m
d=——(16+2)—>d=900m
1m
Aritmética

d=50(16+2) =50+18 =900m
d=60%(16—-1)=60+15=900m

Probablemente en el dialogo grupal los participantes encontraron mas
fundamentada la solucion algebraica incluso en aquellos casos en doénde

anteriormente se apostaba por otro método.

5.4. Soluciones expertas para los problemas usados en la investigaciéon

Para poder evaluar el grado de creatividad de las diversas soluciones correctas
de los alumnos, es ttil presentar una variedad de las posibles soluciones
expertas para los dos problemas de sobra y falta.

5.4.1. El problema de los dulces
“Una maestra tiene una bolsa con dulces. Si ella da a cada estudiante 3 dulces,
le quedan 16 dulces. Para dar a cada estudiante 5 dulces, le faltarfan 4 dulces
mas.

(Cuéntos estudiantes tiene la maestra?
(Cuantos dulces tiene la maestra?”

Solucién algebraica

“" 7

Usando el simbolo “e” para a el numero de estudiantes y “d” para el namero de
dulces, la informacién dada se puede expresar mediante dos ecuaciones

construidas desde dos diferentes ideas iniciales.
La primera idea refleja fielmente el proceso y el resultado del reparto:
d—3e=16

d — 5e = —4,
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La segunda idea expresa el nimero de dulce como la suma de los dados a los

estudiantes y los que quedaron y los que faltaron (con signo negativo):
d=3e+16
d =5e + (—4) = 5e — 4.

Los dos sistemas de ecuaciones son equivalentes, pues el primero se transforma

facilmente en el segundo.

Igualando las expresiones para el nimero de dulces, se obtiene la ecuacion para

el nimero de estudiantes:
3e+ 16 = 5e — 4.

De esta ecuacion se obtiene e = 10 (2 e = 20). Entonces, la maestra tiene 10

estudiantes.

Insertando tal valor en la ecuacién d = 3e + 16, el namero de dulces es d =46. La

maestra tiene 46 dulces en la bolsa.

Verificacion Para dar 5 dulces a cada uno de sus 10 estudiantes, la maestra
necesitaria 50 dulces. Como solamente tiene 46 dulces, le faltarian 4 dulces. Ese

resultado coincide con la segunda informacién en el anunciado en el problema.
Tres soluciones aritméticas

1. Con 16 dulces sobrantes, la maestra podria aumentar el nimero de dulces
de 3 a 5 a 8 estudiantes. Para aumentar el namero de dulces de 3 a 5 a
todos estudiantes, le faltan 4 dulces. Eso implica que todavia hay 2
estudiantes que se quedaron con 3 dulces.

Entonces, la maestra tiene 10 estudiantes. De éstos, 8 estudiantes podrian
tener 5 dulces (que suman 40 dulces) y 2 estudiantes quedarian con 3

dulces (que suman 6 dulces). En total, la maestra tiene 46 dulces.

2. Para dar a cada estudiante 2 dulces mas, la maestra necesita 20 dulces (16
dulces que sobraron y 4 dulces que le faltan). Entonces, el nimero de

estudiantes es 10.
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El namero de dulces disponible basta para que 8 estudiantes tengan 5
dulces (que suman 40) y que 2 estudiantes se quedan con 3 dulces (que

suman 6 dulces). Por eso, la maestra dispone de 46 dulces.

. Suponiendo que la maestra tiene 1 estudiante, el namero de dulces

implicado (por dos modos de reparto, a cada estudiante 3 o 5 dulces) seria:

Si le da 3 dulces y le quedan 16 dulces, el nimero de dulces que tiene es

19 (3+16=19).

Si para darle 5 dulces le faltarian 4 dulces, el nimero de dulces que tiene

es 1 -> (1-5 =- 4). La diferencia de nimeros de dulces implicados es
19-1=18.

Suponiendo que la maestra tiene 2 estudiantes, el ntimero de dulces

implicado seria:

Si les da 3 dulces y le quedan 16 dulces, el nimero de dulces que tiene es
22 -> (6 +16 =22).

Si para darles 5 dulces le faltarian 4 dulces, el nimero de dulces que tiene
es6->(6-10=-4).

La diferencia de niimeros de dulces implicados es 22 - 6 = 16.

Suponiendo que la maestra tiene 3 estudiantes, el nimero de dulces

implicado seria:

Si les da 3 dulces y le quedan 16 dulces, el namero de dulces que tiene es

25

(9 + 16 = 25).

Si para darles 5 dulces le faltarian 4 dulces, el nimero de dulces que tiene
es11->(11-15=-4).

La diferencia de niimeros de dulces implicados es 25 - 11 = 14.

Se nota el siguiente patrén de los cambios:
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Al aumentar el niimero de estudiantes por 1, la diferencia de nameros de
dulces implicados disminuye por 2.

Para que la diferencia de 14 se vuelve cero, el nimero supuesto de
estudiantes deberia aumentar por 7 y seria 10 (3 + 7 = 10).

Suponiendo que la maestra tiene 10 estudiantes, el nimero de dulces
implicado seria:

Si les da 3 dulces y le quedan 16 dulces, el nimero de dulces que tiene es
46 -> (30 + 16) 46).

Si para darles 5 dulces le faltarian 4 dulces, el nimero de dulces que tiene
es 46 -> (46 - 50 = - 4).

La diferencia de niimeros de dulces implicados es 46 - 46 =0

Entonces, usando el razonamiento hipotético y reconociendo el patrén de

los cambios, se llega que la maestra tiene 10 estudiantes y 46 dulces.

5.4.2. El problema de Tammy

“Cada mafiana Tammy camina a la escuela. Si camina 50 metros por minuto,
llega a la escuela dos minutos tarde. Si camina 60 metros por minuto, llega a

la escuela un minuto temprano. ;Qué tan lejos esta la escuela de Tammy?”
Dos soluciones algebraicas
Se usaran los siguientes simbolos:

e d-ladistancia a que se encuentra la escuela de Tammy;
e t-laduracién de la caminata para llegar a tiempo;

e v1=>50 m/min - velocidad a que se llega tarde

e v2=60m/min - velocidad a que se llega temprano

e t1 =2 minutos - el tiempo faltante

e t>=1 minuto - el tiempo sobrante
1. Igualando las expresiones para la distancia

La distancia hasta la escuela d se puede expresar de dos maneras:
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d = Ul(t + tl)
d = Uz(t - tz)

Igualando estas dos expresiones, se obtiene:

vy (t — t3) = vy (t+ty).

El despeje para t da:

ity + vpt;  100m +60m
- - m

172 - v1 10 —_
min

= 16 minutos.

De la primera ecuacién para la distancia se obtiene:

m
d = 50 — (16 min + 2 min) = 900 metros.
min

2. Igualando las expresiones para el tiempo exacto

El tiempo exacto t puede expresar de dos maneras:

t d t

= h
d

t=+t.

Igualando estas dos expresiones, se obtiene:

d d
v_l_tl—z‘l'tz
o
d d
ST Tttt
o
(vy_vy)d
L=t1+tz-
V1V,

El despeje para d da:
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m? .
RAACEIDE 3000 iz 3min
d= - m

172—771 10 m—m

= 900 metros.

Es importante notar que, en este caso, no se debe conocer el tiempo exacto.

Los curiosos lo pueden obtener de la primera ecuacion para el tiempo exacto:

_ 900 m

t =
m

— 2min = 16 minutos.

5.4.3 Dos soluciones aritméticas

1. Posiciones en el tiempo exacto

En el tiempo exacto, a Tammy le faltarian 100 metros para llegar a escuela (a
velocidad de 50 m/min) o Tammy podria recorrer 60 metros adicionales (a
velocidad de 60 m/min). La distancia entre tales dos posiciones es 160 metros y
se debe a la diferencia de las velocidades de 10 m/min. Entonces, el tiempo exacto

es 16 minutos.

Para llegar a escuela a velocidad de 60 m/min, Tammy necesita un minuto

menos, es decir, 15 minutos. Entonces, la distancia de la escuela es 900 metros.

Verificacién Para llegar a escuela a velocidad de 50 m/min, Tammy necesita dos
minutos mas, es decir, 18 minutos. Entonces, la distancia de la escuela es 900

metros.
2. La diferencia de tiempos para recorrer la misma distancia

La distancia de la escuela debe ser divisible entre 50 y 60 para que los tiempos de
llegada sean ntiimeros enteros. Ademas, la diferencia de tiempos de llegada debe

ser 3 minutos (2 minutos que faltan mas 1 minuto que sobra).
Las posibles distancias son: 300 m, 600 m, 900 m, 1,200 m.

Para la distancia de 300 m, los tiempos de llegada son 6 minutos y 5 minutos. La
diferencia es 1 minuto. Por eso, tal distancia no cumple las condiciones del

problema.
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Para la distancia de 600 m, los tiempos de llegada son 12 minutos y 10 minutos.
La diferencia es 2 minutos. Por eso, tal distancia no cumple las condiciones del

problema.

Para la distancia de 900 m, los tiempos de llegada son 18 minutos y 15 minutos.
La diferencia es 3 minutos. Entonces, la distancia de 900 metros cumple las
condiciones del problema.

5.5 Relacién entre el razonamiento 16gico y reflexion cognitiva con los

resultados de los problemas de los dulces y de Tammy
En la Tabla 3 se presentan los puntajes individuales en las pruebas del

razonamiento 16gico (PRL) y de la de reflexiéon cognitiva (PRC) y un puntaje

global (en la cuarta columna) que es la suma de ambos puntajes.

PUNTAJES
PUNTAJES
INDIVIDUA INDIVIDUAL PUNTAJE RANG
LES EN LA ES EN LA ODEL | PROMEDIO
PRUEBA GLOBAL
PRUEBA DE PUNT | POR RANGO
DEL (NIVEL
RAZONAMI LA AJE DEL PUNTAJE
ENTO j COGNITIV
LOGICO REFLEXION 0) TOTA TOTAL
(PRL) COGNITIVA L
(PRC)
10 4 14
9 5 14 14-16
14
10 4 14
9 5 14
9 4 13
8 4 12
7 5 12
8 4 12 10-13
11.5

8 4 12
8 4 12
8 4 12
8 4 12
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Tabla 3. Los niveles cognitivos de los estudiantes universitarios. Fuente:
Creacion propia

De la dltima columna podemos notar que:

Dos alumnos obtuvieron resultados con puntajes entre 0 y 3.

Tres alumnos obtuvieron resultados con puntajes entre 4 y 6.
Ocho alumnos obtuvieron resultados con puntajes entre 7 y 9.
Once alumnos obtuvieron resultados con puntajes entre 10 y 13.
Cuatro alumnos obtuvieron resultados con puntajes entre 14 y 16.
Puntaje entre 14 y 16

Cabe destacar que a pesar de ser el grupo con las calificaciones més altas el
puntaje maximo alcanzado en promedio es de 14 puntos. De los cuatro alumnos
que obtuvieron 14 puntos en promedio, la mitad (50 %) obtuvieron ambas

respuestas correctas en la prueba de los dulces y Tammy.
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Los métodos algebraicos para resolver ambos problemas fueron recurrentes,

entre estos alumnos hay gran similitud en la forma de plantear la solucion.

Alumno 1

(1a) Describe con palabras y sin operaciones matematicas el razonamiento con
que piensas encontrar el numero de los estudiantes.

La maestra tiene 46 dulces y 10 estudiantes

y—3x=16
y—5x=-4
y =16 + 3x

(16 +3x) —5x = —4

16 — 2x = —4
—2x=-20

x =10
y=10+ 30

y =46
y—50=-4

y =46

Alumno 2

(1a) Describe con palabras y sin operaciones matematicas el razonamiento con
que piensas encontrar el nimero de los estudiantes.

Haré una ecuacién que vincule el nimero de estudiantes con el nimero de
dulces que tiene la maestra y asi podria resolverla y conocer tanto el nimero de
“"_rm

estudiantes como el niimero de dulces si “x” es el nimero de estudiantes y “y”
el nimero de dulces entonces tenemos que

3x+16=y,5x=y+4
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Otra observaciéon importante es que los estudiantes no utilizaron recursos
graficos elaborados para comprobar sus resultados y en algunos casos en la zona
destinada para dibujos simplemente escribian sus ecuaciones.

Alumno 1

(1f) Si un dibujo 0 un esquema ayudaria aclarar tu plan de solucién, hazlo en
espacio de abajo.

3010 =30, 510 =150
x—30=16
x—50=-4

x =46

(1g) Realiza las operaciones planeadas para responder la pregunta sobre el
nimero de dulces.

30+10 =30, 5x10=50
x—30=16
x—50=-4
x =46

Alumno 2

1f) Si un dibujo o un esquema ayudaria aclarar tu plan de solucién, hazlo en
espacio de abajo.

q Te -3 dylces pora caoda Qu: N v So bean
- 3 o & i oL h ) n
K‘ ~20 4u e mas oy 1§ que sob;

" ey
\’(J X g bt 6‘ N - ‘ 6 Ay ‘u’ £
\

~

(1g) Realiza las operaciones planeadas para responder la pregunta sobre el
nimero de dulces.

y=16 + 3x
y=10+30
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y =46

Podemos ver como el uso de métodos algebraicos en la resolucién de problemas
matematicos implica la utilizacién de diferentes simbolos, variables y ecuaciones
para representar y manipular relaciones y cantidades, en este caso entre los
dulces y el nimero de alumnos.

El algebra proporciona un lenguaje preciso y poderoso para describir y resolver
el problema de los dulces, los métodos algebraicos usados se basan en reglas
l6gicas y estructuras matematicas bien definidas.

Para el problema de Tammy, tenemos formas de plantear la soluciéon muy similar
al problema de los dulces, como lo vemos a continuacion.

Alumno 1

(2b) Si un dibujo o un esquema ayudaria aclarar tu plan de solucién, hazlo en el
espacio de abajo.

(2¢) Realiza las operaciones planeadas para responder la pregunta sobre la
distancia hasta la escuela de Tammy.

50t + 100 =m
60t—60=m
50t + 100 = 60t — 60
50t - 60t = —60 — 100
—10t = —160

t =16 seg

50(16) + 100 = m
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800 + 100 =900

(2d) La distancia hasta la escuela de Tammy es

900 m

Alumno 2

(2b) Si un dibujo o un esquema ayudaria aclarar tu plan de solucién, hazlo en el
espacio de abajo.

(2c) Realiza las operaciones planeadas para responder la pregunta sobre la
distancia hasta la escuela de Tammy.

850 — 840
60 +15 =900
50 18 =900

900 — 60 = 840
900 — 50 = 850
Una llega 1 minuto temprano y otra 2 minutos tarde
(2d) La distancia hasta la escuela de Tammy es

900 m

A pesar de que las expresiones pudieran parecer algo diferentes, el razonamiento
l6gico es muy similar. De esta manera los estudiantes pueden abordar problema

de Tammy de manera sistemética y estructurada.
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En la evaluacién de los dos problemas el 50 % de los alumnos coincidié en que la
dificultad de ambos problemas era igual. Estos mismos alumnos fueron aquellos
que obtuvieron las dos respuestas correctas, Por otra parte, los alumnos que
tuvieron tinicamente el problema de los dulces bien coinciden en que el problema

de Tammy es mas dificil.
El puntaje entre 10 y 13

El siguiente grupo comprendido con los puntajes de 10 a 13 y con un puntaje
promedio de 11.5 en su prueba de razonamiento 16gico y reflexién cognitiva es
el grupo mas numeroso con 11 miembros, de los cuales inicamente dos alumnos
(18 %) pudieron resolver los dos problemas de la prueba de los dulces y de

Tammy.

Aunque en este grupo, también, se encontraron planteamientos algebraicos,
varios alumnos propusieron respuestas aritméticas apoyadas con ecuaciones al

momento de su demostraciéon como lo vemos a continuacion.

Alumno 1

(1a) Describe con palabras y sin operaciones matematicas el razonamiento con
que piensas encontrar el naumero de los estudiantes.

Tomé como base el nimero inicial de los estudiantes con 3 dulces mas los 16
restantes después tomé la discrepancia de los cuatro dulces faltantes para
llegar al resultado.

(Ib) Si un dibujo o un esquema ayudaria a aclarar tu plan de solucién, hazlo en
el espacio de abajo.

(1c) Realiza las operaciones planeadas para responder la pregunta sobre el
namero de estudiantes.

(10 3) + 16 = 46
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(10x5)—4 =46

(1d) El namero de estudiantes que tiene la maestra es

10 alumnos

Alumno 2

(1a) Describe con palabras y sin operaciones matematicas el razonamiento con
que piensas encontrar el numero de los estudiantes.

3 dulces y le sobraron 16 dulces 16 entre 3 igual a 5 y sobra un dulce si le
quedaban 16 dulces al repartir 3 a cada alumno como minimo tiene 5 alumnos
y si le faltaban cuatro dulces para dar 5 a cada 1 entonces hay que encontrar un
miultiplo del 3 que haga realidad los datos que muestra.

(Ib) Si un dibujo o un esquema ayudaria a aclarar tu plan de solucién, hazlo en
el espacio de abajo.

N ?Y#{—!!-—jﬂ/ s ey éz‘\~4 o
799 j ?‘i % Zf’ ,f‘jé;j’/’” 00009 & Afwy mas
W | 3 a cads ¢ ???(f
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(1c) Realiza las operaciones planeadas para responder la pregunta sobre el
namero de estudiantes.

(10 % 3) + 16 = 46
(10%5) — 4 = 46

(1d) El nimero de estudiantes que tiene la maestra es

10 alumnos
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No todos los planteamientos aritméticos propuestos en este grupo parten de una
estructura sélida y sistematica. También, pudimos encontrar intentos basados en
la prueba y error de esta manera los alumnos plantean operaciones en las que
van considerando diferentes valores posibles hasta encontrar aquellos que
satisfagan las condiciones iniciales, por ejemplo:

Alumno 3

(Ib) Si un dibujo o un esquema ayudaria a aclarar tu plan de solucién, hazlo en
el espacio de abajo.

] 5 3 ®
g o
- = PR e
lj ';) ‘;
~ »> ’ ? i >
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; 3 e :
<
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(1c) Realiza las operaciones planeadas para responder la pregunta sobre el
namero de estudiantes.

10*¥5=50,3%10+16 =46,50 — 46 = 4

A medida que el alumno realiza diferentes intentos, es probable que comience a
notar patrones y regularidades en los resultados obtenidos. Esta habilidad de
reconocimiento de patrones es importante en el razonamiento l6gico y cognitivo
ya que puede indicar que el estudiante esta buscando conexiones y estableciendo

relaciones entre los datos y las soluciones.

En este grupo encontramos tnicamente dos alumnos (18 %) que tuvieron la
solucion correcta para el problema de Tammy, utilizando dos métodos diferentes
(un método algebraico y un método aritmético). En estos dos resultados podemos
comparar de manera detallada la manera de plantear y entender la situaciéon
dada en el contexto del problema. Ambos alumnos de manera individual

56



obtuvieron un puntaje de 12 puntos en su prueba de razonamiento légico y

reflexién cognitiva.

Alumno 1

(2b) Si un dibujo o un esquema ayudaria aclarar tu plan de solucién, hazlo en el
espacio de abajo.

(2c) Realiza las operaciones planeadas para responder la pregunta sobre la
distancia hasta la escuela de Tammy.

min
d=50—->t+2
m
d =60m/1min(t—-1)
min
507 —>t+2=60m/1min(t—-1)
t—1->5t+10=6t— 6 =16 min
d=22" (16+2) > d =900
= - =
1m

(2d) La distancia hasta la escuela de Tammy es

900 m

Alumno 2

(2a) Describe con palabras y operaciones matematicas el razonamiento con el
que piensas encontrar qué tan lejos esta la escuela de Tammy.

La diferencia en tiempo es de 3 minutos entre 60 y 50.
18 x 50 = 900m
18 + 60 = 1080m — (60 * 3) = 900m
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(2b) Si un dibujo o un esquema ayudaria aclarar tu plan de solucién, hazlo en el
espacio de abajo.

(2c) Realiza las operaciones planeadas para responder la pregunta sobre la
distancia hasta la escuela de Tammy.

18 * 50 = 900m
18 60 = 1080m — (60 * 3) = 900m
(2d) La distancia hasta la escuela de Tammy es

900 m

El factor tiempo fue clave en ambas respuestas (algebraica y aritmética) ya que a
partir de ahi se plantea la solucién y posteriormente encuentran la distancia que

recorre Tammy.

No se puede afirmar que una respuesta aritmética sea mejor que una respuesta
algebraica, ni viceversa, ya que depende del contexto y del tipo de problema que

se esté abordando.

La eleccién entre una respuesta aritmética y una respuesta algebraica dependera

del tipo de problema y del nivel de detalle y generalizacién requeridos.

Coémo podemos ver en las respuestas anteriores, una respuesta aritmética puede
ser suficiente y mas rapida de obtener, especialmente en problemas simples y
directos. Sin embargo, en situaciones mas complejas o cuando se busca una
comprension més profunda de los conceptos matematicos involucrados, una

respuesta algebraica puede ser méas apropiada.

No se puede establecer una jerarquia de superioridad entre una respuesta

aritmética y una respuesta algebraica. Ambas son herramientas matematicas
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importantes que se utilizan en diferentes contextos y situaciones, y su eleccion

depende del tipo de problema y de los objetivos que se persigan en cada caso.

En la evaluacion de dificultad de los dos problemas la mayoria de los alumnos
coincide en que el problema de Tammy representa una dificultad mayor a pesar

de que hayan tenido los dos problemas resueltos.

Solo dos alumnos opinan diferente 1 concluye que la dificultad de los dos
problemas es igual y otro considera el problema de la maestra y los dulces mas
dificil.

El puntaje entre 7y 9

El grupo comprendido entre los puntajes 7 y 9 en la prueba de Razonamiento
l6gico y reflexion cognitiva obtuvo un promedio general de 8.1 De un total de 8
alumnos, solamente uno (13 %) obtuvo las dos respuestas correctas al problema
de dulces y de Tammy. Dos obtuvieron sélo la respuesta de los dulces y el cinco

restantes (62.5 %) no obtuvo ninguna respuesta correcta.

Dentro de las 3 respuestas que dieron los alumnos cabe destacar una solucion
dénde el alumno utiliza métodos gréficos para encontrar la distancia a la que se
encuentra la escuela de Tammy. Este recurso grafico a groso modo establece un

punto solucién de dos sistemas de ecuaciones resuelto a través de graficas.

Alumno 1

(2a) Describe con palabras y operaciones matematicas el razonamiento con el
que piensas encontrar qué tan lejos esta la escuela de Tammy.

Ecuacion en la que x es tiempo y 100 es por los 2 minutos tarde y 60 por el
minuto temprano

*x—2=60x+1 (Estano es)

50x + 100 = 60x + 60
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(2b) Si un dibujo o un esquema ayudaria aclarar tu plan de solucién, hazlo en el
espacio de abajo.
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Ilustracion 1 Respuesta grifica Al problema de Tammy.

(2c) Realiza las operaciones planeadas para responder la pregunta sobre la
distancia hasta la escuela de Tammy.

50x + 100 = 60x — 60
100 + 60 = 60x — 50x
160 = 10x

x = 16 minutos

1.50m/min ,16 min - 800m
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2.60m/ min 16 min - 900m
1.- 800 m mas lo que le falta o sea 2 minutos entonces es 900 m

2.- 960 m menos el minuto antes es 900 m

(2d) La distancia hasta la escuela de Tammy es

900 m

El uso de gréficas y ecuaciones indica que el alumno estd adoptando un enfoque

mas sistematico y estructurado para la resolucién del problema.

Esta utilizando herramientas matematicas especificas para analizar y abordar el

problema de manera precisa y organizada.

En este grupo las opiniones sobre la dificultad de los dos problemas estan
divididas en partes iguales en donde la primera mitad dice que el problema de
la maestra y los dulces es mas dificil y la otra mitad establece que el problema de

Tammy es maés dificil.

El puntaje entre 4y 6

En el pendltimo grupo comprendido con puntajes de 4 a 6 y con un promedio
general de 53 en la prueba de razonamiento 16gico y reflexion cognitiva
tnicamente encontramos a 3 alumnos. Ninguno tuvo la solucién correcta de dos
problemas. Dos alumnos (67 %) obtuvieron la respuesta correcta para el

problema de los dulces, uno de manera aritmética y otro de manera algebraica.

Alumno 1

(1a) Describe con palabras y sin operaciones matematicas el razonamiento con
que piensas encontrar el nimero de los estudiantes.

Si para darle 5 dulces a cada estudiante le faltan cuatro dulces entonces nos
damos cuenta qué necesita 20 dulces ya que anteriormente le habia sobrado
16 y al principio ya habia entregado 3 dulces a cada uno.
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(1b) Si un dibujo o un esquema ayudaria a aclarar tu plan de solucién, hazlo en

el espacio de abajo.

A cada alumno le faltarian dos dulces para que cada 1 tuviera 5

(1c) Realiza las operaciones planeadas para responder la pregunta sobre el

namero de estudiantes.

20
16 +4 = 20, > = 10 alumnos

(1d) El namero de estudiantes que tiene la maestra es

10 alumnos

Alumno 2

(1a) Describe con palabras y sin operaciones matematicas el razonamiento con
que piensas encontrar el numero de los estudiantes.

Para esto debemos establecer un sistema de ecuaciones donde vamos a defi-
nir de la siguiente manera
y—3x=16
y—5x=—-4

Si el namero total de dulces y hoy le Quito la cantidad que le daria a todos
los estudiantes 5 x me faltarian cuatro dulces por eso se representa con - 4

(Ib) Si un dibujo o un esquema ayudaria a aclarar tu plan de solucién, hazlo en
el espacio de abajo.

(1c) Realiza las operaciones planeadas para responder la pregunta sobre el
namero de estudiantes.
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y=16 + 3x
(16 +3x) —5x = —4

16 + 5x = —4
—2x =20
—-20 =2x
—-x =10

(1d) El namero de estudiantes que tiene la maestra es

10 alumnos

Analizando los resultados anteriores, podemos concluir que es posible tener un
nivel de razonamiento légico relativamente bajo y aun asi resolver ciertos
problemas matematicos utilizando enfoques aritméticos y algebraicos, pero no
problemas mas abstractos como es el problema del Tammy.

El razonamiento 16gico es una habilidad cognitiva que implica la capacidad de
analizar, inferir y aplicar reglas y principios 16gicos para llegar a conclusiones
validas.

Este grupo concluyé undnime que la dificultad del problema de Tammy es
mucho mayor que el de los dulces.

El puntaje entre 0 y 3

En este grupo tnicamente encontramos dos alumnos los cuales en promedio
tienen un puntaje de 1.5 y ninguno de los dos pudo resolver los problemas.

Alumno 1

(1a) Describe con palabras y sin operaciones matematicas el razonamiento con
que piensas encontrar el numero de los estudiantes.

3 dulces reparto inicial

16 dulces quedan
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5 dulces se desean repartir
Cuatro dulces faltan

(Ib) Si un dibujo o un esquema ayudaria a aclarar tu plan de solucion, hazlo en
el espacio de abajo.

Al tomar los datos que nos brinda el problema pueden podemos deducir que
tiene 20 alumnos se multiplica la cantidad de dulces repartidos nos da 60
dulces agregamos los 16 dulces faltantes y dividimos el total entre la
cantidad de alumnos de esta manera hacemos la demostracién.

(1c) Realiza las operaciones planeadas para responder la pregunta sobre el
numero de estudiantes.(20x3) =60, 60+ 16 =76+ 4 =80

(1d) El namero de estudiantes que tiene la maestraes 20 alumnos

Estos alumnos con un bajo puntaje en su prueba de razonamiento légico y
reflexion cognitiva obviamente encontraron dificultades para resolver problemas
matemadticos de sobra y falta.
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Capitulo 6
CONCLUSIONES

Con base en los resultados presentados, es posible dar respuestas iniciales a las

preguntas de investigacion.

¢ Qué estrategias usan los alumnos de diferentes niveles educativos para resolver dos

problemas de sobra y falta?

En niveles preuniversitarios, los alumnos exitosos usan la estrategia
algebraica para el problema de dulces y estrategia aritmética para el
problema de Tammy. Los alumnos menos exitosos, usan la estrategia de
tanteo aritmético para el problema de dulces y no intentan resolver el

problema de Tammy.

En el nivel universitario, los alumnos exitosos usan la estrategia algebraica

en ambos problemas.

¢Como influye la instruccion explicita de incluir una representacion visual en la

resolucion de los problemas?

Muy pocos alumnos acuden a las representaciones visuales. Cuando las
usan, en niveles preuniversitarios, las representaciones visuales son
pictéricas. En el nivel universitario, las representaciones visuales suelen

ser, en el problema de Tammy, las graficas posicién - tiempo.
¢ Cudl de los dos problemas de sobra y falta es mds dificil para los alumnos?

Basandose en los ntimeros de soluciones correctas y las explicitas
evaluaciones de los alumnos, el problema de Tammy es mucho mas dificil.
Eso implica qué el contexto abstracto del problema (movimientos a
diferentes velocidades) es para el gran ntiimero de alumnos un mayor reto

conceptual que el contexto concreto y familiar (repartir dulces).

¢ Qué relacion hay entre los alumnos que presentan una alta calificacion en su examen de
medicion en razonamiento logico - cognitivo y el niimero de sus soluciones correctas de

problemas de sobra y falta?
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Sin lugar a dudas, este estudio demuestra que el puntaje en las pruebas de
razonamiento l6gico y reflexién cognitiva, aplicado en el nivel universitario, es
un buen predictor del desempeiio de los alumnos en la resoluciéon de los

problemas de sobra y falta.

Eso se not6 con gran claridad en el problema de Tammy que requiere el manejo

de pensamiento formal en un contexto poco experimentado por los alumnos.

En esta investigacion se pudo observar que hay estudiantes que ingresan en la
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas que no son capaces de resolver ambos
problemas. Lo preocupante es que hubo varios estudiantes que no presentaron
ninguna solucién correcta, un desempefio peor que el desempefio de algunos
alumnos de secundaria y bachillerato. Tal hecho implica que el examen de
admisién a la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla deberia ser mas

riguroso.

Hay que destacar que este estudio es el uinico en el nivel mundial que explora las
diferentes estrategias de resolver los problemas de sobra y falta empleadas por

los alumnos de secundaria, bachillerato y universidad.
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ANEXO1
Diferentes métodos de resolucion de problemas de sobra y falta

1. Método aritmético

Matematico aleman Johanes Widmann presento, en el afio 1498, el problema de

sobra y falta en el contexto de pagar a los trabajadores (sin mencionar la moneda):
Si se paga a cada trabador 5, sobra 11. Si se pagaria a cada trabajador 9,
faltaria 17. Se busca el nimero de trabajadores y el dinero disponible.

La solucioén fue la siguiente:

Si a cada trabajador se paga 4 mas, el monto pagado aumenta por 28 (11
+ 17 = 28). Eso significa que el namero de trabajadores es 7 (28/4 = 7). El
dinero disponible es: (7 x 5) + 11 = (7 x 9) - 17 = 46.

2. Método algebraico

Matematico aleman Christoph Clavius presenté dos métodos de solucion de
problemas de sobra y falta. En el afio 1583, el primer método presentado fue de
“dos posiciones falsas “que tiene su origen el China cuando aparecieron estos
problemas. Tal método algoritmico (“tanteo estructurado ), se va a ejemplificar

mas adelante.

Es importante mencionar que los alumnos de hoy en los problemas aritméticos
acuden, muy a menudo, a la estrategia de tanteo, “jugando” con los ntiimeros
hasta encontrar la solucién. Muy pocos tratan de encontrar el patrén de cambio

que permite organizar, simplificar y reducir el ntimero de pasos en el tanteo.

En su libro “Algebra “, publicado en el afio 1608, Clavius presento el siguiente

problema:

Un ciudadano encontré en frente de la puerta de su casa un ntmero
desconocido de personas pobres. A cada uno de ellos dio 7 monedas. Al
hacer esto, en la mano le quedaron 24 monedas. Si hubiera querido dar a
cada uno de ellos 9 monedas, le hubiera faltado 32 monedas adicionales.
Se busca saber cuantos pobres hubo y cudntas monedas tenia el ciudadano
en su mano.
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Usando para el nimero de pobres el término “suma “, Clavius el namero de
monedas expresé como “7 sumas + 24”. De la misma manera, tal nimero es,

también, “9 sumas - 32”.

Igualando estas dos expresiones, Clavius obtuvo: 7 sumas + 24 = 9 sumas - 32.
Sumando a ambos lados 32, le quedé: 7 sumas + 56 = 9 sumas. Finalmente tenia:

56 = 2 sumas.

De este modo, el nimero de pobres es 28. El nimero de moneda es: (7 x 28) + 24

= (9 x 28) - 32 = 220.

En la simbologia contemporanea, la relacion inicial serfa: 7 x + 24 = 9 x - 32.

En el siglo XVIII, el contexto de “dar dinero a los pobres (o a los méndigos)” y la
solucion algebraica fueron aceptados por la mayoria de los autores de los libros

de texto matematicas. En la Figura A1 se presenta un ejemplo:

No. 23.

One meeting a Company of Beggars, gives each
four Pence, and had fixteen Pence left ; but if he
had given to each fix Pence, he would have wanted
twelve Pence. I demand the Number of Beggars ?

Il % = the Number of Beggars,
Then 2} 4% 4 16 = 68 — 12

2 4 12 |3 4% + 28 = 6«
3 — 4% |4| 2% = 28
4+ 2 |5/ # = 14 the Number of Beggars.

ar

Figura Al. La solucién algebraica del problema de dar dinero a mendigos (Carr,
1751, p. 172).

3. Meétodo de “dos falsas posiciones “

A pesar de la claridad conceptual y procedimental de los métodos aritmético y
algebraico, en el siglo XVIII todavia hubo autores que presentaban en sus libros
de texto el método de “dos falsas posiciones “que fue empleado, en diferentes
formas, por los matematicos chinos (Chemla, 1977). Aunque tal método

algoritmico (de dos suposiciones que llevan a dos errores) genera las soluciones
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correctas, su lado conceptual es completamente obscuro. Los estudiantes

solamente pueden memorizarlo sin saber por qué funciona.

Un ejemplo de tal método se presenta en la Figura A2:

A perfon finding feveral beggars at his door, gave
each of them 3 pence a-piece, and had 5 pence re-
maining. He would have given them 4 pence
a-piece, but he wanted 7 pence to do it. How many
beggars were there ?

14 10
1. Suppofe 14 beggars. 14
3 4 (12
2 6
£5 = e 2
“his money=47 49 hismon. 228 20
49 alfe.  2j20
1 error 4 2 4)48(12 beggars
the anfwer,

o

2. Suppofe 10 beggars. 1
3

4
30 40
-+5 -7
35 33
33 -
2 error —2

—

Figura A2. Un ejemplo de método de “dos posiciones falsas” (Emerson, 1763,
Ejemplo 4, p. 145).
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ANEXO 2
Las hojas de trabajo para los problemas de Dulces y Tammy

El reparto de dulces

1. Una maestra tiene una bolsa con dulces, si ella da a cada estudiante 3 dulces,
le quedan 16 dulces, para dar a cada estudiante 5 dulces, le faltarian 4 dulces mas.
(Cuéntos estudiantes tiene la maestra?

(Cuantos dulces tiene la maestra?

(1a) Describe con palabras y sin operaciones matematicas el razonamiento con
que piensas encontrar el numero de los estudiantes.

(1b) Si un dibujo o un esquema ayudaria a aclarar tu plan de solucién, hazlo en
el espacio de abajo.

(1c) Realiza las operaciones planeadas para responder la pregunta sobre el
namero de estudiantes.

(1d) El namero de estudiantes que tiene la maestra es

(Le) Describe con palabras y sin operaciones matematicas el razonamiento con

que piensas encontrar el nimero de los dulces.

(1f) Si un dibujo o un esquema ayudaria aclarar tu plan de solucién, hazlo en
espacio de abajo.

(1g) Realiza las operaciones planeadas para responder la pregunta sobre el
nimero de dulces.
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(1h) El namero de dulces que tiene la maestra es

(1i) Demuestra que el nimero de alumnos que encontraste es correcto.

(1j) Demuestra que el nimero de dulces que encontraste es correcto.

(Qué tan lejos esta la escuela de Tammy?

2. Cada mafiana Tammy camina a la escuela. Si camina 50 metros por minuto,
llega a la escuela dos minutos tarde. Si camina 60 metros por minuto, llega a la
escuela un minuto temprano. ;Qué tan lejos esta la escuela de Tammy?

(2a) Describe con palabras y operaciones matematicas el razonamiento con el

que piensas encontrar qué tan lejos esta la escuela de Tammy.

(2b) Si un dibujo o un esquema ayudaria aclarar tu plan de solucién, hazlo en el
espacio de abajo.

(2¢) Realiza las operaciones planeadas para responder la pregunta sobre la
distancia hasta la escuela de Tammy.

(2d) La distancia hasta la escuela de Tammy es

(2c) Demuestra que la distancia encontrada hasta la escuela de Tammy es
correcta.
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ANEXO 3
Prueba del Razonamiento Légico (PRL)

Pregunta 1

Se necesita exprimir 4 naranjas para obtener seis vasos de jugo. ;Qué cantidad de
jugo se podria obtener con seis naranjas? (Considera que todas las naranjas son
del mismo tamafo)

a. 7 vasos b.8 vasos c¢.9vasos d.10 vasos e. Otra respuesta

Razon

1. Elnamero de vasos y el nimero de naranjas estaran siempre en la relacion
3a2
2. Con més naranjas, las diferencias seran menores.

W

La diferencia entre las cantidades sera siempre de dos.

4. Con cuatro naranjas la diferencia era dos. Con seis naranjas la diferencia
seria dos maés.

5. No se podria predecir.

Pregunta 2

Usando las mismas naranjas de la pregunta 1. ; Cudntas naranjas se necesitarian
para hacer 15 vasos de jugo?

a. 7 naranjasy media b.9 naranjas c.10naranjas d.13 naranjas e.Otra
respuesta

Razén

1. Elntmero de naranjas y el nimero de vasos de jugo estardn siempre en la
relacion 2 a 3.

2. El ntmero de naranjas sera siempre menor que el ntiimero de vasos de
jugo.

3. La diferencia entre las cantidades sera siempre de dos.

4. El ntmero de naranjas necesarias sera la mitad del nimero de vasos de
jugo

5. No se podria predecir
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Pregunta 3

Supongamos que queremos hacer un experimento para averiguar si al modificar
la longitud de un péndulo cambia también la cantidad de tiempo que tarda en
oscilar de un lado a otro. ;Qué péndulos deberiamos usar para realizar dicho
experimento?

Ll 4 5
50g l 10;)9 40g
a. 1y4 g 08 '
b. 2y4
c. 1y3
d. 2y5
e. Todos
Razon

1. Comparariamos el péndulo més largo con el mas corto.
Necesitariamos comparar todos los péndulos entre si.
Al aumentar la longitud tendriamos que disminuir el peso.

Ll

Los péndulos elegidos tendrian que tener todas las mismas longitudes y
distinto peso.
5. Los péndulos elegidos tendrian que tener todos distinta longitud e igual

peso.
Pregunta 4

Supongamos que queremos realizar un experimento para averiguar si al cambiar
el peso del péndulo cambia también la cantidad de tiempo que tarda en oscilar
de un lado a otro. ;Qué péndulos tendriamos que usar para realizar dicha
experiencia? :

- 2 3 4 5
l l 40g
S0g l 100g
50
30g 9

a. 1y4 b.2y4 c1y3 d.2y5 e Todos

Razén

1. Comparariamos el péndulo méas pesado con el mas ligero.
2. Necesitariamos comparar todos los péndulos entre si.
3. Al aumentar el peso tendriamos que disminuir la longitud.
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4. Los péndulos elegidos tendrian que tener diferente peso y la misma lon-
gitud.
5. Comparariamos péndulos de igual peso y distinta longitud.

Pregunta 5

Un jardinero compré un paquete que contenia 3 semillas de calabaza y 3 semillas
de frijol. Si se extrae una semilla del paquete, ; Cual es la probabilidad de que ésta
sea de frijol?

a. 1Tdecada?2 b.l1decada3 c.1decada4 d.l1decada6 e.4decada
6

Razén

1. Se necesitarian cuatro extracciones dado que las tres semillas de calabaza
podrian suceder que se extrajesen seguidas.

Hay seis semillas entre las cuales ha de extraerse una de frijol.

De las tres semillas de frijol que hay se necesita extraer una.

La mitad de las semillas son de frijol.

e LN

Del total de seis semillas, ademas de la de frijol se podrian extraer tres de
calabaza.

Pregunta 6

Un jardinero comproé un paquete que contenia 21 semillas de diversas clases. La
composicion era la siguiente:

3 de flores pequefas rojas 4 de flores pequefias amarillas
5 de flores pequefias naranjas 4 de flores grandes rojas
2 de flores grandes amarillas 3 de flores grandes naranjas

Si s6lo ha de plantar una semilla, jcual es la probabilidad de que la planta
resultante tenga flores rojas?

a. 1decada2 b.l1decada3 c.1ldecada7 d.ldecada2l e.Otra
respuesta

Razéon

1. Ha de elegir una semilla entre aquellas que dan flores rojas, amarillas o
naranjas.

2. 1/4 de las pequenas y 4/9 delas grandes son rojas.

3. No importa que sean pequefias o grandes. De las siete semillas rojas que
hay se ha de elegir una.
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4. Ha de seleccionar una semilla roja de un total de 21 semillas.
5. Siete de las 21 semillas daran flores rojas.

Pregunta 7

La siguiente figura representa una muestra de los ratones que viven en un
campo. A partir de la figura, indica si es mas probable que tengan cola negra los
ratones gordos que los delgados.

€€ T CIENC:
€
R BB B3

> B B >
> I &2

a. Si. Los ratones gordos tienen mayor probabilidad de tener cola negra que
los delgados.

b. No. Los ratones gordos no tienen mas probabilidad de tener cola negra
que los delgados.

Razén

1. 8/11 delos ratones gordos tienen colanegray 3/4 de los ratones delgados
tienen cola blanca.

2. Tanto alguno de los ratones gordos como alguno de los ratones delgados
tienen cola blanca.

3. De los treinta ratones, 18 tienen cola negra y 12 cola blanca.

4. Ni todos los ratones gordos tienen cola negra, ni todos los delgados tienen
cola blanca.

5. 6/12 de los ratones con cola blanca son gordos.
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Pregunta 8

(Es mas probable que tengan rayas anchas los peces gordos que los peces
delgados?

a. Si
b. No

Razon

1. Unos peces gordos tienen rayas anchas y otros estrechas.

3/7 de los peces gordos tienen rayas anchas.

12/28 tienen rayas anchas y 16/28 las tienen estrechas.

3/7 de los peces gordos y 9/21 de los peces delgados tienen rayas anchas.

g LN

Algunos de los peces con rayas anchas son delgados y otros son gordos.

Pregunta 9

Tres estudiantes de cada uno de los cursos de 19, 2rey 30 de preparatoria son
candidatos al consejo escolar. La representacién estard constituida por un
estudiante de cada curso. Cada votante debe considerar todas las combinaciones
posibles antes de decidir su voto.

Dos posibles combinaciones serian Tomas, José y Pedro (TJP); e Isabel, Carmen y
Maria (ICM).

Has una lista con todas las combinaciones posibles usando los espacios que se
ofrecen en la hoja de respuestas. Hay mas espacios de los necesarios.

CONSEJO ESCOLAR
10 DE PREPA 20 DE PREPA 39 DE PREPA
Tomés (T) José (]) Pedro (P)
Isabel (I) Carmen (C) Maria (M)
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Antonio (A) Beatriz (B) Luis (L)
Pregunta 10
Se prevé abrir en breve 4 tiendas en un nuevo centro comercial.

Optan por comprar los locales una peluqueria (P), una farmacia (F), un
supermercado (S) y una cafeteria (C).

Cada uno de los negocios mencionados ha de ocupar uno de los locales previstos.
Una posible forma de ocupacion seria PFSC.
Has una lista con todas las formas posibles de ocupacién de los locales.

Hay maés espacios den la hoja de respuestas de los que son necesarios.
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ANEXO 4
Prueba de la Reflexiéon Cognitiva (PRC)

1. Una raqueta y una pelota cuestan 1.10 euros en total. La raqueta cuesta 1.00
euros mas que la pelota. ; Cudnto cuesta la pelota?
La pelota cuesta_ euros. ; Como llegaste a tal respuesta?

2. Si cinco méquinas fabrican 5 piezas, ;Cuanto tardan 100 maquinas en fabricar
100 piezas?
Las maquinas tardardn ___minutos. ; Como llegaste a tal respuesta?

3. En unlago hay una zona cubierta de lirios. El area de lirios se hace el doble de
grande cada dia. Si el area de lirios tarda 48 dias en cubrir el lago entero ; Cuantos
dias tardaran los lirios en cubrir la mitad del lago?

Los lirios tardaran ___ dias. ;Cémo llegaste a tal respuesta?

4. Ivan bebe un barril de agua en 6 dias y maria puede beber el mismo barril en
12 dias. ; Cuantos dias tardaran en beber tal barril de agua juntos?
Tardaran__ dias. ;Cémo llegaste a tal respuesta?

5. Julio ha recibido tanto la decimoquinta calificacion mas alta como la
decimoquinta calificacién mdas baja de la clase. ;Cuantos estudiante hay en la
clase?

Hay estudiantes en la clase. ; Como llegaste a tal respuesta?

6. Un hombre compra una mercancia por 60 pesos, la vende por 70 pesos, la
compra de nuevo por 80 pesos y, finalmente, la vende por 90 pesos. ;Cuanta
ganancia logro obtener?

Su ganancia fue de ___ pesos. ;Como llegaste a tal respuesta?

82



