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Resumen

En el presente trabajo de tesis se analizan dos sistemas biolégicos con retardos tem-
porales, que corresponden al modelo de evolucion de células tumorales relacionado con
el padecimiento de cancer y al modelo del sistema regulador glucosa-insulina relacio-
nado con la diabetes. Estos modelos se seleccionaron debido a los temas de interés que
abordan y a la inclusién de retardos temporales en sus modelos matematicos.

Los retardos temporales son un factor que siempre existe en la naturaleza y aunque
no es un valor que usualmente se contemple, en algunos casos como el de los siste-
mas biolégicos propuestos en este trabajo de tesis, la inclusion de retardos temporales
muestra un cambio significativo en su comportamiento |1}2].

El calculo fraccionario representa un orden no entero en las ecuaciones diferenciales
del modelo matematico que componen el sistema y en algunos casos el orden fraccio-
nario muestra un comportamiento distinto al del sistema de orden entero. Por lo tanto
se realiz6 el andlisis de la dindmica no lineal variando el orden fraccionario asi como
el valor de los retardos para ambos sistemas biolégicos y se escogieron los valores que
mejor representan el comportamiento de los sistemas bioldgicos reales [3].

Posteriormente se disenné una red compleja que representa la comunicacion entre
las células de estudio de cada sistema bioldgico con la finalidad de observar su com-
portamiento y representar una poblacién mayor de células debido a que la poblacién
real en el cuerpo es superior a la indicada en ambos sistemas [4].

También se realizo la implementacion electronica de los sistemas biologicos de orden
fraccionario con retardos para representar los sistemas de una manera practica para
aplicaciones futuras, como puede ser el uso médico. Finalmente se incluye una etapa
de control en la red compleja, debido a que ambos sistemas representan estados de
enfermedad. Donde el control representa agentes externos a la red capaces de cambiar
el comportamiento de la red a un estado saludable.
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Introduccon

Los sistemas se de nen como la combinacon de varios elementos que interactian
entre s para un n espec co. Para su investigacon o estudio un sistema puede re-
presentarse mediante un modelo matemnatico, el cual representa lo nmas el posible el
comportamiento del sistema real por medio de expresiones matemnaticas conocidas [5,6].

El comportamiento de los sistemas reales responde a diversos factores, como pueden
ser el clima, lugar, posicon, tiempo etc. por lo que muchos de los sistemas reales
son sistemas no lineales y variantes en el tiempo, debido a esto es cormun que su
modelo matematico sea descrito mediante ecuaciones diferenciales. En el caso de los
sistemas biobgicos normalmente se busca modelar matematicamente enfermedades o
padecimientos humanos para as crear modelos lo mas eles posibles que sirvan como
herramienta de estudio para combatir o solucionar estos males [7{14].

Por lo tanto, en el presente trabajo de tesis se analizan dos modelos matemnaticos
gue representan padecimientos de gran impacto e intees para la sociedad, correspon-
dientes a un sistema regulador glucosa-insulina el cual es responsable de padecimientos
asociados con la Diabetes y un sistema de evolucon de elulas tumorales que se asocian
al Gancer.

El ancer es un ermino gererico con el cual se asocia a un amplio grupo de enferme-
dades que pueden afectar a cualquier parte del organismo; normalmente relacionadas
con tumores o0 neoplasias malignos. Una de las principales caractersticas del @ancer es
la multiplicacon apida de elulas anormales o defectuosas que se extienden nmas ala
de sus Imites habituales y pueden llegar a invadir partes adyacentes o incluso propa-
garse a otrosorganos, a este proceso se le denomina metastasis y es la principal causa
de muerte por @ncer [15, 16].

En el 2015 el @ancer represenb la segunda causa de muerte en el mundo, ocasio-
nando 8,8 millones de defunciones. Casi una de cada seis defunciones en el mundo se
debe a esta enfermedad, donde el 70 % de las muertes por @ncer se registran en pases
de ingresos medios y bajos. Existen cinco principales factores de riesgo asociados a la
conducta y dieta causantes de @ancer, los cuales son: ndice de masa corporal elevado,
ingesta reducida de frutas y verduras, falta de actividad fsica, consumo de tabaco y
consumo de alcohol, siendo el tabaquismo el principal factor de riesgo que ocasiona
aproximadamente el 22 % de las muertes por @ancer [16,17].

Lamentablemente unos de los problemas nmas frecuentes son la falta de diagrostico,
tratamiento o un diagnostico en fase avanzada. En 2017, solo el 26 % de los pases de
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Introduccon

ingresos bajos informaron contar con servicios de patologa para atender a la poblacon
en general, mientras que mas del 90 % de los pases de ingresos altos ofrecen tratamiento
a los enfermos oncobgicos [16,17].

La diramica de los tumores cancergenos es un tema de gran importancia tanto
para matematicos como onmlogos aplicados, debido al crecimiento impredecible de las
@lulas tumorales [18]. Por lo tanto, un modelo matematico que describa la evolucon de
las @lulas tumorales aportara grandes bene cios en elarea de la medicina y supondra
una herramienta no invasiva para el estudio de un tratamiento. Se han desarrollado
varios modelos que describen la evolucon de @lulas tumorales sin embargo al tratarse
de un sistema biobgico se busca aquel que mejor describa las caractersticas del sistema
real [18{23].

La diabetes es el nombre de un grupo de enfermedades caracterizadas por trastornos
en los procesos metaholicos del cuerpo humano, en los que se interrumpe el mecanismo
de control del nivel de aaicar en la sangre, donde la insulina, que es el elemento
principal de control no se secreta o las ®lulas del cuerpo ignoran su presencia. existen
dos tipos principales de diabetes, el primero es diabetes mellitus tipo 1 donde hay una
de ciencia de insulina, normalmente causada por una destruccon autoinmune de las
elulas pancreaticas, y la diabetes mellitus tipo 2, donde la causa es una combinacbn
de resistencia a la accon de la insulina (generalmente asociada a obesidad) y una
inadecuada respuesta secretora compensatoria [24{27].

En Mexico, datos recabados de la Encuesta Nacional de Salud (ENSA) 2000, la
Encuesta Nacional de Salud y Nutricon (ENSANUT) 2006, 2012 y MC 2016, muestran
gue la prevalencia de diabetes por diagrostico previo ha aumentado con una tendencia
anual positiva de 2.7 %. En 2016, la prevalencia de diabetes fue de 9.4 % mayor respecto
a la de 2012 y al menos en Mexico hasta el 2016 haba poco nas de 6.4 millones de
personas diagnosticadas con diabetes, cerca de 60 000 nas que en 2012 [26, 28].

Datos de la OMS muestran que la diabetes en el mundo aumenb de 108 millones
en 1980 a 422 millones en 2014 y entre 2000 y 2016, se registo un incremento del
5% en la mortalidad prematura por diabetes. La diabetes tamben puede provocar
otros padecimientos, como son la ceguera, insu ciencia renal, infarto de miocardio,
accidentes cerebrovasculares y amputacon de los miembros inferiores. Se estima que
en 2016 la diabetes fue la causa directa de 1,6 millones de muertes y es fue gptima
causa principal de mortalidad en 2016. Casi la mitad de todas las muertes atribuibles
a la hiperglucemia tienen lugar antes de los 70 anos de edad [29, 30].

Por lo anterior el estudio y la generacon de modelos matematicos que describan
la diramica entre la generacon de glucosa-insulina es de gran importancia tanto para
medicos como para matematicos debido al aumento de personas con obesidad que es
una de las principales causas de diabetes en el mundo. Existen varios modelos que
describen diferentes caractersticas de la diabetes sin embargo como se ha mencionado
anteriormente, en esta clase de sistemas lo importante es la delidad con el sistema
real [26, 31{35].

Los modelos matematicos que usan ecuaciones diferenciales ordinarias con orden en-
tero han demostrado ser valiosos para comprender la diramica de los sistemas biobgi-

Xii



Introduccon

cos. Sin embargo, el comportamiento de la mayora de los sistemas biobgicos tienen
memoria o secuelas. Por lo que modelar los sistemas en orden fraccionario es de gran
importancia ya que hay perdida de informacon con los netodos de orden entero. En
consecuencia, el @alculo fraccionario ha ganado popularidad e importancia, principal-
mente debido a su precison, por lo que tiene aplicaciones en numerosos campos, Como
fsica, qumica, hidrologa, medicina y nanzas [36{38].Esto se debe al hecho de que
las derivadas e integrales fraccionarias permiten una descripcon mejor de la diramica
real de un sistema. Por lo tanto, existe una creciente necesidad de estudiar y utilizar
las ecuaciones diferenciales e integrales de orden fraccionario [3].

Aunado a la precison que ofrecen los sistemas de orden fraccionario se pueden inte-
grar los sistemas con retardo puesto que dichos sistemas tamben mejoran la diramica
de los sistemas reales al contemplar retardos que suelen existir en la naturaleza, y que
los sistemas de ODEs normales no toman en cuenta [2]. Por tal motivo se asume que
la integracon de dichos sistemas permite una representacon aun mas el y precisa del
sistema real, ya se han realizado algunos trabajos que integran estos dos netodos y por
lo general se encuentran soluciones dentro del campo de la medicina donde la precisbn
en muchos casos es de vital importancia [1, 39{42].

Pero en la naturaleza existen una gran cantidad de sistemas diferentes que difcil-
mente se encuentran aislados ya que suelen interactuar con otros sistemas iguales o
diferentes para llevar a cabo una accon. Dicha interaccon entre sistemas es conocida
como un sistema complejo, estos esin compuestos de varias partes que interacuen
entre s, donde cada parte tiene su propia estructura interna y una funcon espec -
ca [4,43]. Un sistema complejo de igual manera que los sistemas \normales"tiene una
representacon matematica conocida como red compleja adenas de tener una repre-
sentacon ga ca llamada grafo, la cual consiste en varios nodos conectados entre s
mediante enlaces [44], donde los nodos representan los sistemas que conforman la red
y los enlaces las interacciones entre los nodos.

La sincronizacon de una red es un feromeno que se da de forma natural y con-
siste en la accon grupal de varios sistemas entre s. Existen una gran cantidad de
sistemas reales que son capaces de sincronizarse ya sea entre sistemas del mismo tipo
u otros. Algunos ejemplos son los cardumenes, parvadas, enjambres etc., que son un
conjunto de individuos que se coordinan para formar ciertas guras o0 secuencias pa-
ra un n espec co, donde ningun elemento en particular funge como Ider del grupo.
Algunos ejemplos que se han representado con redes complejas son la propagacon de
una enfermedad de transmisbon sexual [45], la propagacon de una epidemia [46], entre
otros [44,47,48].

Por lo tanto, al incorporar los tres efectos antes mencionados, los cuales son orden
fraccionario, retardos temporales y redes complejas a los sistemas biobgicos que se
analizan en el presente trabajo de tesis se obtienen modelos con caractersticas mas
eles a las de los sistemas reales.

Para validar el modelo matenatico propuesto de los sistemas biobgicos, es im-
portante reproducirlo experimentalmente mediante una implementacon electonica de
los modelos. La implementacon electonica permite estudiar la relacon entrada-salida
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(excitaciones y respuestas) del sistema, adernas de que tiene varios usos, por ejemplo, la
reproduccon experimental de un sistema biobgico puede usarse en laboratorios espe-
cializados y hasta en escenarios quiurgicos, ademas de poder fungir como un sistema
experimental o de pruebas cuando el sistema real es de difcil acceso, difcil de mani-
pular, peligroso o de alto costo. Esta reproduccon electonica del sistema biobgico se
realiz mediante una tarjeta embebida Raspberry Pi, puesto que ofrecen un hardware
portable, una arquitectura conocida y de fcil acceso.

El diagrama de la metodologa a seguir para la elaboracon de la tesis se muestra
en la Figura 1.

Figura 1: Diagrama de la metodologa a seguir para el desarrollo de la tesis.
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Justi cacon

El presente trabajo de tesis incorpora tres efectos principales para mejorar la ca-
racterizacon de sistemas biobgicos, los cuales son los retardos temporales, el orden
fraccionario y las redes complejas.

Se usan retardos temporales, debido a que los sistemas biobgicos en la naturaleza
suelen presentar retardos. Existen artculos que demuestran que al incorporar retardos
en los modelos matemnaticos de los sistemas se obtienen cambios en su comportamien-
to que representan caractersticas reales de los mismos [1,2,42,49]. Como el modelo
descrito por Shujuan Geng et alque describe una masa neuronal cuyos resultados in-
dican que un retraso en la transmison de la sefal entre las neuronas puede causar una
actividad similar a una convulson en el cerebro cuando el grado de retraso alcanza un
cierto valor [50]. El modelo deBachar, Mostafa y Anita Dorfmayr muestra los posibles
efectos del tratamiento antirretroviral sobre la diramica de la propagacon de la enfer-
medad de la infeccon por el virus de la inmunode ciencia humana en una poblacon
de tamano variable, donde el retraso inducido por el tratamiento representa el perodo
de tiempo mnimo que los pacientes tienen que estar bajo tratamiento nedico hasta
gue se produzcan efectos positivos [51].

El orden fraccionario a diferencia de los sistemas de orden entero incorpora una
memoria en el sistema que produce comportamientos diferentes [3,42]. Como en el
modelo deW.W Teka et al que representa el comportamiento de las neuronas, en este
caso el modelo de orden fraccionario presenta diferentes tipos de oscilaciones que pueden
ser el resultado de la dependencia e interaccon a largo plazo de las corrientes bnicas
intracelulares y extracelulares [38]. Otro modelo de orden fraccionario es el propuesto
por |. Assadi et al que representa un modelo respiratorio donde las variaciones en el
orden fraccionario corresponden a un sistema sano, con asma y EPOC [52].

Las redes complejas sonutiles para caracterizar sistemas complejos los cuales se ha
demostrado que abundan en la naturaleza ya que hay una gran variedad de sistemas
gue interacuan entre sistemas del mismo o diferente tipo [4, 44{48, 53]. Las redes
complejas permiten analizar una gran cantidad de sistemas que interacuan entre s;
algunos ejemplos son, el modelo de red compleja M®@hammed Diykh y Yan Li el
cual propone un netodo de clasi cacon de las etapas del sueno e ciente en el que
evaluaron un rumero mayor de caractersticas que mejoro la precison del modelo [54],

y el modelo de red compleja d&licola Amoroso et alque presenta nuevas conexiones
cerebrales que coinciden con la enfermedad de Parkinson con lo que se demuestra que
la conectividad de varias regiones del cerebro est signi cativamente relacionada con
esta enfermedad [55].

Por lo anterior se incorporan los tres efectos mencionados en el sistema de evo-
lucon tumoral y el sistema regulador de glucosa-insulina, con el n de obtener un
comportamiento mas cercano al de los sistemas reales.
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Objetivos

Objetivo general

Analizar los efectos que los retardos en el tiempdinje-delay), y la memoria
inducida por el orden fraccionario de las derivadas de los modelos matemnaticos
tienen sobre la observacon y prediccon de feromenos biobgicos; y as poder
sincronizar las condiciones biobgicas a un estado deseado. Adenas, validar las
observaciones teoricas usando hardware electonico embebido.

Objetivos espec cos

» Estudiar diversos sistemas biobgicos para seleccionar en cuales incorporar la
memoria y el retardo en el tiempo.

= Simular la diramica de al menos dos sistemas biobgicos de orden fraccionario
con retardos en el tiempo usando Matlab.

= Caracterizar los efectos causados por la memoria y el retardo en el tiempo sobre
la diramica no lineal de sistemas biobgicos mediante los nmetodos de series de
tiempo, estabilidad de los puntos de equilibrio, diagramas de fase, bifurcaciones,
exponentes de Lyapunov y bases de atraccon.

= Sincronizar los sistemas biobgicos de orden fraccionario y con retardos en el
tiempo usando redes complejas.

= Implementar electonicamente los sistemas biobgicos de orden fraccionario y con
retardos en el tiempo usando hardware embebido.

Organizacon de la tesis

A continuacon, se presenta una breve descripcon de la organizacon de la tesis.
En el Captulo 1 se presentan las de niciones de los tres elementos principales que se
ocuparon en los sistemas diramicos biobgicos propuestos, los cuales corresponden a
retardos temporales, orden fraccionario y redes complejas. En el Captulo 2 se abordan
los sistemas biobgicos a implementar, as como su modelo matenatico, series de tiempo
y diagramas de fase ademas de incluir los aralisis necesarios para determinar el orden
fraccionario, los retardos y la presencia de caos, como son los diagramas de bifurcacon.
En el Captulo 3 se presenta la metodologa necesaria para el diseno de un programa
gue modela una red dé&N nodos para los sistemas biobgicos con retardos temporales
de orden fraccionario, as como el control propuesto para cada sistema. Porultimo, en
el Captulo 4 se incluyen los resultados de la implementacon de cada sistema biobgico
como de la red controlada.
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Captulo 1

Marco terico

En el presente captulo se abordan los conceptos de las herramientas que se ocuparon
para llevar a cabo el trabajo de tesis, algunos temas son los sistemas con retardo, orden
fraccionario, redes complejas, entre otros.

1.1. Sistemas diramicos no lineales con retardo

En la naturaleza existen varios feromenos biobgicos que generan una gran varie-
dad de senales, las cuales se pueden representar con funciones de una o nas variables
independientes que contienen informacon acerca de la naturaleza o comportamiento
de estos feromenos [6, 56].

A grandes rasgos, ursistemaes una combinacon de componentes que interacuan
para alcanzar un objetivo en espec co respondiendo a senales particulares y produ-
ciendo otras senales, es decir poseen elementos de entrada y salida [5].

Las senales describen feromenos fsicos y contienen la informacon del sistema y se
representan matermaticamente como funciones de una o nas variables independientes.
Por su naturaleza las sefales pueden variar de forma continua en el tiempo o evolucionar
de forma discreta [57].

Dado un sistema de tiempo continuo, urestadose de ne como la cantidad mnima
de informacon necesaria en un instante conociendo la entrada, y a partir de este
se puede determinar cualquier variable del sistema en cualquier instante posterior.
Esta cantidad mnima se representa por un conjunto de variables;(t) cuyos valores
dependen del estadd por lo que se denominavariables de estadalel sistema. Este
conjunto de variablesx(t) tamben recibe el nombre devector de estadd58,59].

Los sistemas diramicos pueden ser descritos por ecuaciones diferenciales debido a
gue contienen variables de estado que siguen una serie de reglas temporales, es decir
gue los paametros del sistema cambian con respecto a alguna variable, que por lo
general es el tiempo.

Los sistemas diramicos se clasi can en lineales y no lineales, los sistemas diramicos
lineales cumplen con el principio de superposicon. Este principio establece que la
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Captulo 1. Marco teorico

respuesta producida por la aplicacon simultanea de dos funciones de excitacon, es
la suma de dos respuestas individuales, por lo que las complicadas soluciones de las
ecuaciones diferenciales se pueden obtener de la suma de soluciones simples, mientras
gue los sistemas no lineales u oscilatorios en general no tienen soluciones analticas y
son aquellos donde la dependencia entre las variables del sistema es no lineal. Estos
sistemas no lineales son de gran importancia debido a que la mayora de los sistemas
que describen feromenos biobgicos son no lineales [5].

Un sistema diramico puede ser aubnomo, es decir, no requerir una senal de exci-
tacon externa, donde las ecuaciones diferenciales del espacio de estado tienen la forma
siguiente:

x = f(x);

dondex 2 R.

En un sistema es de gran importancia la prediccon de su comportamiento, esta
prediccon se basa en una descripcon matematica de las caractersticas diramicas del
sistema, y se conoce conmaodelo matematico [5].

Para realizar el modelo matematico que describa un sistema en espec co es im-
portante conocer las condiciones iniciales en las que el sistema realiza su funcon co-
rrectamente, sin embargo, en sistemas reales no se cuenta con las condiciones iniciales
exactas.

Dentro de los sistemas diramicos no lineales se encuentran los sistemas con retardo,
los cuales son de naturaleza abundante. Estos ocurren en una amplia variedad de
sistemas fsicos, qumicos, de ingeniera, ecoromicos, biobgicos etc. Algunos ejemplos
de estos sistemas son los espectadores sentados en un estadio de fuitbol, que a pesar de
gue todos estin aplaudiendo en sincrona, aquellos que estin sentados en direcciones
opuestas no escuchan los aplausos en sincrona con los suyos debido al retraso de
propagacon de un extremo al otro, tamben los ecos en un auditorio e incluso la
actividad neuronal, donde la informacon no se recibe de forma instananea puesto
gue tiene que ser procesada.

Los sistemas con retardo se representan mediante ecuaciones diferenciales con re-
tardos o DDEs por sus siglas en ingesDelay di erential equations) y se representan
de la siguiente forma,

x=ftx);xt ) (1.1)

donde es el retardo, el cual puede ser constante, discretg ¢oni=1,2,3 ), depen-
diente de un estado ((t; x(t))) y dependiente del tiempo ((t)).

La diramica de un sistema con retardo se representa como en la Figura 1.1, donde
se puede apreciar que el sistema inicia e es decir la solucon de la funconf o(t)
esh de nidaenelintervalot 2 (; 0)y  es un operador de evolucon cuya funcon es
tomar una funcon de nida durante un intervalo de tiempo de longitud y mapearla
en otra funcon de nida durante un intervalo de tiempo similar posterior. En algunos
casos simples, uno puede resolver este mapeo analticamente como puede ser el caso de
una ecuacon diferencial de retardo lineal (LDDE).
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Figura 1.1: Descripcon del comportamiento de un sistema con retardo[2].

1.1.1. Metodos de solucon nunerica para sistemas con retar-
do

Como se ha mencionado, muchos de los sistemas estn representados por ecua-
ciones diferenciales ordinarias (ODE), los cuales para observar su comportamiento re-
quieren de netodos de integracon nunerica. Estos netodos son necesarios cuando se
desea observar el comportamiento de las ecuaciones diferenciales dadas por un sistema
y consisten kasicamente en tomar pequenos intervalos de tiempo en los que se evalian
las funciones para formar una ga ca del sistema mediante aproximaciones sucesivas a
la solucon, empezando desde una estimacon inicial [1].

Existen varios nmetodos de solucon nunerica para ODEs, los cuales se clasi can de
acuerdo a la exactitud que ofrecen en:

= Sistemas de primer orden
» Sistemas segundo orden
= Sistemas de orden superior

Siendo los de primer orden los mas kasicos y los de orden superior los que ofrecen menos
errores. Algunos de los netodos nas conocidos son, los netodos de Runge-Kutta, Euler
y netodo de Taylor [2].

En cuanto a los sistemas con retardo es posible implementar estos netodos de solu-
con nunrerica realizando algunas modi caciones a los mismos. Dichas modi caciones
de los netodos ya conocidos son lo que realizan algunos softwares disenados especial-
mente para la solucon de sistemas con retardo como son dde-biftool 1, ddesolver 2 e
incluso Fortran o MATLAB.

En los sistemas con retardo, el retardo puede ser constante, dependiente del tiempo
o de otra variable, en el presente documento lo se abordaa el estudio de los netodos
de solucon nurrerica con retardos cuando el retardo es una constante.
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Metodo de Euler

Este netodo de primer orden consiste en tomar en cuenta la solucon de la iteracon
anterior para calcular la solucon presente [2].

Caso ordinario:  Dado un sistema ordinario de la forma
x = f(tx(t)): (1.2)
El metodo de Euler se usa de la siguiente manera.

Xn+1 = Xn + hf (tn; Xn);

tn+1 - tn + h; (13)

dondet es el tiempo,h el paso de integracon,x la variable de la funcon y n es el
rumero de iteracon.

Como se puede ver, en este caso los nmetodos de solucon nunerica aplicados a un
sistema dependiente del tiempo modi can el sistema de tal forma que ahora, siguen
dependiendo del tiempo, pero este a su vez esta discretizado en pasos de tarhano
donde cada paso es una iteracon.

Caso retrasado: En cuanto a los sistemas con retardo, es decir aquellos representa-
dos de la siguiente forma:
x = f(Ex();x(t )): (1.4)

El paso de integraconh = &, conN igual al rumero de iteraciones que corresponden
a , puesto que se debe cumplir que el tiempo este discretizado en algun nultiplo de
para as poder regresar a un rumero de iteracon que corresponda al valor de Por

lo que el netodo de Euler retrasado se representa de la siguiente manera [2]:

Xn+1 = Xp + O f (o Xn X(th );

ther = th + (1.5)

Metodo Runge-Kutta

El netodo Runge-Kutta surgd de la necesidad de mejorar el nmetodo de Euler
calculando la siguiente iteracon en dos etapas [2]. Para la primera iteracon:

1. Calculaf (to; Xo) de tal forma quex; = Xg + hf (tg; Xo)
2. Calculaf (to; Xo; X1)
3. Calcula una mejor aproximacon dex; por el promedio

f (to; Xo) + f (to + h;xy) |

X1= Xo+ h >

(1.6)
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Tamben se puede representar como
X1 = Xt hbllf (to;Xo) + blzf (to + h, Xl); (17)

dondef (to; Xo) esigual ax; = Xo+ a;hf (tg;Xo)yar =1y by = b = % gue representan
el promedio entre dos del ecuacon (1.6).

Caso ordinario:  Dada la explicacon anterior el netodo de Runge-kutta se describe
de la siguiente manera:

p
ki =f(to+ & h;X0+hp ts:1 by ki)
kS:f(to+$ hixo+ h 7 by k),

X1 = Xg + h js=l C] k : (18)
tl = to + h:
Caso con retardo temporal: El caso del netodo de Runge-kutta se representa en
la ecuacon, dondeh = .
P
kl =f (to + alh;Xo + hP -5:1 blj kj ;' (to + alh)),
ksif(to"'%r;;xo"'h .j=1 by ki;' (to + ash)); (1.9)
X1=X+th 56 Kk
t, = to+ h:

1.2. Sistemas de orden fraccionario

El alculo fraccionario es una generalizacon de la diferenciacon e integracon de
funciones a un orden no entero, dado por el operador integro-diferencial contini®y,
dondeay t son los Imites de la operacon yq2 R . El operador se de ne como:

8

dq
@; q>0;
ath = > 1; q=0; (1.10)
S(d)% g<o

Las tres de niciones nmas frecuentemente utilizadas para generar funciones de orden
fraccionario se muestran a continuacon [3]:

= Guenwald-Letnikov  : La diferenciacon e integracon de orden fraccionario se
puede de nir de forma uni cada como

o
DM = Im " (W n; (1.11)
=
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donde Jq son los coe cientes binomiales, los subndices a la izquierda y dere-
cha deD son los Imites inferior y superior de la integral, donde el valor de
puede ser positivo 0 negativo, correspondiente a la diferenciacon e integracon
respectivamente y es no entero.

Para el alculo de los coe cientes binomiales se usa una relacbn entre la funcon
Gamma de Euler y el factorial, de nida como

q q (q+1)
= — = — . : 1.12
i Ti@ O (+D(q J+D) (142
= Riemann-Liouville : La integral de orden fraccionario esta dada por
1 R f()
D, %(t) = d; 1.13
att ( ) ( q) a (t )1 q ( )

donde 0< g < 1, y a es el valor inicial. La de nicon de Riemann-Liouville es
ampliamente utilizada para la diferenciacon e integracon de orden fraccionario.
De manera similar, la derivada de orden fraccionario se de ne como

n n R
T e T Y

athf () = (n q)ﬁo (t ya n+l T

donden = dge.

= Caputo : La derivada de orden fraccionario de Caputo se puede escribir como

1 R f°()

Df = : 1.1
ot (t) (n q) . (t )q n+ld’ ( 5)
donden = dge. De forma similar la integracon esta descrita por
1 R f()
D, % (t) d; q> O (1.16)
. @, (t ot
Para las de niciones anteriores, se de ne como
R
(z) = 4 t*'e'dt (1.17)
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1.2.1. Metodo de solucon nunerica de Grusnwald-Letnikov
para orden fraccionario con retardo
Para el alculo de derivadas de orden fraccionario se puede usar la de nicon de

derivada fraccionaria de Gnanwald-Letnikov. La relacon con la aproximacbon nunerica
de la derivadaqth en los puntoskh, (k =1;2; ) es la siguiente:

Xk . q
« m=mDgf(® h % (1Y j f(tx j); (1.18)
j
dondeLm es el tamano de memoria, = kh, h es el paso de @lculo y (1) Jq

son los coe cientes binomialeq(q) () =0;1; ). Los cuales se calculan con la siguiente
expreson [3]:

1+q
?=1;d= 1 j ¢: (1.19)
Entonces la solucon nurrerica general de la ecuacon diferencigD /x(t) = f (x(t; t
), puede ser expresada como

X
X(tkrn) = F(X(tcte  DhT q¥x(t ): (1.20)

j=v

Para el termino de memoria expresado por la suma, es usado un principio de memoria
corta que dice quev = 1 para k < (Lm=h)y v= k (Lm=h) para k > (Lm=h), en
caso de requerir memoria completa = 1. La memoria corta es usada puesto que hay
valores en la suma que ya son casi cero y no alteran el comportamiento del sistema,
adenas de reducir el tiempo de @mputo.

En el caso de un sistema de orden fraccionario con retardo solo es necesario realizar
pequenas modi caciones al modelo anterior, una es queLei deben ser nultiplo del
retardo vy al igual que en el metodo de Euler el valor del retardo = ht , donde el
tamano de (t ) es el rumero de pasos hacia atas en la memoria [2, 3].

1.2.2. Sistemas cadticos

El caos es un comportamiento que se presenta en sistemas dirmmicos no lineales
y es determinista a pesar de su condicbn cabtica, por lo tanto, las trayectorias no
tienden a un punto jo a lo largo del tiempo, pero tienden a un atractor extrano. Otra
caracterstica de los sistemas caoticos es que son altamente sensibles a las condiciones
iniciales lo que quiere decir que al mnimo cambio de las condiciones iniciales dadas, el
sistema puede presentar un comportamiento totalmente diferente [60{62].

Por lo tanto, el caos se de ne como un comportamiento aperodico de un sistema de-
terminista a largo ermino. Este feromeno se presenta en sistemas o0 procesos diramicos
importantes tales como la turbulencia en uidos, dispositivos bser retro alimentados,
vibraciones mea@nicas debidas a friccon, procesos biobgicos, etc [8,9,11,48].
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El caos no ocurre en sistemas lineales y es condicon necesaria pero no su ciente
la no linealidad. La aperiodicidad es otro factor importante, lasorbitas caoticas son
aperodicas pero la aperiodicidad no implica la presencia de caos [10, 63, 64]. Por lo
tanto, es necesario realizar una serie de aralisis para veri car la presencia de caos en
un sistema como son los mapas de Poincae, diagramas de bifurcacon y exponentes de
Lyapunov.

1.2.3. Analisis de la diramica no lineal de sistemas de orden
fraccionario
Para un sistema de ecuaciones diferenciales se sabe que es estable si las races de su

correspondiente polinomio caracterstico son negativas o si son complejos conjugados
con la parte real negativa . Es decir que las races se encuentran dentro del lado izquierdo

del plano complejo.

Figura 1.2: Estabilidad de los sistemas de orden fraccionario en el plano complejo [3].

En el caso de un sistema de orden fraccionario, no es posible determinar la estabili-
dad solo con el signo de la parte real de sus races, puesto que el sistema tamben puede
ser estable teniendo races en la parte derecha del lado complejo como se muestra en
la Figura 1.2.

Teorema 1. Para un sistema descrito de la forma

DIX(t) = f (x(t);1): (1.21)

Los puntos de equilibrio son asinbticamente estables si los valores propigé =
1; 2;::;; n) satisfacen la siguiente condicon[3]:

jarg( i)j > q?; (1.22)

8
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Se de ne como el punto de equilibrio como el valor de la funcoh(x) donde su
derivada es cerof {x) = 0.

El aralisis de sistema diramicos es necesario para determinar la presencia de caos.
La estabilidad local se obtiene a partir de los eigenvalores, los cuales se calculan a partir
de la siguiente ecuacon:

detjiJ(x ) 1j=0; (1.23)

dondex representa cada uno de los puntos de equilibrio del sistemd yepresenta
el Jacobiano del mismo, de nido como:

2 .3

1

—h

-
—h

-

X
f

N
—nx

NENY
—

=1

x

X_”z : (1.24)
o
Xn

I = f(x)=§

1

.. X
IN)

f n f n

X1 X2

los puntos de equilibrio son asinbticamente estables si todos los eigenvalores
(i=1;2::;n) de la matriz jacobianad = f=x , satisface la siguiente condicon,

jarg(eigd))j = jarg( 1)j > i =12 (1.25)

Mapas de Poincae

Es una tcnica para analizar sistemas diramicos que consiste en colocar un plano
llamado seccon de Poincae que atraviese al sistema diramico, de tal forma que se
obtengan solo los puntos del sistema que toquen el plano desde una misma direccon,
como se muestra en la Figura 1.3.

Figura 1.3: Representacon de una seccbn de Poincae [65].
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El mapa de Poincae muestra los puntos de la seccon de Poincae y enel se puede
observar que tan perbdico es el sistema puesto que, si la distancia entre los puntos es
la misma, el sistema es perodico [65, 66].

La ubicacon de la seccon de Poincae depende del comportamiento del sistema,
se puede seleccionar un punto de alguna de las variables del modelo matematico por
el cual cruce varias veces el modelo. Por ejemplo, dado el modelo matematico (1.26)
del articulo In nitely many hidden attractors in a new fractional-order chaotic system
based on a fracmemristor[67], se seleccioro un valor que cruce a la variable de
tal forma que se seleccionen los puntos de las variables restantes que comparten los
instantes de tiempo donde la senal cruza por el valor seleccionado, este valor es el
mapa de Poincae y se selecciona con a =0 donde x es la variable ya es el punto
donde se colocara el mapa de Poincae, esto se puede apreciar mejor en la Figura 1.4(a).
Porultimo el mapa de Poincae se obtiene de gra car los puntos obtenidos del paso
anterior como se muestra en la gura 1.4(b).

DO%x = zx + y;

D0:95y =1 J Xj :
D%z = x 0:1zW(w); (1.26)
D%%w = 10z;

W(w) = 0:2+0:01w?

2 1.3
X0
) 11
310  340¢(s) 370 400
2 0.9
yl z
0 0.7
, 310 340(s) 370 400
20 0.5
2

310  340ys) 370 400 03, 08, 12 16
(a) ()

Figura 1.4: Obtencon del mapa de Poincae del modelo (1.26) mediante a =10
dondea = 1, en (a) se muestra la evolucon en el tiempo de las variables de estado
X;y;z y en (b) el mapa de Poincae obtenido.

Diagramas de bifurcacon

\Un cambio cualitativo puede ocurrir solo cuando el sistema es estructuralmen-
te inestable. As, el conjunto de valores de bifurcacon es el conjunto de valores de
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paametros en los cuales el sistema es estructuralmente inestable [66]". Es decir, que
los diagramas de bifurcacon nos muestran los valores para los cuales un paametro
muestra inestabilidad.

El diagrama de bifurcacon esa compuesto de una gran cantidad de mapas de
Poincae. Para obtener cada seccon o mapa es necesari(b calcular la distancigue
hay entre cada punto del mapa de Poincae, mediante = xp?+ yp?>+ , donde
Xp Yy yp son los valores de las variables y y que cruzaron la seccon de Poincae
una vez obtenidor se vuelve a calcular el mapa de Poincae pero variando el valor de
un paametro seleccionado, esto se repite una gran cantidad de veces para formar el
diagrama de bifurcacon nal.

Debido a que el diagrama de bifurcacon permite detectar valores para los cuales
el sistema es \inestable" [66], es de gran importancia para estimar posibles regiones
de caos puesto que se obtiene una gran cantidad de puntos dispersos con los sistemas
capticos por su condicbn determinista aparentemente inestable puesto que converge a
un atractor.

Para detectar caos en los diagramas de bifurcacon es necesario someter el sistema
a diferentes condiciones iniciales por cada mapa de Poincae, puesto que una de las
caractersticas principales de los sistemas caoticos es su sensibilidad a las condiciones
iniciales, esto se logra tomando condiciones iniciales aleatorias pero acotadas de tal
manera que la diferencia entre ellas sea mnima. otra condicon importante es eliminar
el transitorio, esto debido a la sensibilidad a las condiciones iniciales y a la propiedad
determinista de los sistemas capticos. Para re ejar mejor como se compone un diagrama
de bifurcacon se retoma el ejemplo de las ecuaciones (1.26), en la Figura 1.5 (a)se
muestra un mapa de Poincae que conforma al diagrama de bifurcacon de la Figura
1.5 (b).

12
10

O-0.5 0 0.5q 1 15 2

(@) (b)

Figura 1.5: Mapa de Poincae (a) y diagrama de bifurcacon (b) del sistema de ecua-
ciones diferenciales (1.26) variando el orden fraccionagd67].
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1.3. Redes complejas

Los sistemas complejos poseen diferentes caractersticas, entre las mas impor-
tantes se encuentran las siguientes [4]:

= Eshn compuestos de varios elementos que interacuian entre s.

= Cada elemento tiene su propia estructura interna y est encargada de llevar a
cabo una funcon espec ca.

= Lo que ocurra a cada elemento del sistema afecta de manera altamente no lineal
a todo el sistema.

= Presentan comportamientos emergentes, de tal manera que el todo no es la simple
suma de sus partes.

Una red compleja es la representacon de un sistema complejo y esa compuesta por
varios nodos los cuales representan los sistemas que conforman la red, estos se comuni-
can entre s mediante enlaces para llevar acabo alguna accon, estos enlaces representan
las interacciones entre los sistemas. En el mundo real estas conexiones son complejas,
es decir, cuentan con una gran cantidad de nodos y conexiones diferentes entre ellos
como se puede ver en la Figura 1.6.

(@) (b)

Figura 1.6: (a) Sistema de conexiones de algunas direcciones IP en internet y (b)
Sistema de conexiones entre protenas [4].

1.3.1. Grafos

Una de las mejores formas de representar redes complejas es mediante grafos.
Un grafo es la representacon ga ca de una red y esh integrado por nodos y las
interacciones que existen entre ellos, mismas que representan, los sistemas y enlaces
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gue componen la red. Los grafos surgieron en 1736 y constituyen la base del estudio
de las redes complejas, Leonhard Esler quien es conocido como el padre de la teora
de grafos lo implemento por primera vez para resolver el conocido problema de los
siete puentes de Kenigsberg, el cual consiste en recorrer mediante los 7 puentes toda
la ciudad sin pasar por el mismo puente otra vez [48], para su solucon Edler disero un
grafo donde los sitios de la ciudad se representaron como nodos y los puentes como los
enlaces entre los sitios como muestra la Figura 1.7, una vez teniendo la representacon
ga ca del problema (grafo) lo resolvdo mediante herramientas matematicas dando
como resultado que no se poda recorrer la ciudad sin repetir al menos un puente en el
trayecto.

Figura 1.7: Diseno del grafo del problema de los 7 puentes de Kenigsburg [4].

1.3.2. Pammetros de una red

Para modelar la red compleja existen tres importantes paametros a tomar en cuen-
ta, los cuales son [4,48]:

= Longitud de camino promedio IL): Se de ne como el valor promedio de todas las
distancias de la siguiente forma.
2 X

LENIN D

dij . (1.27)
Donde N es el rumero de nodos en la red ¢; la distancia mnima de enlaces
recorridos del noda al j, como se ve en la Figura 1.8. Otro paametro importante
es el dametro D que es la distancia mas larga que existe entre todos los nodos,
es decir el valor ded; mas grande.

= Coe ciente de agrupamiento clustering (C): Es la probabilidad de que dos nodos
conectados directamente a un tercero sean vecinos entre ellos [68], en la Figura
1.9 se representa el coe ciente de agrupamiento el cual se de ne a continuacon.

Ci= (1.28)
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Figura 1.8: Ubicacon del enlaced en la red, donde en rojo, verde y amarillo se muestran
los diferentes caminos que enlazan al nodacon elj, siendo el enlaca el recorrido
mas corto [4].

DondeK; es el rumero de nodos vecinos dey E; es el rumero de enlaces reales
existentes entre estos nodos.

Figura 1.9: Muestras declustering en la red, donde en rojo se presentan 3 nodos
interconectados, pero no vecinos y en verde 3 nodos interconectados donde 2 son vecinos

[4].

» Distribucon de grado de nodo: El gradoK; se de ne como el rumero total de
conexiones del noda. En la Figura 1.10 se muestra @mo se de ne cada grado
en una red compleja. La distribucon de grado de los nodos en una red viene
dada por la funcon de distribucon P (k), que es la probabilidad de que un nodo
seleccionado de forma aleatoria tenga exactamemtesnlaces.

1.3.3. Tipos de redes complejas

Desples de que Euler desarrollaa la teora de grafos para el problema de los
siete puentes, el avance de los estudios en este ramo se detuvo hasta 1950, pero a partir
de ese momento comena su evolucbn gracias tamben al avance de la tecnologa.

Existen varios tipos de redes complejas, algunas son: mundo pequeno, escala libre
y aleatoria. Donde la principal diferencia radica en la conexbn entre nodos como se
puede apreciar en la Figura 1.11. En la red de mundo pequefo, dos nodos de la red se
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Tu
RELACI ON DISTANCIA
Amigos Grado 1
Amigos de Grado 2
tus amigos
Am|go§ de Grado 3
los amigos
de tus amigos
Grado 4

Figura 1.10: Grafo de relaciones de amistad de una red social que muestra la relacon
entre enlaces y grados [4].

comunican por un camino de nodos intermedios relativamente pequeno. Para la red de
escala libre existen nodos con muchas conexiones y otros con muy pocas. Por ultimo
las redes aleatorias, no solo tienen conexiones de diferentes tamanos, sino que estas
conexiones varan con el tiempo agregandose nuevos nodos a la red [48].

Figura 1.11: Tipos de redes complejas: (a) mundo pequeno, (b) aleatoria y (c) escala
libre [4].
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Red aleatoria

Tambéen conocida como red de Erdes-Renyi fue desarrollada por dos matenati-
cos hungaros, Paul Erdes (1913-1996) y Alfed Renyi (1921-1970), a nales de la cecada
de 1950, y se considera la primera teora de grafos, rigurosa y completa sobre re-
des [4,48]. Esta teora menciona que cada enlace est presente 0 ausente con la misma
probabilidad, como se observa en la Figura 1.11 (b), por lo tanto, la distribucon de
grados corresponde a una topologa de Poisson como se muestra en la ecuacon (1.29).
Las redes del mundo real son en su mayora son muy diferentes al grafo aleatorio en
sus distribuciones de grados. La distribucon de grados de Erdes-Renyi viene dada por
la siguiente ecuacon

k

ZZ .
P(K)= e * (1.29)

Un inconveniente importante de los grafos aleatorios de Erdes-Renyi es la muy baja
probabilidad de presentar caractersticas como trangulos y otras estructuras cclicas
para un gran rumero de nodos, lo que da como resultado un valor de coe ciente de
agrupamiento muy bajo. Esto es muy diferente a la mayora de las redes complejas del
mundo real estudiadas empricamente [43].

Red de mundo pequero

Watts y Strogatz en 1998 propusieron un modelo simple que integra la caracterstica
de una pequena longitud de camino promedio de los grafos aleatorios con el gran
coe ciente de agrupamiento presentado por los grafos regulares, los cuales constituyen
la forma rmas simple de grafos donde todos los nodos tienen el mismo rumero de nodos
vecinos [43].

Se puede generar una red de mundo pequeno Watts-Strogatz mediante el siguiente
algoritmo [48]:

1. Inicia con una red en forma de anillo coWN nodos, en el que cada nodo esa
conectado a 2 K vecinos, dondeK > 0 es un rumero entero (generalmente
pequeno).

2. Para cada par de nodos conectados en la red en forma de anillo, se vuelve a co-
nectar un enlace de tal manera que se mantenga un extremo, pero el otro extremo
se desconecte con probabilidaply se conecte a un nodo elegido aleatoriamente
desde la red (siempre evitando los auto bucles y nultiples enlaces). Esta ope-
racon de cableado se realiza enlace por enlace en la red en forma de anillo en
sentido horario (o antihorario) [4,48].

Claramente, el Paso 2 anterior introducia algunas conexiones de largo alcance.
Donde en el caso de qup = 0 se tiene una red regular (la red en forma de anillo
original), mientras que el caso de = 1 corresponde a una clase de redes de grafos
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aleatorios de Erdes-Renyi. Por lo tanto, al ajustar el valor dep, se puede obtener una
transicon de una red completamente regular a una red de tipo aleatorio, como se ilustra
en la Figura 1.12.

Figura 1.12: Modi cacon de una red tipo mundo pequeno variando la distribucon de
grado [47].

Red de escala libre

Una caracterstica conun de las redes de grafos aleatorios y de las redes de mundo
pequeno es que sus distribuciones de grado de nodo estn descritas por la distribucon
de Poisson. En particular, los hodos con grados muy altos no existen. Por esta raon,
este tipo de redes se llama redes homogeneas o0 exponenciales. Sin embargo, se ha
encontrado que muchas redes del mundo real, incluidas las tpicas como Internet, redes
metalolicas, etc., no son redes homogneas; En cambio, su conectividad es heterogenea.
Mas importante aun, sus distribuciones de grado de nodo tienen una forma de ley
de potencia como se ve en la ecuacon (1.30) y son independientes de la escala de
conectividad, por lo que se las denomina redes de escala libre [43,48]. Este modelo de
red fue implementado por Baralasi y Albert y es el modelo que mejor representa los
sistemas en evolucon.

P(K)= Ck ° (1.30)

1.4. Modelo matenatico de una red compleja

Como se vio anteriormente el grafo es la representacon gia ca de una red com-
pleja, pero esta representacon solo ayuda a tener una perspectiva nas clara del sistema
gue se desea conocer. Al momento de modelar la red lo que se busca es tener una re-
presentacon matematica. Las matrices son la forma mas fcil de representar una red,
puesto que pueden contener una gran informacon de forma clara y compacta. Por
ejemplo, una red de 3 nodos como la mostrada en la Figura 1.13, se puede representar
como la matriz A (1.31) dondea; es el rumero de enlaces entre el nodoy j, y se
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conoce como matriz Laplaciana que tiene solo valores de 0 o 1 dependiendo de si hay
(1) o no (0) conexbn entre los nodos.

Figura 1.13: Ejemplo de red de 3 nodos, para la representacon en matriz de una red.

0 1 0 1
dj; A Ajpo 011

A= @a21 doo ang ) @1 0 1A . (131)
dz1 dz2 Aadsz 1 10

As como los sistemas diramicos tienen su representacon matematica, una red
compleja tamben. Este modelo esta dado por los pamametros de red, los cuales se
vieron a fondo en la seccon (1.8.2) y se representa con la ecuacon (3.6).

X
xp=f(xj)+c g L, 1=1;2 'N; (1.32)
j=1;j6i
dondeN es el umero de nodosf (x;) es la funcon del sistema, es la matriz de
acoplamientos internos con valores de 1 o 0 que indica si hay o no acoplamieajo,
representa las conexiones entre nodoy |, c es la fuerza de acoplamiento ¥ es la
matriz Laplaciana que representa la diferencia entre el nodo vecino y el nodo actual

(Xj Xi).
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Aralisis de los sistemas biobgicos

Un modelo es una representacon simpli cada de un sistema. Puede ser conceptual,
verbal, ga co, fsico o formal (matenatico). Para el estudio de los sistemas y su imple-
mentacon en una red compleja se necesita la representacon del sistema en un modelo
matemnatico [69]. Existen una gran cantidad de sistemas los cuales representan compor-
tamientos sociales, qumicos, fsicos, biobgicos, ekctricos entre otros, incluso existen
modelos matenaticos que no representan sistemas reales pero que sonutiles para rea-
lizar estudios [12,14,39,40,46,56]. Los sistemas en la naturaleza son muy complejos y
difciles de modelar, por lo que requieren un gran estudio que se basa en la observacon
y experimentacon para ser avalados, puesto que deben representar el comportamiento
de un sistema real lo mas el posible, aun as es difcil igualar al sistema real por lo que
se busca el sistema cuyos errores sean mnimos [44,56, 69] por lo tanto estos sistemas
tienen un comportamiento no lineal y variante en el tiempo que se representa mediante
ecuaciones diferenciales.

2.1. Modelo de evolucon de @lulas tumorales de
orden fraccionario con retardos temporales

2.1.1. Antecedentes y descripcon del modelo biobgico

El ancer representa un conjunto de enfermedades relacionadas. En donde algunas
de las elulas del cuerpo empiezan a dividirse sin detenerse y se extienden a los tejidos
cercanos [15, 16].

El ancer puede surgir pacticamente en cualquier lugar del cuerpo humano. Nor-
malmente, las @lulas crecen y se dividen para formar nuevas @lulas y cuando enve-
jecen o se danan, mueren, y @lulas nuevas las remplazan. Sin embargo, en el @ancer
este proceso se descontrola de tal forma que las ®lulas viejas o danadas sobreviven
cuando deberan morir y elulas nuevas se forman cuando no son necesarias. Estas
elulas adicionales pueden dividirse sin interrupcon llegando a formar masas llamadas
tumores [15, 16].
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El ancer es un mal que en losultimos anos se ve con mayor regularidad, tan solo
en Mexico de 2011 a 2016, dos de cada 100 000 habitantes de 0 a 17 anos fallecen
anualmente por un tumor enorganos hematopoyeticos (conformado entre otros, por
la leucemia). Entre los pvenes de 18 a 29 anos, mueren tres de cada 100 000 hombres
contra dos de cada 100 000 mujeres. Tres de cada 10 muertes por @ncer en la poblacon
de 30 a 59 anos, son consecuencia del ancer enorganos digestivos. Para la poblacon
de 60 anos y nas, cuatro de cada 10 defunciones por @ancer en mujeres se deben a
tumor enorganos digestivos, contra tres de cada 10 en varones. Respecto al ancer de
mama, en 2016 se observaron 16 defunciones por cada 100 000 mujeres de 20 anos y
mas [28]. El ancer es la principal causa de muerte a nivel mundial, en 2015 provo®
aproximadamente 8.8 millones de defunciones.

Por lo anterior, en el presente trabajo se analiza el modelo matematico propuesto
por Subhas Khajanchi et al[49] que describe la evolucon de las elulas tumorales
para posteriormente proponer un orden fraccional tomando en cuenta el aralisis de
estabilidad y diagramas de bifurcacon. Esto debido a que el alculo fraccional ha
demostrado resultados nmas cercanos a la realidad al igual que la consideracon de
retardos temporales puesto que ambos integran un efecto de memoria [23,36,37,41].

2.1.2. Descripcon del modelo matenatico

Se propone un modelo de poblacon de @lulas tumorales e inmunes descrito por
Subhas Khajanchi et alque describe feromenos clnicos observados, como el desliza-
miento, las oscilaciones en el tamano del tumor, la remisbn y recurrencia tumoral. El
modelo incluye @lulas inmunes cuyo crecimiento puede ser estimulado por la presencia
del tumor y que puede destruir las elulas tumorales a traes del sistema inmune, pero,
aungue la presencia de un tumor sea detectada no implica necesariamente que el tumor
ha escapado por completo de la supervison del sistema inmune. Es completamente po-
sible que la respuesta del sistema inmune no sea su ciente para combatir por completo
el apido crecimiento de la poblacon de @lulas tumorales y el eventual desarrollo en
un tumor [19,49].

A continuacon, se presenta el modelo matematico propuesto pd&ubhas Khajanchi
et al [49] que describe mmo las @lulas tumoralesT{ evolucionan y sobreviven al
breve encuentro con el sistema inmune, mediado por las ®lulas efectorkg y las
@lulas hiesped H). Las elulas inmunes efectoras son elementos importantes en el
sistema inmune puesto que destruyen las @lulas tumorales a trawes de un proceso
ciretico por el cual las e@lulas tumorales entran en contacto con las ®lulas efectoras
y las hacen funcionalmente inactivas. Adenas, las elulas tumorales secretan citocinas
inmunosupresoras (TGF-), prostaglandina (E2), IL-10, etc., que pueden estimular la
proliferacon de elulas tumorales. Por lo tanto, instanlneamente, las elulas efectoras
no pueden destruir las @lulas tumorales, por lo que hay un intervalo de tiempo entre
la desactivacon de las elulas tumorales por las ®lulas efectoras inmunes dado [49].
Para comprender lo anterior, esta interaccon entre @lulas se representa en la Figura
2.1
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Figura 2.1: Imagen que muestra la interaccon de las elulas tumorales y el retardo
temporal que presentan las @lulas inmunes ante la parecencia de @lulas tumorales.

El intervalo de tiempo de respuesta puede considerarse como un retraso de inter-
accon, por lo que se genera el modelo matenatico de la ecuacon (2.1) que integra en
retardo temporal con la nalidad de representar mejor al sistema real.

dx Xz

at g+ z 1x(t ) X

d

2TV Y vz 1)
Z

—=2z(1 2) X( )zt ) ayz:

Los paametros del modelo se muestran en la Tabla 2.1, donde aderasepresenta
las @lulas inmunes efectora&, y representa la poblacon de @lulas hiesped o nor-
malesH y z la poblacon de @lulas tumoralesT y se asumen las condiciones iniciales
[X(0); y(0); z(0)] = [0:1;0:55,0:12] que representan una etapa en la que hay una poca
cantidad de elulas tumorales [19, 49].

Teniendo el modelo matematico se hizo uso de la herramienta de MATLAB pa-
ra obtener los diagramas de series de tiempo y fase mediante el nmetodo de solucbn
nunerica de Euler con retardo, obtenido los resultados de la Figura 2.2, los cuales
pueden ser validados en el document®he in uence of time delay in a chaotic cancer

model” [49].
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Tabla 2.1: Pammetros del modelo matenatico de evolucon de &lulas tumorales.

Paametros De nicon Valores

Tiempo entre la desactivacon de las

0.12
@lulas tumorales por las @lulas efectoras

Maximo reclutamiento de elulas efectoras 4.5

Coe ciente de precipitacon de las e@lulas

. 1.0
inmunes

Fracciones de @lulas inmunes destruidas 0.2
! por @lulas tumorales '

Tasa de descomposicon de las @lulas

. 0.5
efectoras inmunes
Tasa de proliferacon de las @lulas
0.5
hiesped
Muerte fraccionada de elulas hwiesped 15
! por @lulas tumorales '
2 Tasa de inactivacon de elulas tumorales 2.5
Tasa de desactivacon de las elulas 10
2 tumorales '
4 .
00 400.. gOO 1200
tiem
1 iemp 0.6
> 0.5 N 0.4
0 0.2
0 400 tiemp O800 1200
: 1
. 0.8
N §O§ 0.5 0.5 04 0.6
0 400ti emp 5300 1200 y 00 X

(@) (b)

Figura 2.2: Evolucon en el tiempo de las ®lulas hiesped, tumoralesz y efectorasx
con =0:12 (a)y atractor del modelo que describe la evolucon de las elulas tumorales
en orden entero (b).
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