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Introduccion

A lo largo de las ultimas décadas, el problema del medio ambiente asociado
con el calentamiento global ha sido un problema que ha involucrado a algunas
asociaciones, organizaciones gubernamentales y algunos cientificos en colabora-
cién. Una de sus principales preocupaciones es la salud de las personas, la cual
se ha visto reflejada en normas sobre los alimentos, sobre calidad de emisiones de
CO2 y también se han regulado normas sobre nivel de pH en la calidad del agua.
Esta dltima, por niveles de toxicidad que llegan a perjudicar la salud de personas.
La importancia de la medicion de toxicidad del agua, recae en que es parte del
consumo del ser humano. El andlisis de toxicidad se realiza mayormente en lagos,
manantiales y algunas presas donde desembocan desechos de fabricas. El proceso
para determinar la toxicidad es un proceso realizado a través de andlisis quimicos,
pero estos no perciben los mismos niveles de contaminantes como lo hacen los
bioensayos.

La Daphnia Magna perteneciente al orden de los cladéceros y es usada en los
bioensayos. Este crusticeo es uno de los mds usados para la medicion de contami-
nantes, ya que tiene ventajas sobre los estudios electro-quimicos y los bioensayos
con peces. Al ser una especie diminuta percibe los niveles de téxicos tanto en su
reproduccién como su fisiologia.

En este trabajo presentamos un modelo matematico disefiado para describir la
dindmica poblacional de la Daphnia Magna con un sistema de ecuaciones dife-
renciales. El modelo describe el crecimiento poblacional en relacion a la fraccion
de la poblacién que percibe condiciones de estrés, y la produccién de machos,
hembras y huevos haploides.

En el capitulo uno se menciona la teoria de las ecuaciones diferenciales que usa-
remos para construir el modelo matemético. Enunciamos la definicién de punto
estacionario y los criterios de estabilidad de puntos estacionarios para sistemas
autébnomos planos de ecuaciones diferenciales.

En el capitulo dos se analizan dos modelos matematicos de poblaciones: El mo-
delo logistico con una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden con anélisis
de estabilidad y el modelo propuesto por Frederick E. Smith, que describe el cre-
cimiento de la daphnia magna en relacion a su capacidad de carga y comida.
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En el capitulo tres se describe la fisiologia de la Daphnia Magna, habitat, me-
tabolismo, reproduccion y su ciclo de vida. Ademads se estudian distintos valores
de los parametros que ayudan al planteamiento del modelo.

Finalmente en el capitulo cuatro se aborda el problema describiendo el ciclo de
vida de la Daphnia Magna. Planteamos el modelo matemético y hacemos un ana-
lisis de estabilidad con ayuda de métodos numéricos. También proponemos una
adimenzionalizacion para el sistema, una manera de escribir el modelo que no in-
volucra unidades. Y resolvemos el sistema de ecuaciones diferenciales del modelo
mediante métodos numéricos.

El modelo propuesto describe los dos tipos de reproduccién de la Daphnia Magna,
la utilidad que se puede dar es obtener un indicador del nivel de toxicidad a partir
de la fraccion de machos que haya dependiendo de las condiciones desfavorables
en las que la poblacién se encuentre. Un cultivo de prueba en condiciones favora-
bles se emplearia para calibrar el modelo. Otro cultivo en la muestra se compararia
para determinar cuantitativamente la potencia.
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Capitulo 1

Ecuaciones Diferenciales

1.1. Clasificacion de ecuaciones diferenciales

Gran parte de los modelos matematicos estan fundamentados por las ecuacio-
nes diferenciales. En este capitulo se presenta formalmente el concepto de una
ecuacion diferencial y el de un sistema de ecuaciones diferenciales auténomo de
primer orden el cual usaremos en el presente trabajo de tesis. También se mencio-
nan los criterios de estabilidad para puntos de equilibrio de un sistema de ecua-
ciones diferenciales.

Definicion 1 ( [12], pdg. 1)

Una ecuacion que involucra una variable dependiente y sus derivadas con res-
pecto a una o mds variables independientes se llama ecuacion diferencial (ED).

Definicion 2 ( [14], pdg. 2)

Se dice que una ecuacion es ecuacion diferencial ordinaria (EDQ), cuando
solo contiene derivadas de una o mds variables dependientes respecto a una
sola variable independiente.

El orden de una ecuacién diferencial depende del orden mads alto de la deriva-
da en la ecuacion, esto lo podemos representar como: F'(z, y/, y", e y(")) = 0.
Donde F es una funcién de n + 2 variables, x es la variable independiente, y y sus
derivadas son las variables dependientes.

Definicion 3 ( [14], pdg. 4)

Se dice que una ecuacion diferencial de n-ésimo orden es lineal si F es lineal
eny ,y ,...,y"™ esto significa que la ecuacion es a, (x)y"™ +a,_, (z)y™ +
.t ai(z)y + ap(z)y — g(z) = 0.
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Otra parte importante es la clasificacion cualitativa de ecuaciones diferenciales.

Definicion 4
Una ecuacion diferencial ordinaria es auténoma cuando la variable indepen-
diente no aparece explicitamente en la ecuacion o de otra manera si se puede
oy o / . . eq o
escribir de la forma F(y,y ) = 0 o, dicho de otra forma, si se puede escribir
dy _
en su forma normal 3 = f(y).

En el planteamiento de una ecuacion diferencial es importante hallar su solu-
cidn, ya que esta ayuda a interpretar el fendmeno en estudio.

Definicion 5 ( [14], pdg. 5)

Cualquier funcion f(y) definida en un intervalo I que tenga al menos n deriva-
das continuas en I, tales que se sustituyen en una ecuacion diferencial ordinaria
de n-ésimo orden y simplifican la ecuacion a una identidad, se dice que es una
solucion de dicha ecuacion en el intervalo .

Ademas de encontrar una solucion para una ecuacién diferencial, es importan-
te el andlisis de los puntos estacionarios, valores constantes de la solucién de f(y).

Definicion 6 ( [14])

Se dice que z* es un punto estacionario o punto de equilibrio de una ecuacion
diferencial si satisface la igualdad f(x*) = 0.

Definicion 7 ( [11],pdg. 66)

Sea y=c una solucion de equilibrio de f(y). Decimos que c es estable si para
cada e > 0, existe un § > 0 tal que si u es una solucion que satisface |u(zy) —
c| < 0 para cierto x, entonces |u(x) — c| < € para todo x >= x,. Si se puede
elegir § de modo que |u(zy) — ¢| < 0 implique lim;z.q u(z) = ¢ decimos
que c es asintoticamente estable. Si ¢ no es estable decimos que es inestable.

Es importante analizar la estabilidad del punto de equilibrio, el siguiente teo-
rema nos da un criterio.

Teorema 8 ( [11], pdg. 67)

., . s . . z /
Sea x* un punto critico de la ecuacién diferencial auténoma x = g(z), donde
g es derivable en x*.

1. Sig'(x*) < 0, entonces x* es un punto critico asintdticamente estable.

2. Sig'(z*) > 0, entonces =* es un punto critico inestable.




1.1 Clasificacion de ecuaciones diferenciales 3

La demostracién del teorema se encuentra en la pagina 67 de [11].
Los puntos estacionarios son utilizados para analizar la dindmica del modelo, que
en algunas ocasiones dependen de pardmetros desconocidos.
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1.2. Sistema de ecuaciones diferenciales

Los modelos biolégicos poblacionales mas conocidos (de interaccion y com-
petencia) como el modelo de Lotka-Volterra y el modelo de Mutualismo utilizan
sistemas de ecuaciones diferenciales auténomos.

Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias esta compuesto por dos o méas
ecuaciones que implican derivadas de dos o mas funciones desconocidas de varia-
ble independiente [14].

d
d—fzf(t,x,y)
(1.1)
d_y_ t,x,y)
dt_ (7 7y

Una solucién de un sistema como el anterior es un par de funciones diferen-
ciables, x = ®4(t) y y = Po(t), que satisfacen cada ecuacién del sistema en un
intervalo comun L.

Para el sistema (1.1) hallar los puntos estacionarios significa hallar la solucién
al siguiente sistema:
fla*y") =0
g(@*,y") =0
Es decir, encontrar dos puntos (z*, y*) que satisfagan el sistema de ecuaciones
(1.2) simultaneamente.

En seguida mencionaremos la teoria de puntos estacionarios de los sistemas
de ecuaciones diferenciales de primer orden.

(1.2)
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1.2.1. Sistemas Lineales

Un sistema de ecuaciones de n variables dependientes con n incognitas de ED
Lineales como el siguiente

d d d d
Pnd T+ P12dt$12 + PIB%fElS + -+ Plnaxln = by1(?)

d d d d
P21d $21+P22d $22+P23d To3 + - +P2nax2n:b2(t)

d d d d
Pnlaxn1+Pn2dtI22+Pn3d Tp3 + - _‘_Pnn%'rnn :bn<t>

Podemos escribirlo en su forma normal si el orden de derivacion de las variables
dependientes es uno, a este sistema también se le llama sistema de primer orden:

d
% — gl(tyxlax27"' ,I’n)
d
% = QQ(t,CUl,fL'Q,"' 7xn)
: (1.3)
Do~ g )
7 = n\l, L1, X2, ,Tp)-
di g 1, L2
Si cada g1, g9, - - ., g, presenta linealidad con respecto a las variables depen-
dientes xq, s, ..., x, del sistema (1.3) entonces tiene la forma normal de un
sistema de ecuaciones lineales de primer orden:
d.%'l
dat an (t)z1n + aa(t)z12 + arz(t) vz + - - + arn(t)z1, + fi(t)
d$2
—= = a1 ()T + age(t) oz + ag3(t)wos + - - - + agn(t)2n + fo(t)
dt (1.4)
dzx,,

— = () + ana ()22 + ang(8)ns + -+ ann (), + fa(8).
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Escrito de esta manera, y suponiendo que los coeficientes a;; y las funciones
fi son continuas en un intervalo /, nos estamos refiriendo a un sistema lineal para
1=1,2,...,n, el sistema lineal es homogéneo cuando f; = 0.

1.2.1.1. Forma Matricial de un Sistema Lineal

Escribir un sistema lineal homogéneo o no homogéneo de forma matricial es
de gran utilidad para hacer un andlisis de estabilidad.

Sean X, A(t) y F(t) las siguientes matrices

x1(t) ay(t) ap(t) -+ an(t) fi(t)
X — xzz(t) At = Cm:(t) wall) a2’f(t) , F(t) = fot)
T (t) an1(t) ana(t) -+ ana(t) fu(?)

De esta forma, el sistema de ecuaciones (1.3) puede re-escribire en forma ma-
tricial como:

Ty a1 (t) aa(t) -+ awn(t) T fi(t)
i i) - 921 (t) 929 (t) s CLQn(t) i) n f2 (t)
dt : B : .. : : :

Ln an1(t) an2(t) -+ ann(t) Ln fa(t)

O en otras palabras, como:
X =AX +f (1.5)

En este caso un sistema homogéneo en su forma matricial esta dada por la ecua-
cion:

X = AX (1.6)

La solucién de un sistema homogéneo lineal es un vector, llamado vector solu-
cion.
Definicion 9

Un vector solucion en un intervalo I es un vector de la forma:




1.2 Sistema de ecuaciones diferenciales 7

cuyas entradas son funciones derivables que satisfacen el sistema (1.5) y tam-
bién del sistema (1.6).



8 Ecuaciones Diferenciales

Equivale a n funciones escalares x; = ®y(t), 29 = DPo(t),...,z, = P, (?),
que para fines de interpretacion de un modelo desde el punto de vista geométrico
lo podemos ver como un conjunto de ecuaciones paramétricas de una curva en el
espacio. Cuando n = 2 las ecuaciones x; = ®q(t), zo = Po(t) representan una
trayectoria en el plano (x1, z5) llamado plano fase.

Definicion 10
Sea X4, X, ..., X un conjunto de vectores solucion de un sistema homogé-

neo en un intervalo I. Se dice que el conjunto es linealmente dependiente en
| si existen constantes c1, o, . . ., ¢, no todas cero, tales que:

01X1+02X2+...—|—Cka:O

para toda t en el intervalo. Si no es dependiente diremos que el conjunto es
linealmente independiente

Un concepto que nos da un criterio de independencia, es el determinante.

Eorema 11
Sean:
T11 T12 L1k
X, = $:21 X, = T22 X, = Lok
Tnl Tn2 Tnk

k vectores solucion del sistema homogéneo (1.6) en un intervalo . Entonces
el conjunto de vectores solucion es linealmente independiente en |, si y solo si
el Wronskiano es distinto de cero, e.i;

r11 12 ... X1k

o1 X29g ... Tk
W(Xy, Xo,..., Xy) = . . #0

Tp1r T2 ... Tk

La demostracién se encuentra en la pigina 119 y 120 de [5].
El conjunto de vectores solucién de un sistema homogéneo de ecuaciones en un
intervalo I que son linealmente independientes forman un conjunto fundamental
de soluciones.
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1.2.2. Eigen-valores y Eigen-vectores.

Para el estudio de estabilidad de los puntos estacionarios de un sistema homo-
géneo de la forma X’ = AX, donde A es una matriz de n X n, es necesario hallar
la solucién de det(A — AI) = 0, es decir |[A — A\I| = 0 denominada ecuacién ca-
racteristica o polinomio caracteristico de la matriz A, el cual tiene como raices
los eigenvalores de A.

Existen distintos casos en las solucion del polinomio caracteristico: eigenvalores
reales y distintos, eigenvalores repetidos y eigenvalores con valores complejos.
Analizar los puntos estacionarios con ayuda de los eigenvalores, ayuda a tener una
interpretacion fisica del punto de equilibrio.

Cuando la matriz del sistema dindmico tiene n-eigenvalores distintos, entonces
se pueden encontrar n-eigenvectores linealmente independientes que forman un
conjunto fundamental de soluciones.

1.3. Sistemas Autonomos Planos

En algunos sistemas bioldgicos descritos por ecuaciones diferenciales, nos en-
contramos con casos no lineales. Aqui abordamos la teoria necesaria para el ana-
lisis de dichos sistemas.

Definicion 12
Un sistema de ecuaciones diferenciales lineal de primer orden es auténomo si
se puede escribir de la siguiente manera:

d$1
% — 91($17$2,“‘7$n)
dﬂ?g
dt = g1, 20, )
(L.7)
den = gu(x1, 29, , 7).

dt
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Como ya mencionamos en la seccién anterior puede escribirse en su forma
vector columna como X’ = g(X) donde el sistema (1.6) es un caso particular. En
nuestro problema el sistema se escribe de la siguiente manera:

Il(t) gl(xlax27"’7'x’rZ)

xQ(t) 92($17x2a"'7$n)
X=| . |, st)= :

xn(t) (1,22, ..., Ty)

1.3.0.1. Soluciones del Sistema

Existen tres distintos tipos de solucion:

= Constante, z(t) = x¢,y(t) = yo (lamados puntos de equilibrio) donde
X'(t)=0.

» Arco, v = x(t),y = y(t) el cual define una curva que no se cruza consigo
misma.

= Ciclo, donde p es el periodo de la solucién, tomando en cuenta que X (¢ +
p) = X ().
1.3.0.2. Analisis de Estabilidad del sistema

Enunciaremos el siguiente teorema que nos da un criterio para el anélisis.
Teorema 13

Sea X' = AX un sistema lineal auténomo, donde A es una matriz de 2 x 2,
A =det(A)yT =tr(A)

1. Si A < 0 entonces el sistema tiene un punto silla en el origen.

2. SiA > 0y7%—4A > 0 entonces el sistema tiene un nodo en el origen.
Es estable si 7 < 0 e inestable si 7 > 0.

3. SiA > 0,72 —4A < 0y # 0 entonces el sistema tiene un espiral en
el origen. Es estable si 7 < ( e inestable si 7 > 0.

4. Si A > 0y 7 = 0 entonces el sistema tiene un punto centro en el origen.

La demostracion de este teorema se encuentra en la pagina 25 y 26 de [10].
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Como ilustracién para el teorema anterior, abordamos dos ejemplos de siste-
mas auténomos para analizar sus eigenvalores y su interpretacion en el diagrama
fase.

Ejemplo 1 Sea el siguiente sistema:

dx

— =2x+ 3y

dt (1.8)
@ =2z +

dt Y.

Obtenemos la matriz de coeficientes, la determinante de la matriz y su traza.

T:i:\/7'2—4A_3i5
2 2

Asi, las raices del polinomio caracteristico son A\; = 4y Ay = —1 con sus
respectivos eigenvectores:

-(2) ()

La solucién general del sistema es X = Ve’ + Ve~ Si X (0) = X, estaen
la recta y = —ux, entonces X (¢) tiende a 0. Para cualquier otra condicién inicial,
X(t) no tiene limite en las direcciones determinadas por V;. En otras palabras, la
recta y = %x es una asintota para todas estas curvas solucién (ver Figura 1.1).

A:(g ?),AA:—4,TA:3 Mg =

Figura 1.1: Punto silla del sistema (1.8), Fuente [14]
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Ejemplo 2 Ahora de manera general, analizamos el caso en el que el poli-
nomio caracteristico cumple 72 — 4A < 0, es decir, tenemos dos eigenvalores
complejos A\ = a +1by Ay = a —1b. Si V] = By + iB> es el eigenvector asocia-
do a Ay, la solucién general se puede escribir como X () = ¢; X (t) + 2 Xo(t),
donde:

X, (t) = (Bycosbt — Bysinbt)e™, X5(t) = (Bycos bt — By sin bt)e™

En el caso a # 0 cuando a < 0,e* — 0. Las soluciones tienen forma de

espirales elipticas, y cada vez mas se van acercando al origen, a esto le llamamos
punto espiral estable. De lo contrario(a > 0), las espirales se alejan cada vez
mas del origen, y en este caso, al punto lo llamamos punto espiral inestable (ver
Figural.2).

e 2
/

b) Punto espiral inestable

Figura 1.2: Espiral inestable, Fuente [14]
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A
Espiral Espiral
estable inestable

T2=4A

Nodo estable Nodo inestable

72-4A <0
Centro
ya .
Nodo estable Nodo inestable

degenerado

degenerado

T :

Punto silla

W
\

Figura 1.3: Casos de estabilidad, Fuente [14]

La imagen 1.3 resume los distintos tipos de puntos que se pueden presentar en
un diagrama fase de un sistema de dos dimensiones, con ayuda de la determinante
y la traza de la matriz del sistema que se estudie podremos obtener la forma de
cada solucion.



14 Ecuaciones Diferenciales

1.3.0.3. Linealizacion y estabilidad local

Podemos clasificar los puntos criticos a partir de su linealizacién. La lineali-
zacién de una funcién derivable f en un punto (zo, f(xg)) es la ecuacion de la
recta tangente a la de f en ese punto: y = f(x1) + f (21)(x — x1). Para puntos
cercanos a 1, los puntos en f se acercan a los puntos de la recta tangente, por lo
que y(z) resultantes con esta ecuacién se pueden utilizar como aproximaciones
de los valores correspondientes de f ().

Definicion 14

Sea X un punto critico de un sistema y sea X = X (t) la solucion que satis-
face la condicion inicial X (0) = Xy, donde X, # X;. Se dice que X es un
punto critico estable cuando, dado cualquier radio p > 0, hay un radio co-
rrespondiente r > 0 tal que si la posicion inicial X, satisface | Xo — X;| < r,
entonces la solucién X; correspondiente satisface | X (t) — X,| < p para todo
t > 0. Si ademas, t -5 oo X (t) = X1, siempre que | Xy — X,| < r,se dice que
X es un punto critico asintéticamente estable.

Definicion 15

Sea X un punto critico de un sistema y X = X (t) la solucion que stisface la
condicion inicial X (0) = X, donde Xy # X;. Se dice que X, es un punto
critico inestable si hay un disco de radio p > 0 tal que para todar > 0, existe
al menos, una posicion inicial X, que cumple | Xy — X;| < r, sin embargo la
solucion correspondiente X (t) satistace | X (t) — X1| > p para al menos un
t > 0.

Es importante descatar que por mas pequefia que sea la vecindad de X, puede
encontrar una posicion inicial X que pertenezca a la solucién y salga de un disco
de radio p para algin tiempo ¢. Como ya lo hemos mencionado, las complejidades
de los sistemas de ecuaciones no lineales, hacen, que hallar los puntos criticos y
analizar su estabilidad es comtiinmente imposible de determinar explicitamente.

Ahora, si tenemos el sistema original X' = g(X) se puede aproximar en una
vecindad del punto critico que se este analizando, con el sistema lineal X' =
A(X — X7).
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Definicion 16
Se llama A a la matriz Jacobiana evaluada en un punto critico X *, y se denota

4 01 ($ Y ) 19) |(£L’ Y )
85

0
Rlerw) 52w

Donde el sistema g(X) = (P(x,y),Q(x.,y)).

Si hacemos H = X — X*, entonces el sistema lineal X = A(X — X*), se
transforma en H = AH como lo vimos en la seccién anterior (Teorema 12). El
punto critico X = X* para X' = A(X — X*) corresponde al punto critico H = 0
para H = AH. Con el siguiente sistema podemos llegar a esta misma idea para
el punto critico X *que con el teorema anterior.

Utilizando la matriz jacobiana, en [14] se enuncia un criterio para el andlisis
de estabilidad de puntos de equilibrio que dice:

1. Silos eigenvalores de A = ¢'(X*) tienen parte real negativa, entonces X *
es un punto critico asintéticamente estable.

2. Si A = ¢'(X*) tiene un eigenvalor con parte real positiva, entonces X* es
un punto critico inestable.

En particular, para el punto estacionario cero tenemos los siguiente criterios.
Teorema 17

Sean \1 y Ao los eigen-valores del punto critico 0 del sistema auténomo plano
X' = g(X).

1. Si Ay y A2 son reales, distintas y con el mismo signo entonces el punto
critico 0 es un nodo.

2. Si A1 y Ay son reales, distintas y con signos opuestos entonces el punto
critico 0 es un punto silla.

3. Si Ay y Ay son complejos conjugados con parte real, entonces el punto
critico 0 es un espiral.

La demostracién de este teorema se encuentra en [12] paginas 455-462.



Capitulo 2

Modelos Matematicos de
Crecimiento Poblacional de una
especie

En este capitulo, abordamos el Andlisis de Modelos Matemaéticos ya propues-
tos en la literatura que describen el crecimiento poblacional de una especie. Tam-
bién analizamos uno de estos modelos con sus puntos estacionarios, la estabilidad
de estos y la solucién de la ecuacion diferencial para ver el comportamiento de la
poblacién en el tiempo.

2.1. Modelo de Tipo Logistico con Capacidad de Car-
ga K

La dindmica poblacional estuvo principalmente enfocada al crecimiento de la
poblacién humana, descrita con ecuaciones diferenciales. El que hizo el primer
intento de modelar la dindmica poblacional fue Thomas Malthus un economista
inglés, quien propuso un modelo en 1978 [14], donde su suposicién era que el
crecimiento con respecto al tiempo era proporcional con respecto a la poblaciéon
existente P. Representado con la siguiente ecuacion

dP
— —kP
dt

donde £ es una constante de proporcionalidad. Este modelo fue de gran utilidad
para describir el crecimiento poblacional de los Estados Unidos entre los afios
1790 y 1860, aunque ahora existan nuevos y mejores modelos, el crecimiento de
bacterias se sigue calculando con ayuda de ese modelo.

16
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La tasa especifica o relativa de crecimiento estd definida por

dP
Pdt

donde ya habiamos mencionado k es una constante que en otras palabras represen-
ta cuanto aporta cada individuo al crecimiento de la poblacién. Con la hipétesis
de que el crecimiento de la poblacién solo depende de la poblacién inicial P, un
modelo poblacional ahora lo podemos escribir como:

S=P) 6 = PsP) @

Pdt

En el modelo de Malthus la poblacién no tienen un limite en cuanto a su
crecimiento, podria seguir creciendo exponencialmente, pero en la vida real, las
especies tienen un medio ambiente limitado. Lo que queremos es elegir Pf(P) de
modo que f(P)=r>0 cuando la poblacion sea pequefia y f(P) disminuya cuando P
crezca. La hipétesis més sencilla es que f(P) es lineal, es decir, f(P) = ¢1 P+ cs.
Si aplicamos las condiciones f(0) = ry f(K) = 0, tenemos que los coeficientes

son ¢y = ryc; = —r/K, respectivamente, y asi tenemos una nueva forma para
f(P)=r— (r/K)P.de modo que la ecuacién (1) se transforma en:
dP P
—=rP({1—-——|. 2.2
a ( K ) 2.2)

El interés sobre el estudio de la dindmica poblacidnal se extendié a nivel celular
y de igual manera con pequefias especies, ya que estas tienen un gran uso en la
biologia. Los ensayos biolégicos o pruebas de toxicidad, son herramientas para la
evaluacién de toxicidad aguda en cuerpos de agua dulce, asi como aguas residua-
les industriales, efluentes agricolas, municipales y sustancias puras, combinadas
o lixiviados. Los bioensayos tienen aplicacién en el diagnéstico ambiental de los
efectos bioldgicos, el cual es estudiada por la ecotoxicologia rama que definié
Butler en 1978, el cual hace un estudio y andlisis sobre poblaciones y comunida-
des de ecosistemas definidos.
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2.1.1. Puntos de Equilibrio

Ahora, igualando la ecuacion a cero y resolviendo obtenemos los puntos esta-

cionarios: P
Pll—-—]=0
(-%)

Esta ecuacion tiene dos puntos estacionarios (dos raices) y son:

P=0ANP=K

2.1.2. Analisis de Estabilidad

Solo tenemos que derivar f(P) = rP (1 — £) y evaluar nuestros puntos es-
tacionarios Py y Ps.

df (P) 2rP
——=r - —.
dP K
Evaluando nuestro primer punto estacionario P; = (

f(p) =r

P, = 0 esinestable.
Del mismo modo para nuestro segundo punto P = K tenemos:

f(P) =r—2r =—r
- —r <0 yaquer>0
- P, = K esun punto estable.

2.1.3. Evolucion del sistema

Para este modelo, la ecuacién que describe el sistema es ficil de encontrar,
pues la ecuacion diferencial la resolvemos por separacion de variables.

Tomando la ecuacion (2.2), llamemos a a = r'y a b = + asi podemos ver la
ecuacién como

dP

— = P(a —bP).
o = Pla—0P)
Separando las variables P y ¢ tenemos

(a+b)dP = dt
at+b=t+C
In|a| = at + aC
P

= Cle“t.

a—bP



2.1 Modelo de Tipo Logistico con Capacidad de Carga K 19

Haciendo un despeje y simplificando escribimos a P en funcién del tiempo y
de los parametros

CLCl

P(t) = m (23)

El valor de C'; depende de las condiciones iniciales, de manera general podemos
analizar que P(0) = Fy. De modo que al sustituir en (2.3) tenemos la siguiente
igualdad.

Sustituyendo en P(t), tenemos:

Py
a—bP,

P _
bafl?Po te ot
abPy
a—bPy
bP0+(a7bP0)e—ai

a—bPy

CZPO
bPO + (CL — bPO)e_“t

P(t) = —

Al sustituir @ = r y b = 4 obtenemos la evolucién de la poblacion en el
tiempo y esta dada por

TPO
P(t) = 2.4
() Py +r(l — )ert o
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Figura 2.1: Dindmica del Modelo de Malthus

La imagen figura 2.1 muestra la evolucion de la solucion de la ecuacién (2.2)
con una condicion inicial Py = 1, capacidad de carga K = 50 y una tasa de re-
produccion r = 2.5 por unidad de tiempo.

Con un fin did4ctico, hemos creado una trabajo de Geogebra, un software
matematico utilizando deslizadores, los deslizadores son herramientras dentro del
software que permiten modificar con animacién o con ayuda del mouse los valores
de cualquier pardmetro de una funcién. En nuestro caso sobre los pardmetros del
modelo, que permite visualizar la evolucién del sistema, el cual puede consultar
en : https://ggbm.at/Y vKIQXZ6
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2.2. Modelo de Daphnia Magna de Smith y Frede-
rick

La Daphnia Magna es un organismo comunmente utilizado en bioensayos para
la prueba de toxicidad de una sustancia. Sus dimensiones van de Imm a 1,5mm en
su etapa juvenil y de 4mm a 6mm en los adultos. Tiene un ciclo de vida corto, este
micro-crustdceo pertenece al suborden cladocero. Se desarrolla principalmente en
comunidades dulceacuicolas. Presenta como principal caracteristica gran sensibi-
lidad a una amplia gama de compuestos toxicos, permitiendo asi su uso interna-
cional en pruebas toxicoldgicas.

Frederick E. Smith en 1963 realizo un modelo que describia el crecimiento pobla-
cional de la Daphnia magna en cultivos. Tomando en cuenta la capacidad de carga
y comida [13].
A {—K - M} (2.5)
dt K+:*tM

donde:

M = masa de la poblacién(miligramos de peso seco)

K = valor de M en saturacién, cuando % €s Ccero

t = tiempo (dias)

r = tasa de incremento con comida ilimitada (mg/mg/dia)
¢ = tasa de de masa en la poblacién en saturacion

Para este modelo se hicieron las siguientes suposiciones:

1.Laley de accién de masa, como se expresa en la ecuacion logistica, aplicada
al sistema usando tasa de comida como la medida del tamafio de la poblacion.

2.La relacidn entre la tasa de tamafio de comida y biomasa puede ser descrito
con una simple regresion lineal involucrando la tasa de crecimiento especifico.

3.Las eficiencias de conversién de comida dentro de nueva masa y dentro rem-
plazo de masa son similares.

4.La tasa de remplazo en saturacion pueden ser usadas para estimar la tasa
reemplazo en todas las densidades de poblacion.
Las estimaciones de las 3 constantes, r, ¢, y K, son necesarias para una compara-
cion de datos y teoria.

Si bien este modelo, permite conocer la poblacién de la Daphnia, no se estan
tomando en cuenta los huevos de resistencia y Daphnia machos, que en nuestro
caso si hacemos.



Capitulo 3

Introduccion a los Bioensayos

En este capitulo mencionamos informacién sobre los ensayos de toxicidad, la
importancia que tienen en Ecologia. También nos enfocamos en las pulgas acuéti-
cas del genero Daphnia. Exponemos las caracteristicas fisioldgicas, los modos de
reproduccién y cuales son los principales factores que inducen a la reproduccién
sexual del crustdceo, asi como el tipo de alimentacidén que tiene.

3.1. Ecotoxicologia

Una de las principales ramas de la Toxicologia es la ecotoxicologia definida
en 1964 por Rene Truhaut y en 1978 por Gordon Cecil Butler [2]. Se encarga del
estudio y andlisis de efectos de agentes quimicos y fisicos sobre organismos vivos.
Particularmente sobre poblaciones y comunidades de ecosistemas. Su aplicacion
tiene como objetivo la creacion de protocolos de ensayo para que estos se uti-
licen como principal herramienta de prediccion temprana el cual permita definir
umbrales aceptables, con niveles de confianza vélidos, y funcionen como guia de
estandarizacion a organismos de proteccion ambiental y regularizacion.

En la mayoria de los casos no es posible la inhibicién de la toxicidad, las
agencias u organismos de proteccion ambiental deben definir la proporcién de
mortalidad o la disminucién del crecimiento de las especies expuestas, sin em-
bargo, los ensayos de toxicidad y los modelos de extrapolacién no son suficientes
para encarar este tipo de problemas. El problema de interés estd relacionado con
la evaluacion de los efectos sobre la produccion y subsistencia de las poblaciones.

22



3.1 Ecotoxicologia 23

3.1.1. Bioensayos y Conceptos Generales

Los ensayos biolégicos también conocidos como bioensayos, funcionan como
herramientas para el diagnéstico adecuado del efecto de agentes fisicos y quimi-
cos sobre organismos de prueba. En [2] formalmente se define como:

Definicion 18
Un ensayo en el cual el poder o potencia de una sustancia es medido a través
de la respuesta de organismo vivos o sistemas vivientes.

Los efectos pueden ser tanto inhibir como magnificar el comportamiento de
los organismos, como lo son: muerte, proliferacion, crecimiento, reproduccion y
cambios morfoldgicos, fisiologicos. Los ensayos, se definen de acuerdo a:

= Duracion: corto, mediano y largo plazo.

= Método utilizado para incorporar la muestra al sistema de ensayo: estatico,
con renovacién o de flujo continuo.

= Propdsito para el cual son utilizados: Control de calidad de vertidos, eva-
luacién de compuestos especificos, toxicidad relativa, sensibilidad relativa,
etcetera.

Ahora definimos conceptos que son importantes en los ensayos de toxocidad,
definidos también en [2].

Definiciéon 19
Contaminante: La presencia de cualquier agente tisico, quimico o biolégico o
de combinaciones de los mismos en lugares, formas y concentraciones tales y

con una duracion que sean o puedan ser nocivos para la salud o bienestar de la
poblacion o perjudiciales para la vida animal y vegetal.

Definicién 20
Toxicidad aguda: efecto adverso (letal o subletal) inducido sobre los organis-

mos de ensayo en prueba durante un periodo de exposicion del material de
ensayo, usualmente de pocos dias.

Definicion 21
Toxicidad crénica: efectos toxicos a largo plazo relacionados con cambios en
el metabolismo, crecimiento o capacidad de supervivencia.
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3.1.2. Bioensayo de Toxicidad con Daphnia Magna

Los ensayos de toxicidad con Daphnia magna, permiten determinar la letali-
dad potencial de sustancias quimicas puras, aguas industriales y residuales domes-
ticas, lixiviados, aguas subterrdneas o superficiales, agua potable y también agua
del subsuelo (poro de sedimentos). En estas pruebas con daphnia magna, neonatos
menores de 24h de edad son expuestos a la muestra o compuesto que se desea ana-
lizar, por un periodo de 48h. Al finalizar, se cuantifica la cantidad de organismos
muertos. Con estos se establece el porcentaje de mortandad ocasionada.

3.1.3. Biologia de la Daphnia Magna Strauss
3.1.3.1. Fisiologia y Metabolismo

Las Daphnias Magna son crustaceos plancténicos que pertenecen a Phyllopo-
da también llamados Brachiopoda pertenecientes a la familia de los Cladoceros.
Tienen una pared doble, entre la cual fluye la hemolinfa y que es parte de la cavi-
dad del cuerpo.

El caparazén estd hecho prin-
e — cipalmente de quitina, un poli-
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Daphnia hembra y Daphnia macho, Fuente [4]

3.1.4. Alimentacion

Figura 3.2: Daphnia Magna hembra,
Fuente [4]

La comida se recolecta con la ayu-
da de un aparato de filtracién, que con-
siste en los filopodos, que son patas
planas en forma de hojas que produ-
cen una corriente de agua. A medida
que la corriente fluye de anterior a pos-
terior, la Daphnia recoge las particulas
que se transfieren al surco de la comi-
da mediante setas especiales. Aunque
el aparato de alimentacion es tan efi-
ciente que incluso se pueden recoger
bacterias, la comida generalmente esta

compuesta de algas plancténicas. Las algas verdes se encuentran entre los mejores
alimentos. Una ventaja de este alimento es el aumento en la tasa de crecimiento
de la Daphnia Magna. Los experimentos de laboratorio se realizan con Chlorella
Vulgaris como en [6] o Scenedesmus o Chlamydomonas, los cuales son faciles de
cultivar en los quimiostatos monoclonales. La Daphnia usualmente consume parti-
culas de Chlorella de alrededor de 1um hasta 50um, aunque se pueden encontrar
particulas de hasta 70 pm de didmetro en el contenido intestinal de individuos

grandes.

El color de Daphnia se adapta a la comida

que predomina en su dieta. Si se alimentan de
algas verdes serdn transparentes con un tinte de
color verde o amarillo, mientras que las que se
alimentan de bacterias seran blancas o de color

Figura 3.3: Daphnias Magna
con distintos niveles de oxigeno,
Fuente [4]
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salmén rosado (ver figura 3.3).

Los animales bien alimentados son mds fuertemente coloreados que los ani-
males que mueren de hambre. Otra razén que hace cambiar el color de la daphnia
es la falta de oxigeno, el cual, entre menos oxigeno reciban, la produccién de he-
moglobina aumentard para aumentar la absorcion de oxigeno del agua, haciendo
que desarrolle un color rojizo (figura 3.3).

3.1.5. Ciclo de Vida y Desarrollo

Figura 3.4: Daphnia Magna con huevos, Fuente [4]

El ciclo de vida de Daphnia durante la temporada de crecimiento se caracte-
riza por su modo asexual de reproduccién (apomixis). Una hembra produce una
nidada de huevos partenogenéticos (amicticos) después de cada muda adulta (si
las condiciones de alimentacién lo permiten). Los huevos se colocan en la cimara
de incubacion, que se ubica dorsalmente debajo del caparazén y que estd cerrada
por los procesos abdominales (Figura 3.4). Con una temperatura de 20°C, los em-
briones nacen de los huevos después de aproximadamente 1 dia, pero permanecen
en la cdmara de cria para su posterior desarrollo. Después de aproximadamente 3
dias en la cdmara de incubacion, la joven Daphnia Magna es liberada por la ma-
dre a través de la flexion ventral del abdomen posterior. El recién nacido se parece
mas o menos a la Daphnia Magna adulta, excepto que la cdmara de cria atn no
estd desarrollada . En la mayoria de las especies, una Daphnia Magna juvenil pasa
a través de cuatro a seis estadios juveniles antes de convertirse en primipara, es
decir, produce huevos por primera vez. La edad a la que se depositan los primeros
huevos en la cdmara de cria es de alrededor de 5-10 dias a 20 ° C, pero puede
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llevar mas tiempo en condiciones de alimentacion deficientes.

Una hembra adulta puede producir un nido de huevos cada 3 o 4 dias hasta su
muerte. En el laboratorio y pueden vivir durante més de 2 meses, alcanzando una
mayor edad en condiciones de alimentacidn deficientes.

Los tamafios de los nidos varian entre las especies, de 1 a 2 huevos en especies pe-
quefias como Daphnia Cucullata a mds de 100 en especies grandes como Daphnia

Magna.
d
sexua% {

sexual egg
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Figura 3.5: Ciclo de vida Daphnia magna, Fuente [4]

Como se ha mencionado en [4] el crecimiento depende del alimento, espacio
y toxicidad del agua , induci la reproduccion sexual de la Daphnia Magna, esto
lleva a la produccion huevos haploides (2N). Los huevos haploides se desarrollan
directamente y sin una fase de descanso, se produce un tipo diferente de huevo
para el descanso (Figura 3.6). Estos huevos en reposo estan encapsulados en una
estructura que los protege, y tiene forma de silla de montar. Esta capsula, recibe
el nombre de ephippium (efiopio en espafiol, Figura 3.7), generalmente es fuerte-
mente melanizada y contiene 2 ovulos grandes, 1 en cada ovario. Sin embargo, no
es raro encontrar ephippia con solo 1 huevo o ninguno, El ephippium se desecha
en la proxima muda. En la mayoria de los casos estos huevos se reproducen se-
xualmente, pero en el ciclo partenogenético también se producen. En la Daphnia
sexual mas comun (con partenogénesis ciclica), la produccion de huevos en re-
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poso sigue la produccién asexual de machos diploides, que son necesarios para

fertilizar los huevos haploides.

Un clon sexual puede reproducir machos y
hembras y es capaz de autofecundarse. Para la
fertilizacion, los machos copulan con las hem-
bras (a veces se pueden observar dos machos
en la misma hembra). La fertilizacion es inter-
na y ocurre entre la muda y la disposicion de
huevos en el efipio. La induccién de la sexuali-
dad parece ser desencadenada por un complejo
conjunto de estimulos, en [7] se menciona que
requieren tres estimulos. Los mds importantes
posiblemente sean aquellos que van de la mano
con una alta densidad de Daphnia Magna, por
ejemplo, mayor competencia de recursos y me-
nor disponibilidad de alimentos. Los factores

Figura 3.6: Daphnia con ephip-
pium en desarrollo, Fuente [4]

abidticos como la disminucidén de la temperatura, también parecen jugar un papel
en la densidad, pero sin afectar de forma tan importante como los otros ya men-
cionados. La Daphnia Magna en poblaciones intermitentes (como los estanques
que probablemente se secan durante parte del afio) tienen una tendencia mucho
mds alta a producir huevos (efipios) que las Daphnias Magnas en poblaciones

permanentes, por ejemplo, en grandes lagos.

El efipio de las hembras se expulsa con el

Figura 3.7: Daphnia con ephip-
pium, Fuente [4]

caparazon del cobertizo durante la muda y se
hunde hasta el fondo o puede flotar con la ayu-
da de pequefias cdmaras de gas. Dependiendo
del habitat, los efipios pueden soportar tempo-
radas desfavorables (resfrios de invierno, se-
quias de veranos o periodos de baja producti-
vidad bioldgica) y la eclosién es inducida por
estimulos externos que pueden ser: fotoperio-
do apropiado, luz, temperaturas de agua en un
estanque previamente seco. De estos huevos en
reposo solo naces hembras, que generalmente

producen huevos partenogenéticos, pero pueden producirlos en una etapa de vida

temprana.
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3.1.6. Habitat

Las poblaciones de Daphnia se pueden encontrar en una variedad de cuer-
pos de agua, desde grandes lagos hasta piscinas temporales muy pequefias, como
estanques de roca ( imagen 3.8) y charcas vernales (depresiones inundadas esta-
cionalmente).

Figura 3.8: Habitat de D. magna. Fuente: [4]

A menudo el genero Daphnia son el zooplancton dominante y forman, como
tal, una parte esencial de la cadena alimenticia en lagos y estanques. En muchos
lagos, las daphnia es el alimento predominante para peces planctivoros, al menos a
veces. Como consecuencia, la distribucién de especies Daphnia y el ciclo de vida
estan estrechamente relacionados con la aparicién de su depredador. Especialmen-
te, las especies de Daphnia que se encuentran en los lagos con peces planctivoros
son mds pequeflas y mas transparentes que las especies que se encuentran en los
cuerpos de agua sin peces. Las especies grandes como Daphnia Magna 'y Daphnia
Pulex generalmente no pueden sobrevivir bajo la depredacion intensiva de peces,
mientras que especies pequefias como Daphnia Galeata, Daphnia Cucullata y
Daphnia Hyalina generalmente no se encuentran en cuerpos de agua sin peces.

La calidad del agua de los habitats Daphnia puede variar ampliamente. Un
pH entre 6.5 y 9.5 es aceptable para la mayoria de las especies, siendo el 6ptimo
entre 7.2 y 8.5. La salinidad generalmente debe estar por debajo del 5 % de agua
de mar (alrededor de 1.5 gramos de sal marina por litro), pero algunas especies
pueden tolerar salinidades mucho mas altas, como Daphnia Magna, que se puede
encontrar en hasta 20 % de agua de mar.



Capitulo 4

Modelo Matematico de la dinamica
poblacional de la Daphnia Magna

En este capitulo se da una explicacion de la dindmica del ciclo de vida de la
daphnia. Se presenta un modelo que trata el problema de la dindmica poblacional
de la daphnia magna. Adicionalmente realizamos un estudio del modelo, buscan-
do los puntos estacionarios del sistema, y analizando su estabilidad. Abordamos
también diagramas de bifurcacion con respecto a cuatro variables dindmicas del
sistema.

4.1. Dinamica Poblacional de la Daphnia Magna

El proceso del crecimiento inicia cunado un neonato pasa a ser una daphnia,
esto en promedio tarda 3 semanas. Cuando se encuentra en su etapa adulta se
reproduce asexualmente, este proceso seguird mientras se encuentre en condicio-
nes favorables (suficiente comida, espacio y niveles casi bajos de toxicidad en el
agua); mientras se reproduce asexualmente en condiciones favorables, solo nace-
ran neonatos hembras.

Si las condiciones dejan de ser favorables, disminuira la produccion de daph-
nias hembra y algunos de estos serdn machos, o si no, se producirdn huevos ha-
ploides que seran fertilizados por el macho, lo cual hace que el caparazén de la
hembra se oscurezca y se haga mas grueso al rededor de la cdmara de incubacidn,
a este huevo se le llama “ huevo de resistencia ” 6 “ efipio ” . Cuando la hem-
bra tenga un efipio en su caparazon, el tiempo que tarde en expulsarlo dependera
del escasez de recursos como alimento, espacio o toxicidad del agua que perciba,
siempre y cuando esto no le produzca la muerte. Cabe mencionar que mientras
la daphnia tenga un efipio en su caparazon no podrd generar mds neonatos (hasta
que lo expulse).

30
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Cuando el efipio es expulsado podra formar mds neonatos, o en dado caso
tener un huevo haploide para fertilizarlo con la ayuda del macho, o bien, no podu-
cira nada. El efipio expulsado podr4 estar en condiciones de escasez de agua hasta
que se encuentre en condiciones favorables, nacerdn neonatos hembra, y el proce-
so se repetird. Ademads las hembras que nacen presentardn, genéticamente menos
mutaciones que los clones de la daphnia madre, que las que nacen en condiciones
favorables.

4.2. Planteamiento del modelo

dD D
o= pbr (1 - —H) (1= p)Dy — (1 — 7)Dyy — dDy +v7E + py DYy

dt C
dDg’ (4) (4) (4)
d?tM = Br (1 - %) pDy — dD)y
dd—f — DDy —vrE — dgE
Variable Dindmica Significado
Dy Daphnias Magna hembras
Dgf) Daphnias Magna hembras con huevos haploides
Dy Daphnia Magna macho
E Efipios
Pardmetro Significado Valor
*5 Taza de reproduccién la Daphnia Magna (15/72)*10
*d Taza de mortandad de una Daphnia Magna 1/960
*dp Taza de mortandad de un Efipio 1/1095000
*Er Fraccion de la poblacién que percibe condiciones favorables S
**(1-1) Fraccién de la poblacion que percibe condiciones no favorables )
**p Cantidad de neonatos macho que nacen en condiciones no favorables 5
**(1-p) | Cantidad de neonatos hembra que nacen en condiciones no favorables 5
** Taza de contactos no efectivos entre macho y hembra 5
*ke Taza de aparamiento entre Dy y D), 5
*ky Numero de Daphnias Magna que nacen en por Efipio 2

* - parametros tomados de la bibliografia ( [3], [4], y [8]).
*% - pardmetros estimados.
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4.2.1. Dinamica Poblacional de la Daphnia Magna
con parametros

El proceso del crecimiento inicia cuando un neonato nace, y serd llamado neo-
nato asi durante las proximas 24 horas. Pasara a ser unaDaphnia Magna juvenil
durante las préximas 48 horas, luego una Daphnia Magna ( Adulta). Esto en pro-
medio tarda de 4 dias a 1 semana. Cuando se encuentra en su etapa adulta Dy
se reproduce asexualmente con una taza 3, este proceso seguird mientras se en-
cuentre en condiciones favorables (suficiente comida, espacio y niveles casi bajos
de toxicidad en el agua). A la fraccion de Daphnias Magna que perciben condi-
ciones favorables es representada por 'r’. De las Daphnias Magna generadas, una
fraccion p serdn machos y una fraccion (1 — p) serdn hembras.

Si las condiciones dejan de ser favorables, una fraccién (1 —r) de la poblacién
empezard la produccién de huevos haploides Dgf) con una taza /3. Los huevos
haploides podran ser fertilizados por los machos con una tasa (contacto efectivo)
5D§f) Dyy. Lo cual hace que el caparazon de la hembra se oscurezca y se haga mas
grueso al rededor de la cdmara de incubacion, a este huevo se le llama “ huevo de
resistencia ” ¢ “efipio ” representados por la letra £. Si el macho no fertiliza
el huevo haploide, la daphnia lo desechard y no habrd ningtin neonato, esto con
una media ”u ", Cabe mencionar que mientras la daphnia tenga un efipio en su
caparazon no podra generar mds neonatos (hasta que lo expulse).

Cuando el efipio es expulsado podra formar mas neonatos, es decir pasa de
DJ(L?) a Dy , o en dado caso tener un huevo aploide para fertilizarlo con la ayuda
del macho. El efipio expulsado puede estar en condiciones de secrecién lo cual
hace que la tasa con la que mueren los efipios dg es menor que la de las daphnias
y es por esto que puede sobrevivir la especie y hasta que se encuentre en condi-
ciones favorables. Nacerdn v neonatos hembra (en promedio 2 efipios por unidad
de tiempo), y el proceso se repetird.
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4.3. Puntos Estacionarios

Como ya vimos en el capitulo 1, los puntos estacionarios los encontramos re-
solviendo el sistema de ecuaciones que resulta de igualar el sistema de ecuaciones
a cero.

D
pr (1 - %) (1—p) Dy —p(1—r)Dy —dDy +~yrE + ,uHDgf) =0 (4.2a)

B(1—7)Dy — pp DY —dDyY — eDYVD,, =0 (4.2b)
D

Br (1 - 7H) pDy —dD,, =0 (4.2¢)

eDWVD,, —yrE —dgE =0 (4.2d)

Primero despejamos D', de (4.1¢c), luego, sustituimos en (4.1b) para despejar
Dg) y finalmente sustituyendo en (4.1d), despejamos "E’ y escribimos por tltimo
a la ecuacion (4.1a) en términos de ' D’;.

Sustituyendo en (4.14b):

D
0 = B(1—7)Dy— (ug +d)DY’ — gD;;”gm - TH)pDH
D
= B0 1)Du + | ~(un +d) — =t - Py,
1—r)D
D = AU —7)Dn “3)
(pn +d) +egr(l — F)pDu
Ahora, de (4.1d) obtenemos:
ED%)DM = (yr+dgp)E
(4)
Dy Dy (4.4)
yr+dg
Sustituyendo en (4.1b)
1—r)Dy — d)D%
F — B( T) H (NH_{_ ) H (45)

yr + dg
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De (4.4) resulta:

E— B(L—r)Dy  pu+d Bl —r)Dy
yr+dp Ay +dp (uy + d) + e5r(1 - 22)pDy

Ahora sustituyendo en (4.1a) :

C
BL—7) (muy +d)B(1 —7)
yr+de (v dp)[(pr + d) + £5r(1 = S)pDy]
muy (1 —r)Dy
(ur + d) +e2r(1 — 22)pDy]

0- [ma _ Dy oy (1= ) — d| Du+

]

(4.6)

En los pasos siguientes, solo hacemos un poco de édlgebra.

. Dy yrB(1 —r)Dy
0= [ﬁr(l — 7)] — (B —=r)+d)Dy + o
B _ (pu+d)B(1 - T)VTDH] . 1
+ |:NH5(1 r) Dy yr +dg (ug +d) + 5§r(1 — DC—H)pDH

_ l-pn ((A=r) d 1(l=r)

1-r),  (par+d)(A—r)yDy 1
+ {MH r Dy yr +dg } (ug +d) + g%r(l — DTH)pDH
Bl —r) 1—p
| P
N (uH+d)(1—?”)W’] 1
e e e L A e e e e
_ |Prd—p)(yr +dp) — (BA 1) + d)(yr +dp) +yrBA—1)|
— H
vr + dg
1— 1— dp) — d)B(1 — 1
( Cp)BTD?{ N [MHB( r)(yr + 7i)+ d(:fH +d)B( T)VT]DH L
= [Br(1 —=p)(yr +dg) — (B(1 —r) + d)dg + dyr] D

+ [prB(l —r)dp — dB(1 — r)yr] Dy * i

_ [mu—p) (B -+ d)+

+
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Para simplificar escritura sustituimos las siguientes expresiones:

A= [Br(L = p)(yr +dg) — (B(1 — 7) + d)dg + dyr]

B = _a ;p)ﬁr(vr +dg)

G = [uuB(l —r)dg — dB(1 — r)yr]

Con esto escribimos la ecuacidn anterior como:

D D
0= 4Dy |(un + )+ <2r(t = P00, | 1 BDY (a4 d) + <20 - P2y | + RO
C C C C
= B 2 B /8 p 3
= [A(un +d) + G)Dpg + | Ac—rp + By + d)| Dfy + | Berp — eS| iy
B p
— BgaraD?{

De modo que las raices del polinomio serdn los puntos estacionarios para las
daphnias hembras :

[A(pg +d) + G|Dy + Aegrp + B(pn + d)] D3, + {Bsgrp - Asgrg D3,
g p
— BE@TEDj%{

Es claro que una raiz de este polinomio es Dy = 0

Para la otra raiz utilizamos métodos numéricos con el lenguaje de progrma-
cion Python version 2.7, utilizando los valores de los pardmetros de la bibliografia
([4], [3], y [8]), y con un valor de p=0.5 que representa la misma probabilidad de
que las daphnias nacidas sean machos o hembras. Variamos el pardmetro 'r’ en en
el intervalo [0, 1] que representan las condiciones favorables en nuestro modelo.
Nos interesan las raices positivas, pues no tiene sentido biolégico el tener una po-
blacién negativa o imaginaria. Las raices que dan estacionarios negativos en las
otras variables dindmicas estin representadas en la imagen 4.1 c) y d) respectiva-
mente.
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Figura 4.1: Raices del polinomio en funcién de Dh

La tdnica solucién del polinomio que tiene un significado bioldgico es la se-
gunda rafz como lo muestra la imagen 4.1! c)

'H: daphnias hembras, HH: daphnias hembras con huevos haploides, M: daphnias macho, E:

efipios.
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4.4. Analisis de estabilidad

Como ya vimos, es necesario obtener la matriz Jacobiana de nuestro sistema,
la cual al rededor del punto estacionario es:

Br(l —p)(1 — 222y — (B(1 —r) + d) [ 0 yr

g = B(1—r) —(pg +d+eDp+) —eDg 0

Dx 57“;0(1 o 2Dé{*) 0 —d 0
0 eD eDy.  —(yr +dp)

Obtenemos el polinomio caracteristico de esta matriz, es decir |Jp- — A| que

es:
Br(1 - p)(1 — 2282) — (B(1 —r) +d) — A - 0 77“
B(1—r) —(ug +d+eDye) — A —eDV 0 0
Brp(1 — 25u) 0 —d— )\ 0 '
0 eD s+ eD}. —(yr+dg) — A
Desarrollando tenemos:
ap(———) | (=D ) (=g = X) + { s(=n +eDar) = D) = (=D )(eDar-) | |

H(—d—)) {EDM*(—SCL) +(—g =N { (k (C_+DH> —f- A) (— (n+eDge) — \) — apH}] —0.

Dondea=3(1—r),f=06(1—-7r)+d,g=~y*r+dg,k=0r(l—p),n=
pg +d,ys=nr.

Ordenando el polinomio caracteristico tenemos:

MO+ N[k (C —2Dy) — Cf + (n+eDy-) C + gC — dC)
+ N [dgC 4 d(k (C —2Dg+) — Cf) +d(n+eDy+) C + gd(k (C — 2Dg-) — Cf)]
+ A g(n+eDy)C+ (k(C—2Dg:) — Cf) (n+eDy+) — v
+ Adg(k (C —2Dg+) — Cf)+dg(n+eDy«) +d(k(C —2Dy+) — Cf) (n+eDpy+)]
+ AM—dv+ zDy+« + g(k (C —2Dp+) — Cf) (n+eDpg~) — gv]
+ A[—ap (C' —2Dpy) (uHngf*) — ssD;ﬁ))]
+dzDy + dg(k (C —2Dg+) — Cf) (n+eDpy+) — dgv
—ap(C —2Dg) (qungﬁ) + 52D1(;1*)DM* — se(n + 5DM*)D%)>
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Al igual que los puntos estacionarios resolvemos por métodos numéricos, tam-
bién variando r. Para el primer estacionario que es el (0,0,0,0) analizamos los dis-
tintos eigenvalores que tiene. Si algtin eigenvalor tiene parte real positiva entonces
este estacionario es inestable. De la figura 4.2 observamos que el estado libre de

poblacién (0,0,0,0) es inestable, excepto para condiciones totalmente desfavora-
bles.

Para el estacionario no trivial graficamos la parte real del maximo eigenvalor.

De la figura 4.3 se observa que es negativo para r >0, y por lo tanto es estable en
condiciones totalmente desfavorables

1.0{ ® -eigen wvalor min
eigen valor middle
® eigen valor max

0.5

0.0

parte real eigen-valores

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.2: eigenvalores - estacionario cero

0.00001 = ® eigen valor
L ]

—0.0005 4

—0.00104

—0.00154 °

parte real eigen-valores

—0.0020

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.3: eigenvalores - estacionario no trivial
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4.5. Diagramas de Bifurcacion

En esta secciéon mostramos un andlisis cuantitativo de la poblacién respecto a
la variacion de 'r’. Recordemos que 'r’, representa la fraccion de la poblacién que
percibe condiciones favorables.

40
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-

w
o

225

N
=]

=N

0 o

hembras

hembras con huevos hapolide

10 1.0
0.5
0 0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
r - condiciones favorables r - condiciones favorables
(a) Hembras (b) Hembras con huevos haploides

6000
40 (—_____‘——————"““—*——————-
5000
301 4000
3 3
£ ‘3 3000 {
5 20 =
2000 1
101
1000
04 0
00 02 04 06 08 10 0.0 02 0.4 0.6 08 10
r - condiciones favorables r - condiciones favorables
(c) Machos (d) Efipios

Figura 4.4: Estacionarios vs condiciones favorables

Como lo ilustra la imagen 4.4 a), mientras las daphnias perciban condiciones
favorables mantendrén la poblacion al nivel de la capacidad de carga. En cambio
si estas condiciones disminuyen, tenderdn a desaparecer, hasta llegar a un punto
de cero daphnias hembras.

Para 4.4 b), cuando las daphnias empiezan a percibir las condiciones desfavo-
rables, comenzara la produccion de huevos haploides, pero esta no rebasa el 10 %
de la capacidad de carga.



40 Modelo Matematico de la dinamica poblacional de la Daphnia Magna

En laimagen 4.4 ¢) tenemos un pequefio crecimiento en la cantidad de machos,
con respecto al valor en condiciones muy favorables (r=1). Cuando las daphnias
empiezan a percibir condiciones desfavorables, estas empiezan a producir ma-
chos, pues ayudan a la fertilizacion de los huevos y asi naceran efipios.

Por ultimo, en la imagen 4.4 d) nos muestra que el nivel de huevos de resis-
tencia comienza a crecer en cuanto hay condiciones desfavorables. Notemos que
cuanto las condiciones favorables disminuyeron hasta un 80 % de la poblacion, la
produccién de efipios ha aumentado de manera rdpida con respecto a su propia
poblacién en condiciones totalmente desfavorables.
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4.6. Fraccion de machos 6ptimo

Ahora analizamos el comportamiento de la poblacién a lo largo del tiempo pa-
ra comprobar su comportamiento. Primero resolvemos el sistema niimericamente
tomando los pardmetros conocidos de la bibliografia esto lo hacemos variando p
para cada valor de r. Después en cada solucion se toma el maximo valor de p. El
valor 6ptimo no rebasa el 20 % de la fracciéon de machos mostrado en la figura 4.5
por lo que esta en el porcentaje de la produccion de machos que menciona [7] que
es a lo mas un 50 %.

0.401
0.351
0.301
o
£ 0.25/
]
& 0.20]

o 0.151

0.051

0.00

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
r

Figura 4.5: p 6ptimo respecto a r
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4.7. Evolucion del sistema

Por medio de simulaciones, nos damos cuenta que la poblacién tiende a un
estacionario distinto de cero, como lo muestra la imagen 4.1 ¢) donde la poblacién
de machos y de hembras tienden al capacidad de carga.

El valor de p encontrado en estas simulaciones lo utilizamos para mostrar la
evolucion del sistema con distintos valores de r: 0.05, 0.1, 0.2, 0.5, 0.8. Los prime-
ros tres valores representan que hay mas daphnias que perciben las condiciones
desfavorables siendo 0.05 y 0.1 un porcentaje muy escaso en condiciones favo-
rables. 0.5 representa el mismo porcentaje de daphnias que percibe condiciones
favorables y desfavorables. Y 0.8 nos indica que las condiciones favorables son
percibidas por la mayoria de la poblacion.

Como lo muestra la 4.6 a) la poblacién con condiciones muy favorables, pro-
duce un crecimiento mayor en las hembras, ya que hay mds Daphnias Magna con
el ciclo partenogenético procreando clones de la madre. Para b) tenemos que hay
un mismo numero de Daphnias Magna en condiciones favorables y desfavorables
lo que da comienzo a la reproduccion sexual y esto da comienzo a la fertiliza-
cién de los huevos haploides creando asi, efipios. En ¢), d) y e) muestra que el
crecimiento de los efipios conforme al incremento de las condiciones desfavora-
bles. Y la poblacién de Daphnias Magna, Daphnias Magna hembras y Daphnias
Magnamachos se ve disminuida con el paso del tiempo.
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Figura 4.6: Evolucion de la poblacion con distintos niveles de ’r’ (0.8, 0.5, 0.2,
0.1, 0.05).
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Conclusiones

Los sistemas de ecuaciones diferenciales autobnomos y la modelacién mate-
matica son de gran ayuda para la descripcion de fendmenos naturales, como parte
de ellos el crecimiento de poblaciones. En éste trabajo se ha usado dicha teoria
para crear un modelo matematico que describe el crecimiento poblacional del fi-
toplancton Daphnia Magna, un crustdceo utilizado en ensayos de toxicidad para
efluentes toxicos.

Por otra parte se calcularon analitica y numéricamente los puntos estacionarios
del modelo, dando como resultado dos puntos de equilibrio en la poblacién, un
punto silla y el otro, un nodo estable.

El planteamiento del modelo muestra la relacién que existe entre en los indi-
viduos de la poblacion con las condiciones del ambiente y la fraccion de neonatos
machos que se procrean.

Nuestro modelo refleja el ciclo de vida de la Daphnia Magna con los dos tipos
de reproduccién que desarrolla.

Con base a las simulaciones realizadas, podemos afirmar que la produccién de
machos tiene un maximo durante todos los niveles de condiciones que se perciben
en la poblacion.

Notamos también que al graficar p respecto ar, la produccién de machos no re-
basa el 20 % en la produccidn de neonatos y se encuentra dentro del la proporcion
que menciona [7].

Se realiz6 la soluciéon numérica de nuestro modelo con distintos valores de
r y observamos que la poblacién de daphnias hembras y los efipios tienen un
mayor crecimiento. Ademads al disminuir las condiciones favorables la poblacién
de machos aumenta considerablemente como sucede en el ciclo de vida de la
daphnia.

Este modelo aportaria a los bioensayos los dos tipos de reproduccion en la
daphnia magna, dando como un indicador de la toxicidad del agua la fraccion de
la poblacién de machos p esta en funcién de las condiciones desfavorables.
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A1.Cédigo-Python

Los acentos en las lineas de c6digo se omiten ya que en el lenguaje de programa-
cién de python no estidn permitidos.

Al.l Cddigo para la Figura 2.1, ecuacién solucion del modelo logistico con
capacidad de carga K.

from scipy.integrate import odeint

import numpy as np

from pylab import = # for plotting commands
import matplotlib.pyplot as plt

###444Parametros iniciales######44444#
Po=1 #Poblacion inicial

r=3.5 #Tasa de reproduccion

K=50 #Capacidad de carga

t = np.linspace (0, 100, 1000) # el tiempo
y = r+xPo/ ((r+*Po/K) + r*(l- Po/K)xexp(-r*t)) #evolucion de la poblacion

plt.figure()
plt.plot (t,vy)
plt.show

Al.2 Cédigo paralafigura4.1,4.2, 4.3, 4.4. Raices del polinomio estaciona-
rio, puntos estacionarios de hembras, hembras machos y h. con huevos haploides,
eigen-valores de los dos estacionarios y diagramas de bifurcacion.

import numpy as np

from pylab import » # for plotting commands
import matplotlib.pyplot as plt

from numpy import linalg as LA

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
####PARAMETROS INICIALES#####

#Parametros:

betta = (15./72.0)«10.
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p= .5

ce = .5 # representa epsilon en el modelo
muh = .5 #representa mu sub h en el modelo
gamma = 2.

d=1./960.0 #.025 + 0.01% (M+H+HH)

de = 1./1095000.0 # 0.001
C=40.0
b=1.

##### POLINOMIO DE PUNTO ESTACIONARIO ###+#4#

###### EN las siguiente 18 lineas se define el polinomio
#estacionario, todo en funcion de las daphnias hembras del
#cual se obtienen tres raices.

#H###4444 first root’s state polynomial #########4#

def stateUh(r):

Uh = []

r_list = []

delta = d

A=betta*r* (1.0-p) * (gamma*r + de) - (bettax(1.0 — r ) \
+ delta) xde - deltaxgammaxr

D=-(1.0-p) *betta*r* (gammaxr + de) /C
E=muhx*bettax (1.0 - r)xde - deltaxbettax(1l.0-r)*gammax*r

Al = -D*cexbetta*r*p/ (deltaxC)

A2= (D*cexbettaxr*p/delta - Axcexbettaxrxp/(deltaxC))
A3= (A*ce*betta*r*p/delta + Dx (muh + delta))

Ad= (A% (muh+delta) + E)

coeff = np.array([Al,A2,A3,A4]).T #defino los coeficientes

#en orden descendente
index = 0
for row in coeff:

Uh_tmp=np.roots (row) #busca la raiz del polinomio

#con los coeficientes dados

Uh_1=Uh_2=Uh_3=0

if ((len(Uh_tmp) > 0) and np.isreal (Uh_tmp[0])) :
Uh_1 = Uh_tmp[0]

if ((len(Uh_tmp) > 1) and np.isreal (Uh_tmp[l])):
Uh_2 = Uh_tmp[1]

if ((len(Uh_tmp) > 2
Uh_3 = Uh_tmp[2]

) and np.isreal (Uh_tmp[2])):
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Uh.append ([Uh_1,Uh_2,Uh_31])
r_list.append(r[index])
index+=1
return np.array(r_list), np.array (Uh)
thefHA#######4## NO REESCALING DAPHNIA PREGNANT ##########
####Se define el estacionaio de las daphnias hembras
#con huevos haploides en funcion de las d. hembras.
def StateDha (r,Uh) :
Dha= (bettax* (np.ones_like(r_1)-r)«Uh)/ ((muh + d) \
+ cex (betta/d) xr* (np.ones_like(r_1)-(Uh/C)) xp=*Uh)
return Dha
#H#H##4### NO REESCALING MALE DAPHNIA ########HF##H##
####Se define el estacionaio de los machos
#en funcion de las d. hembras
def StateDm(r,Uh) :
Dm= ( (betta/d)*r* (1-(Uh/C) ) *p*Uh)
return Dm
#4444 ##444#4 NO REESCALING EFIPHIUM #######4#4#44#4444
####Se define el estacionaio de los efipios
#en funcion de las d. hembras
def StateE(r,Uh):
E=((betta* (1-r) +*Uh) / (gamma*r + de)) - \
((muh + d)/ (gamma*r + de))* ((bettax (1-r)«Uh)/ ((muh + d) \
+ cex* (betta/d) xrx (1-(Uh/C) ) «p*Uh))
return E
S o o
####Se define la matriz jacobiana
#al rededor del punto estacionario y se obtienen sus eigen-valores.
def eigenvalues (r,Dh,Dha,Dm) :

eigen=1[]

all=betta*r* (np.ones_like (r)-p)* (np.ones_like (r)—-(2+xDh/C)) \
— (bettax* (np.ones_like(r) - r) + d)

al2=muh

al3=0

ald=gammaxr

aZ2l=bettax (np.ones_1like(r)-r)

az22=—(muh + d + cexDm)

a23=-cexDha

a24=0

a3l=betta*r*p* (np.ones_like (r)—-(2+«Dh/C))
a32=0
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a33=-d

a34=0

adl1=0

ad2=cexDm
a43=cexDha

ad4=— (gammaxr + de)

A=np.array([[all,al2,al3,ald], [a2l,a22,a23,a24],\
[a31,a32,a33,a34],[ad4l,ad42,a43,a44]])

valores=LA.eigvals (A)

eigenvalores_tmp=np.array(valores) .T

return max (np.real (eigenvalores_tmp))
FHEFHH S AR
#HE#HfH#HF##ELigen—values state O###F###H#H##
FHAHHHHA A AR HH A A
def eigenvaluesO (r):

eigen0=[]

all=bettarrx (np.ones_like (r)-p)* (np.ones_like(r)) \

- (bettax (np.ones_1like(r) - r) + d)

al2=muh

al3=0

ald4d=gammax*r

azl=bettax* (np.ones_like(r)-r)

az2=—-(muh + d)

a23=0

a24=0

a3l=bettaxrxpx (np.ones_like(r))

a32=0

a33=-d

a34=0

ad41=0

ad2=0

ad3=0

ad44=- (gammaxr + de)

A=np.array([[all,al2,al3,ald], [a2l,a22,a23,a24],
\ [a31,a32,a33,a34], [ad4l,a42,a43,a44]1])

valores=LA.eigvals (A7)
eigenvalores_tmp=np.array(valores).T
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return min (np.real (eigenvalores_tmp))
FHHHHHHH AR S H AR

def eigenvaluesOm(r) :

eigen0=[]

all=bettaxrx (np.ones_like (r)-p)* (np.ones_like(r)) \
— (bettax* (np.ones_like(r) - r) + d)

al2=muh

al3=0

ald=gammaxr

aZ2l=bettax (np.ones_1like(r)-r)
az2=—(muh + d)

a23=0

a24=0

a3l=betta*r*p* (np.ones_like (r))
a32=0

a33=-d

a34=0

ad4l=0

ad2=0

a43=0

add=—(gammaxr + de)

A=np.array([[all,al2,al3,ald], [a2l,a22,a23,a24],\
[a31,a32,a33,a34], [ad4l,a42,a43,a44]])

valores=LA.eigvals (A)

eigenvalores_tmp=np.array(valores).T

return max (np.real (eigenvalores_tmp))
FHAHHH4HHH SRS H
HHAHAHAH AR A AR H RS

def eigenvaluesOmiddle (r):

eigenO=1[]

all=bettax*r* (np.ones_like (r)-p)* (np.ones_like(r)) \
- (bettax (np.ones_like(r) - r) + d)

alZ2=muh

al3=0

ald=gammax*r

a2l=bettax (np.ones_1like(r)-r)
a22=—(muh + d)

a23=0

a24=0
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a3l=bettaxrxpx (np.ones_like(r))
a32=0

a33=-d

a34=0

ad41=0

ad2=0

a4d43=0

ad44=- (gammaxr + de)

A=np.array([[all,al2,al3,ald], [a2l,a22,a23,a24],\
[a31l,a32,a33,a34], [ad4l,a42,a43,a44]7])

valores=LA.eigvals (A7)
eigenvalores_tmp=np.array(valores).T
sorted_eigenvalues = np.sort (np.real (eigenvalores_tmp))
middle_eigen = sorted_eigenvalues[1]

return middle_eigen

HHAH A HHEE states ####HHHH A FHHHEEE

###Se define las condiciones iniciales en un intervalo de [0,1]

#con 200 partes, y se obtienen los estacionarios con una

#respectiva r. Se toma la segunda raiz del polinomio.

r=np.linspace(0.0,1.0,200)

r 1, H = stateUh(r)

Dhal=StateDha(r_1,H.T[1])

Dml=StateDm(r_1,H.T[1])

el=StateE(r_1,H.T[1])

FHAH A A A AR A AR H AR

###Aqui se obtienen los eigen valores y se pasan a una lista

values =[]

print

for i in np.array([r_1, H.T[1l], Dhal, Dml]).T:
values.append (eigenvalues (x1i))

igx st a AR EEEEEEEEEEEEEEE

##Aqui se obtienen los eigen valores del estacionario cero

##tomando el minimo, medio y maximo valor

##del iegen valor para cada r

FHAHHHHHHH AR A A H AR H SRS

values0 =[]

valuesOm = []

valuesOmiddle=][]
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for i in np.array([r_1]).T:
values0.append(eigenvaluesO (*1i))
valuesOm. append (eigenvaluesOm (xi))
valuesOmiddle.append(eigenvaluesOmiddle (xi))

FHAFH AR AR A A AS AR AR

FHHHHHHHHH RS H A AR A H AR F AR
###En esta parte graficamos las raices del polinomio
plt.figure (1)

plt.xlabel ("r - condicones favorables’)
plt.ylabel (estacionario hembras’)
plt.plot(r_1,H.T[O0],’b’, label='primera raiz’)
plt.plot(r_1,H.T[1],’r’, label='"segunda raiz’)
plt.plot(r_1,H.T[2],"g’, label='tercera raiz’)
plt.legend()

###Aqui graficamos los estacionarios

ftomando la segunda raiz del polinomio
plt.figure (2)

plt.xlabel (‘r - condiciones favorables’)
plt.ylabel (' estacionarios’)
plt.plot(r_1,H.T[1],’'b’,linewidth=2, label='H’)
plt.plot(r_1,Dhal,’r’, linewidth=2, label='HH’)
plt.plot(r_1,Dml,’g’, linewidth=2, label="M')
plt.plot(r_1,el,’y’, linewidth=2, label='E’)
plt.legend()

##Aqui graficamos los diagramas de bifurcacion
##de las cuatro variables dinamicas

##variando el parametro r

##que representa condifionces favorables
plt.figure (3)

plt.xlabel ('r - condiciones favorables’)
plt.ylabel (' hembras’)
plt.plot(r_1,H.T[1],’r’,linewidth=2)
plt.legend()

plt.figure (4)

plt.xlabel (r — condiciones favorables’)
plt.ylabel (' hembras con huevos hapolides’)
plt.plot (r_1,Dhal,’b’,linewidth=2)
plt.legend()
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plt.
.xlabel ('r - condiciones favorables’)
.ylabel (machos’)

.plot (r_1,Dml,’g’,linewidth=2)
.legend ()

plt
plt
plt
plt

plt.
.xlabel ('r - condiciones favorables’)
.ylabel ("efipios’)
.plot(r_1,el,’'y’",linewidth=2)
.legend ()

plt
plt
plt
plt

figure (5)

figure (6)

###Aqui graficamos el maximo eigen-valor
###del estacionario distinto de cero
#para cada valor de r.

plt.
.xlabel ('r")

.ylabel ("eigen-valores’)

.plot (r_1,values,’o’,linewidth=2, label=’'eigen valor’)
.legend()

plt
plt
plt
plt

figure (7)

###Aqui graficamos el maximo eigen-valor
###del estacionario cero

plt.
.xlabel ('r")

.ylabel ("eigen-valores’)

.plot (r_1,values0,’0o’,linewidth=2, label='eigen valor min’)
.plot (r_1,valuesOmiddle, "o’ ,linewidth=2, label='eigen valor mic
.plot (r_1,valuesOm,’o’,linewidth=2, label=’'eigen valor max’)
.legend()

.show ()

plt
plt
plt
plt
plt
plt
plt

figure (8)
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Al.3 Cédigo para la imagen 4.5, p optimo, p maximo en la evolucién dela
poblacién.

from scipy.integrate import odeint

import numpy as np

from pylab import * # for plotting commands
import matplotlib.pyplot as plt

import matplotlib

matplotlib.rc(’xtick’, labelsize=18)
matplotlib.rc('ytick’, labelsize=18)
matplotlib.rc(’axes’, labelsize=18)

###Condiciones iniciales

Ho= 5
HHo= 1
Mo= 1
Eo= 1

def daphniawroth(y,r,p):

####Variables dinamicas

H = y[0] # DAPHNIAS HEMBRA

HH = y[1] # DAPHNIAS HEMBRAS CON HUEVOS HAPLOIDES
M = y[2] # DAPHNIAS MACHOS

E = y[3] # EFIPIOS

####Parametros del modelo
betta =(15/72.0)*10 #tasa de reproduccion

ce = .5 #tasa de apareamiento
muh = .5 #tasa de abortos de huevos haploides
gamma = 2.0 #6.93 #numero de daphnias que nacen por efipio

d=1./960. #tasa de mortandad de daphnias
de = 1./1095000.0 #tasa de mortandad efipios
C=40 #capacidad de carga

dH = betta*r* (1-H/C)* (1-p)*H — bettax (l-r)*H — \
d*H + gammaxrxE + muhxHH

dHH = bettax(l-r)*H - muh*HH - d+«HH - cexHH+M
dM = betta*rx (1-H/C)*p+H — d*M

dE = cexHHxM - gammaxrxE - dexE

return np.array( [ dH, dHH, dM, dE])
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T final = 9010.0
DT = 100
time = np.linspace(0.0,T_final,T_final/DT) #crea un vector de 100C
delta = 0.01
DH = T[]
r = []
Total = []
for 1 in range(100) :
def modelo(y,t):
r_aux = 0.2
p_aux=deltax*i
return daphniawroth (y, r_aux,p_aux)
r.append(deltaxi)
solution = odeint (modelo, [Ho, HHo, Mo, Eo],time, \
mxstep=5000000)
Tot_aux = solution[int (T_final/DT-1),0] +\
solution[int (T_final/DT-1),1] + solution[int (T _final/DT-1),2]
DH.append (solution[int (T_final/DT-1),01)
Total.append (Tot_aux)

plt.plot (r, DH)
plt.show ()
plt.plot (r, Total)
plt.show ()

####Es esta parte del codigo se resuelve el modelo
####y se obtienen el los valores de p y de r
####para cada valor de r se obtiene un maximo del valor de p
SR L L EEE
p_optimo = []
r=[]
delta = 0.001
delta2=0.001
for j in range(int(1./delta2)):
DH = []
p = []
Total = []
for i in range (int (l./delta)):
def modelo(y,t):
r_aux = delta2xj
p_aux=deltaxi
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return daphniawroth (y, r_aux, p_aux)
p.append (deltaxi)
solution = odeint (modelo, [Ho, HHo, Mo, Eo],time,mxstep=500000)
Tot_aux = solution[int (T_final/DT-1),0] + \
solution[int (T_final/DT-1),1] + \
solution[int (T_final/DT-1), 2]
DH.append(solution[int (T_final/DT-1),0])
Total.append (Tot_aux)
DH_max = max (DH)
p_index_optimo_aux = DH.index (DH_max)
p_optimo.append (pl[p_index_optimo_aux])
r.append (delta2x7j)
####Se obtiene el maximo de p
####y el indice de ese valor
####se buscan en la lista en la que se guardan
####y se grafican
maxp=max (p_optimo)
valr=p_optimo.index (max (p_optimo))
plt.figure(l)
plt.xlabel (" $r$’, fontsize = 24)
plt.ylabel (r"Sp\quad\’optimos$", fontsize = 24)
plt.text (x = valr, y = maxp, s = u’p optimo’, fontsize = 12)
plt.plot([r[valr],r[valr]], [0,maxp])
plt.plot (r,p_optimo, label='p optimpo’)
plt.show ()
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A1.4 Adimensionalizacién propuesta para el sistema (4.1) A continuacién
proponemos una adimensionalizacién del modelo que nos permitird distinguir el
ndmero de pardmetros independientes.

Pamatero | unidades
T
B 1
¢ (D]
T
d [ L[) ]
H _—
v A=
WH @
© D]
’ (D]
ta | of]

tomando 7 = Sty Ug = “HyUy = D—CH tenemos:

dr

T —r(1-Up)(1—p)Un

d b bugb
— BUH-F %;CQUE-F 2LH2 UH

ara la segunda ecuacién, tomamos U# = ¢D4 y obtenemos la ecuacién:
H = 3V

dr

ahora, haciendo U ](qA) =

aUj _ r(1—r)Uy —

m U + 55 UitUn

CD;, resulta la ecuacion:

AUy :T’(l — UH)pUH —dUM

dr

finalmente haciendo Uy = gCLD £ tenemos:

T

e — UjUy — yrUg — dgUg

de modo que nuestro sistema de ecuaciones con la adimenzionalizacién es el si-

guiente:
AUy
dr
du

dr
dU

dr
dUg

dr

7“(1 — UH)(l —p)UH — (1 —T)UH —wlUH—FwQUE—l—ngI({A)
(1 — T)UH — U}4Uj_4[ +w5UI({A)UM
7’(1 — UH)pUH — dUM

wsU Uy — welg
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b busb d .
Goms W3 = 258wy 5 Ws = 35 Y we =T — dp.

donde w; = %,wz = %

=)

Puntos estacionarios

Ahora, igualando las ecuaciones a cero, obtenemos los puntos estacionarios,
del nuevo sistema, para esto, podemos poner tres variables dindmicas, en funcion
de una sola (Ug).

r(1—Ug)(1 = p)Uy — (1 = 1)U — w0 Uy + wsUg +wsUG) = 0(4.7)
(1= 1)Uy —wUh +wsUMUy = 0(4.8)

r(1— Ug)pUy — dUy; = 0(4.9)

UNUy — wgUp = 04.10)

Ahora despejando de (3) y de (4) tenemos

(4)
Ug = Un "Un “.11)
We
1—r)(1-—
vy = L= - Ua)pUsn (4.12)
. (A) .
despejando U, de (2):
1-— T)UH
uh = (— 4.13
H wy — wsUpy ( )
sustituyendo (6) en (7) tenemos:
dr(1 —r)Uy
Ui 4.14
" dwy —wsr(1 — Ug)pUn (4.14)
asi que, sustituyendo (6) y (8) en (5):
2 1 — 1 — 2
weg|dwy — wsr(1 — Ug)pUg]
finalmente nos queda la ecuacién:
r?(1 —r)p(1 — Uy)U% wadr(l —r)Uy

7“(1 —UH>(1 —p)UH —wlUH+

weldwy — wsr(1 — Ug)pUy] — dwy —wsr(1 — Uy )pUpy -

0
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teniendo como raices:
Ug =0
r?(1 —r)p(1 — Ux)U% wsdr(1 —r)Uy _0
we|dwy — wsr(1 — Ug)pUy]  dwy — wsr(1 — Ug)pUg

r(1=Un)(1=p)Un—w U+

ahora, para expresar la segunda igualdad de la forma az® + bz? + cz + d multipli-
camos, primero por wg|dw, — wsr(1 — Uy)pUg]

0 = wg[dws — wsr(1 — Ug)pUg[r(1 — Ug)(1 — p) — wi] + wor*(1 — r)p(1 — Uy ) Uy
+ wewsdr(l —r)

= dwgwyr(1 — p)(1 — Uy) — wewswid — wewsr*p(1 — p)(Uy — Ug)(1 — Ug)
+ wewsw1rp(Ug — UZ) 4+ wor*(1 — r)p(Ug — UZ) + wewsr(1 — r)d

= wewyr(1 — p)d — wewyr(1l — p)dUy — wewqwyd — w6w5r2p(1 —p)(Un — 2U12{ + Uff)
+ wewsw1rp(Ug — UZ) + wor*(1 — r)p(Ug — Ug) + wewsr(1 — r)d

= —wgwsr’p(1 — p)Uj, + [2w6w5r2p(1 —p) — wewswirp — war(1 — r)p} Uz
+ [wgrz(l —7)p + wewswrp — wewyr(1 — p)d — wewsr*p(1 — p)] Uy
+ [wewar(1 — p)d + wewsr(1 — r)d — wewsw, d)

= [wewsr*p(1 — p)|U3, + [w6w5w1rp + wor*(1 — r)p — 2wgwsr?p(1 — p)] Uz
+ [w6w4r(1 — p)d + wewsr*p(1 — p) — wor?(1 —r)p — w6w5w17“p] Uy
+ [wewawid — wewyr (1l — p)d — wewsr(1 — r)d]

2(1 —r)p—2 2p(1 —
0 [w6w5w1rp+ wor?(1 — 1r)p — 2wewsrp( p)} U2

wewsr?p(l — p)
N {w6w4r(1 — p)d + wewsr?p(1 — p) — wer?(1 — r)p — wewswrp
wewsr?p(l — p)
N {wﬁwﬂ(l —p)d + wewsr(l — r)d — w6w4w1d}
wewsr?p(1 — p)

v

finalmente hemos encontrado el polinomio de tercer grado para el segundo
punto estacionario, el primero lo obtenemos sustituyendo Uy = 0 en (4.12),
(4.14) y (4.15) que es el punto estacionario (0, 0,0, 0).
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Analisis de Estabilidad

Como ya vimos primero obtendremos la matriz Jacobiana de nuestro sistema
la cual nos queda como:

(1 —p)r(l — QUH) — w1 w3 0 w2
A r(l—r) —wyq +ws — Uy w5UI({A) 0
rp(1 —2Up) 0 —d 0

0 Unt Ul —wg

Obtengamos los valores propios de manera general

|[A—X|=0
tenemos ahora:
(1 — p)?"(l — 2UH) — W1 — A ws 0 w2
|A=A| = r(l—r) —wyq +ws — Upr — A w5Ul(LIA) 0 —0
a rp(1 —2Ug) 0 —d— A\ 0
0 Unt UM —wg— A

desarrollando la determinante tenemos la expresion siguiente

— rp(1 = 20U ) {ws[wsUSY (—ws — N)] + wal(—ws + ws — UG — Unyws UGV}
+ (—d = N{=Upn(—r(1 —r)wy)
+ (—ws — N{{1 —p)r(l =2Uy) —wy — AH{—wy + w5 — A} —r(1 —r)ws|}

desarrollando los productos, distribuyendo y factorizando llegamos al siguien-
te polinomio caracteristico:

Ao+ [we + w1 — (—wy + ws) — (1 —p)?"]/\3

+ [we{d — 2wy — 2(—wy +ws) — (1 —p)r} +d{l + wy — (—wy +ws) — (1 — p)r}+

r{(1 = p)(—ws + ws) — (1 — r)ws} — wi(—wy + ws)] \*

+ [d{wsw — (—ws +ws) — (1 = p)r}] + (—ws + ws)[(1 — p)r — wi] — r(1 — r)ws]}

Fwe{ (—ws + ws)[(1 = p)r —wi] —r(1 = r)ws}] A
+dwe{r[(1 — p)(—ws + ws) — (1 — r)ws] — wi(—wys +ws)} =0
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