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Resumen

En optica fisica, el estudio de los haces adifraccionales es de gran im-
portancia debido a que este tipo de haces no experimentan el fenémeno de
difraccién, en otras palabras, el patron de intensidad se mantiene constan-
te a lo largo de la direcién de propagaciéon del haz, ademas estos haces, se
autorreconstruyen cuando son parcialmente obstruidos a una determinada
distancia de donde se localiza el obstaculo, otra propiedad que manifiestan
los haces adifraccionales de alto orden es la transferencia de momento angu-
lar a una particula, este hecho permite que se puedan utilizar como pinzas
Opticas. Existen cuatro tipos de haces adifraccionales que son soluciones exac-
tas separables a la ecuacion escalar de onda en cuatro sistemas coordenados
diferentes: ondas planas, haces Bessel, Mathieu y parabdlicos. El objetivo
de este trabajo es obtener los frentes de onda geométricos, la caustica y los
patrones de intensidad asociados con los haces Mathieu. Se muestra que los
frentes de onda son deformaciones de conos y la cdustica queda determinada
por el orden del haz correspondiente y la distancia cofocal que aparece en
la definiciéon de coordenadas cilindricas elipticas. Una propiedad de las caus-
ticas asociadas con los haces adifraccionales es que tienen una sola rama y
son invariantes ante traslaciones a lo largo del eje de propagacion del haz. Se
obtienen los frentes de onda, caustica asociada y el patréon de intensidad para
un haz Mathieu caracterizados por los parametros A,, valor caracteristico,
y ¢ en los siguientes casos: A\, = 0y q =0, .1, .2, .3, 4, .5, .6;¢q=0y
A, =0,1,4,9, 16. Se demuestra que los frentes de onda para A\, =0y ¢=10
son conos; mientras que para ¢ = 0y A, = 1, 4, 9, 16 son deformaciones
de conos; la caustica asociada con un haz Mathieu con estos pardametros son
cilindros, excepto para el haz Mathieu con A\, = 0 y ¢ = 0, en este caso la
caustica asociada es el eje z, ademés se muestra que el patrén de intensidad
de un haz Mathieu con ¢ = 0y A, = 0, 1, 4, 9, 16 corresponde al patrén
de intensidad de un haz Bessel de orden 0, 1, 2, 3, 4. Por otro lado, cuando
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CAPiTULO 0 RESUMEN

A =0yq=.1, .2, .3, 4, .5, .6 también se tiene que los frentes de onda son
deformaciones de conos pero, en este caso la forma de la cdustica asociada
depende del parametro de elipticidad ¢. Finalmente, encontramos que para
valores del parametro g=.3, .4, .5, .6 la caustica asociada tiene singularidades
del tipo cuspide, por lo que se puede decir que el haz Mathieu caracterizados
por el valor caracteristica A\, = 0 con ¢=.3, .4, .5, .6 es estable ante pequenas
perturbaciones. Por lo tanto, concluimos que los haces Mathieu caracteriza-
dos por una cdustica con singularidades de tipo cispide es mas estable que
un haz Mathieu cuya caustica tiene singularidades de tipo fold, asi como de
un haz Bessel o parabdlico .




Objetivo General

Obtener las gréficas de los frentes de onda geométricos la cdustica aso-
ciados con un haz Mathieu.

Objetivos particulares

1. Estudio de las soluciones a la ecuacién escalar de Helmholtz en coor-
denadas cilindricas elipticas mediante el método de separacion de va-
riables.

2. Estudio del método para resolver las ecuaciones de Mathieu.
3. Obtencién de la expresion analitica de los haces Mathieu.

4. Célculo de los frentes de onda y caustica asociados con un haz Mathieu,
con diferentes valores de los parametros A\, vy ¢, asi como el patron de
intensidad correspondiente con este haz.

VI



Capitulo 1

Introduccion

Una de las propiedades mas estudiadas de la luz es la difraccion, un
fenémeno que ocurre cuando las ondas se curvan al enfrentarse a algin
obstaculo cuyas dimensiones son comparables con la longitud de onda .
La difraccién es la causante de que el haz se ensanche cuando se propaga a
través del aire y provoca que la intensidad del haz disminuya. Sin embargo,
en 1987 Durnin [1] presenté un conjunto de soluciones exactas no singulares
a la ecuacién escalar de onda en el espacio libre

1 0%(r,1)

V3(r,t) — S =0 (1.1)

en términos de la integral reducida de Whittaker [2], dada por

ei(k:zz—wt)

w(nt) _ /7T A((p)eikt(zcosgwrysintp)dgo, (1'2)

2 -7

donde k; = kosinty y k. = ko costg son las magnitudes de las componentes
transversal y longitudinal del vector de onda kg respectivamente y vy € (0, 7).
Ademds, se cumple que k2 +k% = k2 = (w/c)? y A(p) es una funcién compleja
arbitraria de . La expresién matematica que utilizéo Durnin para describir un
haz adifraccional, fue propuesta por Whittaker. Whittaker [2] consider6 una
solucion a la ecuacién escalar de onda de la forma (r,t) = ((z,y)e' Bz,
por lo que, I o< ¥(r,t)Y*(r,t) = |((x,y)|?. Con este resultado, se muestra que
la intensidad del haz es invariante a lo largo del eje de propagacién, ya que
I(z,y,z) = I(z,y). Cuando k; = 0 la Ec. (1.2) representa una onda plana. Sin
embargo, para 0 < k; < ko la Ec. (1.2) representa una clase de campos que son
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CAPiTULO 1 INTRODUCCION

adifraccionales en el sentido de que el perfil de intensidad promedio en z = 0
es exactamente igual para todo z en cada plano normal al eje z. Puesto que
la funcién A(p) es arbitraria, entonces existe un nimero infinito de haces
adifraccionales. Es importante notar que existen cuatro familias especiales
de haces adifraccionales que corresponden a las soluciones separables de la
ecuacién de onda con una dependencia de la forma e'#-*=“%) en coordenadas:
cartesianas, cilindricas, cilindricas elipticas y cilindricas parabdlicas [3]. En
este caso la funcién A(p) estd determinada en términos de los pardmetros
que caracterizan a cada familia. Durnin [1] ademés de introducir el concepto
de haz adifraccional, estudio las propiedades del haz Bessel de orden cero.
Maés tarde Durnin, Miceli y Eberly [4] presentaron el primer reporte experi-
mental de un haz adifraccional, el cual corresponde al haz Bessel de orden
cero. Gutiérrez-Vega, Tturbe-Castillo y Chévez-Cerda [5] presentaron teori-
camente los haces Mathieu y los haces parabdlicos fueron introducidos por
Bandres, Gutiérrez-Vega y Chévez-Cerda [6]. Es importante destacar que los
haces adifraccionales tienen la propiedad de autorreconstruccién; es decir,
cuando son obstruidos parcialmente a determinada distancia del obstaculo
se vuelven a reconstruir. Ademds, el estudio tedrico y experimental de estos
haces es muy importante debido a sus diferentes aplicaciones, tales como:
metrologia, microlitografia, éptica no lineal, cirugia médica, asi como en co-
municaciones inalambricas y épticas [7].

Una familia de haces adifraccionales son los haces Mathieu, desde que
se reportaron teoricamente [5], este tipo de haces han sido objeto de estu-
dio para determinar sus propiedades fisicas. Gutiérrez-Vega, Iturbe-Castillo,
Ramirez, Rodriguez-Dagnino y Chavez-Cerda reportaron la primera obser-
vacién experimental de un haz Mathieu de orden cero [8]. Posteriormente,
Chavez-Cerda, Padgett, Allison, New, Gutiérrez-Vega, O’Neil, MacVicar y
Courtial [9] reportan la primera generacién experimental holografica de al-
gunos haces Mathieu de alto orden, asi como su propagacién invariante so-
bre un rango limitado. Lépez-Mariscal, Gutiérrez-Vega, Milne y Dholokia
[10] reportaron que los haces Mathieu pueden transferir momento angular
a particulas atrapadas en la distribucion de intensidad transversal del haz.
Debido a que un Haz Mathieu ideal no es de cuadrado integrable, no puede
ser normalizado para que su intensidad sea unitaria, es decir, son de exten-
sién y energia infinita, por lo que no son fisicamente realizables, en vista
de esto, Bandres, y Gutiérrez-Vega [11] presentaron una expresién elegan-




CAPiTULO 1 INTRODUCCION

te para la propagacion de los asi llamados haces Mathieu-Gauss los cuales
tienen una potencia finita y son realizables experimentalmente con una bue-
na aproximacién. Lopez-Mariscal, Bandres y Gutiérrez-Vega [12] muestran
la generacién experimental y caracterizacion de las cuatro familias de haces
Helmholtz-Gauss (incluida el haz Mathieu-Gauss). Posteriormente, Bandres
y Gutiérrez-Vega [13] determinaron las constantes de normalizacién de los
haces Mathieu-Gauss par e impar. Alvarez-Elizondo, Rodriguez-Masegosa y
Gutiérrez-Vega [14] reportan la primera observacién experimental de los mo-
dos Mathieu-Gauss generados directamente en un resonador estable basado
en un axicon. Mas tarde, Hernandez-Hernandez, Terborg, Ricardez-Vargas y
Volke-Sepilveda [15] presentan un método nuevo para la generacién eficiente
de haces Mathieu-Gauss helicoidales. Los haces Mathieu han sido aplicados
en: celdas foténicas [16], transferencia de momento angular como pinzas Gpti-
cas [9,10] y ondas X localizadas [17].

Una de las primeras descripciones que se le dio al comportamiento de la
luz fue con 6ptica geométrica; desde este enfoque, las dimensiones del medio
por el cual se propaga la luz son mas grandes que la longitud de onda de
la luz, describiendo asi a la propagacion de la luz mediante dos conceptos:
frentes de onda geométricos y rayos de luz, donde los rayos de luz son per-
pendiculares a los frentes de onda geométricos en un medio éptico isétropo.
Es bien sabido que, en el limite de éptica geométrica, una onda plana que se
propaga en el vacio y en direccién del eje z estd caracterizada por frentes de
onda geométricos los cuales son planos infinitos dados por z = C' = constante
y una familia de rayos de luz paralelos al eje z. Cuando esta onda plana es
refractada por una lente convergente entonces la familia de frentes de onda y
rayos de luz refractados esté caracterizada por una observable denominada
caustica. La cdustica es definida por las singularidades del tren de frentes
de onda refractados o equivalentemente por la envolvente de los rayos de luz
refractados. Es importante notar que cualitativamente la cdustica determina
el maximo de la irradiancia. Por otro lado, tenemos que un haz adifraccio-
nal (1.2) es generado por la superposicién de una familia uniparamétrica
de ondas planas con una dependencia de la forma e!*=*=“) Puesto que pa-
ra generar un haz adifraccional experimentalmente en una regién finita del
espacio normalmente se usan lentes, entonces de manera natural surge la si-
guiente pregunta: ;tales haces pueden ser caracterizados geometricamente?
En un trabajo reciente demostramos [18] que un haz adifraccional esté ca-




CAPiTULO 1 INTRODUCCION

racterizado por una familia de frentes de onda y una cdustica, los cuales
son invariantes ante traslaciones a lo largo del eje z. Como caso especial se
presenté la caracterizacion geométrica de un haz Bessel de orden m. En un
trabajo posterior [19] se reportd la caracterizacién geométrica de los haces
parabolicos, encontrando que la caustica describe cualitativamente el com-
portamiento del méximo global del patrén de intensidad tedrico. El objetivo
de este trabajo es presentar una caracterizacion geométrica de la expresién
integral de Whittaker para A(p;q) = ce,(p;q) + ise,(p;q). Es decir, una
caracterizacion geométrica de los haces Mathieu.

De acuerdo con lo que se ha expuesto, se han analizado las propiedades
de los haces adifraccionales con dptica fisica. A partir de este enfoque, se
han descrito ciertas caractéristicas de los haces adifraccionales, como son:
la distribucién de intensidad, el momento angular, la polarizacién y la in-
terferencia. Nosotros presentamos la descripcién de los haces adifracciona-
les conocidos como haces Mathieu a partir de dptica geométrica. Para este
proposito:

* En el segundo capitulo se introduce el concepto de haz adifraccional y
se describen algunas de sus propiedades. Posteriormente se enfatiza la
importancia que tiene la funcién A(y). Se muestra que existe un con-
junto de soluciones separables exactas a la ecuacion escalar de onda en
el que la funcién A(y) queda determinada. Finalmente, se menciona el
método para determinar la funcién A(p) que caracteriza a cada familia
del conjunto de soluciones separables exactas a la ecuacién escalar de
onda.

Puesto que los haces Mathieu son un conjunto de soluciones separables
a la ecuacién de onda en coordendas cilindricas elipticas (£,7,z), en
el tercer capitulo revisamos la teoria que se tiene en la literatura so-
bre coordenadas cilindricas elipticas. Dada la ecuaciéon escalar de onda
se obtiene la ecuacion de Helmholtz. Posteriormente dada la transfor-
macion de coordenadas cartesianas a cilindricas elipticas, se obtiene la
ecuacion escalar de onda y la ecuacién de Helmholtz en coordenadas
cilindricas elipticas. Para resolver la ecuacién de Helmhotz en estas
coordenadas, utilizamos el método de separacién de variables propo-
niendo una solucién de la forma R(£)®(n)Z(z), con lo cual obtenemos
tres ecuaciones diferenciales de segundo orden; en el caso de las coorde-
nadas £ y 7, obtenemos ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo




CAPiTULO 1 INTRODUCCION

orden con coeficientes periddicos, a estas dos ecuaciones se les denomi-
na ecuaciones de Mathieu ordinaria y modificada respectivamente. Se
discute el método que se utiliza para resolver las ecuaciones de Mathieu
ordinaria y modificada. Finalmente, se determina la funcién A(yp) en
coordenadas cilindricas elipticas.

En el cuarto capitulo se obtienen las condiciones que debe cumplir
la funcién S(r) para que ¥(r,t) = e¥T) 1 sea solucién exacta a la
ecuacion escalar de onda en el vacio. Se muestra que la funcién S(r)
debe satisfacer las ecuaciones iconal y de Laplace. Se resuelve la ecua-
cion iconal en coordenadas cartesianas por el método de separaciéon de
variables y se obtiene una integral completa S = S(z,vy, z;9,¢) que
ademas satisface la ecuacion de Laplace, donde ¥ y ¢ son dos pardme-
tros no aditivos. Tomando 9 = ¥y = constante, y utilizando el princi-
pio de superposicién, obtenemos una solucién a la ecuacion de onda en
términos de la funcién S(z,y, z, ¢), esta nueva solucién denotada por
U(r,t) serda expresada mediante una integral. Puesto que la funcién
S(z,y, z, ) satisface la ecuacién iconal, entonces es posible definir la
familia de frentes de onda, y cdustica asociada con ¥(r,t).

En el quinto capitulo aplicamos nuestros resultados generales presen-
tados en el tercer y cuarto capitulo, es decir, usando la familia unipa-
ramétrica asociada con un haz 6ptico invariante, el cual estd descrito
por una solucion propuesta por Whittaker, obtenemos los frentes de
onda y cdustica asociada a un haz Mathieu, para valores distintos de
los parametros A\, y ¢. Encontramos que, para valores A\, € N U0
y ¢=0 se obtienen los frentes de onda y caustica asociados con los
haces Bessel de 0, 1, 2, 3, 4..., es decir a las soluciones de la forma
I, (kyp)ervotk=z=wt) Para \,=0y q =-.1,-.2,-.3,-.4,-.5,-.6 se obtienen
los frentes de onda y caustica asociados con la expresiéon de Whittaker
para la funcién A(y; q) = cey, (v; q)+iceyn, (¢;q) = ceo(w; q)+iceo(v; q).




Capitulo 2

Haz adifraccional

En esta seccion se menciona cudles son las propiedades de un haz adi-
fraccional también denominado haz Durnin, asi como el papel que juega la
funciéon A(y) en la expresion de un haz adifraccional Ec. (1.2), ademds, se
muestra que un haz adifraccional se puede ver como la superposicién de on-
das planas —cada onda tiene su propia magnitud y fase inicial— cuyo vector
de propagacién yace sobre un cono. Se muestra que, cuando la ecuacion es-
calar de onda (1.1) se expresa en cuatro diferentes sistemas coordenados, los
cuales admiten soluciones por separaciéon de variables, la funcién A(yp) queda
determinada.

2.1. ;Qué es un haz adifraccional?

Un haz laser se puede modelar como una onda monocréomatica y arménica
en el tiempo, cuya amplitud estd dada por una envolvente Gaussiana; si es
que no existe interés de analizar las propiedades producidas por la polariza-
cion del campo electromagnético del haz, basta con analizar la propagacién
de la onda sin tomar en cuanta los efectos que se puedan producir debido a la
polarizacién del campo electromagnético. Por otro lado, experimentalmente
se tiene que un haz laser al propagarse presenta dos fenémenos: disminucién
de intensidad y ensanchamiento; el segundo fenémeno se denomina difrac-
cién. La difraccion es un fenémeno que ocurre por la simple propagacion
de la luz, sin necesidad de que la luz sea parcialmente obstruida. Durnin [1]
present6 un conjunto de soluciones en todo el espacio Ec. (1.2) a la ecuacién

6



CAPITULO 2 HAZ ADIFRACCIONAL
2.1. ;QUE ES UN HAZ ADIFRACCIONAL?

escalar de onda Ec. (1.1) cuya dependencia es de la forma e*:*=%% con la

propiedad de que su patréon de intensidad transversal —sobre el plano xy— no
manifiesta cambio alguno mientras esta onda se propaga para cualquier va-
lor de la funcién A(y) continua e integrable en el intervalo (—m, 7). Ademas,
estudio las propiedades del haz Bessel de orden cero (solucién separable a la
ecuacién escalar de onda en coordenadas cilindricas circulares). Mds tarde, él
junto con otros colaboradores muestran evidencia experimental del haz Bes-
sel de orden cero. Posteriormente a estos trabajos, se presentaron otros dos
haces adifraccionales: haces Mathieu y haces parabdlicos. Una caracterista
muy especial de estos tres haces adifraccionales es que la funcién A(p) es
tnica, esto ocurre porque la expresién dada por la Ec. (1.2) estd expresa-
da en los sistemas coordenados: cilindricos circulares, cilindricos elipticos y
cilindricos parabdlicos, respectivamente. Otra propiedad especial de estos ha-
ces, es que se pueden autoreconstruir una vez que se obstruyen parcialmente
después de cierta distancia, estas tres caracteristicas hacen que un haz Dur-
nin sea de gran interés, por lo cual ha sido objeto de un estudio detallado
desde su aparicion. Es importante notar que, como se menciond anteriormen-
te, el patrén de intensidad transversal de un haz adifraccional depende de
la funcién A(p), esta funcién que en general puede ser compleja, es decir,
A(p) = Ar(p) + iA1(p); por lo que un haz adifraccional Ec. (1.2) se puede
expresar como

1 = . -
ﬂ](l‘,t) — % Lﬂ O(gp)ez[kt(:(;cosgo—&-ysmgp)—&—k:zz—i—g(go)—wt]dgp’ (21)

donde A(p)=0(p)e¥?); las funciones O((,D):\/(AR((,O))Q + (A1(p))2 > 0y
g(p) representan la magnitud y la fase, respectivamente, de la funcién com-
pleja A(p). Observe que para cada valor de ¢ € [—7,7), el integrando de la
Ec. (2.1), esto es, la expresién O(p)eilFt(@cosptysing)tk:z+9(0)=wl - representa
una onda plana monocromatica de amplitud O(y) y fase inicial g(¢), por lo
tanto, podemos decir que un haz adifraccional es la superposicién de ondas
planas cuya magnitud y fase inicial estdn dadas por las funciones O(p) y
g(), respectivamente.

En la Fig.(2.1) se muestran como ejemplos, algunos patrones de inten-
sidad para ciertas funciones A(y), consideramos dos funciones complejas y
dos reales. Como se puede observar en la Fig. (2.1), el patrén de intensidad
depende de la expresién de la funcién A(yp). Debido a que para cada expre-
sién de la funcién A(p) se tiene una solucién en todo el espacio a la ecuacién

7



CAPITULO 2 HAZ ADIFRACCIONAL
2.2. CONJUNTO DE SOLUCIONES EXACTAS SEPARABLES NO
SINGULARES A LA ECUACION ESCALAR DE ONDA

escalar de onda Ec. (1.1) usando la representacion integral Ec. (1.2), decimos
que existe un numero infinito de soluciones a la ecuacion escalar de onda,
denominadas haces adifraccionales.

ok

n n n n |
100 200 300 400 500 500

O L L O L S L SN |

c) o m m wm  wm  m  m ()
Figura 2.1: a).- A(p)=cos(2p) + isin(2p). b).- A(p)=cos(3¢?) + isin(3p?).
c).- A(p)=cos(p). d).- A(p)=sin(p).

2.2. Conjunto de soluciones exactas separa-
bles no singulares a la ecuacién escalar
de onda

Es importante notar que la ecuacién escalar de onda Ec. (1.1) estd re-
presentada en un sistema arbitrario, mientras que Ec. (1.2) estd expresada

8



CAPITULO 2 HAZ ADIFRACCIONAL
2.2. CONJUNTO DE SOLUCIONES EXACTAS SEPARABLES NO
SINGULARES A LA ECUACION ESCALAR DE ONDA

en coordenadas cartesianas, por lo que, un haz adifraccional dado por la
Ec. (1.2) es una solucién exacta de la ecuacién escalar de onda dada por la
Ec. (1.1) en coordenadas cartesianas para cualquier funcién compleja A(yp).

Observe que un haz adifraccional Ec. (1.2) puede escribirse en la forma

Plr,t) = 00 (a,y), (2:2)
1 /7 4 .
(ay) = 5= [ Alp)etteemermnag, (2.3)

Existe una caracteristica especial acerca de la expresiéon dada por la
Ec. (2.2) si se observa con detalle, esta funcién es separable en la posicién, en
el sentido de que su parte espacial se puede ver como el producto de dos fun-
ciones e?*** y ((z, ), en otras palabras, encontramos que un haz adifraccional
Ec. (1.2) se puede escribir como una expresién en la cual la parte longitudinal
e'*=* es independiente de la parte transversal ((z,y).

Regresando a la ecuacién escalar de onda Ec. (1.1); como se considera una
onda arménica en el tiempo y monocromadtica, entonces ¥ (r,t) = 1 (r)e ™",
por lo que, después de realizar la segunda derivada parcial de ¢ (r,t) con res-
pecto del tiempo, la ecuacién de onda en el vacio Ec. (1.1), se puede expresar
como

<V2¢(r) + ijw(r)> e = 0. (2.4)

Ahora bien, puesto que e~™* es distinto de cero y, dada la relacién que
guarda la velocidad de la onda, la frecuencia angular y la magnitud del vector
de onda en el vacio, estd dada por ¢ = w/kg, de la Ec. (2.4) obtenemos la

denominada ecuaciéon de Helmholtz

V2(r) + kjy(r) = 0. (2.5)

Observe que el imponer que la onda sea arménica en el tiempo y mo-
nocromética, permite simplificar la ecuaciéon escalar de onda en el vacio
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CAPITULO 2 HAZ ADIFRACCIONAL
2.2. CONJUNTO DE SOLUCIONES EXACTAS SEPARABLES NO
SINGULARES A LA ECUACION ESCALAR DE ONDA

Ec. (1.1), ya que, para obtener la funcién de onda basta con resolver una
ecuacion de segundo orden en derivadas parciales con respecto a la posicién.
Es importante senalar que dependiendo en qué coordenadas se resuelva la
ecuacion de Helmholtz, se va a poder describir ondas con ciertas caracteristi-
cas, los sistemas coordenados mas estudiados son: cartesianas, cilindricas y
esféricas. El sistema coordenado que se elige para resolver la ecuacion que
describe cierto fenémeno fisico depende de las condiciones del problema, por
ejemplo, si notamos que el problema posee simetria circular entonces se con-
sideran coordenadas cilindricas, ya que este sistema coordenado es mas apro-
piado debido a la simetria que posee el problema. El objetivo ahora es, hallar
soluciones a la ecuacién de Helmholtz Ec. (2.5); para ello, recurrimos al méto-
do de separacién de variables. De los once sistemas coordenados en los que
la ecuacion de Helmholtz admite soluciones por separacién de variables [3],
solo cuatro de ellos admiten soluciones de la forma

e Q1(q1)Q2(q2), (2.6)

donde b es una constante, (qi, ¢2, z) representan las variables de: coordena-
das cartesianas (x,y, z), cilindricas circulares (p, ¢, z), cilindricas elipticas
(€,m,2) y cilindricas parabdlicas (u, v, z). Al conjunto SS={ e®*Q,(q1)Q2(q2)
tal que (q1,q2)=(z,v), (p,9), (§&,n) ¥ (u,v) } se le conoce como el conjunto
de soluciones separables no singulares a la ecuacién de Helmholtz, por lo que,
el conjunto de soluciones separables no singulares a la ecuacién escalar de
onda en el vacio Ec. (1.1), para una onda arménica en el tiempo estéd dado

por SSEO={ ¢ DQy(q1)Q2(2) : (a1, a2)=(x,9), (p,9). (&) ¥ (w,v) } .

Dado que existe una ley de transformacion entre coordenadas cartesianas
y los otros tres sistemas coordenados: cilindricas circulares, cilindricas elipti-
cas y cilindricas parabdlicas, entonces se puede expresar a la solucién escalar
de la ecuacién de onda en el vacio Ec.(1.2) en términos de coordenadas
cilindricas polares, cilindricas elipticas y cilindricas parabdlicas; y encontrar
que, en efecto, cada una de estas soluciones satisfacen a la ecuacion escalar
de onda en el vacio Ec. (1.1) en el sistema coordenado correspondiente para
cualquier expresion de la funcion A(p). Existe una funcién A(yp) que carac-
teriza a cada elemento de SSFEO siempre y cuando se cumpla una condicién.
En la siguiente seccion se hablara acerca de cémo determinar dicha funcién
para cada uno de los cuatro sistemas coordenados (cartesianas, cilindricas
polares, cilindricas elipticas y cilindricas parabdlicas).
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CAPIiTULO 2 HAZ ADIFRACCIONAL

2.3. METODO PARA CALCULAR LA FUNCION A(p) ASOCIADA A
LAS SOLUCIONES SEPARABLES NO SINGULARES DE LA
ECUACION ESCALAR DE ONDA

2.3. Meétodo para calcular la funcion A(y) aso-
ciada a las soluciones separables no sin-
gulares de la ecuacién escalar de onda

Se debe poner atencion en tres cosas de las cuales se hablé en la sec-
cion anterior. Primero: se mostré que el conjunto de soluciones exactas a la
ecuacién escalar de onda Ec. (1.2) se puede expresar como una solucién de la
forma Ec. (2.2), segundo: se mencioné también que existen cuatro sistemas
coordenados en los cuales la solucién a la ecuacién escalar de onda tiene una
estructura muy parecida a la dada en la Ec. (2.2), y tercero: se mencioné que,
realizando el cambio de variable (z,y) — (p,®), (£,71), v (u,v) un haz adi-
fraccional dado por la Ec. (1.2) es solucién a la ecuacién escalar de onda en
el vacio Ec. (1.1) en coordenadas cilindricas circulares, cilindricas elipticas y
cilindricas parabdlicas, respectivamente.

Primero observe que, para cada ley de transformacién entre (x,y) y
(q1,q2), se tiene que la funcién ((qi,q2) dada por la Ec.(2.3) se puede es-
cribir como

1
2T

) = / Ap)ettrlztare) cospty(aa)singl g, (2.7)

—T

Por otra parte, la ecuacion de Helmholtz transversal en coordenadas cur-
vilineas ortogonales (q1, ¢2) estd dada por

1 [8 <h28W>+ 0 <h18W

il Bl — == |+ KW =0, 2.8
hihy [ Oq1 \ b1 Oq Oqz \ ha a%)] ! ( )

con W = W(qi, q2), proponiendo una solucién por el método de separacién
de variables, es decir, W = Q1(q1)Q2(q2), entonces la Ec. (2.8) se expresa
como dos ecuaciones diferenciales de segundo orden desacopladas

d2Q1 2
dq2 + kt Fl(ql)Ql =+ (29)
1
d2
d% + E2Fy(q2) Q2 = T, (2.10)

11



CAPIiTULO 2 HAZ ADIFRACCIONAL

2.3. METODO PARA CALCULAR LA FUNCION A(p) ASOCIADA A
LAS SOLUCIONES SEPARABLES NO SINGULARES DE LA
ECUACION ESCALAR DE ONDA

donde hihy = Fi(q1) + Fa(q2); observe que escribimos a hihy como la suma
de las funciones Fi(q1) v F2(ga) debido a que para cada elemento de SSEO
se puede probar que en efecto, el producto de los factores de escala hihy se
puede escribir como la suma de dos funciones de la forma F(q;) + F2(go). Por
lo tanto para determinar la funcién A(yp) que caracteriza a cada elemento de
SSEO, basta con sustituir la funcién ((qi1,¢2) dada por la Ec.(2.7) en una
de las dos ecuaciones diferenciales de segundo orden (2.9-2.10) y despues
de algunas manipulaciones algebraicas se podra hallar la expresion de la
funcién A(yp) asociada a cada uno de los cuatro sistemas coordenados que
admiten soluciones exactas no singulares por separacién de variables, esto es,
a cada elemento de SSEO. Este método se expondra en el siguiente capitulo
para determinar la funcién A(p) que caracteriza las soluciones separables a
la ecuacién escalar de onda en el vacio Ec. (1.1) en coordenadas cilindricas
elipticas.

12



Capitulo 3

Solucion a la ecuacion escalar
de onda en coordenadas
cilindricas elipticas usando el
método de separaciéon de
variables

En este capitulo se resuelve la ecuacién escalar de onda en el vacio
Ec. (1.1) en coordenadas cilindricas elipticas (£, 7, z) usando el método de
solucién por separacion de variables, para ello, se revisa en primera instan-
cia lo relacionado con la transformacion de coordenadas cartesianas a coor-
denadas cilindricas elipticas. Una vez que se estudia la transformacién de
coordenadas, se encuentra que la ecuacién escalar de onda en el vacio en
coordenadas cilindricas elipticas es equivalente a tres ecuaciones de segundo
orden desacopladas, dos de ellas se denominan ecuaciones de Mathieu ordina-
ria y modificada; explicamos el método que se utiliza para resolver estas dos
ecuaciones y, una vez que se obtienen sus soluciones, expresamos la solucién
de la ecuacién escalar de onda en el vacio como el producto de tres funciones
Ves(€,m,2) = R(E)P(n)Z(2)e~™t, donde R(£) y ®(n) denotan las soluciones
a las ecuaciones de Mathieu modificada y ordinaria, respectivamente. Final-
mente, se utiliza el método presentado en el capitulo?2 para determinar la
funcién A(yp, q) que caracteriza a la famila de soluciones separables exactas
no singulares en coordenadas cilindricas elipticas, es decir, para un haz Mat-
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CAP{TULO 3 SOLUCION A LA ECUACION ESCALAR DE
ONDA EN COORDENADAS CILINDRICAS ELIPTICAS
USANDO EL METODO DE SEPARACION DE VARIABLES
3.1. COORDENADAS CILINDRICAS ELIPTICAS

hieu de orden m. En este caso, se mostrara que la funciéon A(y, q) depende
de las variables ¢ y ¢; se obtendra la relacién que existe entre el parametro q
y la distancia interfocal f, la cual esta presente en la ley de transformacion
entre coordenadas cartesianas y coordenadas cilindricas elipticas.

3.1. Coordenadas cilindricas elipticas

El objetivo es resolver la ecuacién escalar de onda en el vacio Ec. (1.1) en
coordendas cilindricas elipticas. Las coordenadas cilindricas elipticas (£, 7, 2)
estan definidas mediante la ecuacion:

x + iy = fcosh(€ +in), (3.1)

donde f es una constante. Igualando parte real e imaginaria de cada lado de
la igualdad Ec. (3.1), se obtiene la transformacién de coordnadas cartesianas
a coordenadas cilindricas elipticas

x = fcosh&cosn, (3.2)
= fsinh&sinn, (3.3)
2 = z, 3.4)

donde € € [0,00), n € [7,7) y 2f es la distancia interfocal de las elipses y las
hipérbolas cofocales con excentricidad 1/ cosh(§) y 1/ cos(n), respectivamen-
te. Las curvas de nivel de este sistema coordendado se ilustran por curvas
para valores fijos £ y 1 en un plano z = 0, estas curvas de nivel se pueden
obtener de la siguiente manera; si despejamos cos(n) y sin(n) de las Ecs.(3.2)
y (3.3) respectivamente, tenemos que

x
cosn = Teosh € (3.5)
. _ Y

ST b e (3.6)

elevando al cuadrado las Ecs.(3.5) y (3.6), y suméandolas, obtenemos la ex-
presion
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CAP{TULO 3 SOLUCION A LA ECUACION ESCALAR DE
ONDA EN COORDENADAS CILINDRICAS ELIPTICAS
USANDO EL METODO DE SEPARACION DE VARIABLES
3.1. COORDENADAS CILINDRICAS ELIPTICAS

2 2
cos’n+sin’n = ( ’ ) +< Y )
fcosh¢ fsinh ¢ (3.7)

= 1.

Por lo tanto, de la Ec. (3.7) se tiene que, para valores fijos de £ tenemos
que las curvas de nivel son elipses cofocales (curvas azules), ver Fig. (3.1a).
Por otro lado, si despejamos cosh(§) y sinh(§) de las Ecs.(3.2) y (3.3) respec-
tivamente, se tiene que

X

cosh¢ = Feosn’ (3.8)
. Y
sinh§( = Fsing’ (3.9)

elevando al cuadrado las Ecs. (3.8) y (3.9), y restdandolas, se encuentra que

2 2
oo = (i) ()
cosh” § — sinh™ ¢ (fcosn fsinn (3.10)

= 1

La Ec.(3.10), muestra que para valores fijos de 1 tenemos que las curvas
de nivel son hipérbolas cofocales (curvas verdes), ver Fig. (3.1a). Cuando se
consideran valores constantes de z, las superfices de nivel en este caso son
planos z = constante (café), y las otras dos superficies de nivel son cilindros
elipticos (azules) y cilindros hiperbélicos (verdes), ver Fig. (3.1b).

Observe que las curvas de nivel generadas a partir de considerar valores
fijos de & (hipérbolas) y n (elipses), son ortogonales entre si; para demostrar
que esto es asi, vamos a calcular las derivadas de las ecuaciones que descri-
ben una elipse y una hipérbola mediante la regla de derivaciéon implicita. Si
derivamos la Ec.(3.7) utilizando la derivacién implicita, se obtiene que
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CAP{TULO 3 SOLUCION A LA ECUACION ESCALAR DE
ONDA EN COORDENADAS CILINDRICAS ELIPTICAS
USANDO EL METODO DE SEPARACION DE VARIABLES
3.1. COORDENADAS CILINDRICAS ELIPTICAS

Figura 3.1: a).- Curvas de nivel en el plano z-y, elipses (azul) e hipéerbolas
(verde). b).- superficies de nivel en el espacio x-y-z.

dy\ _xsinhQ(f)
<d$>el N y cosh?(&) (3.11)

Por otro lado, si derivamos la Ec.(3.10) utilizando la derivacién implicita,
se encuentra que

dy _ wsin®(§)
(dﬂf)mp = e (&) (3.12)

Recordemos que la condicién necesaria y suficiente para que dos curvas
en el plano sean ortogonales en un punto comun (zg, ¥o), es que el producto
de las pendientes de las rectas tangentes de cada curva en el punto (zo, o)
sea igual a —1. Observe que, en efecto se cumple esta condicion, ya que, si
multiplicamos las Ecs.(3.11) y (3.12) se verifica que

dy dy
— — = -1 3.13
(dx>eli (da:)hip ’ ( )

por lo tanto las elipses e hipérbolas interfocales dadas por las Ecs. (3.7) y
(3.10) son ortogonales entre si. Otro método para verificar que el sistema
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CAP{TULO 3 SOLUCION A LA ECUACION ESCALAR DE
ONDA EN COORDENADAS CILINDRICAS ELIPTICAS
USANDO EL METODO DE SEPARACION DE VARIABLES
3.2. SOLUCION SEPARABLE A LA ECUACION ESCALAR DE ONDA
EN COORDENADAS CILINDRICAS ELIPTICAS

coordenado cilindrico eliptico es un sistema coordenado ortogonal es usando
el desarrollo de coordenadas curvilineas [21]

3.2. Solucién separable a la ecuaciéon esca-
lar de onda en coordenadas cilindricas
elipticas

Considere una onda arménica en el tiempo, expresada de la forma ¢ (r, t) =
Y(r)e~™*. Utilizando la transformacién de coordenadas dada por las Ecs. (3.2),
(3.3) vy (3.4), de la ecuacién escalar de onda en el vacio Ec. (1.1) en coordena-
das cilindricas elipticas se tiene que la ecuacion escalar de Helmhotz Ec. (2.5)
en coordenadas cilindricas elipticas, esta dada por

1 (0%p(r)  0*Y(r)
hely \0€2 T o2

)+ o) e =0, G

donde h¢ = hy, = \/ cosh? € — cos?n y h, = 1. Proponiendo una solucién por
separacion de variables, es decir, ¥(&,n, 2) = ¥ss(€,m, 2) = R(&)P(n)Z(2), la
ecuacién escalar de Helmholtz (3.14) se reescribe como

1 d*R d*® 1 d*Z
5 ( +R >+k§++k§:0(3.15)
R® f? (cosh (&) — COS2(77))

dg? dn? Z dz?
donde k2 = k?+k2. Observe lo siguiente, puesto que se pide una solucién cuya
dependencia en z sea de la forma e™*:* entonces se impone en la Ec. (3.15)
que

1 d*R d*®
<q> ; TR 2>+k§ = 0 (3.16)
R f? (cosh2£ — cos? 77) d§ dn
1d*Z
7z T K2 = 0, (3.17)

con ello se garantiza que la onda se propague en direccion z, es decir, se
tiene una solucién de la forma e (€,7, 2) = R(€)®(n)e'*=>=+)_ Por lo que,
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ONDA EN COORDENADAS CILINDRICAS ELIPTICAS
USANDO EL METODO DE SEPARACION DE VARIABLES
3.2. SOLUCION SEPARABLE A LA ECUACION ESCALAR DE ONDA
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ahora se requiere resolver la Ec. (3.16). Después de algunas manipulaciones
algebraicas, la Ec. (3.16) se expresa como

d*R d*® 919 9 9
@d—éﬂ + RdTF + fk; (cosh £ — cos 'r]) R® = 0. (3.18)

Usando las siguientes relaciones de cosh? € y cos?n dadas por

1 + cosh(2¢)
R
1 + cos(2n)
o
asi que, si dividimos por R® la Ec.(3.18) y sustituimos las identidades (3.19)
y (3.20) en la Ec.(3.18), tenemos que

cosh? ¢ = (3.19)

(3.20)

cos’n =

1 d*R f2k?

i h(2 el

Rae Ty RO+ GEE T
la cual se puede separar en dos ecuaciones diferenciales de segundo orden
desacopladas con coeficientes no constantes dadas por

12 f2k2

cos(2n) =0, (3.21)

| R 242
—— h(2¢) = .22
s+ Lt comhieg) = (3.22)
12 f2h2

donde A se denomina constante de separacion. Después de algunas manipu-
laciones algebraicas, las Ecs.(3.22) y (3.23) se pueden escribir como

2P
g T 2q008(2n)) @ =0 (3.24)
PR 5 4 2gcosh(26)) R = 0 3.25

f2K

donde ¢ = , denominado parametro de elipticidad. El siguiente paso

consiste en resolver estas dos ecuaciones; afortunadamente Emile Mathieu
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obtuvo estas ecuaciones cuando abordé por primera vez el problema de ana-
lizar los modos normales de una membrana estirada con forma eliptica, por
lo que en su honor, estas dos ecuaciones reciben el nombre de ecuacion de
Mathieu ordinaria (también denominada angular) Ec. (3.24) y modificada
(también denominada radial) Ec. (3.25), respectivamente. Ademéds, una pro-
piedad que existe entre estas dos ecuaciones es que estan relacionadas me-
diante el cambio de variable & = in, bajo esta transformacién se tiene que
la Ec. (3.25) se transforma en la Ec. (3.24), por lo que, dada la solucién a
la ecuacién de Mathieu ordinaria Ec. (3.24) denotada por ®(n; ¢, A) se tiene
que la solucién a la ecuacién de Mathieu modificada Ec. (3.25) estd dada por
R(&;q,\) = ®(im; g, \). En la siguiente seccién se presenta el método que se
utiliza para determinar las soluciones a las ecuaciones de Mathieu; puesto
que ambas ecuaciones estan relacionadas por un cambio de variable, basta
con determinar la soluciones de una de las dos ecuaciones de Mathieu, para
obtener de manera inmediata las soluciones de la otra ecuacion de Mathieu.

3.2.1. Meétodo para resolver las ecuaciones de Mathieu

La mayoria de las ecuaciones diferenciales surgen a partir de resolver
problemas fisicos. Matemadticos y fisicos se dan a la tarea de inventar méto-
dos para resolver tales ecuaciones diferenciales y posteriormente determi-
nar qué soluciones tienen significado fisico. Las denominadas ecuaciones de
Mathieu son un caso especial, ya que, como se mencioné anteriormente, las
Ecs. (3.24) y (3.25) se obtienen al determinar los modos normales de vibracién
de una membrana estirada con frontera eliptica. En esta subseccion se expli-

ca el método que se utiliza para determinar las soluciones a las ecuaciones
de Mathieu Ecs. (3.24) y (3.25).

El objetivo ahora es determinar las soluciones a la ecuaciéon de Mathieu
ordinaria Ec. (3.24); esta ecuacién es una ecuacion diferencial de segundo or-
den con coeficientes periddicos. Note que, ¢ es un parametro el cual esta dado
por g = f?k?/2, as{ que ¢ > 0, por lo que se analizardn dos casos[22]:

» Cuando ¢ = 0, se tiene que la Ec. (3.24) se reduce a la ecuacién dife-
rencial que describe un oscilador arménico simple unidimensional, por
lo que, las soluciones estan dadas por

Dpar (7,0, A) = cos(mn) (3.26)
D par (1,0, X) = sin(mn), (3.27)
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donde A = m?, con m un numero entero.

Por otro lado, cuando g > 0, se requiere que \ y ¢ estén relacionados,
es decir, A = A(q) para que las soluciones a la ecuacién de Mathieu
ordinaria Ec. (3.24) tengan periodo m o 27, ya que, en este caso 7 es
una variable angular. El método consiste en proponer dos soluciones,
una par ce,,(1; q) y otra impar se,,, (n; q) [22], las cuales estéan expresadas

como
cem(n;q) = cos(mn) + Y q"c(n), (3.28)
r=1
sem(n;q) = sin(mn) +Y_q"s:(n), (3.29)
r=1
con
Aem(q) = m*+ Z ayq’, (3.30)
r=1
Asm(@) = m*>+>8,q", (3.31)
r=1

donde ¢,(n) y s.(n) son funciones por determinar y «, son constantes
que se eligen de tal manera que las soluciones (3.28) y (3.29) sean fun-
ciones periddicas Es importante mencionar que las soluciones ce,, (1; q)
Ec. (3.28) y sem(n; q) Ec. (3.29) tienen asociado su respectiva constante
de separacién, es decir, Aep, ¥ Asm (denominados valores caracteristicos)
son diferentes. Note que en el caso en que ¢ = 0 se tiene que las so-
luciones ce,, (7;0) y se,(n;0) tienen la misma constante de separacién
(valor caracteristico), es decir, Aey,(0) = Agn(0).

Cuando m no es entero (m — v), las soluciones a la Ec.(3.24) [22] se
denotan por las funciones

ce,(n;q) = cos(vn) +Y_q e (n), (3.32)
r=1
se,(n;q) = sin(vn) +Y_q"s:(n), (3.33)
r=1
con
A= V4D (3.34)
r=1
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En el caso en el que v no es entero se tiene que las soluciones ce, (n; q) y
se,(n; q) tienen la misma constante de separacién (valor caracteristico).
Si sustituimos las Ecs.(3.32) y (3.33) por separado en la Ec.(3.24) se
puede mostrar que las funciones ce, (n; q) Ec. (3.32) y se,(n; q) Ec. (3.33)
se pueden expresar como

ce,(m:q) = cos(vm) — % (cos[l(jy+—i—12)n] B cos[iy_—12)77]> (3.35)
¢* [ cos[(v+4)n]  cos[(v — 4)n]
"3 <<v+1><u+2> ) <u—1><u—2>> e

se,(n;q) = sin(vn) — % (sin[l(jz/—:—f)n] - Sin[ij__f)n]) (3.36)

¢ [ sin[(v+4 sin[(v — 4

32 ((V +[<1)(y +>772]) "W —[(1)(1/ 2@)) L
' (5v% + 7)g"

27— 1) T3R02 002 — 1)

(9 + 58v2% + 29)¢8

64(v2 —1)(v2 —4)(v? - 9)

P

(3.37)

Las férmulas dadas por las Ecs. (3.36) y (3.37) se utilizan cuando se
cumple la relacién ¢?/2(v* — 1) < v?, con v > 0. En este caso se tiene
que ce,(n;q) v se,(n; q) tienen la misma constante de separacion (valor
caracteristico), asi que, las soluciones dadas por las Ecs. (3.36) y (3.37)
coexisten y son linealmente independientes. Por lo que una solucién
mdas general a la ecuacién de Mathieu ordinaria Ec. (3.24) esta dada
por ®(n;q,v) = Ace,(n,q) + Bse,(n,q), donde A y B son constan-
tes arbitrarias. es importante mencionar que las soluciones ce,(7;q)
Ec. (3.36) y se,(n;q) Ec. (3.37) en general no son periodicas. Poniendo
v =1+ n con [ un entero positivo y 0 < n < 1, si n = p/s es racional,
las funciones ce,(n;q) y se,(n;q) tienen periodo 27s. Sisi n = p/s es
irracional entonces ce,(n;q) y se,(n;q) no son periodicas.

Una vez que se determinaron las soluciones para la ecuacion de Mathieu ordi-
naria Ec. (3.24), las soluciones a la ecuacién de Mathieu modificada Ec. (3.25)
denotadas por Ce,,(§;q) v Sen(&; q) se obtienen considerando el cambio de
variable & = in. Estas soluciones estan dadas por ce,,(in;q) v sen(in; q), las
cuales se expresan en términos de cosenos y senos hiperbodlicos.
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3.3. Expresion analitica de un haz Mathieu

En esta seccion se presenta la expresién de la solucion separable de la
ecuacion escalar de onda en coordenadas cilindricas elipticas. Puesto que se
propuso una solucién a la ecuacién escalar de onda en el vacio Ec. (1.1) en
coordenadas cilindricas elipticas de la forma 1. (r,t) = R(£)®(n)e'*=>—w)
estan dadas por

Ve (r,t) = Ce,(€, q)ce,(n, q)e'*==H, (3.38)
Ya(r,t) = Se, (& q)se,(n, q)e' =741, (3.39)

donde v puede denotar un niimero entero o no entero. Recuerde que, cuando
v es un nimero entero, se tiene que ce, (n; q) y ce,(n; q) son de periodo 7 o 27;
mientras que, si ¥ no es un nimero entero, se debe cumplir cierta condicién
para que ce,(n;q) y se,(n;q) sean periodicas. Una solucién separable a la
ecuacion de onda en el vacio en coordenadas cilindricas elipticas denominado
haz Mathieu estd dada como una combinacién lineal de las Ecs. (3.38) v (3.39)
de la forma

wSS (67 n,z, tv Q> = [AC@Z, (77, q)C'e,,(f, q) + BS€y<77, q)Seu(fa Q)] ei(ﬂszt%
(3.40)

donde A y B son constantes. Observe que la expresion de la solucion separable
dada por la Ec. (3.40) representa una onda cuya intensidad es invariante a
lo largo del eje z, el cual es el eje de propagacion de la onda, ya que, el perfil
de intensidad I es tal que

1(§,n,2) =1(&n) (3.41)

por lo tanto, el patrén de intensidad no experimenta ensanchamiento ni dis-
minucién de su intensidad. Observe que un haz Mathieu Ec. (3.40) representa
una clase de campo 6ptico con la misma caracteristicas que el conjunto que
propuso Durnin, sélo que no estd expresado en términos de la integral de
Whittaker. Mas adelante se muestra la relacion que existe entre la solucién
separable Ec. (3.40) y la expresién de Whittaker Ec. (1.2) para ciertos valores
de A, By v.
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3.4. Calculo de la funcién A(y) asociada a un
haz Mathieu

En esta seccion se utiliza el método ilustrado en la seccién 2.3 para deter-
minar la funcién A(p) que caracteriza a un haz Mathieu, es decir, a las so-
luciones separables en coordenadas cilindricas elipticas. Posteriormente mos-
tramos que es posible conectar la expresion integral de un haz adifraccional
Ec. (1.2) con el conjunto de soluciones separables en coordenadas cilindricas
elipticas dado por la Ec. (3.40). Usando la ley de transformacién de coorde-
nadas rectangulares a coordenadas elipticas dadas por las Ecs. (3.2) y (3.3)
la funcién ¢ Ec. (2.7) se expresa como

e = [ e ag)dp, (3.42)

va
f
Considerando la regla de transformacién dada por las Ecs.(3.2) y (3.3),

después de algunas manipulaciones algebraicas, la Ecuacion de Helmholtz
transversal en coordenadas elipticas Ec. (2.8) se escribe como

donde w = f(cosh & cosncos ¢ + sinhsinnsing) y ky =

o? 0?
ga(é’ ) + Ca%;’ ) + 2¢ [cosh(2€) — cos(2n)] ¢(&,n) =0, (3.43)

[k

donde 2q =

Ahora se probara que la funcién ((&, n) Ec. (3.42) es solucién a la ecuacién
de Helmholtz transversal Ec. (3.43).

Prueba: Dada la funcién {(&,n) Ec. (3.42), se tiene que
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8C 5777 1 w
595) - 22\/—/ VIV A(p)dyp
6C 5777 Z w
(377 ) _ 22\/_/ 2/ A () dip
(3.44)
*C(&, N
8(62 n) = @2\/_/ (852 +22\/_< ) 2V A(p)dy
(X \ e
(9(772 ) = 22\/_/ +22\/_ VI A(p)dep.
por lo que

D*C(&m)  0*C(Em)

+

+ 2¢q [cosh(2§) — cos(2n)] ((€,m)

(3.45)

o¢? o>
= /_7; i2:/q (88252 + i +124/q (( ) (?;;)2)) + 2¢ (cosh(2€) — cos(27]))]
x e A(p)dy
~ [ |izva (5 + %) - 14 ((fg) + (f;;;)) 20 (cosh2¢) - 008(277))]
x eV A(p)dyp
I [@m(o) g (COSh(%); COSW) + 24 (cosh(2¢) - cos<2n>>] NI A ()
=0,

donde (2215 + 62710 =w—w=0y (%)2 + (?;:)2 = COSh(%); COS(%).

Por lo tanto, la funcién ((£,n) dada por la Ec. (3.42) es solucién a la
ecuacion de Helmholtz transversal Ec. (3.43) en coordenadas elipticas (£,7) .
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Ahora, para determinar la expresién de la funcién A(p) se va a pedir
que (& = constante,n) Ec.(3.42) sea solucién a la ecuaciéon de Mathieu
ordinaria Ec. (3.24). Por lo que

d " dw
C(fl;(;’n) = /_W;:eﬂ\/awA(gp)dgo, (3.46)

entonces

& " s dw\*\
<d<§7n> ' <i2\/ad:§—4 (;;))emmw% (3.47)

usando las identidades

d2
d—f = — cosh & cosn cos p — sinh € sinnsin ¢ (3.48)
n
2
dw . . . 2
(d) = (sinh £ cosnsin ¢ — cosh sinncos ), (3.49)
n

se tiene que la Ec. (3.47) queda expresada como

/ [i24/q (— cosh & cos 1 cos ¢ — sinh € sinn sin )

+4q (sinh € cos 7 sin ¢ — cosh € sin 7 cos )2V A(p)dep.
(3.50)

Para seguir con los calculos de la integral dada por la Ec.(3.50), es nece-
sario considerar las identidades

(sinh & cosmsin ¢ — cosh & sinn cos ¢)? = (sinh & sin 7 cos ¢ — cosh & cosnsin @)
— cos(2n) + cos(260)
+ ;
2
(3.51)

0% . ‘
Weﬂﬁw = —i2,/q (cosh & cos 7 cos ¢ + sinh € sin 7 sin ) 2V

¥
—4q (— cosh & cosnsin ¢ + sinh € sin 7 cos S0)2 o2V

(3.52)
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Sustituyendo las dos identidades dadas por las Ecs. (3.51) y (3.52) en la
Ec.(3.50) se obtiene que

d2 T 62 )
o= | A00) (g + 20 costn) = cos2o) ) iz, (35)

entonces

an + (A —2qcos(2n))¢ = /_7; Alp) (88@2 + 2¢ (cos(2n) — cos(2¢))> G2V o

+ (= 2qeos2n)) [ Alp)eVdg,

™

reagrupando términos nos da como resultado que

2

0 i2,/qw
A(p) (3902 +A—2¢q cos(2g0)> e dep.
(3.55)

d? m
d77§ + (A —2qcos(2n)) ¢ = [ﬂ

Antes de finalizar observe lo siguiente: sean F'y G' dos funciones de una
variable, entonces se tiene que

d*g B d FdG dFdG_i dG dF d?F
dv dv  dx

Y9 _ 4 (pt F& %) 428 .
dz?  dx dz dr dz G+ dz? G, (3.:56)

. d 0
para nuestro interés, F' = A(p), G = V¥ y Fr entonces
Z ¥

Alp)

92 i2v/aw 9 Hei2v/aw
A om "oy

A(p) e — A’((p)eﬂ\/@“’) + A" (@)1, (3.57)

Finalmente, usando la Ec.(3.57), la Ec.(3.55) se puede escribir como

j;g + (A —2gcos(2n))( = /_7r [A” () 4+ (X — 2¢cos(20)) A(p)] e2VTdy
(3.58)

Hei2v/aw pp=m

b (4025 - apen)

Yi=—T
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Observe que si A(y) satisface la ecuacién de Mathieu ordinaria, el primer
término de la Ec. (3.58) desaparece. Mientras que, si A(¢) es de periodo 7 o
27, el segundo término de la Ec. (3.58) se anula. Por lo tanto, A(y) debe ser un
multiplo de las funciones ce, (p, q) v se, (¢, q) (con v un nimero entero). Con
este resultado se tienen dos soluciones a la ecuacién de Helmholtz transversal
Ec. (3.43) dadas por

Gurl&om) = [ e, (p,q)de (3.59)

™

Cimpar (€,1) = / " eVivse, (o, q)dp. (3.60)

—Tr

Por otro lado, dadas las soluciones a las ecuaciones de Mathieu ordinaria
y modificada, dadas por

R(§) = { g:(f 5))7 (3.61)
ﬁm:hﬁﬁg, (3.62)

se tienen dos conjuntos de soluciones separables a la ecuacién de Helmholtz
transversal Ec. (3.18) en coordenadas cilindricas elipticas dados por

R(§)®(n) = Ce, (&, q)ce,(n, q), (3.63)
R(&)®(n) = Se, (&, q)sen(n, q). (3.64)

Observe que los conjuntos dados por las Ecs. (3.59-3.60) y Ecs. (3.63-3.64)
son soluciones separables a la ecuaciéon de Helmholtz transversal Ec. (3.18) en
coordenadas cilindricas elipticas, los cuales estan relacionados de la siguiente
forma

2
Ceul& a)ecer(n.a) = po [ e, (n, q)do. (3.65)
0

2r
Se, (&, q)se,(n,q) = o, /0 eV se, (n, q)do. (3.66)
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donde p, y 0, son los valores caracteristicos del nticleo "2V [22]. Las Ecs. (3.65)
y (3.66) muestran la relacién que existe entre una solucién separable a la ecua-
ci6n de Helmholtz transversal Ec. (3.18) y la funcién (£, n) Ec. (3.42) cuando
v es un namero entero. Por lo que, una solucion separable a la ecuacion es-
calar de onda en el vacio en coordenadas cilindricas elipticas en términos de
las funciones (por Ec. (3.59) ¥ Cimpar Ec. (3.60) se escribe como

i(kzz—wt) o
Yw (&, 2,t) = 67/ [ce, (¢5q) + ise,(¥;q)]

2T -
% 6ilc,gf(cosh & cos 1 cos p+sinh € sinn sin ¢) dg@ (3 67)
s .

la cual corresponde a una solucién en términos de la integral de Whitta-
ker Ec. (1.2) con A(y;q) = ce,(y;q) + ise,(p; q) en coordenadas cilindricas
elipticas, y se puede expresar como la solucién separable

bualE 2. t) = Cey(f,qgceu(n,Q) N iSey(f,?sey(naQ)] gilksz—w) (3 Gg)

1 .
esto es, Yw (&, m, 2, t;q) = Vss(€,m, 2, t; q), sustituyendo A = — y B = 2 en

Pv Ov
la Ec. (3.40).

Regresando a coordenadas cartesianas, mediante la transformacion dada
por las Ecs. (3.2)-(3.4), se tiene que (3.67) se puede escribir como

ei(k’zz—wt)

eyt = [ e (ool + e o 0P

se, (¢, q)

i [kt(x cos @y sin p)+arctan ( ( ) > ]
xe D) dp.  (3.69)

Es importante recalcar que, la expresion integral de Whittaker se pue-
de escribir como una solucion separable a la ecuacién escalar de onda en
coordenadas cililindricas elipticas cuando las funciones ce,(n;q) y se,(n;q)
son periodicas, es decir, cuando v es un numero entero. Note que las fun-
ciones de onda Yw (&, 1, 2,t;q) v Yw(x,y, 2,t; q) dadas por las Ecs. (3.67) y
(3.69) respectivamente, son equivalentes, sé6lo que estén expresadas en sis-
temas coordenados diferentes. En este caso, (3.69) es solucién a la ecuacion
escalar de onda en el vacio Ec. (1.1) en coordenadas cartesianas, sélo que,
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como se puede ver la funcién A(y) ya no es arbitraria debido a que se impu-
so que la expresién de un haz adifraccional Ec. (1.2) sea solucién separable
a la ecuacién escalar de onda en el vacio en coordenadas cilindricas elipticas
con dependencia de la forma e *:*=“% esto es, cuando la expresién de un
haz adifraccional Ec.(1.2) descrita en un sistema coordenado ortogonal el
cual admite soluciones por separacién de variables, la funciéon A(y) queda
determinada.
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Capitulo 4

Método para calcular los
frentes de onda y la caustica
asociados con un haz
adifraccional

En este capitulo se presenta el método que se va a utilizar para obtener los
frentes de onda asociados con un haz adifraccional. Posteriormente, dada la
representacion paramétrica del frente de onda, se determina la regién caustica
asociada con estos frentes de onda.

4.1. Condiciones de la funcién S(r) para que

kST~ geq solucién a la ecuacién es-

calar de onda en el vacio

Es bien sabido que una solucién a la ecuacién escalar de onda Ec. (1.1)
esta dada por

Yop = AgeTEoT—1, (4.1)
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ADIFRACCIONAL

4.1. CONDICIONES DE LA FUNCION S(R) PARA QUE E!lKoS(R)—w1]
SEA SOLUCION A LA ECUACION ESCALAR DE ONDA EN EL VACIO

donde kq y w son el vector de propagacién y la frecuencia angular de la onda y
Ay = constante es la amplitud de la onda. Fisicamente la expresién Ec. (4.1)
representa una onda plana definida en todo el espacio debido a que los frentes
de onda asociados con esta onda son todos los puntos (x,y, z) que cumplen
ko - r=C=constante, los cuales son planos. Observe que, kg - r=Fkgs, donde
ko=2m /X es el numero de onda en el vacio y s(x,y, z)=(cos 1z + cosyy +
cosy3z) donde 71, 75 v 73 son los cosenos directores del vector kg, por lo que
la Ec. (4.1) se puede expresar como

¢Op — Aoei[k05(337y72)_(»ut]. (42)

Nuestro propésito ahora es considerar la funcion

¢n — ei[kos(r)—wt]7 (43)

y preguntarnos qué condiciones debe cumplir la funcién S(r) para que la
Ec. (4.3) sea solucién a la ecuacion escalar de onda la cual se propaga en un
medio caracterizado con indice de refraccion constante n

1 0%, (r,1)

Vu(r,1) - vz Ot?

=0, (4.4)
para ello es necesario calcular el laplaciano y la segunda derivada parcial con

respecto del tiempo de la funcién 1), dada por la Ec. (4.3). Un cdlculo directo
muestra que

Vgei[kos(r)_wt] _ ('LkQV2S . k’g(VS)Q)ei[kOS(r)_wt]a (45)

92¢ilkoS(T)—wt]

T _ _w26i[k:S(I‘)—wt]’ (46)

por lo que

. 10? i[koS(T) —wt] - 2 2 s W i[koS(T) —wt]
Vei——— |l = | ihoV=S — k(VS)" + — | '™ . (4.7)

v2 Ot2 v
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4.2. SOLUCION A LA ECUACION ICONAL POR EL METODO DE
SEPARACION DE VARIABLE

Suponiendo que S(r) es una funcién real, entonces Ec. (4.4) se cumple, si
y soélo si

V2S =0, (4.8)

(VS)? =n?, (4.9)

esto es, la funcién 1, = e*oT)~wt o5 solucién a la ecuacién escalar de onda

en un medio caracterizado con un indice de refraccion n, siy sélo si, la funcion
S(r) satisface las ecuaciones de Laplace e iconal. Es importante recordar que
la Ec. (4.9) es la ecuacion que gobierna a la éptica geométrica. En el caso en
el que n = 1, la onda Ec. (4.3) se propaga en el vacio

4.2. Solucidén a la ecuacién iconal por el méto-
do de separacion de variable

Nuestro interés ahora radica en determinar la expresién analitica de la
funcién S(r), tal que S(r) sea solucién separable de las ecuaciones de Laplace
e iconal en un medio caracterizado con un indice de refracciéon constante n.
Se obtiene una solucién a la ecuacién iconal en el vacio y desptes se verifica
que esta solucion tambien satisface la ecuacion de Laplace. El método se
expone a continuacién.

Para determinar una solucion separable a la ecuacion iconal en un medio
caracterizado con indice de refraccion n

as\* [os\*> [os\®
(0%) +<(9y> +<0Z> =n, (410)

se propone una solucion de la forma

S(z,y,2) = X(x)+Y(y) + Z(2). (4.11)

Sustituyendo la Ec. (4.11) en la Ec. (4.10), después de algunas manipula-
ciones algebraicas se obtiene que la ecuacion iconal en un medio caracterizado
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con indice de refraccién n Ec. (4.10) se puede escribir como

dx\*> (av\® [(dz\* ,
(diL‘) +<dy> +<dz> =n-, (412)

la cual se puede expresar en tres ecuaciones de primer orden

dx\’ ,
(dav) = o, (4.13)

dy'\? ,
(@) = B, (4.14)

(fg)Z = 7 (4.15)

donde «, [ y 7 son constantes de separacion que satisfacen la ecuacion
o+~ =n

Una vez que se resuelven las Ecs.(4.13-4.15), la solucién a la ecuacion ico-
nal en un medio caracterizado con indice de refraccién n Ec. (4.11) estd dada
por

S(z,y,za,B) = faxr + fy + \/n2 — (a? + (?)z, (4.16)

con y = j:\/n2 — (a? + 2). Note que la funcién S Ec. (4.16) es una funcién
de las variables (z,y, z) y de las constantes de separacién («, ). Ademads, la
relacion entre los parametros «, 5y < se puede ver como todos los puntos
(a, B, v) que pertenecen a una esfera de radio n. Por lo que, una forma de
expresar las constantes de separacién es la siguiente

a = nsindcos g, (4.17)
B = nsindsiny, (4.18)
v = mncost, (4.19)

cond € 0,7y p € [—m,m).
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Por lo tanto, usando las Ecs. (4.17-4.19), la solucién por separacién de va-
riables a la ecuacién iconal en un medio caracterizado con indice de refraccion
constante n Ec. (4.11) estd dada por

S(x,y,z;0,¢) = n(xsind cos p + ysind sin ¢ + z cos ), (4.20)

la cual, representa una familia biparamétrica de soluciones a la ecuacion
iconal en un medio caracterizado con indice de refraccion constante n. Note
que en un principio S dependia de (x,y,z;«, ). Sin embargo, dadas las
relaciones (4.17-4.19) se pudo expresar a S en términos de (x,y, z; 9, ),
donde ¢ es el angulo que forma con ele eje z; mientras que ¢ es el angulo que
forma con el eje x sobre el plano z — y. Estos angulos 9 y ¢ se utilizan para
etiquetar un punto sobre la superficie de una esfera de radio igual a uno. En
el caso en el que se resuelva la ecuacién iconal en el vacio, se debe cambiar
a n=1 en la Ec. (4.20). Por otra parte, un célculo directo muestra que, en
efecto, la funcién S dada por la Ec. (4.20) es también solucién separable de la
ecuacion de Laplace. Por lo tanto, una familia biparamétrica de soluciones a
la ecuacién escalar de onda en un medio caracterizado con indice de refraccion
constante n en términos de una solucién S(r) esta dada por

¢n — ei[koS(x,y,z;ﬁ,go)—wt]7 (421)
S(z,y,z9,¢) = n/%(ﬁ, Q) r (4.22)
kW, 0) = sindcos i + sind cos pf + cos ¥ (4.23)

r = T +yy+ 2z, (4.24)

donde ky es el nimero de onda en el vacio. Observe que para cada valor
de ¥ entre [0, 7] y ¢ entre [—m, ), (4.21) representa una onda plana que se
propaga en un medio caracterizado con un indice de refraccién constante n.
Ahora, considere que el valor de 1 es constante, el cual se denota por 9, esto
implica que ahora el punto con coordenadas («,/3,y) pertenece a un cono y
ya no a una esfera como en el caso anterior; por lo que, ahora la funcion
S(z,y, z;9,0)=S(x,y, z;) es una familia uniparamétrica de soluciones a
la ecuacion iconal en un medio caracterizado con un indice de refraccién
constante n. En este caso, para vy constante y ¢ entre [—m, ), la funcién S
Ec. (4.21) sigue representando una onda plana.

Observe que la funcién de onda

Yog(r,t;0) = O(p)elhoS@uzo)—wtl (4.25)
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con
S(e.zi0) = nh(do,p) -+ LD (4.26)
0

es solucién a la ecuacién de onda en un medio caracterizado con un indice
de refraccién constante n para cada valor de ¢, donde O(g) y g(¢) son la
amplitud y la fase inicial de cada onda plana para cada valor de (. Usando
el principio de superposicién, se tiene que la funcién de onda dada por

—iwt

) = S [ Op)etSenaoay, (4.27)

21 -

satisface la ecuacion de onda en un medio caracterizado con indice de refrac-
ci6n constante n Ec. (4.4). En resumen, se ha obtenido la expresién integral
de una solucion a la ecuacion de onda en un medio caracterizado con indi-
ce de refraccion constante n en términos de una familia uniparamétrica de
soluciones a la ecuacion de Laplace y a la ecuacion iconal en el vacio. En la
siguiente seccidén se demuestra que es posible caracterizar geometricamente
a la funcién de onda dada por la Ec. (4.27)

4.3. Frentes de onda y caustica asociados con
un haz adifraccional

Usando el resultado obtenido en la seccién anterior Ec. (4.27), una so-
lucién a la ecuacién escalar de onda en el vacio Ec.(1.1) en términos de
una familia uniparamétrica de soluciones a la ecuacién iconal y de Laplace
Ec. (4.26) esta dada por

—twt

U(r,t) = © /W O(p)eMhok@o.0) T+a(e)l g, (4.28)

27 -

donde sélo se ha remplazado a n=1 en la Ec. (4.27). Es importante mencionar
que la funcién de onda dada por la Ec. (4.28) es un haz adifraccional puesto
que tomando A(p) = O(p)e9®) se transforma en la Ec. (1.2).

De la expresién dada por la Ec. (4.28) se tiene que un haz adifraccional
se puede ver como la superposicién de ondas planas, con amplitud O(y) y
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fase inicial g(y), por lo que, para cada valor de ¢ se tiene que los frentes de
onda estan dado por todos los puntos r = (z,y, z) en el vacio tales que

S(@,y,7¢),=C (4.29)

donde C es una constante real. En este caso los frentes de onda dados por la
Ec. (4.29) son planos. Para hallar los frentes de onda asociados con un haz
adifraccional Ec. (4.28) se requiere obtener la envolvente de todos los frentes
de onda planos dados por la Ec. (4.29) para cada valor de ¢, la cual estd dada
como todos los puntos r = (z,y, 2) en el vacio tales que

S(x,y,z;9) =C (4.30)
0S(z,y,z¢)
G =0 (4.31)

Utilizando las expresiones explicitas de k(d, ) Ec. (4.23) y r Ec. (4.24), las
Ecs. (4.30) y (4.31) se pueden expresar como

T — Zcosty — g(p)

Xcosp+Ysing = _ (4.32)
sin ¥q
—Xsinp+Ycosp = _g?o(g0)7 (4.33)
sin Y

con X = koY = koy, Z = koz, 7 = koC y g,(¢) denota la derivada de g(¢p)
con respecto de . Resolviendo el sistema de Ecs. (4.32) y (4.33) se obtiene
que

X(1,0,2) = |1 — Zcosty— g(p)]cosp + g.go(go) sin ¢, (4.34)
sin
_ _g@(@) _ B .
Y(r,0,2) = S CO5¥ + [r = Zcos¥y — g(p)]sinp, (4.35)
0
Z2(r,0,2) = Z, (4.36)

observe que las Ecs. (4.34)-(4.36) representa una superficie en el espacio
(X,Y,Z), la cual se puede expresar como
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r(r,p,Z) = ([7’ — ZcosUy — g(p)] cosp + gfp((p) sin gp) T
sin ¥

(4.37)

sin ’190

+ (_gw(gp) cos p + [T — Z cos g — g(ip)] sin gp) 7

172,

donde z, ¢ y 2 son los vectores unitarios cartesianos. En coordenadas cilindri-
cas circulares, el frente de onda dado por la Ec. (4.37) se puede expresar como

[7 — Zcos Vg — g(©0)]p — g,(0)

T(T? SO7 Z) = Sinﬁo

+ 72, (4.38)

con p, ¢ son los vectores unitarios polares. Observe que los frentes de onda
dados por la Ec.(4.38) son invariantes ante una traslacién a lo largo del
eje Z. A continuacion se va a determinar la caustica que caracteriza a esta
familia de frentes de onda Ec. (4.38), para este propésito se usara la siguiente
definicién.

Definicién: Sea h : M — N un mapeo diferenciable, con M y A varie-
dades diferenciables. El conjunto de puntos en M donde h no es localmente
uno a uno es denominado conjunto critico, y la imagen de este conjunto
critico se denomina conjunto cdustico de h [23,24,25].

El conjunto critico del mapeo dado por la Ec. (4.38), es decir, el conjunto
de puntos del espacio dominio con coordenadas (7, ¢, Z) tal que el mapeo no
es locamente uno a uno, se obtiene de la siguiente condicion

_(Or or or\

Usando la Ec. (4.38), un célculo directo muestra que el conjunto critico
del mapeo dado por la Ec. (4.38) esta dado por todos los puntos (7, p, Z)
tales que

T = Z costy + g(¢) + guu(p). (4.40)
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Sustituyendo la Ec. (4.40) en las Ecs. (4.34)-(4.36) se tiene que el conjunto
cdustico asociado con el mapeo dado por la Ec. (4.38) estd dado por todos
los puntos (X, Y,, Z.) tales que

9 COS + g sin ¢

Xe(T,0, 2 : , 4.41

(1,0, 2) S (4.41)
9oy singp—gw Cos

Y1, 0,2) = - , 4.42

(1,0, %2) S (4.42)

ZC(T, ©, Z) = /. (4.43)

Las Ecs. (4.41-4.43) representan una superficie en el espacio (X,Y, 7) la
cual se puede expresar en términos de los vectores unitarios polares p y ¢ en
la forma

_ 93030(30)15 - 950(90)95
sin ¥q

r(T,0,7) +7Zz. (4.44)

Dada la representacién paramétrica de la cdustica Ec. (4.41)-(4.43) aso-
ciada con un haz adifraccional Ec. (4.28) se tiene que la cdustica tiene una
sola rama, ademas también es invariante a lo largo del eje de propagacién co-
mo en el caso de los frentes de onda. Dadas las representaciones paramétricas
de los frentes de onda Ecs. (4.34)-(4.36) y de la cdustica Ecs. (4.41)-(4.43),
se obtendran las graficas de los frentes de onda y la caustica asociados con
un haz adifraccional que se propaga en el vacio. En el siguiente capitulo se
obtienen los frentes de onda y cdustica asociados con la expresion integral
de Whittaker Ec. (1.2) con A(p;q) = ce,(p;q) + ise,(p;q). Cuando A, es
un numero entero se obtienen los frentes de ondas geométricos y la causti-
ca asociados con las soluciones separables a la ecuacién escalar de onda en
coordenadas cilindricas elipticas. Por otro lado, cuando v toma un valor es-
pecifico que no es entero, entonces se obtienen los frentes de onda y caustica
asociados con una solucién no separable a la ecuacion escalar de onda en
coordenadas cilindricas elipticas.
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Capitulo 5

Resultados

En este capitulo se presentan las graficas de los frentes de onda, caustica
y el patréon de intensidad numérico asociados con un haz Mathieu denotado
por U, ., con los siguientes valores de los parametros A, y ¢:

+ AM=0yqg=0,.1,.2, .3, 4,.5, .6 denotados por ¥y,

+q=0y A =0,1,4,9, 16 denotados por ¥y, o

Cuando A, = 0y ¢ = 0 se encontrd que los frentes de onda son conos y la
caustica es el eje Z; en este caso se muestra que tanto los frentes de onda y
caustica asociada son invariantes a lo largo del eje de propagacion, es decir, al
eje Z. Para A\, # 0y q # 0 los frentes de onda son deformaciones de conos y
la estructura de la superficie caustica estd caracterizada por los pardametros
A, v q. La caracterizacion geométrica del haz Mathieu se dividié en dos
subconjuntos: haces Bessel de orden 1,2,3,4 denotados por ¥, o y haces
Mathieu con A, = 0 y diferente valor ¢ denotados por ¥ ,. Se encontré que
la cdustica asociada al conjunto Wy, oo tiene singularidades de tipo fold y
la caustica asociada al conjunto Wy ..o tiene singularidades de tipo fold y
cuspide dependiendo del valor de q.
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5.1. Graficas de los frentes de onda y caustica
para algunos haces Mathieu particulares

Para obtener los frentes de onda y caustica asociados con los haces Mat-
hieu, es necesario comparar ¥y (r,t) Ec.(3.69) y U(r,t) Ec. (4.28), por lo
que

Opiq) = yleeu(pi )l + [een (i 0)]?, (5.1)
seu (3 q)]

ce,(piq) |
donde ce,(p;q) v se,(y;q) estdn dadas por las Ecs. (3.36) y (3.37) respec-
tivamente. En este caso se utilizo el programa Mathematica para obtener
las expresiones de las funciones ce,(v;q) v se,(p;q). Por otro lado, dado
que 2q = (k2f%)/2, entonces ¢ es mayor o igual que cero en la ecuacién de
Mathieu ordinaria Ec. (3.24). Usando las funciones O(yp; q) Ec. (5.1) y g(¢; q)
Ec. (5.2) se tiene que los frentes de onda Ecs. (4.34)-(4.36) de un haz Mathieu
estan dados por todos los puntos (X,Y, Z) en el vacio tales que

9(p;q) = arctan [ (5.2)

X = [T—Zcosﬁg—arctan[ ev($, q)Hcosgp

ce, (@, q)
1 v(#,9)
Z arct :
+sm o0 arctan [cey(go,q) sin ¢, (5.3)
1 9 sev (¢, q)
Yy =  arct
S . 99 arctan lce,,(gp,q) Ccos ¢
+ [T — Z cos vy — arctan lMH sin ¢, (5.4)
cey (e, q)
7 = Z, (5.5)

mientras que la cdustica Ecs. (4.41)-(4.43) asociada con un haz Mathieu
estd dada por todos los puntos (X,,Y,, Z.) C (X,Y, Z) tal que

0 [sey(,9)] 0 [Seu(so Q)]
X, = ——arctan |———~|cosp + — arctan | —————=| sin ¢,
dp? o)) T O ce(pa)] "
(5.6)
0* [sev(0,9)] [sey(w Q)l
Y. = ——arctan |————|singp — — arctan |————| cos ¢,
dp? e (o)) By ce(pq)] 7
(5.7)
Z, = 7 (5.8)
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De las Ecs. (5.3)-(5.5) y (5.6)-(5.8) se puede observar que el frente de onda
y la caustica asociados con un haz Mathieu depende de los paramétros v y ¢
o equivalentemente por A, y ¢, donde v denota el orden del haz y A, el valor
caracteristico,. Se denota por Wy, al haz Mathieu con pardmetros A\, =0y
q=.1,.2, .3, .4, .5, .6; mientras que ¥, o denota al haz Mathieu con A = 0,
1,4,9,16 y ¢ = 0. La caracterizacién geométrica de ambos conjuntos V¢, y
W, o se realiza a continuacion.

5.1.1. Caracterizaciéon geométrica del haz Mathieu ¥ ,

Usando las Ecs. (5.3-5.5) y las Ecs. (5.6-5.8) se obtienen las gréficas de los
frentes de onda y la caustica respectivamente, asociados con un haz Mathieu
Uy, En la Fig. (5.1) se muestran el frente de onda (azul) y cdustica (rojo)
asociados con el haz Mathieu ¥, ,. Como se puede ver en la Fig. (5.1), los
frentes de onda son deformaciones de conos para valores de ¢ # 0; en el caso
en el que A\, =0y q =0 el frente de onda es un cono y la cdustica es el eje
Z. En la Fig.(5.2) se puede apreciar las curvas de nivel del frente de onda y
la caustica en Z = 0, con lo cual se muestra que la cdustica es el conjunto
de singularidades del frente de onda, ademds, se puede distinguir que para
cada valor de ¢ la estructura de la caustica cambia. Es importante notar que
la caustica para estos valores de A, y ¢ tiene singularidades de tipos fold y
ctspide; en la Fig. (5.5a) se puede ver con detalle cémo cambia la estructura
de la caustica para los diferentes valores de q.

5.1.2. Caracterizacion geométrica del haz Mathieu ¥,

Por otro lado, en la Fig. (5.3) se muestran el frente de onda y cdustica
asociados con un haz Mathieu Wy, o dados por las Ecs. (5.3-5.5) y las Ecs. (5.6-
5.8), respectivamnete. En este caso también se tiene que los frentes de onda
son deformaciones de conos para los diferentes valores de )\, excepto para
A, = 0 y la cdustica es un cilindro cuyo radio esta caracterizado por el
valor caracteristico A, = v (con v un ntmero entero), ver Fig. (5.3). En la
Fig. (5.4) se puede apreciar las curvas de nivel y la cdustica en Z = 0, con
lo cual se muestra que la caustica es el conjunto de singularidades del frente
de onda. En la Fig. (5.5b) se observa la cdustica en el plano Z = 0 para los
diferentes valores de A,.
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g)

Figura 5.1: Frentes de onda y caustica asociados con un haz Mathieu para
AN=0yqg=1 2 3 4,5 6;9=n/4yT1=0.
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e)
Figura 5.3: Frentes de onda y cdustica asociados con un haz Mathieu para
g=0y A =0,1,4,9 16; % =n/4y 7=0.
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WS

y -

\

Figura 5.4: Curvas de nivel del frente de onda y caustica asociados con un

haz Mathieu para ¢ =0y A\, =0, 1, 4, 9, 16; en el plano XY
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5.1.3. Causticas asociadas con ¥,y ¥, o

En la Fig. (5.5a) se muestra la interseccion de las causticas asociadas con
el haz Mathieu Wy, con el plano Z = 0; por otro lado en la Fig. (5.5b)) se
tienen las graficas de la interseccion de las cdusticas asociadas con el haz
Mathieu Wy, ¢ con el plano Z = 0. Como se puede ver, la estructura de la
cdustica asociada para un haz Mathieu ¥, , tiene singularidades de tipo fold
y cuspide dependiendo del valor del parametro ¢g. Mientras que la estructura
de la cdustica asociada para un haz Mathieu W, ( tiene singulares de tipo
fold para m # 0.

— =0
— =t

Ao=d

—_ Aa=9

A4=16

&

a) o b)
Figura 5.5: a) Causticas asociadas con un haz Mathieu para ¢ = 0, .1, .2,

3,.4,.5, .6y =0enel plano XY . b) Céusticas asociadas con un haz
Mathieu para ¢ =0y A, =0, 1,4 .9, 16 en el plano XY.

5.2. Patron de intensidad de un haz Mathieu
\Ij)\wq

En esta subseccion se presenta el patron de intensidad transversal al eje
de propagacién asociado con un haz Mathieu ¥, ,. Para determinar dicho
patron de intensidad se realiza lo siguiente. Un haz Mathieu en términos de
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la expresiéon de Whittaker Ec. (1.2) se escribe como

ei(kzz—wt

) m
7/ O cos[k(z cos ¢ + ysinp) + gldy

\Il)\y,q(rv t) = o

Z'ei(kzszt

) pm
_1_27/ O sin[k(x cos @ + ysin ) + gldp,
s -7

(5.9)

con A(y;q) = ce,(p;q) +ise,(¢; q). Como la intensidad I de una onda dada
por la funcién ¥(r,t) es proporcional a W(r,t)U*(r,t) [26], se tiene que

1 4= 2
I, 4(X)Y) {2/ O cos[sin¥o(X cosp + Ysinp) + g]dgp]
™ J—m

1 = 2
+ {2/ O sin[sin ¥o(X cos p + Ysinp) + g]dgp} :
™ J—m
(5.10)

donde O = O(y;q) v g = g(p;q) estan dadas por las Ecs. (5.1) y (5.2)
respectivamente.

Observe que la intensidad dada por la Ec. (5.10) es invariante a lo largo
del eje de propagacion Z. Para obtener el patrén de intensidad correspon-
diente al haz Mathieu ¥y, y W), o se utilizo el programa Mathematica. La
integral dada por la Ec. (5.6) se calculé mediante una suma de Riemann. En
la Fig. (5.6) se muestra el patrén de intensidad del haz Mathieu Uy, para
cada valor de ¢g. Mientras que en la Fig. (5.7) se observa el patrén de intensi-
dad del haz Mathieu ¥, o para cada valor de A,. Es importante mencionar
que los frentes de onda, caustica y patron de intensidad asociados con el
haz Mathieu W, o corresponden al haz Bessel de orden 0,1,2,3,4; por lo
tanto, se concluye que los haces Bessel de orden entero son un subconjunto
de los haces Mathieu. Las cdusticas asociadas al haz Bessel Uy, o Fig. (5.5b)
describen cualitativamente el maximo global de los patrones de intensidad
numéricos asociados con el haz Bessel Uy, o Fig. (5.7), ya que la cdustica tie-
ne la misma estructura que el méaximo global. Sin embargo, en el caso del
haz Mathieu ¥y, no se pueden decir lo mismo, debido a que las causticas
asociadas al haz Mathieu ¥, Fig. (5.5a) no describen cualitativamente el
maximo global de los patrones de intensidad asociados con el haz Mathieu
Uy, Fig. (5.6); en este caso la cdustica se encuentra en la regién del méximo
de intensidad més no tiene la misma estructura que el maximo global del
patron de intensidad. Los valores de los parametros de los dos subconjuntos
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que se analizaron no fueron arbitrarios, sino cumplen con cierta relacion que
sale a partir del método que se utilizé para resolver la ecuacién de Mathieu
ordinaria. Existen otros métodos para determinar las funciones de Mathieu
con los cuales se puede elegir de manera general los valores A\, y ¢, por lo que
seria interesante revisar esos métodos y ver si existen haces Mathieu cuya
caustica asociada tenga la misma estructura del maximo global del patron
de intensidad y sobre todo determinar los valores de A\, y ¢ para los cuales
la cdustica asociada tenga singularidades de tipo cuspide.

0
g ) o w0 =0 ew am

Figura 5.6: Patréon de intensidad de un haz Mathieu ¥y, con ¢ = 0, .1, .2,
3, .4, .5, .6.
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600 500 500

o o
d) T m W me e) o e weme me e

Figura 5.7: Patrén de intensidad de un haz Mathieu Wy o con A\, =
0,1,4,9, 16.
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se desarrolld un método para dar una caracterizaciéon
geométrica de un haz adifraccional, en particular a un haz Mathieu, es decir,
se calcularon los frentes de onda y la caustica asociados con un haz Mathieu,
ademas de obtener el patron de intensidad de este haz. Puesto que el haz
Mathieu ¥y, , es una funcién de onda que depende de los pardmetros A, y ¢,
se caracterizaron dos conjuntos: el primer conjunto fue el haz Mathieu con
A=0yq=0,.1,.2, 3, 4, .5, .6, denotado por V¥ ,; el segundo conjunto
fue el haz Mathieu con A, =0, 1, 4, 9, 16 y ¢ = 0 denotado por ¥, . Se
encontrd que los frentes de onda y la caustica asociados con un haz Mathieu
VU,, 4 son invariantes a lo largo del eje de propagacién, es decir, del eje Z.
Los frentes de onda para A\, =0y ¢ = 0 son conos, para A, # 0y ¢ # 0 son
deformaciones de conos. Por otro lado, se encontré que la caustica asociada
a W, tiene singularidades de tipo fold y de tipo cuspide, dependendiendo
del valor de ¢ # 0; mientras que la cdustica asociada a W, ¢ con A, # 0 tiene
singularidades de tipo fold. Para el caso especial A, = 0y ¢ = 0 se tiene que
la cdustica es una recta infinita (el eje Z), la cual no tiene singularidades de
tipo fold o ctspide. El haz Bessel es un subconjunto del haz Mathieu debido a
que los frentes de onda, caustica y patron de intensidad asociados con el haz
Mathieu Wy, ¢ corresponden al haz Bessel de orden 0,1, 2, 3,4. Finalmente,
se mostré que la cdustica asociada con un haz Bessel da una caracterizacién
cualitativa del maximo global de la distribucion de intensidad de este haz.
Mientras que para el haz Mathieu ¥, la cdustica se localiza en la region
de mayor intensidad, pero no presenta la estructura del maximo global de la
distribucién de intensidad.
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