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Resumen

En óptica f́ısica, el estudio de los haces adifraccionales es de gran im-
portancia debido a que este tipo de haces no experimentan el fenómeno de
difracción, en otras palabras, el patrón de intensidad se mantiene constan-
te a lo largo de la direción de propagación del haz, además estos haces, se
autorreconstruyen cuando son parcialmente obstruidos a una determinada
distancia de donde se localiza el obstáculo, otra propiedad que manifiestan
los haces adifraccionales de alto orden es la transferencia de momento angu-
lar a una part́ıcula, este hecho permite que se puedan utilizar como pinzas
ópticas. Existen cuatro tipos de haces adifraccionales que son soluciones exac-
tas separables a la ecuación escalar de onda en cuatro sistemas coordenados
diferentes: ondas planas, haces Bessel, Mathieu y parabólicos. El objetivo
de este trabajo es obtener los frentes de onda geométricos, la cáustica y los
patrones de intensidad asociados con los haces Mathieu. Se muestra que los
frentes de onda son deformaciones de conos y la cáustica queda determinada
por el orden del haz correspondiente y la distancia cofocal que aparece en
la definición de coordenadas ciĺındricas eĺıpticas. Una propiedad de las cáus-
ticas asociadas con los haces adifraccionales es que tienen una sola rama y
son invariantes ante traslaciones a lo largo del eje de propagación del haz. Se
obtienen los frentes de onda, cáustica asociada y el patrón de intensidad para
un haz Mathieu caracterizados por los parámetros λν , valor caracteŕıstico,
y q en los siguientes casos: λν = 0 y q = 0, .1, .2, .3, .4, .5, .6; q = 0 y
λν = 0, 1, 4, 9, 16. Se demuestra que los frentes de onda para λν = 0 y q = 0
son conos; mientras que para q = 0 y λν = 1, 4, 9, 16 son deformaciones
de conos; la cáustica asociada con un haz Mathieu con estos parámetros son
ciĺındros, excepto para el haz Mathieu con λν = 0 y q = 0, en este caso la
cáustica asociada es el eje z, además se muestra que el patrón de intensidad
de un haz Mathieu con q = 0 y λν = 0, 1, 4, 9, 16 corresponde al patrón
de intensidad de un haz Bessel de orden 0, 1, 2, 3, 4. Por otro lado, cuando
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CAṔıTULO 0 RESUMEN

λν = 0 y q=.1, .2, .3, .4, .5, .6 también se tiene que los frentes de onda son
deformaciones de conos pero, en este caso la forma de la cáustica asociada
depende del parámetro de elipticidad q. Finalmente, encontramos que para
valores del parámetro q=.3, .4, .5, .6 la cáustica asociada tiene singularidades
del tipo cúspide, por lo que se puede decir que el haz Mathieu caracterizados
por el valor caracteŕıstica λν = 0 con q=.3, .4, .5, .6 es estable ante pequeñas
perturbaciones. Por lo tanto, concluimos que los haces Mathieu caracteriza-
dos por una cáustica con singularidades de tipo cúspide es más estable que
un haz Mathieu cuya cáustica tiene singularidades de tipo fold, aśı como de
un haz Bessel o parabólico .
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Objetivo General

Obtener las gráficas de los frentes de onda geométricos la cáustica aso-
ciados con un haz Mathieu.

Objetivos particulares

1. Estudio de las soluciones a la ecuación escalar de Helmholtz en coor-
denadas ciĺındricas eĺıpticas mediante el método de separación de va-
riables.

2. Estudio del método para resolver las ecuaciones de Mathieu.

3. Obtención de la expresión anaĺıtica de los haces Mathieu.

4. Cálculo de los frentes de onda y cáustica asociados con un haz Mathieu,
con diferentes valores de los parámetros λν y q, aśı como el patrón de
intensidad correspondiente con este haz.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Una de las propiedades más estudiadas de la luz es la difracción, un
fenómeno que ocurre cuando las ondas se curvan al enfrentarse a algún
obstáculo cuyas dimensiones son comparables con la longitud de onda λ.
La difracción es la causante de que el haz se ensanche cuando se propaga a
través del aire y provoca que la intensidad del haz disminuya. Sin embargo,
en 1987 Durnin [1] presentó un conjunto de soluciones exactas no singulares
a la ecuación escalar de onda en el espacio libre

∇2ψ(r, t)− 1

c2
∂2ψ(r, t)

∂t2
= 0, (1.1)

en términos de la integral reducida de Whittaker [2], dada por

ψ(r, t) =
ei(kzz−ωt)

2π

∫ π

−π
A(ϕ)eikt(x cosϕ+y sinϕ)dϕ, (1.2)

donde kt = k0 sinϑ0 y kz = k0 cosϑ0 son las magnitudes de las componentes
transversal y longitudinal del vector de onda k0 respectivamente y ϑ0 ∈ (0, π).
Además, se cumple que k2t +k2z = k20 = (ω/c)2 y A(ϕ) es una función compleja
arbitraria de ϕ. La expresión matemática que utilizó Durnin para describir un
haz adifraccional, fue propuesta por Whittaker. Whittaker [2] consideró una
solución a la ecuación escalar de onda de la forma ψ(r, t) = ζ(x, y)ei(βz−ωt),
por lo que, I ∝ ψ(r, t)ψ∗(r, t) = |ζ(x, y)|2. Con este resultado, se muestra que
la intensidad del haz es invariante a lo largo del eje de propagación, ya que
I(x, y, z) = I(x, y). Cuando kt = 0 la Ec. (1.2) representa una onda plana. Sin
embargo, para 0 < kt < k0 la Ec. (1.2) representa una clase de campos que son
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CAṔıTULO 1 INTRODUCCIÓN

adifraccionales en el sentido de que el perfil de intensidad promedio en z = 0
es exactamente igual para todo z en cada plano normal al eje z. Puesto que
la función A(ϕ) es arbitraria, entonces existe un número infinito de haces
adifraccionales. Es importante notar que existen cuatro familias especiales
de haces adifraccionales que corresponden a las soluciones separables de la
ecuación de onda con una dependencia de la forma ei(kzz−ωt) en coordenadas:
cartesianas, ciĺındricas, ciĺındricas eĺıpticas y ciĺındricas parabólicas [3]. En
este caso la función A(ϕ) está determinada en términos de los parámetros
que caracterizan a cada familia. Durnin [1] además de introducir el concepto
de haz adifraccional, estudió las propiedades del haz Bessel de orden cero.
Más tarde Durnin, Miceli y Eberly [4] presentaron el primer reporte experi-
mental de un haz adifraccional, el cual corresponde al haz Bessel de orden
cero. Gutiérrez-Vega, Iturbe-Castillo y Chávez-Cerda [5] presentaron teori-
camente los haces Mathieu y los haces parabólicos fueron introducidos por
Bandres, Gutiérrez-Vega y Chávez-Cerda [6]. Es importante destacar que los
haces adifraccionales tienen la propiedad de autorreconstrucción; es decir,
cuando son obstruidos parcialmente a determinada distancia del obstáculo
se vuelven a reconstruir. Además, el estudio teórico y experimental de estos
haces es muy importante debido a sus diferentes aplicaciones, tales como:
metroloǵıa, microlitograf́ıa, óptica no lineal, ciruǵıa médica, aśı como en co-
municaciones inalámbricas y ópticas [7].

Una familia de haces adifraccionales son los haces Mathieu, desde que
se reportaron teoricamente [5], este tipo de haces han sido objeto de estu-
dio para determinar sus propiedades f́ısicas. Gutiérrez-Vega, Iturbe-Castillo,
Ramı́rez, Rodŕıguez-Dagnino y Chávez-Cerda reportaron la primera obser-
vación experimental de un haz Mathieu de orden cero [8]. Posteriormente,
Chávez-Cerda, Padgett, Allison, New, Gutiérrez-Vega, O’Neil, MacVicar y
Courtial [9] reportan la primera generación experimental holográfica de al-
gunos haces Mathieu de alto orden, aśı como su propagación invariante so-
bre un rango limitado. López-Mariscal, Gutiérrez-Vega, Milne y Dholokia
[10] reportaron que los haces Mathieu pueden transferir momento angular
a part́ıculas atrapadas en la distribución de intensidad transversal del haz.
Debido a que un Haz Mathieu ideal no es de cuadrado integrable, no puede
ser normalizado para que su intensidad sea unitaria, es decir, son de exten-
sión y enerǵıa infinita, por lo que no son fisicamente realizables, en vista
de esto, Bandres, y Gutiérrez-Vega [11] presentaron una expresión elegan-
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CAṔıTULO 1 INTRODUCCIÓN

te para la propagación de los aśı llamados haces Mathieu-Gauss los cuales
tienen una potencia finita y son realizables experimentalmente con una bue-
na aproximación. López-Mariscal, Bandres y Gutiérrez-Vega [12] muestran
la generación experimental y caracterización de las cuatro familias de haces
Helmholtz-Gauss (incluida el haz Mathieu-Gauss). Posteriormente, Bandres
y Gutiérrez-Vega [13] determinaron las constantes de normalización de los
haces Mathieu-Gauss par e impar. Alvarez-Elizondo, Rodriguez-Masegosa y
Gutiérrez-Vega [14] reportan la primera observación experimental de los mo-
dos Mathieu-Gauss generados directamente en un resonador estable basado
en un axicón. Más tarde, Hernández-Hernández, Terborg, Ricardez-Vargas y
Volke-Sepúlveda [15] presentan un método nuevo para la generación eficiente
de haces Mathieu-Gauss helicoidales. Los haces Mathieu han sido aplicados
en: celdas fotónicas [16], transferencia de momento angular como pinzas ópti-
cas [9,10] y ondas X localizadas [17].

Una de las primeras descripciones que se le dio al comportamiento de la
luz fue con óptica geométrica; desde este enfoque, las dimensiones del medio
por el cual se propaga la luz son más grandes que la longitud de onda de
la luz, describiendo aśı a la propagación de la luz mediante dos conceptos:
frentes de onda geométricos y rayos de luz, donde los rayos de luz son per-
pendiculares a los frentes de onda geométricos en un medio óptico isótropo.
Es bien sabido que, en el ĺımite de óptica geométrica, una onda plana que se
propaga en el vaćıo y en dirección del eje z está caracterizada por frentes de
onda geométricos los cuales son planos infinitos dados por z = C = constante
y una familia de rayos de luz paralelos al eje z. Cuando esta onda plana es
refractada por una lente convergente entonces la familia de frentes de onda y
rayos de luz refractados está caracterizada por una observable denominada
cáustica. La cáustica es definida por las singularidades del tren de frentes
de onda refractados o equivalentemente por la envolvente de los rayos de luz
refractados. Es importante notar que cualitativamente la cáustica determina
el máximo de la irradiancia. Por otro lado, tenemos que un haz adifraccio-
nal (1.2) es generado por la superposición de una familia uniparamétrica
de ondas planas con una dependencia de la forma ei(kzz−ωt). Puesto que pa-
ra generar un haz adifraccional experimentalmente en una región finita del
espacio normalmente se usan lentes, entonces de manera natural surge la si-
guiente pregunta: ¿tales haces pueden ser caracterizados geometricamente?
En un trabajo reciente demostramos [18] que un haz adifraccional está ca-
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CAṔıTULO 1 INTRODUCCIÓN

racterizado por una familia de frentes de onda y una cáustica, los cuales
son invariantes ante traslaciones a lo largo del eje z. Como caso especial se
presentó la caracterización geométrica de un haz Bessel de orden m. En un
trabajo posterior [19] se reportó la caracterización geométrica de los haces
parabólicos, encontrando que la cáustica describe cualitativamente el com-
portamiento del máximo global del patrón de intensidad teórico. El objetivo
de este trabajo es presentar una caracterización geométrica de la expresión
integral de Whittaker para A(ϕ; q) = ceν(ϕ; q) + iseν(ϕ; q). Es decir, una
caracterización geométrica de los haces Mathieu.

De acuerdo con lo que se ha expuesto, se han analizado las propiedades
de los haces adifraccionales con óptica f́ısica. A partir de este enfoque, se
han descrito ciertas caractéristicas de los haces adifraccionales, como son:
la distribución de intensidad, el momento angular, la polarización y la in-
terferencia. Nosotros presentamos la descripción de los haces adifracciona-
les conocidos como haces Mathieu a partir de óptica geométrica. Para este
propósito:

* En el segundo caṕıtulo se introduce el concepto de haz adifraccional y
se describen algunas de sus propiedades. Posteriormente se enfatiza la
importancia que tiene la función A(ϕ). Se muestra que existe un con-
junto de soluciones separables exactas a la ecuación escalar de onda en
el que la función A(ϕ) queda determinada. Finalmente, se menciona el
método para determinar la función A(ϕ) que caracteriza a cada familia
del conjunto de soluciones separables exactas a la ecuación escalar de
onda.

* Puesto que los haces Mathieu son un conjunto de soluciones separables
a la ecuación de onda en coordendas ciĺındricas eĺıpticas (ξ, η, z), en
el tercer caṕıtulo revisamos la teoŕıa que se tiene en la literatura so-
bre coordenadas ciĺındricas eĺıpticas. Dada la ecuación escalar de onda
se obtiene la ecuación de Helmholtz. Posteriormente dada la transfor-
mación de coordenadas cartesianas a ciĺındricas eĺıpticas, se obtiene la
ecuación escalar de onda y la ecuación de Helmholtz en coordenadas
ciĺındricas eĺıpticas. Para resolver la ecuación de Helmhotz en estas
coordenadas, utilizamos el método de separación de variables propo-
niendo una solución de la forma R(ξ)Φ(η)Z(z), con lo cual obtenemos
tres ecuaciones diferenciales de segundo orden; en el caso de las coorde-
nadas ξ y η, obtenemos ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo
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CAṔıTULO 1 INTRODUCCIÓN

orden con coeficientes periódicos, a estas dos ecuaciones se les denomi-
na ecuaciones de Mathieu ordinaria y modificada respectivamente. Se
discute el método que se utiliza para resolver las ecuaciones de Mathieu
ordinaria y modificada. Finalmente, se determina la función A(ϕ) en
coordenadas ciĺındricas eĺıpticas.

* En el cuarto caṕıtulo se obtienen las condiciones que debe cumplir
la función S(r) para que ψ(r, t) = ei[S(r)−ωt] sea solución exacta a la
ecuación escalar de onda en el vaćıo. Se muestra que la función S(r)
debe satisfacer las ecuaciones iconal y de Laplace. Se resuelve la ecua-
ción iconal en coordenadas cartesianas por el método de separación de
variables y se obtiene una integral completa S = S(x, y, z;ϑ, ϕ) que
además satisface la ecuación de Laplace, donde ϑ y ϕ son dos paráme-
tros no aditivos. Tomando ϑ = ϑ0 = constante, y utilizando el princi-
pio de superposición, obtenemos una solución a la ecuación de onda en
términos de la función S(x, y, z, ϕ), esta nueva solución denotada por
Ψ(r, t) será expresada mediante una integral. Puesto que la función
S(x, y, z, ϕ) satisface la ecuación iconal, entonces es posible definir la
familia de frentes de onda, y cáustica asociada con Ψ(r, t).

* En el quinto caṕıtulo aplicamos nuestros resultados generales presen-
tados en el tercer y cuarto caṕıtulo, es decir, usando la familia unipa-
ramétrica asociada con un haz óptico invariante, el cual está descrito
por una solución propuesta por Whittaker, obtenemos los frentes de
onda y cáustica asociada a un haz Mathieu, para valores distintos de
los parámetros λν y q. Encontramos que, para valores λν ∈ N ∪ 0
y q=0 se obtienen los frentes de onda y cáustica asociados con los
haces Bessel de 0, 1, 2, 3, 4..., es decir a las soluciones de la forma
Jλν (ktρ)e(iλνφ+kzz−ωt). Para λν=0 y q =-.1,-.2,-.3,-.4,-.5,-.6 se obtienen
los frentes de onda y cáustica asociados con la expresión de Whittaker
para la función A(ϕ; q) = ceλν (ϕ; q)+iceλν (ϕ; q) = ce0(ϕ; q)+ice0(ϕ; q).
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Caṕıtulo 2

Haz adifraccional

En esta sección se menciona cuáles son las propiedades de un haz adi-
fraccional también denominado haz Durnin, aśı como el papel que juega la
función A(ϕ) en la expresión de un haz adifraccional Ec. (1.2), además, se
muestra que un haz adifraccional se puede ver como la superposición de on-
das planas −cada onda tiene su propia magnitud y fase inicial− cuyo vector
de propagación yace sobre un cono. Se muestra que, cuando la ecuación es-
calar de onda (1.1) se expresa en cuatro diferentes sistemas coordenados, los
cuales admiten soluciones por separación de variables, la función A(ϕ) queda
determinada.

2.1. ¿Qué es un haz adifraccional?

Un haz láser se puede modelar como una onda monocrómatica y armónica
en el tiempo, cuya amplitud está dada por una envolvente Gaussiana; si es
que no existe interés de analizar las propiedades producidas por la polariza-
ción del campo electromagnético del haz, basta con analizar la propagación
de la onda sin tomar en cuanta los efectos que se puedan producir debido a la
polarización del campo electromagnético. Por otro lado, experimentalmente
se tiene que un haz láser al propagarse presenta dos fenómenos: disminución
de intensidad y ensanchamiento; el segundo fenómeno se denomina difrac-
ción. La difracción es un fenómeno que ocurre por la simple propagación
de la luz, sin necesidad de que la luz sea parcialmente obstruida. Durnin [1]
presentó un conjunto de soluciones en todo el espacio Ec. (1.2) a la ecuación
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CAṔıTULO 2 HAZ ADIFRACCIONAL
2.1. ¿QUÉ ES UN HAZ ADIFRACCIONAL?

escalar de onda Ec. (1.1) cuya dependencia es de la forma ei(kzz−ωt) con la
propiedad de que su patrón de intensidad transversal −sobre el plano xy− no
manifiesta cambio alguno mientras esta onda se propaga para cualquier va-
lor de la función A(ϕ) continua e integrable en el intervalo (−π, π). Además,
estudió las propiedades del haz Bessel de orden cero (solución separable a la
ecuación escalar de onda en coordenadas ciĺındricas circulares). Más tarde, él
junto con otros colaboradores muestran evidencia experimental del haz Bes-
sel de orden cero. Posteriormente a estos trabajos, se presentaron otros dos
haces adifraccionales: haces Mathieu y haces parabólicos. Una caracteŕısta
muy especial de estos tres haces adifraccionales es que la función A(ϕ) es
única, esto ocurre porque la expresión dada por la Ec. (1.2) está expresa-
da en los sistemas coordenados: ciĺındricos circulares, ciĺındricos eĺıpticos y
ciĺındricos parabólicos, respectivamente. Otra propiedad especial de estos ha-
ces, es que se pueden autoreconstruir una vez que se obstruyen parcialmente
después de cierta distancia, estas tres caracteŕısticas hacen que un haz Dur-
nin sea de gran interés, por lo cual ha sido objeto de un estudio detallado
desde su aparición. Es importante notar que, como se mencionó anteriormen-
te, el patrón de intensidad transversal de un haz adifraccional depende de
la función A(ϕ), esta función que en general puede ser compleja, es decir,
A(ϕ) = Ar(ϕ) + iAi(ϕ); por lo que un haz adifraccional Ec. (1.2) se puede
expresar como

ψ(r, t) =
1

2π

∫ π

−π
O(ϕ)ei[kt(x cosϕ+y sinϕ)+kzz+g(ϕ)−ωt]dϕ, (2.1)

donde A(ϕ)=O(ϕ)eig(ϕ); las funciones O(ϕ)=
√

(Ar(ϕ))2 + (Ai(ϕ))2 ≥ 0 y

g(ϕ) representan la magnitud y la fase, respectivamente, de la función com-
pleja A(ϕ). Observe que para cada valor de ϕ ∈ [−π, π), el integrando de la
Ec. (2.1), esto es, la expresión O(ϕ)ei[kt(x cosϕ+y sinϕ)+kzz+g(ϕ)−ωt], representa
una onda plana monocromática de amplitud O(ϕ) y fase inicial g(ϕ), por lo
tanto, podemos decir que un haz adifraccional es la superposición de ondas
planas cuya magnitud y fase inicial están dadas por las funciones O(ϕ) y
g(ϕ), respectivamente.

En la Fig.(2.1) se muestran como ejemplos, algunos patrones de inten-
sidad para ciertas funciones A(ϕ), consideramos dos funciones complejas y
dos reales. Como se puede observar en la Fig. (2.1), el patrón de intensidad
depende de la expresión de la función A(ϕ). Debido a que para cada expre-
sión de la función A(ϕ) se tiene una solución en todo el espacio a la ecuación
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CAṔıTULO 2 HAZ ADIFRACCIONAL
2.2. CONJUNTO DE SOLUCIONES EXACTAS SEPARABLES NO

SINGULARES A LA ECUACIÓN ESCALAR DE ONDA

escalar de onda Ec. (1.1) usando la representación integral Ec. (1.2), decimos
que existe un número infinito de soluciones a la ecuación escalar de onda,
denominadas haces adifraccionales.

a) b)

c) d)

Figura 2.1: a).- A(ϕ)=cos(2ϕ) + i sin(2ϕ). b).- A(ϕ)=cos(3ϕ2) + i sin(3ϕ2).
c).- A(ϕ)=cos(ϕ). d).- A(ϕ)=sin(ϕ).

2.2. Conjunto de soluciones exactas separa-

bles no singulares a la ecuación escalar

de onda

Es importante notar que la ecuación escalar de onda Ec. (1.1) está re-
presentada en un sistema arbitrario, mientras que Ec. (1.2) está expresada
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CAṔıTULO 2 HAZ ADIFRACCIONAL
2.2. CONJUNTO DE SOLUCIONES EXACTAS SEPARABLES NO

SINGULARES A LA ECUACIÓN ESCALAR DE ONDA

en coordenadas cartesianas, por lo que, un haz adifraccional dado por la
Ec. (1.2) es una solución exacta de la ecuación escalar de onda dada por la
Ec. (1.1) en coordenadas cartesianas para cualquier función compleja A(ϕ).

Observe que un haz adifraccional Ec. (1.2) puede escribirse en la forma

ψ(r, t) = ei(kzz−ωt)ζ(x, y), (2.2)

ζ(x, y) =
1

2π

∫ π

−π
A(ϕ)eikt(x cosϕ+y sinϕ)dϕ. (2.3)

Existe una caracteŕıstica especial acerca de la expresión dada por la
Ec. (2.2) si se observa con detalle, esta función es separable en la posición, en
el sentido de que su parte espacial se puede ver como el producto de dos fun-
ciones eikzz y ζ(x, y), en otras palabras, encontramos que un haz adifraccional
Ec. (1.2) se puede escribir como una expresión en la cual la parte longitudinal
eikzz es independiente de la parte transversal ζ(x, y).

Regresando a la ecuación escalar de onda Ec. (1.1); como se considera una
onda armónica en el tiempo y monocromática, entonces ψ(r, t) = ψ(r)e−iωt,
por lo que, después de realizar la segunda derivada parcial de ψ(r, t) con res-
pecto del tiempo, la ecuación de onda en el vaćıo Ec. (1.1), se puede expresar
como

(
∇2ψ(r) +

ω2

c2
ψ(r)

)
e−iωt = 0. (2.4)

Ahora bien, puesto que e−iωt es distinto de cero y, dada la relación que
guarda la velocidad de la onda, la frecuencia angular y la magnitud del vector
de onda en el vaćıo, está dada por c = ω/k0, de la Ec. (2.4) obtenemos la
denominada ecuación de Helmholtz

∇2ψ(r) + k20ψ(r) = 0. (2.5)

Observe que el imponer que la onda sea armónica en el tiempo y mo-
nocromática, permite simplificar la ecuación escalar de onda en el vaćıo
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CAṔıTULO 2 HAZ ADIFRACCIONAL
2.2. CONJUNTO DE SOLUCIONES EXACTAS SEPARABLES NO

SINGULARES A LA ECUACIÓN ESCALAR DE ONDA

Ec. (1.1), ya que, para obtener la función de onda basta con resolver una
ecuación de segundo orden en derivadas parciales con respecto a la posición.
Es importante señalar que dependiendo en qué coordenadas se resuelva la
ecuación de Helmholtz, se va a poder describir ondas con ciertas caracteŕısti-
cas, los sistemas coordenados más estudiados son: cartesianas, ciĺındricas y
esféricas. El sistema coordenado que se elige para resolver la ecuación que
describe cierto fenómeno f́ısico depende de las condiciones del problema, por
ejemplo, si notamos que el problema posee simetŕıa circular entonces se con-
sideran coordenadas ciĺındricas, ya que este sistema coordenado es más apro-
piado debido a la simetŕıa que posee el problema. El objetivo ahora es, hallar
soluciones a la ecuación de Helmholtz Ec. (2.5); para ello, recurrimos al méto-
do de separación de variables. De los once sistemas coordenados en los que
la ecuación de Helmholtz admite soluciones por separación de variables [3],
sólo cuatro de ellos admiten soluciones de la forma

eibzQ1(q1)Q2(q2), (2.6)

donde b es una constante, (q1, q2, z) representan las variables de: coordena-
das cartesianas (x, y, z), ciĺındricas circulares (ρ, φ, z), ciĺındricas eĺıpticas
(ξ, η, z) y ciĺındricas parabólicas (u, v, z). Al conjunto SS={ eibzQ1(q1)Q2(q2)
tal que (q1, q2)=(x, y), (ρ, φ), (ξ, η) y (u, v) } se le conoce como el conjunto
de soluciones separables no singulares a la ecuación de Helmholtz, por lo que,
el conjunto de soluciones separables no singulares a la ecuación escalar de
onda en el vaćıo Ec. (1.1), para una onda armónica en el tiempo está dado
por SSEO={ ei(bz−ωt)Q1(q1)Q2(q2) : (q1, q2)=(x, y), (ρ, φ), (ξ, η) y (u, v) } .

Dado que existe una ley de transformación entre coordenadas cartesianas
y los otros tres sistemas coordenados: ciĺındricas circulares, ciĺındricas eĺıpti-
cas y ciĺındricas parabólicas, entonces se puede expresar a la solución escalar
de la ecuación de onda en el vaćıo Ec. (1.2) en términos de coordenadas
ciĺındricas polares, ciĺındricas eĺıpticas y ciĺındricas parabólicas; y encontrar
que, en efecto, cada una de estas soluciones satisfacen a la ecuación escalar
de onda en el vaćıo Ec. (1.1) en el sistema coordenado correspondiente para
cualquier expresión de la función A(ϕ). Existe una función A(ϕ) que carac-
teriza a cada elemento de SSEO siempre y cuando se cumpla una condición.
En la siguiente sección se hablará acerca de cómo determinar dicha función
para cada uno de los cuatro sistemas coordenados (cartesianas, ciĺındricas
polares, ciĺındricas eĺıpticas y ciĺındricas parabólicas).
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CAṔıTULO 2 HAZ ADIFRACCIONAL
2.3. MÉTODO PARA CALCULAR LA FUNCIÓN A(ϕ) ASOCIADA A

LAS SOLUCIONES SEPARABLES NO SINGULARES DE LA
ECUACIÓN ESCALAR DE ONDA

2.3. Método para calcular la función A(ϕ) aso-

ciada a las soluciones separables no sin-

gulares de la ecuación escalar de onda

Se debe poner atención en tres cosas de las cuales se habló en la sec-
ción anterior. Primero: se mostró que el conjunto de soluciones exactas a la
ecuación escalar de onda Ec. (1.2) se puede expresar como una solución de la
forma Ec. (2.2), segundo: se mencionó también que existen cuatro sistemas
coordenados en los cuales la solución a la ecuación escalar de onda tiene una
estructura muy parecida a la dada en la Ec. (2.2), y tercero: se mencionó que,
realizando el cambio de variable (x, y) → (ρ, φ), (ξ, η), y (u, v) un haz adi-
fraccional dado por la Ec. (1.2) es solución a la ecuación escalar de onda en
el vaćıo Ec. (1.1) en coordenadas ciĺındricas circulares, ciĺındricas eĺıpticas y
ciĺındricas parabólicas, respectivamente.

Primero observe que, para cada ley de transformación entre (x, y) y
(q1, q2), se tiene que la función ζ(q1, q2) dada por la Ec. (2.3) se puede es-
cribir como

ζ(q1, q2) =
1

2π

∫ π

−π
A(ϕ)eikt[x(q1,q2) cosϕ+y(q1,q2) sinϕ]dϕ. (2.7)

Por otra parte, la ecuación de Helmholtz transversal en coordenadas cur-
viĺıneas ortogonales (q1, q2) está dada por

1

h1h2

[
∂

∂q1

(
h2
h1

∂W

∂q1

)
+

∂

∂q2

(
h1
h2

∂W

∂q2

)]
+ k2tW = 0, (2.8)

con W = W (q1, q2), proponiendo una solución por el método de separación
de variables, es decir, W = Q1(q1)Q2(q2), entonces la Ec. (2.8) se expresa
como dos ecuaciones diferenciales de segundo orden desacopladas

d2Q1

dq21
+ k2tF1(q1)Q1 = ±λ (2.9)

d2Q2

dq22
+ k2tF2(q2)Q2 = ∓λ, (2.10)
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CAṔıTULO 2 HAZ ADIFRACCIONAL
2.3. MÉTODO PARA CALCULAR LA FUNCIÓN A(ϕ) ASOCIADA A

LAS SOLUCIONES SEPARABLES NO SINGULARES DE LA
ECUACIÓN ESCALAR DE ONDA

donde h1h2 = F1(q1) + F2(q2); observe que escribimos a h1h2 como la suma
de las funciones F1(q1) y F2(q2) debido a que para cada elemento de SSEO
se puede probar que en efecto, el producto de los factores de escala h1h2 se
puede escribir como la suma de dos funciones de la forma F1(q1)+F2(q2). Por
lo tanto para determinar la función A(ϕ) que caracteriza a cada elemento de
SSEO, basta con sustituir la función ζ(q1, q2) dada por la Ec. (2.7) en una
de las dos ecuaciones diferenciales de segundo orden (2.9-2.10) y despúes
de algunas manipulaciones algebraicas se podrá hallar la expresión de la
función A(ϕ) asociada a cada uno de los cuatro sistemas coordenados que
admiten soluciones exactas no singulares por separación de variables, esto es,
a cada elemento de SSEO. Este método se expondrá en el siguiente caṕıtulo
para determinar la función A(ϕ) que caracteriza las soluciones separables a
la ecuación escalar de onda en el vaćıo Ec. (1.1) en coordenadas ciĺındricas
eĺıpticas.
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Caṕıtulo 3

Solución a la ecuación escalar
de onda en coordenadas
ciĺındricas eĺıpticas usando el
método de separación de
variables

En este caṕıtulo se resuelve la ecuación escalar de onda en el vaćıo
Ec. (1.1) en coordenadas ciĺındricas eĺıpticas (ξ, η, z) usando el método de
solución por separación de variables, para ello, se revisa en primera instan-
cia lo relacionado con la transformación de coordenadas cartesianas a coor-
denadas ciĺındricas eĺıpticas. Una vez que se estudia la transformación de
coordenadas, se encuentra que la ecuación escalar de onda en el vaćıo en
coordenadas ciĺındricas eĺıpticas es equivalente a tres ecuaciones de segundo
orden desacopladas, dos de ellas se denominan ecuaciones de Mathieu ordina-
ria y modificada; explicamos el método que se utiliza para resolver estas dos
ecuaciones y, una vez que se obtienen sus soluciones, expresamos la solución
de la ecuación escalar de onda en el vaćıo como el producto de tres funciones
ψss(ξ, η, z) = R(ξ)Φ(η)Z(z)e−iωt, donde R(ξ) y Φ(η) denotan las soluciones
a las ecuaciones de Mathieu modificada y ordinaria, respectivamente. Final-
mente, se utiliza el método presentado en el caṕıtulo 2 para determinar la
función A(ϕ, q) que caracteriza a la famila de soluciones separables exactas
no singulares en coordenadas ciĺındricas eĺıpticas, es decir, para un haz Mat-
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CAṔıTULO 3 SOLUCIÓN A LA ECUACIÓN ESCALAR DE
ONDA EN COORDENADAS CILÍNDRICAS ELÍPTICAS

USANDO EL MÉTODO DE SEPARACIÓN DE VARIABLES
3.1. COORDENADAS CILÍNDRICAS ELÍPTICAS

hieu de orden m. En este caso, se mostrará que la función A(ϕ, q) depende
de las variables ϕ y q; se obtendrá la relación que existe entre el parámetro q
y la distancia interfocal f , la cual está presente en la ley de transformación
entre coordenadas cartesianas y coordenadas ciĺındricas eĺıpticas.

3.1. Coordenadas ciĺındricas eĺıpticas

El objetivo es resolver la ecuación escalar de onda en el vaćıo Ec. (1.1) en
coordendas ciĺındricas eĺıpticas. Las coordenadas ciĺındricas eĺıpticas (ξ, η, z)
están definidas mediante la ecuación:

x+ iy = f cosh(ξ + iη), (3.1)

donde f es una constante. Igualando parte real e imaginaria de cada lado de
la igualdad Ec. (3.1), se obtiene la transformación de coordnadas cartesianas
a coordenadas ciĺındricas eĺıpticas

x = f cosh ξ cos η, (3.2)

y = f sinh ξ sin η, (3.3)

z = z, (3.4)

donde ξ ∈ [0,∞), η ∈ [π, π) y 2f es la distancia interfocal de las elipses y las
hipérbolas cofocales con excentricidad 1/ cosh(ξ) y 1/ cos(η), respectivamen-
te. Las curvas de nivel de este sistema coordendado se ilustran por curvas
para valores fijos ξ y η en un plano z = 0, estas curvas de nivel se pueden
obtener de la siguiente manera; si despejamos cos(η) y sin(η) de las Ecs.(3.2)
y (3.3) respectivamente, tenemos que

cos η =
x

f cosh ξ
(3.5)

sin η =
y

f sinh ξ
, (3.6)

elevando al cuadrado las Ecs.(3.5) y (3.6), y sumándolas, obtenemos la ex-
presión
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CAṔıTULO 3 SOLUCIÓN A LA ECUACIÓN ESCALAR DE
ONDA EN COORDENADAS CILÍNDRICAS ELÍPTICAS

USANDO EL MÉTODO DE SEPARACIÓN DE VARIABLES
3.1. COORDENADAS CILÍNDRICAS ELÍPTICAS

cos2 η + sin2 η =

(
x

f cosh ξ

)2

+

(
y

f sinh ξ

)2

= 1.

(3.7)

Por lo tanto, de la Ec. (3.7) se tiene que, para valores fijos de ξ tenemos
que las curvas de nivel son elipses cofocales (curvas azules), ver Fig. (3.1a).
Por otro lado, si despejamos cosh(ξ) y sinh(ξ) de las Ecs.(3.2) y (3.3) respec-
tivamente, se tiene que

cosh ξ =
x

f cos η
, (3.8)

sinh ξ =
y

f sin η
, (3.9)

elevando al cuadrado las Ecs. (3.8) y (3.9), y restándolas, se encuentra que

cosh2 ξ − sinh2 ξ =

(
x

f cos η

)2

−
(

y

f sin η

)2

= 1.

(3.10)

La Ec.(3.10), muestra que para valores fijos de η tenemos que las curvas
de nivel son hipérbolas cofocales (curvas verdes), ver Fig. (3.1a). Cuando se
consideran valores constantes de z, las superfices de nivel en este caso son
planos z = constante (café), y las otras dos superficies de nivel son cilindros
eĺıpticos (azules) y cilindros hiperbólicos (verdes), ver Fig. (3.1b).

Observe que las curvas de nivel generadas a partir de considerar valores
fijos de ξ (hipérbolas) y η (elipses), son ortogonales entre śı; para demostrar
que esto es aśı, vamos a calcular las derivadas de las ecuaciones que descri-
ben una elipse y una hipérbola mediante la regla de derivación impĺıcita. Si
derivamos la Ec.(3.7) utilizando la derivación impĺıcita, se obtiene que
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CAṔıTULO 3 SOLUCIÓN A LA ECUACIÓN ESCALAR DE
ONDA EN COORDENADAS CILÍNDRICAS ELÍPTICAS

USANDO EL MÉTODO DE SEPARACIÓN DE VARIABLES
3.1. COORDENADAS CILÍNDRICAS ELÍPTICAS

a) b)

Figura 3.1: a).- Curvas de nivel en el plano x-y, elipses (azul) e hipéerbolas
(verde). b).- superficies de nivel en el espacio x-y-z.

(
dy

dx

)
eli

= −x sinh2(ξ)

y cosh2(ξ)
. (3.11)

Por otro lado, si derivamos la Ec.(3.10) utilizando la derivación impĺıcita,
se encuentra que

(
dy

dx

)
hip

=
x sin2(ξ)

y cos2(ξ)
. (3.12)

Recordemos que la condición necesaria y suficiente para que dos curvas
en el plano sean ortogonales en un punto común (x0, y0), es que el producto
de las pendientes de las rectas tangentes de cada curva en el punto (x0, y0)
sea igual a −1. Observe que, en efecto se cumple esta condición, ya que, si
multiplicamos las Ecs.(3.11) y (3.12) se verifica que

(
dy

dx

)
eli

(
dy

dx

)
hip

= −1, (3.13)

por lo tanto las elipses e hipérbolas interfocales dadas por las Ecs. (3.7) y
(3.10) son ortogonales entre śı. Otro método para verificar que el sistema
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USANDO EL MÉTODO DE SEPARACIÓN DE VARIABLES
3.2. SOLUCIÓN SEPARABLE A LA ECUACIÓN ESCALAR DE ONDA

EN COORDENADAS CILÍNDRICAS ELÍPTICAS

coordenado ciĺındrico eĺıptico es un sistema coordenado ortogonal es usando
el desarrollo de coordenadas curviĺıneas [21]

3.2. Solución separable a la ecuación esca-

lar de onda en coordenadas ciĺındricas

eĺıpticas

Considere una onda armónica en el tiempo, expresada de la forma ψ(r, t) =
ψ(r)e−iωt. Utilizando la transformación de coordenadas dada por las Ecs. (3.2),
(3.3) y (3.4), de la ecuación escalar de onda en el vaćıo Ec. (1.1) en coordena-
das ciĺındricas eĺıpticas se tiene que la ecuación escalar de Helmhotz Ec. (2.5)
en coordenadas ciĺındricas eĺıpticas, está dada por

1

hξhη

(
∂2ψ(r)

∂ξ2
+
∂2ψ(r)

∂η2

)
+
∂2ψ(r)

∂z2
+ k20ψ(r) = 0, (3.14)

donde hξ = hη =
√

cosh2 ξ − cos2 η y hz = 1. Proponiendo una solución por
separación de variables, es decir, ψ(ξ, η, z)→ ψss(ξ, η, z) = R(ξ)Φ(η)Z(z), la
ecuación escalar de Helmholtz (3.14) se reescribe como

1

RΦf 2
(
cosh2(ξ)− cos2(η)

) (Φ
d2R

dξ2
+R

d2Φ

dη2

)
+ k2t +

1

Z

d2Z

dz2
+ k2z = 0.(3.15)

donde k20 = k2t +k2z . Observe lo siguiente, puesto que se pide una solución cuya
dependencia en z sea de la forma eikzz entonces se impone en la Ec. (3.15)
que

1

RΦf 2
(
cosh2 ξ − cos2 η

) (Φ
d2R

dξ2
+R

d2Φ

dη2

)
+ k2t = 0 (3.16)

1

Z

d2Z

dz2
+ k2z = 0, (3.17)

con ello se garantiza que la onda se propague en dirección z, es decir, se
tiene una solución de la forma ψss(ξ, η, z) = R(ξ)Φ(η)ei(kzz−ωt). Por lo que,
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ahora se requiere resolver la Ec. (3.16). Después de algunas manipulaciones
algebraicas, la Ec. (3.16) se expresa como

Φ
d2R

dξ2
+R

d2Φ

dη2
+ f 2k2t

(
cosh2 ξ − cos2 η

)
RΦ = 0. (3.18)

Usando las siguientes relaciones de cosh2 ξ y cos2 η dadas por

cosh2 ξ =
1 + cosh(2ξ)

2
, (3.19)

cos2 η =
1 + cos(2η)

2
, (3.20)

aśı que, si dividimos por RΦ la Ec.(3.18) y sustituimos las identidades (3.19)
y (3.20) en la Ec.(3.18), tenemos que

1

R

d2R

dξ2
+
f 2k2t

2
cosh(2ξ) +

1

Φ

d2Φ

dη2
− f 2k2t

2
cos(2η) = 0, (3.21)

la cual se puede separar en dos ecuaciones diferenciales de segundo orden
desacopladas con coeficientes no constantes dadas por

1

R

d2R

dξ2
+
f 2k2t

2
cosh(2ξ) = λ, (3.22)

1

Φ

d2Φ

dη2
− f 2k2t

2
cos(2η) = −λ, (3.23)

donde λ se denomina constante de separación. Después de algunas manipu-
laciones algebraicas, las Ecs.(3.22) y (3.23) se pueden escribir como

d2Φ

dη2
+ (λ− 2q cos(2η)) Φ = 0 (3.24)

d2R

dξ2
+ (−λ+ 2q cosh(2ξ))R = 0 (3.25)

donde q =
f 2k2t

4
, denominado parámetro de elipticidad. El siguiente paso

consiste en resolver estas dos ecuaciones; afortunadamente Émile Mathieu
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obtuvo estas ecuaciones cuando abordó por primera vez el problema de ana-
lizar los modos normales de una membrana estirada con forma eĺıptica, por
lo que en su honor, estas dos ecuaciones reciben el nombre de ecuación de
Mathieu ordinaria (también denominada angular) Ec. (3.24) y modificada
(también denominada radial) Ec. (3.25), respectivamente. Además, una pro-
piedad que existe entre estas dos ecuaciones es que están relacionadas me-
diante el cambio de variable ξ = iη, bajo esta transformación se tiene que
la Ec. (3.25) se transforma en la Ec. (3.24), por lo que, dada la solución a
la ecuación de Mathieu ordinaria Ec. (3.24) denotada por Φ(η; q, λ) se tiene
que la solución a la ecuación de Mathieu modificada Ec. (3.25) está dada por
R(ξ; q, λ) = Φ(iη; q, λ). En la siguiente sección se presenta el método que se
utiliza para determinar las soluciones a las ecuaciones de Mathieu; puesto
que ambas ecuaciones están relacionadas por un cambio de variable, basta
con determinar la soluciones de una de las dos ecuaciones de Mathieu, para
obtener de manera inmediata las soluciones de la otra ecuación de Mathieu.

3.2.1. Método para resolver las ecuaciones de Mathieu

La mayoŕıa de las ecuaciones diferenciales surgen a partir de resolver
problemas f́ısicos. Matemáticos y f́ısicos se dan a la tarea de inventar méto-
dos para resolver tales ecuaciones diferenciales y posteriormente determi-
nar qué soluciones tienen significado f́ısico. Las denominadas ecuaciones de
Mathieu son un caso especial, ya que, como se mencionó anteriormente, las
Ecs. (3.24) y (3.25) se obtienen al determinar los modos normales de vibración
de una membrana estirada con frontera eĺıptica. En esta subsección se expli-
ca el método que se utiliza para determinar las soluciones a las ecuaciones
de Mathieu Ecs. (3.24) y (3.25).

El objetivo ahora es determinar las soluciones a la ecuación de Mathieu
ordinaria Ec. (3.24); esta ecuación es una ecuación diferencial de segundo or-
den con coeficientes periódicos. Note que, q es un parámetro el cual está dado
por q = f 2k2t /2, aśı que q ≥ 0, por lo que se analizarán dos casos[22]:

Cuando q = 0, se tiene que la Ec. (3.24) se reduce a la ecuación dife-
rencial que describe un oscilador armónico simple unidimensional, por
lo que, las soluciones están dadas por

Φpar(η, 0, λ) = cos(mη) (3.26)

Φimpar(η, 0, λ) = sin(mη), (3.27)
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donde λ = m2, con m un numero entero.

Por otro lado, cuando q > 0, se requiere que λ y q estén relacionados,
es decir, λ = λ(q) para que las soluciones a la ecuación de Mathieu
ordinaria Ec. (3.24) tengan periodo π o 2π, ya que, en este caso η es
una variable angular. El método consiste en proponer dos soluciones,
una par cem(η; q) y otra impar sem(η; q) [22], las cuales están expresadas
como

cem(η; q) = cos(mη) +
∞∑
r=1

qrcr(η), (3.28)

sem(η; q) = sin(mη) +
∞∑
r=1

qrsr(η), (3.29)

con

λcm(q) = m2 +
∞∑
r=1

αrq
r, (3.30)

λsm(q) = m2 +
∞∑
r=1

βrq
r, (3.31)

donde cr(η) y sr(η) son funciones por determinar y αr son constantes
que se eligen de tal manera que las soluciones (3.28) y (3.29) sean fun-
ciones periódicas Es importante mencionar que las soluciones cem(η; q)
Ec. (3.28) y sem(η; q) Ec. (3.29) tienen asociado su respectiva constante
de separación, es decir, λcm y λsm (denominados valores caracteŕısticos)
son diferentes. Note que en el caso en que q = 0 se tiene que las so-
luciones cem(η; 0) y sem(η; 0) tienen la misma constante de separación
(valor caracteŕıstico), es decir, λcm(0) = λsm(0).

Cuando m no es entero (m → ν), las soluciones a la Ec.(3.24) [22] se
denotan por las funciones

ceν(η; q) = cos(νη) +
∞∑
r=1

qrcr(η), (3.32)

seν(η; q) = sin(νη) +
∞∑
r=1

qrsr(η), (3.33)

con

λν = ν2 +
∞∑
r=1

γrq
r. (3.34)
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EN COORDENADAS CILÍNDRICAS ELÍPTICAS

En el caso en el que ν no es entero se tiene que las soluciones ceν(η; q) y
seν(η; q) tienen la misma constante de separación (valor caracteŕıstico).
Si sustituimos las Ecs.(3.32) y (3.33) por separado en la Ec.(3.24) se
puede mostrar que las funciones ceν(η; q) Ec. (3.32) y seν(η; q) Ec. (3.33)
se pueden expresar como

ceν(η; q) = cos(νη)− q

4

(
cos[(ν + 2)η]

ν + 1
− cos[(ν − 2)η]

ν − 1

)
(3.35)

+
q2

32

(
cos[(ν + 4)η]

(ν + 1)(ν + 2)
− cos[(ν − 4)η]

(ν − 1)(ν − 2)

)
+ · · · ,

seν(η; q) = sin(νη)− q

4

(
sin[(ν + 2)η]

ν + 1
− sin[(ν − 2)η]

ν − 1

)
(3.36)

+
q2

32

(
sin[(ν + 4)η]

(ν + 1)(ν + 2)
− sin[(ν − 4)η]

(ν − 1)(ν − 2)

)
+ · · · .

λν = ν2 +
q2

2(ν2 − 1)
+

(5ν2 + 7)q4

32(ν2 − 1)(ν2 − 4)

+
(9ν4 + 58ν2 + 29)q6

64(ν2 − 1)(ν2 − 4)(ν2 − 9)
+ · · · (3.37)

Las fórmulas dadas por las Ecs. (3.36) y (3.37) se utilizan cuando se
cumple la relación q2/2(ν2 − 1) < ν2, con ν > 0. En este caso se tiene
que ceν(η; q) y seν(η; q) tienen la misma constante de separación (valor
caracteŕıstico), aśı que, las soluciones dadas por las Ecs. (3.36) y (3.37)
coexisten y son linealmente independientes. Por lo que una solución
más general a la ecuación de Mathieu ordinaria Ec. (3.24) está dada
por Φ(η; q, ν) = Aceν(η, q) + Bseν(η, q), donde A y B son constan-
tes arbitrarias. es importante mencionar que las soluciones ceν(η; q)
Ec. (3.36) y seν(η; q) Ec. (3.37) en general no son periodicas. Poniendo
ν = l + n con l un entero positivo y 0 < n < 1, si n = p/s es racional,
las funciones ceν(η; q) y seν(η; q) tienen periodo 2πs. Si si n = p/s es
irracional entonces ceν(η; q) y seν(η; q) no son periodicas.

Una vez que se determinaron las soluciones para la ecuación de Mathieu ordi-
naria Ec. (3.24), las soluciones a la ecuación de Mathieu modificada Ec. (3.25)
denotadas por Cem(ξ; q) y Sem(ξ; q) se obtienen considerando el cambio de
variable ξ = iη. Estas soluciones están dadas por cem(iη; q) y sem(iη; q), las
cuales se expresan en términos de cosenos y senos hiperbólicos.
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3.3. Expresión análitica de un haz Mathieu

En esta sección se presenta la expresión de la solución separable de la
ecuación escalar de onda en coordenadas ciĺındricas eĺıpticas. Puesto que se
propuso una solución a la ecuación escalar de onda en el vaćıo Ec. (1.1) en
coordenadas ciĺındricas eĺıpticas de la forma ψss(r, t) = R(ξ)Φ(η)ei(kzz−ωt),
están dadas por

ψcν(r, t) = Ceν(ξ, q)ceν(η, q)e
i(kzz−ωt), (3.38)

ψsν(r, t) = Seν(ξ, q)seν(η, q)e
i(kzz−ωt), (3.39)

donde ν puede denotar un número entero o no entero. Recuerde que, cuando
ν es un número entero, se tiene que ceν(η; q) y ceν(η; q) son de periodo π o 2π;
mientras que, si ν no es un número entero, se debe cumplir cierta condición
para que ceν(η; q) y seν(η; q) sean periodicas. Una solución separable a la
ecuación de onda en el vaćıo en coordenadas ciĺındricas eĺıpticas denominado
haz Mathieu está dada como una combinación lineal de las Ecs. (3.38) y (3.39)
de la forma

ψss(ξ, η, z, t; q) = [Aceν(η, q)Ceν(ξ, q) +Bseν(η, q)Seν(ξ, q)] e
i(βz−ωt),

(3.40)

donde A y B son constantes. Observe que la expresión de la solución separable
dada por la Ec. (3.40) representa una onda cuya intensidad es invariante a
lo largo del eje z, el cual es el eje de propagación de la onda, ya que, el perfil
de intensidad I es tal que

I(ξ, η, z) = I(ξ, η) (3.41)

por lo tanto, el patrón de intensidad no experimenta ensanchamiento ni dis-
minución de su intensidad. Observe que un haz Mathieu Ec. (3.40) representa
una clase de campo óptico con la misma caracteŕısticas que el conjunto que
propuso Durnin, sólo que no está expresado en términos de la integral de
Whittaker. Más adelante se muestra la relación que existe entre la solución
separable Ec. (3.40) y la expresión de Whittaker Ec. (1.2) para ciertos valores
de A, B y ν.
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3.4. Cálculo de la función A(ϕ) asociada a un

haz Mathieu

En esta sección se utiliza el método ilustrado en la sección 2.3 para deter-
minar la función A(ϕ) que caracteriza a un haz Mathieu, es decir, a las so-
luciones separables en coordenadas ciĺındricas eĺıpticas. Posteriormente mos-
tramos que es posible conectar la expresión integral de un haz adifraccional
Ec. (1.2) con el conjunto de soluciones separables en coordenadas ciĺındricas
eĺıpticas dado por la Ec. (3.40). Usando la ley de transformación de coorde-
nadas rectangulares a coordenadas eĺıpticas dadas por las Ecs. (3.2) y (3.3)
la función ζ Ec. (2.7) se expresa como

ζ(ξ, η) =
∫ π

−π
ei2
√
qwA(ϕ)dϕ, (3.42)

donde w = f(cosh ξ cos η cosϕ+ sinh ξ sin η sinϕ) y kt =
2
√
q

f
.

Considerando la regla de transformación dada por las Ecs.(3.2) y (3.3),
después de algunas manipulaciones algebraicas, la Ecuación de Helmholtz
transversal en coordenadas eĺıpticas Ec. (2.8) se escribe como

∂2ζ(ξ, η)

∂ξ2
+
∂2ζ(ξ, η)

∂η2
+ 2q [cosh(2ξ)− cos(2η)] ζ(ξ, η) = 0, (3.43)

donde 2q =
f 2k2t

2
.

Ahora se probará que la función ζ(ξ, η) Ec. (3.42) es solución a la ecuación
de Helmholtz transversal Ec. (3.43).

Prueba: Dada la función ζ(ξ, η) Ec. (3.42), se tiene que
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∂ζ(ξ, η)

∂ξ
= i2

√
q
∫ π

−π

∂w

∂ξ
ei2
√
qwA(ϕ)dϕ

∂ζ(ξ, η)

∂η
= i2

√
q
∫ π

−π

∂w

∂η
ei2
√
qwA(ϕ)dϕ

∂2ζ(ξ, η)

∂ξ2
= i2

√
q
∫ π

−π

∂2w
∂ξ2

+ i2
√
q

(
∂w

∂ξ

)2
 ei2√qwA(ϕ)dϕ

∂2ζ(ξ, η)

∂η2
= i2

√
q
∫ π

−π

∂2w
∂η2

+ i2
√
q

(
∂w

∂η

)2
 ei2√qwA(ϕ)dϕ.

(3.44)

por lo que

∂2ζ(ξ, η)

∂ξ2
+
∂2ζ(ξ, η)

∂η2
+ 2q [cosh(2ξ)− cos(2η)] ζ(ξ, η)

=
∫ π

−π

i2√q
∂2w
∂ξ2

+
∂2w

∂η2
+ i2
√
q

(∂w
∂ξ

)2

+

(
∂w

∂η

)2
+ 2q (cosh(2ξ)− cos(2η))


×ei2κwA(ϕ)dϕ

=
∫ π

−π

i2√q (∂2w
∂ξ2

+
∂2w

∂η2

)
− 4q

(∂w
∂ξ

)2

+

(
∂w

∂η

)2
+ 2q (cosh(2ξ)− cos(2η))


×ei2

√
qwA(ϕ)dϕ

=
∫ π

−π

[
i2
√
q (0)− 4q

(
cosh(2ξ)− cos(2η)

2

)
+ 2q (cosh(2ξ)− cos(2η))

]
ei2
√
qwA(ϕ)dϕ

= 0,

(3.45)

donde
∂2w

∂ξ2
+
∂2w

∂η2
= w − w = 0 y

(
∂w

∂ξ

)2

+

(
∂w

∂η

)2

=
cosh(2ξ)− cos(2η)

2
.

Por lo tanto, la función ζ(ξ, η) dada por la Ec. (3.42) es solución a la
ecuación de Helmholtz transversal Ec. (3.43) en coordenadas eĺıpticas (ξ, η) .
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Ahora, para determinar la expresión de la función A(ϕ) se va a pedir
que ζ(ξ0 = constante, η) Ec. (3.42) sea solución a la ecuación de Mathieu
ordinaria Ec. (3.24). Por lo que

dζ(ξ0, η)

dη
=

∫ π

−π

dw

dη
ei2
√
qwA(ϕ)dϕ, (3.46)

entonces

d2ζ(ξ0, η)

dη2
=

∫ π

−π

i2√qd2w
dη2
− 4q

(
dw

dη

)2
 ei2√qwA(ϕ)dϕ, (3.47)

usando las identidades

d2w

dη2
= − cosh ξ cos η cosϕ− sinh ξ sin η sinϕ (3.48)(

dw

dη

)2

= (sinh ξ cos η sinϕ− cosh ξ sin η cosϕ)2 , (3.49)

se tiene que la Ec. (3.47) queda expresada como

d2ζ

dη2
=

∫ π

−π
[i2
√
q (− cosh ξ cos η cosϕ− sinh ξ sin η sinϕ)

+4q (sinh ξ cos η sinϕ− cosh ξ sin η cosϕ)2]ei2
√
qwA(ϕ)dϕ.

(3.50)

Para seguir con los cálculos de la integral dada por la Ec.(3.50), es nece-
sario considerar las identidades

(sinh ξ cos η sinϕ− cosh ξ sin η cosϕ)2 = (sinh ξ sin η cosϕ− cosh ξ cos η sinϕ)2

+
− cos(2η) + cos(2θ)

2
,

(3.51)

∂2

∂ϕ2
ei2
√
qw = −i2√q (cosh ξ cos η cosϕ+ sinh ξ sin η sinϕ) ei2

√
qw

−4q (− cosh ξ cos η sinϕ+ sinh ξ sin η cosϕ)2 ei2
√
qw.

(3.52)
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Sustituyendo las dos identidades dadas por las Ecs. (3.51) y (3.52) en la
Ec.(3.50) se obtiene que

d2ζ

dη2
=

∫ π

−π
A(ϕ)

(
∂2

∂θ2
+ 2q (cos(2η)− cos(2ϕ))

)
ei2
√
qwdϕ, (3.53)

entonces

d2ζ

dη2
+ (λ− 2q cos(2η)) ζ =

∫ π

−π
A(ϕ)

(
∂2

∂ϕ2
+ 2q (cos(2η)− cos(2ϕ))

)
ei2
√
qwdϕ

+ (λ− 2q cos(2η))
∫ π

−π
A(ϕ)ei2

√
qwdϕ,

(3.54)

reagrupando términos nos da como resultado que

d2ζ

dη2
+ (λ− 2q cos(2η)) ζ =

∫ π

−π
A(ϕ)

(
∂2

∂ϕ2
+ λ− 2q cos(2ϕ)

)
ei2
√
qwdϕ.

(3.55)

Antes de finalizar observe lo siguiente: sean F y G dos funciones de una
variable, entonces se tiene que

F
d2g

dx2
=

d

dx

(
F
dG

dx

)
− dF

dx

dG

dx
=

d

dx

(
F
dG

dx
− dF

dx
G

)
+
d2F

dx2
G, (3.56)

para nuestro interés, F = A(ϕ), G = ei2
√
qw y

d

dx
→ ∂

∂ϕ
, entonces

A(ϕ)
∂2ei2

√
qw

∂ϕ2
=

∂

∂ϕ

(
A(ϕ)

∂ei2
√
qw

∂ϕ
− A′(ϕ)ei2

√
qw

)
+ A′′(ϕ)ei2

√
qw. (3.57)

Finalmente, usando la Ec.(3.57), la Ec.(3.55) se puede escribir como

d2ζ

dη2
+ (λ− 2q cos(2η)) ζ =

∫ π

−π
[A′′(ϕ) + (λ− 2q cos(2θ))A(ϕ)] ei2

√
qwdϕ

+

(
A(ϕ)

∂ei2
√
qw

∂ϕ
− A′(ϕ)ei2

√
qw

)ϕf=π
ϕi=−π

.

(3.58)
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Observe que si A(ϕ) satisface la ecuación de Mathieu ordinaria, el primer
término de la Ec. (3.58) desaparece. Mientras que, si A(ϕ) es de periodo π o
2π, el segundo término de la Ec. (3.58) se anula. Por lo tanto,A(ϕ) debe ser un
múltiplo de las funciones ceν(ϕ, q) y seν(ϕ, q) (con ν un número entero). Con
este resultado se tienen dos soluciones a la ecuación de Helmholtz transversal
Ec. (3.43) dadas por

ζpar(ξ, η) =
∫ π

−π
ei2
√
qwceν(ϕ, q)dϕ, (3.59)

ζimpar(ξ, η) =
∫ π

−π
ei2
√
qwseν(ϕ, q)dϕ. (3.60)

Por otro lado, dadas las soluciones a las ecuaciones de Mathieu ordinaria
y modificada, dadas por

R(ξ) =
{ Ceν(ξ, q)
Seν(ξ, q),

(3.61)

Φ(η) =
{ ceν(η, q)
ceν(η, q),

(3.62)

se tienen dos conjuntos de soluciones separables a la ecuación de Helmholtz
transversal Ec. (3.18) en coordenadas ciĺındricas eĺıpticas dados por

R(ξ)Φ(η) = Ceν(ξ, q)ceν(η, q), (3.63)

R(ξ)Φ(η) = Seν(ξ, q)seν(η, q). (3.64)

Observe que los conjuntos dados por las Ecs. (3.59-3.60) y Ecs. (3.63-3.64)
son soluciones separables a la ecuación de Helmholtz transversal Ec. (3.18) en
coordenadas ciĺındricas eĺıpticas, los cuales están relacionados de la siguiente
forma

Ceν(ξ, q)ceν(η, q) = ρν

∫ 2π

0
ei2
√
qwceν(η, q)dθ. (3.65)

Seν(ξ, q)seν(η, q) = σν

∫ 2π

0
ei2
√
qwseν(η, q)dθ. (3.66)
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donde ρν y σν son los valores caracteŕısticos del núcleo ei2
√
qw[22]. Las Ecs. (3.65)

y (3.66) muestran la relación que existe entre una solución separable a la ecua-
ción de Helmholtz transversal Ec. (3.18) y la función ζ(ξ, η) Ec. (3.42) cuando
ν es un número entero. Por lo que, una solución separable a la ecuación es-
calar de onda en el vaćıo en coordenadas ciĺındricas eĺıpticas en términos de
las funciones ζpar Ec. (3.59) y ζimpar Ec. (3.60) se escribe como

ψW (ξ, η, z, t) =
ei(kzz−ωt)

2π

∫ π

−π
[ceν(ϕ; q) + iseν(ϕ; q)]

×eiktf(cosh ξ cos η cosϕ+sinh ξ sin η sinϕ)dϕ, (3.67)

la cual corresponde a una solución en términos de la integral de Whitta-
ker Ec. (1.2) con A(ϕ; q) = ceν(ϕ; q) + iseν(ϕ; q) en coordenadas ciĺındricas
eĺıpticas, y se puede expresar como la solución separable

ψss(ξ, η, z, t) =

[
Ceν(ξ, q)ceν(η, q)

ρν
+
iSeν(ξ, q)seν(η, q)

σν

]
ei(kzz−ωt), (3.68)

esto es, ψW (ξ, η, z, t; q) = ψss(ξ, η, z, t; q), sustituyendo A =
1

ρν
y B =

i

σν
en

la Ec. (3.40).

Regresando a coordenadas cartesianas, mediante la transformación dada
por las Ecs. (3.2)-(3.4), se tiene que (3.67) se puede escribir como

ψW (x, y, z, t) =
ei(kzz−ωt)

2π

∫ π

−π

√
[ceν(ϕ, q)]2 + [seν(ϕ, q)]2

×e
i

[
kt(x cosϕ+y sinϕ)+arctan

(
seν(ϕ, q)

ceν(ϕ, q)

)]
dϕ. (3.69)

Es importante recalcar que, la expresión integral de Whittaker se pue-
de escribir como una solución separable a la ecuación escalar de onda en
coordenadas ciĺılindricas eĺıpticas cuando las funciones ceν(η; q) y seν(η; q)
son periodicas, es decir, cuando ν es un número entero. Note que las fun-
ciones de onda ψW (ξ, η, z, t; q) y ψW (x, y, z, t; q) dadas por las Ecs. (3.67) y
(3.69) respectivamente, son equivalentes, sólo que están expresadas en sis-
temas coordenados diferentes. En este caso, (3.69) es solución a la ecuación
escalar de onda en el vaćıo Ec. (1.1) en coordenadas cartesianas, sólo que,
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CAṔıTULO 3 SOLUCIÓN A LA ECUACIÓN ESCALAR DE
ONDA EN COORDENADAS CILÍNDRICAS ELÍPTICAS

USANDO EL MÉTODO DE SEPARACIÓN DE VARIABLES
3.4. CÁLCULO DE LA FUNCIÓN A(ϕ) ASOCIADA A UN HAZ

MATHIEU

como se puede ver la función A(ϕ) ya no es arbitraria debido a que se impu-
so que la expresión de un haz adifraccional Ec. (1.2) sea solución separable
a la ecuación escalar de onda en el vaćıo en coordenadas ciĺındricas eĺıpticas
con dependencia de la forma ei(kzz−ωt), esto es, cuando la expresión de un
haz adifraccional Ec. (1.2) descrita en un sistema coordenado ortogonal el
cual admite soluciones por separación de variables, la función A(ϕ) queda
determinada.
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Caṕıtulo 4

Método para calcular los
frentes de onda y la cáustica
asociados con un haz
adifraccional

En este caṕıtulo se presenta el método que se va a utilizar para obtener los
frentes de onda asociados con un haz adifraccional. Posteriormente, dada la
representación paramétrica del frente de onda, se determina la región cáustica
asociada con estos frentes de onda.

4.1. Condiciones de la función S(r) para que

ei[k0S(r)−ωt] sea solución a la ecuación es-

calar de onda en el vaćıo

Es bien sabido que una solución a la ecuación escalar de onda Ec. (1.1)
está dada por

ψop = A0e
i[k0·r−ωt], (4.1)
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CAṔıTULO 4 MÉTODO PARA CALCULAR LOS FRENTES
DE ONDA Y LA CÁUSTICA ASOCIADOS CON UN HAZ

ADIFRACCIONAL
4.1. CONDICIONES DE LA FUNCIÓN S(R) PARA QUE EI[K0S(R)−ωT ]

SEA SOLUCIÓN A LA ECUACIÓN ESCALAR DE ONDA EN EL VACÍO

donde k0 y ω son el vector de propagación y la frecuencia angular de la onda y
A0 = constante es la amplitud de la onda. Fisicamente la expresión Ec. (4.1)
representa una onda plana definida en todo el espacio debido a que los frentes
de onda asociados con esta onda son todos los puntos (x, y, z) que cumplen
k0 · r=C=constante, los cuales son planos. Observe que, k0 · r=k0s, donde
k0=2π/λ es el número de onda en el vaćıo y s(x, y, z)=(cos γ1x + cos γ2y +
cos γ3z) donde γ1, γ2 y γ3 son los cosenos directores del vector k0, por lo que
la Ec. (4.1) se puede expresar como

ψop = A0e
i[k0s(x,y,z)−ωt]. (4.2)

Nuestro propósito ahora es considerar la función

ψn = ei[k0S(r)−ωt], (4.3)

y preguntarnos qué condiciones debe cumplir la función S(r) para que la
Ec. (4.3) sea solución a la ecuación escalar de onda la cual se propaga en un
medio caracterizado con ı́ndice de refracción constante n

∇2ψn(r, t)− 1

v2
∂2ψn(r, t)

∂t2
= 0, (4.4)

para ello es necesario calcular el laplaciano y la segunda derivada parcial con
respecto del tiempo de la función ψn dada por la Ec. (4.3). Un cálculo directo
muestra que

∇2ei[k0S(r)−ωt] = (ik0∇2S − k20(∇S)2)ei[k0S(r)−ωt], (4.5)

∂2ei[k0S(r)−ωt]

∂t2
= −ω2ei[k=S(r)−ωt], (4.6)

por lo que(
∇2 − 1

v2
∂2

∂t2

)
ei[k0S(r)−ωt] =

(
ik0∇2S − k20(∇S)2 +

ω2

v2

)
ei[k0S(r)−ωt]. (4.7)
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CAṔıTULO 4 MÉTODO PARA CALCULAR LOS FRENTES
DE ONDA Y LA CÁUSTICA ASOCIADOS CON UN HAZ

ADIFRACCIONAL
4.2. SOLUCIÓN A LA ECUACIÓN ICONAL POR EL MÉTODO DE

SEPARACIÓN DE VARIABLE

Suponiendo que S(r) es una función real, entonces Ec. (4.4) se cumple, si
y sólo si

∇2S = 0, (4.8)

(∇S)2 = n2, (4.9)

esto es, la función ψn = ei[k0S(r)−ωt] es solución a la ecuación escalar de onda
en un medio caracterizado con un ı́ndice de refracción n, si y sólo si, la función
S(r) satisface las ecuaciones de Laplace e iconal. Es importante recordar que
la Ec. (4.9) es la ecuación que gobierna a la óptica geométrica. En el caso en
el que n = 1, la onda Ec. (4.3) se propaga en el vaćıo

4.2. Solución a la ecuación iconal por el méto-

do de separación de variable

Nuestro interés ahora radica en determinar la expresión anaĺıtica de la
función S(r), tal que S(r) sea solución separable de las ecuaciones de Laplace
e iconal en un medio caracterizado con un ı́ndice de refracción constante n.
Se obtiene una solución a la ecuación iconal en el vaćıo y despúes se verifica
que esta solución tambien satisface la ecuación de Laplace. El método se
expone a continuación.

Para determinar una solución separable a la ecuación iconal en un medio
caracterizado con ı́ndice de refracción n(

∂S

∂x

)2

+

(
∂S

∂y

)2

+

(
∂S

∂z

)2

= n2, (4.10)

se propone una solución de la forma

S(x, y, z) = X(x) + Y (y) + Z(z). (4.11)

Sustituyendo la Ec. (4.11) en la Ec. (4.10), después de algunas manipula-
ciones algebraicas se obtiene que la ecuación iconal en un medio caracterizado
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CAṔıTULO 4 MÉTODO PARA CALCULAR LOS FRENTES
DE ONDA Y LA CÁUSTICA ASOCIADOS CON UN HAZ

ADIFRACCIONAL
4.2. SOLUCIÓN A LA ECUACIÓN ICONAL POR EL MÉTODO DE

SEPARACIÓN DE VARIABLE

con ı́ndice de refracción n Ec. (4.10) se puede escribir como(
dX

dx

)2

+

(
dY

dy

)2

+

(
dZ

dz

)2

= n2, (4.12)

la cual se puede expresar en tres ecuaciones de primer orden(
dX

dx

)2

= α2, (4.13)

(
dY

dy

)2

= β2, (4.14)

(
dZ

dz

)2

= γ2, (4.15)

donde α, β y γ son constantes de separación que satisfacen la ecuación
α2+β2+γ2=n2.

Una vez que se resuelven las Ecs.(4.13-4.15), la solución a la ecuación ico-
nal en un medio caracterizado con ı́ndice de refracción n Ec. (4.11) está dada
por

S(x, y, z;α, β) = ±αx± βy ±
√
n2 − (α2 + β2)z, (4.16)

con γ = ±
√
n2 − (α2 + β2). Note que la función S Ec. (4.16) es una función

de las variables (x, y, z) y de las constantes de separación (α, β). Además, la
relación entre los parámetros α, β y γ se puede ver como todos los puntos
(α, β, γ) que pertenecen a una esfera de radio n. Por lo que, una forma de
expresar las constantes de separación es la siguiente

α = n sinϑ cosϕ, (4.17)

β = n sinϑ sinϕ, (4.18)

γ = n cosϑ, (4.19)

con ϑ ∈ [0, π] y ϕ ∈ [−π, π).
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CAṔıTULO 4 MÉTODO PARA CALCULAR LOS FRENTES
DE ONDA Y LA CÁUSTICA ASOCIADOS CON UN HAZ

ADIFRACCIONAL
4.2. SOLUCIÓN A LA ECUACIÓN ICONAL POR EL MÉTODO DE

SEPARACIÓN DE VARIABLE

Por lo tanto, usando las Ecs. (4.17-4.19), la solución por separación de va-
riables a la ecuación iconal en un medio caracterizado con ı́ndice de refracción
constante n Ec. (4.11) está dada por

S(x, y, z;ϑ, ϕ) = n(x sinϑ cosϕ+ y sinϑ sinϕ+ z cosϑ), (4.20)

la cual, representa una familia biparamétrica de soluciones a la ecuación
iconal en un medio caracterizado con ı́ndice de refracción constante n. Note
que en un principio S dependia de (x, y, z;α, β). Sin embargo, dadas las
relaciones (4.17-4.19) se pudo expresar a S en términos de (x, y, z;ϑ, ϕ),
donde ϑ es el ángulo que forma con ele eje z; mientras que ϕ es el ángulo que
forma con el eje x sobre el plano x− y. Estos ángulos ϑ y ϕ se utilizan para
etiquetar un punto sobre la superficie de una esfera de radio igual a uno. En
el caso en el que se resuelva la ecuación iconal en el vaćıo, se debe cambiar
a n=1 en la Ec. (4.20). Por otra parte, un cálculo directo muestra que, en
efecto, la función S dada por la Ec. (4.20) es también solución separable de la
ecuación de Laplace. Por lo tanto, una familia biparamétrica de soluciones a
la ecuación escalar de onda en un medio caracterizado con ı́ndice de refracción
constante n en términos de una solución S(r) está dada por

ψn = ei[k0S(x,y,z;ϑ,ϕ)−ωt], (4.21)

S(x, y, z;ϑ, ϕ) = nk̂(ϑ, ϕ) · r (4.22)

k̂(ϑ, ϕ) = sinϑ cosϕx̂+ sinϑ cosϕŷ + cosϑẑ (4.23)

r = xx̂+ yŷ + zẑ, (4.24)

donde k0 es el número de onda en el vaćıo. Observe que para cada valor
de ϑ entre [0, π] y ϕ entre [−π, π), (4.21) representa una onda plana que se
propaga en un medio caracterizado con un ı́ndice de refracción constante n.
Ahora, considere que el valor de ϑ es constante, el cual se denota por ϑ0, esto
implica que ahora el punto con coordenadas (α,β,γ) pertenece a un cono y
ya no a una esfera como en el caso anterior; por lo que, ahora la función
S(x, y, z;ϑ0, ϕ)=S(x, y, z;ϕ) es una familia uniparamétrica de soluciones a
la ecuación iconal en un medio caracterizado con un ı́ndice de refracción
constante n. En este caso, para ϑ0 constante y ϕ entre [−π, π), la función S
Ec. (4.21) sigue representando una onda plana.

Observe que la función de onda

ψOg(r, t;ϕ) = O(ϕ)ei[k0S̃(x,y,z;ϕ)−ωt], (4.25)
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DE ONDA Y LA CÁUSTICA ASOCIADOS CON UN HAZ

ADIFRACCIONAL
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con

S̃(x, y, z;ϕ) = nk̂(ϑ0, ϕ) · r +
g(ϕ)

k0
(4.26)

es solución a la ecuación de onda en un medio caracterizado con un ı́ndice
de refracción constante n para cada valor de ϕ, donde O(ϕ) y g(ϕ) son la
amplitud y la fase inicial de cada onda plana para cada valor de ϕ. Usando
el principio de superposición, se tiene que la función de onda dada por

Ψn(r, t) =
e−iωt

2π

∫ π

−π
O(ϕ)eik0S̃(x,y,z;ϕ)dϕ, (4.27)

satisface la ecuación de onda en un medio caracterizado con ı́ndice de refrac-
ción constante n Ec. (4.4). En resumen, se ha obtenido la expresión integral
de una solución a la ecuación de onda en un medio caracterizado con ı́ndi-
ce de refracción constante n en términos de una familia uniparamétrica de
soluciones a la ecuación de Laplace y a la ecuación iconal en el vaćıo. En la
siguiente sección se demuestra que es posible caracterizar geometricamente
a la función de onda dada por la Ec. (4.27)

4.3. Frentes de onda y cáustica asociados con

un haz adifraccional

Usando el resultado obtenido en la sección anterior Ec. (4.27), una so-
lución a la ecuación escalar de onda en el vaćıo Ec. (1.1) en términos de
una familia uniparamétrica de soluciones a la ecuación iconal y de Laplace
Ec. (4.26) está dada por

Ψ(r, t) =
e−iωt

2π

∫ π

−π
O(ϕ)ei[k0k̂(ϑ0,ϕ)·r+g(ϕ)]dϕ, (4.28)

donde sólo se ha remplazado a n=1 en la Ec. (4.27). Es importante mencionar
que la función de onda dada por la Ec. (4.28) es un haz adifraccional puesto
que tomando A(ϕ) = O(ϕ)eig(ϕ) se transforma en la Ec. (1.2).

De la expresión dada por la Ec. (4.28) se tiene que un haz adifraccional
se puede ver como la superposición de ondas planas, con amplitud O(ϕ) y
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CAṔıTULO 4 MÉTODO PARA CALCULAR LOS FRENTES
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fase inicial g(ϕ), por lo que, para cada valor de ϕ se tiene que los frentes de
onda están dado por todos los puntos r = (x, y, z) en el vaćıo tales que

S̃(x, y, z;ϕ),= C (4.29)

donde C es una constante real. En este caso los frentes de onda dados por la
Ec. (4.29) son planos. Para hallar los frentes de onda asociados con un haz
adifraccional Ec. (4.28) se requiere obtener la envolvente de todos los frentes
de onda planos dados por la Ec. (4.29) para cada valor de ϕ, la cual está dada
como todos los puntos r = (x, y, z) en el vaćıo tales que

S̃(x, y, z;ϕ) = C (4.30)

∂S̃(x, y, z;ϕ)

∂ϕ
= 0, (4.31)

Utilizando las expresiones expĺıcitas de k̂(ϑ0, ϕ) Ec. (4.23) y r Ec. (4.24), las
Ecs. (4.30) y (4.31) se pueden expresar como

X cosϕ+ Y sinϕ =
τ − Z cosϑ0 − g(ϕ)

sinϑ0

(4.32)

−X sinϕ+ Y cosϕ = −gϕ(ϕ)

sinϑ0

, (4.33)

con X = k0x,Y = k0y, Z = k0z, τ = k0C y gϕ(ϕ) denota la derivada de g(ϕ)
con respecto de ϕ. Resolviendo el sistema de Ecs. (4.32) y (4.33) se obtiene
que

X(τ, ϕ, Z) = [τ − Z cosϑ0 − g(ϕ)] cosϕ+
gϕ(ϕ)

sinϑ0

sinϕ, (4.34)

Y (τ, ϕ, Z) = −gϕ(ϕ)

sinϑ0

cosϕ+ [τ − Z cosϑ0 − g(ϕ)] sinϕ, (4.35)

Z(τ, ϕ, Z) = Z, (4.36)

observe que las Ecs. (4.34)-(4.36) representa una superficie en el espacio
(X, Y, Z), la cual se puede expresar como
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4.3. FRENTES DE ONDA Y CÁUSTICA ASOCIADOS CON UN HAZ

ADIFRACCIONAL

r(τ, ϕ, Z) =

(
[τ − Z cosϑ0 − g(ϕ)] cosϕ+

gϕ(ϕ)

sinϑ0

sinϕ

)
x̂

+

(
−gϕ(ϕ)

sinϑ0

cosϕ+ [τ − Z cosϑ0 − g(ϕ)] sinϕ

)
ŷ

+Zẑ,

(4.37)

donde x̂, ŷ y ẑ son los vectores unitarios cartesianos. En coordenadas ciĺındri-
cas circulares, el frente de onda dado por la Ec. (4.37) se puede expresar como

r(τ, ϕ, Z) =
[τ − Z cosϑ0 − g(ϕ)]ρ̂− gϕ(ϕ)ϕ̂

sinϑ0

+ Zẑ, (4.38)

con ρ̂, ϕ̂ son los vectores unitarios polares. Observe que los frentes de onda
dados por la Ec. (4.38) son invariantes ante una traslación a lo largo del
eje Z. A continuación se va a determinar la cáustica que caracteriza a esta
familia de frentes de onda Ec. (4.38), para este propósito se usará la siguiente
definición.

Definición: Sea h :M→N un mapeo diferenciable, conM y N varie-
dades diferenciables. El conjunto de puntos en M donde h no es localmente
uno a uno es denominado conjunto cŕıtico, y la imagen de este conjunto
cŕıtico se denomina conjunto cáustico de h [23,24,25].

El conjunto cŕıtico del mapeo dado por la Ec. (4.38), es decir, el conjunto
de puntos del espacio dominio con coordenadas (τ, ϕ, Z) tal que el mapeo no
es locamente uno a uno, se obtiene de la siguiente condición

J ≡
(
∂r

∂Z

)
·
(
∂r

∂τ
× ∂r

∂ϕ

)
= 0. (4.39)

Usando la Ec. (4.38), un cálculo directo muestra que el conjunto cŕıtico
del mapeo dado por la Ec. (4.38) está dado por todos los puntos (τ, ϕ, Z)
tales que

τ = Z cosϑ0 + g(ϕ) + gϕϕ(ϕ). (4.40)
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DE ONDA Y LA CÁUSTICA ASOCIADOS CON UN HAZ

ADIFRACCIONAL
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Sustituyendo la Ec. (4.40) en las Ecs. (4.34)-(4.36) se tiene que el conjunto
cáustico asociado con el mapeo dado por la Ec. (4.38) está dado por todos
los puntos (Xc, Yc, Zc) tales que

Xc(τ, ϕ, Z) =
gϕϕ cosϕ+ gϕ sinϕ

sinϑ0

, (4.41)

Yc(τ, ϕ, Z) =
gϕϕ sinϕ− gϕ cosϕ

sinϑ0

, (4.42)

Zc(τ, ϕ, Z) = Z. (4.43)

Las Ecs. (4.41-4.43) representan una superficie en el espacio (X, Y, Z) la
cual se puede expresar en términos de los vectores unitarios polares ρ̂ y ϕ̂ en
la forma

r c(τ, ϕ, Z) =
gϕϕ(ϕ)ρ̂− gϕ(ϕ)ϕ̂

sinϑ0

+ Zẑ. (4.44)

Dada la representación paramétrica de la cáustica Ec. (4.41)-(4.43) aso-
ciada con un haz adifraccional Ec. (4.28) se tiene que la cáustica tiene una
sola rama, además también es invariante a lo largo del eje de propagación co-
mo en el caso de los frentes de onda. Dadas las representaciones paramétricas
de los frentes de onda Ecs. (4.34)-(4.36) y de la cáustica Ecs. (4.41)-(4.43),
se obtendrán las gráficas de los frentes de onda y la cáustica asociados con
un haz adifraccional que se propaga en el vaćıo. En el siguiente caṕıtulo se
obtienen los frentes de onda y cáustica asociados con la expresión integral
de Whittaker Ec. (1.2) con A(ϕ; q) = ceν(ϕ; q) + iseν(ϕ; q). Cuando λν es
un número entero se obtienen los frentes de ondas geométricos y la cáusti-
ca asociados con las soluciones separables a la ecuación escalar de onda en
coordenadas ciĺındricas eĺıpticas. Por otro lado, cuando ν toma un valor es-
pećıfico que no es entero, entonces se obtienen los frentes de onda y cáustica
asociados con una solución no separable a la ecuación escalar de onda en
coordenadas ciĺındricas eĺıpticas.
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Caṕıtulo 5

Resultados

En este caṕıtulo se presentan las gráficas de los frentes de onda, cáustica
y el patrón de intensidad numérico asociados con un haz Mathieu denotado
por Ψλν ,q, con los siguientes valores de los parámetros λν y q:

+ λν = 0 y q = 0, .1, .2, .3, .4, .5, .6 denotados por Ψ0,q

+ q = 0 y λν = 0, 1, 4, 9, 16 denotados por Ψλν ,0

Cuando λν = 0 y q = 0 se encontró que los frentes de onda son conos y la
cáustica es el eje Z; en este caso se muestra que tanto los frentes de onda y
cáustica asociada son invariantes a lo largo del eje de propagación, es decir, al
eje Z. Para λν 6= 0 y q 6= 0 los frentes de onda son deformaciones de conos y
la estructura de la superficie cáustica está caracterizada por los parámetros
λν y q. La caracterización geométrica del haz Mathieu se dividió en dos
subconjuntos: haces Bessel de orden 1, 2, 3, 4 denotados por Ψλν ,0 y haces
Mathieu con λν = 0 y diferente valor q denotados por Ψ0,q. Se encontró que
la cáustica asociada al conjunto Ψλν 6=0,0 tiene singularidades de tipo fold y
la cáustica asociada al conjunto Ψ0,q 6=0 tiene singularidades de tipo fold y
cúspide dependiendo del valor de q.
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CAṔıTULO 5 RESULTADOS
5.1. GRÁFICAS DE LOS FRENTES DE ONDA Y CÁUSTICA PARA

ALGUNOS HACES MATHIEU PARTICULARES

5.1. Gráficas de los frentes de onda y cáustica

para algunos haces Mathieu particulares

Para obtener los frentes de onda y cáustica asociados con los haces Mat-
hieu, es necesario comparar ψW (r, t) Ec. (3.69) y Ψ(r, t) Ec. (4.28), por lo
que

O(ϕ; q) =
√

[ceν(ϕ; q)]2 + [ceν(ϕ; q)]2, (5.1)

g(ϕ; q) = arctan

[
seν(ϕ; q)

ceν(ϕ; q)

]
. (5.2)

donde ceν(ϕ; q) y seν(ϕ; q) están dadas por las Ecs. (3.36) y (3.37) respec-
tivamente. En este caso se utilizó el programa Mathematica para obtener
las expresiones de las funciones ceν(ϕ; q) y seν(ϕ; q). Por otro lado, dado
que 2q = (k2t f

2)/2, entonces q es mayor o igual que cero en la ecuación de
Mathieu ordinaria Ec. (3.24). Usando las funciones O(ϕ; q) Ec. (5.1) y g(ϕ; q)
Ec. (5.2) se tiene que los frentes de onda Ecs. (4.34)-(4.36) de un haz Mathieu
están dados por todos los puntos (X, Y, Z) en el vaćıo tales que

X =

[
τ − Z cosϑ0 − arctan

[
seν(ϕ, q)

ceν(ϕ, q)

]]
cosϕ

+
1

sinϑ0

∂

∂ϕ
arctan

[
seν(ϕ, q)

ceν(ϕ, q)

]
sinϕ, (5.3)

Y = − 1

sinϑ0

∂

∂ϕ
arctan

[
seν(ϕ, q)

ceν(ϕ, q)

]
cosϕ

+

[
τ − Z cosϑ0 − arctan

[
seν(ϕ, q)

ceν(ϕ, q)

]]
sinϕ, (5.4)

Z = Z, (5.5)

mientras que la cáustica Ecs. (4.41)-(4.43) asociada con un haz Mathieu
está dada por todos los puntos (Xc, Yc, Zc) ⊂ (X, Y, Z) tal que

Xc =
∂2

∂ϕ2
arctan

[
seν(ϕ, q)

ceν(ϕ, q)

]
cosϕ+

∂

∂ϕ
arctan

[
seν(ϕ, q)

ceν(ϕ, q)

]
sinϕ,

(5.6)

Yc =
∂2

∂ϕ2
arctan

[
seν(ϕ, q)

ceν(ϕ, q)

]
sinϕ− ∂

∂ϕ
arctan

[
seν(ϕ, q)

ceν(ϕ, q)

]
cosϕ,

(5.7)

Zc = Z. (5.8)
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ALGUNOS HACES MATHIEU PARTICULARES

De las Ecs. (5.3)-(5.5) y (5.6)-(5.8) se puede observar que el frente de onda
y la cáustica asociados con un haz Mathieu depende de los paramétros ν y q
o equivalentemente por λν y q, donde ν denota el orden del haz y λν el valor
caracteŕıstico,. Se denota por Ψ0,q al haz Mathieu con parámetros λν = 0 y
q =.1, .2, .3, .4, .5, .6; mientras que Ψλν ,0 denota al haz Mathieu con λ = 0,
1, 4, 9, 16 y q = 0. La caracterización geométrica de ambos conjuntos Ψ0,q y
Ψλ,0 se realiza a continuación.

5.1.1. Caracterización geométrica del haz Mathieu Ψ0,q

Usando las Ecs. (5.3-5.5) y las Ecs. (5.6-5.8) se obtienen las gráficas de los
frentes de onda y la cáustica respectivamente, asociados con un haz Mathieu
Ψ0,q. En la Fig. (5.1) se muestran el frente de onda (azul) y cáustica (rojo)
asociados con el haz Mathieu Ψ0,q. Como se puede ver en la Fig. (5.1), los
frentes de onda son deformaciones de conos para valores de q 6= 0; en el caso
en el que λν = 0 y q = 0 el frente de onda es un cono y la cáustica es el eje
Z. En la Fig.(5.2) se puede apreciar las curvas de nivel del frente de onda y
la cáustica en Z = 0, con lo cual se muestra que la cáustica es el conjunto
de singularidades del frente de onda, además, se puede distinguir que para
cada valor de q la estructura de la cáustica cambia. Es importante notar que
la cáustica para estos valores de λν y q tiene singularidades de tipos fold y
cúspide; en la Fig. (5.5a) se puede ver con detalle cómo cambia la estructura
de la cáustica para los diferentes valores de q.

5.1.2. Caracterización geométrica del haz Mathieu Ψλν ,0

Por otro lado, en la Fig. (5.3) se muestran el frente de onda y cáustica
asociados con un haz Mathieu Ψλν ,0 dados por las Ecs. (5.3-5.5) y las Ecs. (5.6-
5.8), respectivamnete. En este caso también se tiene que los frentes de onda
son deformaciones de conos para los diferentes valores de λν excepto para
λν = 0 y la cáustica es un cilindro cuyo radio está caracterizado por el
valor caracteŕıstico λν = ν2 (con ν un número entero), ver Fig. (5.3). En la
Fig. (5.4) se puede apreciar las curvas de nivel y la cáustica en Z = 0, con
lo cual se muestra que la cáustica es el conjunto de singularidades del frente
de onda. En la Fig. (5.5b) se observa la cáustica en el plano Z = 0 para los
diferentes valores de λν .
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a) b)

c) d)

e) f)

g)

Figura 5.1: Frentes de onda y cáustica asociados con un haz Mathieu para
λν = 0 y q =.1, .2, .3, .4, .5, .6; ϑ0 = π/4 y τ = 0.
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a) b)

c) d)

e) f)

e)

Figura 5.2: Curvas de nivel y cáustica asociados con un haz Mathieu para
λν = 0 y q = 0, .1, .2, .3, .4, .5, .6, en el plano XY .
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a) b)

c) d)

e)

Figura 5.3: Frentes de onda y cáustica asociados con un haz Mathieu para
q = 0 y λν = 0, 1, 4, 9, 16; ϑ0 = π/4 y τ = 0.
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a) b)

c) d)

e)

Figura 5.4: Curvas de nivel del frente de onda y cáustica asociados con un
haz Mathieu para q = 0 y λν = 0, 1, 4, 9, 16; en el plano XY .
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5.1.3. Cáusticas asociadas con Ψ0,q y Ψλν ,0

En la Fig. (5.5a) se muestra la intersección de las cáusticas asociadas con
el haz Mathieu Ψ0,q con el plano Z = 0; por otro lado en la Fig. (5.5b)) se
tienen las gráficas de la intersección de las cáusticas asociadas con el haz
Mathieu Ψλν ,0 con el plano Z = 0. Como se puede ver, la estructura de la
cáustica asociada para un haz Mathieu Ψ0,q tiene singularidades de tipo fold
y cúspide dependiendo del valor del parámetro q. Mientras que la estructura
de la cáustica asociada para un haz Mathieu Ψλν ,0 tiene singulares de tipo
fold para m 6= 0.

a) b)

Figura 5.5: a) Cáusticas asociadas con un haz Mathieu para q = 0, .1, .2,
.3, .4, .5, .6 y λν = 0 en el plano XY . b) Cáusticas asociadas con un haz
Mathieu para q = 0 y λν = 0, 1 ,4 ,9, 16 en el plano XY .

5.2. Patrón de intensidad de un haz Mathieu

Ψλν ,q

En esta subsección se presenta el patrón de intensidad transversal al eje
de propagación asociado con un haz Mathieu Ψλν ,q. Para determinar dicho
patrón de intensidad se realiza lo siguiente. Un haz Mathieu en términos de
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la expresión de Whittaker Ec. (1.2) se escribe como

Ψλν ,q(r, t) =
ei(kzz−ωt)

2π

∫ π

−π
O cos[kt(x cosϕ+ y sinϕ) + g]dϕ

+
iei(kzz−ωt)

2π

∫ π

−π
O sin[kt(x cosϕ+ y sinϕ) + g]dϕ,

(5.9)

con A(ϕ; q) = ceν(ϕ; q) + iseν(ϕ; q). Como la intensidad I de una onda dada
por la función Ψ(r, t) es proporcional a Ψ(r, t)Ψ∗(r, t) [26], se tiene que

Iλν ,q(X, Y ) ∝
[

1

2π

∫ π

−π
O cos[sinϑ0(X cosϕ+ Y sinϕ) + g]dϕ

]2
+
[

1

2π

∫ π

−π
O sin[sinϑ0(X cosϕ+ Y sinϕ) + g]dϕ

]2
,

(5.10)

donde O = O(ϕ; q) y g = g(ϕ; q) están dadas por las Ecs. (5.1) y (5.2)
respectivamente.

Observe que la intensidad dada por la Ec. (5.10) es invariante a lo largo
del eje de propagación Z. Para obtener el patrón de intensidad correspon-
diente al haz Mathieu Ψ0,q y Ψλν ,0 se utilizó el programa Mathematica. La
integral dada por la Ec. (5.6) se calculó mediante una suma de Riemann. En
la Fig. (5.6) se muestra el patrón de intensidad del haz Mathieu Ψ0,q para
cada valor de q. Mientras que en la Fig. (5.7) se observa el patrón de intensi-
dad del haz Mathieu Ψλν ,0 para cada valor de λν . Es importante mencionar
que los frentes de onda, cáustica y patrón de intensidad asociados con el
haz Mathieu Ψλν ,0 corresponden al haz Bessel de orden 0, 1, 2, 3, 4; por lo
tanto, se concluye que los haces Bessel de orden entero son un subconjunto
de los haces Mathieu. Las cáusticas asociadas al haz Bessel Ψλν ,0 Fig. (5.5b)
describen cualitativamente el máximo global de los patrones de intensidad
numéricos asociados con el haz Bessel Ψλν ,0 Fig. (5.7), ya que la cáustica tie-
ne la misma estructura que el máximo global. Sin embargo, en el caso del
haz Mathieu Ψ0,q no se pueden decir lo mismo, debido a que las cáusticas
asociadas al haz Mathieu Ψ0,q Fig. (5.5a) no describen cualitativamente el
máximo global de los patrones de intensidad asociados con el haz Mathieu
Ψ0,q Fig. (5.6); en este caso la cáustica se encuentra en la región del máximo
de intensidad más no tiene la misma estructura que el máximo global del
patrón de intensidad. Los valores de los parámetros de los dos subconjuntos
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que se analizaron no fueron arbitrarios, sino cumplen con cierta relación que
sale a partir del método que se utilizó para resolver la ecuación de Mathieu
ordinaria. Existen otros métodos para determinar las funciones de Mathieu
con los cuales se puede elegir de manera general los valores λν y q, por lo que
seŕıa interesante revisar esos métodos y ver si existen haces Mathieu cuya
cáustica asociada tenga la misma estructura del máximo global del patrón
de intensidad y sobre todo determinar los valores de λν y q para los cuales
la cáustica asociada tenga singularidades de tipo cúspide.

a) b) c)

d) e) f)

g)

Figura 5.6: Patrón de intensidad de un haz Mathieu Ψ0,q con q = 0, .1, .2,
.3, .4, .5, .6.
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a) b) c)

d) e)

Figura 5.7: Patrón de intensidad de un haz Mathieu Ψλν ,0 con λν =
0, 1, 4, 9, 16.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

En este trabajo se desarrolló un método para dar una caracterización
geométrica de un haz adifraccional, en particular a un haz Mathieu, es decir,
se calcularon los frentes de onda y la cáustica asociados con un haz Mathieu,
además de obtener el patrón de intensidad de este haz. Puesto que el haz
Mathieu Ψλν ,q es una función de onda que depende de los parámetros λν y q,
se caracterizaron dos conjuntos: el primer conjunto fue el haz Mathieu con
λν = 0 y q = 0, .1, .2, .3, .4, .5, .6, denotado por Ψ0,q; el segundo conjunto
fue el haz Mathieu con λν = 0, 1, 4, 9, 16 y q = 0 denotado por Ψλν ,0. Se
encontró que los frentes de onda y la cáustica asociados con un haz Mathieu
Ψλν ,q son invariantes a lo largo del eje de propagación, es decir, del eje Z.
Los frentes de onda para λν = 0 y q = 0 son conos, para λν 6= 0 y q 6= 0 son
deformaciones de conos. Por otro lado, se encontró que la cáustica asociada
a Ψ0,q tiene singularidades de tipo fold y de tipo cúspide, dependendiendo
del valor de q 6= 0; mientras que la cáustica asociada a Ψλν ,0 con λν 6= 0 tiene
singularidades de tipo fold. Para el caso especial λν = 0 y q = 0 se tiene que
la cáustica es una recta infinita (el eje Z), la cual no tiene singularidades de
tipo fold o cúspide. El haz Bessel es un subconjunto del haz Mathieu debido a
que los frentes de onda, cáustica y patrón de intensidad asociados con el haz
Mathieu Ψλν ,0 corresponden al haz Bessel de orden 0, 1, 2, 3, 4. Finalmente,
se mostró que la cáustica asociada con un haz Bessel da una caracterización
cualitativa del máximo global de la distribución de intensidad de este haz.
Mientras que para el haz Mathieu Ψ0,q la cáustica se localiza en la región
de mayor intensidad, pero no presenta la estructura del máximo global de la
distribución de intensidad.
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