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Introduccion

Histéricamente, el concepto del n-ésimo hiperespacio de X, cuando X es un
continuo y n € N, tuvo sus inicios en 1939 con Wojdystawski en su articulo
[32], Rétractes absolus et hyperespaces des continus. Sin embargo, el nombre de
este hiperespacio fue dado por Sergio Macias quien en el ano de 2001 estudié
varias de sus propiedades, como se puede ver en [25].

De acuerdo a la literatura existente de la teoria de los continuos y sus hi-
perespacios, se sabe que si dos continuos X y Y son homeomorfos y si H (X)
es alguno de los hiperespacios 2%, C, (X), o F,, (X), entonces H (X) y H (V)
también son homeomorfos, véase [20, Teorema 1.9]. Sin embargo, el reciproco
no siempre se cumple, es decir, puede haber espacios que tengan hiperespa-
cios homeomorfos pero ellos mismos no lo son, por ejemplo, los hiperespacios
de subcontinuos de la circunferencia unitaria y el intervalo unitario [0, 1] son
homeomorfos, pero dichos espacios no lo son, véase la Proposicion 2.17 y la
Proposicién 2.18. Es por esta razon, que decimos que si X es el arco o la curva
cerrada simple, entonces X no tiene hiperespacio inico C' (X). Formalmente,
un continuo X tiene hiperespacio inico C,, (X) si dado un continuo Y tal que
Cy (X) es homeomorfo a C, (Y'), entonces X es homeomorfo a Y. En nuestro
caso, nos interesamos en estudiar condiciones bajo las cuales, dado un continuo
X localmente conexo, éste tenga hiperespacio tnico C, (X), esto, particular-
mente lo estudiamos, para la clase de los continuos casi enrejados y su subclase
la de los continuos enrejados.

Esta tesis consiste en estudiar y completar los resultados originalmente ex-
puestos en el articulo de 2013 [12], realizado por Rodrigo Hernédndez, Alejandro
[llanes y Verdénica Martinez de la Vega. Con este propdsito, dividimos su con-
tenido en cuatro capitulos. Naturalmente, el primer capitulo, se encarga de
presentar los resultados generales acerca de los conceptos de dimensién, orden,
conexidad local y variedad que usaremos a lo largo de este trabajo.

El segundo capitulo, introduce el material necesario para la comprension del
tercer capitulo, como son: los hiperespacios, la métrica de Hausdorff, los mo-
delos del hiperespacio de subcontinuos para el arco y la curva cerrada simple,
los hiperespacios de crecimento, retractos absolutos, Z-conjuntos y el Teorema
de Torunczyk.

En el tercer capitulo, tratamos los conceptos de continuos casi enrejados
y enrejados, asi como algunas de sus caracterizaciones, entre las cuales se
encuentran, el Lema 3.17, el Lema 3.21 y el Teorema 3.30. Respecto a la
unicidad de hiperespacios, establecemos una condicién necesaria para que un
continuo localmente conexo tenga n-ésimo hiperespacio tnico, véase Teorema
3.54.

Por otro lado, considerando como g (X) a la clase de los arcos libres ma-
ximales y circunferencias libres de un continuo X, en este mismo capitulo,
nos ocupamos de demostrar algunas propiedades de estos objetos, entre la
que destaca; para cada arco libre de un continuo X localmente conexo, existe
un elemento de 2Ag (X) que lo contiene, véase Lema 3.73. La mayoria de los
resultados de este capitulo, son utilizados en la Seccion 4.2.



En el cuarto capitulo, demostramos una condicién necesaria para que un
continuo localmente conexo y casi enrejado posea hiperespacio de subconti-
nuos unico, véase Corolario 4.2, asi como la existencia de una clase de con-
tinuos localmente conexos que no tienen m-ésimo hiperespacio unico, para
algin m < n, con n,m € N, véase Corolario 4.3. Por tltimo, en este mismo
capitulo, demostramos que la clase de los continuos enrejados poseen n-ésimo
hiperespacio tnico, véase Teorema 4.24.

Leonardo Ramirez Aparicio
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas

Benemérita Universidad Auténoma de Puebla
7 de diciembre de 2022
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Capitulo 1

Preliminares

El presente capitulo esta dedicado a estudiar y presentar los principales con-
ceptos y resultados generales que usaremos a lo largo de este trabajo. Nuestro
principal objetivo es enlistarlos para que més adelante podamos hacer referen-
cia a ellos.

En todo este trabajo si X es un espacio topolégico y A es un subconjunto
de X, los simbolos clx (A), intx (A) y bdx (A) denotan la cerradura de A,
el interior de A y la frontera de A en el espacio X, respectivamente. Como
es usual, los simbolos (), N y w, representan el conjunto vacio, el conjunto de
los nimeros naturales (enteros positivos), y el primer ordinal no numerable,
respectivamente. El simbolo |A| denota la cardinalidad del conjunto A.

1.1. Dimension

Definimos el concepto de dimensién para un espacio topolégico. Entre algu-
nos de los resultados importantes de este concepto se encuentra que la dimen-
sion es una propiedad topoldgica, es decir, es invariante bajo homeomorfismos.

El siguiente lema relativo a fronteras nos ayudara en la prueba del Teorema
1.3.

Lema 1.1. Sea X un espacio topologico. Si A y'Y son subconjuntos de X,
entonces:

(b) siclx (A) Cintx (Y), entonces bdx (A) = bdy (A).
Demostracion. Para probar (a) observemos que

bdy (ANY) =cly (ANY) Nely (Y — A),
Ceclyx (A)Nely (X — A)
=bdx (4),
es decir,bdy (ANY) C bdy (A).

Ahora, para mostrar (b) notemos primero que como A C Y, entonces X —

1



2 Preliminares

A= (X -Y)U(Y — A). Asi,

bdy (A) = clx (A) Nclx (X — A)
=cly (A)N(cly (X =Y)Ucly (Y — A))
=clx (A)Neclx (Y — A)
=cx(A)NYnNncyx(Y—A)
=cly (A)Ncly (Y — A)
= bdy (4),
es decir,bdx (A) = bdy (A).

[]

Definicién 1.2. Sean X wun espacio topologico, x € X y n € N. Defini-
mos la dimension de X, recursivamente, que denotamos como dim (X) €
{-1,0,1,..., } U{oo}, de la siguiente manera:

(a) dim(X) = —1 siy solo si X = ();

(b) supongamos que hemos definido cudndo un espacio topolégico Y tiene
dimension dim (Y) < n — 1, para algin n € N U {0}. Entonces, de-
cimos que la dimension de X en x es menor o igual a n, denotada por
dim (z, X') < n, si y solo si X tiene una base local de vecindades de x cu-
yas fronteras tienen dimension menor o igual a n—1. St para cada x € X,
se cumple que dim (z, X)) < n, entonces escribimos que dim (X) < n;

(¢) la dimension de X es igual a n, denotada por dim (X) = n, si y solo si
dim (X) < n y es falso que dim (X) <n —1;

(d) la dimension de X en x es igual a n, denotada por dim (z, X) =n, si y
solo si dim (z, X) < n y es falso que dim (z, X) <n —1;

(e) decimos que la dimension de X es 0o, denotada por dim (X) = oo, si y
solo si es falso que dim (X) <n para cada n € NU{—1,0};

(f) decimos que la dimensidn de X en x es 0o, denotada por dim (z, X) = oo,
si y solo si dim (z, X)) > n, para cada n € NU{—1,0}.

Ademés, por convencidn, aceptamos que para cada n € NU{—1,0} U {oo},
se cumple que n < oo.

El siguiente resultado puede ser consultado en [/, Teorema 5.2], incluimos
su demostracion porque es utilizado frecuentemente.

Teorema 1.3. St X es un espacio topoldgico, A un subespacio de X yx € A,
entonces se cumple lo siguiente:

(a) dim(A) < dim (X);
(b) dim (z, A) < dim (z, X);

(c) si X es un espacio topoldgico regular tal que x € intx (A), entonces
dim (z, A) = dim (z, X).
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Demostracion. Para demostrar (a) podemos suponer que dim (X) < oo ya
que si dim (X) = oo, la afirmacion es clara. Haremos la prueba por induccién
sobre una cota superior de la dimension de X. Claramente la desigualdad
se cumple si dim (X) = —1. Supongamos que (a) se cumple para X cuya
dimensiéon no excede n — 1 > —1 con n > 0. Sean X un espacio topologico
con dim (X) < n 'y A un subespacio de X. Veamos que dim (z, A) < dim (X),
para cada x € A. Sean © € A y U una vecindad de x en A, entonces existe
V' una vecindad de z en X tal que U = AN V. Como dim (X) es finita,
dim (X) < dim (X) y « € U, tenemos que existe W una vecindad de = en X
tal que z € W C V y dim (bdx (W)) < dim (X) — 1. Notemos que W N A C
U es una vecindad de A que contiene a z. Ademads, por el Lema 1.1 (a),
bda (W N A) Cbdx (W), asi, bds (W N A) es un subespacio de bdx (W). Por
hipétesis de induccién, se sigue que dim (bds (W N A)) < dim (bdy (W)) <
dim (X) — 1. Asi, dim (z, A) < dim (X). Como = € A es arbitrario, se sigue
que dim (A) < dim (X), concluyendo lo requerido.

Para probar (b), observemos que si dim (z, X') = 0o, entonces la desigualdad
es cierta. Supongamos que dim (X) < oco. Si dim (z, X) = —1, entonces por
vacuidad, la desigualdad es cierta. En otro caso, sea U una vecindad de = en
A, razonando andlogamente como en (a), existen vecindades V' 'y W de x en X
talesque U = ANV, pe W C V ydim (bdx (4)) < dim (x, X)—1. Por el Lema
1.1 (a), como bda (W NA) C bdy (W), se sigue que dim (bds (W NA)) <
dim (bdx (W)) < dim (z,X) — 1. Ya que W N A es una vecindad de = en A
que esta contenida en U, se sigue que dim (z, A) < dim (z, X), concluyendo lo
requerido.

Por tltimo, para probar (c), por el iniciso (b), es suficiente mostrar que
dim (z, X) < dim (z, A). Para esto, podemos suponer que dim (z, A) < oc. Sea
U una vecindad abierta de x en X que esta contenida en A, entonces U también
es una vecindad abierta de x en A. Por lo que, existe V' una vecindad de z en
Atal que V C U y dim (bdy (V)) < dim (z, A) — 1. Ahora, notemos que V'
también es una vecindad de x en X. En efecto, como V es una vecindad de = en
A tal que V C U, existe un abierto O4 en A tal que x € Oy C V C U. Ademas,
ya que U es un abierto en X que contiene a z y esta contenido en A, entonces
U Cintx (A) C A. Asi, Oy C intx (A) C A. De modo que O4 es abierto en
intx (A) y por ende, en X. Debido a esto, V' es una vecindad de x en X. Por
otra parte, como por hipétesis, X es regular y x € inty (A), podemos suponer
que clx (V) Cintx (A). Asi, por el Lema 1.1 (b), bds (V) = bdx (V). De aqui,
dim (z,bdx (V)) < dim (z, A) — 1. Por lo tanto, dim (z, X) < dim (x, A) y asi
concluye la prueba. O

Teorema 1.4. Sean X, Y dos espacios topolégicos homeomorfos y n € N.
Entonces, dim (X) =n si y solo si dim (V) = n.

Demostracion. Demostramos la primera implicacion, ya que el reciproco es si-
milar. La prueba se hace por induccién sobre la dimensién de X. Si dim (X) =
—1, entonces X = (). Como X es homeomorfo a Y, entonces Y = (). Asi,
dim (Y') = —1. Supongamos que si dim (X) = n— 1, entonces dim (V) = n—1.
Ahora veamos que si dim (X) = n, entonces dim (Y') = n. Para esto, demos-
tremos que para cada x € X, si dim (z, X) = n, entonces dim (h(x),Y) = n.
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Supongamos que dim (xz, X) = n. Sea U una vecindad de un punto A (x) en
Y, entonces como h es continua en z, se tiene que h~' (U) es una vecindad
de z en X. Como dim (x, X) es finita, existe W una vecindad de = en X tal
que z € W C ht(U) y dim (bdx (W)) < n — 1. Como h es un homeomor-
fismo entre X e Y, entonces h [pay(wy: bdx (W) — h(bdx (W)) es también
un homemorfismo. Como los homeomorfismos conservan frontentas, es decir,
si A C X, entonces h (bdx (A)) = bdy (h(A)), por hipdtesis de induccién, se
cumple que dim (bdyx (W)) = dim (h (bdx (W))) = dim (bdy (h (W))) < n—1.
De esto, se sigue que h (W) es una vecindad de h (z) contenida en U tal que,
dim (bdy (b (W))) <n —1. Asi, dim (h (z),Y) < n.

Resta probar que dim (h (z),Y) > n—1. Supongamos que dim (h (z),Y) <
n — 1, luego, por hipétesis de induccién, dim (z, X) < n — 1, lo que es una
contradiccién, ya que dim (z, X) = n. Asi, dim (h(x),Y) > n — 1y por lo
tanto, dim (h (x),Y) = n. Asi, como x fue elegida arbitrariamente en X, si
dim (X) = n, entonces dim (Y) = n. O

Lema 1.5. Si X.Y son espacios topolégicos y (z,y) € X XY, entonces,
dim (z, X) < dim ((z,y), X x Y).

Demostracion. Observemos primero que la funcién h: X — X x {y} definida
por h(x) = (z,y), para cada « € X, es un homeomorfismo. Luego, como la
nocion de dimension en un punto es una propiedad topoldgica, por el Teorema
1.4, dim (z, X) = dim ((z,y),X x {y}). Por el Teorema 1.3 (a), se cumple
que dim ((z,y), X x {y}) < dim ((z,y),X x Y). Por lo tanto, dim (z, X) <
dim ((z,y), X xY). O

1.2. Orden

Definicién 1.6. Un continuo es un espacio métrico X con mds de un punto
conexo y compacto. Un subconjunto Y de X es un subcontinuo de X si'Y es
un continuo oY es un conjunto de un punto.

Definiciéon 1.7. Sean X wun continuo, A un subconjunto no vacio de X vy
B un numero cardinal. Se dice que A es de orden menor o igual que [
en X, denotado por ord (A, X) < 3, si para cualquier conjunto abierto V de
X con A C V, emiste un conjunto abierto U de X tal que A C U C V y
|bdx (U)| < 5. St A ={x} se escribird que ord (z, X) < 5 en lugar de escribir
ord ({z}, X) < . Se dice también que A es de orden 3 en X, denotado por
ord (A, X) = 3, si ord (A, X) < 8 y para cualquier nimero cardinal o < 3, se
tiene que ord (A, X) £ «.

Teorema 1.8. 5i X es un continuo, A un subespacio de X yx € A, entonces
ord (xz,A) < ord (z, X). Ademds, si A es una vecindad de x en X, entonces
ord (z, A) = ord (z, X).

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto de A con x € U, entonces existe
V' un subconjunto abierto de X tal que U = AN V. Como ord (z,X) =
ord (z,X) y x € V, por la Definicién 1.7, existe un subconjunto abierto W
de X tal que, x € W C V y |bdx (W)| < ord(x, X). Por el Lema 1.1 (a),



1.3 Conexidad local 5

bda (ANW) C bdyx (W), luego, |bds (ANW)| < ord(z,X). Por lo tanto,
como ANW es un abierto de Ay z € ANW C U, se sigue que, ord (z, A) <
ord (z, X).

Supongamos ahora que = € intyx (A), por el andlisis anterior, es sufiente
mostrar que ord (z, X) < ord (z, A). Para esto, sea U un subconjunto abierto
de X que contiene a x. Notemos que = € intx (A) N U, donde, en particular,
intx (A) N U es un subconjunto abierto de A, luego, existe un subconjunto
abierto W de A tal que z € W Cintx (A)NU y |[bda (W)| < ord (z, A). Como
r € W C U, si demostramos que |bdyx (W)| = |bda (W)| habremos terminado.
Para esto, notemos que, como W C intx (A) C A, entonces W es abierto en
inty (A) y por ende, en X. Ademads, como X esregulary x € intx (A), podemos
suponer que cly (W) C intx (A), luego, por el Lema 1.1 (b), se obtiene lo
requerido. O]

Proposicion 1.9. Si X, Y son continuos, t € X, n e Nyh: X =Y es un
homeomorfismo, entonces ord (x, X) =n si y solo si ord (h(x),Y) = n.

Demostracion. Supongamos que ord (z, X ) = n. Sea V' un subconjunto abier-
to de Y tal que h(z) € V, entonces, z € h™'(V), con h™' (V) un sub-
conjunto abierto de X. Como ord (z, X)) = n, existe un subconjunto abier-
to U de X tal que z € U C ™' (V) y |bdx (U)] = n. Esto implica que,
h(z)e h(U)CVy|bdy (h(U))] =n.Como h(U) es un subconjunto abierto
Y, tenemos que ord (h(z),Y) = n. De manera similar, se puede demostrar que
si ord (h(z),Y) = n, entonces ord (x, X) = n. Esto termina la prueba de la
proposicion. O]

Definicién 1.10. Sea X un continuo. Un punto x en X es un punto extremo,
ordinario o de ramificacion de X si, ord (z,X) = 1, ord (z,X) = 2 o
ord (x, X') > 2, respectivamente.

Ahora definimos los siguientes conjuntos para un continuo X:

(a) O(X)={x € X :x esun punto ordinario };
(b) R(X)={z € X :z es un punto de ramificacién };
(¢c) E(X)={zr € X :x esun punto extremo }.

1.3. Conexidad local

En esta seccion presentamos uno de los conceptos fundamentales en topo-
logia y de este trabajo; se trata de los espacios localmente conexos, dichos
espacios, son aquellos que se comportan localmente como los espacios conexos.
Los espacios localmente conexos tienen una importancia vital en el desarrollo
de este trabajo, es por eso que también mostramos algunas de sus caracteriza-
ciones

Definicién 1.11. Sean X un espacio topologico y v € X. Se dice que V es
una vecindad de x en X, sV es un subconjunto de X para el cual existe un
conjunto abierto U de X tal que x € U C V.
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Definicién 1.12. Un espacio topoldgico X es localmente conexo en un
punto v € X si para cada vecindad V de x en X, existe U un conjunto
abierto y conexo de X tal que x € U C V. Cuando X es localmente conexo
en cada uno de sus puntos, decimos que es localmente conezxo.

Observacion 1.13. A wveces puede ser conveniente utilizar la equivalencia de
que existe una base de vecindades en cada punto de X que consiste de conjuntos
abiertos conexos, en lugar de la Definicion 1.12.

Una propiedad equivalente a la de ser localmente conexo, es la siguiente.

Teorema 1.14. Un espacio topologico X es localmente conexo si y solo si las
componentes de cada subconjunto abierto de X son abiertas en X.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo. Sean U un abierto
de X y C' una componente de U. Sea x € C' C U. Como X es localmente
conexo, existe V' un abierto y conexo en X tal que x € V C U. Luego, por la
maximalidad de C', x € V C C'. Por lo tanto, C' es abierto en X.

Ahora, supongamos que las componentes de cada subconjunto abierto de X
son abiertas en X. Dados x € X y U un abierto de X que contiene a x. Sea C
la componente de U que contiene a x. Luego, C' es abierto y conexo en X tal
que x € C' C U. Por lo tanto, X es localmente conexo. O

Observacion 1.15. Cuando hablemos de un continuo localmente conexo,
nos referiremos a un continuo que ademds es localmente conexo.

Teorema 1.16. Sea X un continuo localmente conexo. StY es un subcontinuo
de X y U es cualquier subconjunto abierto de X tal que Y C U, entonces existe
un subcontinuo Z de X tal que Y Cintx (Z) C Z C U.

Demostracion. Como X es un continuo localmente conexo y Y C U es un
subcontinuo de X, con U un abierto de X, entonces para cada y € Y existe
un conjunto abierto y conexo C, de X tal que y € C, C clx (Cy) C U, con
clx (Cy) conexo ya que Cy, lo es. Como Y es compactoy Y C |J{C,:y €Y},
existe I un subconjunto finito de Y tal que Y C J{Cy: y € I'}. Sean A =
{clx (Cy):yel} y Z = |JA, entonces Z es un conjunto cerrado de X y
como X es compacto, entonces Z es compacto, ademas Z C U. Notemos que
Y C Z,Y es conexo y para cada clx (Cy) € A, clx (C,)NY # (0, entonces por
[21, Teorema 2], Z es conexo. Asi, como Z C X es compacto y conexo, entonces
Z es un subcontinuo de X. Ademads, como |J{Cy: y € I} C Z, entonces Y C
U{C,: y €I} Cintx (Z), de donde, Y C intx (Z) C Z C U. Concluyendo lo
requerido. O

Corolario 1.17. Si X es un continuo localmente conexo y Yy, Yo son subcon-
tinuos de X ajenos, entonces existen subcontinuos Zy y Zs de X ajenos tales
que, Y7 Cinty (Z;) y Yo C intx (Z3).

Demostracion. Como Y; y Y son dos subcontinuos de X ajenos, entonces,
en particular, ¥ y Y5 son subconjuntos cerrados de X. Luego, como X es un
espacio métrico y por lo tanto, un espacio normal, existen, U;, Uy subconjuntos
abiertos de X ajenos, tales que Y; C Uy y Yo C Us. Asi, por el Teorema 1.16,
existen subcontinuos Z; y Z; de X, tales que, Y} C intx (7)) C Z; C Uy y
Y, Cintx (ZQ) C Zy C Uy, de donde Z1 N Zy = 0. ]



1.3 Conexidad local 7

Definicién 1.18. Un arco es un espacio topologico homeomorfo al intervalo

cerrado [0, 1] con la topologia euclideana. Sea h: [0,1] — o un homeomorfismo,

decimos que h(0) y h(1) son los puntos extremos del arco o. El arco va de

h(0) a h(1) cuando h(0) y h(1) son sus puntos extremos. Dado n € N, si

R™ es el espacio euclideano n-dimensional, para cada punto v = (z;);_, en
" 1/2

R”, denotamos por || x ||= <Z a:f) . Una n-celda es cualquier espacio
i=1

homeomorfo a la bola cerrada n-dimensional B, en R™, donde B, = {x €

R™: ||z ||<1}. Un cubo de Hilbert Q, es cualquier espacio homeomorfo al

producto cartesiano infinito numerable de I = [0,1], es decir, a HIZ" con la
i=1
topologia producto.
Como los conceptos de metrizable, compacto y conexo son invariantes to-
poldgicos, se sigue que un arco, una n-celda y un cubo de Hilbert son continuos.

Definicién 1.19. Un continuo X se dice que es arco conexo, si para cuales-
quiera dos puntos x,y € X tales que x # vy, existe un arco o en X con extremos

TRTS

Teorema 1.20. [29, Proposicién 8.23] Todo continuo localmente conexo es
arco conezo.

Teorema 1.21. [29, Teorema 8.26] Sea X wun continuo localmente conezo,
entonces cualquier subconjunto abierto y conexo de X es arco conexo.

Definicién 1.22. Sea X un continuo. Se dice que X es conexo en pequeno
en un punto x € X si para cada vecindad V' de x existe una vecindad conexa
W de x tal que x € intx (W) C W C V. Ademds, X es conexo en pequeno
cuando X es conexo en pequeno en cada uno de sus puntos.

Observaciéon 1.23. Si X es un espacio localmente conexo en un punto x € X,
entonces también es conexo en pequeno en el punto x. Sin embargo, el reciproco
no es cierto, incluso para continuos, véase la Figura 1.1.

L.

Figura 1.1: Continuo conexo en pequeno en x pero no localmente conexo en .

o

No obstante, si el espacio es conexo en pequeno en cada uno de sus puntos,
si podemos asegurar que el espacio es localmente conexo y viceversa. Formal-
mente tenemos lo siguiente.
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Teorema 1.24. Un espacio métrico X es localmente conexo si y solo si X es
CONexo en pequeno.

Demostracion. Sea X un espacio métrico localmente conexo. Es claro por de-
finicion que X es conexo en pequeno en cada punto x € X. Reciprocamente,
supongamos que X es conexo en pequeno. Por el Teorema 1.14, basta demos-
trar que cada componente de cualquier abierto de X es un abierto de X. Sean
U un abierto de X y C una componente de U. Sea x € C. Como z € U,
existe una vecindad conexa V' de z tal que x € intx (V) C V C U, luego
x € inty (V) C C, es decir C es abierto en X. O

1.4. Variedades

Es momento de hablar de otro concepto topoldgico interesante que nos per-
mitird tratar a ciertos espacios topolégicos de manera local como n-celdas;
hablamos del concepto de variedad (topolégica). En realidad, la definicién que
aqui presentamos es la de variedad con frontera, pero por razones de simplici-
dad en el lenguaje, utilizamos el concepto de variedad. De hecho, las definicio-
nes comunmente usadas para dicho concepto son maés sofisticadas, pero para
nuestros propositos, bastara con la Definicion 1.25.

Comenzamos con presentar el concepto de n-variedad, interior como varie-
dad y frontera como variedad. Asi, como algunos resultados de interés que
seran de ayuda para demostraciones posteriores.

Definicién 1.25. Sean X un espacio topolégico y n € N. Decimos que X es
una n-vartedad si cada punto x € X tiene una vecindad en X homeomorfa
a una n-celda.

Denotaremos por Inty X y 0X, el interior como variedad y la frontera
como variedad de X, respectivamente. Los conjuntos estan dados por

Inty X = {x € X : x tiene una vecindad en X homeomorfa a R"} y
0X =X — Inty X.

Proposicion 1.26. §i X y Y son n-variedades, y h: X — Y es un homeo-
morfismo, entonces h (Inty X) = IntyY . En consecuencia, h (0X) = 0Y .

Demostracion. Sea y € h(IntyX), entonces existe x € Inty X tal que y =
h(z). Luego, existe una vecindad V de x en X que es homeomorfa a R".
Como V' es homeomorfa a h(V'), entonces h(V) es homeomorfa a R"™. Asi,
como y € h(V) C Y, tenemos que h(V) es una vecindad de y en Y que es
homeomorfa R™, es decir, y € IntyY, de donde h (Inty X) C IntyY.
Reciprocamente, utilizando que h™': Y — X es un homeomorfismo, se
tiene que h™! (IntyY) C IntyX. Por lo tanto, IntyY = h(h™! (IntyY)) C
Para la segunda parte, notemos que h es biyectiva, luego h (X — Inty X) =
h(X)—h(IntyX) =Y — h(IntyX). Asi, utilizando lo demostrado en la
primera parte, tenemos que h (0X) =Y — IntyY, es decir h (0X) =0Y. O
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Sip € X y e >0, denotaremos por By (€, p), la bola abierta con centro en
p y radio e.

Proposiciéon 1.27. Sean X un espacio topologico, x € X yn € N. Si x
tiene una vecindad W en X homeomorfa a R", entonces X tiene una base de
vecindades de x homeomorfas a R™.

Demostracion. Sea h: W — R™ un homeomorfismo y sea Z una vecindad de x
en X. Como z € intx (W)Nintyx (Z) y A =intx (W)Ninty (Z) C W, entonces
A es una vecindad de z en W. Por lo que, h(intx(W)Ninty (Z)) es una
vecindad de h(z) en R"™. Mds atn, C' = h (intx (W) Nintx (Z)) es un abierto
de R", asi, como h(z) € C, existe € > 0 tal que B = Bgn (¢, h(z)) C C C R™.
Luego, como B es homeomorfo a R" y 2 € h™' (B) C A C Z, con h™' (B)
un abierto de W contenido en A un abierto de X, tenemos que ™! (B) es un
abierto de X y homeomorfa a R", tal que x € h™! (B) C Z. Esto termina la
prueba. O

Proposicion 1.28. Si X es un espacio topologico, x € X yn € N, entonces
existe una vecindad U de x en X que es una n-variedad tal que x € OU si y
solo st para vecindad V' de x en X que es también una n-variedad, resulta que

x € dV.

Demostracion. Hacemos la primera implicacion por contrarreciproca. Supon-
gamos que existe una vecindad V' de x en X que es una n-variedad tal que z ¢
0V, entonces x € Inty V. Luego, existe una vecindad W de x en V' tal que W
es homeomorfa a R". Como z € inty (W)Nintyx (V) y A = inty (W)Nintx (V)
es un abierto de V' contenido en inty (V), se sigue que A es un abierto de X
contenido en W. Esto implica que W es una vecindad de x en X, homeomorfa
a R™. Por la Proposicién 1.27, para cada vecindad U de z en X que es tam-
bién una n-variedad, existe una vecindad Z de z en X, homeomorfa a R™ tal
que x € Z C U. Como Z es también una vecindad de x en U, tenemos que
x € IntyU, de donde, z ¢ OU. Esto prueba la primera implicacién.

El reciproco es inmediato. Asi termina la prueba. O

Teorema 1.29. [11, Teorema 4.12] Sean X un espacio métrico, U un abierto
de X y V una n-celda, conn € N. Si x € UNinty (V), entonces existe una
n-celda J de X tal que x € intx (J) C J C U Nintx (V).

Ahora presentamos el Teorema de la invariancia del dominio de Brouwer, el
cual nos serd tutil para demostrar el Teorema 1.31.

Teorema 1.30. [30, Teorema 19.2] Si X yY son subconjuntos de R™ y h: X —
Y es un homeomorfismo, entonces h (intge (X)) = intg~ (V). En particular, si
X es un abierto de R™, entonces Y es un abierto de R™.

Teorema 1.31. Si F' es un subconjunto cerrado de R™ que también es una
n-variedad, entonces Inty F' = intgn (F') y OF = bdg~ (F).

Demostracion. Sea x € Inty F. Luego, existe una vecindad V' de z contenida
en F tal que V es homeomorfa a R™. Sea h: R — V. Por el Teoremal.30,
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h(R™) = V es un abierto de R™ tal que, x € V' C F. Luego, x € intgn (F).
Esto muestra que Inty F' C intgn (F).

Reciprocamente, sea x € intga (F'). Luego, existe € > 0 tal que Bgn (¢,2) C
F. Como Bg (€,z) es homeomorfo a R" y ademads, es una vecindad de = en
R™ y por ende, una vecindad de x en F', se sigue que x € Inty F. Esto muestra
que intgn (F') C Inty F. Por lo tanto, Inty F' = intgn (F').

La otra igualdad se sigue de la primera igualdad y de que F' es un subcon-
junto cerrado de R™, asi, bdgn (F') = F — intgn (F)) = F — IntyF = OF, es
decir, OF = bdgn (F). O

Proposicion 1.32. Si X es un espacio métrico que es una n-variedad y U es
un subconjunto abierto de X, entonces U es una n-variedad.

Demostracion. Sea x € U C X. Como x € X y X es una n-variedad, existe
una vecindad W de z en X que es una n-celda. Entonces x € U Nintx (W),
luego, por el Teorema 1.29, existe una n-celda J de X tal que x € inty (J) C
J CUnintx (W) CU C X. Como intx (J) es un abierto de X contenido en
U, entonces intx (J) es un abierto de U. Luego J es una vecindad de x en U
que es una n-celda. Asi, como x fue elegida arbitrariamente en U, resulta que
U es una n-variedad. ]

Proposicion 1.33. Si X es un espacio métrico que es una n-variedad y U es
subconjunto abierto de X, entonces OU = 0X NU.

Demostracion. Como U es subconjunto abierto de X, por la Proposicion 1.32,
U es una n-variedad, luego, podemos hablar de su frontera como variedad.

Sea r € 0X NU, entonces x € 0X y x € U. Observemos que X es una
vecindad de x en X que es una variedad tal que x € 0X. Como U es una
vecindad de x en X que es también una n-variedad, por la Proposicién 1.28,
tenemos que x € OU.

Reciprocamente, sea x € 0U. Como U es una vecindad de = en X que es
una n-variedad tal que z € OU y X es una vecindad de x en X que es también
una n-variedad, por la Proposicion 1.28, tenemos que x € 0X NU. Asi, termina
la prueba. O

Proposicion 1.34. Si M es una m-variedad y N es una n-variedad, enton-

ces M x N es una m + n-variedad. Ademdas, se cumple que (M x N) =
(M x ON)U(OM x N).

Demostracion. Sea (m,n) € M x N, entonces m € M y n € N. Como M es
una m-variedad y N es una n-variedad, existen U y V' vecindades de x en M y
N, respectivamente, tales que U es una m-celda y V una n-celda. Luego U x V'
es una vecindad de (m,n) en M x N. Més atn, como U es homemorfo a ™ y
V' es homeomorfo a I", entonces U x V es homeomorfo a I"™ x I = [™*" es
decir, U x V' es una m + n-celda. Asi, como (m,n) fue elegido arbitrariamente
en M x N, resulta que M x N es una m + n-variedad.

Ahora probemos que 9 (M x N) = (M x ON) U (OM x N). Sea (m,n) €
0 (M x N), entonces existen Wy Z vecindades de z en M y N, respectivamen-
te, tales que W es una m-celda y Z una n-celda. Luego, existen hy: I™ — W'y
ho: I — Z homeomorfismos. Por la proposicién 1.26, OW = hy (0I™) y 0Z =
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ho (OI™). Sea h: I™ x I — W x Z que esta dada por h (w, z) = (hi(w), ha(2)).
Observemos que h es un homeomorfismo. Luego, por la Proposicién 1.26,
OW x Z)=h(QUI™xI"). Como 0(I™xI") = (I"™x 0I") U (0I™ x I"™),

entonces

h(OI™ x 1))

h((I™ xoI")yuU (0I™ x I™))

h((I™ x 0I"))Uh ((0I™ x I™))

hy (I™) X hg (OI™)) U (hq (OI™) x hg (I™))
W x 0Z)U (OW x Z),

=
=

dedonde 9 (W x Z) = (W x 0Z)U(OW x Z). Utilizando esta ultima igualdad,
tenemos que, como (m,n) € 9 (M x N)y W x Z es una vecindad de (m,n) en
M x N, por la Proposicién 1.28, (m,n) € 0 (W x Z). Asi, (m,n) € W x dZ o
(m,n) € OW x Z, es decir, n € Z o m € OW. De nuevo, por la Proposicién
1,28, n € ON om € OM. Asi, (m,n) € (M x ON) U (OM x N) y por ende,
O(M x N)C (M xON)U(OM x N).

Reciprocamente, dado (m,n) € (M x ON) U (OM x ON), tenemos que
n € ON om € OM, esto implica por la proposicién 1.28 que, n € 9Z o
m € OW, es decir, (m,n) € 0 (W x Z). Nuevamente por la Proposicién 1.28,
(m,n) € (M x N). Asi, (M x ON)U (OM x N) C 0(M x N). Por lo tanto,
O(M x N)= (M xION)U(OM x N). O
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Capitulo 2

Propiedades de los continuos

En este capitulo presentamos algunos resultados relacionados con continuos.
Introducimos el hiperespacio de nuestro estudio, C,, (X), como también una
métrica que hace de éste un espacio métrico. Presentamos las definiciones de
continuos casi enrejados y enrejados, asi como algunos resultados que los ca-
racterizan. Se remite al lector a [1], [0], [7], [9], [20], [28] ¥ [29] para la consulta
de bibliografia de este capitulo.

2.1. Hiperespacios y métrica de Hausdorff

Recordemos la definicion de un continuo, véase la Definicién 1.6.

Definicién 2.1. Un hiperespacio de un continuo X es una clase de subcon-
guntos de X que cumple ciertas condiciones especificas.

Dado un continuo X y n € N, algunos de los hiperespacios de X son:

2¥ ={AC X: A#0y Aes cerrado de X };
C(X) ={A € 2%: Aes conexo};
Co(X) = {A € 2% A tiene a lo méds n componentes};
F(X)={AeC(X): |Al =1}.

Se acostumbra denotar a Cy(X) como C'(X), conocido como el hiperespacio
de los subcontinuos del continuo X. Por otra parte, C, (X) es conocido
como el n-ésimo hiperespacio de X. Lo que nos interesa ahora, es dotar al
hiperespacio 2% de una métrica, pero antes, tenemos lo siguiente.

Sean X un continuo y A, B C X, la distancia entre A y B que denotamos
como d (A, B), esta dada de la siguiente manera:

d(A,B) =inf{d(a,b):a€ Ay be B}.

Sip € X, escribimos d (p, A) = d ({p}, A). Mientras no se diga lo contrario,
dado un continuo X, denotaremos por d la métrica de X. Ademés, sip € X y
e > 0, denotamos por By (€, p), la bola abierta con centro en p y radio e.

Sean X un espacio métrico con métrica acotada dy A C X, con A no vacio.
La e-nube de A (o la nube con centro en Ay radio ¢ >0 ), es

13
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Ny(e,A) ={z € X: existe a € A tal que d(z,a) < €}.

Si A, B € 2% la funcién Hy: 2% x 2% — [0, 00), para cada A, B € 2% estd
dada por

Hy(A,B) =inf{e >0: AC Ny(¢,B) y BC Ny(e, A)},

y toma un papel muy importante a lo largo de este trabajo. Pero, antes de
saber la razén, mostremos algunos resultados béasicos que cumplen las e-nube
y que utilizaremos posteriormente.

Lema 2.2. Si X es un continuo y A, B € 2% son tales que ANB = (), entonces
existe € > 0 tal que Nq (e, A) N Ny (e, B) = 0.

Demostracion. Como A y B son compactos, entonces d (A, B) > 0. Sean € =
@ > 0 y supongamos que y € N4 (e, A) N Ny (¢, B), entonces existen a € A
y b € B tales que d(a,y) < ey d(b,y) < €. Luego, d(a,b) < d(a,y)+d(b,y) <

2¢ = d (A, B), es decir, d(a,b) < d(A, B), lo que es una contradiccién. ]

Lema 2.3. [7, Lema 2.1] Si X es un continuo, A € 2% y U es un subconjunto
abierto de X tal que A C U, entonces existe € > 0 tal que A C Ny (e, A) C U.

Lema 2.4. [7, Lema 2.8] Si X es un continuo, A, B € 2% y ¢ > 0, entonces
H (A, B) <esiysolosiAC Ng(e, B) y BC Nyl(e, A).

Ahora si, el siguiente resultado, nos dice que para cualquier espacio métrico
X cuya métrica acotada es d, la funcién Hy, induce una métrica para 2.

Teorema 2.5. [20, Teorema 2.2] Si X es un espacio métrico con métrica
acotada d, entonces la funcion Hy es una métrica para 2°%.

La métrica H; se le conoce como la métrica de Hausdorff inducida por
d o simplemente métrica de Hausdorff. De ahora en adelante, siempre que
consideraremos a 2%, lo haremos con esta métrica. También, al ser los demds
hiperespacios, Fy (X), C(X) y C, (X) subconjuntos de 2%, se les considera
dotados con la restriccién correspondiente de la métrica de Hausdorft Hy.

Si X es un continuo con métrica d, ¢ > 0 y A € 2%, denotaremos la bola
abierta de 2% con centro en A y radio € como:

By, (e, A) = {B € 2*: H;(A, B) < ¢}.
Definicién 2.6. Sean X un continuo, n € N y Uy, Us, ..., U, C X. El vietori-
co de Uy, Us,,...,U, en 2%, estd dado de la siquiente manera:
(U, Uy, ..Uy ={Ae2% : Ac UU; y ANU; #0, para cada
i=1
ie{l,..,n}}.
Teorema 2.7. [28, Teorema 0.13] Si X es un espacio métrico acotado, una

base de abiertos para la topologia inducida por la métrica de Hausdorff de 2%
viene dada por:
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{{(Uy,Us, ..., Uy): Ui es un abierto de X, para cada i € {1,2,...,n}, con
n € N}.

Sean X un continuo y n, k € N, el vietérico de Uy, Us, ..., Uy en C,, (X), de-
notado por (Ur, Us, ..., Uk) ¢, (x)» €s la interseccion del vietérico (U, Uy, ..., Uy)
y el hiperespacio C,, (X), es decir,

<U1, UQ, "'7Uk>Cn(X) - <U1,U2, ,Uk> ﬂ On (X)

Lema 2.8. Si X es un continuo y f: X — Fy (X) estd dada por f (z) = {z},
para cada x € X, entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. Sea B = {(Uy,...,U,) N F1(X): U; es un abierto de X, para
cadai € {1,2,...,n}, con n € N}. Por el Teorema 2.7, 15 es una base de Fl(X).

Sean z € X y f(x) = {z} € (Uy,...,U,) N Fi(X). Consideremos V' = ﬂ Ui,
entonces V' es un subconjunto abierto de X tal que x € V. Dado y 6 vV,
tenemos que y € ﬂ U;. Por lo que, f(y) = {y} € (Ui,...,U,) N F1(X). Asi,

f(V)c(Uy,..., U ) N F1(X). Esto muestra que f es continua.

Ahora, sea U un subconjunto abierto de X. Veamos que f(U) = (U) N
Fi(X). Sea x € U, entonces f(zx) = {z} € (U) N F(X). Asi, f(U) C (U)N
Fi(X). Dado {y} € (U) N F1(X), tenemos que y € U y por ende, f(y) =
{y} € f(U). Luego, (U)N F1(X) C f(U). Por lo tanto, como f es una funcién
biyectiva, continua y abierta, se sigue que f es un homeomorfismo. O]

Lema 2.9. Sean X un continuo y B € 2%X. Si f: 2% — 2% estd dada por
f(A) = AU B, para cada A € 2%, entonces f es una funcién continua.

Demostracion. Sean A € 2% y Uy, Us, ..., U, una coleccién finita de subcon-
juntos abiertos de X tal que f(A) = AU B € (Uy,...,U,). Sea J el conjunto
mas grande de {1,2,...,n} tal que para cada i € J, ANU; # (). Consideremos
U={U;:ie J}. Como AUB € (Uy,...,U,), tenemos que A € (). Observe-
mos que () es un abierto de 2%. Asi, si f ((U)) C (Ul, o Un), f serd continua.

Para esto, sea A € (U), entonces A C JU C U Uy B C U U;. Ademas,
ANU; # 0, para cada i € J. Si existe j € {1,2,. n} tal que ] §é J, entonces

ANU; = 0. Como (AUB)NU; # 0, para Cada i € {1,2,...,n}, entonces
BN Uj # (). De esto tltimo, concluimos que f(A) = AUB € (Uy,Us,...,U,).
Por lo tanto, f es continua. m

Lema 2.10. 5i X y Y son continuos y v: X — Y es una funcion continua,
entonces la funcién v*: 2% — 2Y dada por v* (A) = v(A) es continua. Mds
atin, 7 (Cn(X)) C Cu(Y).

Demostracion. Notemos primero que 7* estd bien definida, ya que si A € 2%,
A es un compacto, luego, como ~ es continua, v(A) = 7*(A) es un com-
pacto, asf, v* (A) € 2Y. Ahora, para ver que 7 es continua, observemos que
(V) (U, .. U = (v (U) ...,y (Uk)). Asi, como ~ continua, cada
v~ 1 (U;) es un abierto de X. De modo que por el Teorema 2.7, v* es continua.
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Ahora probemos que 7 (C,,(X)) C C,(Y). Sea A € C,(X) C 2%, entonces

v(A) € 2¥. Sean C, ..., C) las componentes de A, con k < n, como v es con-

tinua, entonces vy (C;) es un conjunto conexo de Y, para cada i € {1,...,k}.
k

Ademds, ya que v(A) = U v(C;) v cada y(C;) estd contenida en una y sola
i=1

una componente de y(A), resulta que y(A) tiene a los mas n componentes.

Ast, v(A) € C,(Y) y por ende, v (Ch(X)) C Cp(Y). O

Proposiciéon 2.11. Sean X, Y dos espacios métricos, xg € X y f: X —
Y wuna funcion. Entonces, [ es continua en xq Si y solo si para cada suce-
sion {x,},—, de X que converge a x, existe una subsucesion {f (xn,)}r., de

{f (xn)}—, tal que lim f (z,,) = f(z0).

Demostracion. Sean d y d las metricas de X y Y, respectivamente. Supon-
gamos que f es continua en zy y sea {z,} _, una sucesién de X que con-
verge a ro. Como f es continua en z, para cada € > 0, existe 6 > 0 tal
que f (B4 (9,20)) C Ba (€, f(x0)). Ademds, como {z,} ~, converge xg, existe
N € N tal que para cada n > N, x,, € By (0,1x0). Entonces, para cada € > 0,
existe N € N tal que para cada n > N, f(x,) € By (¢, f(xq)). Por lo tanto,
lim f(z0) = f(o).

Ahora supongamos que f no es continua en xy. Entonces, existe € > 0 tal
que para todo d > 0, f (Bq (0, 20)) ¢ Ba (€, f(z0)). Asi, para cadan € N, existe
Tn € By (£, m0) tal que f(x,) & Ba (€, f(20)). Como {a,}," es una sucesién
convergente a xg, por hipétesis, existe una sucesion { f (z,,)}ro, de {f (zn)},o,
tal que lim f (z,,) = f(z0), lo que es una contradiccién, porque para cada
k €N, z,, es un elemento de By (%,z0) tal que f (z,,) ¢ Ba (€, f(z0)). Por lo
tanto, f es continua en z. O

o e » . e . oo
Proposicién 2.12. Sean X un espacio métrico compacto, x € X y {z,},_,
e [o@] . .
una sucesion de X. Entonces, {x,}, _, converge a x si y solo si cada subsuce-
sion de {x,} -, converge a .

Demostracion. Supongamos que {z,} -, converge a x en X. Entonces, para
cada € > 0, existe N € N tal que para cadan > N, x, € By (€,x). Sea {z, } o,
una subsucesién de {z,} ;. Considerendo K > N, tenemos que ny > K > N,

’ [e.@]
asi, &,, € By (€,x). Por lo tanto, {x,, },_, converge a x.

Ahora supongamos que cada subsucesién de {z,}  converge a x. Veamos
que {z,} -, converge a x. Supongamos que {z, } -, no converge a z. Entonces,
existe € > 0 y un conjunto infinito A = {z,: n € N} tal que z,, ¢ By (€, z),
para cada x, € A. Como X es compacto y A es un conjunto infinito, existe
una subsucesién {z,, },-, de elementos de A que converge a y. Ademds, X —
By (€¢,x) es un conjunto cerrado, entonces y € X — B, (¢, z). Observemos que

’ o0 .7 o
y # x. Asi, {z,, },_, es una subsucesién de {z,}, ", que converge a un punto
distinto de z, contradiccién. Por lo tanto, {x,} -, converge a x y termina la
prueba. O

Teorema 2.13. 51 X y Y son continuos y f: X — Y wuna funcion biyectiva
y continua, entonces [ es un homeomorfismo.
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Demostracién. Como f es biyectiva, entonces existe su inversa f~!. Para pro-
bar que f es un homeomorfismo, es suficiente mostrar que f~! es continua. Sea
U un cerrado en X, como X es compacto, entonces U es compacto. Ademas,
como f es continua, entonces, f (U) es compacto y por lo tanto, cerrado en Y.
Asi, f~1 es continua y por ende, f un homeomorfismo. O

Denotamos por (2%)" el producto cartesiano de n veces el hiperespacio 2%

Teorema 2.14. [1, Teorema 6.9] Si X es un continuo y n € N, la funcion

¥ (2%)" — 2% que estd definida por (Ay, As, ..., Ay) 2 U A; es continua.
i=1

Teorema 2.15. Sean X un continuo y A = {Ay, ..., An} una familia de sub-

continuos ajenos dos a dos de X. La funcion p: [T C (A;) = (A1, ..., An)e, ()
i=1

definida por (By, Bs, ..., By) U B; es un homeomorfismo.
i=1

Demostracion. Observemos primero que ¢ = 9 [¢(4,)xC(As)x-xC(A,), €ntonces
por el Teorema 2.14, tenemos que ¢ es continua. Asi, por el Teorema 2.13 es
suficiente mostrar que ¢ es biyectiva.

Sean Bi,C; € C(A), By, Cy € C(Ay), ..., B,,C, € C(A,) tales que

Lnj B; = U C;. Notemos que B;,C; C A; para cada i € {1,...,n}, por lo que,
Eilﬂ C; ZC:1BZ NA; € AinA; =0, para cada ¢ # j, con j € {1,...,n}, donde
la igualdad es debido a que los elementos de A son disjuntos dos a dos. Sea
x € B, C CJ C;, entonces, existe k € {1,...,n} tal que x € Cy. Luego, por
lo escrito aZITtleriormente7 k = 1, de donde x € ;. Como z es arbitrario en

B;, entonces B; C C;. Analogamente, obtenemos que C; C B;. Por lo tanto,
B; = C; para cada i € {1,...,n}. Asi, ¢ es inyectiva.
Para mostrar que ¢ es suprayectiva, sea G € (Aq, As, ..., An>cn(X)7 entonces,

n
para cada i € {1,...,n}, se cumple que G N A; # (), ademés que G C |J A4;
y G tiene a lo mas n componentes. Luego, observemos que como A e; 1lma
coleccién de conjuntos disjuntos dos a dos en X, se sigue que, G = GNAq, ...,
G, =GN A, son las n componentes distintas de G. Por otro lado, como G es
cerrado en X pues G € (Ay,..., A,) vy ademés, paracadai € {1,....,n}, G; C A,,
entonces G; es cerrada en A;, es decir, G; € C(A;). Asi, como Gy, ...,G,

n

son las n componentes distintas de G, entonces ¢ (Gy,...,G,) = |J G; = G.
i=1

Asi, concluimos que ¢ es suprayectiva. Por lo tanto, como ¢ es una funciéon
biyectiva, continua, con dominio compacto y codominio de Hausdorff, entonces
© es un homeomorfismo. m

El siguiente resultado sera utilizado en el Teorema 4.22.

Teorema 2.16. [9, Teorema 9.4, pagina 83] Sean X un espacio topoldgico y
{As: o € A} una cubierta de X tal que :
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(a) para cada o € A, tenemos que A, es un abierto de X o;

(b) para cada o € A, tenemos que A, es un cerrado de X, y tal cubierta
forma una familia de vecindades finita.

Para cada (o, B) € A X A, sea fo: Ao — Y continua tal que fo [a,na,=
I5 Taana,- Entonces existe una tinica funcion continua f: X — Y extension
de fo, es decir, f [a,= fa-

2.2. Dos modelos de Hiperespacios

Cambiando un poco de tema, en esta brevisima seccion, construimos dos
modelos geométricos para C'(X); uno cuando X es un arco y el otro cuando
X es una curva cerrada simple. Mostramos que C'(X) es una 2-celda, véase la
Figura 2.1 y la Figura 2.3, y determinamos cudles subcontinuos de X forman
la frontera como variedad de C(X).

Dado un continuo X, consideremos el siguiente hiperespacio de X:

C(s,X)={AeC(X):se A}

Proposicién 2.17. Si X es un arco con E(X) = {p,q}, entonces C(X) es
una 2-celda y 0C (X) = C (p, X)UC (¢, X) U Fy(X).

Demostracion. Para demostrar esto, veamos primero el caso cuando X = [0, 1].
Observemos que los elementos de C' ([0, 1]) son de dos formas: singletones, esto
es, de la forma {z} = [z, 2], donde x € [0, 1] o arcos de la forma [a, b], donde
0 <a <b<1yno hay mas. Consideremos las métricas d en [0, 1] inducida
por el valor absoluto y dy en T' = {(a,b) € R?: 0 < a < b < 1} inducida por la
métrica euclideana en R2. Notemos que T es el tridngulo relleno en R? acotado
por el eje Y| la diagonal y la recta que esta formada por los puntos cuya segunda
coordenada es 1. Sea h: C' ([0,1]) — T que estd dada por h ([a,b]) = (a,b).

Afirmacién. h es un homeomorfismo.

En efecto, sean [a, b], [c,d] € C ([0, 1]) tales que h ([a,b]) = h([c,d]). Enton-
ces (a,b) = (¢,d) siy solosia=cyb=d. Asi, [a,b] = [c,d]. Por lo tanto, h
es inyectiva.

Ahora, para cada (a,b) € T, tenemos que [a,b] € C[0,1]) es tal que
h([a,b]) = (a,b), lo que prueba que h es sobreyectiva.

Para ver que h es continua, sea {[a;, b;]}.>, una sucesién de C (]0,1]) que
converge a [a,b] en C ([0, 1]). Probemos que {(a;, b;) };—, converge a (a,b) en
Sea € > 0, entonces existe N € N tal que para cada i > N, Hy ([a;, b, |a, })

%. Por el Lema 2.4, [a;,b;] C Nd< , |a, b}) [a,b] C Nd( [al,b]>

Como Ny (

\/§
Nk el \/§>yNd(f

), se sigue que [a;, b;] C (a— i) [a,b] C (a;—

2t Ry
Sy bi—b|< —.
VRN

V2

(ai E\/§
\/5) Esto

Luego, (a; — )2 + (b — b)* < €,

[a, b]) (a— [a“bz]) —

NG

implica que, | a; —a |<
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esto es, \/(ai —a)® + (b; — b)? < €. Asi, para cada € > 0, existe N € N tal que
para cada i > N, dy ((a;,b;), (a,b)) < e. Por lo tanto, {(a;,b;)};~, converge a
(a,b) en T'y h es continua. Con todo esto, como h es una funcién biyectiva,
continua, con dominio compacto y codominio de Hausdorff, tenemos que h
es un homeomorfismo. Como el triangulo T' es una 2-celda, concluimos que
C ([0, 1]) es una 2-celda, véase la Figura 2.1.

Por otra parte, como 9T = ({0} x [0,1]) U ([0,1] x {1}) U {(a,a): a €
[0, 1]}, por la Proposicién 1.26, h (9C (]0, 1])) = ({0} x [0,1))U([0,1] x {1} U
{(a,a): a € [0,1]}, es decir, C ([0,1]) = =1 ({0} x [0, ]) UR™([0,1] x 1)U

ht ({(a,a): a €[0,1]}) = C(0,[0, 1)U ( [0, T)UE ([0,1]). Asi, aC ([0, 1)
C(0,[0,1)) U C(1,]0,1]) U Fy ([0, 1]).

Utilizando lo que hemos demostrado para C([0,1]), demostremos el ca-
so general para C'(X) cuando X es un arco cuyos puntos extremos son p
y q. Como X es un arco, por [20, Teorema 1.9], C' ([0, 1]) es homeomorfo a
C(X), asi, C(X) es una 2-celda. Sean h: X — [0,1] un homeomorfismo y
h*: C(X) — C([0,1]) que estd dada por h* (A) = h (A). Por [20, Teorema 1.9],
h* es un homeomorfismo. Luego, como cualquier homeomorfismo entre arcos
debe mandar los puntos extremos de uno en los puntos del otro, tenemos que
{h(p),h(q)} = {0,1}. Asi, por definicién de h*, y la Proposicién 1.26, tenemos
que AC(X) = ()~ (C(0,[0,1))) U (") (C (1, [0, 1)) U () * (F ([0, 1]))
C(p,X)UC(q,X)) U Fi(X). Por lo tanto, 90C(X) = C(p, X) U C (¢, X)) U
F1(X), concluyendo lo requerido. O

Figura 2.1: Modelo geométrico de C' (]0, 1]).

Ahora veamos como quedan representados algunos elementos particulares
de C(]0,1]) en T, véase la Figura 2.2. Por ejemplo, h*([0,1]) = (0,1), por
lo que el intervalo [0,1] queda representado por el vértice (0,1) de T. Asu
vez, como los conjuntos de la forma {p}, con p € [0,1], se pueden escribir
como {p} = [p,p|, y h*(p) = (p,p), si consideramos todos los conjuntos de esta
forma, obtenemos que dichos elementos estan representados por la diagonal del



20 Propiedades de los continuos

triangulo T'. Otro de los conjuntos que podemos considerar, son aquellos de
la forma [0, 0] y [b, 1], donde b varia en el intervalo [0, 1], a estos subcontinuos
les corresponde los puntos de la forma (0,b) y (b,1) en T, respectivamente.
De modo que si consideramos todos los conjuntos de esta forma, obtenemos
el lado del triangulo T' que tiene en comun con el eje Y y la recta que esta
formada por los puntos cuya segunda coordenada es igual a 1 en T

(O, 1) 1
[0,1]

A

p i}

[0, ] (0,4) 1 Z
(b, 1)
b, 1]

)

Figura 2.2: Representacion de los elementos de C ([0, 1]) sobre T'.

Proposicion 2.18. Si X es una curva cerrada simple, entonces C(X) es una

2-celda y 0C'(X) = F1(X).

Demostracion. Consideremos primero el caso cuando X es la circunferencia
unitaria S! en R?, centrada en el origen. Sea D = {(z,y) € R?: 2? + 3> < 1}
el disco unitario en R2. Observemos que los elementos de C (S') son de tres
formas: singletones de la forma {(z,y)}, con (z,y) € S*, subarcos A de Sy
S! mismo. Ademsés, cada subarco A de S! estd completamente determinado
por su punto medio m(A) y su longitud [(A). Sea h: C'(S') — D que estd
dada por

M) (1 - %) m(A), si AeC(8Y) - {s",
(0,0), si A= St

Afirmacion. h es un homeomorfismo.

En efecto, sean A, B € C(S!) tales que A # B. Si A o B es S, es claro que
h(A) # h(B). Asi, supongamos que A, B € C(S') — {S'}. Entonces, tenemos
los siguientes casos:

(i) Sim(A) #m(B) y l(A) = l(B), sean m(A) = (a1, a2) y m(B) = (b1, by).
Entonces a; # by o as # by. Sin pérdida de generalidad, supongamos que

a; # by Luego, < - %) a) # (1 - %) by, asi, h(A) # h(B).
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(il) Sim(A) # m(B) y I[(A) # I(B), como h(A) y h(B) estan en la recta que
pasa por (0,0) y los puntos m(A) y m(B), respectivamente, y ademads, estos
dos tltimos puntos son distintos, entonces h(A) # h(B).

(iii) Si m(A) = m(B) y I(A) # 1(B), entonces (1 - 52) # (1~ 42, por
lo que, <1 — %) m(A) # <1 - @> m(B), es decir, h(A) # h(B). Asi, h es

2
inyectiva.
Para demostrar que h es sobreyectiva, debemos de probar que, para ca-

da (z,y) € D, existe A € C(S') tal que <1—@> m(A) = (z,y). O sea,

1= 2 ()] = |z, )], que es lo mismo que 12 = [|(z,)]|. De aqu,

tenemos los siguientes casos:

(i) Si ||(x,y)|| = 0, entonces 1 — % = 0, lo que solo ocurre si I(A) = 2.
Considerando A = S| se sigue que h(A) = (z,y).

(ii) Si ||(x,y)|| = 1, entonces 1 — (A) =1y (z,y) € S*, por lo que, [(A) = 0.
Asi, considerando A = {(x,y)} € C (Sl) tenemos que h(A) = (z,y).

(iii) Si 0 < ||(x,y)|| < 1, entonces 0 < 1 — % < 1,estoes, 0 <I(A) < 2.
De esto, A es un arco de S*. Considerando r el rayo con punto inicial (0, 0) tal
que (z,y) € r, podemos elegir (z,w) € rNS* de tal manera que 0 < [(A) < 27
y m(A) = (z,w). Por lo tanto, h(A) = (z,y). Se sigue que h es sobreyectiva y
por ende, biyectiva.

Para ver que h es continua, sea {A4,} -, una sucesiéon de C (S') — {S'}
que converge a A en C'(S*) — {S'}. Observemos que si z,, y ¥, son los puntos

extremos de A, y x y y son los puntos extremos de A, entonces limz, = x
n—o0

y limy, = y. Debido a esto, limm(A4,) = m(A) y liml(A,) = I(A). Es
n— 00 n—00 n—oo

decir, [ y m son funciones continuas en C(S') — {S'}. Asi, h es continua en
C(sh) = {5}

Falta ver que h es continua en S'. Sea {A, } - | una sucesién de arcos de S*
que converge a A = S'. Por el comportamiento de la funcién h, tenemos que
entre mas grande sea el arco A, su longitud tiende a 27 y asi, h(A,,) tiende
al origen. Como la sucesién {A4,} 2, tiende a S*, entonces lim h(4,) = (0,0).
Por lo tanto, h es una funcién biyectiva, continua, con dominio compacto y
codominio de Hausdorff, asi, h es un homeomorfismo. Como D es una 2-celda,
concluimos que C' (S1) es una 2-celda, véase la Figura 2.3. Ademds, observemos
que h (F; (S')) = dD. Por la Proposicién 1.26, 9C (S') = Fy (S').

Utilizando lo que hemos demostrado para C' (S'), demostremos el caso gene-
ral cuando X es una curva cerrada simple. Sea X es una curva cerrada simple,
por [20, Teorema 1.9], C' (X) es homeomorfo a C' (S'), asi, C(X) es una 2-celda.
Sean h: X — S! un homeomorfismo y h*: C'(X) — C (S') que estd dada por
h* (A) = h (A). Por [20, Teorema 1.9], h* es un homeomorfismo. Por definicién
de h*, tenemos que h* (F1(X)) = F; (S'). Asi, como F;(S') = dC(S'), por la
Proposicién 1.26, C(X) = Fi(X), concluyendo lo requerido.

De manera similar que como hicimos con el hiperespacio C ([0, 1]), podemos
ver a qué lugar han ido a dar algunos subcontinuos particulares de S* sobre ID.
Por ejemplo, los subcontinuos de un solo punto de S*, quedan representados
por los puntos de la orilla de D, y los subarcos que tienen una longitud fija,
conforman una circunferencia con centro en el origen.
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Por otro lado, veamos cémo estd representada la familia A = {4 € C(S'): p €
A}, donde p € S*. Por la homogeneidad de S', podemos suponer que p = (0, 1).
Primero veamos qué le corresponde a la familia 28, que consta de todos los
subarcos que tienen como extremo izquierdo a p, esto es, si A es un arco de S*,
p es el punto extremo de A que esta a la izquierda de A, cuando nos paramos
sobre este y miramos hacia el origen. Entonces, para cada A € B, m (A) esta
en {(x,y) : y > 0}. Cuando I(A) es muy pequena y distinta de cero, A se pare-
ce mucho a {p}. Por otro lado, cuando [(A) se aproxima mucho a 2, se sigue
que m(A) se acerca a (—1,0),y 1 — % decrece a cero, asi, h(A) es un punto
muy cercano al origen. Similarmente, podemos considerar B, como la familia
de todos los subarcos de S! que tienen como extremo derecho a p. Como para
cada subarco A de S' que contiene a p, existen dos subarcos de S' con la
misma longitud de A, a saber, uno que contiene a p como extremo izquierdo
y otro que contiene a p como extremo derecho, por el parrafo anterior, dichos
subarcos quedan representados como puntos sobre una misma circunferencia.
Asi, vemos que los subarcos A € A que contienen a p como extremo, estan
representados en B y B,. Por lo tanto, cada subarco A € A, queda repre-
sentado como un punto entre B, y B,. Concluimos que el conjunto A queda
representado como la region limitada por B, y Bs, véase la Figura 2.4. [

Figura 2.3: Modelo geométrico de C'(S').

{r}

Boy

Figura 2.4: Representacién geométrica de la familia de conjuntos A, B, y B..
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2.3. Hiperespacios de crecimiento

Definicién 2.19. Sean X un continuo y B un subconjunto cerrado de 2%,
decimos que B es un hiperespacio de crecimiento siempre que, para cada
A€ B y B e 2X tales que A C B y cada componente de B intersecta a A,
tenemos que B € ‘B.

Dado un continuo X y K un subconjunto cerrado y no vacio de X, sean:

CE(X)={Ae€C,(X): K C A};
Co(X,K)={Ae€C,(X): ANK # 0}.

Lema 2.20. Los hiperespacios C,, (X), CE (X) y C, (X, K) son hiperespacios
de crecimientos.

Demostracion. Sean A € C,, (X)y B € 2% tales que A C By cada componente
de B intersecta a A. Sean Ay, A,, ..., Aj las componentes de A, con k < n. Como

para cada i € {1,2,...,k}, A; es conexo, existe una componente B; de B tal
k

que, A; C B;. Luego, A C |J B;. Como las componentes de B son ajenas por
i=1

pares y cada componente de B intersecta a A, se sigue que By, ..., By son las

tinicas componentes de B, asi, B € C, (X).
Ademds, si A € CK (X)), se sigue que K C A C B, es decir, K C B, asi,

B e CK (X).
Por otro lado, si A € C, (X, K), como A C B, entonces BNK D ANK # (),
esto implica que B € C,, (X, K). Asi, concluye la prueba. O

Sean X un continuo con métrica d, ¢ > 0 y A € 2%, la d-bola cerrada
generalizada en X de radio € alrededor de A, es el conjunto

Ca(e, A) ={r e X:d(z,A) <€}

Observacion 2.21. Notemos que Cyq (€, A) es un conjunto cerrado no vacio
de X, para cada A € 2%.

En efecto, como Cq(e,A) D A # 0, se tiene que Cy(e, A) # 0. Sea x €
X — Cy(e,A), es decir, d(x,A) > €. Por la propiedad arquimediana, existe
un n € N tal que d(z,A) —e > 26 = L. Como para cada y € By (6, ),
d(z,A) < d(z,a) < d(z,y) +d(y,a) < § +d(y,a), se tiene que € + 6 <
d(z,A) —0 < d(y,a), para cada a € A. De aqui, ¢ < e +6 < d(y,A). Por
lo tanto, y € X — Cy(e, A) y By(x,0) C X — Cq(e, A). Esto muestra que,
X — Cy(e, A) es un abierto no vacio de X y por ende, Cy (€, A) es un cerrado
no vacio de X.

Definicién 2.22. Dado X un continuo con métrica d, se dice que su métrica
es conveza si, para cada p,q € X, existe una isometria y: [0,d (p,q)] — X tal

que v (0) =p yv(d(p,q)) =q

Proposicién 2.23. [20, Proposicién 10.5] Si X es un continuo con métrica
convexa d y € > 0, entonces para cada A, B € 2%,

Hd (Cd (6, A) > Cd (6, B)) S Hd (A, B)
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Si X es un continuo localmente conexo con métrica convexa d y € > 0,
consideremos la funcién

O, 2% 2%

A— Cd (67 A) s (21)

que nos sera de ayuda mas adelante. Notemos que por la Observacién 2.21, ®,
estd bien definida. Algunas de sus propiedades son las siguientes.

Lema 2.24. 57 X es un continuo localmente conexo con métrica convera d y
€ >0, la funcion ®. es continua en 2.

Demostracion. Es una simple consecuencia de la definiciéon de continuidad y
la Proposicion 2.23. O

Lema 2.25. St X es un continuo localmente conexo con métrica convexa d y
e > 0, entonces H, (Idgx (A), @ (A)) <e, para cada A € 2~.

Demostracion. En efecto, sea 6 > 0, observemos que A C Cy (e, A) = @, (A) C
Ny (e +0,P.(A)). Ademas, dado = € &, (A) = Cy (¢, A), se tiene que d (x, A) <
€. Observemos que existe a € A tal que d(z,a) = d(z,A) < € < €+ 0, es
decir, z € Ny (e + 6, A). Como z es arbitrario en ®, (A4), se sigue que ®. (A) C
Ny (e+0,A). Por el Lema 2.4, Hy (]d2x (A), P (A)) < e+ 6. Como § > 0 fue

elegida arbitrariamente, concluimos que Hy ([dgx (A), @ (A)) <e O

Lema 2.26. 57 X es un continuo con métrica convexa d y B un hiperespacio
de crecimiento, entonces para cada € >0y A € B, & (A) € B.

Demostracion. Como cada A € By Cy (e, A) € 2% son tales que A C Cy (¢, A),
basta verificar que cada componente de Cy (e, A) intersecta a A. Sea C' una
componente de Cjy (€, A), entonces para cada z € C, se tiene d(z,A) <
e. Notemos que existe a € A tal que d(z,A) = d(z,a) < e. Como z €
Ca(e,{a}) C Cy(e, A) y por [20, Proposiciéon 10.6], Cy(€,{a}) es conexo, se
tiene que Cy(e,{a}) C C. Asi, a € C'y ANC # ). Como C fue escogida

arbitrariamente, tenemos lo requerido O
Como consecuencia del Lema 2.20 y el Lema 2.26 obtenemos lo siguiente.

Lema 2.27. §5i X es un continuo localmente conexo con métrica convera d y
n € N, entonces para cada A € C,, (X) ye > 0, se tiene que Cy (e, A) € C,, (X).

Teorema 2.28. [20, Teorema 10.3] Cualquier continuo localmente conezo ad-
mite una métrica conveza.

2.4. Convergencia en hiperespacios
En esta seccion presentamos resultados relativos a la convergencia de su-

cesiones de subconjuntos cerrados de un continuo y algunas relaciones con la
convergencia de sucesiones de elementos de ellos.
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Definicién 2.29. Sean X un espacio topoldgico y una sucesion {A,}22, de
subconjuntos de X. El limite inferior y el limite superior de {A,}>°
denotados como liminf A,, y limsup A,,, respectivamente, estdn dados de la
siguiente manera:

liminf A, = {z € X: para cada conjunto abierto U de X tal que z € U,
UNA, #0 para todo nimero natural n excepto un nimero finito};

limsup A,, = {z € X: para cada conjunto abierto U de X tal que z € U,
UNA, #0 para una cantidad infinita de nimeros naturales n}.

Cuando liminf A,, = A = limsup A,,, donde A C X, entonces el limite de
{A,}5°, es Ay se escribe como lim A4,, = A.

Ejemplo 2.30. Sea X = {(z,y): 0 <2 <3 y0<y<1}. Consideremos

1
[1,3] x {—}, sim es impar,
4 - n

1
0,2] x {—}, si n es par.
n

Entonces, liminf A,, = [1,2] x {0} y limsup A,, = [0, 3] x {0}. Véase la Figura
2.5.

Figura 2.5: Convergencia en hiperespacios

Proposicién 2.31. Si X es un espacio topolégico y {An}o2, es una sucesion
de subconjuntos de X, entonces:

(a) liminf A, C limsup A,;
(b) liminf A, y limsup A, son conjuntos cerrados de X.

Demostracion. (a) Sean x € liminf A,, y U un conjunto abierto de X tal que
x € U. Entonces, existe N € N tal que UNA,, # (), para cadan > N. Tomando
J={n€N:n> N}, tenemos que = € limsup A4,.

(b) Notemos que es suficiente mostrar que clx (limsup A,,) C limsup 4,,. Sea
z € clx (limsup A,,) y U un conjunto abierto de X tal que z € U. Entonces,
UN(limsup A,,) # 0. Sea y € UN (limsup A,,), luego, existe J C N infinito tal
que UN A, # 0, para todo n € J. Asi, z € limsup A,

Ahora probemos que cly (liminf A,) C liminf A,,. Sean x € clx (liminf A,,)
y U un conjunto abierto de X tal que 2 € U. Entonces, U N (liminf A4,,) # 0.
Sea y € U N (liminf A,,), luego, existe N € N tal que U N A4,, # (), para todo
n > N. Asi, x € liminf A,,. Esto termina la prueba. n
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Proposicién 2.32. Si X es un espacio topoldgico y {A,}5°, y {Bn}22, son
sucesiones de subconjuntos de X, tales que lim A, = A ylim B,, = B, entonces:

(a) lim(A,UB,)=AUB;

(b) si existe un subconjunto infinito J de N tal que A, C B,, para todo
n € J, entonces A C B.

Demostracion. (a) Por la Proposicién 2.31 (a), probemos que lim sup (A, U B),)
C AU B C liminf (A, U B,,). Mostremos primeros que limsup (4, U B,) C
AUB. Seax € X — (AU B), entonces = ¢ limsup A,, y ¢ limsup B,,. Por
lo que, existen U; y Us; subconjuntos abiertos de X tales que x € Uy NUy y
N1, Ny € N tales que Uy N A,, = (), para cadan > N y UyN B,, = (), para cada
n > Ny. Sea N = méx{Ny, N»}, entonces (U; NUs) N (A, U B,) = 0, para
cadan > N. Asi, x ¢ limsup (A, U B,,).

Ahora, sea x € AU B y U un conjunto abierto de X tal que z € U.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que z € A. Luego, = € liminf A,
por lo que, existe N € N tal que U N A, # 0, para cada n > N. Luego,
UnN(A,UB,) # 0, para cada n > N. Por lo tanto, x € liminf (A4, U B,).

(b) Demostremos que si x € liminf A,,, entonces x € limsup B,,. Sean = €
liminf A,, y U un conjunto abierto de X tal que x € U. Entonces, existe N € N
tal que U N A, # 0, para cada n > N. Tomemos J = JN{n € N: n > N},
notemos que U N A4, # 0, para cada n € J . Como A, C B, para cadan € J,
entonces, U N B,, # (), para cada n € J. Asi, ya que J es infinito, tenemos
que z € limsup B,,. Por lo tanto, A C B H

El siguiente lema nos da una equivalencia del limite inferior y del limite
superior de una sucesién de subconjuntos cerrados de un continuo X.

Lema 2.33. [1, Lema 6.6] Sea X un continuo. Si {A,} es una sucesion de
subconjuntos de X, entonces se cumple lo siguiente:

liminf A,, = {z € X: existe una sucesion {x,}5°, de X que converge a x tal
que T, € A, para cadan € N };

limsup A, = {z € X: existe una sucesion {x,}>, de X, con z,, € A,, para
cada n € N, tal que alguna subsucesion de {x,}5°, converge a = }.

Proposicién 2.34. Sean X un continuo, A C X y {A,}22, una sucesion de
2% que converge a A en 2. Entonces, py € A si y solo si existe {p,}>, de X
tal que p, € A, para cadan € N, y lim p,, = po.

Demostracion. Sea py € X. Consideremos la funcién distancia f: X — [0, 00)
que estd dada por f(z) = d(po,x). Observemos que f es continua. Mas atn,
dado n € N, como A, es compacto y f es continua, existe p, € A, tal que,
f(pn) < f(p), para todo p € A,. Asi, {p,} -, es una sucesién de X tal que
para cadan € N, p, € A,. Veamos que lim p,, = py. Como lim A,, = A, por [29,
Teorema 4.11], {A,} 7, converge A con respecto a la métrica de Hausdorft.
Asi, dado € > 0, existe N € N tal que para cada n > N, H;(A.A,) < e
Por el Lema 2.4, para cada n > N, A C Ny (A,,¢€). Como py € A, existe
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p € A, tal que d(po,p) < €, es decir, f(p) = d(po,p) < €. Esto implica que,
f(pn) < f(p) < € por lo que d(po, p,) < €, para cada n > N. Por lo tanto,
lim p,, = po.

Ahora supongamos que py € X y existe {p,} -, una sucesién de X tal que
pn € A,, para cada n € N, y limp, = pg. Veamos que py € A. Supongamos
que po ¢ A. Entonces, d(pg, A) > 0, ya que A es compacto. Como lim p,, = py,

d(po,A)

existe N € N tal que para cada n > N, d(po,pn) < =55~. Por otra parte,

como lim A,, = A, existe M € N, tal que para cada n > M, H; (A, A,) < €.
Sea n > max{N, M}, por el Lema 2.4, A, C Ny (A, w>. Como p, € A,,

existe p € A tal que d(p,,p) < M. Esto implica que, d(po,p) < d(po, pn) +

d(pn,p) < d(ag, A), es decir, d(po,p) < d(po, A), lo que es una contradiccion.
Por lo tanto, py € A. n

Proposicion 2.35. Sea X un continuo. Supongamos que existe una sucesion
{A,}22, de 2% yp e X tales quelim A, = {p}. Si {p,}>°, es una sucesion de
X tal que para cada n € N, se cumple que p, € A,, entonces limp,, = p.

Demostracion. Sea d una métrica para X. Por [29, Teorema 4.11], {A,}>°,
converge a {p} con respecto a la métrica de Hausdorff H,. Sea € > 0, entonces
existe N € N tal que para cada n > N, Hy (A, {p}) < €. Por el Lema 2.4,
A, C Ny(e,{p}), para cada n > N. Como para cada n € N, p, € A, existe
q € {p} tal que d (p,, q) < €, es decir, d (p,,p) < €. Por lo tanto, limp,, = p. O

2.5. Retractos absolutos, Z-conjuntos y Teo-
rema de Torunczyk.

Esta seccion tiene como objetivo establecer los conceptos de retractos ab-
solutos y Z-conjuntos para poder enunciar el Teorema de Torunczyk. Dicho
teorema se debe a E. Torunczyk, que a mediados de la década de 1970 se de-
dico a caracterizar el cubo de Hilbert. También, es menester aclarar que por
compactum entenderemos un espacio métrico no vacio y compacto.

Definicién 2.36. Sean X y Y dos espacios topologicos, ACY y f: A— X
una funcion continua. Una funcion F:'Y — X es una extension continua
de f aY si F' es continua y F' [4= f. Un espacio normal X es un extensor
absoluto (AE) si, para cada espacio normal Y, cada subconjunto cerrado A
de Y y cada funcion continua f: A — X, se cumple que f tiene una extension
continua a 'Y .

Definicién 2.37. Un subconjunto cerrado A de un espacio topologico Y es un
retracto de Y si, la funcion identidad Id, en A tiene una extension continua
a Y. Un espacio normal X es un retracto absoluto (AR) si, para cada
espacio normal Y y cada subconjunto cerrado B de Y homeomorfo a X, se
satisface que B es un retracto de Y .

Teorema 2.38. (Borsuk) [20, Teorema 9.1] Un compactum K, es un AR si y
solo si K es un AFE.
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Corolario 2.39. [20, Corolario 9.2] Sea K un compactum encajado en Q. Si
K es un retracto de Q, entonces K es un AR.

Definicién 2.40. Sean X y Y dos espacios métricos, Y con métrica acotada
d, y f,g: X =Y funciones continuas, denotamos por

do (f,9) = sup{d (f () g (z)) : € X}.
Si {fn}nen €s una sucesion de funciones continuas de X enY, decimos que
f: X =Y es el limite uniforme de {f,}nen st lim d (fr, f) = 0.
n—oo

Definicién 2.41. Dado un compactum X con métrica d, un subconjunto ce-
rrado A de X es llamado un Z-congunto en X si, para cada € > 0, existe una
funcion continua f. de X en X — A tal que d(f. (z),z) < €, para todo v € X.
Una funcion continua f entre dos compactums X, y Xs es una Z-funcion si
f(X1) es un Z-conjunto en X.

Las siguientes dos propiedades de los Z-conjuntos son utilizadas en la de-
mostracion del Teorema 3.43.

Lema 2.42. Si X es un compactum, entonces las siguientes afirmaciones se
cumplen:

(a) si A es un subconjunto cerrado de B, con B un Z-conjunto en X, en-
tonces A es un Z-conjunto en X ;

(b) la union finita de Z-conjuntos en X, es un Z-conjunto en X.

Demostracion. (a) Como B es un Z-conjunto en X, entonces B es un sub-
conjunto cerrado de X. Luego, A también es un subconjunto cerrado de X.
Ademas, para cada € > 0, fo: X — X — B es una funciéon continua tal que
d(fe(z),z) < ¢, para todo x € X. Como X — B C X — A, si consideramos
fe: X = X — A, f. es una funcién continua. Asi, A es un Z-conjunto en X.
(b) Por induccién es suficiente que demostremos la afirmacién para dos
Z-conjuntos en X. Sean A y B dos Z-conjuntos en X. Como A y B son
subconjuntos cerrados de X, entonces A U B es un subconjunto cerrado de
X. Sea € > 0, entonces existe una funcién continua f: X — X — A tal que,
d(f(r),r) < 5, para todo x € X. Como d(f(X),A) < d(f(a),a), para
cada a € A, se sigue que d(f(X),A4) < 5. Ya que f(X) es compacto y
f(X)NAC (X—-—A)NA=10,se tiene que d(f (X),A) > 0. Asi, como B
es un Z-conjunto en X, existe una funcién continua g: X — X — B, tal que
d(g(x),x) < w <d(f(X),A), para cada = € X. En particular, como

flx) e X, d(g(f(z)), f(x)) <d(f(X),A), de aqui que g (f(x)) ¢ A. Por lo
tanto, g (f (X)) € X — A. De esto tlimo y como g (X) C X — B, podemos

considerar la funcién continua h = go f: X — X — (AU B) tal que, para todo
r € X,d(h(z),z) <d(h(x), f(z))+d(f(z),z) < e. Asi, concluimos que AUB
es un Z-conjunto en X. O

Ahora enunciamos el Teorema de Torunczyk.

Teorema 2.43. (Torunczyk) [20, Teorema 9.3] Sea X un AR. Si la funcion
identidad sobre X es un limite uniforme de Z-funciones, entonces X es un
cubo de Hilbert.



Capitulo 3

Clases de continuos

3.1. Graficas finitas

Un concepto que estd estrechamente relacionado con la definiciéon de arco,
es la definicion de grafica finita. En esta seccion presentamos su definicion, asi
como algunas de sus principales caracterizaciones que nos seran de utilidad.
Se remite al lector a [1], [8], [12], [23], [24], [28], [29] v [31] para la consulta de
bibliografia de este capitulo.

Las demostraciones de los siguientes tres lemas pueden ser consultados en
[4, Lema 2.2, Lema 2.4, Lema 2.3].

Lema 3.1. Sean X un espacio topologico, x € X y F un subconjunto cerrado
no vacio de X. Six ¢ F y « es un arco que va de x a un punto en F', entonces
existe un subarco  de « tal que F N [ = {y}, donde x,y son los puntos
extremos de (3.

Lema 3.2. i X es un espacio topoldgico arco conexo y Fy y Fy son subcon-
Juntos cerrados, no vacios y ajenos de X, entonces existe un arco a de X tal
que Fy Na={z} y FxNa = {y}, donde x yy son los puntos extremos de a.

Lema 3.3. Sean X un espacio topologico y x € X. Si o es un arco de X con
un punto extremo x y U es una vecindad de x, entonces existe un subarco
de « tal que f Cinty (U) C U y x es un punto extremo de (3.

Definicién 3.4. Sea X un continuo. Un arco libre de X es un arco a con
puntos extremos a y b tal que o — {a,b} es un abierto de X.

Lema 3.5. Sean X un continuo y J un arco libre de X, con py y q; sus puntos
extremos. Entonces, para cada subarco K de J, cuyos puntos extremos son pg
Y qi, K — E(K) es un subconjunto abierto de X, es decir, K es un arco libre
de X.

Demostracion. Primero notemos que K también es un subarco de X y K —
E(K)c J—E(J).Seax € K— E(K), entonces x € J — E(J). Como J es un
arco libre de X, J — E(J) es un subconjunto abierto de X. Asi, existe ¢; > 0
tal que By (€1,2) C J — E(J). Sea ¢ = min{ey, d (z,pk),d(x,qK)}. De esta
forma, By (€2, 2) C K — E(K), es decir, K — E(K) es un subconjunto abierto
de X. ]

29
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Lema 3.6. Sean X un continuo, Y un subcontinuo de X y J un arco libre de
X. 8 JCY CX, entonces J es un arco libre de Y .

Demostracion. Como J— E (J), es un subconjunto abiertode X y J—E (J) C
Y C X, entonces J — E (J) es un subconjunto abierto de Y, es decir, J es un
arco libre de Y. O

Definicién 3.7. Una grdfica finita es un continuo que se puede escribir
como la union de un numero finito de arcos tales que dos a dos son ajenos o
se intersectan solamente en uno o ambos puntos extremos.

Figura 3.1: Una gréfica finita

Teorema 3.8. Toda grdfica finita es la union de sus arcos libres.

n

Demostracion. Sea G una gréfica finita. Entonces, G = |J «a;, donde cada «;
i=1

es un arco con puntos extremos a; y b;, y tal que, si i # j, o; Ny =0 o se

intersectan solamente en uno o ambos puntos extremos. Ademas, para cada
i€ {l,2,...,n}, como a;,b; € Gy G es un espacio métrico, entonces {a;, b;} es
un cerrado de G. Luego, G — {a;, b;} es un abierto de G. Pero también, cada
a; es compacto, entonces cada «; es cerrado en G. De modo que, Uozj es un

i
je{l,...,n}

cerrado de G. Asi, (G — {a;, b;}) ﬂﬂ(G — o) = a; —{a;, b;}, es un abierto de

i
je{l,...,n}
G, es decir, a; es un arco libre de G. Por lo tanto, G es la unién de sus arcos
libres. O
Teorema 3.9. [29, Proposicién 9.2] Si X y Y son grdficas finitas, tales que

su interseccion es no vacia y finita, entonces X UY es una grdfica finita.

Teorema 3.10. [29, Corolario 9.10.1] Todo subcontinuo de una grifica finita
es una grdfica finita.

Ahora mostramos, una caracterizacion para la clase de las graficas finitas.
En particular, esta nos dice que el conjunto de los puntos de ramificacion de
cualquier grafica finita es finito.

Teorema 3.11. [29, Corolario 9.10] Un continuo X es una grdfica finita si y
solo si se cumplen las siguientes dos condiciones:
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(a) ord(z,X) <y, para cada x € X;
(b) ord (z,X) < 2 para todos, excepto un nimero finito de puntos x € X.

Teorema 3.12. [29, Ejercicio 9.41] Sean X un continuo y n € N — {1,2}.
El continuo X es una grdfica finita si y solo si cada punto de X tiene una
vecindad cerrada que es un n-odo simple o un arco.

Terminamos este apartado con el siguiente resultado que nos sera de ayuda
en la prueba del Teorema 3.22.

Teorema 3.13. [/, Lema 4.3] Si X es un continuo arco conexo y Gy, ..., Gy
es una coleccion de grdficas finitas de X ajenas por pares, entonces existen

un numero finito de arcos ai,qo,...,ap_1 en X, con k — 1 € N tales que
G=UG:1<i<ktUWH{au:1l<i<k-—1} es una grifica finita de
k

X. En particular, |J G; C G.
i=1

3.2. Continuos casi enrejados y enrejados

En esta seccion introducimos los conceptos de continuo casi enrejado y en-
rejado. Presentamos algunos resultados que los caracterizan, entre los que se
encuentran; una caracterizacion para los casi enrejados, ver Lema 3.17, y una
caracterizacion para los continuos enrejados X en términos de la densidad de
la clase de los elementos de C,, (X), cuya dimensién es finita, ver Teorema 3.30.
Ademas, conoceremos algunas clases de continuos que estdn contenidos en la
clase de los continuos enrejados, ver Teorema 3.41.

Dado un continuo X, sean:

G(X)={r e X: existe M C X tal que
M es una gréfica finita y x € inty (M)};
P(X) =X -G(X);
FA(X) = U{iﬂtx (J) : J es un arco libre de X }.

Observacion 3.14. Si X es un continuo, el conjunto G (X) es un subconjunto
abierto de X. Ast, P (X) es un subconjunto cerrado de X.

Definicién 3.15. Decimos que un continuo X es cast enrejado si y solo si
el conjunto G (X) es denso en X. Un continuo casi enrejado X es enrejado
st X tiene una base de vecindades B tal que para cada elemento U € B se
cumple que U — P (X) es conezo.

Existen continuos que son casi enrejados y enrejados, por ejemplo, cualquier
grafica finita. Sin embargo, esto no siempre es cierto.

Ejemplo 3.16. Sea X = ([-1,1] x {0H)u(U ({£} x [0,2])). Entonces, P(X)
{(0,0)}, X es casi enrejado, pero no es enrejado, pues para cada conjunto
abierto U de X tal que (0,0) € U, tenemos que U — P(X) es disconezxo. Ast,
X es un continuo casi enrejado y no enrejado, véase la Figura 3.2.
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Figura 3.2: Un continuo casi enrejado que no es enrejado

Lema 3.17. Si X es un continuo, entonces clx (G (X)) = clx (FA(X)). Por
lo tanto, X es casi enrejado si y solo si FA(X) es denso en X.

Demostracion. Probemos que clx (G (X)) C clx (FA(X)). Seaz € clx (G (X)),
entonces existe una sucesién {z,} -, de elementos de G (X), que converge a
z en X. Sea n € N fijo, como z,, € G (X), entonces existe una grafica finita
M C X tal que x,, € intx (M) C M. Por el Teorema 3.8, M = J «a; con cada
a; un arco libre de M y tal que, si 7 # j, a; y «; son ajenos 01 sze intersectan
en uno o ambos de sus puntos extremos. Por lo que, existe oy, para algin
ke {1,2,..,n} tal que x,, € ay. Sear =+, como V = By (r,x,) Nintx (M) es
un conjunto abierto no vacio de X que contiene a x,, por el Lema 3.3, existe
un subarco § de «4 tal que, x, € § C V y x, es un punto extremo de 3. Como
ay es un arco libre de M y [ es un subarco de ay, por el Lema 3.5, 5 es un
arco libre de M. Asi, B — E (/3) es un abierto de M. Ademés, 5 — E () C 5 C
intx (M)NBy(r,x,) C inty (M), entonces §— FE () C inty (M) C M. Luego,
B — E(B) es abierto en X y por tanto, 8 es un arco libre de X. Ahora, para
cadan € Ny seay, € § — E(f) Cintx (5) C FA(X), es decir, y, € FA(X).
Como y, € 8 — E(B) C B C intx (M) N By (r,z,), entonces y, € B (r,x,).
Luego, d (25, yn) < =, para cada n € N. Por lo tanto, {y,},., converge a x en
X. De este modo, como {y,} -, es una sucesién de elementos de F.A (X) que
converge a z, entonces x € cly (FA(X)).

Mostremos ahora que cly (F.A (X)) C clx (G (X)).

Sea z € cly (FA(X)), dado r > 0, By(r,z) N FA(X) # 0. Sea y €
By (r,2)NFA(X), entonces y € FA(X), por lo que existe inty (J) C FA(X),
con J un arco libre de X tal que y € intx (J). Como J es una grafica finita
de X, entonces y € G (X). Por lo tanto, y € clx (G (X)). Asi, clx (FA(X)) =
clx (G (X)). Ademads, por definicién de casi enrejado y por esta tltima igualdad
tenemos que, X es casi enrejado si y solo si cly (FA (X)) =clx (G (X)) = X,
es decir, X es casi enrejado si y solo si FA(X) es denso en X. O

Lema 3.18. 5@ X es un continuo casi enrejado y U es un subconjunto de X,
entonces inty (U) C cly (U — P (X)).

Demostracién. Cuando inty (U) = 0, el resultado es inmediato. Sean x € X
y V un subconjunto abierto no vacio de X tal que x € intx(U) y = €
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V. Entonces, V Nintx (U) es un subconjunto abierto no vacio de X. Co-
mo X es un continuo casi enrejado y intx (P (X)) = X — clx (G (X)), se
sigue que, intx (P (X)) = 0. Por lo que, V Nintx (U) ¢ P(X), asi, V N
(intx (U) =P (X)) = (VNnintx (U))—P (X) # 0. Como U-P (X) D intx (U)—
P (X), se tiene que, VN (U—-P (X)) D VN (intx (U) =P (X)) # 0, es
decir, z € clx (U — P (X)). Por lo tanto, como x es arbitrario, intx (U) C
clx (U =P (X)). O

El siguiente resultado nos da una condicién necesaria para que un continuo
sea enrejado.

Lema 3.19. St X es un continuo enrejado, entonces X es un continuo local-
mente conero.

Demostracion. Como X es un continuo enrejado, X tiene una base de vecin-
dades B tal que, para cada elemento U € B, U — P (X) es conexo. Sea x € X
y V un subconjunto abierto de X, tal que x € V. Elijamos ahora, W un sub-
conjunto abierto de X tal que, x € W C clx (W) C V. Sea U € B tal que
x € intx (U) € U C W. Por el Lema 3.18, intx (U) C clx (U—-P (X)) C
clx (U) C clx (W) C V. Esto nos dice que, x € inty (clx (U — P (X))) C
clx (U =P (X)) C V. Ademds, U—P (X) es conexo, entonces cly (U — P (X))
también es conexo. Por lo tanto, como x es arbitrario en X, se sigue que X es
conexo en pequeno. Por el Teorema 1.24, X es localmente conexo. O]

Ejemplo 3.20. Sean n € N, A, = {(z,27"") e R2: 0 <2 < 1} y Ay =

{(2,0) € R?: 0 < x < 1}. Para cadan € NU{0} y cada 0 < m < 2" seq
B = {(m27" 1 y) € R*: 0 <y < 27"}, Consideremos

(0

n=0 \m=0

)

- (Ja
n=0

entonces X es un continuo enrejado, P(X) = Ao y por el Teorema 3.19, X es
localmente conexo, véase la Figura 3.5.

g (X)

Figura 3.3: Un continuo enrejado
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En general, el reciproco del Lema 3.19, no es cierto. Para ver esto, sean

neNyAd, ={(zy) R (z- ﬁ)Q +y? = (%)2} Consideremos X =

o
U A,, con la topologia usual de R?. Entonces X es un continuo llamado Arete
n=0
Hawaiano Armonico. En este ejemplo, X es un continuo localmente conexo y

casi enrejado. Sin embargo, X no es enrejado, ya que U — P(X) es disconexo,
para cualquier conjunto abierto U de X que contenga P(X), véase la Figura
3.4.

Figura 3.4: Un continuo localmente conexo y casi enrejado, que no es enrejado.

Lema 3.21. Si X es un continuo, entonces X es enrejado si y solo si X es
casi enrejado y X tiene una base D de subconjuntos abiertos conexos de X tal
que, para cada elemento U € D, U — P (X) es conezo.

Demostracion. La suficiencia es inmediata por la definicién de continuo enre-
jado, y ya que todo elemento de U € D, en particular, es un conjunto abierto,
y por lo tanto una vecindad de cada uno de sus puntos.

Para la necesidad, supongamos que X es enrejado. Sea B una base de ve-
cindades de X tal que, para cada elemento U € B, U — P (X) es conexo. Sean
p € X y W un subconjunto abierto no vacio de X tal que p € W.

Sea U € B tal que p € intx (U) C U C W. Por el Lema 3.19, como X
es localmente conexo, existe un subconjunto abierto y conexo Z de X tal que
p € Z C intx (U). Ya que G (X) es abierto en X, entonces P (X) es cerrado
en X. Luego, se tiene que W — P (X)) es un subconjunto abierto de X. Como
U—-P(X)CW—-P(X), para cada x € U — P (X), existe un subconjunto
abierto y conexo V, de X tal que, z € V, C W — P (X).

Consideramos ahora, V = ZU(J{V, : 2 € U — P (X)}). Notemos que V' es
un subconjunto abierto de X ya que es la union de dos conjuntos abiertos de X.
Sea S =J{Vo:xe€U—-P(X)}, entonces U —P(X)CSCW-P((X)C
W. En particular, S € W. Como Z C W, se tiene que, p € Z C V C
W, es decir, p € V.C W. Ademéds, como V — P (X) = (ZUS) - P(X) =
(Z-PX)U(S-P((X)) =(Z—-P(X))US, sesigue que S C V —P (X).
Como Z —P(X)CU—-P(X) ,entonces V-P(X)C (U-P(X)UuScS
ya que U — P (X) C S. Asi, se obtiene que S =V — P (X).

Por otro lado, como V — P (X) = VN G(X), se sigue que V — P (X)
es un abierto de X. Més ain, como {V, : 2 € U — P (X)} es una familia de
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subconjuntos conexos de X y U — P (X) es un subconjunto conexo de X
tal que U =P (X) C SycadaV, € {V,:x € U—"P(X)} cumple que, V., N
(U —"P (X)) # 0, entonces por [21, Teorema 2], S es conexo, es decir, V—P (X)
es conexo. Por ultimo, como V — P (X) C V|, por el Lema 3.18, se sigue que
V-PX) CV Ccdx(V-P(X)). Por lo tanto, V es conexo y también
abierto de X. Esto completa la prueba del lema. O]

Teorema 3.22. Sean X un continuo localmente conexo, n € N y A € C,, (X).
Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) dim (A, C, (X)) es finita;
(b) existe una grdfica finita D contenida en X, tal que A C intx (D);
(c) ANP(X)=0.

Demostracion. (a)=-(b) Sea k el nimero de componentes de A, entonces, k <
n. Supongamos que k = 1, es decir, A € C'(X). Como C (X) C C, (X), por
el Teorema 1.3 (b), se tiene que dim (A, C (X)) < dim (A, C, (X)) y por lo
tanto, dimy (C' (X)) es finita. Luego, por [19, Lema 2.2, Afirmacién 1], existe
una grafica finita D contenida en X tal que A C inty (D).

Supongamos ahora que k > 1. Sean Aj, ..., Ay las componentes de A. No-
temos que Ay, ..., A; son subcontinuos de X ajenos por pares. Asi, por el Co-
rolario 1.17, existen subcontinuos 721, ..., Z; de X ajenos por pares, tales que
A; Cintx (Z;), para cada i € {1, ..., k}.

Dado i € {1,...,k}, notemos que A; € (inty (Zi)>C(X) C C(Z;). Luego, se
tiene que C'(Z;) es una vecindad de A; en C'(X), o sea, 4; € inte(x) (C (Z))).
Asi, por el Teorema 1.3 (c), dim (A;, C' (X)) = dim (A;, C (Z;)). Luego, por el

k
Teorema 1.5, tenemos que dim (A4;,C (Z;)) < dim | (A4, ..., Ax), [[ C(Z;) |.
j=1

Por otro lado, por el Teorema 2.15, existe un homeomorfismo

k
Y HIC(ZJ) - <Z1> "'7Zk>0k(X)7
]:

k
que esté definido por (By, By, ..., By) = U B;. Luego, por el Teorema 1.4,
i=1

k
dim ((Al, A, T C (zj)> — dim (A, (Z1, ., Zk>0k(X)>

J
y como, (Z1,..., Zi)g,(xy C Cn(X), por el Teorema 1.3 (b), se tiene que
dim <A, (Z1, “'7Zk>ck(x)> < dim (4, C,, (X)). Debido a esto tltimo, y como,
dim (A;,C (X)) = dim (4;,C (Z;)), dim (4;, C (X)) < dim (A, C,, (X)). Por lo
tanto, la dimensién de C' (X)) en A; es finita. Asi, por [19, Lema 2.2, Afirmacién
1], existe una gréfica finita G; contenida en X, tal que, A; C intx (G;). Ademads,
como cada A; es conexo y A; C intx (G;)Nintx (Z;), existe una componente C;
de inty (G;) Ninty (Z;) tal que, A; C C;. Notemos que intx (G;) Nintx (Z;) es
un abierto de X y X es locamente conexo. Por el Teorema 1.14, C; es un abierto
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de X. Tomando ahora, D; = clx (C;), se sigue que D; es un conexo y cerrado de
X. Ademas, como G;NZ; D C; es un cerrado de X | se tiene que D; C G; N Z;.
Por lo tanto, D; es un subcontinuo de G; y Z;. Asi, por el Teorema 3.10, D; es
una grafica finita, la cual, cumple que, A; C C; C intx (D;) C D; C Z;. Asi,
como D; C Z;, para cada i € {1,...,k} y los Z; son ajenos por pares, se sigue
que, D1, ...., Dy es una coleccion de gréficas finitas contenidas en X, ajenas
por pares. Luego por el Teorema 3.13, ex1ste una grafica finita D contenlda

en X tal que U D; C D. Asi, U A, C U intx (D;) C D. Por lo tanto, como

k
= |J A, se sigue que, A C intx (D). Concluyendo lo requerido.
=1

(b)=(a) Supongamos que A C intx (D) para alguna gréfica finita D con-
tenida en X. Notemos que A € (intx (D))q, x) C Cn (D), luego, se tiene que,
Cp (D) es una vecindad de A en C,, (X), es decir, A € inte, (x) (Cp (D)). Asi,
por el Teorema 1.3 (b), dim (A, C, (X)) = dim (A, C, (D)). Luego, por [20,

Teorema 2.4],

dim (4,C, (D)) =2n+ >, (ord(p,D)—2)

pEANR(D)
<2n+ > (ord(p,D)—2),
pER(D)
es decir, dim (A, C,, (D)) < 2n+ > (ord(p,D) — 2). Por el Teorema 3.11,
peR(D)

R (D) es finito, entonces dim (A, C,, (D)) es finita. Por lo tanto, dim (A, C}, (X))
es finita.

(b)=(c) Esta demostracién es clara, ya que cada punto de A tiene a D como
vecindad, la cual, es una gréfica finita contenida en X. Por lo tanto, A C G (X)
y por ende, ANP (X) = 0.

(¢)=(b) Supongamos que A N P (X) = (. Entonces, para cada punto
a € A, existe una gréfica finita D, en X tal que a € intx (D,). Como X
es localmente conexo, existe un conjunto abierto y conexo F, de X tal que
a€ F, Ccly (Fa) C intx (Da).

Ademads, como A C |J F,y A es compacto, existenr € Ny ay, as, ...,a, € A

acA

tales que A C U F,,. Sea I' = U clx (Fy,), entonces F' tiene k componentes

con k < r. Sean C1,Cy, ..., Cy dlchas componentes. Notemos que, para cada

i € {1,2,...,k}, C; es un continuo y ademds, C; C F C U inty (D,,). Asi,

dado a € C;, existe j € {1,2,...,r} tal que a € intx (D ) Es decir, D,; es
una vecindad de a en X. Luego, por el Teorema 1.8, se tiene que ord (a, C; ) <
ord (a, X) = ord (a, Daj), es decir, para cada a € C;, ord (a, C;) < ord (a, Da].).
Més atin, por el Teorema 3.11 cada punto de D,; es de orden finito y todos
salvo una cantidad finita de puntos de D,; tienen orden menor o igual a dos
en D,,. Como {a;: j € {1,2,...,7}} es un conjunto finito, de lo anterior, se
sigue que cada punto de C; tiene orden finito y todos salvo una cantidad finita
de sus puntos tienen orden menor o igual que dos en C;. Asi, por el Teorema
3.11, C; es una gréfica finita. De modo que, C, (s, ..., ), es una coleccion de
graficas finitas ajenas por pares, y por el Teorema, 1.21, X es arco conexo.
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Aplicando el Teorema 3.13, obtenemos una grafica finita D contenida en X

k r

tal que F' = |J C; C D. Entonces, A C |J F,, C F C D y por lo tanto,
i=1 =1

A Cintx (D) que es como se requeria. O

Como una aplicacién del Teorema 3.22 tenemos la siguiente observacion.

Observacion 3.23. Si X y Y son continuos localmente conexos y'Y C X,
entonces G (X)NY C G(Y). Notemos que G(X)NY C G(Y) es equivalente
aP(Y)CP(X).

En efecto, sea x € G(X)NY, como {z} NP (X) =0, por el Teorema 3.22
(a), se tiene que dim ({z},C(X)) < oco. Ademds, como {z} C C(Y) C C(X),
por el Teorema 1.3 (b), se tiene que dim ({z}, C(Y)) < dim ({z}, C(X)) < 0.
Aplicando, el Teorema 3.22 (c), se tiene que {x} NP (Y) = 0, es decir, x €
G (Y), que es lo que se requeria.

Dado un continuo X, sea 22 la familia de todos los subconjuntos no vacios
y cerrados de 2% con la métrica de Hausdorff Hy , definida para toda A;, Ay €
22" como

HHd (Al,AQ) = {7” > 0: ./41 - NHd (T,AQ) ,./42 - NHd (T’,Al)}.

Lema 3.24. [28, Lema 1.48] Si X es un continuo y p: 22 — 2% estd dada
por p(A) = Uea A, entonces p estd bien definida y para cada Ay, Ay € 22*
se cumple que

Hy(p (A1), p(A2)) < Hu, (A1, Az).
En particular, p es continua.

Definicién 3.25. Una curva cerrada simple es un espacio topoldogico ho-
meomorfo a la circunferencia unitaria con la topologia euclideana.

Definicién 3.26. Un drbol es una grdfica finita que no contiene curvas ce-
rradas simples.

Lema 3.27. 51 X es un espacio topolégico arco conexo y F' es un subconjunto
finito de X, con mdas de un punto, entonces existe un darbol T en X tal que
FcT

Demostracion. La demostracion se hace por induccién sobre el ntimero finito
n de elementos de F. Si F = {z,y}, como X es arco conexo, existe un arco
T en X que une x con y, como en particular 7' es homeomorfo a [0, 1] que
no contiene una curva cerrada simple, entonces 1" es un arbol tal que F' C T
Ahora supongamos que el resultado es cierto para cualquier subconjunto que
tiene a lo mas n — 1 elementos y demostremos que el lema es cierto para todo
subconjunto finito con n elementos. Para esto, sea F' un subconjunto de X con
n—1 elementos y x € X, por el paso inductivo, existe 7" un arbol contenido en
X tal que F' C T. Ahora notemos, si # € T, entonces F' U {zx} C Ty termina
la demostracién. En caso contrario, si x ¢ T, dado y € T, como z,y € X y
X es arco conexo, existe un arco § en X tal que va de x a y. Aplicando el
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Lema 1,17, existe un arco o que esta contenido en X tal que, T'Na = {q}
con x y q los puntos extremos de «. Notemos que ¢ # x. Aplicando ahora el
Teorema 1.4, se obtiene que T'U a es una grafica finita. Si demostramos que
T U « no contiene una curva cerrada simple, entonces T'U « serd un arbol y
habremos terminado. Para esto, supongamos que existe C' una curva cerrada
simple tal que C C T'Ua . Como T es un arbol y a es un arco, C' no puede
estar contenido en ninguno de los dos. Ademas, como Ty « son compactos,
(TUa) —a =T —ay (aUT) —T = a — T son subconjuntos abiertos,
ajenos y no vacios de T'U « que ademads intersectan a C' — {q} ya que, como
C ¢ TyC ¢ a, existen ¢1,co € C tales que ¢; ¢ Ty co ¢ «a. Luego,
como C' C T U« entonces ¢; € oy ¢o € T. Observe que ¢; # qy ¢3 # q,
entonces (T'—a) N (C—{q}) #0y (a=T)N (C —{q}) # 0. Luego, como
C—{¢g}=C—-—TnNna)=(C-T)U(C—a) C (a—T)U(T — «), entonces
C' — {q} es disconexo, lo que es una contradiccién, ya que C' es una curva
cerrada simple y al quitarle uno de sus puntos no es disconexa. Por lo tanto,
T U« es un arbol. O

Lema 3.28. Dados X un continuo, € > 0, A,B € 2% y C C A no vacio, si
A C Ny(e,B) < ¢, entonces BN Ny (e,C) # 0.

Demostracion. Sea ¢ € C, entonces ¢ € C C A C Ny (e, B), asi, existe b € B
tal que d(b,c) < €, es decir, b € By(e,¢) C Ny(e,C). Por lo tanto, B N
Ny (6, C) # 0. ]

Observacion 3.29. Si X es un espacio métrico y D C A C X, se dice que D
es denso en A si D es denso en el subespacio métrico (A,d). Esto quiere decir,
D es denso en A si y solo siclx (D)NA=A, o equivalentemente si y solo si,
AC ClX (D)

Dados X un continuo y n € N, sea
§n(X)={A € C,(X): dim(A,C, (X)) es finita},
se acostumbra denotar § (X) como §F (X).

Teorema 3.30. Sea X un continuo localmente conexo. Los siguientes enun-
ciados son equivalentes:

(a) X es enrejado;
(b) para cadan € N, §, (X) es denso en C,, (X);

(c) existen € N, tal que §, (X) es denso en C,, (X).

Demostracion. (a)=(b). Antes de comenzar la demostracién, hacemos la si-
guiente aclaracién. De acuerdo a la Observacién 3.29, para mostrar que g, (X)
es denso en C,, (X), es suficiente mostrar que C, (X) C clyx (F, (X)). Supon-
gamos que X es enrejado y sean n € N, A € C,, (X) y € > 0. Consideremos
Aq,..., A, cada una de las componentes de A, con k£ < n. En particular,
Ay, ..., Ag son subconjuntos compactos y ajenos por pares en X. Asi, por el
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Lema 2.2, Ny (€, A1), Ng(e€, As), ...,N4 (€, Ax) son conjuntos disjuntos por pa-
res. Por otro lado, por el Lema 3.21, existe una base de vecindades D de X
que esta formada por subconjuntos abiertos conexos de X tal que, para cada
UeD,U—P(X) es conexo.

Asi, dado a € Ay By(e€,a), existe un subconjunto abierto conexo U, de
X tal que a € U, C By(€,a). Sea V, = U, — P (X), se tiene que V, es un
conjunto conexo y abierto de X. De hecho, V, # ), ya que como X es enre-
jado, inty (P (X)) = 0, por lo que U, ¢ P (X). Ahora, sea b(a) € V,. Dado
i € {1,...,k}, por la compacidad de A;, existe m € Ny ay,...,a,, € A; ta-
les que A; € UL, Uy, € Ui Bal(e,a5) C Na(e, A;). Sean U = Jj_, Uy, ¥
V= UT:1 Va, - Notemos que U y V' son subconjuntos abiertos de X. Ademds,
como A = {U,,,...,U,, } es una familia de subconjuntos conexos, A4; C |J.A
y para cada j € {1,...,m}, a; € A; NU,,, por [21, Teorema 2], se tiene

que U = A; U (Uznzl Ua].> es conexo. Mostremos que V' también es conexo,

para esto, supongamos que es disconexo, es decir, existen V; y V5 subcon-
juntos abiertos, ajenos y no vacios de V tales que V = V; U V5. Como para
cada j € {1,2,..,m}, V,, es conexo, entonces V,, C Vi o V,, C Vs, asi,

podemos asumir que existe r € {1,2,...,m — 1} tal que <U;:1 Vaj> cW
Y (Ugn=r+1 Vaj) C V,, por lo que (U;Zl V}lj> N (U;n:rﬂ Vaj> = (). Note-

mos que como U es conexo, W = (U;zl Uaj> N <U;":r i Uaj> es un sub-
conjunto abierto y no vacio de X. Ademads, como inty (P (X)) = 0, W —
P(X) = <<U§:1 Uaj> N (U;’;Ml Ua].>) — P (X) # 0 ya que si fuera vacio,

(Up=i Vo)) 0 (Uryi1 U,) € P (X). De donde, (Usy U, ) 0 (Ufy 1 Uy ) ©
intx (P (X)) =0, lo que es una contradiccién. Sin embargo, si W —P (X) # 0,
entonces W — P (X) = (U;Zl Vaj) N (Um % > # (), lo que también es

j=r+1 Va;
una contradiccion. Como en ambos casos obtenemos una contradiccion, V' tie-
ne que ser conexo. Luego, por el Teorema 1.21, V es arco conexo. Asi, por
el Lema 3.27, existe un arbol 7; contenido en V' tal que {b(aq),...,b(an)} C
T;. Como b(a;) € Vo, C U, C By(e,a;), entonces d(aj,b(a;)) < e Sea
r € Byl(e, a;), entonces d(aj,z) < e. Como d(b(a;),z) < d(b(aj),a;) +
d(aj,z) < 2€, By(e,a;) C Bq(2¢,b(aj)), para cada j € {1,...,m}. Por lo
que, A; C UjL, Us, C Ui, Bale,a5) € UjL, Ba(2¢€,0(a;)) C Na(26,T;).
Como también, T; C V. C U C Ny(e, A;)) C Ng(2€, A;), por el Lema 2.4,
Hy(A;, T;) < 2¢6. Ademés, T; C V — P (X), de donde T; NP (X) = (. Notemos
que Hy, ({Ai:i <m}, {Ti:i <m}) <2 Sea T = J;_, Ti € Cy, (X), enton-
ces TNP (X) = 0. Por el Lema 3.24, Hy (A, T) < 2¢, es decir, T' € By, (2¢, A).
Ademés, por el Teorema 3.22 (c), se obtiene que dim (7, C,, (X)) es finita. Por
lo tanto, T' € §,, (X) y Bu, (26, A)NF, (X) # 0. Asf concluye la demostracion.

(b)=(c) Es claro, ya que para cada n € N, §,, (X) es denso en C, (X), en
particular, para algin ny € N.

(c)=-(a) Mostremos primero que X es casi enrejado. Para esto, es suficiente
mostrar que X C clx (G (X)). Sean z € X y € > 0. Como {z} € C,, (X) y
§n (X) es denso en C,, (X), entonces By, (e, {z})NF, (X) # 0, es decir, existe
A€ F,(X) tal que Hy ({2}, A) < e. Como dim (A, C,, (X)) es finita, por el
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Teorema 3.22, existe una gréfica finita G contenida en X tal que A C inty (G).
Dado a € A, por Lema 2.4, A C Ny(e,{z}), luego, a € By(e,x). Como
también, G es una grafica finita la cual es una vecindad de a en X, entonces
a€ Bi(e,x)NG (X). Asi, G (X) es denso en X y por ende, X es casi enrejado.

Ahora supongamos que X no es enrejado, entonces existen x € X y W una
vecindad de x en X tal que para cada vecindad U de x con x € U C W,
U — P (X) es disconexo. Como X es localmente conexo, existe un conjunto V'
abierto y conexo de X tal que z € V.C W. Luego, V — P (X) es disconexo,
es decir, V — P (X) = SUT, con S y T subconjuntos no vacios, ajenos y
abiertos de V' — P (X). Notemos que S y T también son abiertos de X. Sean
xr €T yp,...pn €5, n puntos de S distintos por pares. Como V es un
abierto y conexo de X, por el Teorema 1.21, V' es arco conexo. Ademsds, ya
que {z} y {p1, ..., pn} son subconjuntos cerrados no vacios y ajenos de V', por
el Lema 3.2, existe un arco a« C V que va de x a algin punto p; € {p1, ..., pn}
y aNA{p1,...,pn} = {pi}. Supongamos que p; = p,. Sea A = {p1,...,pn_1} U
a € C,(X). Como a,{pi},....{pn_1} € 2% y son ajenos por pares, por el
Lema 2.2, existe € > 0 tal que By (€,p1), ..., Ba(€,pn—1) ¥ Na (€, ) son ajenos
por pares. Ademds, ya que V, T'y S son abiertos de X con a C V, {x} C
Ty {px} C S, para k € {1,...,n}, por el Lema 2.3, podemos suponer que
Ny(e,a) CV, By(e,x) C Ty By(e,pr) C S. Por otro lado, como §, (X) en
denso en C,, (X), existe B € §, (X) tal que Hy (A, B) < e. Luego, por el Lema
24, B C Ny(e,A) = (U?;ll By (e,pj)> U Ny (€, ), con cada uniendo abierto
de X y disjuntos por pares. Ademas, por el Lema 3.28, B intersecta a cada
uno de estos uniendo. Asi, las componentes de B son By = B N By (€,p1),
By =BNBy(e,p2), ....Bn1 = BNBy(€,pp_1) y B, = BN Ny (€, ). Notemos
que por el Lema 3.28, BN By (€,p,) # 0y BN By(e,z) # 0. Asi, B,N S =
BN Ny (e,0)NS D BNBy(€,pn)NS = BNBy(€,p) y B,NT = BNNy(€,a)N
T D BN By(e,z)NT = BN By(€,x) son conjuntos no vacios. Como B, es
conexo, B, ¢ SUT =V — P(X), ademds, B, C Ny(e,a) C V, entonces
B,NP(X)#0. Asi, BNP(X) # 0. Como B € C,, (X), por el Teorema 3.22,
B ¢ F.(X), lo que es una contradiccién. Esto prueba que X es enrejado y
concluye la demostracion. O

Definicién 3.31. Una dendrita es un continuo localmente conexo que no
contiene curvas cerradas simples.

Denotamos por ® la clase de todas las dendritas cuyo conjunto de puntos
extremos es cerrado

Definicién 3.32. Una dendrita local es un continuo tal que cada uno de
sus puntos tiene una vecindad que es una dendrita.

Denotamos por £9 la clase de las dendritas locales tal que cada uno de sus
puntos tiene una vecindad que pertenece a 2.

Definicién 3.33. Sean X un continuo y x € X. Decimos que x es un punto
de corte de X si X — {x} es disconexo y x es un punto de no corte de X
si X —{x} es conexo.
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Observacion 3.34. Dado X una dendrita, por [29, Teorema 6.6], ezxisten al
menos dos puntos de no corte de X, ast, por [29, Teorema 10.7], los puntos de
no corte de X son los puntos extremos de X. Por lo tanto, X posee al menos
dos puntos extremos.

Teorema 3.35. [23, Capitulo 6, Teorema 4 (i), pagina 303] Un continuo X
es una dendrita local si y solo si es localmente conexo y contiene a lo mas un
numero finito de curvas cerradas simples.

Proposicién 3.36. [29, Proposicién 9.5] Si X es un continuo, entonces para
cada x € X, ord(z,X) < 2 si y solo si X es un arco o una curva cerrada
simple.

Teorema 3.37. [29, Proposicion 9.4] Si X es un continuo tal que ord (z, X) <
N, para cada x € X, entonces cada subcontinuo de X es un continuo localmen-
te conexo. En particular, cada subcontinuo de una grdfica finita es un continuo
localmente conexo.

Observaciéon 3.38. De acuerdo a la Proposicion 3.36 y el Teorema 3.37, cada
arco, curva cerrada simple y grdafica finita, son continuos localmente conexos.
Luego, como cada drbol es una grdfica finita que no contiene curvas cerradas
simples, entonces es una dendrita. En particular, cada arco es una dendrita.

Definicién 3.39. Un n-odo simple es un continuo X que es la union de n
arcos oy, o, ..., oy, con n € N tal que existe p € X con la propiedad de que
a;Nay; = {p}, cuando i # j, y p es un punto extremo de cada uno de los arcos
;. En particular, cada n-odo simple es una grafica finita y una dendrita.

Teorema 3.40. La clase de las grdficas finitas estd contenida en la clase £9.

Demostracion. Sea G una grafica finita, por el Teorema 3.12, cada punto x €
G, tiene una vecindad cerrada que es un n-odo simple o un arco. Como cada
n-odo simple y cada arco es una dendrita, se sigue que G es una dendrita
local. Ademas, como en cada arco y cada n-odo simple su conjunto de puntos
extremos es finito, y por ende, cerrado, se sigue que G € £9. n

Teorema 3.41. La clase de los continuos enrejados contiene las siguientes
clases:

(a) grdficas finitas;
(b) clase ©;
(c) clase £3.

Demostracion. Por el Teorema 3.40, cada grafica finita es un elemento de £2.
Ademas, de acuerdo al Teorema 3.35, cada dendrita es una dendrita local, asi,
en particular, cada elemento de ® es un elemento de £, es decir, ® C £9.
De modo que, es suficiente mostrar que los elementos de £3 son enrejados.
Sea X € £, por [3, Teorema 3.20], § (X) es denso en C (X)), ademds, por el
Teorema 3.35, X es localmente conexo, asi, por el Teorema 3.30, X es enrejado.

m
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3.3. Continuos que no son casi enrejados

La presente seccion esta encaminada a presentar una condicién necesaria
que tienen que cumplir los continuos localmente conexos para que posean n-
ésimo hiperespacio unico, véase Teorema 3.54. Ademas, de demostrar que para
cualquier continuo X localmente conexo que no sea casi enrejado, existe una
familia no numerable de continuos localmente conexos cuyos n-ésimos hiperes-
pacios son homeomorfos a C,, (X), pero dichos continuos no son homeomorfos
a X, véase Teorema 3.55. Para esto, necesitamos algunos resultados auxiliares.
También, para mayor simplicidad, en algunos resultados de esta seccion, si X
es un subespacio de un espacio métrico Y, con métrica d y p € X, utilizamos la
siguiente notacién, BX (p), para denotar a B, (¢,p) N X. Algo similar tenemos
para NX (A), con A € 2%.

Lema 3.42. 57 X es un continuo localmente conexo, R un subconjunto cerrado
de P(X) y K € C(X), tales que intx (K) N R # (), entonces CX (X) es un
Z-conjunto de Cy, (X, R).

Demostracion. Sea d una métrica para X. Observemos primero que CX (X)
es un subconjunto cerrado de C, (X, R). En efecto, sea A € CK (X)), por
hipétesis intx (K) N R # (), entonces ANR D KNRDinty (K)NR #(, es
decir, AN R # 0, asf, A € C,, (X, R). Ademas, como CX (X) es compacto y
C, (X, R) es un espacio métrico, se sigue que CX (X) es un subconjunto cerrado
de C, (X, R). Ahora mostremos, que para cada ¢ > 0, existe una funcién
continua, g.: C, (X,R) — C,(X,R) — CX(X) tal que Hy(g.(A),A) < e,
para toda A € C,, (X, R).

Sea € > 0y fijemos p € intx (K)N R tales que By (¢,p) € intx (K). Por [29,
Teorema 8.10], existen m € Ny subcontinuos localmente conexos X1, ..., X, de
X tales que, para cada i € {1,...,m}, diam (X;) < {y X = X1 U Xy --- U X,,.
Consideremos A = {i € {1,...,m}: pe€ X;}. Seaz € |J X;, como p € () X;,

(1SN 1EA
se sigue que d(z,p) < §, es decir, z € By (;i,p) C By(e,p) € inty (K).
Esto implica que, A = {1,...,r}, con r < m. Definamos la estrella de p, por

St(p) = X; U X,--- U X,. Notemos que St(p) C By (£,p) C inty (K). Sea
F={je{l,....m}:p¢ X; y X;n St(p) # 0}. Observemos que F # (). En
efecto, sea E = {j € {1,...,m}: X;N St(p) = 0}. Notemos que {1,...,m} =
EUFUA. Ademés, St(p) y (U X son subconjuntos cerrados y ajenos de X. Si
jEE
F = (), como St(p) C X, se tiene que |J X; # 0y X =St(p)U(U{X;: j € E}).
JEE
Esto contradice la conexidad de X, por lo que F' # (). Dado j € F, fijemos
p; € X;NSt(p). Por [20, Proposicién 10.7], St(p) es un continuo localmente
conexo y por el Teorema 1.20 es arco conexo. Asi, por el Lema 3.27 existe
un drbol 7' contenido en St(p) tal que {p} U {p;: j € F} C T. Entonces,
TNX; #0, para cada j € F.

SeaY =TU(U{X,:j € F}). Como para cada j € F, p; € TNXj, se tiene
que, por [29, Proposicién 10.7], Y es un continuo localmente conexo. Ademss,
por el Lema 2.20, C'(Y') es un hiperespacio de crecimiento y por [, Teorema
4.14], un retracto absoluto. Notemos que para cada j € F'y x € X, se tiene
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que d(z,p) < d(x,p;) +d(pj,p) < {+ 5 =35, es decir, x € By (%,p). De este
modo |J X; Cintx (K). Asf, Y C By (§,p) C intx (K).
jeF

Corisideremos Z =Y N R. Observemos que p € Y N R. Por hipotesis, R es
un subconjunto cerrado de P (X), entonces R es un subconjunto cerrado de
X. Asi, Z es un subconjunto cerrado de Y. Luego, por el Lema 2.20, C (Y, Z)
y C(Y) son hiperespacios de crecimiento, y por [5, Teorema 4.14], retractos
absolutos.

Definamos ®: X — C(X) que estd dada por ® (x) = {z}. Observemos
que por el Lema 2.8, ® es una funciéon continua. Luego, a = & [y: Y —
CY)yp =2 |z: Z — C(Y,Z), también son continuas. Por otra parte,
como C (Y, Z) es un compactum y un retracto absoluto, por el Teorema 2.38,
C(Y,Z), es un extensor absoluto, asi, ya que Z es un subconjunto cerrado de
(St(p) UY) N R, B puede extenderse a una funcién continua B: (St (p)UY) N
R — C (Y, Z). Observemos que (St (p) UY)NRy Y son subconjuntos cerrados
de ((St(p)UY)NR)UY. Ademés, (St(p) UY)NR)NY =Zyalz=F |z,
asi, por [27, Teorema 18.3], la funcién a U B: ((St (p) UY)NR)UY — C (V)
definida como

— a(x), stz ey,
B(z), siz € (St(p)UY)NR,
es una funcién continua.
Ahora, como ((St (p) UY) N R)UY es un subconjunto cerrado de St (p)UY
y C'(Y') es un extensor absoluto, se sigue que a U  puede extenderse a una
funcién continua @: St (p) UY — C (V).
Sea v: X — C'(X) la funcién que estd dada por

(z) = a(zr), siz e St(p)UY,
TEZN q2), sizedy (X — (St(p)UY)).

Para mostrar que 7 es continua en C' (X), probemos que clx (X — St (p)) N
St(p) C Y. Sean = € clx (X —St(p)) N St(p) v {zx}32,; una sucesién en

X — St (p) tal que {xy}32, converge a . Como X = (J X; y m < oo, existe un
i=1
nimero [ € {1,2,--- ,m} tal que x; € X;. para una cantidad infinita de k’s.

Observemos que esto implica que X tiene las siguientes tres propiedades:
(i) =€ X;;
(ii) p ¢ Xi, ya que xy ¢ St (p) para cualquier k;
(iii) X; NSt (p) # 0, esto debido a (i), y ya que x € St (p).

Por (ii) y (iii), tenemos que X; € {X;: j € F'},ypor (i), z € X, as{, z € Y.
Por lo tanto, clx (X — St (p)) NSt (p) C Y.
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Como bdx (St(p)UY) C bdx (St(p)) Ubdx (Y) yv Y es cerrado, por el
parrafo anterior, tenemos que bdy (St(p)UY) = clx (X — (St(p)UY)) N
(St (p) UY) C Y. Esto muestra que v esta bien definida. Luego, por [27, Teo-
rema 18.3], v es continua.

Definamos g.: C,, (X) — C, (X) como g, (A) = 7 (A). Sean A € C, (X)
y Ay,...,Ag, con k < n, las componentes de A. Dado que v es una fun-
cién continua de X en C'(X), si i € {1,...,k}, 7v(A;) es un subcontinuo
de C'(X). Usando [22, Lema 2.2], se tiene que |Jv(4;) € C(X). Como
U~ A4) =U{U~ (A) : A es una componente de A} y A tiene a lo mas n com-
ponentes, se sigue que |Jv(A) € C, (X). De esta manera, la funcién g. estd
bien definida. Ahora veamos que g, es continua sobre C,, (X). Para esto, obser-
vemos que para cada A € C,, (X), gc (A) = pory* (A), donde *: 2% — 26(X) y
p: 22" — 2% son funciones que estan dadas por p (A) = [J Ay v* (4) =~ (A).
Mas atn, por el Lema 2.10 y el Lema 3.24, v* y p son continuas, asi, g. es
continua sobre C,, (X).

Observemos que St (p) UY C By (§,p), entonces diam (St (p) UY) < €. Sea
re X = (St(p)UY)Ucly (X — (St (p)UY)).Siz € St (p)UY, entonces {x} C
St(p)UY y y(x) =a(x) € C(Y), esto implica que v (z) C St (p) UY. Asi,
diam ({z} Uy (x)) < diam (St (p) UY') < ¢, es decir, diam ({z} U~y (z)) < e. Si
z € cly (X — (St (p) UY)), entonces v (z) = {z}, por lo que diam ({z} U~y (z))
0 < diam (St (p) UY') < ¢, es decir, diam ({2} U~y (z)) < €. Por lo tanto, para
cada z € X, se cumple que diam ({z} U~ (z)) < e.

Asi, para cualquier A € C,, (X), tenemos que A C Ny (€,g.(A)) v g (A) C
Ny (e, A). Por el Lema 2.4, H; (A, g. (A)) < e.

Sea A € C,(X,R), y fijemos a € ANR. Sia € clx(X—(St(p)UY)),
entonces v (a) = {a} C R, por lo cual g.(A) N R D vy(a) N R # 0, asi,
g (A) € C, (X, R). Sia € St(p)UY, entonces a € RN (St (p) UY). Luego,
v(a) =a@(a) = («UB(a)) = B(a) € C(Y,Z), debido a esto, g. (A) N R D
v (a) N Z # 0. De cualquier manera, g. (4) € C, (X, R).

Como St (p) — (U{X;: j € F}) = intx (St (p)) N (X — (U{X;: j € F})) es
un subconjunto abierto de X que contiene a p y p € P (X), se sigue que
St(p) — (U{X;: j € F}) ¢ T Sea s € (St (p) — U{X,: j € F})—T C St (p) -
Y C inty (K). Dado z € X, si z € St(p) UY, entonces v () = @(x) C Y,
como s € St (p) —Y, entonces s ¢ v (x). Siz € X — (St (p) UY), entonces, x €
clx (X — (St(p)UY)), luego v (x) = {x}, por lo que s ¢ 7 (x). Por lo tanto,
K ¢ g.(A), para cualquier A € C,, (X). Entonces, g [c,(x,r): Cn (X, R) —
C, (X, R) — CE (X) es la funcién continua deseada y el lema estd terminado.

[

Teorema 3.43. Si X es un continuo localmente conexo y R un subconjunto
cerrado no vacio de P (X), entonces C,, (X, R) es un cubo de Hilbert, para
cada n € N.

Demostracion. La prueba estd basada en el Teorema de Toruniczyk’s (Teorema
2.43). Por el Lema 2.20, C, (X, R) es un hiperespacio de crecimiento, luego,
por [5, Teorema 4.14], C, (X, R) es un retracto absoluto. Asi, por el Teorema
2.43, resta verificar que Iy, , es un limite uniforme de Z-funciones. Sea
d una métrica para X, por el Teorema 2.28, podemos asumir que d es una
métrica convexa.
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Sea € > 0, por el Lema 2.26, ®. [¢,(x,p): Cn (X, R) = C, (X, R) es una
funcién continua. Ademads, por el Lema 2.25, Hy (Ian(X’R) (A), D, (A)) < €,

para cada A € C,, (X, R).

Asf, solo necesitamos mostrar que cada ®. [¢,(x,r) es una Z-funcién. No-
temos primero que, como C, (X, R) es un compactum y ®. es una funcién
continua, se sigue que ®. (C, (X, R)) es un subconjunto compacto y por lo
tanto, un cerrado de C, (X, R). Por otro lado, como R es un subconjunto
compacto de X, existe un numero finito de puntos pq,...,ps de R, tales que

R C LSJ By (%, pi). Como para cada i € {1,...,s}, Ba(§,p:) C Ca (5. {p:}),
i=1

se sigue que R C | Cy (%, {pl}) Sea K; = (4 (g, {pi}), por el Lema 2.27,
i=1

K; € C(X), es deci_r, K; es un subcontinuo de X. Como p; € inty (K;) N R,
aplicando el Lema 3.42, se tiene que CXi(X) es un Z-conjunto de C,, (X, R).

s

Ademas, por el Lema 2.42, el conjunto G = |J CXi (X)) es un Z-conjunto de
i=1

Cn (X, R). Sea A € C,, (X, R), entonces AN (O Cy (g,{pl})> D ANR#0.
i=1

Asi, existe x € AN Cy (%, {pj}), para algin j € {1,...,s}. Observemos que
Cq (5.{p;}) C Cule,{z}) C Cy(e, A) = @ (A). Como A fue elegida arbitra-
riamente en C,, (X, R), se sigue que @, (C,, (X, R)) C G.

Ya que C,, (X, R) es cerrado y @, es continua, entonces @, (C), (X, R)) es un
subconjunto cerrado de G. Por el Lema 2.42, &, (C, (X, R)) es un Z-conjunto
de C, (X, R). Por lo tanto, para cada ¢ > 0, ®. [¢,(x,r es una Z-funcién
Y lac, x.r €S un limite uniforme de Z-funciones. Aplicando el Teorema 2.43,
obtenemos que C,, (X, R) es un cubo de Hilbert. O

El siguiente resultado es conocido como el Teorema de homegeneidad de
Anderson’s, y es importante para la demostracién del Lema 3.53.

Teorema 3.44. [3, Corolario 10.3] Sean A y B dos Z-conjuntos en un cubo
de Hilbert Q. Si h: A — B es un homeomorfismo, entonces h se extiende a un
homeomorfismo de Q sobre Q.

Ahora necesitamos definir una operacién que nos permitira construir nue-
vos continuos a partir de continuos ya conocidos, esta operacién nos sera de
ayuda para lo que resta del presente capitulo. Para esto necesitamos algunos
conceptos.

Definicién 3.45. Sean (S3,71) y (S2,72) dos espacios topoldgicos ajenos. La
unioén libre de S, y Sy es el espacio topoldgico (S, 7) donde S = S USy y 7
estd definida por la condicion: U € T sty solo siUNS; € yUNSy € 7.

Si (.S, 7) es un espacio topolégico y A es un subconjunto cerrado no vacio de
S, denotamos por D4 la particién de S dada por Dy = {A}U{{s}: s € S—A}.
Una topologia para Dy es 7p, = {U C Dy: JU € 7}.

Por otra parte, sabemos por [0, Proposicién 4.30] que 7p, es la topologia
cociente definida por la funcién natural ¢: S — D4 la cual asigna a cada
s € S el unico elemento de D4 al cual pertenece. Se acostumbra a denotar
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el espacio topolédgico (D, p,) por S/A. Intuitivamente, S/A es el espacio
obtenido a partir de S identificando A como un solo punto de S.

Definicién 3.46. Sean X y Y dos espacios topologicos y f: X — Y una
funcion continua y suprayectiva. Entonces f es una identificacion si y solo si
la topologia para Y coincide con U = {U CY: f~1(U) es un abierto de X}.

Proposicién 3.47. Si X y Y son dos continuos ajenos yp € X yy € Y,
entonces X UY /{p,y} es un continuo.

Demostracion. Sea q: XUY — X UY /{p,y} la funcién natural que estd dada

por
_J {z} size (XUY)—{py},
1lv) = { {p,y} size{py}

Como X UY /{p,y} tiene la topologia cociente, tenemos que ¢ es continua,
ademds, {A C X UY /{p,y}: ¢ ' (A) es un abierto de XUY} es la topologia de
X UY /{p,y} mas grande que hace continua a ¢q. Veamos que ¢ (X) — {{p,y}}
es homeomorfo a X —{p} y ¢ (Y)—{{p,y}} es homeomorfo a Y —{y}. Para esto,
demostremos primero que ¢ [x v ¢ [y son encajes. Para esto, basta demostrar
que ¢ [ X es un encaje, ya que el procedimiento para ver que ¢ [y es un
encaje, es similar. Observemos que ¢ [x es una funcién inyectiva y continua.
Luego, ¢ [x: X — q(X) es biyectiva y continua. Asi, solo necesitamos probar
que, para cualquier subconjunto abierto de X, su imagen bajo ¢ [x es un
subconjunto abierto de ¢ (X). Sea U un subconjunto abierto de X, si p € U,
se tiene que ¢ (p) € ¢ (U), entonces ¢~ (¢(UUY)) =UUY. Como UUY es
un subconjunto abierto de X UY, se sigue que ¢ (U UY') es un subconjunto
abierto de X UY /{p,y}. Como q(U) = q(UUY)Ngqg(X) = ¢q(U), tenemos
que ¢ (U) es un subconjunto abierto de ¢ (X). En otro caso, si p ¢ U, tenemos
que q (p) € q(U), entonces ¢~* (¢ (U)) = U. Como X es un subconjunto abierto
de X UY, entonces U es un subconjunto abierto de X UY'. Luego, ¢ (U) es un
subconjunto abierto de X UY /{p,y}. Asi, ¢(U) es un subconjunto abierto de
q(X). Por lo tanto, concluimos que g [x Y ¢ [y son encajes.

Ahora, como X —{p} C X, Y —{y} C Yy ¢(X —{p}) = ¢(X) —{{p.y}}

ya(Y —{y}) =a(Y)—{{p,y}}, tenemos que ¢ (X) — {{p,y}} es homeomorfo
a X —{p}yqY)—{{p,y}} es homeomorfo a Y — {p}. Méas atin, como

X —{p} vy Y — {y} son espacios de Hausdorff, porque X y Y lo son, tenemos
que ¢ (X) —{{p,y}} v ¢(Y) — {{p,y}} son espacios de Hausdorff disjuntos.
Observemos también que, ¢~* (¢ (X) — {{p,y}}) = X —{p}, asi, como X —{p}
es un abierto de XUY', entonces q (X)—{{p, y}} es un abierto de X UY /{p,y}.
Similarmente, ¢ (Y) — {{p,y}} es un abierto de X UY /{p,y}.

Por otro parte, como X y Y son conexos y compactos, y ¢ es una funcién con-
tinua tal que ¢ (X)Ngq (Y) = {{p,y}}, tenemos que ¢ (X UY) = X UY /{p,y}
es conexo y compacto. Asi, para probar que X UY /{p,y} es un continuo,
por [29, Lema 3.2], es suficiente mostrar que X UY /{p,y} es un espacio de
Hausdorff. Sean u,v € X UY /{p,y}, con u # v. Si u y v son elementos de
q(X)—{{p,y}} o de ¢(Y) — {{p,y}}, incluso, si algunos de ellos pertenece

aq(X)—{{p,y}} v el otro a ¢(Y) — {{p,y}}, por el parrafo anterior, no
hay nada que probar. Asi, podemos suponer que u o v es igual a {p,y}. Sin
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pérdida de generalidad, supongamos que v = {p,y} y v € ¢(X) — {{p,y}},
entonces existen p,r € X tales que ¢(p) = {p,y} =uyq(r)={r} =v . Como
p # ry X es un espacio de Hausdorff, existen U y V subconjuntos ajenos y
abiertos de X tales que p €e Uy r e V. Asi, u = q(p) € q(U) C ¢q(UUY)
y v =gq(r) € q(V). Veamos que ¢ (UUY) y ¢q(V) son subconjuntos ajenos y
abiertos de X UY /{{p,y}}. Observemos primero, ¢! (¢(UUY))=UUY y
¢ (q(V)) =V, luego, como U UY y V son subconjuntos ajenos y abiertos
de XUY yp,y ¢ V, entonces q(UUY) y ¢ (V) son subconjuntos ajenos y
abiertos de X UY /{{p,y}}. Por lo tanto, {X UY}/{p,y} es un espacio de
Hausdorff y la proposiciéon esta probada. O

Habiendo demostrado la Proposicién 3.47, tenemos la siguiente definicién.

Definicién 3.48. Sean X, Y dos continuos ajenos, p € X yy € Y. Denotamos
por XU,Y el continuo obtenido al identificar el conjunto {p,y} como un solo
punto de X UY .

De ahora en adelante, consideramos a X y Y como subespacios de XU,Y,
ignorando que se trata con una identificacion. Asi también, se asume que X U
Y =XU,YyXnY ={p}

Lema 3.49. Sean X, Y y D continuos, y p € Y, tales que Y = X UD y
XND = {p}. Supongamos que E es un subconjunto cerrado de X que contiene
a p, entonces bde, x) (Cr (X, E)) = bde, vy (Cn (Y, EU D)), para cada n € N.

Demostracion. Mostremos primero que:
(b) C.,(X)NnC,(Y,EUD)=C0C,(X,FE).

(a) Sea A € C,(Y) — C,(Y,EUD), entonces A C Yy AN(EUD) = {.
En particular, esto ultimo nos dice que ANE =0y AND = (. Asi, A C
Y — D C X y por tanto, A € C,, (X). Como también AN E = (), entonces
AeC,(X)—-C,(X,E).

Reciprocamente, sea A € C, (X) — C, (X, FE), entonces A C X C Y y
ANE = (. Como A € C, (Y), basta con demostrar que AN(E U D) = (). Para
esto, observemos que

AN(EUD) = (ANE)U(AN D)
—(ANE)U(AN (X ND))
=(ANE)U(An{p})
= AN(EU {p})

— ANE.

Asi, como AN E = (), entonces AN (EU D) = (.

(b) Como C, (X, E) C C,(X) y C, (X, E) C C,(Y,EUD), se tiene que
Co (X, E)C C,(X)NC,(Y,EUD). Por lo cual, solo debemos probar la otra
contencién. Sea A € C, (X)NC, (Y,EUD), entonces A € C,(X)y AN
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(E'U D) # (). Andlogamente, como en el inciso anterior, ANE = AN(E U D) #
(). Concluyendo lo requerido.

Demostremos ahora si, que bde, (x) (Cy (X, E)) = bde, vy (Cn (Y, EU D)),
Para esto, observemos primero que C,, (X) es un subconjunto cerrado de C,, (V')
y Cn(X)—C,(X,E) C C,(X). Asi, por el inciso (a),

cle,x) (Cr (X) = Cp (X, E)) = Cn (X) Nele, vy (Cn (X) = Cr (X, E))
= €, (X) N eley ) (Co (V) = Cy (Y, EU D))
= cle, () (Cn (Y) = Co (Y, EU D)),

es decir, clg, (x) (Cn (X) = Cn (X, E)) = cle, i) (Crn (Y) — Cy (Y,EUD)) Por
lo tanto, como C,, (X, E) es un subconjunto cerrado de C,, (X), C,, (Y, EU D)
es un subconjunto cerrado de C,, (Y') y por el inciso (b),

bdc,x) (Cn (X, E)) = cle, (x) (Cn (X, E)) Nele, x) (Cn (X) = G (X, E))
=C, (X, E)Ncle, ) (Cr (Y) = C, (Y,EU D))
— 0, (Y,EUD) Nele, ) (Ca(Y) — Cy (Y, EU D))
= bde,(v) (Cr (Y, EU D).

]

Lema 3.50. Sean X, Y y D continuos, y p € Y, tales que Y = X U D y
XND = {p}. Sid esuna métrica convexa paraY , entonces d también es una
métrica convexra para X .

Demostracion. Probemos que para cada par de elementos x y y de X, existe
un arco que es isométrico a [0,d (z,y)] y cuyos puntos extremos son x y y.
Sean z,y € X. Como d es una métrica convexa de Y, existe una isometria
~v:10,d(z,y)] = v([0,d(x,y)]) C Y. Sea A = ~([0,d(z,y)]), como toda iso-
metria es un homeomorfismo, A es un arco cuyos puntos extremos es = y .
Observemos que podemos suponer que p € A, yaque si p ¢ A, como A CY
es conexo y X N D = {p}, entonces A C X o A C D. Si A C D, entonces
{z,y} € XN D, pero {p,p} # {z,y}, lo que es una contradiccién. Asi, A C X.
Por lo tanto, podemos asumir que p € A. Sip € E (A), digamos p = y, entonces
A —{p} es conexo. Como X y D son conjuntos cerrados de Y y X N D = {p},
entonces Y — X = D—X yY —D = X —D son subconjuntos abiertos no vacios
y ajenos de Y. Observemos también que D—X = D—{p} y X —D = X —{p}.
Luego, A—{p} C Y —{p} = (X — {p})U(D — {p}). Como A — {p} es conexo
yx € (X —{p})N(A—{p}), entonces A — {p} C X — {p}. Asi, A C X. Si
p ¢ E(A), entonces A—{p} es disconexo y tiene dos componentes C; y Cs tales
quex € Ciyy € Cy. Comoz € C1N(X — {p}) yy € Con(X — {p}), entonces
por un argumento similar al anterior, C; C X — {p} y Cy C X — {p}. Asi,
A—{p} = C1UCy C X —{p}, de donde A C X. Concluyendo lo requerido. [

Consideremos N = (N — {1,2}) U {w}. Con la finalidad de demostrar el
Teorema 3.51, haremos uso de las siguientes dendritas especiales sin arcos
libres. Dado S un subconjunto no vacio de N’; denotamos por Dg cualquier
dendrita que satisface las siguientes dos condiciones:
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(i) sipe R(Dsg), entonces ord (p, Dg) € S;

(ii) paracadam € Sy cada arco A en Dg, existe p € A tal que ord (p, Dg) =
m.

Observemos que por [2, Teorema 4.11] las dendritas Dg existen.

Teorema 3.51. Si X es un continuo localmente conexo tal que R(X) # 0 y
p € X, entonces existe una clase no numerable D de dendritas sin arcos libres
y no homeomorfas por pares tales que:

(a) si D e D, el continuo localmente conexo XU,D no es homeomorfo a X ;

(b) si B # D son elementos de D, entonces XU,B y XU,D no son homeo-
morfos.

Demostracion. Sea P (N') = {S: S C N'}. Como X es un continuo localmente
conexo, la clase B = {U C X: U es abierto y conexo de X} es una base de
X. Ademés, X es un espacio métrico compacto, entonces por [10), Teorema
1.1.15], existe una base numerable By de X tal que By C B. Supongamos que
By={U,: n €N} ysea f: By — P (N) la funcién que esta dada por f (U,) =
{ord (p, X) : p € R(X)NU,}, para cualquier U, € By. Como R(X) # 0, la
funcién f esta bien definida. Ademas, f (By) = {f (U,) : n € N} es numerable
y P (N) es no numerable, entonces el conjunto S = P (N') — f (By) = {Sa: a €
A} es no numerable y cumple con las siguientes propiedades:

(1) S, C N, para cada a € A;
(2) So # f(U,), para cada a € Ay cada n € N;
(3) Sa # Sg,sia,fe Ny a##p.

Dado a € A, consideremos las dendritas Dg_ sin arcos libres descritas an-
teriormente, recordando que tienen las siguientes propiedades:

(4) si x € R(Dg,), entonces ord (z, Dg,) € Sa;

(5) paracadaarco A € Dg, ycadam € S,, existe x € Atal queord (z, Dg,) =
m.

Entonces por [2, Teorema 4.11], D = {Dg_: S, € S} es una clase no nume-
rable de dendritas sin arcos libres no homeomorfas por pares.

Demostremos (a). Sea Dg, € D, con o« € A, y sean p € X y e, € Dg,_,
con e, € E(Dg,) (la cual existe por la Observacion 3.34). Sea Y, = XU,Dg,
al identificar p con e,, como en la Definicion 3.48. Supongamos que Y, es
homeomorfo a X, entonces existe un homeomorfismo h,: Y, — X. Como
X N Dg, = {p} vy X es un subconjunto cerrado de Y,, tenemos que Y, —
X = Dg, — {ea} es un subconjunto abierto de Y,. Més atn, como e, €
E (Dg,), por [29, Teorema 10.13], Dg, — {es} es un subconjunto conexo de
Dg,_, asi, Y, — X es un subconjunto abierto y conexo de Y,. Esto implica que
he (Yo — X) es un conjunto abierto y conexo de X. En particular, h, (Y, — X)
es un conjunto abierto de X, por lo que, dado y € h, (Y, — X) existe U,, € By
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abierto de X tal que y € U, C hy (Yo —X) C ha(Ds,) C h(Y,) = X.
Observemos que y € inty (hy (Dg,)). Asi, por el Teorema 1.8 y la Proposicién
1.9, tenemos que ord (y, X) = ord (y, ks (Ds,)) = ord (ha " (y), Ds, ). Por lo
tanto, para cada z € R (X)NU,,, se tiene que hy ™' (2) € R(Dg,) y ord (2, X) =
ord (hoa "' (2), Dg,), ademas por (4), ord (k"' (2), Dg,) € Sa. Esto implica
que f(U,) C Sa.

Ahora probemos que S, C f (U,). Para esto, notemos primero que por el
Teorema 1.21, U, es arco conexo, ya que U,, es un subconjunto abierto y conexo
de X y X es localmente conexo. Sea A un arco en U,, como U, C h, (Ds,),
entonces h, ' (A) C hy ' (U,) C Ds, C hy " (X) = Y,. Como h, ' (A)
también es un arco y Dg, satisface (5), dado m € S,, existe s € hy, ' (A) tal
que ord (s, Dg,) = m. Por otra parte, como h, (s) € A C U, C hy (Ds,) C X,
tenemos que hy, (s) € intx (ha (Ds,)). Asi, por el Teorema 1.8 y la Proposicion
1.9, se sigue que ord (hq(s), X) = ord (ha(s), ha (Dg,)) = ord (s, Dg,) = m >
3, es decir, hy(s) € R(X) N U,, por ende, m € f(U,). Como m fue elegida
arbitrariamente en S,, se sigue que S, C f(U,). Por lo tanto, S, = f(U,),
esto contradice (2), por lo cual, Y, no es homeomorfo a X.

Por 1ltimo, demostremos (b). Sean Dg,, Dg, € D, con a, 3 € A tales que
a # (3. Observemos que S, # Sg, entonces Ds, # Dg,. Mds atn, Dg, y
Ds, no son homeomorfos. Sean Y, = XU, Ds, y Y3 = XU, Ds,, los continuos
obtenidos al identificar p con e, € Dg, y p con eg € Dg,, respectivamente.
Como X N Dg, = {p} y X N Dg, = {p}, tenemos que Y, — X = Dg, — {ea}
y Y3 — X = Ds, — {eg}. Ademads, por [29, Teorema 10.13], Ds, — {ea} y
Ds, — {ep} son subconjuntos conexos de Dg, y Ds,, respectivamente. Asi,
como X es un subconjunto cerrado de Y, y Y3, se sigue que Y, — X y Y3 — X
son conjuntos abiertos y conexos de Y, y Y}, respectivamente.

Supongamos que Y, y Y3 son homeomorfos, entonces existe A un homeo-
morfismo que va de Y, sobre Y3. Si F'' = h(Y, — X) N (Y3 — X) # 0, por el
parrafo anterior, F' es un conjunto abierto y conexo de Y}, asi, por el Teorema
1.21, F es arco conexo. Sea h(A) un arco en F, entonces A es un arco en
Yo—X)Nh ' (Ys—X) C Dg, CY,. Seam € S,, por (4), existe z € A
tal que ord (z, Dg,) = m > 3. Por el Teorema 1.8, ord (z, Dg,) = ord (x,Y,).
Luego, como h es un homeomorfismo, por la Proposicién 1.9, tenemos que
ord (z,Y,) = ord (h(x),Y}s), es decir, ord (x, Dg,) = ord (h(x),Ys). Ademsds,
h(z) € Ys—X C Dg, C Yp, asi, h(z) € inty, (Ds,). De nuevo, por el Teorema
1.8, ord (h (z),Y3) = ord (h (), Ds,). Esto muestra que m = ord (z, Dg,) =
ord (h(:v),DSﬂ) y por lo tanto, h(z) € R (DSB)' Asi, por (3), m € Sz. Como
m es arbitraria en S,, se sigue que S, C Sp. Similarmente se demuestra que
Ss C S, Asi pues, S, = Sp, pero esto es una contradicciéon por (3). Por lo
tanto, F' = (), es decir, h (Y, — X) C X. Procediendo de manera similar como
en la demostracién de (a), obtenemos una contradicciéon de (2). Asi (b) estd
probado. O

Definicién 3.52. Sean X un continuo y n un niumero natural. Decimos que
X tiene hiperespacio tnico C,(X) si para cada continuo Y tal que C,(X)
es homeomorfo a C,(Y'), se cumple que X es homeomorfo a'Y .
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Lema 3.53. Sean D, X, Y continuos tales que XUD =Y y XND = {p}. Si
E es un subconjunto cerrado de X conp € E, yC, (X, E) yC, (Y, EU D) son
cubos de Hilbert tales que, bde, x) (Crn (X, E)) y bde, vy (Cn (Y, EU D)) son
Z-conjuntos de C,, (X, E) y C, (Y, EU D), respectivamente, entonces Cy, (X)
es homeomorfo a C,, (Y).

Demostracion. Por el Lema 3.49, se tiene que id: bde, (x) (Cr (X, E)) = bde, (v)
(C, (Y,EUD)) es un homeomorfismo y por el Teorema 3.44, la funcién id
puede extenderse a un homeomorfismo hy: C,, (X, E) — C, (Y, EU D). Con-
sideremos la funcién h: C,,(X) — C,(Y) que estd dada por

B (A) si A€ Cy(X, E),
h(A) = { Ian(X)(A) si Ae On(X) - Cn(Xa E)

Para mostrar que h es continua en C,, (X), verifiquemos la continuidad de h
en B = clo,(x) (Cr (X) = C, (X, E)). Sean B € clg,(x) (Cr (X) — C, (X, E))
y{Bi}2, € C, (X) — C, (X, E) tal que B; converge a B. Vamos a demostrar
que h(B;) converge a h(B). Como cada B; € C,(X) — C, (X, E), entonces
h(B;) = B;. Ademas, B; converge a B, luego h(B;) converge a B. Veamos que
h(B) = B.

Si B e C,(X)—C,(X,E), entonces h(B) = B. Si B € C,(X,E) =
cle, x) (Cn (X, E)), entonces B € bde, (x) (Cr (X, E)), ya que por hipdtesis,
B € B. Asi, h(B) = h | bde, (x,r) = id (B) = B, es decir, h(B) = B. Como en
cualquiera de los dos casos h(B) = By B fue elegida arbitrariamente en B,
podemos concluir que A es continua en B.

Ademads, Idc, (x) y h1 son inyectivas, entonces h es inyectiva. Mds atin, por
el Lema 3.49, C\,(X) — Co (X, E) = C,(Y) — Co(Y, EU D), asf,

h(Cn(X)) = 2 (Cu(X, E) U (Co(X) = Cu(X, E)))
= h1 (Co(X, E)) U Ido, (x) (Ca(X) = Cu(X, E))
Co(Y, EUD) U (Co(Y) — Co(Y, EU D))
:Cn( )7

es decir, h es sobreyectiva. Por lo tanto, C,,(X) es homeomorfo a C,,(Y). [

El siguiente teorema es otro de los principales resultados de este trabajo,
este nos dice que para que un continuo localmente conexo tenga hiperespacio
unico, necesitamos al menos que éste sea casi enrejado.

Teorema 3.54. St X es un continuo localmente conexo que no es casi enre-
jado, entonces X no tiene hiperespacio unico C,, (X), para cada n € N.

Demostracion. Como X es localmente conexo y p € X, por el Teorema 3.51
(a), (b), existe una dendrita D sin arcos libres tal que ¥ = XU,D es un
continuo localmente conexo que no es homeomorfo a X. Sea d una métrica
para Y, por el Teorema 2.28, podemos asumir que d es una métrica con-
vexa para Y. Ademads, por el Lema 3.50, las métricas inducidas en X y D
por d son convexas. Como X no es casi enrejado, G (X) no es denso en X,
luego, existe un abierto A no vacio de X tal que AN G (X) = 0, es decir,
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ACP(X). Seape Ay By (p) C A. Consideremos E = Cy (¢, {p}). Por [20,
Proposicién 10.6], E' es un subcontinuo de X. Mds aun, E = clx (inty (E)).
En efecto, por la Observacién 2.21, Cy(e,{p}) es un conjunto cerrado de
X no vacio. Luego, clx (intx (Cy(€,{p}))) C Cal(e, {p}). Asi, solo necesita-
mos mostrar la otra contencién. Sea x € Cy(e,{p}), si + € {p}, entonces
r € Ny(e,{z}) C Cy(e,{p}). Luego, Ny (e, {x}) C intx (Cy(e,{p})), v por
ende, © € Ny(e,{z}) C clx (Nq(e,{z})) C clx (intx (Cq (e, {p}))). Asi, po-
demos suponer que = ¢ {p}. Observemos que d(p,z) = d(z,{p}) v exis-
te una isometria v: [0,d (p,z)] — v ([0,d(p,z)]) C X tal que v(0) = py
v(d(p,x)) =x. Seat € [0,d(p,x)), como 7 es una isometria y x € Cy (¢, {p}),
d(p,y (1) = A (7 (0),7 (1)) = [i—0] =t < d(p,2) = d (z, {p}) < €. Asf, (1) €
By(e.p) € Cale {p}). Esto nos dice que, 7 ([0,d(p,z))) C ity (Cy (6, {p}))
por lo que z € 7 ([0,d(p, z)]) = clx (v ([0, d(p, x)))) C clx (intx (Ca (¢, {p}))),
es decir, Cy (¢,{p}) C clx (intx (Cq (¢, {p}))). Por lo tanto, E = clx (intx (E)).

Observemos que Cy (e, {p}) C Bs (p) C P(X). Luego, Cy (e, {p}) es un
cerrado de P (X). Aplicando el Teorema 3.43, C,, (X, E) es un cubo de Hil-
bert. Por otro parte, como D es una dendrita sin arcos libres, por el Lema
3.17, clp (G (D)) = clp (FA(D)) = 0, es decir, P (D) = D. Ademads, por
la Observacién 3.23, P(D) C P(Y)y P(X) C P(Y). Ya que D también
es un cerrado de Y, se tiene que F U D C Y es un cerrado de Y. Luego,
EUD CP(X)UP(D)cCP((Y),asi, EUD es un cerrado de P (Y). Apli-
cando una vez mas, el Teorema 3.43, se tiene que C,, (Y, E U D) es un cubo de
Hilbert.

Afirmacién 1. bde,x)(Cn(X, E)) es un Z-conjunto en C,(X, E).

Sea d > 0 y consideremos la funcién @5 [¢,(x,5): Cn (X, E) = C, (X, E)
como en la ecuaciéon 2.1. Por el Lema 2.20, C, (X, FE) es un hiperespacio
de crecimiento, entonces, por el Lema 2.26, &5 [ C, (X, F) esta bien defi-
nida. Més aun, por el Lema 2.24 y el Lema 2.25, ®5 [¢,(x,g) es continua
y Hy <[dcn(X,E) (A), @5 [c,(x,B) (A)) < 9, para cada A € C, (X, FE), respec-
tivamente. Para demostrar que ®5(A) ¢ bde,x) (Cn (X, E)), veamos que
05 (A) ¢ cloyox (Cu(X) — Cu (X, E)) D bidgxy (Cu (X, B)). Sea {4},
una sucesién en C,(X) tal que lim A, = &5 (A). Como E = clx (intx (E))
v A € C,(X,E), entonces N (A) N cly (intx (E)) D ANE # . Luego,
s (A) Ninty (E) D N (A) Nintyx (E) # 0. Sean a € &5 (A) Ninty (E) y
k > 0 tales que BX (a) C intx (E) C E. Por la Definicién 2.29, existe N € N,
tal que para cadan > N, A, NE D> A, N BX (a) # (. Luego, A, € C, (X, E),
que es lo que se requerfa. Por lo tanto, ®s [¢, (x,p): Cn (X, E) = Cp (X, E) —
bde, (x) (Cr (X, E)). Asi, bde, (x) (Cn (X, E)) es un Z-conjunto en C, (X, E).

Afirmacién 2. bde,v)(Cn(Y,E U D)) es un Z-conjunto en C,(Y,E U
D). Observermos primero que cly (inty (EU D)) C EU D, ya que EU D es
un cerrado de Y. Ahora veamos que F'U D C cly (inty (E U D)). Para esto,
observemos que E = cly (inty (E)) y D — {p} =Y — X es un abierto de Y,
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entonces
EUD = dy(inty(E)) U(D - {p}) U {p}
= cly (inty (E)) Uinty (D — {p}) U {p}
C cly(inty (E)) Ucly (inty (D — {p})) U {p}
= cly (inty (E) Uinty (D — {p}))
C cly(inty (E'U D)).

Por lo tanto, EUD = cly (inty (£ U D)). Realizando un procedimiento similar
al de la Afirmacién 1, obtenemos que bde, (vy(C (Y, EU D)) es un Z-conjunto
en C, (Y, EUD).
Asi, por la Afirmacién 1, la Afirmacién 2 y el Lema 3.53, C), (X) es homeo-
morfo a C, (Y). Por lo tanto, X no tiene hiperespacio unico C,, (X).
O

Corolario 3.55. 5i X es un continuo localmente conexo que no es casi enreja-
do, entonces existe una clase Y no numerable de continuos localmente conexos
no homeomorfos por pares tales que:

(a) para cadaY € Y, X no es homeomorfo a 'Y,

(b) para cadan € N y cada Y € Y, C, (X) es homeomorfo a C, (Y).

Demostracién. Como X no es casi enrejado, inty (P (X)) # 0. Seap € intx (P (X)),
por el Teorema 3.51, existe una clase D no numerable de dentritas no homeo-
morfos por pares tales que:

(a) para cada D € D, D no contiene arcos libres;
(b) el continuo localmente conexo XU,D no es homeomorfo a X;

(c) si B # D son elementos de D, entonces XU,B y XU,D no son homeo-
morfos.

Considerando Y = {XU,D: D € D}, se tiene que por el iniciso (b), para
cada Y € ), X no es homeomorfo a Y.

Ahora, para cada n € N, por un procedimiento similar al del Teorema 3.54,
se tiene que para cada Y € ), C,, (X) es homeomorfo a C,, (Y'), y concluye la
demostracion. O]

3.4. Arcos y circunferencias libres

En esta nueva seccién, introducimos los conceptos de arco libre maximal y
circunferencia libre de un continuo X. Demostramos que los arcos libres no
tienen vértices de triodos simples en su interior, véase Lema 3.57, y mostra-
mos que la convergencia en el hiperespacio C'(X) por arcos libres maximales
y circunferencias libres distintos por pares, esta implicada por la convergencia
de elementos de cada uno de estos en el continuo X, cuando X es localmente
conexo, véase Lema 3.69. Por tltimo, demostramos que en los continuos local-
mente conexos, cada arco libre esta contenido en un arco libre maximal o una
circunferencia libre, véase Lema 3.73.

Recordemos la definicion de arco libre de X, véase la Definicién 3.4.
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Definicién 3.56. Sea X un continuo, un arco libre maximal J de X es
un arco libre de X, el cual es maximal con respecto a la inclusion, es decir,
para cada arco libre K de X tal que J C K, se cumple que J = K. Una
circunferencia libre S de X, es una curva cerrada simple de X para la cual
existe p € S tal que S — {p} es un abierto de X.

Dado un arco J en un continuo X y z,y € J. Denotamos el subarco de J
que va de x a y como [z,y],, si  # y, y [z,y], = {z}, si = y. También,
denotamos (z,y], = [z,y], —{z} ¥ (z,9), = [z,9], —{z,y}.

Lema 3.57. St X es un continuo y J es un arco libre de X, entonces ningin
punto de intx (J) puede ser el vértice de un triodo simple de X.

Demostracion. Supongamos que x € intx (J) es el vértice de un triodo simple
T de X, por el Teorema 1.8, ord (z,.J) = ord (x, X ). Como J es un arco, por
la Proposicién 3.36, ord (z, J) < 2, asi, ord (z, X)) < 2. Pero, ord (z, X) > 3.
Como esto es una contradiccion, se debe de cumplir que ningin punto de
intx (J) puede ser el vértice de un triodo simple de X. O

Lema 3.58. Si X es un continuo y J y K son arcos libres de X tales que
inty (J) Ninty (K) # 0, entonces JU K es un arco libre o una circunferencia
lebre de X .

Demostracion. Como J N K D intx (J) Nintx (K) # (), entonces J N K # (.
Cuando JN K = J o JN K = K, el resultado es inmediato. Asi, podemos
asumir que J N K # Jy JN K # K. Mas aun, podemos asumir que X no es
un arco. Sea [ € intx (J)Nintx (K), como JNK # K, se tiene que K ¢ J, asi,
existe p € K — J. Consideremos [p, (], el arco contenido en K. Por el Lema
3.1, existe § un subarco de [p,l], C K tal que SN J ={s} y E(B) = {p,s}.
Demostremos que s € FE (J). Para esto, supongamos que s ¢ FE (J). Como
s ¢ E(J) ={ps,q;} vy s € J, entonces s € J— FE(J) C intx (J). Como
[s,qs]; es un arco contenido en J y s € SN [s,qs];, C SN J = {s}, entonces
BN [s,qs]; = {s}. Similarmente, s € SN [pys,s], C FNJ = {s}, entonces
BN (ps, s, = {s}. Asi, [ps,s]; UL U]Js,qj]; es un triodo simple de X cuyo
vértice es s € inty (J), por el Lema 3.57, esto es una contradiccién. Por lo
tanto, s € E (J).

Sin pérdida de generalidad, supongamos que s = ¢; y mostremos que
[s,l] C J. Supongamos que [s,[],- ¢ J, entonces s # [. Sea ¢ € [s,l], — J.
Como |[c, (], es un subarco de [s, ], por el Lema 3.1, existe un subarco 7 de
e, 1], tal que nNJ = {u} y E(n) = {c,u}. Notemos que u € E ([s,(]). De
manera similar, como [s, |, C [s,{],, existe v un subarco de [s, c], tal que
yNJ ={v}y E(y) = {v,c}. Notemos también que v € E([s,!];). Como
u ¢ [s,clyv ¢ el entonces u =1lyv=s 511l¢€ E(J), comol # s
ys=q; € NE(J)C S C K, entonces | =p;y s € inty (K). Asi, como
yNJ = {s}, BNJ ={s}y BNy =[p,s]N[s,c]x = {s}, se tiene que JUyUS,
es un triodo simple cuyo vértice es s € intx (K). Por el Lema 3.57, esto es
una contradiccién, por lo tanto, | ¢ E (J). Pero l € nN[py, 1], CcnnJ = {l},
Lenn(l,qs], cnnJ ={l}y [ps, 1],;N[l, qs], = {l}, entonces [p;, 1] ;UnU[l, q4],
es un triodo simple cuyo vértice es [ € inty (/). Como esto es una contradiccién
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que surgi6 de suponer que [s, ], ¢ J, se tiene que [s,[], C J. Similarmente y
como J ¢ K, se demuestra que [[,qx|, C [l,ps),, para algin ¢x € E (K).

Sea px € E(K) — {qx}. Observemos que [s,l|; = [s,l]; C Jy [l,qk]x =
l,qx]; € J. Luego, K U J = ([pk, sl U[s, ] Ul,qxlx) U ([s,1]; U[l,qk],
Ularpsly) = (Iows sl U ls e UL arl ) U lax,pal; = KU [ax,pa],- S €
E (J), entonces | = q; = s, ya que si [ = py, entonces J C K, lo que es una
contradiccién. Como X no es un arco y ¢q; € intx (J), entonces inty (J) =
J —A{ps} vy bdx (J) = {ps}-

En base a esto y recordando que p € K — J tenemos lo siguiente:

Caso 1. [p,px] N {ps} = 0.

Como KUJ = KU|qk, py];, entonces KN[qr,ps]; = {qx}. Asi, JUK esun
arco con E (JUK) = {pk,ps}. Como, (JUK) - E(JUK) = (J—{ps})U
(K — E(K)) =intx (J)U(K — E (K)) es un abierto de X, entonces JU K es
un arco libre de X.

Caso 2. [p.px|x N{ps} # 0.

Observemos que [py, Pl C [ps,qx); v J UK es una curva cerrada simple.
Si px € E(J), entonces px = py. Luego, (JUK) — {p;} = (J —{ps}) U
(K- E(K)) = intx (J) U (K — E(K)) es un abierto de X. Asi, JU K es
una circunferencia libre de X. Si px ¢ E (J), entonces JU K = (J — {p;}) U
(K —E(K)) =intx (J)U (K — E(K)) es un abierto de X. Por la conexidad
de X, JUK = X, se sigue que J U K es una circunferencia libre de X.

En otro caso, si | ¢ E (J), siguiendo un argumento similar que en los dos
casos anteriores, se obtiene lo siguiente. Si [p, px| N{ps} = 0, entonces J UK
es un arco libre de X. En otro caso, si [p,px|, N {ps} # 0, entonces J U K
es una curva cerrada simple de X. Si pxg € FE (J), entonces px = py, luego
(JUK)—A{p;} =(J—E(J))U(K — E(K)) es un abierto de X. Por lo tanto,
JUK es una circunferencia libre de X. Sipx ¢ E(J), (JUK) = (J — E (J))U
(K — E(K)) es un abierto de X. Por la conexidad de X, JU K = X. Por lo
tanto, J U K es una circunferencia libre de X. De cualquier modo, J U K es
un arco o una circunferencia libre de X. O]

Dados un continuo X y n € N, denotamos:

2A(X)={J C X: Jesun arco libre maximal de X};
As (X)={J C X: J es un arco libre maximal de X o
J es una circunferencia libre de X'};
Ap (X) ={J € A(X) : existe p € E(J) Nintx (J)}.

Definicién 3.59. Sea X una curva cerrada simple. Si K y L son arcos con-
tenidos en X tales que K UL = X y E(K) = KNL = E(L), entonces se
dice que K y L forman una descomposicion simple de X. Six,y € X son
los puntos extremos en comun de K y L, se dice que x y y son los puntos
base de la descomposicion simple, o bien, que la descomposicion simple estd
basada en x y en y.

Proposicién 3.60. [31, Proposiciéon 2.59] Si X es una curva cerrada sim-
ple, entonces cualesquiera dos puntos distintos de X son puntos base de una
descomposicion simple de X .
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Lema 3.61. Si X es un arco o una curva cerrada simple, entonces Ag (X) =
{X7.

Demostracion. Supongamos que X es un arco, entonces X es un arco libre en
X y por lo tanto, es el tinico arco libre maximal en X. Adema&s, como X no
contiene curvas cerradas simples, se sigue que g (X) = {X}. En otro caso,
si X es una curva cerrada simple, 2 (X) = (). Para mostrar esto, supongamos
lo contrario, es decir, existe J € A (X). Sean x € X — J y p y ¢ los puntos
extremos de J. Notemos que = ¢ {p, ¢}, asi, por el Lema 3.60, x y ¢ son puntos
base de una descomposicion simple de X, por lo que, existen arcos K y L tales
que KUL=Xy E(K)=KNL = {x,q} = E(L). Sin pérdida de generalidad,
supongamos que K es el arco que contiene a J. Notemos que K # J. Ademas,
K — FE(K) =X — L, que es abierto en X, es decir, K es un arco libre de X
que contiene propiamente a J. Como esto es una contradiccion, se sigue que
2 (X) = (. Luego, como la tinica circunferencia libre de X es la misma X, se
sigue que Ag (X) = {X}. O

Con ayuda del Lema 3.57 y el Lema 3.61, obtenemos el siguiente resultado
que sera de utilidad en el Lema 3.73.

Lema 3.62. Sean X un continuo localmente conexo, J un arco libre de X y
K una circunferencia libre de X. Si J ¢ K, entonces J Nintx (K) = 0.

Demostracion. Hacemos la demostracion por contrarreciproca. Supongamos
que J Ninty (K) # (. Cuando X es un arco o una curva cerrada simple,
por el Lema 3.61, el resultado es inmediato. Asi, podemos suponer que X
no es un arco ni una curva cerrada simple. Si intx (J) Nintx (K) = 0, en-
tonces intx (J) C X — intx (K). Como J — E (J) C intx (J), entonces J =
clx (J — E(J)) C clx (intyx (J)) € X —intx (K), es decir, J Nintx (K) = 0.
Como esto es una contradiccion, inty (J) Nintyx (K) # 0.

Sea p € K tal que K — {p} es abierto de X. Notemos que p ¢ intx (K),
es decir, intx (K) = K — {p}. Supongamos que p € intx (J) y J ¢ K, luego,
existe g € J—K. Sea L = [p, q| ;. Como L—{p} es conexoy X — K, K—{p} son
subconjuntos ajenos y abiertos de X, entonces L —{p} C X — K. Sean Ay B
arcos contenidos en K tales quep € E(A)NE (B)y ANB = {p}. Notemos que
AUBUL es un triodo simple de X con vértice p. Por el Lema 3.57, esto es una
contradiccién. Por lo tanto, p ¢ intx (J) o J C K. Si p ¢ intx (J), entonces
inty (J) € X — {p}. Como intx (J) N (K — {p}) =intx (J)Nintx (K) #0, y
intx (J) es conexo, entonces inty (J) C K — {p}. Asi, J = clx (J — E(J)) C
clx (K — {p}) = K. De cualquier modo J C K, concluyendo lo requerido. [J

Lema 3.63. Sean X un continuo localmente conexo, J un arco libre de X y
K un arco libre mazimal de X. Si J ¢ K, entonces JNinty (K) = 0.

Demostracion. Hacemos la demostracién por contrareciproca. Supongamos
que J Ninty (K) # 0 y probemos que J C K. Si intx (J) Nintx (K) = 0,
entonces intx (J) C X — intx (K). Como J es un arco libre de X, J —
E(J) C intx (J), esto implica que J = clx (J — E(J)) C clx (intx (J)) C
X —intx (K). Luego, JNintx (K) C (X —inty (K))Nintx (K) = 0, es decir,
JNintx (K) = 0, lo que es una contradiccién. Asi, intx (J) Ninty (K) # 0.
Por lo tanto, por [14, Lema 3|, J C K ]
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Observacion 3.64. Si X es un continuo distinto de un arco y de una curva
cerrada simple, y J € Ag (X), las siguientes afirmaciones son ciertas:

(a) siJ € Ag (X), entonces intx (J) = J —{qs} y bdx (J) = {q;}, donde
ps Yy qy son los puntos extremos de J, con p; € intx (J). Observemos
que intx (J) es homeomorfo a [0,1);

(b) siJ ¢ A (X), es decir, J es un arco libre mazimal de X que no tiene
puntos extremos en su interior o J es una circunferencia libre de X,
entonces intx (J) = J —{ps,q;} vy bdx (J) = {ps,qs}, si J es un arco
libre mazimal en X o intx (J) = J — {qs} vy bdx (J) = {q;}, para
algin q; en J, si J es una circunferencia libre en X. Observemos que en
cualquiera de los dos casos intx (J) es homeomorfo a (0,1).

El siguiente resultado nos serd de utilidad mas adelante.

Lema 3.65. [21, Lema 3.1 (c)] Sean X un continuo localmente conexoy J, K €
Ag (X). Siinty (J) N K # 0, entonces J = K.

Observacion 3.66. Sean X un continuo localmente conexo y J, K, L, M ele-
mentos de Ag (X). Si {J, K} # {L, M}, entonces (intx (J),intx (K)o, x) ¥
(inty (L) ,intx (M))e,x) son ajenos.

Demostracion. Por el Lema 3.61, podemos suponer que X no es el arco ni
la curva cerrada simple. Como {J, K} # {L, M}, podemos asumir que J €
{J,K}—{L,M}. Luego, J # Ly J # M. Por el Lema 3.65, intx (J)NL =0y
inty (J) N M = 0, entonces intx (J) Nintx (L) = 0 y intx (J) Nintx (M) = 0.
Supongamos que (inty (J) , intx (K))q,x)N(intx (L), intx (M), x) # 0, asi,
existe £ € Cy (X)) con B € (intx (/) , intx (K)) g, Wintx (L), intx (M)) e, x)-
En particular, £ C inty (L) Uintx (M) y E Ninty (J) # 0. Asi, existe z €
Eninty (J) C E Cintyx (L)Uintyx (M), es decir, € intx (L) o x € intx (M).
Esto implica que = € intyx (J) Nintx (L) o = € intx (J) Nintx (M). Co-
mo en ambos casos obtenemos una contradiccién, (intx (J),intx (K))eq,x) N
<thX (L) ,intX (M>>CQ(X) - @

Proposicion 3.67. Si X es un espacio métrico conexo con mds de un punto,
entonces es infinito no numerable.

Demostracion. Procedamos por contradiccion, es decir, supongamos que X es
finito. Como X es un espacio métrico, para cada x € X, {x} es un conjunto
compacto y por ende, cerrado de X. Ademas, como X — {z} es la unién de
un numero finito de conjuntos cerrados de X, entonces es cerrado en X, asi,
{z} es un abierto de X. Como X tiene més de un punto, esto nos dice que
{z} es un conjunto cerrado y abierto de X distinto del vacio y X, lo que es
una contradiccion, ya que X es conexo. Por lo tanto, X es infinito. Mas ain,
observemos que X es un conjunto infinito no numerable. O

Lema 3.68. Sean X un continuo y J un arco de X. Si C' es un conjunto
conezo de X tal que CNbdx (J) =0, entonces CNJ =0 oC C J.
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Demostracion. Cuando J = X, claramente C' C J. Asi, podemos suponer que
J # X. Como X — J y intx(J) forman una separacién de X —bdx(J) y C es
un subconjunto conexo de X — bdx (J), entonces C' C X —J o C' C intx(J),
es decir, CNJ =00 C C J. n

Lema 3.69. Sean X un continuo localmente conexo, {J,}50_, una sucesion
de elementos de Ugs (X) distintos por pares y x, € Jy,, para cada m € N. Si
lim z,,, = x para algin z € X, entonces lim J,,, = {z} (en C (X)).

Demostracion. Por el Lema 3.61, podemos suponer que X no es el arco ni
la curva cerrada simple. Dado m € Ny z,, € J,, existe una sucesiéon de
elementos de intx (J,,) que convergen a x,,, entonces z,, € clx (intx (Jp)).
Asi, como para cada m € N, z,, € clx (intx (J,,)), podemos suponer que
Ty € intx (J,,) Luego, por la Observacién 3.64, para cada m € N, bdx (/)
es un subconjunto no vacio de X con a lo mas dos elementos. Por lo que
podemos suponer que bdx (J,,) = {Pm,qm}, para cada m € N. Supongamos
que {J,}2°_; no converge a {z} en C'(X). Como C (X) es un espacio métrico
compacto, ya que X es compacto, por la Proposicién 2.12, existe una subsu-
cesiéon de {J,}>°_, que converge a alguin A € C'(X), con A # {x}. Podemos
asumir que lim.J,, = A, limp,, = p y limg,, = ¢, para algunos p,q € X.
Ademas, por hipdtesis, lim x,,, = x para algin x € X. Entonces, por la Propo-
sicién 2.34, p,q,x € A. Como en particular, A # {x} es un conjunto conexo
no degenerado, por la Proposicion 3.67, A es un conjunto infinito, asi pode-
mos elegir y € A — {p,q}. Entonces, por el Lema 2.33, existe una sucesion
{ym}2_, de X tal que y,, € J,, para cada m € Ny limy,, = y. Note-
mos que, si y € inty (Jx), para algin k& € N, entonces existe [ € N tal que,
Ym € inty (Ji), para cada m > [, es decir, J,, Nintx (Ji) # (), pero esto
es una contradiccién por Lema 3.65. Por lo tanto, y ¢ intx (J,,), para cada
m € N. Ahora, como X es localmente conexo y X — {p,q} es un conjunto
abierto de X que contiene a y, existe un subconjunto U abierto y conexo de
X tal que y € U C clx (U) € X — {p,q}. Luego, como limy,, = y en X,
existe my € N tal que y,, € U para cada m > mgy. Por el Teorema 1.21, U
es arco conexo, asi, para cada m > mg, podemos tomar un arco «,, en U con
puntos extremos y y y,,. Dado m € N, notemos que si {y, y,,} Nbdx (J,) # 0,
entonces a,, N bdx (J,) # 0. En otro caso, si {y,ym} Nbdx (J,,) = 0, en-
tonces Y, ¢ bdx (Jn), luego, y,, € intx (J,,). Ademds, como y ¢ inty (J,,) y
y & bdx (J), se sigue que y € X — (intx (J,,) Ubdx (J)) = X — J,,. Por el
Lema 3.68, se tiene que a,,, Nbdx (J,,) # 0. Asi, como en cualquiera de los dos
casos, o, Nbdy (J,,) # 0, para cada m € N, se sigue que U Nbdx (J,,) # 0,
para cada m € N. Por lo que existe una subsucesion de {p,}5°_; o {gm}>_,
convergente a p o ¢, respectivamente, cuyos elementos estan contenidos en U,
entonces p € cly (U) o ¢ € clx (U). Como esto es una contradiccién por la
eleccién de U, concluimos que lim J,,, = {z} en C (X). O

Lema 3.70. Sean X un continuo y J un arco libre de X. Si x es un punto
extremo de J con x € inty (J) y K es un arco de X que contiene a J, entonces
x es un punto extremo de K y x € intx (K).

Demostracion. Como = € inty (J) y J C K, se sigue que = € inty (K).
Ademads, como z € E(J)y Jy K son vecindades de x en X, por el Teorema
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1.8, ord (z, K) = ord (z, X) = ord (z, J) = 1, es decir, z es un punto extremo
de K. O

Lema 3.71. Sean X un continuo localmente conexo y J un arco libre de X
con un punto extremo e tal que e € inty (J). Entonces, existe K un arco libre
de X, tal que J C K, e es un punto extremo de K, e € intx (K) y K contiene
a cada arco libre de X que contiene a J.

Demostracion. Podemos asumir que X no es un arco. Sea F = {L C X : L es
un arco libre de X tal que J C L}. Sea L € F y pr,qr sus puntos extremos.
Notemos que e € L. Por el Lema 3.70, e € E (L) y e € intx (L). Podemos
suponer que e = qr. Como L es un arco libre de X, L — {py,e} es abierto
en X. Asi, L — {pr} = (L—A{pr,e}) U{e} C intx (L). Como X no es un
arco y L es un subconjunto cerrado y no vacio de X, se debe de cumplir que
L —{pr} =intx (L). Por lo tanto, bdy (L) = {pr}.

Observemos que si L,M € F, entonces L. C M o M C L. En efecto,
supongamos que L & M yv M ¢ L. Entonces existen | € L y m € M tales que
l¢ Mym¢ L. ComoJ C LNM, setienequel ¢ Jym ¢ J. Asi, M # J # L
ym # py # [, paraalgin p; € E (J)—{e}. Porel Lema 3.70,e € E (L)NE (M),
luego e # [ y e # m. Observemos que [p;,1]; U [ps,m|,; U [ps, €], es un triodo
simple de X cuyo vértice es p;. Como p; ¢ bdx (L), entonces p; € intx (L),
esto contradice el Lema 3.57, ya que L es un arco libre de X. Por lo tanto, si
L, M e F,entonces L C M oM C L.

Sean U = |J{L —{pr}: L € F} y K = clx (U). Veamos que U # K.
Supongamos que U = K. Como para cada L € F, L —{p.} es un subconjunto
abierto de X, U es un subconjunto abierto, cerrado y no vacio de X, asi,
como X es conexo, U = X. Notemos que {L — {p.}: L € F} es una cubierta
abierta de X. Luego, como X es compacto, existen Ly, Lo,...,L,, con r € N
tales que X = |J (L; — pr,) = K. Por el parrafo anterior, podemos suponer

i=1
que L; C L;, para cada i € {1,2,...,r} y para algin j € {1,2,...,r}. Luego,
como Lj; es un arco, L; — pr, C Lj — pr;. De esto se sigue que X = L; — pr
y pr; ¢ X. Como esto es una contradiccién, U # K. Fijemos ¢ € X — U.
Notemos que e ¢ X — U. Por el Teorema 1.21, X es arco conexo, asi, existe
un arco o que va de q a e. Por el Lema 3.1, existe un arco M en X que va de
p a e, para algin p € M, tal que M N (X — U) = {p}, entonces M — {p} C U.

Veamos que K = M. Para esto, mostremos primero que U = M — {p}. Sea
LeFyzeL—{pse} Entonces X —{z} = (X —[z,€¢];) U (2,€];, luego
{z} es una separacién entre {p} y {e}. Asi, z separa a p y e en X. Entonces
z € M. De modo que, L — {pr,e} € M. Notemos que L —{p.} C L =
clx (L —{pr,e}) C M, es decir, L —{p,} C M. De esto se sigue que U C M y
como p ¢ U, entonces U C M — {p}. Por lo tanto, U = M — {p}. Notemos que
K =clx (U) = clx (M — {p}) = M. Por lo tanto, K es un arco con puntos
extremos p y e. Ademés, K —{p} = M —{p} = U, es un subconjunto abierto de
X, entonces (K — {p}) —{e} = K —{p, e} también es un subconjunto abierto
de X. Asi, K es un arco libre de X. Dado L € F, como K es un subconjunto
cerradode X y L —{p.} C U C K, entonces L = clx (L —{pr}) C K. Esto
completa la prueba del lema. O
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Teorema 3.72. [29, Teorema 5.6] Sean X un continuo y E un subconjunto
propio y no vacio de X. Si K es una componente de E, entonces clx (K) N

bdy () # 0.

Lema 3.73. St X es un continuo localmente conexo y J un arco libre de X,
entonces existe K € Ag (X) tal que J C K.

Demostracion. Notemos que por el Lema 3.61, podemos suponer que X no es
una curva cerrada simple y J no esta contenido en una circunferencia libre de
X.Seanz,y € E(J)y fijemos p,q € (z,y), tales que [z, p] ;N[g,y]; = 0. Como
J es un arco libre de X y [p, q]; C J, por el Lema 3.5, (p, ¢) ; es un abierto de
X. Asl, Y = X — (p,q); es un cerrado de X. Sean X, y X, las componentes
de Y que contienen como elemento a p y a g, respectivamente. Notemos que
bdx (Y) = bdx ((p,q),) = clx ((p,q),) — intx ((p,q),) = [p,dl, — (), =
{p,q}. Como [z,p];,N(p,q); =0, [x,p], C Y. Asi, ya que [z, p|, es un conjunto
conexo que contiene a p, entonces [x, p] ; C X,. Analogamente, [q,v] 5 C Xq.
En particular, X, y X, son subcontinuos de X. Notemos que por el Teorema
3.72, cada componente de Y intersecta a {p, ¢}, es decir, cada componente de
Y tiene como elemento a p o a ¢q. Esto implica, que las tinicas componentes de
Y son X, y X,. Por lo tanto, Y = X, UX, y X, N X, =00 X,=X,=Y.
Asi, como X, y X, son subconjuntos abiertos de Y y Y es localmente conexo,
entonces X, y X, son subcontinuos localmente conexos. Como [z, p], C JNX,,
por el Lema 3.5, [x,p]; es un arco libre de X. Luego, por el Lema 3.6, [z, p];
es un arco libre de X,.

Ahora, [z,y], = J es un arco libre de X, entonces (z,y) ; es un subconjunto
abierto de X. Si X, N X, =0, X, =Y — X, = (X — (p,q),;) — X,, entonces
X,N(p, q); = 0. Ademas, como [q,y] ; C X, entonces X,N[g,y); = 0. Deestoy
como [z,p]; C X, se sigue que X,N(z,y); = X,N((z,p], U (p,q),;Ulq,y),) =
(z,p];, C [x,p], es un subconjunto abierto de X, asi, p € inty, ([x,p],). En
otro caso, si X, = Xy =Y = X —(p,q),, entonces X,N(z,y), = (z,p],;U[¢,y),
es un subconjunto abierto de X,. Notemos que en particular, [¢,y], C X, es
un subconjunto cerrado de X,,. Asi, ((z,p]; U [q,v)) —q,yl, = (z,p], C [z,p],
es un subconjunto abierto de X,. De esto se sique que p € intx, ([z,p];).

De cualquier manera, [z,p]; es un arco libre de X, y p € intx, ([z,p],).
Por el Lema 3.70, existe un arco libre K, de X, tal que [z,p], C K, p es un
punto extremo de K, p € intx, (K},) y K, contiene cada arco libre de X, que
contiene a [x,p|,. Andlogamente, se puede ver que [¢,y]; es un arco libre de
Xy, q € intx, ([q,y],) y existe un arco libre K, de X, tal que [¢,y];, C K, q
es un punto extremo de K, ¢ € intx, (K,) y K, contiene cada arco libre de
X, que contiene a q, y]J. Sean po y qo los otros puntos extremos de K, y K,
respectivamente.

Sipe (q,qo)Kq, entonces p € X, N X,, X, = X, y p no es un punto
extremo del arco [q, | x, C Xp- Asi, por la proposicién 3.36 y el Teorema

1.8, 2 < ord (p, [q,qO]Kq> < ord (p, X,) = ord (p, [z,p];) = 1. Como esto es

una contradiccién, p ¢ (q,qO)Kq y (q,qO)Kq C X, — {p,¢q}. Ahora notemos,
si X,NX, =0, X, =Y — X, entonces X, — {¢} = X — ((p, ¢, UX,) =
X —([p,q); U X,), el cual es un subconjunto abierto de X. Luego, X, — {p, ¢}
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es un subconjunto abierto de X. En otro caso, si X, = X,, entonces ¥ =
X—(p,q); = Xg, por lo que X;—{p,q} = X —[p, ¢}, es un subconjunto abierto
de X. De cualquier modo, X, — {p, ¢} es un subconjunto abierto de X. Asi,
como (g, qo)Kq es un subconjunto abierto de X, v (g, qo)Kq est4 contenido en el
subconjunto abierto X,—{p, ¢} de X, entonces (g, qo)Kq es abierto en X,—{p, ¢}
y por ende, en X. Por lo tanto, K, es un arco libre de X. Similarmente, se
puede ver que K, es un arco libre de X. Notemos que 0 # (¢,y) ; C K,N[p,y];,
entonces () # (q,y),; C intx (K,)Nintx ([p,y],), asi por el Lema 3.58, K,U[p, y],
es un arco libre o una circunferencia libre de X.

Supongamos que K, U [p,y]; es una circunferencia libre de X. Notemos que
0 # (¢,y); C JNintx (K, U [p,y];), entonces por el Lema 3.62, J C K,U[p,y];.
Como esto es una contradiccién, K, U [p,y]; es un arco libre de X. De forma
similar, K, U [z, ], es un arco libre de X.

Notemos que el conjunto abierto (p, ¢) ; de X estd contenido en K,U|z,q]; y
K,U[p,y],. Por el Lema 3.58 y como J C K,UK,U[z,q],U[p,y], = K UK,UJ,
se sigue que M = K, U K, U J es un arco libre de X.

Por otro lado, notemos que M — {po,qo} = (po,p)Kp U (z,y), U (q,qO)Kq
es un subconjunto abierto de M. Luego, por el Teorema 1.8, para cada z €
M —{po,qo}, ord (2, M — {po, qo}) = ord (z, M).

Siord (z, M — {po,qo}) = 1, como z € (po,p) . U(x,y),U(q, qO)Kq, sin pérdi-
da de generalidad, podemos suponer que z € (po, p) K, C M. Por el Teorema

1.8, ord (z, (pg,p)Kp> = ord(z, M) = 1. Notemos que ord (z, (po,p)Kp> =

ord <z, [po, D] K,,)? que es una contradiccion, ya que z no es un punto extremo

de [po, p] K, Por lo tanto, pg v qo son los puntos extremos de M.

Supongamos que L es un arco libre de X tal que K,UJUK, C L. Sean uy v
los puntos extremos de L. Como ¢ € [p,q]; = [p,q|; C [p,v];, (p,q); C (p,v),.
Luego, como [u,p], N (p,v), = 0, [u,p], N (p,q); = 0, es decir, [u,p], C
X—(p,q),. Yaquep € [u,p],, entonces [u,p|, C X,. Ademas, [u,p], C L C X
y [u,p]; € X, C X, entonces [u, p|; es un arco libre de X y de X,. Notemos que
[z,p], =[x p] es un conjunto conexo contenido en L — (p,q); = L— (p,q), =
[u,p]LU [q,v];, con [u,p]; N[g,v];, = 0. Como p € [z,p],;N[u,p|; # 0, entonces
[z,p], C [u,p],. Por la maximilidad de K, [u,p], C K,. De manera similar,
como p € [u ql;, lg,v], € K, Por lo tanto, L = [u,p|, U [p,q], Ulg,v], C
K, U JU K,. Esto muestra que K, U J U K, es maximal y concluye la prueba
del lema. O

Como una consecuencia del Lema 3.73, tenemos lo siguiente.

Lema 3.74. Si X es un continuo localmente conexo, entonces FA(X) =

Ulintx(K): K € Ag(X)}.

Demostracion. Demostremos la igualdad por doble contencién.
Sea z € FA(X), entonces existe J un arco libre de X tal que x € intx(J) C
J. Por el Lema 3.73, existe K € 2g(X) tal que J C K. Esto implica que x €
inty(J) C J C K, es decir, r € K. Asi, FA(X) C U{intx(K): K € 25(X)}.
Reciprocamente, sea = € intx(K), para algin K € Ag(X). Si K es un arco
libre maximal de X, ya terminamos. En otra caso, si K es una circunferencia
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libre de X, sea p € K tal que K — {p} es un abierto de X. Observemos que
K —{p} Cintx(K) C K. Sip € intx(K), entonces K = inty(K). Como X
es conexo, K = X. En este caso, cada arco contenido en K, es un arco libre
de K y por ende, de X. Supongamos que p ¢ inty(K). Por un razonamiento
similar al del Lema 3.61, se sigue que z € intx(J), para algiun J arco libre de
X. Asi, | H{intx(K): K € As(X)} € FA(X). Esto concluye la demostracion
del lema. O]

Teorema 3.75. Si X es un continuo localmente conezo, n € N y A € C,, (X),
entonces dim (A, C,, (X)) > 2n y, si dim (A, C,, (X)) = 2n, entonces ezisten
k € N y elementos J; € As(X), con i € {1,2,....k} y k < n, tales que
A € (intx (J1),....intx (Ji)) ¢, (x) donde cada componente de A estd contenida
en algin intx (J;).

Demostracion. Cuando dim (A, C,, (X)) = oo, el resultado es inmediato. Su-
pongamos que dim (A, C,, (X)) es finita. Si X es un arco o una curva ce-
rrada simple, por la Proposicién 3.36, R(X) = 0 y por [20, Teorema 2.4],
dim (A,C, (X)) = 2n. Por el Lema 3.61, As(X) = {X}, entonces A €
(intx (X))¢, (x) v cada componente de A estd contenida en inty (X). Asi,
podemos suponer que dim (A, C, (X)) es finita y X no es un arco ni una
curva cerrada simple. Por el Teorema 3.22, existe una grafica finita D con-
tenida en X tal que A C intx (D). Luego A € (intx (D))¢, (x) € Cn (D),
es decir, C, (D) es una vecindad de A en C, (X). Asi, por el Teorema 1.3,
dim (A4, C, (X)) = dim (A, C, (D)). Por otro lado, por [26, Teorema 2.4,
dim (A,C, (D)) =2n+ >, (ord(z,D)—2).
z€ANR(D)

Notemos que si AN R(D) = (), entonces dim (A, C,, (D)) = 2n. Si AN
R (D) # 0, para cada x € R(D), ord (z, D) > 3, entonces dim (A, C,, (X)) >
2n. Asi, dim (A, C,, (X)) > 2n, para cada A € C, (X).

Ahora, supongamos que dim (A, C,, (X)) = 2n, entonces se debe de cumplir
que >, (ord(z,D)—2) =0y ANR(D) = 0. Sean Ay, Ay, ..., Ay, las

x€ANR(D)
componentes de A, con 1 < k <n. Seai € {1,...,k}. Demostremos que existe
un arco libre L; de D tal que A; C intp (L;). Como D es una grafica finita,
existe D = {C}, ..., C,.} una coleccién finita de arcos tales que D = |JD y dos
a dos son ajenos o se intersectan solamente en uno o en ambos de sus puntos
extremos.

Supongamos que existe un punto x € A;NC;NC,NC5, donde C, Cy, C5 € D,
entonces x es un punto extremo de estos tres arcos. Para cada | € {1,2,3},
tomemos B; un subarco de C tal que x € B, pero B; no posee al otro punto
extremo de C;. Entonces B;U By U B3 es un triodo simple cuyo vértice es x. Por
el Teorema 1.8, ord (z, D) > ord (z, By U By U B;) = 3, es decir, z € A;NR (D),
lo que es una contradiccién. Por lo tanto, A; no tiene puntos de interseccién
de tres arcos distintos de D.

Sea D; ={C € D: CNA; # 0}, para cada i € {1,,...,k}. Observemos que
A; € UD;. Como cada D; tiene un numero finito de elementos y cada uno
de ellos es un subconjunto compacto de D, entonces | J D; es un subconjunto
compacto de D. Ademas, como cada A; es conexo y cada par de elementos
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de D; son ajenos o se intersectan solamente en uno o en ambos de sus puntos
extremos, se tiene que | J D; es un subconjunto conexo de D. Asi, | J D; es un
continuo para cada i € {1...,k}. Sea i € {1,...,k}, veamos que |JD; es
un arco o una curva cerrada simple de D. La demostracion la haremos por
induccion sobre el nimero finito de elementos de D;. Si | D; |= 1, claramente
U D; esun arco. Si| D; |= 2y Cy,Cy € D;, como | J D; es conexo, si | C1NCy |=
1, U D; es un arco, en otro caso, | C; N Cy |= 2y |JD; es una curva cerrada
simple. Ahora, supongamos que la afirmacién es cierta cuando | D; |= k — 1
y probemos que también es cierto cuando | D; |= k. Si | D; |= k, sea Cy un
elemento de D; que no hace disconexo a |J D;. Como | D; — {Cy} |= k — 1,
por hipétesis de induccion, F' = | (D; — {Ck}) es un arco o una curva cerrada
simple. Si F' es una curva cerrada simple, entonces D; — {C}} tiene al menos
dos elementos de D. Como X no es una curva cerrada simple, | J D; es conexo y
A; intersecta a cada elemento de D; —{C}} y también a Cy, entonces tiene que
existir un punto y € A;NC,NC;NC,,, con C), C,, € Dy — {C}, 1o que es una
contradiccion, ya que A; no tiene puntos de interseccién de tres arcos distintos
de D. Asi, F es un arco. Luego, como | J D; = (|J (D; — {Cx})) UC} es conexo,
entonces (|J (D; — {Cx}))NCx # 0, asi, si | J(D; — {Cx}) NCy |= 1, entonces
UD; = (UJ(D; —{Ck}))UCy es un arco, en otro caso | |J (D; — {Cr})NC}, |= 2
y U D; es una curva cerrada simple. Por lo tanto, para cada ¢ € {1,...,k},
|J D; es un arco o una curva cerrada simple de D.

Caso 1. ] D; es un arco.

Sea B; = {C € D: CNA; = 0}. Observemos que 4; C UD; = (UD)-U B:.
Como | B; es un cerrado de D, entonces | J D; es un abierto de D. Esto implica
que |JD; = D, es decir, D es un arco. Asi, D — FE (D) es un abierto de D y
por ende, D es un arco libre de D. Tomando L; = D, obtenemos lo requerido.

Caso 2. ] D; es una curva cerrada simple.

Observemos primero que A; # | J D;, ya que si A; = |J D;, entonces A; es una
curva cerrada simple. Como X no es un curva cerrada simple, entonces existe
r € A;N X tal que ord (z, X) > 3. Como z € A; C A C inty (D), entonces D
es una vecindad de z en X. Por el Teorema 1.8, ord (x, D) = ord (z, X') > 3,
es decir, z € A; N R (D), lo que es una contradiccién. Asi, podemos asumir
que A; es de un solo punto o A; es un arco. Si A; es de un solo punto o A;
es un arco, entonces existe p € | JD; tal que p ¢ A;. Asi, A; € (UD;) — {p}.
Por la Proposicién 3.60, existe una descomposicién simple de | J D; tal que
UD;=KULyE(K)=KnNL=FE(L). Ademds, por la Proposicién 3.67,
podemos elegirla tal que, A; C K — E(K) Cc K C (UD;) — {p}. Observemos
que (U D;) — {p} es un subconjunto abierto de D. Luego, como K — E (K) =
(UD;) — L, se tiene que K — E (K) es un abierto de |JD; y por ende, de
(UD;)—{p}. Asi, K—FE (K) es un abierto de D. Tomando L; = K, obtenemos
que A; Cintp (Ll)

En cualquier caso, para cada i € {1,...,k}, existe un arco libre L; de D
tal que, A; C intp (L;). Como A; C intx (D), se tiene que A; C inty (D) N
intp (L;). Sea K; una componente de intyx (D) Nintp (L;) tal que A4; C K.
Como intx (D) Nintp (L;) es un abierto de D y estd contenido en intx (D),
entonces intx (D)Nintp (L;) es un abierto de X. Luego, como X es localmente
conexo, por el Teorema 1.14, K; es un abierto de X. Asi, A; C K; C intx (L;) C
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intx (D), es decir, A; C intx (L;). Por el Teorema 1.16, existe un subcontinuo
F; de X tal que A; Cintx (F;) C F; Cintx (L;) C D. Observemos que F; es un
subarco de L; y por ende, un arco libre de D, ya que L; lo es. Como F; — E (F)
es un abierto de D y estd contenido en intx (L;), entonces F; — E (F;) es un
abierto de X. Esto implica que F; es un arco libre de X. Por el Lema 3.73,
existe J; € As (X) tal que, F; C J;. Asi, A; C intx (F;) C intx (J;). Como
esto lo podemos hacer para cualquier componente de A, podemos concluir que
A € (intx (J1),...,intx (Jk))¢, (x) ¥ cada componente de A estd contenida en
algin intx (J;). O



Capitulo 4

Unicidad del n-ésimo
hiperespacio para continuos
localmente conexos

En la Seccién 3.3, demostramos que para que un continuo X localmente
conexo tenga hiperespacio tinico C), (X), necesitamos al menos que X sea casi
enrejado, véase Teorema 3.54. Ahora, en este capitulo, demostramos que en
general, no todo continuo localmente conexo casi enrejado X tiene hiperespacio
tnico C, (X), véase Corolario 4.2. Sin embargo, para los continuos enrejados
esto si es cierto, véase Teorema 4.24.

4.1. Continuos casi enrejados sin n-ésimo hi-
perespacio Unico

Mostramos una condicién suficiente para que un continuo localmente conexo
casi enrejado X no tenga hiperespacio tnico C' (X)), véase Corolario 4.2. Asi,
como la existencia de una clase de continuos localmente conexos sin m-ésimo
hiperespacio unico, para algin m < n, con m,n € N, véase Corolario 4.3.

Teorema 4.1. Sean n,m € N y X un continuo localmente conexo y casi enre-
jado. Supongamos que existe R un subconjunto cerrado de P (X) y conjuntos
Uy, ..., U,i1 no vacios, ajenos por pares y abiertos de X, tales que:

(a) X—R:U1U"'UUn+1,'
(b) para cada i € {1,...,n+ 1}, R C clx (U;).
Entonces, X no tiene hiperespacio iunico C,, (X), para cada m < n.

Demostracion. Sea m < n, con m,n € N. Por hipétesis, R es un subconjun-
to cerrado de P(X), entonces por el Teorema 3.43, C,, (X, R) es un cubo de
Hilbert. Dado p € R C X fijo, por el Teorema 3.51, existe un continuo D lo-
calmente conexo sin arcos libres tal que Y = XU, D es un continuo localmente
conexo que no es homeomorfo a X. Sea d una métrica para Y, por el Teorema
2.28 y el Lema 3.50, podemos asumir que d es una métrica convexa para X,

65
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Y y D. Por el Lema 3.17, D = P (D). Ademés, como X C Y y D CY, por la
Observacién 3.23, RUD C P(X)UP (D) C P(Y). Esto implica que, RU D
es un subconjunto cerrado de P(Y"). Por el Teorema 3.43, C,,, (Y, RU D) es un
cubo de Hilbert.
Afirmacién 1. bde,,(v) (Cp, (Y, RU D)) es un Z-conjunto en Cy, (Y, RU D).
Sea € > 0, por el Lema 2.24, ®, [¢, (v,rup): Cn (Y, RUD) — C,,, (Y,RU D)

es una funcién continua. Por el Lema 2.25, H, <Ide(Y,RuD) (A), D, (A)) < €,

para cada A € C,, (Y, RU D). Asi, basta demostrar que @, (C,, (Y, RU D)) N
bde,, vy (Con (Y, RU D)) = 0.

Sea A e C,, (Y,RUD,).

Caso 1. ANR # 0. Seaa € ANR C NX(A)NR C &.(A) Neclx (Uy),
entonces BX (a) NU; # 0. Como @, (A) NU; D BX (a) NU; # 0, se sigue que
o (A)NU; # 0, para cada i € {1,...,n+ 1}. Sea {A4;}52, una sucesion de
elementos de Cy, (Y) tal que lim A; = &, (A). Por la Definicién 2.29, existe
M € N tal que, para cada j > M y cada i € {1,....,n+ 1}, 4; N U; # 0.

Ahora supongamos que A; N (RUD) = (0, entonces A; C Y — (RUD) =
n+1

Y-RNY-D)=X¥ -R)N(X —{p}) =X — R. Asi, como A; C | Uj,
i=1

y A; intersecta a cada uno de los conjuntos U; no vacios, ajenos por pares y

abiertos de X, con ¢ € {1,...,n + 1}, esto implica que A; tiene a lo menos
n + 1 componentes, lo que es una contradiccién, ya que A; € C,, (Y). Por
lo tanto, A; N (RUD) # 0. Asi, A; € C,, (Y,RUD) y ®.(A) no se pue-
de aproximar por elementos de C,, (Y') que no intersectan a R U D, es decir,
P (A) € clo,,(v) (Cu(Y) = Cp (Y, RU D)) D bdg,,(v) (C (Y, RU D)). De es-
to tltimo, @, (A) ¢ bde,,v) (Cr (Y, RUD)).

Caso 2. ANR = (. Como AN (RUD) # (), entonces AN D # (. Si
p € A, entonces p € AN R. Como esto es una contradiccién, p ¢ A. Asi,
(AN D)—{p} = AND # 0. Luego, @, (A)N(D — {p}) = (¥, (4) N D) {p} >
(AN D)—{p} #0, es decir, ®. (A)N (D — {p}) # 0. Como D—{p} =Y — X,
tenemos que D —{p} es un abierto de ¥ contenido en RU D, entonces @, (A) ¢
bdcm(y) (Cm (Y, RU D))

Del Caso 1 y el Caso 2, concluimos que ®, [¢, (v,rup): Cm (Y, RUD) —
Cn (Y,RUD) —bde,,v) (Cp (Y, RUD)). Esto prueba la Afirmacién 1.

Afirmacién 2. bdg,, (x) (Cr, (X, R)) es un Z-conjunto en C, (X, R).

Sea € > 0, por el Lema 2.24 y el Lema 2.25, ®, [¢,, (x,r): Cm (X, R) —

Cm (X, R) es una funcién continua tal que Hq ( lac, . p (A) e (A)) < €, para

cada A € C,, (X, R). Asi, es suficiente probar que ®, [¢,,(x,r) (Cm (X, R)) N
dem(X) (Om (X> R)) = @

Sea A € C,, (X, R). Observemos que C,, (X,R) C C,, (Y,RUD). Por la
Afirmacién 1y el Lema 3.49, &, (C,, (X, R)) C ®.(C,, (Y, RUD)) C C,,(Y, R
U D) - dem(X) (Om (X, R)) Asi, ®, (Cm (X, R)) N dem(X) (Cm (X, R)) = 0.
Por lo tanto, la Afirmacién 2 esta probada.

Luego, por la Afirmacién 1, la Afirmacién 2 y el Lema 3.53, C,, (X) es
homeomorfo a C, (Y). Por lo tanto, X no tiene hiperespacio tinico C,, (X),
para cada m < n. O

El siguiente resultado se desprende como un caso particular del Teorema
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4.1 cuando n = 1.

Corolario 4.2. Si X es un continuo localmente conexo y casi enrejado tal que
X — P (X) es disconexo, entonces X no tiene hiperespacio unico C' (X).

Demostracion. Como X —P (X) es disconexo, existen U y V' no vacios, ajenos
y abiertos de X — P (X) tales que X — P (X) = U U V. Observemos que
U y V también son abiertos de X. M&s aun, como U NV = (), entonces
UCcX-VyVCX-UAsi,clx(U)cX—-Vycyx(V)cCX—-U.Como
X es casi enrejado inty (P (X)) = intx (X — G (X)) = X — clx (G (X)) = 0.
Ast, clxy (X —P (X)) =X —intx (P(X)) = X =clx (U)Uclx (V), es decir,
X =clx (U)Uclx (V). Como X es conexo, R = clx (U)Necly (V) # 0. Luego,
clx (U)Nelx (V) € X—=(U U V) =P (X),esdecir, R es un subconjunto cerrado
de X, y por ende, de P (X). Sean W = X —cly (U) y Z = X —clx (V). Como
UcC ZyV C W, entonces R C cly (W) Necly (Z). Ademds, W y Z son
subconjuntos ajenos, no vacios y abiertos de X tales que X — R =W U Z. Por
el Teorema 4.1, X no tiene hiperespacio tinico C (X). O

Corolario 4.3. 5@ X es un continuo localmente conezxo y casi enrejado que
satisface las condiciones del Teorema 4.1, entonces existe una clase no nu-
merable Y de continuos localmente conexos no homeomorfos por pares tales
que:

(a) para cadaY € Y, X no es homeomorfo a'Y;
(b) para cadaY € Y y cada m < n, Cy, (X) es homeomorfo a Cy, (Y).

Demostracion. Dado p € R C X fijo, por el Teorema 3.51, existe una clase
D no numerable de continuos localmente conexos sin arcos libres y no homeo-
morfos por pares tales que satisfacen los incisos (a) y (b) del Teorema 3.51.
Considerando Y = {XU,D: D € D}, se tiene por el inciso (b) del Teore-
ma 3.51, que para cada Y € Y, X no es homeomorfo a Y. Ademas, para cada
m < n,conm,n € N, por un procedimiento similar al del Teorema 4.1, se tiene
que C, (X)) es homeomorfo a C,, (Y). Esto concluye la demostracion. O

Proposiciéon 4.4. [29, Corolario 10.20.1] Si X es una dendrita y v € X,
entonces ord (x, X) € N 0 ord (z, X) = w.

Corolario 4.5. Si X es una dendrita que no es un drbol y k = sup{ord (p, X) :
p € P(X)}, note que k € NU {w}. Entonces, para cada m < k, con m € N,
X no tiene hiperespacio tinico Cp, (X).

Demostracion. Cuando X no es casi enrejado, por el Teorema 3.54, el resultado
es inmediato. Asi, podemos suponer que X es casi enrejado. Como X es un
continuo localmente conexo sin curvas cerradas simples que no es un arbol,
entonces X no es una grafica finita. Luego, no existe una gréafica finita D
contenida en X tal que X C inty (D). Por el Teorema 3.22, X NP (X) =
P(X) # 0. Asi, k = sup{ord (p,X): p € P(X)} estd bien definido. Sea
m < k, entonces existe ¢ € P (X) tal que ord (¢, X) > m + 1. Si ord (¢, X) es
finito, por [29, Teorema 10.13], el nimero de componentes de X —{¢} también
es finito y coincide con ord (¢, X). Sean n +1 =ord (¢, X) y Uy, Uz, -+ , Up11
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n+1
las componentes de X — {q}. Luego, X — {¢} = |J U;. Observemos que los
i=1

conjuntos U; son subconjuntos abiertos no vacios y_disjuntos de X, para cada
i€{l,...,n+ 1}. Ahora, fijemos j € {1,...,n+ 1} y observemos que U; C

X — U U;. Entonces, clx (U;) C | X — U U; | = U; U{q}. Notemos que ¢ €
i#j i#j

clx (Uj;), ya que en caso contrario, clx (U;) = U;. Luego, U; es un subconjunto

propio de X con frontera vacia, lo que es una contradiccion, pues X es conexo.

Asi, {q} C clx (U;), para cada j € {1,...,n+1}. Por la tanto, por el Teorema

4.1, X no tiene hiperespacio unico C,, (X) para cada m < k.

Ahora, si ord (¢, X) es infinito, por [29, Teorema 10.13], el nimero de com-
ponentes de X —{¢} también es infinito. Tomando Uy, Us, - - - , U, 41 las compo-
nentes de X —{q}, con U, la unién de todas las demds componentes distintas
de Uy, para l € {1,...,n}, por un procedimiento similar cuando el nimero de
componentes de X —{p} es finito, se obtiene que X no tiene hiperespacio inico
Ch (X)), para cada m < k. Asi, el lema estd probado. ]

Ejemplo 4.6. El continuo F,,, véase la Figura 4.1, es una dendrita que no
es un drbol, y ademds, ord (x, F,,) = w. Asi, por el Corolario 4.5, F,, no tiene
hiperespacio inico C,, (F,,), para cada n € N.

Xz

Figura 4.1: Continuo F

4.2. Los continuos enrejados tienen n-ésimo hi-
perespacio inico
Esta seccion esta encaminada en demostrar, como su nombre lo indica, que

los continuos enrejados tienen n-ésimo hiperespacio tnico.
Sean X un continuo y n € N las siguientes clases de conjuntos tienen un
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papel importante en esta seccion:

P (X) ={A €, (X): A tiene una vecindad en C,, (X) que es una
2n-celda};

P2 (X) ={AcC,(X): A tiene una vecindad M en C, (X) que
es una 2n-celda y A € OM};

[, (X)={4€C,(X)—PB,(X): A tiene una base local de vecindades
abiertas ) en C), (X) tal que, para cada U € $,
dim (U) =2n y U N*B,, (X)) es arco conexo }.

Se acostumbra denotar a P (X) y B¢ (X) como P (X) y P? (X), respectiva-
mente.
Recordemos que

Ap (X) ={J € A(X) : existe un punto extremo p de J tal que p € intx (J)}.

Si J e A (X) yp € E(J) tal que p € inty (J), decimos que p es un
extremo de X. Ademads, en algunos resultados, si B es un subconjunto de un
continuo X, denotamos por:

C(B)={AeC(X): AcC B}
Fi(B)={Ae€ F1(X): AC B}.

Observacion 4.7. Si X es un continuo y n € N, entonces B,, (X) es una
2n-variedad.

En efecto, sea A € PB,, (X), entonces A € C, (X) y A tiene una vecindad
M en C,, (X) que es una 2n-celda. Como B, (X) es un subconjunto abierto de
Cn(X) y A e'B, (X)Ninte, x) (M), por el Teorema 1.29, existe una vecindad
N de A en C, (X) que es una 2n-celda tal que A € inte,(x)(N) C N C
B, (X)Ninte, (x) (M) C B, (X) C Cp(X). Observemos que N es una vecindad
de A en P, (X) que es una 2n-celda. Como A fue elegido arbitrariamente en
B (X), por la Definicion 1.25, B, (X) es una 2n-variedad.

Otra forma de describir a B? (X) que nos ser4 1til en la Proposicién 4.11,
es la siguiente.

Observacién 4.8. Si X es un continuo, entonces P2 (X) = {A € P(X): A
tiene una vecindad M en B(X) que es una 2-celda y A € OM}.

Sea A € P2(X) CP(X), entonces A € P (X), A tiene una vecindad N en
C(X) que es una 2-celda y A € ON. Como A € P(X)Nintex) (N) vy P(X) es
un subconjunto abierto de C(X), por el Teorema 1.29, existe una 2-celda M en
C(X) tal que A € inte(x) (M) C M CP(X) Nintex) (V) CPB(X) C C(X).
Notemos que M es una vecindad de A en PB(X). St A ¢ OM, entonces A €
Inty M, por lo que existe W vecindad de A en M tal que W es homeomorfo a
R?. Como intc(x) (M) es una vecindad de A en M, por la Proposicion 1.27,
existe una vecindad U de A en M tal que A € intpq (U) C U C intexy (M) C
M y U es homeomorfo a R?. Notemos que int g (U) también es un subconjunto
abierto de N, entonces U es una vecindad de A en N tal que U es homeomorfo
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a R?, lo que es una contradiccion, ya que A € ON. Asi, A € OM, y por ende,
A e {A e P(X): A tiene una vecindad M en PB(X) que es una 2-celda y
A€ oM}.

Reciprocamente, sea A € {A € P(X): A tiene una vecindad M en P(X)
que es una 2-celda y A € OM}, entonces A € P(X) y A tiene una vecindad
M en P(X) que es una 2-celda tal que A € OM. Como A € intyx) (M) C
M CPB(X) C C(X) yB(X) es un subconjunto abierto de C(X), entonces M
es una vecindad de A en C(X). Asi, A € P2(X).

Lema 4.9. Sean X un continuo localmente conexo y A € C (X). Los siguientes
enunciados son equivalentes:

(a) AePo(X);

(b) existe J € AUg (X) tal que una de las siguientes condiciones se cumplen:
(1) A ={p}, para alginp € intx (J), (2) J € Ag (X) y existe un extremo
p de X tal quep € A Cintx (J).

Demostracion. (a)=-(b) Supongamos que A € PB?(X), entonces existe una
vecindad M de A en C (X) que es una 2-celda tal que A € dM. Luego,
A € intexy (M) € M C C(X), asi, por el Teorema 1.3, dim (A, M) =
dim (A, C (X)). Més atin, por el Teorema 1.4 y [30, Teorema 9.5, dim (M) =
dim (I?) = 2, en particular, dim (4, M) = 2, entonces dim (4, C (X)) = 2. Por
el Teorema 3.75, existe J € g (X) tal que A € (intx (J))¢x) ¥y A C intx (J).
Como A € (intx (J))ox) € C(J), entonces A € intoix) (C(J)). Asi, A €
inte(xy (M) Ninteex) (C(J)), entonces por el Teorema 1.29, existe una 2-celda
L de C'(X) tal que A € intex) (£) C £ C intexy (M) Nintexy (C(J)) C
intc(x) (C(J)) € C(J) C C(X). Si A ¢ 0L, entonces A € IntyL, por lo
que existe una vecindad S de A en L tal que A € int;(S) C § C L, con
S homeomorfa a R?. Como en particular, intc(x) (£) es una vecindad de A
en L, por la Proposicién 1.27, existe una vecindad 7 de A en L tal que A €
intz (7) C T C intex) (£) C £, con T homeomorfa a R?, esto implica que
int, (7) es un subconjunto abierto de into(xy (£) y por ende, de C(X). Asi,
como A € intz (7)) C T C L C M C C(X), tenemos que int, (7) es un
subconjunto abierto de M, es decir, T es una vecindad de A en M que es
homeomorfa a R2, lo que es una contradiccién, ya que A € M. Por lo tanto,
A € 0L. Por otro lado, como int¢(xy (£) es un abierto de C' (X) contenido en
C (J), entonces inte(xy (£) es también un abierto de C'(J), por lo que L es
una vecindad de A en C'(J) que es una 2-celda y por ende, una 2-variedad
tal que A € JL. Asi, como C (J) es una vecindad de A en C (J) que es una
2-variedad por ser una 2-celda, entonces por la Proposicién 1.28, se sigue que
AeoC (J).

En base a esto, tenemos dos casos.

Caso 1. J es una curva cerrada simple.

Por la Proposicién 2.18, tenemos que A € 0C (J) = Fy (J), luego, | A |= 1.
Como A C intx (J), entonces A = {p}, para algin p € intx (J). Asi, se cumple
(a).

Caso 2. J es un arco.
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Observemos que A es un subcontinuo de J. Luego, A es de un solo punto,
A = J o A es un subarco propio de J. Si A es de un solo punto, claramente se
cumple (a). Si A = J, como A C intx (J), entonces A = inty (/). Esto implica
que, A es un cerrado y abierto no vacio de X. Como X es conexo, A = X. Asi,
(b) se cumple. Por tltimo, si A es un subarco propio de J y E(J) = {p, ¢},
por la Proposicién 2.17, tenemos que A € 9C (J) = Fy (J)UC (p, J)UC (q, J).
Como A ¢ Fy (J), entonces A € C (p,J)UC(q,J). Si A € C(p,J), entonces
p€ACinty (J) C J,asi, J € Ap (X) y p es un extremo de X . Anédlogamente,
si A€ C(q,J), se puede demostrar que J € Ag (X) y ¢ es un extremo de X
tal que ¢ € A C intx (J). Asi, (b) se cumple.

(b)=(a) Cuando X es un arco o una curva cerrada simple, el resultado es
inmediato. Asi, supongamos que X no es un arco ni una curva cerrada sim-
ple. Como A € C(X)y A C inty (J), entonces A € C (intx (J)) C C (J).
Luego, C (intx(J)) es una vecindad de A en C'(X). Como C (intx(J)) es un
subconjunto abierto de C'(X) contenido en C(.J), entonces C (intx(.J)) es un
subconjunto abierto de C'(J). Més aun, como J € g (X), por la Proposicién
2.17 y la Proposicién 2.18, C'(J) es una 2-celda, y por ende, una 2-variedad.
Asi, por la Proposicién 1.32, C' (intx (J)) es una 2-variedad cuya frontera como
variedad, por la Proposicién 1.33, es OC (intx(J)) = 0C (J)NC (intx(J)). De
aqui, si J ¢ Ag(X), por la Observacién 3.64, intx(.J) es homeomorfo a (0,1).
De la construccién en la Proposicién 2.17 y la Proposicién 2.18, C' (intx (.J)) es
homeomorfo a (0,1) x (0,1). Entonces, 0C (intx(J)) = F (intx(J)). En otro
caso, si J € Ap(X) y psy qs son los puntos extremos de J, con p; € intx(J),
por la Observacién 3.64, intx(J) es homeomorfo a [0,1). De la construc-
cién en la Proposicién 2.17, C (intx(J)) es homeomorfo a [0,1) x [0,1). Asi,
OC (intx (J)) = C (py,intx(J)) U Fy (intx (J)).

Ahora bien, si se cumple (1), A = {p}, para algtin p € intx(J). Por el parrafo
anterior, A € 9C (intx(J)). Si se cumple (2), J € Ag(X) y existe un extremo
p de X tal que p € A C intx(J). Como p € E(J)Nintx(J) y X no es un
arco, entonces p = py. Por el parrafo anterior, A € 9C (intx(J)). En cualquier
caso, C (intx(J)) es una vecindad de A en C(X) que es una 2-variedad tal
que A € 0C (intx(J)). Como A € C (intx(J)) Nintex) (C(J)) y C(J) es una
2-celda, por el Teorema 1.29, existe una vecindad A de A en C'(X) que es una
2-celda, tal que A € inte(x) (N) C N C C (intx(J)) Nintexy (C(J)). Por la
Proposicién 1.28, A € ON. Esto muestra que A € B?(X) y termina la prueba
del Lema. ]

Lema 4.10. Si X es un continuo localmente conexo y n € N — {1,2}, en-
tonces Iy, (X) = {A € C,,(X): A es conexo y existe J € Ag (X) tal que
A Cintx (J)} =P (X).

Demostracion. Primero demostremos que I'), (X) = {A € C,, (X) : A es co-
nexo y existe J € g (X) tal que A C intx (J)}. Sea A € T', (X), entonces
A€ Cp(X) —Bn(X) y A tiene una base de vecindades abiertas § en C,(X)
tal que, para cada U € 9, dim (U) = 2n y U N*P,,(X) es arco conexo. Como
para cada vecindad V de A en C, (X), existe una vecindad abierta U € $
de Aen Ch(X) tal que A e U C V C C, (X), entonces por el Teorema 1.3
(c), dim (A, C,, (X)) = dim (A, U) = 2n, es decir, dim (A, C,, (X)) = 2n. Asi,
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por el Teorema 3.22, existe una grafica finita D en X tal que A C intx (D).
Entonces A € (intx (D)), (xy € Cn (D), es decir, C,, (D), es una vecindad de
A en C,, (X). En consecuencia, §) contiene una base de vecindades abiertas Y’
de A en C,(D) tal que, para cada U € §', dim (U) = 2n, U N B,,(X) es arco
conexo y U C C,(D).

Ahora mostremos que U NP, (X) = U NP, (D), para cada U € $H'. Sean
UeNyBelUUNP,(X), entonces B tiene una vecindad M en C,,(X) que
es una 2n-celda. Como B € U Nint¢, x) (M), por el Teorema 1.29, existe una
2n-celda NV en C,,(X) tal que B € inte,(x) (N) C N C U Ninte,(x) (M) C
UNM CU C C,(D). Esto implica que N es una vecindad de B en C,, (D)
que es una 2n-celda. Asi, B € U NP, (D).

Reciprocamente, dado U € $ y B € U NP,,(D), tenemos que B tiene una
vecindad M en C,,(D) que es una 2n-celda. Como B € U Nint¢, py (M), por
el Teorema 1.29, existe una 2n-celda N en C,, (D) tal que B € intc, (p) (N) C
N CcUnNinte,py (M) CUNM CU C C,(D). Observemos que inte, (py (V)
es un abierto de C,, (X), luego, N es una vecindad de B en C,,(X) que es una
2n-celda. Por lo tanto, B € U NP, (X). Asi concluimos que U NP, (X) =
UNP,(D).

Como por hipétesis, U NP, (X) es arco conexo, por el parrafo anterior,
UNP, (D) es arco conexo. Ademds, A € U — P, (X) = U — P, (D). Asi,
hemos demostrado que A € I',,(D). Entonces por |18, Lema 3.6], A es conexo
y por el Teorema 3.75, existe J € Ag (X) tal que A C intx (J).

Ahora supongamos que A € C,, (X) es conexo y existe J € Ag(X) tal que
A C intx(J). Por la Proposicién 3.36, R(J) = 0, entonces por [18, Lema
3.6], A € Co(J) —B,(J) y A tiene una base de vecindades abiertas $) en
Cn(J) tal que para cada U € $, dim (U) < 2n y U NP, (J) es arco conexo.
Observemos que por el Teorema 3.75, dim (/) = 2n, para cada U € . Como
por hipotesis A C intx (J) y A € C, (X), entonces A € (intx (J))¢, (x) C
inte, (x) (Cn(J)) C Cn(J), es decir, inte, (x) (Cr(J)) es una vecindad de A en
Cy,(J). En consecuencia, $) contiene una base de vecindades abiertas §' de A
en Cy,(X) tal que para cada U € $’', dim (U) = 2n, UN*B,,(J) es arco conexo y
U C inte, (x) (Cr(J)). Procediendo como en pérrafos anteriores, se demuestra
que U NP, (J) =UNP(X)yAelUU —-B,(J) =U—-B,(X). Por lo tanto,
Ael,(X).

Por dltimo, demostremos que {A € C, (X): A es conexo y existe J €
g (X) tal que A Cintx (J)} =P (X). Sean A € C,(X) tal que A es conexo
y A Cintyx(J) para algin J € 2s(X). Entonces A € (intx(J))qx) C C(J) C
C(X), es decir, C(J) es una vecindad de A en C(X). Por [20, Ejemplo 5.2],
C(J) es una 2-celda, asi, A € P(X).

Reciprocamente, sea A € P(X), entonces A € C(X) y A tiene una vecindad
M en C(X) que es una 2-celda. Luego, por el Teorema 1.3 (c), dim (A, C(X)) =
dim (A, M) = 2, es decir, dim (A, C(X)) = 2. Asi, por el Teorema 3.75, existe
J € Ag(X) tal que A C intx (J). Esto muestra que A € {A € C,, (X): A es
conexo y existe J € Ag (X) tal que A Cintx (J)} y termina la demostracion.

[

Proposicion 4.11. Sean X y Y dos continuos localmente coneros y n €
N—{2}. Sih: C, (X) = C, (Y) es un homeomorfismo, entonces h (P (X)) =
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PO (Y).

Demostracion. Por la Observacion 4.7, B(X) y P(Y) son 2-variedades, por lo
que podemos hablar de sus fronteras como variedad. Mostremos que OP(X) =
P2(X). Sea A € IP(X), entonces A € P(X), por lo que A tiene una vecindad
M en C(X) que es una 2-celda y A € inte(x) (M) N P(X). Por el Teorema
1.29, existe una vecindad N de A en C(X) que es una 2-celda tal que A €
inte(xy (N) CN Cintexy (M) NP(X). Observemos que N es una vecindad
de A en P(X). Si A ¢ ON, entonces existe una vecindad S de A en N que
es homeomorfa a R?. Como intc(xy) (NV) es una vecindad de A en N, por la
Proposicién 1.27, existe una vecindad 7 de A en N tal que A € inty (T) C
T C intexy NV) C N C PB(X) € C(X) y T es homeomorfo a R Notemos
que T es una vecindad de A en B(X) que es homeomorfo a R?, entonces
A € IntyB(X), lo que es una contradiccion, ya que A € IP(X). Asi, A € ON.
Por la Observacién 4.8, A € P9(X).

Reciprocamente, sea A € B?(X), por la Observacién 4.8, A € P(X), A
tiene una vecindad M en PB(X) que es una 2-celday A € OM. Si A ¢ OP(X),
entonces A € IntyP(X). Luego, existe una vecindad N de A en P(X) que es
homeomorfa a R%. Como M es una vecindad de A en B(X), por la Proposicién
1.27, existe una vecindad S de A en P(X) tal que A € inty(x) (S) CS T M C
P(X) C C(X)y S es homeomorfa a R?. Observemos que S es una vecindad de
A en M que es homeomorfa a R?, lo que es una contradiccién. Asi, A € OR(X),
y por lo tanto, OP(X) = PI(X).

Regresando a la demostracién, por el parrafo anterior, tenemos que OB (X) =
PI(X) y IB(Y) = P(Y). Como P (X) estd dado en términos de conceptos
topolégicos que se conservan bajo homeomorfismos, paran = 1, h (B (X)) =
B (X). Para n > 3, por el Lema 4.10, I', (X) = PB(X) y ', (V) = B (Y).
Como I',, (X) estd dado en términos de conceptos topoldgicos, se tiene que
h(y (X)) = I (Y), o sea, h(P (X)) = P(Y). Por la Proposicién 1.26,
h(OB(X)) = OB(Y), es decir, h (P?(X)) = P?(Y). Esto termina la prue-

ba de la proposicién. O]

Teorema 4.12. Si X es un continuo localmente conexo que no es un arco,
entonces existe un homeomorfismo h: cly (FA(X)) — clowx) (B2(X)) tal que
h(p) = {p} para cada p € clx (FA(X)) — (Hintx (J): J € A (X)} v, si
h(p) NP(X) # 0, entonces p € P(X) o p es un punto extremo de J, para
algin J € Ap(X), donde JNP(X) # D yp € intx (J).

Demostracion. Cuando X es una curva cerrada simple, por la Proposiciéon 2.18,
C (X) es una 2-celda tal que 9C(X) = Fy(X). Luego, Fy(X) C P?(X). Mas
ain, Fy(X) = P?(X). En efecto, supongamos que Fy(X) # PB?(X), entonces
podemos suponer que B?(X) ¢ F1(X). Luego, existe A € P?(X) tal que A ¢
Fi(X). Como X es una curva cerrada simple, por el Lema 3.61, Az (X) = 0.
Entonces, por el Lema 4.9, existe J € 2Ag(X) tal que A = {p}, para algin p €
intx(J). Por el Lema 3.61, J = X, asi, A € F}(X), lo que es una contradiccién.
Por lo tanto, P?(X) = F1(X). De aqui, clox) (PB?(X)) = Fi(X). Como X es
casi enrejado, por el Lema 3.18, clx (FA(X)) = X. Entonces, por el Lema 2.8,
existe h: clx (FA(X)) = clox) (B2(X)) tal que h(p) = {p}, para cada p €
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clx (FA(X)). Como X es una gréfica finita, h(p)NP(X) = (). Asi, supongamos
que X no es un arco ni una curva cerrada simple.

Sean J € Ap(X) vy psy ¢ sus puntos extremos, con p;y € intx(J). Como X
no es un arco, intx (J) = J —{qs}. Sean h;: [0,1] — J un homeomorfismo tal
que hy(0)=q;y hy(1)=ps, y W =U{J —{qs}: J € Ar(X)}. Observemos
que W es un subconjunto abierto de X. Ademads, por el Lema 3.74, FA(X) =
U{intx(J): J € A5(X)}, luego, W C FA(X).

Consideremos h: cly (FA(X)) = clowx (B2(X)) que estd dada por

{p} sip€cly (FAX))—-W,
h(p) =< {hs(2s)} sipeJe/Ap(X),p="hy(s)yse
hy(2—2s,1]) sipe Je/Ap(X),p="hy(s)yseE

07 %y

1
1],

Por el Lema 4.9, h es una funcién bien definida. Observemos que h es conti-
nua en cly (FA(X)) — W y en W. Asi, para concluir que h es continua, basta
con demostrar que h es continua en cada punto de bdx (W). Sea {z,,},-_, una
sucesion de puntos de W tal que limz,, = x, para algin = ¢ W. Mostremos
que lim h(z,,) = {z}. Como para cada m € N, z,,, € W, existe J,, € Ap(X)
tal que z,, € intx (J;). Si {Jm: m € N} es un conjunto finito, entonces existe
N € Ny una subsucesion {x,, },-, de {z,} tal que z,, € Jy, para cada k € N.
Como X es un espacio métrico compacto, podemos suponer que limz,, = x.
Maés aun, como Jy es cerrado, x € Jy. Asi, x € Jy — W. Esto implica que,
z € {qsy}, para algin ¢;,, € bdx (Jy), es decir, x = q;,. Por la continuidad
de h, lim h (z,,) = h(qsy) = {z}, es decir, lim h(x,, ) = {z}. Entonces, por la
Proposicién 2.11, lim A(x,,) = {z}. Por lo tanto, h es continua. Asi, podemos
asumir que J,, # Ji, si m # k. Como X no es un arco y X es compacto, para
cada m € N| existe ¢, € bdx (J,,) tal que limq;,, = ¢, para algin ¢ € X. Por
el Lema 3.69, lim J,, = {q}, y por la Proposicién 2.35, lim x,,, = ¢, asi, z = gq.
Por lo tanto, lim h (z,,,) = {z}. De cualquier modo, h es continua.

Ahora veamos que h es una funcion biyectiva. Por construccion, h es inyec-
tiva. Por otra parte, para probar que h es sobreyectiva, observemos cémo se
comporta geométricamente la funcién h en W cuando s € [0, 1]. Si s € [0, %],
los elementos h(p) = {h;(2s)}, son puntos en el hiperespacio C'(J) (que a su
vez son singulares en el subespacio J de X) que van desde {q;} a {ps}, to-
mando todos los puntos del arco J. Por otra parte, si s € [%, 1}, los elementos
h(p) = hy([2—2s,1]) son de dos formas: un singular {p;} cuando s = § y
arcos de J con el punto en comun p; cuando s € (%, 1} en el subespacio J de
X, que a su vez en el hiperespacio C'(J) se pegan en el punto {p;}, pero que
no se superponen con los puntos h(p) = {hy (2s)}, cuando s € [0, 1).

Con ayuda de lo descrito en el parrafo anterior, veamos que P?(X) C
h(cly (FA(X))). Sea A € P2 (X), entonces por el Lema 4.9, existe J € Ag(X)
tal que uno de los siguientes dos casos se cumplen:

Caso 1. A = {p}, para algtin p € intx(J).

Sip ¢ W, entonces p € clx (FA(X))—W. Luego, por la construccién de h,
se sigue que h(p) = {p} = A. En otro caso, sip € W, J € Ap(X), luego existe
s € (0,3] tal que h(p) = {h; (25)} = {p} = A.

Caso 2. J € Ag(X) y existe un extremo p de X tal que p € A C intyx(J).
Notemos que hy(1) =p € ANintx(J).
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Podemos suponer que A no es un singular. Entonces, existe s € (%, 1) tal
que h(p) = hy (]2 —2s,1]) = A.

De esta forma, PB?(X) C h(cly (FA(X))). Sea A € clo(x) (B?(X)), enton-
ces existe una sucesiéon {A,,}>>_, de P?(X) tal que lim 4,, = A. Como para
cada m € N, existe p,, € cly (FA(X)) tal que h (pm) = A, entonces existe
una sucesion {p,, }_, de clx (FA(X)). Como X es compacto y clx (FA(X))
es un conjunto cerrado de X, lim p,,, = p, para algin p € cly (F.A(X)). Asi, por
la continuidad de h, h(p) = lim h (p,,) = lim A,,, = A, es decir, h(p) = A, para
algin p € cly (FA(X)). Esto muestra que clo(x) (B(X)) C h(cly (FA(X))).
Por lo tanto, h es sobreyectiva.

Finalmente, sea p € cly (FA(X)) tal que h(p) NP(X) # 0. Si h(p) = {p},
claramente p € P(X). En otro caso, si h(p) # {p}, entonces p € W, por lo
que p € J —{q;} = intx(J), para algin J € Ax(X). Como h(p) NP(X) # 0,
h(p) ¢ intx(J), ya quesih(p) C intx(J), como J es una gréfica finita, entonces
h(p) C G(X), de donde h(p) N P(X) = 0, lo que es una contradiccién. Asi,
h(p) ¢ intx(J), por lo que h(p) = J = hy([0,1]) vy p = hy(1) = p;, por
la construccién de la funcién h. Es decir, p es un punto extremo de J, con
JNP(X)#Dype€inty(J). Esto termina la prueba del teorema.

[

Teorema 4.13. Si X y Y son continuos localmente conexos casi enrejados,
neN—{1,2} y C, (X) es homeomorfo a C, (Y), entonces X es homeomorfo
aY.

Demostracion. Cuando X es un arco, por [18, Teorema 3.8 (b)] el resultado es
inmediato. Anadlogamente, si Y es un arco el resultado se cumple. Asi, supon-
gamos que X y Y no son arcos. Sea h: Cp,(X) — C,(Y) un homeomorfismo.
Por la Proposicién 4.11, h (P? (X)) = PB?(Y). Como h conserva cerradu-
ras por ser un homeomorfismo, h (clo(x) (B(X))) = cleyy (b (P2(X))) =
Clc(y) (fﬁpa(Y)) Entonces, h rClc(x)(‘Ba(X)): CIC(X) (‘Ba (X)) — Clc(y) (q38 (Y))
también es un homeomorfismo. Como X y Y no son arcos, por el Teorema 4.12,
clecx) (FA(X)) es homeomorfo a clo(y) (B(X)) v clogy) (FA(Y)) es homeo-
morfo a cloyy (P2(Y)), asi, cly (FA (X)) es homemorfo a cly (FA(Y)). Como
X y Y son continuos casi enrejados, por el Lema 3.17, X = cly (FA(X)) y
Y =cly (FA(Y)). Por lo tanto, X es homeomorfo a Y. O

Teorema 4.14. Si X y Y son continuos localmente conexos casi enrejados
que no son arcos y C(X) es homeomorfo a C(Y), entonces X es homeomorfo
aY.

Demostracion. Sea h: C(X) — C(Y) un homeomorfismo. Por el Teorema
4.11, h (B2(X)) = P?(Y). Como h conserva cerraduras por ser un homeomor-
fismo, entonces h (cleix) (PB2(X))) = ey (b (BY(X))) = ceow) (B2(Y)).
Esto implica que h rclc<X)(‘433(X)) . clo) (B2 (X)) = oy (B2 (Y)) es un ho-
meomorfismo. Como X no es un arco, por el Teorema 4.12, clo(x) (FA(X)) es
homeomorfo a clex) (B?(X)). Andlogamente, cloyy (FA(Y)) es homeomor-
fo a cleyy (B2(Y)). Asi, cly (FA(X)) es homemorfo a cly (FA(Y)). Como
X y Y son continuos casi enrejados, por el Lema 3.17, X = clx (FA(X)) y
Y =cly (FA(Y)). Por lo tanto, X es homeomorfo a Y. O
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Con el proposito de extender las conclusiones del Teorema 4.13 y el Teorema
4.14, para el caso n = 2, introducimos la siguiente notacion.
Dados un continuo X que no es un arco ni una curva cerrada simple, y

J, K € g (X), sea

D (J, K) = cley ) <q3§ (X) N (intx (J), intX(K))CQ(X)>
Neley o (B2 (X) = (intx (), intx (K)o )

Ademas, cuando J es un arco y E(J) = {ps,qs}, supondremos que ¢; €
bdy (J). En cambio, si J es una curva cerrada simple, ¢; serd el inico punto
de J tal que J — {q;} es un subconjunto abierto de X. Observemos que q; ¢
intx (J), ya que X no es una curva cerrada simple. También, dependiendo si
J es un arco o una curva cerrada simple, denotamos a € (J) de la siguiente
manera. Si J es un arco, £ (J) = C(J). Si J es una curva cerrada simple,
EJ)={AeC(J): A=J o A= {p} para algin p € J o A un subarco de
J tal que ¢; ¢ A o A es un subarco de J tal que ¢; es uno de sus puntos
extremos}. Notemos que en ambos casos, £ (J) = clox) (C(X) N (intx (J))).

Sea W, el continuo obtenido al tomar Wy = D — intg2 (E£), donde D y E
son discos cerrados en el plano R?, E es un subconjunto propio de D,y E y
D son tangentes, véase la Figura 4.2.

Figura 4.2: Continuo Wj.

Lema 4.15. St X es un continuo que mo es un arco ni una curva cerrada
cerrada simple y J € g (X), entonces:

(a) siJ es un arco, £(J) es una 2-celda;

(b) si J es una curva cerrada simple, £(J) es homeomorfo a Wy, donde el
punto de tangencia correspondiente es {q;}.

Demostracion. (a) SiJ es un arco, por la Proposicion 2.17, £(J) es una 2-celda.

(b) Si J es una curva cerrada simple, de la construccién en la Proposicién
2.18, vemos que &£(J) es homeomorfo al continuo Wy. Asi, concluye la prueba
de este lema. O

Teorema 4.16. Sea X un continuo localmente conexo que no es una curva
cerrada simple. Entonces, {(intx (J), intx (K))q,x): J, K € As(X)} esla clase
de componentes de Po(X).
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Demostracion. Sea A € Py (X), entonces existe una vecindad M de A en
C5 (X)) que es una 4-celda. Por el Teorema 1.3 (¢), dim (A, M) = dim (4, Cs (X)).
M4s atin, por el Teorema 1.4 y [30, Teorema 9.5], dim (M) = dim (I*) = 4,
en particular, dim (4, M) = 4. Luego, dim (A,C5 (X)) = 4. Por el Teore-
ma 3.75, existen J, K € Ag (X), con A € (intx (J),inty (K))c,x), asl, 4 €
U{(intx (J),intx (K))c,x): J, K € As(X)}. Es decir, B (X) € U{(intx (J),
intx (K)o, (x): K € As (X))}

Reciprocamente, sea A € [J{(intx (J),intx (K))q, y): J, K € A (X)}, en-
tonces, existen L, M € s (X) tales que A € (intx (L), intx (M))g,x)-

Caso 1. L = M y L es un arco libre maximal de X.

Tenemos que (intx (L), intx (M))e,y) = (intx (L))o,x) € Ca(L). Como
(intx (L), intx (M))c,(x) s un subconjunto abierto de C5(X) y por [17, Lema
2.2], Cy(L) es una 4-celda, se sigue que Cy(L) es una vecindad de A en Cy(X)
que es una 4-celda. Asi, A € Po(X).

Caso 2. L = M y L es una circunferencia libre de X.

Como X no es una curva cerrada simple, si p € L es tal que L — {p} es un
abierto de X, entonces intx (L) = L — {p}. Luego, (intx (L) ,intx (M))q,x) =
(inty (L))cyx) = {A € Co(X): A C L—{p}}. Dado A € (intx (L)), x), existe
un arco J C L — {p} tal que A C intx(J). Asi, A € (intx(J))q,(x C Cy(J),
esto es, Cy(J) es una vecindad de A en Cy(X) que es una 4-celda. Por lo tanto,
A € Pr(X).

Caso 3. L # M.

Por el Lema 3.65, intx (L) Nintx (M) = 0. Sea A € (intx (L), intx (M)) s, x):
entonces A C inty (L) Uinty (M), ANintx (L) # 0y ANintx (M) # (0. Asi, las
componentes de A son A; = ANintx (L) y Ay = ANintx(M). Como A; C XN
intx (L), por el Teorema 1.32, existe un arco L; de X tal que Ay C intx (L) C
L, C intx(L). Luego, AL C Ln intx(Ll) C iIltL(Ll) C L1 C intx(L)7 es
decir, A; C inty(Ly) C Ly C intx(L). Similarmente, se puede demostrar que
Ay Cintp (M) C My C intx (M), para algin arco M; de X. Entonces inty, (L)
y inty (M) son abiertos de X. Ademds, Li N M; C intx(L)Nintx (M) =0, es
decir, Ly y Mj son ajenos. Por el Teorema 2.15, la funcién ¢: C(Ly)xC(M;) —
(L1, Mi) e, (x) que estd dada por ¢ (H,G) = H UG es un homeomorfismo y
A c <iIltL(L1),iIltM(M1)>CQ(X) - <L17M1>C'2(X) = @(C(Ll) X C(Ml)) Como
C(Ly) y C(My) son 2-celdas, por la Proposicién 1.34, C'(Ly) x C(M;) es una 4-
celda, asi, como (intr,(L1), intas(M1))c, ) €s un subconjunto abierto de C2(X),
entonces (L1, M1), y) es una vecindad de A en C3(X) que es una 4-celda. Por
lo tanto, A € Pa(X).

De lo anterior, Po(X) = U{(intx (J),intx (K)): J, K € Ag (X)}. Como
por [19, Lema 2.1}, para cada J, K € Ag(X), (intx(J), intx(K))q,x) s una
componente de Py (X), se sigue que las componentes de Pa(X) son todos los
conjuntos de esta forma. O

Lema 4.17. Si X es un continuo localmente conexo tal que R(X) # 0, en-
tonces PI(X) = {A € Po(X): A es conezo o A tiene una componente de un
solo punto, o A contiene un extremo de X}.

Demostracidn. Por el Teorema 4.16, {(intx (J), intx (K))q, vy : J, K € As(X)}
es la familia de componentes de PBa(X).
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Dado J € g (X), por la Observacién 3.64, si J ¢ Ag(X), intx(J) es
homeomorfo a (0, 1), en otro caso, si J € Ax(X), intx(J) es homeomorfo a
[0,1). De la construccién en la Proposicién 2.17, C (intx(J)) es homeomorfo a
(0,1)%x(0,1), cuando J ¢ Ag(X), y C (intx(J)) es homeomorfo a [0,1) x [0, 1),
cuando J € Ap(X). Sea P (intx(J)) = {A € C(inty (J)): A tiene una
vecindad M en C (intx (J)) que es una 2-celda y A € dM}. Observemos que
P (intx (/) = P (X) N (intx ().

Afirmacién 1. si J € Ap (X), B (intx(J)) = {{p}: p € intx(J)}.

Sea A € P? (intx (J)), entonces A € (intx(J)) y A € P2 (X). Por el Lema
4.9, existe K € 2Ag(X) tal que uno de los siguientes dos casos se cumplen:
(1) A = {p}, para algin p € intx(K). Entonces, intx(J) Nintx(K) # 0.
Por el Lema 3.65, J = K. Asi, A = {p}, para algin p € intx(J). (2) K €
Ap(X) y existe un extremo p de X tal que p € A C intx(K). Entonces,
intx (J)Nintx (K) # (). Por el Lema 3.65, J = K. Esto implica que, J € Ap(X),
lo que es una contradiccién. Por lo tanto, B2 (intx (J)) C {{p}: p € intx(J)}.
La otra contencion es inmediata por el Lema 4.9.

Afirmacién 2. si J € g (X) y ps es el punto extremo de X contenido en
J, entonces P (intx (J)) = {{p}: p € intx(J)} U{A € C (intx(J)) : ps € A}.

Sea A € P (intyx(J)), entonces A € (inty(J)) y A € PB? (X). Razonando
analogamente como en la Afirmacién 1, tenemos que A € {{p}: p € intx(J)}U
{A S C(lntx(J)) 1Py € A}

Reciprocamente, sea A € {{p}: p € intx(J)}U{A € C (intx(J): p;j € A)}.
Por el Lema 4.9, A € PB(X) N (intx(J)) = B (intx(J)). Asi, {{p}:p €
intx(J)}U{A € C(intx(J)) : ps € A} C P2 (intx(J)).

Ahora bien, cuando J ¢ g (X) y J es un arco, inty (J) = J—{ps, qs}, con
Py ¢ los puntos extremos de .J, entonces por la Afirmacién 1, 9 (intx (J)) =
Fy (intx(J)). Como C (intx(J)) es un subconjunto abierto de C' (J) y C(J) es
una 2-variedad, por la Proposicién 1.32, C (intx(.J)) es una 2-variedad, y por
la Proposicién 1.33, 9C (intx(J)) = 0C (J) N C (intx(J)). De la construccion
en la Proposicién 2.17, P2 (intx (J)) = 9C (intx(J)).

Similarmente, si J ¢ Ag(X) y J es una circunferencia libre de X, de la
construccion en la Proposicién 2.18, se sigue que B2 (intx (J)) = 9C (intx (J)).

Cuando J € A (X), con p; el punto extremo de X contenido en J,
por la Afirmacién 2, P2 (intx(J)) = F (intx(J)) U C (py,intx(J)). Como
C (intx(J)) es un subconjunto abierto de C'(J) y C(J) es una 2-variedad, por
la Proposicién 1.32, C' (intx(J)) es una 2-variedad. Por la Proposicién 1.33,
oC (intx(J)) = 9C (J) N C (intx(J)). De la construccién en la Proposicién
2.17, P2 (intx (J)) = 9C (intx(J)).

De cualquier modo, B9 (inty(J)) = OC (intx(J)), para cada J € Ag(X).
Por un procedimiento similar al de la Observacién 4.8, se sigue que 0B, (X) =
Ps (X).

Por otra parte, dados J, K € 20g(X), tenemos lo siguiente:

Caso 1. J # K.

Por el Lema 3.65, intX( )Nintx (K) = 0. Asi, intx(J) y intx (K) son con-

in
) =

juntos separados. Sea ¢: C (intx (J)) x C (intx (K)) — (intx (J), intx (K))q, )
que esta dada por ¢ ((B,C)) = BUC, entonces ¢ es un homeomorfismo. Co-
mo C (intx(J)) x C’(intX( )) es un subconjunto abierto de C'(J) x C (K)
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que es una 4-variedad, por la Proposicion 1.33, C (intx(J)) x C (intx(K))
es una 4-variedad. Asi, por la Proposicién 1.26, d(intx(J), intx (K))g,x) =
¢ (0(C (intx(J)) x C (intx(K)))). De la Proposicién 1.33 y la Proposicién
1.34, 0% (X) N (intx (J), intx (K)) e, x) = ©((OC (intx (J)) x C (intx(K))) U
(C (intx(J)) x 0C (intx(K)))). Ademas, de dos parrafos anteriores, obtene-
mos que P9I (X) N (intx (J), intx (K))cyx) = o((P? (intx(J)) x C(intx (K)
)) U (C (intx(J)) x P (intx (K)))). Asi, o((P (intx(J)) x C(intx(K) )) U
(C (intx (J)) xB? (intx (K)))) = {A € (intx (J), intx (K)) g, x): ANintx(J) €
P2 (intx(J)) o ANintx(K) € P2 (intx(K))} = {A € <intX(J) intx (K)) o, x)
: A tiene una componente degenerada o A contiene un extremo de X }. Por lo
tanto, PI(X) N (intx (), intx (K)) e, x) = {A € (intx(J), intx (K))c,(x)

: A tiene una componente de un solo punto o A contiene un extremo de X}.

Caso 2. J =K.

Entonces, (intx(J),intx(K))q,x) = (intx(J))g,x)- Por [17, Lema 2.2,
C5 ([0, 1]) es una 4-celda cuya frontera como variedad es 0 (Cy ([0,1])) = {A €
C5([0,1]) : A es conexo o A tiene una componente degenerada o AN {0,1}}.
Si J € Ag(X), intx(J) es homeomorfo a [0,1). Como J es un arco, da-
do h: [0,1] — J un homeomorfismo, la funcién h*: Cy ([0,1]) — C2(J) que
esta dada por h*(A) = h(A), para cada A € Cy([0,1]) es un homeomor-
fismo, entonces Cy(J) es una 4-celda. Por la Proposicién 1.26, 0Cy(J) =
h* (0C5 ([0,1])) = {A € Cy(J): A es conexo o A tiene una componente de-
generada o AN E(J) # 0}. De aqui, BJ(X) N (intx (J))yx) = 9C2(J) N
Cy (intx (J)) = {A € (intx(J))c,(x): A es conexo o A tiene una componente
de un solo punto o A tiene un extremo de X}. Si J ¢ Ap(X), intx(J) es
homeomorfo a (0, 1), luego, BI(X) N (intx () gy x) = {A € (intx(J))gyx): 4
es conexo o A tiene una componente de un solo punto}

Por lo tanto, para cada J, K € 2g(X), B3I (X) N {intx(J), intx (K)) gy x) =
{A € (intx(J),intx(K))q,x): A es conexo o A tiene una componente de un
solo punto o A tiene un extremo de X'}. Esto completa la prueba del lema. [

Lema 4.18. Sea X un continuo localmente conexo tal que R(X) # 0. Si
J, K € As(X) son tales que bdx (J) C clx (FA(X)—J) y bdx (K) C
clx (FA(X) — K), entonces D(J,K) = {{p} UA: p € bdx (J) y A € E(K),
op€ebdx(K)yAec&(J)}.

Demostracion. Demostremos la igualdad por doble contencion.

(C) Sea B € D(J,K). Obsevemos que BJ (X) N (intx (J).intx (5)) ey ()
C (L K)oy ¥ (L K)oy ) €s un cerrado de Co(X), entonces B € (J, K) ¢, x)-
Como B € C5(X) tenemos los siguientes casos:

Caso 1. B es disconexo.

Sean By y B, las componentes de B. Como B € cle,(x) ((intx (J), intx (K))),
existe una sucesion {Ep, }7_; de (intx(J),intx (K))q, y tal que lim E,, = B.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que E,, es disconexo y sean E,,V y
E,,? las componentes de E,,, para cada m € N. Como C(X) es compacto,

por la Proposicién 2.32 (a), lim £, = lim (Em(l) U Em(2)> =EYUE® =B,

para algunos EY E®? ¢ C(X). Sin pérdida de generalidad, supongamos que
lim E,,'") = B, y lim E,? =B, SiJ= K, tenemos que FE,, C J, para cada
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m € N. Asi, por la Proposicién 2.32 (b), B € J = K. Si J # K, por el
Lema 3.65, intx(J) Nintx(K) = 0. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que B,V C inty(J)y E,¥ Cintx(K), para cada m € N. Por la Proposicién
2.32 (b), By C Jy By C K. Asi, de ambos casos, podemos asumir que By C J
y By € K. Como B € clgyx) (fpg(x) - (intX(J),intX(K))CZ(X)>, existe una
sucesion {Fp,}oo_ de PI(X) — (intx (J), intx (K)) g, x)» con Fn = F,VU
FE, . para cada m € N, tales que lim F,,\"Y) = B, y lim F,,» = B,. Como
P2 (X) — (intx (), intx (K)) e,y C P2(X) — (intx (J), intx (K))e,x), por el
Lema 4.16, existen L,,, M,, € Ag(X), con F,, € <intX(Lm),intX(Mm))CQ(X),
para cada m € N. Luego, {L,,, M;,} # {J, K}. Podemos asumir que K #
M,,, F," c intx (L) v F,? c intx(My,). Si L,, # M,,, por el Lema
3.65, inty (L) N inty(M,,) = 0. Luego, como F,,!') es conexo, se tiene que
F,Y Nintx(M,,) = 0. Entonces, F,, Y C intx(L,,) v Fn® Ninty (M,,) # 0.
Por la conexidad de Fm(2), tenemos que F,,2 C int x(M,,). En otro caso, si
Ly = My, F,,V F,® Cintx(L,,)Uintx(M,,) = intx(L,,) = intx(M,,). Asi,
podemos asumir que F,,'") ¢ C (intx (L)) y Fn® c C (intx(M,,)). Notemos
que B, = 1im F,,'*¥) ¢ M,,,. Como K # M,,, por el Lema 3.65, M,,Nintx (K) =
(). De modo que, B, C X —inty (K). Como B; C Jy By C K, tenemos que
By ¢ X —intx (K) y By C K, entonces B C bdx (K). Por la Observacién
3.64, bdx (K) tiene a lo méas dos elementos y By es conexo, entonces By = {p},
para algin p € bdx (K). De aqui, tenemos dos casos. Si J es un arco, entonces
B = {p} UBy, donde p € bdx (K)y By € £(J) = C(J). Si J es una curva
cerrada simple, como para cada m € N, E,(Y) C intx (J)=J —{q} C Jy
By = lim E,,"V, tenemos que B; = J 0 B; = {p}, para algin p € J, o B es
un subarco de J que tiene a ¢; como uno de sus puntos extremos o By es un
subarco de J tal que ¢; ¢ J. De cualquier modo, By € £ (J).

Caso 2. B es conexo, con J # K.

Demostremos que B Nintx (J) = 0 o B Nintyx (K) = (. Supongamos
lo contrario, es decir, B Nintx (J) # 0 y B Nintx (K) # (. Como B €

cley(x) (‘BQ(X) — (intx (J),intx (K)}CQ(X)>, existe una sucesion {E,,}5°_, de

elementos de PI(X) — (intx (J),intx (K))cy(x) tal que lim E;, = B. Como
en el caso anterior, para cada m € N, existen L,,, M,, € As(x) tales que
{Lm, My} # {J,K} v E,, € (intx (L,,),intx (M)>02(X)~ Como intx(J) y
intx (K') son subconjuntos abiertos de X tales que (Iim E,,) Nintx (J) # 0 y
(lim E,,)Nint x (K') # ), por la Definicién 2.29, existe mg € N tal que para cada
m > mg, B, Nintx(J) # 0y E,, Nintx (K) # (. Luego, L,,, U M,, intersecta a
inty (J) y aintx(K). Si L,,Ninty (J) # @, por el Lema 3.65, L,, = J. Asi, para
cada m > mg, L, = J y M,, = K. Entonces, {L,, M,,} = {J, K}, para cada
m > myg, una contradiccién. Por lo tanto, BNinty (J) = 0 o BNintx (K) = (.
Supongamos que B Ninty (J) = 0. Puesto que B € (/J, K>02(X)v tenemos que
BNnJ #0yB=(BNJ)U(BNK). Como BNJ C B C X — intx(J)
y BNnJ C J, entonces BN J C bdx(J). Por la Observaciéon 3.64, BN J
posee a lo mas dos elementos. Ya que BN .J y BN K son subconjuntos ce-
rrados y no vacios de B, con B conexo, entonces BN J C BN K. De mo-
do que B = BNK, es decir, B C K. Seap € BNnJ. Si K es un arco,
B = BU{p}, donde p € bdx (J) y B € £(K) = C(K). Si K es una cur-
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va cerrada simple, como B € clgy(x) ((intX (J),inty (K))CQ(X)), existe una
sucesion {Bp,},_; de (intx(J),intx(K))y,x) tal que lim B,, = B. Luego,
las componentes de By, son B, Nintx(J) y By, Nintx(K), y ademas, B =
lim ((B,, Nintx(J)) U (B,, Nintyx (K))). Como C(X) es compacto, podemos
suponer que {B,, Nintx (J)}~_, v {B, Nintx(K)} °_, convergen en C(X),
asi, por la Proposién 2.32 (a), B = lim (B,, Nintx (J)) Ulim (B,, Nintx(K)).
Recordemos que B N J tiene a lo més dos elementos. Si g € By ¢ = limgq,,,
donde ¢,, € B, Ninty (J), para cada m € N, entonces ¢ € bdyx (J). Co-
mo B, Nintx (J) C B,, y B, Nintx (J) C J, por la Proposicién 2.32 (b),
lim B,,, Nintx (J) € BN J C bdx (J), es decir, lim B,, Nintx(J) tiene solo
un elemento y estd en bdx(J). Esto implica que, B = lim (B,, Nintx(K)).
Puesto que B, Ninty (K) es un subconjunto conexo y cerrado de X que estd
contenido en inty (K) = K — {qx}, entonces B,, Nintx(K) es un arco de K
tal que g ¢ B,,Nintx (K). Asi, B={p}UB, donde p € bdx(J) y B € £ (K).

Caso 3. B es conexo, con J = K.

Como B € clgy(x) (‘,]3‘29 — (intx (J)) () (X)), B es limite de una sucesion

de P (X) — (intx (J))gy(x) ¥y B C J. Asi, B Z intx(J). Luego, existe p € BN
bdx (J). Si J es un arco, B = {p}UB, conp € bdx (J) y B € £ (K) = C(K).
Si J es una curva cerrada simple, existe una sucesion {E,,}~_, de BI(X) N
(intx (J))c,(x) tal que B = lim E,,. Por el Lema 4.17, E,;, es conexo o contiene
una componente de un solo punto. En ambos casos, F,, = {p} U F,,, donde
F,, € C(intx (K)). Notemos que lim F,, = B. Como F,, es un subconjunto
conexo y cerrado de X que estd contenido en intx(J) = J — {qs}, tenemos

que F,, es un subarco de J tal que q; ¢ F,,, para cada m € N. Por lo tanto,
B ={p}UB, donde p € bdx (J)y B € £(K).

Ahora probemos la otra contencién.

(D) Sea B = {p}UA, conp € bdx(J) Cclxy (FA—J)y A € E(K) =
cleexy (C (intx(J))). Entonces, existe {A,,},°_; una sucesién de C (intx(K))
tal que lim A,, = A. Dado m € N, como p € cly (FA(X) — J), existe p,, €
By (1/m,p) N FA(X) — J, esto es, p = limp,,. Notemos que {p,} U A,, ¢
(intx (), intx (K)g,(x)- En efecto, si J = K, entones intx(J) U intx(K) =
intx(K). Como A,, C intx(K) y pm ¢ J, entonces A,,, U {pn} Z intx(K).
Si J # K, por la Proposicién 3.65, intx(J) N intx(K) = (. Esto impli-
ca que, A, Ninty(J) C intx(K) Nintx(J) = 0, es decir, A, Nintx(J) =
0. Asi, (A, U{pm}) Nintx(J) = 0. De cualquier manera, {p,} U A,, ¢
(intx (), intx (K)) ¢, x)- Por el Lema 4.17, {p,, }UA,, € PBI(X)—(intx (J), inty
(K)) 0y (x)- Entonces, {{py} U Ap} -, es una sucesién de PBI(X) — (intx(J),
intx (K))g,(x)- Por la Proposicién 2.32 (a), Im ({pn} U Ap) = (Im{p,}) U

(fm Ay) = B. Asi, B € clyn (mg(X) - (intX(J),intX(K»CQ(X)). Como
p € bdx(J), existe {,,} -_, una sucesién de intx(J) tal que limz,, = p.
Entonces, para cada m € N, {zn} U A € (intx(J),intx(K))q, - Por
el Lema 4.17, {z,,} U 4,, € PI(X) N (intx (), intx (K)) ¢, x)- Luego, B =
lim ({20 }) U lim (A,,). Ast, B € cloyo (P30 0 fint (1), intx (K)o, x) )
Por lo tanto, B € D (J, K). Esto completa la demostracién de este lema. [
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Dados X un continuo tal que R(X) # 0, p € X y J € Ag(X), denotamos
como D) = {{p} UA: Ae E(J)}.

Lema 4.19. Dado X un continuo tal que R (X) # 0, seanp € X, J € As (X)
y f: E(J) = D) que estd dada por f(A) = {p} U A, para cada A € E(J).

Entonces, f es un homeomorfismo.

Demostracion. Sean p € X, J € As(X) y D) = {{p} UA: A € E(J)}.
Consideremos f: £(J) — D;] que estd dada por f(A) = {p} U A, para cada
A € £(J). Observemos que f es sobreyectiva. Sean A, B € £(J) tales que
f(A) = f(B), es decir, {p} UA = {p} UB. Si p € A, entonces A es conexo.
Esto implica que p € By por ende, B es conexo. Asi, A = B. Sip ¢ A, entonces
{p}UA es disconexo y {p} y A son las componentes de {p} UA. Como {p} U A
es disconexo, entonces p ¢ B. Luego, {p} U B es disconexo y {p} y B son las
componentes de {p} U B. Asi, A = B. De cualquier modo, f es inyectiva. Por
el Lema 2.9 y el Lema 4.15, f es una funcién continua y & (J) es un conjunto
compacto, respectivamente. Por lo tanto, f es una biyectiva, continua, con
dominio compacto y codominio de Hausdorff, asi, f es un homeomorfismo. [J

Lema 4.20. Si X es un continuo localmente conexo tal que R(X) # 0 y
J, K € As(X), entonces los siguientes enunciados se cumplen:

(1) sip,qgebdx (J)U(X —=J), conp#q,

J J {{p7 q}7<]}7 S0 b, q S J;
meDq_{ 0, sipgd Joqée J;

(2) sibdx(J) ={p,u} y bdx(K) = {g, v},

pEApl — § Hpahipvl), sivFqu#p u=vyp=yq,
P 1 {{]% Q}}w en otro caso.

Demostracion. (1) Sean J € g (X)y p,q € bdx (J) U (X —J), con p # q.
Veamos quién es D) ND;. Sea D € DJND;, entonces D = {p}UA = {¢} UB,
con A, B € £(J). Tenemos dos casos.

Caso 1. p,q € J.

Entonces, p,q € bdx(J). Como p # qy J € Ag(X), tenemos que p,q €
bdx(J) = E(J) y J es un arco. Si p € A, entonces D = Ay q € A. Esto
implica que A es un subcontinuo de un arco J tal que FE(J) C A. Luego,
D=A=J.Sip¢ A, entonces D es disconexo y {p} v A son las componentes
de D. Luego, ¢ ¢ B, {q} U B es disconexo y {q} y B son las componentes de
D. Como {p} # {q}, entonces A = {q} y B = {p}. Asi, D = {p,q}. Por lo
tanto, Dp‘] ﬂDg ={{p,q},J}.

Caso2.p¢ Joq¢J.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que p ¢ J. Sea D € D;f N D;]] ,
entonces D = {p} UA = {q} UB. Como A C Jy p ¢ J, entonces D es
disconexo y {p} y A son sus componentes. Como D es disconexo, entonces
g ¢ By {q} y B son las componentes de D. Como {p} # {q}, entonces
A ={q} y B = {p}. Asi, D = {p,q}. Esto implica que D € D;. De aqui,
p € J, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, Dy N'D;] = 0.
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De los casos 1 y 2, obtenemos lo deseado.

(2) Ahora, consideremos J, K € Ag(X), con J # Ky p € bdx(J) y q €
bdy (K). Veamos quién es DX ND;. Sea D € DI N'D;, entonces D = {p}UA =
{¢}UB,con A€ E(K)y B e &(J). Como J # K, entonces intx (J)NK = 0,
asf, K C X —intx(J). Esto implica que K NJ C bdx(J). Como B C {p}UA,
{p} € bdx(J), B C Jy A C K, entonces B C ({p}uAd)nJ = {p}U
(ANnJ) C {p} U (K NJ) C bdx(J). De aqui, como B es conexo y bdx(J)
es finita, se sigue que B = {b}, para algin b € bdx(J). De manera anéloga,
se puede ver que A = {a}, para algin a € bdx(K). Asi, D = {p} U {a} =
{q} U{b}, con a € bdx (K) y b € bdx (J). Por el Lema 4.15, Fy(J) C € (J)
y Fi(K) C € (K). Luego, {q,d} € D;[], para cada d € J,y {p, e} € D{f, para
cada e € K. Por lo tanto, DX N D) = {{p,a}: a € bdx(K)} N {{q,b}: b €
bdx (J)}. Asi, si bdx (J) = {p,u} y bdx(K) = {¢,v}, entonces DI N D] =
{{p,a}, {p.v}} N {{a,p}. {q, u}} = {{p.a}} U ({{p. v}} N {{g, u}}). De aqui,
si D) N Dy # {{p.q}}, entonces {{p,v}} N {{g,u}} ¢ {{p,q}}, por lo que
{{p,v}} N {{q,u}} # 0. Luego, existe w € {{p,v}} N {{q,u}} tal que w =

{p,v} = {q.u} # {p,q}. Ast, Dy N Dy # {{p,q}} siy solosi {p,v} = {q,u} #
{p,q} siysolosiv+#gq,u#p u=uvyp=q. Porlo tanto, el enunciado (2)
se cumple. O

Teorema 4.21. Dados X yY continuos localmente conezos tales que R (X) #
0y R(Y) # 0, sean JJK € Ag(X) y L, M € Ag(Y) tales que bdx (J) C
clx (JT".A( ) ) bdx (K) Ccly (.FA(X) — K), bdy (L) Ccly (.F.A(Y) — L)
y bdy (M) Ccly (FA(Y)—M). Si h: Co(X) = Co(Y) es un homeomorfismo
y ademds, h ((intX(J), intX(K)>CQ(X)> = (inty (L), inty (M), (yy, entonces

los siguientes enunciados se cumplen:

(1) siJ=K yJ esuna curva cerrada simple, entonces L = M y L es una
curva cerrada simple;

(2) siJ=K,JesunarcoyJ ¢ Ap(X), entonces L = M, L es un arco y

(3) siJ=KyJeUAp(X), entonces L=M y L € Ag(Y);
(4) si J # K, entonces L # M;

(5) si X yY son casi enrejados, J = K yp € J—intx(J), entonces h ({p})
es un conjunto de un solo punto y h ({p}) C L —inty (L).

Demostracion. Por el Lema 4.19, € (J) es homeomorfo a D = {{p} UA: A €
E(J)}, para cada p € X.

A continuacién describiremos modelos para la clase de conjuntos D (J, K),
donde J, K € 20g (X). Primero notemos que por la Observacién 3.64, podemos
suponer que bdx(J) = {ps,q;} y bdx(K) = {pk,qx}. Asi, por Lema 4.18,
D(J,K)=DF uDf UD; UD, . Tenemos los siguientes dos casos:

Caso 1. J =K.

(a) SiJesunarcoy J ¢ Ag(X), entonces bdx(J) = {ps,qs}, con p; # q,.
Luego, D (J,K) =D (J,J) = D;) UD; . Observemos que por el Lema 4.15, D;
y D; son 2-celdas. Més atin, por el Lema 4.20 (1), D) nD; ={{ps. s}, J}
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Figura 4.3: Caso (a).

(b) Si J € Ar(X), bdx (J) = {qs}. Entonces, por el Lema 4.18, D (J, J) =
D; . Més atin, por el Lema 4.15, D es un una 2-celda.

Figura 4.4: Caso (b).

(c) Si J es una curva cerrada simple, bdx(J) = {¢,}. Entonces, por el Lema
4.18, D (J,J) = D, . Luego, por el Lema 4.15, D;es homeomorfo al continuo

Wh.

Figura 4.5: Caso (c).

Caso 2. J # K.

(d) Si J y K son arcos y J,K ¢ Ag(X), entonces bdx (J) = {ps,q;} v
bdx(K) = {pk, qx}, con p; # q; y pr # qx- Asi, por el Lema 4.18, D (J, K) =
D) UD] UDF UDX. Por Lema 4.15, D , D] , DX y DE son 2-celdas. De
aqui, tenemos los siguientes subcasos:

(d.1) JNK = 0,

Por el Lema 4.20 (1), D{fj ﬂDéi =, ya que p; ¢ K. Asimismo, DI;IK ﬂDqu =
0, ya que px ¢ J. Por otra parte, por el Lema 4.20 (2), D ND; = {{ps,px }},
ya que p; # pg. Similarmente, tenemos que DX N D) = {{ps,qx}}, D N
D, = {{a.px}} vy Dy, N Dy, = {{as, ax}}-

(d.2) JN K es un conjunto de un solo punto.

Podemos suponer que J N K = {q;} = {qx}. Entonces, p; ¢ Ky px ¢ J,
ya que p; # q; y px # qx- Por el Lema 4.20 (1), DX N DY = 0, ya que
ps ¢ K,y D) ND] =10, yaquepg ¢ J. Por otra parte, por el Lema 4.20
(2), DX N Dg}f{ = {j{pJ,pK}}, ya que pJK% p;f]. Similarmente, Df ND; =
{{pJ7QK}}7 DqJ N DpK = {{QJupK}} y DqJ N DQK = {{QJa(JK}}
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~__
Figura 4.6: Casos (d.1), (d.2).

(d.3) JN K es un conjunto con exactamente dos puntos.

Entonces, bdx(J) = bdx(K). Podemos suponer que p; = px y q; =
qx- Luego, py,q; € K y pr,qx € J. Por el Lema 4.20 (1), DF N DE =
{{ps, s}, K}, va que prq; € K y Dy ND;. = {{px,qx},J}, ya que
Pk, qx € J. Por el Lema 4.20 (2), DX N D) = {{ps},{rs,as}}, DF, ND] =

{{ps.ax}, va que p; # qx, DFE D) = {{as,px}}, ya que ¢; # px y
DEND] = {{as} {ps, ax}}-

Figura 4.7: Caso (d.3).

(e) Jy Ksonarcosy J ¢ Ap(X)y K € Ar(X).

Entonces, bdx(J) = {ps,q;} v bdx(K) = {qx}, con p; # q;. Luego,
D(J,K) = Df UDF UD] . Observemos que por el Lema 4.15, D, DE y
D;Z’K son 2-celdas. Tenemos los siguientes dos subcasos:

(e.1) JNK = 0.

Entonces, por el Lema 4.20 (1), D]fi ﬂDéi =, ya que p; ¢ K. Por el Lema
4.20 (2), D, N Dy = {{ps, ax}}, ya que p; # qx y Dy, N D) = {{as,ax}},
ya que qj # qk-

(e.2) JN K es un conjunto de un solo punto.

Podemos suponer que J N K = {q;} = {qx}. Luego, por el Lema 4.20 (1),
DII’{J;Q DX = 0, ya que p; ¢ K. Por el Lema 4.20 (2), D) ND;] = {{ps,ax}}
y Dy, ND,, ={{as.qx}}, ya que p; # qx.

Figura 4.8: Caso (e).
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(f) J es un arco, J ¢ Ax(X) y K es una curva cerrada simple.

Entonces, bx(J) — {ps.as} ¥ bdx(K) = {gi}. con ps # ¢. Lucgo,
D(J,K) =DF UDE UD;] . Ademés, por el Lema 4.15, D;  es una 2-celda,
y D¥ y DF son homeomorfos al continuo Wy. Tenemos los siguientes dos

J
subcasos:

(f1) JN K =1.

Entonces, por el Lema 4.20 (1), D}{i ﬂDg =0, yaque p; ¢ K. Por el Lema
4.20 (2), DE N D] = {{ps,ax}}, ya que p; # g, y DEND;] = {{as,ax}},
ya que qj # qk-

(f.2) JN K es de un solo punto.

Podemos suponer que J N K = {q,} = {qx}. Por el Lema 4.20 (1), DX N
DX =0, ya que p; ¢ K. Por el Lema 4.20 (2), DX N D) = {{ps,ax}}, ya

que py # qx, y D 0Dy = {{as,ax}}, ya que p; # k.

Figura 4.9: Caso (f).

(g) Jy K sonarcosy J, K € g (X).
Entonces, bdx (J) = {q;} y bdx(K) = {qx}. Luego, D (J,K) =D UD; .
Por el Lema 4.15, DX y DJ son 2-celdas. Ademas, por el Lema 4.20 (2),

J

Figura 4.10: Caso (g).

(h) J € Ag(X) y K es una curva cerrada simple.

Entonces, bdx (J) = {¢s} y bdx(K) = {qx}. Luego, D (J,K) = DX UD .
Por el Lema 4.15, Dgi es homeomorfo al continuo Wy y D(}IK es una 2-celda.
Por el Lema 4.20 (2), DX ND; = {{qs,qx}}-
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Figura 4.11: Caso (h).

(i) J y K son curvas cerradas simples.

Entonces, bdx (J) = {q;} y bdx(K) = {¢x}. Luego, D (J,K) = DF UD] .
Por el Lema 4.15, D y D;  son homeomorfos al continuo Wy. Por el Lema
120 (2), Dy N Dy, = {{as, ax}}-

Figura 4.12: Caso (i).

Resta probar (5). Para esto, sea B = h ({p}). Como p € bdx(J), existe una
sucesion {py, }.-_, de elementos de intx (J) tal que lim p,, = p. Entonces, por el
Lema 2.8, lim{p,,} = {p}. Asi, por la continuidad de h, im h ({p,,}) = h ({p}).
Como para cada m € N, p,, € intx(J), entonces {p,,} € (intx(J)),. Por los
incisos (1), (2) y (3) de este teorema (que ya se han demostrado), tenemos
ave I ({pn}) € h({ntx(1))) = {inty (). es decir, b ({pn}) € Gnty (1),
Esto implica que, h ({pm}) C inty(L). Asi, {h({pm}) _, €s una sucesién
convergente de elementos de Cy(L) que es un cerrado de C5(X). Por lo tan-
to, limh ({pm}) = B € Cy(L). De donde, B C L. Por otra parte, como
p € bdx(J) C clx (FA(X) — J), existe una sucesién {x,,} -_, de elementos
de FA(X) — J tal que limx,, = p. Por el Lema 3.74, para cada m € N, existe
Im € Ag(X) tal que z,, € intx(Jy). De aqui, {z,,} € (intx(Jy)),, por lo que
h({zn}) € h ((intx(Jm)),). Por el Lema 4.16, existen L,,, M, € As(Y") tales
que h ((intx(J))y) = (inty (Ly,), inty (M,,)),. Como en este caso, X y Y son
casi enrejados, para cada J € Ag(X) y L € Ag(Y), se cumple que bdx(J) C
clx (FA(X) — J) y bdy(L) C cly (FA(Y) — L). Asi, por los incisos (1), (2) y
(3), Ly, = M,,. Entonces, h ((intx(J,)),) = (intx(Ly,)),. Como z,, € J, — J,
entonces J,,, # J. Por el Lema 3.65, para cada m € N, intx(J,,) Nintx(J) =
(0. Por la biyectividad de h, h ({(intx(J)), N (intx(J)),) = h ({intx(J)),) N
h ((intx(Jm))y) = (inty (L)), N (inty (L)), = 0, es decir, h ((intx(J)),) =
(inty (L)), C Y — (inty(L)),. Asi, L,, # L, entonces por el Lema 3.65,
inty (L,,) Ninty (L) = 0. Como h ({z.}) € (inty (Ly,)),, entonces h ({z,}) N
inty (L,,) # 0y h({z,}) C inty (L,,). Esto implica que, h ({z,,}) Ninty (L) =
0, es decir, h ({z,,}) C Y — inty(L). Observemos que Cy (Y — inty (L)) es un
subespacio cerrado de Cy(X). Como {h ({z,,})},-_, es una sucesién convergen-
te de elementos de Cy (Y — inty (L)), entonces lim A ({z,,}) € Co (Y — inty (L)).
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Por lo tanto, B = limh ({z,,}) C Y — inty(L). De aqui, y como B C L, se
sigue que B C LN (Y —inty (L)), es decir, B C bdy(L).

Por los incisos (1) y (3), si J es una curva cerrada simple o J € Ag(X), L
es una curva cerrada simple o L € 2g(Y'). En ambos casos, bdx(J) y bdy (L)
son conjuntos de un solo punto. Entonces, B es un conjunto conexo de un solo
punto tal que B C bdy (L).

Ahora, supongamos que J es un arco y J ¢ 2Ax(X). Entonces, por el inciso
(2), Lesunarcoy L ¢ Ag(Y'), por lo que bdx(J) = {r,s} y bdy (L) = {u, v},
conr #syu#v SiB={u}oB = {v}, laprueba estd terminada. Asi,
supongamos que B = {u,v}. Como h(D(J,J)) = D(L,L), por el modelo
descrito en (a), vemos que {p} es un punto de no corte local de D (J, J). Pero,
B = h({p}) = {u,v} es un punto de corte local de D (L, L), contradiccion.
Esto termina la prueba de este teorema. O

Teorema 4.22. Sean X y Y continuos localmente conexos y casi enrejados.
Si Cy(X) es homeomorfo a Co(Y'), entonces X es homeomorfo a Y.

Demostracion. Cuando X es un arco o una curva cerrada simple, por [17, Teo-
rema 4.1], el resultado es inmediato. Similarmente, si Y es un arco o una curva
cerrada simple, el resultado se cumple. Supongamos que X y Y no son un arco
ni una curva cerrada simple y sea h: Cy(X) — C3(Y) un homeomorfismo. Co-
mo Py (X) estd dado en términos de conceptos topoldgicos que se preservan ba-
jo homeomorfismos, h (P (X)) = P2(Y"). Por [19, Lema 2.1] las componentes
de PB(X) son los conjuntos de la forma (intx (J), intx (K))q, y), donde J, K €

As(X). Dados J, K € Ag(X), como h <<intX(J),intX(K)>CQ(X)> es una com-

ponente de Po (V), existen L, M € Ag(Y) tales que h ((intX(J), intX(K))CQ(X)>
= (inty (L), inty (M)) ¢, (y)- Como X es casi enrejado, bdx (J) C clx (X — J)
ClX (CIX (J_"A(X)) — Clx(J )
C clx (clx (FA(X) — J)) = clx (FA(X) — J), es decir, bdx (J) C clx(FA(X)
—J). Similarmente, bdx (K) C clx (FA(X) — K). Como Y también es casi en-
rejado, bdy (L) C cly (FA(Y) — L) ybdy(M) Ccly (FAY)—-M).SiJ =K,
por el Teorema 4.21 (1), (2), (3), L = M. Luego, para cada J € Ag(X),
existe Ly € Ag(Y) tal que h ((intX (J)>02(X)> = (inty (Ls))¢,(y)- Notemos
que la argumentacién anterior, también se puede aplicar al homeomorfismo
h=t: Cy(Y) — Co(X). Asi, para cada L € g(Y), existe K € Ag(X) tal
que h1 (<1nty(L)>02(Y)> = (intX(K))CQ(X), esto implica que (inty (L)>02(y) —
(inty (L)) c,(vy- Luego, inty (L) = inty (L), por lo que L = cly (inty (L)) =
Cly (lnty(LJ)) = LJ. Por lo tanto, U{L L e le(Y)} = U{LJI LJ S le(Y)}
Dados J, K € 5(X), con J # K, por el Lema 3.65, int x (J) Nintx (K) = (),
entonces (intx(J))q,xy N (intx(K))g,x) = 0. Utilizando que h es inyecti-

va, h ((intX(J) o ) nh (mtX(K)@(x)> = 0, es decir, (inty(Ly))g, ) N
<1nty(LK)> @ AS] LJ 7é LK

Ahora, seap € X—Hintx(L): L € Ag(X)}. Afirmamos que h ({p}) = {y},
para algin y € Y — [J{inty(K): K € A5(Y)}. Como X = cly (FA(X)),
existe una sucesion {p,, }5°_, de FA(X) tal que limp,, = p. Por el Lema 3.74,
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FAX) = {intx(J): J € As(X)}, asi, para cada m € N, existe J,,, € Ag(X)
tal que py, € intx(J,,). Como X no es un arco ni una curva cerrada simple, para
cada m € N, podemos elegir ¢, € bdx(Jy). Si {Jn: Jm € As(X)} es finito,
como {p,}_; es una sucesién del conjunto cerrado | J{Jp: Jn € As(X)},
entonces p € | J{Jm: Jm € As(X)}. Asi, existe J; € Ag(X) tal que p € J;,
por lo que p € bdx(Js). Por el Teorema 4.21 (5), tenemos que h ({p}) = {y},
para algin y € bdy (L,,). Asi, supongamos que {J,,: J,, € As(X)} es infinito
Y Jm # Jg, si m # k. Por el Lema 3.69, lim J,, = {p}, entonces por el Lema
2.35, lim¢q,, = p, esto es, lim{q,,} = {p}. Por el Teorema 4.21 (5), se tiene
que h({gn}) = {wn}, para algin w,, € bdy (L, ). Como h es continua,
limh ({gn}) = lim{w,,} = h ({p}). Ademds, para cada m € N, bdy (L,,,) C
Y — H{inty (K): K € As(Y)}, entonces {w,,} es una sucesion del conjunto
cerrado Y — ([{intx (K): K € Ag(Y)}. Asi, existe y € Y — (J{inty (K): K €
As(Y)} tal que limw,, = y, por lo que h ({p}) = lim{w,,} = {y}, para algin
y €Y — U{inty(K): K € As(Y)}. De esta forma, podemos considerar las
funciones continuas ®y: X — Fi(X)y ®y: Y — Fi(Y) que estan dadas por
dx(r) = {z} y ®y(y) = {y}, respectivamente, y g; = Py ' oho dx: X —
U{intx(L): L € As(X)} = Y — [U{inty (K): K € As(X)} que es continua.

Si J es una curva cerrada simple, por el Teorema 4.21 (1),(5), L es una
curva cerrada simple y h ({q,}) = {qr,}, con qr, € bdy (L), es decir, g1(qs) =
qr,- Sea gy: J — L; un homeomorfismo tal que ¢;(qs) = qr,. Similarmente,
si J € Ag(X), por el Teorema 4.21 (1), (3), Ly € Ax(Y) vy ¢1(qs) = q1, €
bdy (Ly). Sea g;: J — L; un homeomorfismo tal que ¢;(¢s) = ¢r,. Finalmen-
te, si J esun arcoy J ¢ Ag(X), entonces por el Teorema 4.21 (2), (5), Ly es un
arco, Ly ¢ Ag(Y) vy h({ps}), vy h ({gs}) son conjuntos de un solo punto conte-
nidos en bdy (Ly) = {pr,,qr,}- Sin pérdida de generalidad, supongamos que
h({ps}) = {pr,}. Luego, h ({as}) = {ar,}. Asi, g1(ps) = pr, vy 91(as) = au,-
Sea gy: J — Lj; un homeomorfismo tal que ¢g;(ps) = pr, v 9s(¢s) = qr,- En
cualquiera de los casos, g5 (bdx(J)) = bdy (L;). Como {intx (J) : J € As(X)}
es una familia de subconjuntos abiertos y ajenos entre si de X, por el Teorema
2.16, existe una tnica funcién continua go: (J{intx(J): J € Ag(X)} — Y tal
que g2 Tty ()= 97 lintx(s), Para cada J € Ag(X). Sea g: X — Y tal que
G Tx—Ufintx (J): Jeds(X) ) = 91 Y 9 [Ufintx (J): Jeas(v)= g2 Notemos que g [ ;= g
es continua para cada J € Ag(X). Luego, para mostrar que g es continua,
basta probar que g es continua en bdy (| J{intx(J): J € As(X)}).

Sea {py, }5o_, una sucesién de (J{intx(J): J € Ag(X)} tal que limp,, = p,
para algin p € X — (J{intx(J): J € Ag(X)}. Para cada m € N, sea J,, €
As(X) tal que p,, € intx(J,,). Como X no es un arco ni una curva cerrada
simple, para cada m € N, existe ¢, € bdx(Jy). Si {Jm: Jm € As(X)} es
finito, entonces p € | J{Jm: Jm € As(X)}. Por lo que, p € J,, para algin
Js € Ag(X). Luego, p € bdx(Js). Asi, supongamos que J,, # J, si m # k.
Por el Lema 3.69, lim J,,, = {p}. Entonces por el Lema 2.35, lim ¢, = p, asi,
lim{q,,,} = {p}. Como para cada m € N, ¢q;,, € bdx(J,), se sigue que ¢ ,, €
X — U{intx(J): J € As(X)}, luego g(qs,) = g1(qs,) = ®27" (h({gs,})) €
Ly, . Esto implica que, {g(qs,,)} = P2 (9(qs,,)) = h ({qu,, }). Por la continuidad
de b, i h ({q5,}) = h (1p}) = {o(p)} = lim{g(as,)}. Ast, lim g(a,) = g(»).
Como Ly, # Ly, st Jx # Jms 9(41,) = 92,.(42,) € Ly, ¥ Hmg(gs,) = 9(p),
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por el Lema 3.69, lim L, = {g(p)}. Ademads, g(pm) = 9,,,(pm) € Ly, para
cada m € N, entonces por el Lema 2.35, lim g(p,,) = g(p). Esto demuestra que
g es continua.

Por ultimo, probemos que g es biyectiva. Notemos primero que g(|J{intx(.J):
J e Us(X)}) = U{inty (Ls) : Ly € As(Y)}. Por la inyectividad de gy, la in-
yectividad de gy =g [ Jy g1 (X — {intx(J): J € As(X)}) N g2 (U{intx(J):
J e As(X)}) € (Y —W{intx (Ly): Ly € As(Y)}) N (U{intx (L,)}: L; €
As5(Y))} = 0, se sigue que g es inyectiva. Por otra parte, por el Lema 3.74,
FAY) =U{inty(Ly): L; € As(Y)}. Luego, FA(Y) C g(clx(U{intx(J):
J € Ag(X)})) = g(clx (FA(X))) = g(X), es decir, FA(Y) C g(X). Esto
implica que, g es sobreyectiva. Por lo tanto, g es un homeomorfismo. O

Teorema 4.23. Sean X y Y continuos localmente conexos y casi enrejados.
Si C(X) es homeomorfo a C,(Y'), para algin n € N, entonces:

(a) sin=11y X no es un arco ni una curva cerrada simple, entonces X es
homeomorfo a 'Y ;

(b) sin # 1, entonces X es homeomorfo a Y.

Demostracion. (a) Cuandon = 1y X es una grafica finita distinta de un arco y
una curva cerrada simple, por [18, Teorema 3.8 (a)], el resultado es inmediato.
Asi, podemos suponer que X no es un grafica finita. Para utilizar el Teorema
4.14, probemos que Y no es un arco ni una curva cerrada simple. Supongamos
que Y es un arco o una curva cerrada simple. Por la Proposicién 2.17 y la
Proposicién 2.18, C(Y') es una 2-celda. Como C(X) es homeomorfo a C(Y'),
por el Teorema 1.4, C'(X) es una 2-celda, asi, dim (C(X)) < co. Como X es
localmente conexo, por [20, Teorema 72.2], X es una grafica finita, lo que es
una contradiccion. Por lo tanto, Y no es un arco ni una curva cerrada simple.
Por el Teorema 4.14, X es homeomorfo a Y.

(b) Cuando n = 2, por el Teorema 4.22; X es homeomorfo a Y y el resultado
se cumple. El caso cuando n > 3, se sigue del Teorema 4.13. Asi concluye la
prueba del Teorema. O

Teorema 4.24. Supongamos que X es un continuo enrejado. Sin # 1, en-
tonces X tiene hiperespacio unico C,(X). Si X no es un arco ni una curva
cerrada simple, entonces X tiene hiperespacio unico C'(X).

Demostracion. Supongamos que Y es un continuo tal que C,(X) es homeo-
morfo C,(Y), entonces existe h: C,(X) — C,(Y) un homeomorfismo. Como
X es un continuo enrejado, por el Lema 4.14, X es localmente conexo. Enton-
ces por [25, Teorema 3.2], C,,(X) es un continuo localmente conexo. Como h es
homeomorfismo, por [0, Proposicién 8.25], h (C, (X)) = C,(Y) es un continuo
localmente conexo. Asi, por [25, Teorema 3.2], Y es un continuo localmente
conexo. Por otra parte, como §, (X) estd dado en términos de conceptos to-
poldgicos y h es un homeomorfismo, se sigue que h (F, (X)) = &, (V). Como
X es enrejado, por el Teorema 3.30, §, (X) es denso en C,(X), luego, co-
mo h conserva cerraduras por ser un homeomorfismo, tenemos que C,(Y) =
B (Ca(X)) = (e (§0(X)) = cleyy (B (Fa(X)) = dlo,m) §alY), o5
decir, C,(Y') = cle, (v) (Fn(Y)). Esto muestra que §,(Y') es denso en C,(Y).
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Entonces, por el Teorema 3.30, Y es un continuo enrejado. En particular, Y
es un continuo casi enrejado. Asi, X y Y son continuos localmente conexos y
casi enrejados. Por lo tanto, sin =1y X no es un arco ni una curva cerrada
simple, por el Teorema 4.23 (a), X tiene hiperespacio tinico C(X). En otro
caso, sin # 1 y X es cualquier continuo enrejado, por el Teorema 4.23 (b), X
tiene hiperespacio tinico C),(X). O
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Capitulo 5

Conclusiones

El estudio de la caracterizacion de los continuos localmente conexos con
hiperespacio tnico C,,(X) y n € N, inicié en [19, Problema 3.2], cuando Ale-
jandro Illanes presenté el siguiente problema:

Problema. Encontrar una caracterizacién de los elementos de la clase
UH = {X: X es un continuo localmente conexo con hiperespacio tnico

Cn(X) yneN}

Por [18, Teorema 3.8], t$) contiene las gréficas finitas distintas de un arco
y una curva cerrada simple. Por [13, Teorema 10], [15, Teorema 5.7] y [19,
Teorema 3.1], 4U$) contiene los elementos de la clase © distintos de un arco.
Por otro lado, por [13, Teorema 10] y por [2, Teorema 3.5], los elementos que
no estan en @, no tienen hiperespacio de subcontinuos tnico C'(X).

En respuesta al Problema, Rodrigo Hernandez, Alejandro Illanes y Veréni-
ca Martinez de la Vega, en [12], introdujeron las clases de los continuos casi
enrejados y enrejados, mediante los cuales presentaron algunas condiciones
necesarias y también, suficientes para que un continuo X localmente conexo
tenga hiperespacio inico C,(X). Dichos resultados son los que hemos detallado
a lo largo de este trabajo y que presentamos a continuacion.

Por el Teorema 3.54, si X es un continuo localmente conexo que no es casi
enrejado, entonces X no tiene hiperespacio tnico C,(X), para cada n € N.
Equivalentemente, para que un continuo X localmente conexo tenga hiper-
espacio unico C,(X), necesitamos al menos que este sea casi enrejado. Asi,
tenemos una condiciéon por descarte, para saber si un continuo X localmen-
te conexo tiene hiperespacio tinico C,(X). Sin embargo, que un continuo X
localmente conexo sea casi enrejado, no significa que tenga hiperespacio uni-
co C,(X); por ejemplo, por el Corolario 4.2, si X es un continuo localmente
conexo y casi enrejado tal que X — P(X) es disconexo, entonces X no tiene
hiperespacio tnico C(X).

Por otra parte, por [16, Teorema 3.1], un continuo X localmente conexo es
casi enrejado si y solo si X contiene arco libres de X. De modo que el problema
de determinar si un continuo X localmente conexo tiene hiperespacio unico
Ch(X), esta abierto solo cuando X contiene algin arco libre. Por supuesto,
que un continuo X localmente conexo tenga arcos libres, tampoco garantiza
que su hiperespacio C,,(X) sea tnico; por ejemplo, sin =1y X es el arco o
la curva cerrada simple, entonces X no tiene hiperespacio tinico C'(X).
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En cambio, si X es un continuo enrejado, por el Lema 3.19, X es un continuo
localmente conexo, y por el Teorema 4.24, sin =1y X no es un arco ni una
curva cerrada simple, X tiene hiperespacio unico C(X); si n # 1, X tiene
hiperespacio tinico C,(X). Esto muestra que la clase de los continuos enrejados
tienen n-ésimo hiperespacio tinico C,, (X ), exceptosin = 1 y X es un arco o una
curva cerrada simple. Por lo tanto, el problema de determinar si un continuo
X localmente conexo tiene hiperespacio tinico C,(X), esta abierto solo cuando
X es casi enrejado pero no enrejado.

Por dltimo, por el Teorema 3.41, la clase de las graficas finitas, ® y £9,
estan contenidas en la clase de los continuos enrejados. De este modo, el Teore-
ma 4.24, generaliza todos los casos conocidos de continuos localmente conexos
que tienen n-ésimo hiperespacio dnico, véase [1], [2], [3], [13], [14], [15], [17],

[18] y [19].
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