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Introducción

Históricamente, el concepto del n-ésimo hiperespacio de X, cuando X es un
continuo y n ∈ N, tuvo sus inicios en 1939 con Wojdys lawski en su art́ıculo
[32], Rétractes absolus et hyperespaces des continus. Sin embargo, el nombre de
este hiperespacio fue dado por Sergio Maćıas quien en el año de 2001 estudió
varias de sus propiedades, como se puede ver en [25].

De acuerdo a la literatura existente de la teoŕıa de los continuos y sus hi-
perespacios, se sabe que si dos continuos X y Y son homeomorfos y si H (X)
es alguno de los hiperespacios 2X , Cn (X), o Fn (X), entonces H (X) y H (Y )
también son homeomorfos, véase [20, Teorema 1.9]. Sin embargo, el rećıproco
no siempre se cumple, es decir, puede haber espacios que tengan hiperespa-
cios homeomorfos pero ellos mismos no lo son, por ejemplo, los hiperespacios
de subcontinuos de la circunferencia unitaria y el intervalo unitario [0, 1] son
homeomorfos, pero dichos espacios no lo son, véase la Proposición 2.17 y la
Proposición 2.18. Es por esta razón, que decimos que si X es el arco o la curva
cerrada simple, entonces X no tiene hiperespacio único C (X). Formalmente,
un continuo X tiene hiperespacio único Cn (X) si dado un continuo Y tal que
Cn (X) es homeomorfo a Cn (Y ), entonces X es homeomorfo a Y . En nuestro
caso, nos interesamos en estudiar condiciones bajo las cuales, dado un continuo
X localmente conexo, éste tenga hiperespacio único Cn (X), esto, particular-
mente lo estudiamos, para la clase de los continuos casi enrejados y su subclase
la de los continuos enrejados.

Esta tesis consiste en estudiar y completar los resultados originalmente ex-
puestos en el art́ıculo de 2013 [12], realizado por Rodrigo Hernández, Alejandro
Illanes y Verónica Mart́ınez de la Vega. Con este propósito, dividimos su con-
tenido en cuatro caṕıtulos. Naturalmente, el primer caṕıtulo, se encarga de
presentar los resultados generales acerca de los conceptos de dimensión, orden,
conexidad local y variedad que usaremos a lo largo de este trabajo.

El segundo caṕıtulo, introduce el material necesario para la comprensión del
tercer caṕıtulo, como son: los hiperespacios, la métrica de Hausdorff, los mo-
delos del hiperespacio de subcontinuos para el arco y la curva cerrada simple,
los hiperespacios de crecimento, retractos absolutos, Z-conjuntos y el Teorema
de Toruńczyk.

En el tercer caṕıtulo, tratamos los conceptos de continuos casi enrejados
y enrejados, aśı como algunas de sus caracterizaciones, entre las cuales se
encuentran, el Lema 3.17, el Lema 3.21 y el Teorema 3.30. Respecto a la
unicidad de hiperespacios, establecemos una condición necesaria para que un
continuo localmente conexo tenga n-ésimo hiperespacio único, véase Teorema
3.54.

Por otro lado, considerando como AS (X) a la clase de los arcos libres ma-
ximales y circunferencias libres de un continuo X, en este mismo caṕıtulo,
nos ocupamos de demostrar algunas propiedades de estos objetos, entre la
que destaca; para cada arco libre de un continuo X localmente conexo, existe
un elemento de AS (X) que lo contiene, véase Lema 3.73. La mayoŕıa de los
resultados de este caṕıtulo, son utilizados en la Sección 4.2.



En el cuarto caṕıtulo, demostramos una condición necesaria para que un
continuo localmente conexo y casi enrejado posea hiperespacio de subconti-
nuos único, véase Corolario 4.2, aśı como la existencia de una clase de con-
tinuos localmente conexos que no tienen m-ésimo hiperespacio único, para
algún m ≤ n, con n,m ∈ N, véase Corolario 4.3. Por último, en este mismo
caṕıtulo, demostramos que la clase de los continuos enrejados poseen n-ésimo
hiperespacio único, véase Teorema 4.24.

Leonardo Ramı́rez Aparicio
Facultad de Ciencias F́ısico Matemáticas

Benemérita Universidad Autónoma de Puebla
7 de diciembre de 2022
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Caṕıtulo 1

Preliminares

El presente caṕıtulo está dedicado a estudiar y presentar los principales con-
ceptos y resultados generales que usaremos a lo largo de este trabajo. Nuestro
principal objetivo es enlistarlos para que más adelante podamos hacer referen-
cia a ellos.

En todo este trabajo si X es un espacio topológico y A es un subconjunto
de X, los śımbolos clX (A), intX (A) y bdX (A) denotan la cerradura de A,
el interior de A y la frontera de A en el espacio X, respectivamente. Como
es usual, los śımbolos ∅, N y ω, representan el conjunto vaćıo, el conjunto de
los números naturales (enteros positivos), y el primer ordinal no numerable,
respectivamente. El śımbolo |A| denota la cardinalidad del conjunto A.

1.1. Dimensión

Definimos el concepto de dimensión para un espacio topológico. Entre algu-
nos de los resultados importantes de este concepto se encuentra que la dimen-
sión es una propiedad topológica, es decir, es invariante bajo homeomorfismos.

El siguiente lema relativo a fronteras nos ayudará en la prueba del Teorema
1.3.

Lema 1.1. Sea X un espacio topológico. Si A y Y son subconjuntos de X,
entonces:

(a) bdY (A ∩ Y ) ⊂ bdX (A);

(b) si clX (A) ⊂ intX (Y ), entonces bdX (A) = bdY (A).

Demostración. Para probar (a) observemos que

bdY (A ∩ Y ) = clY (A ∩ Y ) ∩ clY (Y − A) ,

⊂ clX (A) ∩ clX (X − A)

= bdX (A) ,

es decir, bdY (A ∩ Y ) ⊂ bdX (A) .

Ahora, para mostrar (b) notemos primero que como A ⊂ Y , entonces X −
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2 Preliminares

A = (X − Y ) ∪ (Y − A). Aśı,

bdX (A) = clX (A) ∩ clX (X − A)

= clX (A) ∩ (clX (X − Y ) ∪ clX (Y − A))

= clX (A) ∩ clX (Y − A)

= clX (A) ∩ Y ∩ clX (Y − A)

= clY (A) ∩ clY (Y − A)

= bdY (A) ,

es decir, bdX (A) = bdY (A) .

Definición 1.2. Sean X un espacio topológico, x ∈ X y n ∈ N. Defini-
mos la dimensión de X, recursivamente, que denotamos como dim (X) ∈
{−1, 0, 1, ..., } ∪ {∞}, de la siguiente manera:

(a) dim (X) = −1 si y solo si X = ∅;

(b) supongamos que hemos definido cuándo un espacio topológico Y tiene
dimensión dim (Y ) ≤ n − 1, para algún n ∈ N ∪ {0}. Entonces, de-
cimos que la dimensión de X en x es menor o igual a n, denotada por
dim (x,X) ≤ n, si y solo si X tiene una base local de vecindades de x cu-
yas fronteras tienen dimensión menor o igual a n−1. Si para cada x ∈ X,
se cumple que dim (x,X) ≤ n, entonces escribimos que dim (X) ≤ n;

(c) la dimensión de X es igual a n, denotada por dim (X) = n, si y solo si
dim (X) ≤ n y es falso que dim (X) ≤ n− 1;

(d) la dimensión de X en x es igual a n, denotada por dim (x,X) = n, si y
solo si dim (x,X) ≤ n y es falso que dim (x,X) ≤ n− 1;

(e) decimos que la dimensión de X es ∞, denotada por dim (X) = ∞, si y
solo si es falso que dim (X) ≤ n para cada n ∈ N ∪ {−1, 0};

(f) decimos que la dimensión de X en x es ∞, denotada por dim (x,X) = ∞,
si y solo si dim (x,X) > n, para cada n ∈ N ∪ {−1, 0}.

Además, por convención, aceptamos que para cada n ∈ N∪{−1, 0}∪ {∞},
se cumple que n ≤ ∞.

El siguiente resultado puede ser consultado en [4, Teorema 5.2], incluimos
su demostración porque es utilizado frecuentemente.

Teorema 1.3. Si X es un espacio topológico, A un subespacio de X y x ∈ A,
entonces se cumple lo siguiente:

(a) dim (A) ≤ dim (X);

(b) dim (x,A) ≤ dim (x,X);

(c) si X es un espacio topológico regular tal que x ∈ intX (A), entonces
dim (x,A) = dim (x,X).
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Demostración. Para demostrar (a) podemos suponer que dim (X) < ∞ ya
que si dim (X) = ∞, la afirmación es clara. Haremos la prueba por inducción
sobre una cota superior de la dimensión de X. Claramente la desigualdad
se cumple si dim (X) = −1. Supongamos que (a) se cumple para X cuya
dimensión no excede n − 1 ≥ −1 con n ≥ 0. Sean X un espacio topológico
con dim (X) ≤ n y A un subespacio de X. Veamos que dim (x,A) ≤ dim (X),
para cada x ∈ A. Sean x ∈ A y U una vecindad de x en A, entonces existe
V una vecindad de x en X tal que U = A ∩ V . Como dim (X) es finita,
dim (X) ≤ dim (X) y x ∈ U , tenemos que existe W una vecindad de x en X
tal que x ∈ W ⊂ V y dim (bdX (W )) ≤ dim (X) − 1. Notemos que W ∩ A ⊂
U es una vecindad de A que contiene a x. Además, por el Lema 1.1 (a),
bdA (W ∩ A) ⊂ bdX (W ), aśı, bdA (W ∩ A) es un subespacio de bdX (W ). Por
hipótesis de inducción, se sigue que dim (bdA (W ∩ A)) ≤ dim (bdX (W )) ≤
dim (X) − 1. Aśı, dim (x,A) ≤ dim (X). Como x ∈ A es arbitrario, se sigue
que dim (A) ≤ dim (X), concluyendo lo requerido.

Para probar (b), observemos que si dim (x,X) = ∞, entonces la desigualdad
es cierta. Supongamos que dim (X) < ∞. Si dim (x,X) = −1, entonces por
vacuidad, la desigualdad es cierta. En otro caso, sea U una vecindad de x en
A, razonando análogamente como en (a), existen vecindades V y W de x en X
tales que U = A∩V , p ∈ W ⊂ V y dim (bdX (A)) ≤ dim (x,X)−1. Por el Lema
1.1 (a), como bdA (W ∩ A) ⊂ bdX (W ), se sigue que dim (bdA (W ∩ A)) ≤
dim (bdX (W )) ≤ dim (x,X) − 1. Ya que W ∩ A es una vecindad de x en A
que está contenida en U , se sigue que dim (x,A) ≤ dim (x,X), concluyendo lo
requerido.

Por último, para probar (c), por el iniciso (b), es suficiente mostrar que
dim (x,X) ≤ dim (x,A). Para esto, podemos suponer que dim (x,A) <∞. Sea
U una vecindad abierta de x en X que está contenida en A, entonces U también
es una vecindad abierta de x en A. Por lo que, existe V una vecindad de x en
A tal que V ⊂ U y dim (bdA (V )) ≤ dim (x,A) − 1. Ahora, notemos que V
también es una vecindad de x en X. En efecto, como V es una vecindad de x en
A tal que V ⊂ U , existe un abierto OA en A tal que x ∈ OA ⊂ V ⊂ U . Además,
ya que U es un abierto en X que contiene a x y está contenido en A, entonces
U ⊂ intX (A) ⊂ A. Aśı, OA ⊂ intX (A) ⊂ A. De modo que OA es abierto en
intX (A) y por ende, en X. Debido a esto, V es una vecindad de x en X. Por
otra parte, como por hipótesis, X es regular y x ∈ intX (A), podemos suponer
que clX (V ) ⊂ intX (A). Aśı, por el Lema 1.1 (b), bdA (V ) = bdX (V ). De aqúı,
dim (x, bdX (V )) ≤ dim (x,A) − 1. Por lo tanto, dim (x,X) ≤ dim (x,A) y aśı
concluye la prueba.

Teorema 1.4. Sean X, Y dos espacios topológicos homeomorfos y n ∈ N.
Entonces, dim (X) = n si y solo si dim (Y ) = n.

Demostración. Demostramos la primera implicación, ya que el rećıproco es si-
milar. La prueba se hace por inducción sobre la dimensión de X. Si dim (X) =
−1, entonces X = ∅. Como X es homeomorfo a Y , entonces Y = ∅. Aśı,
dim (Y ) = −1. Supongamos que si dim (X) = n−1, entonces dim (Y ) = n−1.
Ahora veamos que si dim (X) = n, entonces dim (Y ) = n. Para esto, demos-
tremos que para cada x ∈ X, si dim (x,X) = n, entonces dim (h(x), Y ) = n.
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Supongamos que dim (x,X) = n. Sea U una vecindad de un punto h (x) en
Y , entonces como h es continua en x, se tiene que h−1 (U) es una vecindad
de x en X. Como dim (x,X) es finita, existe W una vecindad de x en X tal
que x ∈ W ⊂ h−1 (U) y dim (bdX (W )) ≤ n − 1. Como h es un homeomor-
fismo entre X e Y , entonces h ↾bdX(W ) : bdX (W ) → h (bdX (W )) es también
un homemorfismo. Como los homeomorfismos conservan frontentas, es decir,
si A ⊂ X, entonces h (bdX (A)) = bdY (h (A)), por hipótesis de inducción, se
cumple que dim (bdX (W )) = dim (h (bdX (W ))) = dim (bdY (h (W ))) ≤ n−1.
De esto, se sigue que h (W ) es una vecindad de h (x) contenida en U tal que,
dim (bdY (h (W ))) ≤ n− 1. Aśı, dim (h (x) , Y ) ≤ n.

Resta probar que dim (h (x) , Y ) > n−1. Supongamos que dim (h (x) , Y ) ≤
n − 1, luego, por hipótesis de inducción, dim (x,X) ≤ n − 1, lo que es una
contradicción, ya que dim (x,X) = n. Aśı, dim (h (x) , Y ) > n − 1 y por lo
tanto, dim (h (x) , Y ) = n. Aśı, como x fue elegida arbitrariamente en X, si
dim (X) = n, entonces dim (Y ) = n.

Lema 1.5. Si X, Y son espacios topológicos y (x, y) ∈ X × Y , entonces,
dim (x,X) ≤ dim ((x, y) , X × Y ).

Demostración. Observemos primero que la función h : X → X × {y} definida
por h (x) = (x, y), para cada x ∈ X, es un homeomorfismo. Luego, como la
noción de dimensión en un punto es una propiedad topológica, por el Teorema
1.4, dim (x,X) = dim ((x, y) , X × {y}). Por el Teorema 1.3 (a), se cumple
que dim ((x, y) , X × {y}) ≤ dim ((x, y) , X × Y ). Por lo tanto, dim (x,X) ≤
dim ((x, y) , X × Y ).

1.2. Orden

Definición 1.6. Un continuo es un espacio métrico X con más de un punto
conexo y compacto. Un subconjunto Y de X es un subcontinuo de X si Y es
un continuo o Y es un conjunto de un punto.

Definición 1.7. Sean X un continuo, A un subconjunto no vaćıo de X y
β un número cardinal. Se dice que A es de orden menor o igual que β
en X, denotado por ord (A,X) ≤ β, si para cualquier conjunto abierto V de
X con A ⊂ V , existe un conjunto abierto U de X tal que A ⊂ U ⊂ V y
|bdX (U)| ≤ β. Si A = {x} se escribirá que ord (x,X) ≤ β en lugar de escribir
ord ({x} , X) ≤ β. Se dice también que A es de orden β en X, denotado por
ord (A,X) = β, si ord (A,X) ≤ β y para cualquier número cardinal α < β, se
tiene que ord (A,X) ̸≤ α.

Teorema 1.8. Si X es un continuo, A un subespacio de X y x ∈ A, entonces
ord (x,A) ≤ ord (x,X). Además, si A es una vecindad de x en X, entonces
ord (x,A) = ord (x,X).

Demostración. Sea U un subconjunto abierto de A con x ∈ U , entonces existe
V un subconjunto abierto de X tal que U = A ∩ V . Como ord (x,X) =
ord (x,X) y x ∈ V , por la Definición 1.7, existe un subconjunto abierto W
de X tal que, x ∈ W ⊂ V y |bdX (W )| ≤ ord (x,X). Por el Lema 1.1 (a),
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bdA (A ∩W ) ⊂ bdX (W ), luego, |bdA (A ∩W )| ≤ ord (x,X). Por lo tanto,
como A ∩W es un abierto de A y x ∈ A ∩W ⊂ U , se sigue que, ord (x,A) ≤
ord (x,X).

Supongamos ahora que x ∈ intX (A), por el análisis anterior, es sufiente
mostrar que ord (x,X) ≤ ord (x,A). Para esto, sea U un subconjunto abierto
de X que contiene a x. Notemos que x ∈ intX (A) ∩ U , donde, en particular,
intX (A) ∩ U es un subconjunto abierto de A, luego, existe un subconjunto
abierto W de A tal que x ∈ W ⊂ intX (A)∩U y |bdA (W )| ≤ ord (x,A). Como
x ∈ W ⊂ U , si demostramos que |bdX (W )| = |bdA (W )| habremos terminado.
Para esto, notemos que, como W ⊂ intX (A) ⊂ A, entonces W es abierto en
intX (A) y por ende, enX. Además, comoX es regular y x ∈ intX (A), podemos
suponer que clX (W ) ⊂ intX (A), luego, por el Lema 1.1 (b), se obtiene lo
requerido.

Proposición 1.9. Si X, Y son continuos, x ∈ X, n ∈ N y h : X → Y es un
homeomorfismo, entonces ord (x,X) = n si y solo si ord (h(x), Y ) = n.

Demostración. Supongamos que ord (x,X) = n. Sea V un subconjunto abier-
to de Y tal que h(x) ∈ V , entonces, x ∈ h−1 (V ), con h−1 (V ) un sub-
conjunto abierto de X. Como ord (x,X) = n, existe un subconjunto abier-
to U de X tal que x ∈ U ⊂ h−1 (V ) y |bdX (U)| = n. Esto implica que,
h (x) ∈ h (U) ⊂ V y |bdY (h (U))| = n. Como h (U) es un subconjunto abierto
Y , tenemos que ord (h(x), Y ) = n. De manera similar, se puede demostrar que
si ord (h(x), Y ) = n, entonces ord (x,X) = n. Esto termina la prueba de la
proposición.

Definición 1.10. Sea X un continuo. Un punto x en X es un punto extremo,
ordinario o de ramificación de X si, ord (x,X) = 1, ord (x,X) = 2 o
ord (x,X) > 2, respectivamente.

Ahora definimos los siguientes conjuntos para un continuo X:

(a) O (X) = {x ∈ X : x es un punto ordinario };

(b) R (X) = {x ∈ X : x es un punto de ramificación };

(c) E (X) = {x ∈ X : x es un punto extremo }.

1.3. Conexidad local

En esta sección presentamos uno de los conceptos fundamentales en topo-
loǵıa y de este trabajo; se trata de los espacios localmente conexos, dichos
espacios, son aquellos que se comportan localmente como los espacios conexos.
Los espacios localmente conexos tienen una importancia vital en el desarrollo
de este trabajo, es por eso que también mostramos algunas de sus caracteriza-
ciones

Definición 1.11. Sean X un espacio topológico y x ∈ X. Se dice que V es
una vecindad de x en X, si V es un subconjunto de X para el cual existe un
conjunto abierto U de X tal que x ∈ U ⊂ V .
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Definición 1.12. Un espacio topológico X es localmente conexo en un
punto x ∈ X si para cada vecindad V de x en X, existe U un conjunto
abierto y conexo de X tal que x ∈ U ⊂ V . Cuando X es localmente conexo
en cada uno de sus puntos, decimos que es localmente conexo.

Observación 1.13. A veces puede ser conveniente utilizar la equivalencia de
que existe una base de vecindades en cada punto de X que consiste de conjuntos
abiertos conexos, en lugar de la Definición 1.12.

Una propiedad equivalente a la de ser localmente conexo, es la siguiente.

Teorema 1.14. Un espacio topológico X es localmente conexo si y solo si las
componentes de cada subconjunto abierto de X son abiertas en X.

Demostración. Supongamos que X es localmente conexo. Sean U un abierto
de X y C una componente de U . Sea x ∈ C ⊂ U . Como X es localmente
conexo, existe V un abierto y conexo en X tal que x ∈ V ⊂ U . Luego, por la
maximalidad de C, x ∈ V ⊂ C. Por lo tanto, C es abierto en X.

Ahora, supongamos que las componentes de cada subconjunto abierto de X
son abiertas en X. Dados x ∈ X y U un abierto de X que contiene a x. Sea C
la componente de U que contiene a x. Luego, C es abierto y conexo en X tal
que x ∈ C ⊂ U . Por lo tanto, X es localmente conexo.

Observación 1.15. Cuando hablemos de un continuo localmente conexo,
nos referiremos a un continuo que además es localmente conexo.

Teorema 1.16. Sea X un continuo localmente conexo. Si Y es un subcontinuo
de X y U es cualquier subconjunto abierto de X tal que Y ⊂ U , entonces existe
un subcontinuo Z de X tal que Y ⊂ intX (Z) ⊂ Z ⊂ U .

Demostración. Como X es un continuo localmente conexo y Y ⊂ U es un
subcontinuo de X, con U un abierto de X, entonces para cada y ∈ Y existe
un conjunto abierto y conexo Cy de X tal que y ∈ Cy ⊂ clX (Cy) ⊂ U , con
clX (Cy) conexo ya que Cy lo es. Como Y es compacto y Y ⊂

⋃
{Cy : y ∈ Y },

existe I un subconjunto finito de Y tal que Y ⊂
⋃
{Cy : y ∈ I}. Sean A =

{clX (Cy) : y ∈ I} y Z =
⋃

A, entonces Z es un conjunto cerrado de X y
como X es compacto, entonces Z es compacto, además Z ⊂ U . Notemos que
Y ⊂ Z, Y es conexo y para cada clX (Cy) ∈ A, clX (Cy)∩ Y ̸= ∅, entonces por
[21, Teorema 2], Z es conexo. Aśı, como Z ⊂ X es compacto y conexo, entonces
Z es un subcontinuo de X. Además, como

⋃
{Cy : y ∈ I} ⊂ Z, entonces Y ⊂⋃

{Cy : y ∈ I} ⊂ intX (Z), de donde, Y ⊂ intX (Z) ⊂ Z ⊂ U . Concluyendo lo
requerido.

Corolario 1.17. Si X es un continuo localmente conexo y Y1, Y2 son subcon-
tinuos de X ajenos, entonces existen subcontinuos Z1 y Z2 de X ajenos tales
que, Y1 ⊂ intX (Z1) y Y2 ⊂ intX (Z2).

Demostración. Como Y1 y Y2 son dos subcontinuos de X ajenos, entonces,
en particular, Y1 y Y2 son subconjuntos cerrados de X. Luego, como X es un
espacio métrico y por lo tanto, un espacio normal, existen, U1, U2 subconjuntos
abiertos de X ajenos, tales que Y1 ⊂ U1 y Y2 ⊂ U2. Aśı, por el Teorema 1.16,
existen subcontinuos Z1 y Z2 de X, tales que, Y1 ⊂ intX (Z1) ⊂ Z1 ⊂ U1 y
Y2 ⊂ intX (Z2) ⊂ Z2 ⊂ U2, de donde Z1 ∩ Z2 = ∅.
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Definición 1.18. Un arco es un espacio topológico homeomorfo al intervalo
cerrado [0, 1] con la topoloǵıa euclideana. Sea h : [0, 1] → α un homeomorfismo,
decimos que h(0) y h(1) son los puntos extremos del arco α. El arco va de
h (0) a h (1) cuando h (0) y h (1) son sus puntos extremos. Dado n ∈ N, si
Rn es el espacio euclideano n-dimensional, para cada punto x = (xi)

n
i=1 en

Rn, denotamos por ∥ x ∥=

(
n∑
i=1

xi
2

)1/2

. Una n-celda es cualquier espacio

homeomorfo a la bola cerrada n-dimensional Bn en Rn, donde Bn = {x ∈
Rn : ∥ x ∥≤ 1}. Un cubo de Hilbert Q, es cualquier espacio homeomorfo al

producto cartesiano infinito numerable de I = [0, 1], es decir, a
∞∏
i=1

Ii, con la

topoloǵıa producto.

Como los conceptos de metrizable, compacto y conexo son invariantes to-
pológicos, se sigue que un arco, una n-celda y un cubo de Hilbert son continuos.

Definición 1.19. Un continuo X se dice que es arco conexo, si para cuales-
quiera dos puntos x, y ∈ X tales que x ̸= y, existe un arco α en X con extremos
x y y.

Teorema 1.20. [29, Proposición 8.23] Todo continuo localmente conexo es
arco conexo.

Teorema 1.21. [29, Teorema 8.26] Sea X un continuo localmente conexo,
entonces cualquier subconjunto abierto y conexo de X es arco conexo.

Definición 1.22. Sea X un continuo. Se dice que X es conexo en pequeño
en un punto x ∈ X si para cada vecindad V de x existe una vecindad conexa
W de x tal que x ∈ intX (W ) ⊂ W ⊂ V . Además, X es conexo en pequeño
cuando X es conexo en pequeño en cada uno de sus puntos.

Observación 1.23. Si X es un espacio localmente conexo en un punto x ∈ X,
entonces también es conexo en pequeño en el punto x. Sin embargo, el rećıproco
no es cierto, incluso para continuos, véase la Figura 1.1.

· · · •x

Figura 1.1: Continuo conexo en pequeño en x pero no localmente conexo en x.

No obstante, si el espacio es conexo en pequeño en cada uno de sus puntos,
śı podemos asegurar que el espacio es localmente conexo y viceversa. Formal-
mente tenemos lo siguiente.
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Teorema 1.24. Un espacio métrico X es localmente conexo si y solo si X es
conexo en pequeño.

Demostración. Sea X un espacio métrico localmente conexo. Es claro por de-
finición que X es conexo en pequeño en cada punto x ∈ X. Rećıprocamente,
supongamos que X es conexo en pequeño. Por el Teorema 1.14, basta demos-
trar que cada componente de cualquier abierto de X es un abierto de X. Sean
U un abierto de X y C una componente de U . Sea x ∈ C. Como x ∈ U ,
existe una vecindad conexa V de x tal que x ∈ intX (V ) ⊂ V ⊂ U , luego
x ∈ intX (V ) ⊂ C, es decir C es abierto en X.

1.4. Variedades

Es momento de hablar de otro concepto topológico interesante que nos per-
mitirá tratar a ciertos espacios topológicos de manera local como n-celdas;
hablamos del concepto de variedad (topológica). En realidad, la definición que
aqúı presentamos es la de variedad con frontera, pero por razones de simplici-
dad en el lenguaje, utilizamos el concepto de variedad. De hecho, las definicio-
nes comunmente usadas para dicho concepto son más sofisticadas, pero para
nuestros propositos, bastará con la Definición 1.25.

Comenzamos con presentar el concepto de n-variedad, interior como varie-
dad y frontera como variedad. Aśı, como algunos resultados de interés que
serán de ayuda para demostraciones posteriores.

Definición 1.25. Sean X un espacio topológico y n ∈ N. Decimos que X es
una n-variedad si cada punto x ∈ X tiene una vecindad en X homeomorfa
a una n-celda.

Denotaremos por IntVX y ∂X, el interior como variedad y la frontera
como variedad de X, respectivamente. Los conjuntos están dados por

IntVX = {x ∈ X : x tiene una vecindad en X homeomorfa a Rn} y

∂X = X − IntVX.

Proposición 1.26. Si X y Y son n-variedades, y h : X → Y es un homeo-
morfismo, entonces h (IntVX) = IntV Y . En consecuencia, h (∂X) = ∂Y .

Demostración. Sea y ∈ h (IntVX), entonces existe x ∈ IntVX tal que y =
h(x). Luego, existe una vecindad V de x en X que es homeomorfa a Rn.
Como V es homeomorfa a h(V ), entonces h(V ) es homeomorfa a Rn. Aśı,
como y ∈ h(V ) ⊂ Y , tenemos que h(V ) es una vecindad de y en Y que es
homeomorfa Rn, es decir, y ∈ IntV Y , de donde h (IntVX) ⊂ IntV Y .

Rećıprocamente, utilizando que h−1 : Y → X es un homeomorfismo, se
tiene que h−1 (IntV Y ) ⊂ IntVX. Por lo tanto, IntV Y = h (h−1 (IntV Y )) ⊂
h (IntVX).

Para la segunda parte, notemos que h es biyectiva, luego h (X − IntVX) =
h (X) − h (IntVX) = Y − h (IntVX). Aśı, utilizando lo demostrado en la
primera parte, tenemos que h (∂X) = Y − IntV Y , es decir h (∂X) = ∂Y .
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Si p ∈ X y ϵ > 0, denotaremos por Bd (ϵ, p), la bola abierta con centro en
p y radio ϵ.

Proposición 1.27. Sean X un espacio topológico, x ∈ X y n ∈ N. Si x
tiene una vecindad W en X homeomorfa a Rn, entonces X tiene una base de
vecindades de x homeomorfas a Rn.

Demostración. Sea h : W → Rn un homeomorfismo y sea Z una vecindad de x
en X. Como x ∈ intX (W )∩ intX (Z) y A = intX (W )∩ intX (Z) ⊂ W , entonces
A es una vecindad de x en W . Por lo que, h (intX(W ) ∩ intX (Z)) es una
vecindad de h(x) en Rn. Más aún, C = h (intX(W ) ∩ intX (Z)) es un abierto
de Rn, aśı, como h(x) ∈ C, existe ϵ > 0 tal que B = BRn (ϵ, h(x)) ⊂ C ⊂ Rn.
Luego, como B es homeomorfo a Rn y x ∈ h−1 (B) ⊂ A ⊂ Z, con h−1 (B)
un abierto de W contenido en A un abierto de X, tenemos que h−1 (B) es un
abierto de X y homeomorfa a Rn, tal que x ∈ h−1 (B) ⊂ Z. Esto termina la
prueba.

Proposición 1.28. Si X es un espacio topológico, x ∈ X y n ∈ N, entonces
existe una vecindad U de x en X que es una n-variedad tal que x ∈ ∂U si y
solo si para vecindad V de x en X que es también una n-variedad, resulta que
x ∈ ∂V .

Demostración. Hacemos la primera implicación por contrarrećıproca. Supon-
gamos que existe una vecindad V de x en X que es una n-variedad tal que x /∈
∂V , entonces x ∈ IntV V . Luego, existe una vecindad W de x en V tal que W
es homeomorfa a Rn. Como x ∈ intV (W )∩ intX (V ) y A = intV (W )∩ intX (V )
es un abierto de V contenido en intX (V ), se sigue que A es un abierto de X
contenido en W . Esto implica que W es una vecindad de x en X, homeomorfa
a Rn. Por la Proposición 1.27, para cada vecindad U de x en X que es tam-
bién una n-variedad, existe una vecindad Z de x en X, homeomorfa a Rn tal
que x ∈ Z ⊂ U . Como Z es también una vecindad de x en U , tenemos que
x ∈ IntVU , de donde, x /∈ ∂U . Esto prueba la primera implicación.

El rećıproco es inmediato. Aśı termina la prueba.

Teorema 1.29. [11, Teorema 4.12] Sean X un espacio métrico, U un abierto
de X y V una n-celda, con n ∈ N. Si x ∈ U ∩ intX (V ), entonces existe una
n-celda J de X tal que x ∈ intX (J) ⊂ J ⊂ U ∩ intX (V ).

Ahora presentamos el Teorema de la invariancia del dominio de Brouwer, el
cual nos será útil para demostrar el Teorema 1.31.

Teorema 1.30. [30, Teorema 19.2] Si X y Y son subconjuntos de Rn y h : X →
Y es un homeomorfismo, entonces h (intRn (X)) = intRn (Y ). En particular, si
X es un abierto de Rn, entonces Y es un abierto de Rn.

Teorema 1.31. Si F es un subconjunto cerrado de Rn que también es una
n-variedad, entonces IntV F = intRn (F ) y ∂F = bdRn (F ).

Demostración. Sea x ∈ IntV F . Luego, existe una vecindad V de x contenida
en F tal que V es homeomorfa a Rn. Sea h : Rn → V . Por el Teorema1.30,
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h (Rn) = V es un abierto de Rn tal que, x ∈ V ⊂ F . Luego, x ∈ intRn (F ).
Esto muestra que IntV F ⊂ intRn (F ).

Rećıprocamente, sea x ∈ intRn (F ). Luego, existe ϵ > 0 tal que BRn (ϵ, x) ⊂
F . Como BRn (ϵ, x) es homeomorfo a Rn y además, es una vecindad de x en
Rn y por ende, una vecindad de x en F , se sigue que x ∈ IntV F . Esto muestra
que intRn (F ) ⊂ IntV F . Por lo tanto, IntV F = intRn (F ).

La otra igualdad se sigue de la primera igualdad y de que F es un subcon-
junto cerrado de Rn, aśı, bdRn (F ) = F − intRn (F ) = F − IntV F = ∂F , es
decir, ∂F = bdRn (F ).

Proposición 1.32. Si X es un espacio métrico que es una n-variedad y U es
un subconjunto abierto de X, entonces U es una n-variedad.

Demostración. Sea x ∈ U ⊂ X. Como x ∈ X y X es una n-variedad, existe
una vecindad W de x en X que es una n-celda. Entonces x ∈ U ∩ intX (W ),
luego, por el Teorema 1.29, existe una n-celda J de X tal que x ∈ intX (J) ⊂
J ⊂ U ∩ intX (W ) ⊂ U ⊂ X. Como intX (J) es un abierto de X contenido en
U , entonces intX (J) es un abierto de U . Luego J es una vecindad de x en U
que es una n-celda. Aśı, como x fue elegida arbitrariamente en U , resulta que
U es una n-variedad.

Proposición 1.33. Si X es un espacio métrico que es una n-variedad y U es
subconjunto abierto de X, entonces ∂U = ∂X ∩ U .

Demostración. Como U es subconjunto abierto de X, por la Proposición 1.32,
U es una n-variedad, luego, podemos hablar de su frontera como variedad.

Sea x ∈ ∂X ∩ U , entonces x ∈ ∂X y x ∈ U . Observemos que X es una
vecindad de x en X que es una variedad tal que x ∈ ∂X. Como U es una
vecindad de x en X que es también una n-variedad, por la Proposición 1.28,
tenemos que x ∈ ∂U .

Rećıprocamente, sea x ∈ ∂U . Como U es una vecindad de x en X que es
una n-variedad tal que x ∈ ∂U y X es una vecindad de x en X que es también
una n-variedad, por la Proposición 1.28, tenemos que x ∈ ∂X∩U . Aśı, termina
la prueba.

Proposición 1.34. Si M es una m-variedad y N es una n-variedad, enton-
ces M × N es una m + n-variedad. Además, se cumple que ∂ (M ×N) =
(M × ∂N) ∪ (∂M ×N).

Demostración. Sea (m,n) ∈ M × N , entonces m ∈ M y n ∈ N . Como M es
una m-variedad y N es una n-variedad, existen U y V vecindades de x en M y
N , respectivamente, tales que U es una m-celda y V una n-celda. Luego U×V
es una vecindad de (m,n) en M ×N . Más aún, como U es homemorfo a Im y
V es homeomorfo a In, entonces U × V es homeomorfo a Im × In = Im+n, es
decir, U × V es una m+n-celda. Aśı, como (m,n) fue elegido arbitrariamente
en M ×N , resulta que M ×N es una m+ n-variedad.

Ahora probemos que ∂ (M ×N) = (M × ∂N) ∪ (∂M ×N). Sea (m,n) ∈
∂ (M ×N), entonces existen W y Z vecindades de x en M y N , respectivamen-
te, tales que W es una m-celda y Z una n-celda. Luego, existen h1 : Im → W y
h2 : In → Z homeomorfismos. Por la proposición 1.26, ∂W = h1 (∂Im) y ∂Z =
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h2 (∂In). Sea h : Im×In → W ×Z que está dada por h (w, z) = (h1(w), h2(z)).
Observemos que h es un homeomorfismo. Luego, por la Proposición 1.26,
∂ (W × Z) = h (∂ (Im × In)). Como ∂ (Im × In) = (Im × ∂In) ∪ (∂Im × In),
entonces

h (∂ (Im × In)) = h ((Im × ∂In) ∪ (∂Im × In))

= h ((Im × ∂In)) ∪ h ((∂Im × In))

= (h1 (Im) × h2 (∂In)) ∪ (h1 (∂Im) × h2 (In))

= (W × ∂Z) ∪ (∂W × Z) ,

de donde ∂ (W × Z) = (W × ∂Z)∪(∂W × Z). Utilizando esta última igualdad,
tenemos que, como (m,n) ∈ ∂ (M ×N) y W ×Z es una vecindad de (m,n) en
M ×N , por la Proposición 1.28, (m,n) ∈ ∂ (W × Z). Aśı, (m,n) ∈ W × ∂Z o
(m,n) ∈ ∂W × Z, es decir, n ∈ ∂Z o m ∈ ∂W . De nuevo, por la Proposición
1,28, n ∈ ∂N o m ∈ ∂M . Aśı, (m,n) ∈ (M × ∂N) ∪ (∂M ×N) y por ende,
∂ (M ×N) ⊂ (M × ∂N) ∪ (∂M ×N).

Rećıprocamente, dado (m,n) ∈ (M × ∂N) ∪ (∂M × ∂N), tenemos que
n ∈ ∂N o m ∈ ∂M , esto implica por la proposición 1.28 que, n ∈ ∂Z o
m ∈ ∂W , es decir, (m,n) ∈ ∂ (W × Z). Nuevamente por la Proposición 1.28,
(m,n) ∈ ∂ (M ×N). Aśı, (M × ∂N) ∪ (∂M ×N) ⊂ ∂ (M ×N). Por lo tanto,
∂ (M ×N) = (M × ∂N) ∪ (∂M ×N).
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Caṕıtulo 2

Propiedades de los continuos

En este caṕıtulo presentamos algunos resultados relacionados con continuos.
Introducimos el hiperespacio de nuestro estudio, Cn (X), como también una
métrica que hace de éste un espacio métrico. Presentamos las definiciones de
continuos casi enrejados y enrejados, aśı como algunos resultados que los ca-
racterizan. Se remite al lector a [4], [6], [7], [9], [20], [28] y [29] para la consulta
de bibliograf́ıa de este caṕıtulo.

2.1. Hiperespacios y métrica de Hausdorff

Recordemos la definición de un continuo, véase la Definición 1.6.

Definición 2.1. Un hiperespacio de un continuo X es una clase de subcon-
juntos de X que cumple ciertas condiciones espećıficas.

Dado un continuo X y n ∈ N, algunos de los hiperespacios de X son:

2X = {A ⊂ X : A ̸= ∅ y A es cerrado de X};

C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo};

Cn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n componentes};

F1(X) = {A ∈ C(X) : |A| = 1}.

Se acostumbra denotar a C1(X) como C(X), conocido como el hiperespacio
de los subcontinuos del continuo X. Por otra parte, Cn (X) es conocido
como el n-ésimo hiperespacio de X. Lo que nos interesa ahora, es dotar al
hiperespacio 2X de una métrica, pero antes, tenemos lo siguiente.

Sean X un continuo y A,B ⊂ X, la distancia entre A y B que denotamos
como d (A,B), está dada de la siguiente manera:

d (A,B) = ı́nf{d (a, b) : a ∈ A y b ∈ B}.

Si p ∈ X, escribimos d (p,A) = d ({p}, A). Mientras no se diga lo contrario,
dado un continuo X, denotaremos por d la métrica de X. Además, si p ∈ X y
ϵ > 0, denotamos por Bd (ϵ, p), la bola abierta con centro en p y radio ϵ.

Sean X un espacio métrico con métrica acotada d y A ⊂ X, con A no vaćıo.
La ϵ-nube de A (o la nube con centro en A y radio ϵ > 0 ), es

13
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Nd (ϵ, A) = {x ∈ X : existe a ∈ A tal que d (x, a) < ϵ}.

Si A,B ∈ 2X , la función Hd : 2X × 2X → [0,∞), para cada A,B ∈ 2X está
dada por

Hd (A,B) = ı́nf{ϵ > 0: A ⊂ Nd (ϵ, B) y B ⊂ Nd (ϵ, A)},

y toma un papel muy importante a lo largo de este trabajo. Pero, antes de
saber la razón, mostremos algunos resultados básicos que cumplen las ϵ-nube
y que utilizaremos posteriormente.

Lema 2.2. Si X es un continuo y A,B ∈ 2X son tales que A∩B = ∅, entonces
existe ϵ > 0 tal que Nd (ϵ, A) ∩Nd (ϵ, B) = ∅.

Demostración. Como A y B son compactos, entonces d (A,B) > 0. Sean ϵ =
d(A,B)

2
> 0 y supongamos que y ∈ Nd (ϵ, A) ∩Nd (ϵ, B), entonces existen a ∈ A

y b ∈ B tales que d (a, y) < ϵ y d (b, y) < ϵ. Luego, d (a, b) ≤ d (a, y)+d (b, y) <
2ϵ = d (A,B), es decir, d (a, b) < d (A,B), lo que es una contradicción.

Lema 2.3. [7, Lema 2.1] Si X es un continuo, A ∈ 2X y U es un subconjunto
abierto de X tal que A ⊂ U , entonces existe ϵ > 0 tal que A ⊂ Nd (ϵ, A) ⊂ U .

Lema 2.4. [7, Lema 2.8] Si X es un continuo, A,B ∈ 2X y ϵ > 0, entonces
Hd (A,B) < ϵ si y solo si A ⊂ Nd (ϵ, B) y B ⊂ Nd (ϵ, A).

Ahora śı, el siguiente resultado, nos dice que para cualquier espacio métrico
X cuya métrica acotada es d, la función Hd, induce una métrica para 2X .

Teorema 2.5. [20, Teorema 2.2] Si X es un espacio métrico con métrica
acotada d, entonces la función Hd es una métrica para 2X .

La métrica Hd se le conoce como la métrica de Hausdorff inducida por
d o simplemente métrica de Hausdorff. De ahora en adelante, siempre que
consideraremos a 2X , lo haremos con esta métrica. También, al ser los demás
hiperespacios, F1 (X), C (X) y Cn (X) subconjuntos de 2X , se les considera
dotados con la restricción correspondiente de la métrica de Hausdorff Hd.

Si X es un continuo con métrica d, ϵ > 0 y A ∈ 2X , denotaremos la bola
abierta de 2X con centro en A y radio ϵ como:

BHd
(ϵ, A) = {B ∈ 2X : Hd (A,B) < ϵ}.

Definición 2.6. Sean X un continuo, n ∈ N y U1, U2, ..., Un ⊂ X. El vietóri-
co de U1, U2, ..., Un en 2X , está dado de la siguiente manera:

⟨U1, U2, ..., Un⟩ = {A ∈ 2X : A ⊂
n⋃
i=1

Ui y A ∩ Ui ̸= ∅, para cada

i ∈ {1, ..., n}}.

Teorema 2.7. [28, Teorema 0.13] Si X es un espacio métrico acotado, una
base de abiertos para la topoloǵıa inducida por la métrica de Hausdorff de 2X

viene dada por:
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{⟨U1, U2, ..., Un⟩ : Ui es un abierto de X, para cada i ∈ {1, 2, ..., n}, con
n ∈ N}.

Sean X un continuo y n, k ∈ N, el vietórico de U1, U2, ..., Uk en Cn (X), de-
notado por ⟨U1, U2, ..., Uk⟩Cn(X), es la intersección del vietórico ⟨U1, U2, ..., Uk⟩
y el hiperespacio Cn (X), es decir,

⟨U1, U2, ..., Uk⟩Cn(X) = ⟨U1, U2, ..., Uk⟩ ∩ Cn (X).

Lema 2.8. Si X es un continuo y f : X → F1 (X) está dada por f (x) = {x},
para cada x ∈ X, entonces f es un homeomorfismo.

Demostración. Sea B = {⟨U1, . . . , Un⟩ ∩ F1(X) : Ui es un abierto de X, para
cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, con n ∈ N}. Por el Teorema 2.7, B es una base de F1(X).

Sean x ∈ X y f(x) = {x} ∈ ⟨U1, . . . , Un⟩ ∩ F1(X). Consideremos V =
n⋂
i=1

Ui,

entonces V es un subconjunto abierto de X tal que x ∈ V . Dado y ∈ V ,

tenemos que y ∈
n⋂
i=1

Ui. Por lo que, f(y) = {y} ∈ ⟨U1, . . . , Un⟩ ∩ F1(X). Aśı,

f(V ) ⊂ ⟨U1, . . . , Un⟩ ∩ F1(X). Esto muestra que f es continua.
Ahora, sea U un subconjunto abierto de X. Veamos que f (U) = ⟨U⟩ ∩

F1(X). Sea x ∈ U , entonces f(x) = {x} ∈ ⟨U⟩ ∩ F1(X). Aśı, f(U) ⊂ ⟨U⟩ ∩
F1(X). Dado {y} ∈ ⟨U⟩ ∩ F1(X), tenemos que y ∈ U y por ende, f(y) =
{y} ∈ f(U). Luego, ⟨U⟩ ∩F1(X) ⊂ f(U). Por lo tanto, como f es una función
biyectiva, continua y abierta, se sigue que f es un homeomorfismo.

Lema 2.9. Sean X un continuo y B ∈ 2X . Si f : 2X → 2X está dada por
f (A) = A ∪B, para cada A ∈ 2X , entonces f es una función continua.

Demostración. Sean A ∈ 2X y U1, U2, . . . , Un una colección finita de subcon-
juntos abiertos de X tal que f(A) = A ∪ B ∈ ⟨U1, . . . , Un⟩. Sea J el conjunto
más grande de {1, 2, . . . , n} tal que para cada i ∈ J , A∩Ui ̸= ∅. Consideremos
U = {Ui : i ∈ J}. Como A∪B ∈ ⟨U1, . . . , Un⟩, tenemos que A ∈ ⟨U⟩. Observe-
mos que ⟨U⟩ es un abierto de 2X . Aśı, si f (⟨U⟩) ⊂ ⟨U1, . . . , Un⟩, f será continua.

Para esto, sea A ∈ ⟨U⟩, entonces A ⊂
⋃

U ⊂
n⋃
i=1

Ui y B ⊂
n⋃
i=1

Ui. Además,

A∩Ui ̸= ∅, para cada i ∈ J . Si existe j ∈ {1, 2, . . . , n} tal que j /∈ J , entonces
A ∩ Uj = ∅. Como (A ∪B) ∩ Ui ̸= ∅, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, entonces
B ∩ Uj ̸= ∅. De esto último, concluimos que f(A) = A ∪B ∈ ⟨U1, U2, . . . , Un⟩.
Por lo tanto, f es continua.

Lema 2.10. Si X y Y son continuos y γ : X → Y es una función continua,
entonces la función γ∗ : 2X → 2Y dada por γ∗ (A) = γ (A) es continua. Más
aún, γ (Cn(X)) ⊂ Cn(Y ).

Demostración. Notemos primero que γ∗ está bien definida, ya que si A ∈ 2X ,
A es un compacto, luego, como γ es continua, γ (A) = γ∗ (A) es un com-
pacto, aśı, γ∗ (A) ∈ 2Y . Ahora, para ver que γ es continua, observemos que
(γ∗)−1 (⟨U1, . . . , Uk⟩) = ⟨γ−1 (U1) , . . . , γ

−1 (Uk)⟩. Aśı, como γ continua, cada
γ−1 (Ui) es un abierto de X. De modo que por el Teorema 2.7, γ∗ es continua.
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Ahora probemos que γ (Cn(X)) ⊂ Cn(Y ). Sea A ∈ Cn(X) ⊂ 2X , entonces
γ(A) ∈ 2Y . Sean C1, . . . , Ck las componentes de A, con k ≤ n, como γ es con-
tinua, entonces γ (Ci) es un conjunto conexo de Y , para cada i ∈ {1, . . . , k}.

Además, ya que γ(A) =
k⋃
i=1

γ(Ci) y cada γ(Ci) está contenida en una y sola

una componente de γ(A), resulta que γ(A) tiene a los más n componentes.
Aśı, γ(A) ∈ Cn(Y ) y por ende, γ (Cn(X)) ⊂ Cn(Y ).

Proposición 2.11. Sean X, Y dos espacios métricos, x0 ∈ X y f : X →
Y una función. Entonces, f es continua en x0 si y solo si para cada suce-
sión {xn}∞n=1 de X que converge a x0, existe una subsucesión {f (xnk

)}∞k=1 de
{f (xn)}∞n=1 tal que ĺım f (xnk

) = f(x0).

Demostración. Sean d y d′ las metricas de X y Y , respectivamente. Supon-
gamos que f es continua en x0 y sea {xn}∞n=1 una sucesión de X que con-
verge a x0. Como f es continua en x0, para cada ϵ > 0, existe δ > 0 tal
que f (Bd (δ, x0)) ⊂ Bd′ (ϵ, f(x0)). Además, como {xn}∞n=1 converge x0, existe
N ∈ N tal que para cada n ≥ N , xn ∈ Bd (δ, x0). Entonces, para cada ϵ > 0,
existe N ∈ N tal que para cada n ≥ N , f(xn) ∈ Bd′ (ϵ, f(x0)). Por lo tanto,
ĺım f(xn) = f(x0).

Ahora supongamos que f no es continua en x0. Entonces, existe ϵ > 0 tal
que para todo δ > 0, f (Bd (δ, x0)) ̸⊂ Bd′ (ϵ, f(x0)). Aśı, para cada n ∈ N, existe
xn ∈ Bd

(
1
n
, x0
)

tal que f(xn) /∈ Bd′ (ϵ, f(x0)). Como {xn}∞n=1 es una sucesión
convergente a x0, por hipótesis, existe una sucesión {f (xnk

)}∞k=1 de {f (xn)}∞n=1

tal que ĺım f (xnk
) = f(x0), lo que es una contradicción, porque para cada

k ∈ N, xnk
es un elemento de Bd

(
1
n
, x0
)

tal que f (xnk
) /∈ Bd′ (ϵ, f(x0)). Por lo

tanto, f es continua en x0.

Proposición 2.12. Sean X un espacio métrico compacto, x ∈ X y {xn}∞n=1

una sucesión de X. Entonces, {xn}∞n=1 converge a x si y solo si cada subsuce-
sión de {xn}∞n=1 converge a x.

Demostración. Supongamos que {xn}∞n=1 converge a x en X. Entonces, para
cada ϵ > 0, existe N ∈ N tal que para cada n ≥ N , xn ∈ Bd (ϵ, x). Sea {xnk

}∞k=1

una subsucesión de {xn}∞n=1. Considerendo K ≥ N , tenemos que nk ≥ K ≥ N ,
aśı, xnk

∈ Bd (ϵ, x). Por lo tanto, {xnk
}∞k=1 converge a x.

Ahora supongamos que cada subsucesión de {xn}∞n=1 converge a x. Veamos
que {xn}∞n=1 converge a x. Supongamos que {xn}∞n=1 no converge a x. Entonces,
existe ϵ > 0 y un conjunto infinito A = {xn : n ∈ N} tal que xn /∈ Bd (ϵ, x),
para cada xn ∈ A. Como X es compacto y A es un conjunto infinito, existe
una subsucesión {xnk

}∞k=1 de elementos de A que converge a y. Además, X −
Bd (ϵ, x) es un conjunto cerrado, entonces y ∈ X − Bd (ϵ, x). Observemos que
y ̸= x. Aśı, {xnk

}∞k=1 es una subsucesión de {xn}∞n=1 que converge a un punto
distinto de x, contradicción. Por lo tanto, {xn}∞n=1 converge a x y termina la
prueba.

Teorema 2.13. Si X y Y son continuos y f : X → Y una función biyectiva
y continua, entonces f es un homeomorfismo.
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Demostración. Como f es biyectiva, entonces existe su inversa f−1. Para pro-
bar que f es un homeomorfismo, es suficiente mostrar que f−1 es continua. Sea
U un cerrado en X, como X es compacto, entonces U es compacto. Además,
como f es continua, entonces, f (U) es compacto y por lo tanto, cerrado en Y .
Aśı, f−1 es continua y por ende, f un homeomorfismo.

Denotamos por (2X)n el producto cartesiano de n veces el hiperespacio 2X .

Teorema 2.14. [4, Teorema 6.9] Si X es un continuo y n ∈ N, la función

ψ :
(
2X
)n → 2X que está definida por (A1, A2, ..., An)

ψ7→
n⋃
i=1

Ai es continua.

Teorema 2.15. Sean X un continuo y A = {A1, ..., An} una familia de sub-

continuos ajenos dos a dos de X. La función φ :
n∏
i=1

C (Ai) → ⟨A1, ..., An⟩Cn(X)

definida por (B1, B2, ..., Bn)
φ7→

n⋃
i=1

Bi es un homeomorfismo.

Demostración. Observemos primero que φ = ψ ↾C(A1)×C(A2)×···×C(An), entonces
por el Teorema 2.14, tenemos que φ es continua. Aśı, por el Teorema 2.13 es
suficiente mostrar que φ es biyectiva.

Sean B1, C1 ∈ C (A1), B2, C2 ∈ C (A2), ..., Bn, Cn ∈ C (An) tales que
n⋃
i=1

Bi =
n⋃
i=1

Ci. Notemos que Bi, Ci ⊂ Ai para cada i ∈ {1, ..., n}, por lo que,

Bi ∩ Cj ⊂ Bi ∩ Aj ⊂ Ai ∩ Aj = ∅, para cada i ̸= j, con j ∈ {1, ..., n}, donde
la igualdad es debido a que los elementos de A son disjuntos dos a dos. Sea

x ∈ Bi ⊂
n⋃
i=1

Ci, entonces, existe k ∈ {1, ..., n} tal que x ∈ Ck. Luego, por

lo escrito anteriormente, k = i, de donde x ∈ Ci. Como x es arbitrario en
Bi, entonces Bi ⊂ Ci. Análogamente, obtenemos que Ci ⊂ Bi. Por lo tanto,
Bi = Ci para cada i ∈ {1, ..., n}. Aśı, φ es inyectiva.

Para mostrar que φ es suprayectiva, sea G ∈ ⟨A1, A2, ..., An⟩Cn(X), entonces,

para cada i ∈ {1, ..., n}, se cumple que G ∩ Ai ̸= ∅, además que G ⊂
n⋃
i=1

Ai

y G tiene a lo más n componentes. Luego, observemos que como A es una
colección de conjuntos disjuntos dos a dos en X, se sigue que, G1 = G∩A1, ...,
Gn = G ∩An son las n componentes distintas de G. Por otro lado, como G es
cerrado en X pues G ∈ ⟨A1, ..., An⟩ y además, para cada i ∈ {1, ..., n}, Gi ⊂ Ai,
entonces Gi es cerrada en Ai, es decir, Gi ∈ C (Ai). Aśı, como G1, ..., Gn

son las n componentes distintas de G, entonces φ (G1, ..., Gn) =
n⋃
i=1

Gi = G.

Aśı, concluimos que φ es suprayectiva. Por lo tanto, como φ es una función
biyectiva, continua, con dominio compacto y codominio de Hausdorff, entonces
φ es un homeomorfismo.

El siguiente resultado será utilizado en el Teorema 4.22.

Teorema 2.16. [9, Teorema 9.4, página 83] Sean X un espacio topológico y
{Aα : α ∈ Λ} una cubierta de X tal que :



18 Propiedades de los continuos

(a) para cada α ∈ Λ, tenemos que Aα es un abierto de X o;

(b) para cada α ∈ Λ, tenemos que Aα es un cerrado de X, y tal cubierta
forma una familia de vecindades finita.

Para cada (α, β) ∈ Λ × Λ, sea fα : Aα → Y continua tal que fα ↾Aα∩Aβ
=

fβ ↾Aα∩Aβ
. Entonces existe una única función continua f : X → Y extensión

de fα, es decir, f ↾Aα= fα.

2.2. Dos modelos de Hiperespacios

Cambiando un poco de tema, en esta brev́ısima sección, constrúımos dos
modelos geométricos para C(X); uno cuando X es un arco y el otro cuando
X es una curva cerrada simple. Mostramos que C(X) es una 2-celda, véase la
Figura 2.1 y la Figura 2.3, y determinamos cuáles subcontinuos de X forman
la frontera como variedad de C(X).

Dado un continuo X, consideremos el siguiente hiperespacio de X:

C (s,X) = {A ∈ C (X) : s ∈ A}.

Proposición 2.17. Si X es un arco con E (X) = {p, q}, entonces C(X) es
una 2-celda y ∂C (X) = C (p,X) ∪ C (q,X) ∪ F1(X).

Demostración. Para demostrar esto, veamos primero el caso cuando X = [0, 1].
Observemos que los elementos de C ([0, 1]) son de dos formas: singletones, esto
es, de la forma {x} = [x, x], donde x ∈ [0, 1] o arcos de la forma [a, b], donde
0 ≤ a < b ≤ 1 y no hay más. Consideremos las métricas d en [0, 1] inducida
por el valor absoluto y d2 en T = {(a, b) ∈ R2 : 0 ≤ a ≤ b ≤ 1} inducida por la
métrica euclideana en R2. Notemos que T es el triángulo relleno en R2 acotado
por el eje Y , la diagonal y la recta que está formada por los puntos cuya segunda
coordenada es 1. Sea h : C ([0, 1]) → T que está dada por h ([a, b]) = (a, b).

Afirmación. h es un homeomorfismo.
En efecto, sean [a, b], [c, d] ∈ C ([0, 1]) tales que h ([a, b]) = h ([c, d]). Enton-

ces (a, b) = (c, d) si y solo si a = c y b = d. Aśı, [a, b] = [c, d]. Por lo tanto, h
es inyectiva.

Ahora, para cada (a, b) ∈ T , tenemos que [a, b] ∈ C [0, 1]) es tal que
h ([a, b]) = (a, b), lo que prueba que h es sobreyectiva.

Para ver que h es continua, sea {[ai, bi]}∞i=1 una sucesión de C ([0, 1]) que
converge a [a, b] en C ([0, 1]). Probemos que {(ai, bi)}∞i=1 converge a (a, b) en T .
Sea ϵ > 0, entonces existe N ∈ N tal que para cada i ≥ N , Hd ([ai, bi], [a, b]) <
ϵ√
2

. Por el Lema 2.4, [ai, bi] ⊂ Nd

(
ϵ√
2
, [a, b]

)
y [a, b] ⊂ Nd

(
ϵ√
2
, [ai, bi]

)
.

Como Nd

(
ϵ√
2
, [a, b]

)
= (a− ϵ√

2
, b+

ϵ√
2

) y Nd

(
ϵ√
2
, [ai, bi]

)
= (ai−

ϵ√
2
, bi+

ϵ√
2

), se sigue que [ai, bi] ⊂ (a− ϵ√
2
, b+

ϵ√
2

) y [a, b] ⊂ (ai−
ϵ√
2
, bi+

ϵ√
2

). Esto

implica que, | ai − a |< ϵ√
2

y | bi − b |< ϵ√
2

. Luego, (ai − a)2 + (bi − b)2 < ϵ2,
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esto es,
√

(ai − a)2 + (bi − b)2 < ϵ. Aśı, para cada ϵ > 0, existe N ∈ N tal que

para cada i ≥ N , d2 ((ai, bi), (a, b)) < ϵ. Por lo tanto, {(ai, bi)}∞i=1 converge a
(a, b) en T y h es continua. Con todo esto, como h es una función biyectiva,
continua, con dominio compacto y codominio de Hausdorff, tenemos que h
es un homeomorfismo. Como el triángulo T es una 2-celda, concluimos que
C ([0, 1]) es una 2-celda, véase la Figura 2.1.

Por otra parte, como ∂T = ({0} × [0, 1]) ∪ ([0, 1] × {1}) ∪ {(a, a) : a ∈
[0, 1]}, por la Proposición 1.26, h (∂C ([0, 1])) = ({0} × [0, 1])∪ ([0, 1] × {1})∪
{(a, a) : a ∈ [0, 1]}, es decir, ∂C ([0, 1]) = h−1 ({0} × [0, 1]) ∪ h−1 ([0, 1] × 1) ∪
h−1 ({(a, a) : a ∈ [0, 1]}) = C (0, [0, 1])∪C (1, [0, 1])∪F1 ([0, 1]). Aśı, ∂C ([0, 1]) =
C (0, [0, 1]) ∪ C (1, [0, 1]) ∪ F1 ([0, 1]).

Utilizando lo que hemos demostrado para C ([0, 1]), demostremos el ca-
so general para C (X) cuando X es un arco cuyos puntos extremos son p
y q. Como X es un arco, por [20, Teorema 1.9], C ([0, 1]) es homeomorfo a
C (X), aśı, C(X) es una 2-celda. Sean h : X → [0, 1] un homeomorfismo y
h∗ : C(X) → C ([0, 1]) que está dada por h∗ (A) = h (A). Por [20, Teorema 1.9],
h∗ es un homeomorfismo. Luego, como cualquier homeomorfismo entre arcos
debe mandar los puntos extremos de uno en los puntos del otro, tenemos que
{h(p), h(q)} = {0, 1}. Aśı, por definición de h∗, y la Proposición 1.26, tenemos
que ∂C(X) = (h∗)−1 (C (0, [0, 1])) ∪ (h∗)−1 (C (1, [0, 1])) ∪ (h∗)−1 (F1 ([0, 1])) =
C (p,X) ∪ C (q,X)) ∪ F1(X). Por lo tanto, ∂C(X) = C (p,X) ∪ C (q,X)) ∪
F1(X), concluyendo lo requerido.

Figura 2.1: Modelo geométrico de C ([0, 1]).

Ahora veamos cómo quedan representados algunos elementos particulares
de C ([0, 1]) en T , véase la Figura 2.2. Por ejemplo, h∗ ([0, 1]) = (0, 1), por
lo que el intervalo [0, 1] queda representado por el vértice (0, 1) de T . Asu
vez, como los conjuntos de la forma {p}, con p ∈ [0, 1], se pueden escribir
como {p} = [p, p], y h∗(p) = (p, p), si consideramos todos los conjuntos de esta
forma, obtenemos que dichos elementos están representados por la diagonal del
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triángulo T . Otro de los conjuntos que podemos considerar, son aquellos de
la forma [0, b] y [b, 1], donde b vaŕıa en el intervalo [0, 1], a estos subcontinuos
les corresponde los puntos de la forma (0, b) y (b, 1) en T , respectivamente.
De modo que si consideramos todos los conjuntos de esta forma, obtenemos
el lado del triángulo T que tiene en común con el eje Y y la recta que esta
formada por los puntos cuya segunda coordenada es igual a 1 en T .

[0, 1]
(0, 1)

p {p}

(b, 1)

[0, b] (0, b)

[b, 1]

(0, b)

Figura 2.2: Representación de los elementos de C ([0, 1]) sobre T .

Proposición 2.18. Si X es una curva cerrada simple, entonces C(X) es una
2-celda y ∂C(X) = F1(X).

Demostración. Consideremos primero el caso cuando X es la circunferencia
unitaria S1 en R2, centrada en el origen. Sea D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}
el disco unitario en R2. Observemos que los elementos de C (S1) son de tres
formas: singletones de la forma {(x, y)}, con (x, y) ∈ S1, subarcos A de S1 y
S1 mismo. Además, cada subarco A de S1 está completamente determinado
por su punto medio m(A) y su longitud l(A). Sea h : C (S1) → D que está
dada por

h(A) =


(

1 − l(A)
2π

)
m(A), si A ∈ C

(
S1
)
− {S1},

(0, 0), si A = S1.

Afirmación. h es un homeomorfismo.
En efecto, sean A,B ∈ C(S1) tales que A ̸= B. Si A o B es S1, es claro que

h(A) ̸= h(B). Aśı, supongamos que A,B ∈ C(S1) − {S1}. Entonces, tenemos
los siguientes casos:

(i) Si m(A) ̸= m(B) y l(A) = l(B), sean m(A) = (a1, a2) y m(B) = (b1, b2).
Entonces a1 ̸= b1 o a2 ̸= b2. Sin pérdida de generalidad, supongamos que

a1 ̸= b1 Luego,
(

1 − l(A)
2π

)
a1 ̸=

(
1 − l(B)

2π

)
b1, aśı, h(A) ̸= h(B).
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(ii) Si m(A) ̸= m(B) y l(A) ̸= l(B), como h(A) y h(B) están en la recta que
pasa por (0, 0) y los puntos m(A) y m(B), respectivamente, y además, estos
dos últimos puntos son distintos, entonces h(A) ̸= h(B).

(iii) Si m(A) = m(B) y l(A) ̸= l(B), entonces
(

1 − l(A)
2π

)
̸=
(

1 − l(B)
2π

)
, por

lo que,
(

1 − l(A)
2π

)
m(A) ̸=

(
1 − l(B)

2π

)
m(B), es decir, h(A) ̸= h(B). Aśı, h es

inyectiva.
Para demostrar que h es sobreyectiva, debemos de probar que, para ca-

da (x, y) ∈ D, existe A ∈ C(S1) tal que
(

1 − l(A)
2π

)
m(A) = (x, y). O sea,∣∣∣1 − l(A)

2π

∣∣∣ ∥m(A)∥ = ∥(x, y)∥, que es lo mismo que 1− l(A)
2π

= ∥(x, y)∥. De aqúı,

tenemos los siguientes casos:
(i) Si ∥(x, y)∥ = 0, entonces 1 − l(A)

2π
= 0, lo que solo ocurre si l(A) = 2π.

Considerando A = S1, se sigue que h(A) = (x, y).

(ii) Si ∥(x, y)∥ = 1, entonces 1− l(A)
2π

= 1 y (x, y) ∈ S1, por lo que, l(A) = 0.
Aśı, considerando A = {(x, y)} ∈ C (S1), tenemos que h(A) = (x, y).

(iii) Si 0 < ∥(x, y)∥ < 1, entonces 0 < 1 − l(A)
2π

< 1, esto es, 0 < l(A) < 2π.
De esto, A es un arco de S1. Considerando r el rayo con punto inicial (0, 0) tal
que (x, y) ∈ r, podemos elegir (z, w) ∈ r∩S1 de tal manera que 0 < l(A) < 2π
y m(A) = (z, w). Por lo tanto, h(A) = (x, y). Se sigue que h es sobreyectiva y
por ende, biyectiva.

Para ver que h es continua, sea {An}∞n=1 una sucesión de C (S1) − {S1}
que converge a A en C (S1) − {S1}. Observemos que si xn y yn son los puntos
extremos de An y x y y son los puntos extremos de A, entonces ĺım

n→∞
xn = x

y ĺım
n→∞

yn = y. Debido a esto, ĺım
n→∞

m(An) = m(A) y ĺım
n→∞

l(An) = l(A). Es

decir, l y m son funciones continuas en C(S1) − {S1}. Aśı, h es continua en
C(S1) − {S1}.

Falta ver que h es continua en S1. Sea {An}∞n=1 una sucesión de arcos de S1

que converge a A = S1. Por el comportamiento de la función h, tenemos que
entre más grande sea el arco An, su longitud tiende a 2π y aśı, h(An) tiende
al origen. Como la sucesión {An}∞n=1 tiende a S1, entonces ĺımh(An) = (0, 0).
Por lo tanto, h es una función biyectiva, continua, con dominio compacto y
codominio de Hausdorff, aśı, h es un homeomorfismo. Como D es una 2-celda,
concluimos que C (S1) es una 2-celda, véase la Figura 2.3. Además, observemos
que h (F1 (S1)) = ∂D. Por la Proposición 1.26, ∂C (S1) = F1 (S1).

Utilizando lo que hemos demostrado para C (S1), demostremos el caso gene-
ral cuando X es una curva cerrada simple. Sea X es una curva cerrada simple,
por [20, Teorema 1.9], C (X) es homeomorfo a C (S1), aśı, C(X) es una 2-celda.
Sean h : X → S1 un homeomorfismo y h∗ : C(X) → C (S1) que está dada por
h∗ (A) = h (A). Por [20, Teorema 1.9], h∗ es un homeomorfismo. Por definición
de h∗, tenemos que h∗ (F1(X)) = F1 (S1). Aśı, como F1(S

1) = ∂C(S1), por la
Proposición 1.26, ∂C(X) = F1(X), concluyendo lo requerido.

De manera similar que como hicimos con el hiperespacio C ([0, 1]), podemos
ver a qué lugar han ido a dar algunos subcontinuos particulares de S1 sobre D.
Por ejemplo, los subcontinuos de un solo punto de S1, quedan representados
por los puntos de la orilla de D, y los subarcos que tienen una longitud fija,
conforman una circunferencia con centro en el origen.
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Por otro lado, veamos cómo está representada la familia A = {A ∈ C(S1) : p ∈
A}, donde p ∈ S1. Por la homogeneidad de S1, podemos suponer que p = (0, 1).
Primero veamos qué le corresponde a la familia B1 que consta de todos los
subarcos que tienen como extremo izquierdo a p, esto es, si A es un arco de S1,
p es el punto extremo de A que está a la izquierda de A, cuando nos paramos
sobre este y miramos hacia el origen. Entonces, para cada A ∈ B1, m (A) está
en {(x, y) : y ≥ 0}. Cuando l(A) es muy pequeña y distinta de cero, A se pare-
ce mucho a {p}. Por otro lado, cuando l(A) se aproxima mucho a 2π, se sigue

que m(A) se acerca a (−1, 0), y 1 − l(A)
2π

decrece a cero, aśı, h(A) es un punto
muy cercano al origen. Similarmente, podemos considerar B2 como la familia
de todos los subarcos de S1 que tienen como extremo derecho a p. Como para
cada subarco A de S1 que contiene a p, existen dos subarcos de S1 con la
misma longitud de A, a saber, uno que contiene a p como extremo izquierdo
y otro que contiene a p como extremo derecho, por el párrafo anterior, dichos
subarcos quedan representados como puntos sobre una misma circunferencia.
Aśı, vemos que los subarcos A ∈ A que contienen a p como extremo, están
representados en B1 y B2. Por lo tanto, cada subarco A ∈ A, queda repre-
sentado como un punto entre B1 y B2. Concluimos que el conjunto A queda
representado como la región limitada por B1 y B2, véase la Figura 2.4.

Figura 2.3: Modelo geométrico de C (S1).

B1

B2

A {p}

Figura 2.4: Representación geométrica de la familia de conjuntos A, B1 y B2.
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2.3. Hiperespacios de crecimiento

Definición 2.19. Sean X un continuo y B un subconjunto cerrado de 2X ,
decimos que B es un hiperespacio de crecimiento siempre que, para cada
A ∈ B y B ∈ 2X tales que A ⊂ B y cada componente de B intersecta a A,
tenemos que B ∈ B.

Dado un continuo X y K un subconjunto cerrado y no vaćıo de X, sean:

CK
n (X) = {A ∈ Cn (X) : K ⊂ A};

Cn (X,K) = {A ∈ Cn (X) : A ∩K ̸= ∅}.

Lema 2.20. Los hiperespacios Cn (X), CK
n (X) y Cn (X,K) son hiperespacios

de crecimientos.

Demostración. SeanA ∈ Cn (X) yB ∈ 2X tales queA ⊂ B y cada componente
de B intersecta a A. Sean A1, A2, ..., Ak las componentes de A, con k ≤ n. Como
para cada i ∈ {1, 2, ..., k}, Ai es conexo, existe una componente Bi de B tal

que, Ai ⊂ Bi. Luego, A ⊂
k⋃
i=1

Bi. Como las componentes de B son ajenas por

pares y cada componente de B intersecta a A, se sigue que B1, ..., Bk son las
únicas componentes de B, aśı, B ∈ Cn (X).

Además, si A ∈ CK
n (X), se sigue que K ⊂ A ⊂ B, es decir, K ⊂ B, aśı,

B ∈ CK
n (X).

Por otro lado, si A ∈ Cn (X,K), como A ⊂ B, entonces B∩K ⊃ A∩K ̸= ∅,
esto implica que B ∈ Cn (X,K). Aśı, concluye la prueba.

Sean X un continuo con métrica d, ϵ > 0 y A ∈ 2X , la d-bola cerrada
generalizada en X de radio ϵ alrededor de A, es el conjunto

Cd (ϵ, A) = {x ∈ X : d (x,A) ≤ ϵ}.

Observación 2.21. Notemos que Cd (ϵ, A) es un conjunto cerrado no vaćıo
de X, para cada A ∈ 2X .

En efecto, como Cd (ϵ, A) ⊃ A ̸= ∅, se tiene que Cd (ϵ, A) ̸= ∅. Sea x ∈
X − Cd (ϵ, A), es decir, d (x,A) > ϵ. Por la propiedad arquimediana, existe
un n ∈ N tal que d (x,A) − ϵ > 2δ = 1

n
. Como para cada y ∈ Bd (δ, x),

d (x,A) ≤ d (x, a) ≤ d (x, y) + d (y, a) < δ + d (y, a), se tiene que ϵ + δ <
d (x,A) − δ < d (y, a), para cada a ∈ A. De aqúı, ϵ < ϵ + δ ≤ d (y, A). Por
lo tanto, y ∈ X − Cd (ϵ, A) y Bd (x, δ) ⊂ X − Cd (ϵ, A). Esto muestra que,
X −Cd (ϵ, A) es un abierto no vaćıo de X y por ende, Cd (ϵ, A) es un cerrado
no vaćıo de X.

Definición 2.22. Dado X un continuo con métrica d, se dice que su métrica
es convexa si, para cada p, q ∈ X, existe una isometŕıa γ : [0, d (p, q)] → X tal
que γ (0) = p y γ (d (p, q)) = q.

Proposición 2.23. [20, Proposición 10.5] Si X es un continuo con métrica
convexa d y ϵ > 0, entonces para cada A,B ∈ 2X ,

Hd (Cd (ϵ, A) , Cd (ϵ, B)) ≤ Hd (A,B).
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Si X es un continuo localmente conexo con métrica convexa d y ϵ > 0,
consideremos la función

Φϵ : 2X → 2X

A 7→ Cd (ϵ, A) ,
(2.1)

que nos será de ayuda más adelante. Notemos que por la Observación 2.21, Φϵ

está bien definida. Algunas de sus propiedades son las siguientes.

Lema 2.24. Si X es un continuo localmente conexo con métrica convexa d y
ϵ > 0, la función Φϵ es continua en 2X .

Demostración. Es una simple consecuencia de la definición de continuidad y
la Proposición 2.23.

Lema 2.25. Si X es un continuo localmente conexo con métrica convexa d y
ϵ > 0, entonces Hd

(
Id

2X
(A) ,Φϵ (A)

)
< ϵ, para cada A ∈ 2X .

Demostración. En efecto, sea δ > 0, observemos que A ⊂ Cd (ϵ, A) = Φϵ (A) ⊂
Nd (ϵ+ δ,Φϵ (A)). Además, dado x ∈ Φϵ (A) = Cd (ϵ, A), se tiene que d (x,A) ≤
ϵ. Observemos que existe a ∈ A tal que d (x, a) = d (x,A) ≤ ϵ < ϵ + δ, es
decir, x ∈ Nd (ϵ+ δ, A). Como x es arbitrario en Φϵ (A), se sigue que Φϵ (A) ⊂
Nd (ϵ+ δ, A). Por el Lema 2.4, Hd

(
Id

2X
(A) ,Φϵ (A)

)
< ϵ + δ. Como δ > 0 fue

elegida arbitrariamente, concluimos que Hd

(
Id

2X
(A) ,Φϵ (A)

)
< ϵ.

Lema 2.26. Si X es un continuo con métrica convexa d y B un hiperespacio
de crecimiento, entonces para cada ϵ > 0 y A ∈ B, Φϵ (A) ∈ B.

Demostración. Como cada A ∈ B y Cd (ϵ, A) ∈ 2X son tales que A ⊂ Cd (ϵ, A),
basta verificar que cada componente de Cd (ϵ, A) intersecta a A. Sea C una
componente de Cd (ϵ, A), entonces para cada x ∈ C, se tiene d (x,A) ≤
ϵ. Notemos que existe a ∈ A tal que d (x,A) = d (x, a) ≤ ϵ. Como x ∈
Cd (ϵ, {a}) ⊂ Cd (ϵ, A) y por [20, Proposición 10.6], Cd (ϵ, {a}) es conexo, se
tiene que Cd (ϵ, {a}) ⊂ C. Aśı, a ∈ C y A ∩ C ̸= ∅. Como C fue escogida
arbitrariamente, tenemos lo requerido

Como consecuencia del Lema 2.20 y el Lema 2.26 obtenemos lo siguiente.

Lema 2.27. Si X es un continuo localmente conexo con métrica convexa d y
n ∈ N, entonces para cada A ∈ Cn (X) y ϵ > 0, se tiene que Cd (ϵ, A) ∈ Cn (X).

Teorema 2.28. [20, Teorema 10.3] Cualquier continuo localmente conexo ad-
mite una métrica convexa.

2.4. Convergencia en hiperespacios

En esta sección presentamos resultados relativos a la convergencia de su-
cesiones de subconjuntos cerrados de un continuo y algunas relaciones con la
convergencia de sucesiones de elementos de ellos.
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Definición 2.29. Sean X un espacio topológico y una sucesión {An}∞n=1 de
subconjuntos de X. El ĺımite inferior y el ĺımite superior de {An}∞n=1

denotados como ĺım inf An y ĺım supAn, respectivamente, están dados de la
siguiente manera:

ĺım inf An = {x ∈ X : para cada conjunto abierto U de X tal que x ∈ U ,
U ∩ An ̸= ∅ para todo número natural n excepto un número finito};

ĺım supAn = {x ∈ X : para cada conjunto abierto U de X tal que x ∈ U ,
U ∩ An ̸= ∅ para una cantidad infinita de números naturales n}.

Cuando ĺım inf An = A = ĺım supAn, donde A ⊂ X, entonces el ĺımite de
{An}∞n=1 es A y se escribe como ĺımAn = A.

Ejemplo 2.30. Sea X = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 3 y 0 ≤ y ≤ 1}. Consideremos

An =


[1, 3] ×

{
1

n

}
, si n es impar,

[0, 2] ×
{

1

n

}
, si n es par.

Entonces, ĺım inf An = [1, 2]×{0} y ĺım supAn = [0, 3]×{0}. Véase la Figura
2.5.

······ ···

Figura 2.5: Convergencia en hiperespacios

Proposición 2.31. Si X es un espacio topológico y {An}∞n=1 es una sucesión
de subconjuntos de X, entonces:

(a) ĺım inf An ⊂ ĺım supAn;

(b) ĺım inf An y ĺım supAn son conjuntos cerrados de X.

Demostración. (a) Sean x ∈ ĺım inf An y U un conjunto abierto de X tal que
x ∈ U . Entonces, existe N ∈ N tal que U∩An ̸= ∅, para cada n ≥ N . Tomando
J = {n ∈ N : n ≥ N}, tenemos que x ∈ ĺım supAn.

(b) Notemos que es suficiente mostrar que clX (ĺım supAn) ⊂ ĺım supAn. Sea
x ∈ clX (ĺım supAn) y U un conjunto abierto de X tal que x ∈ U . Entonces,
U ∩ (ĺım supAn) ̸= ∅. Sea y ∈ U ∩ (ĺım supAn), luego, existe J ⊂ N infinito tal
que U ∩ An ̸= ∅, para todo n ∈ J . Aśı, x ∈ ĺım supAn.

Ahora probemos que clX (ĺım inf An) ⊂ ĺım inf An. Sean x ∈ clX (ĺım inf An)
y U un conjunto abierto de X tal que x ∈ U . Entonces, U ∩ (ĺım inf An) ̸= ∅.
Sea y ∈ U ∩ (ĺım inf An), luego, existe N ∈ N tal que U ∩ An ̸= ∅, para todo
n ≥ N . Aśı, x ∈ ĺım inf An. Esto termina la prueba.
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Proposición 2.32. Si X es un espacio topológico y {An}∞n=1 y {Bn}∞n=1 son
sucesiones de subconjuntos de X, tales que ĺımAn = A y ĺımBn = B, entonces:

(a) ĺım (An ∪Bn) = A ∪B;

(b) si existe un subconjunto infinito J de N tal que An ⊂ Bn, para todo
n ∈ J , entonces A ⊂ B.

Demostración. (a) Por la Proposición 2.31 (a), probemos que ĺım sup (An ∪Bn)
⊂ A ∪ B ⊂ ĺım inf (An ∪Bn). Mostremos primeros que ĺım sup (An ∪Bn) ⊂
A ∪ B. Sea x ∈ X − (A ∪B), entonces x /∈ ĺım supAn y x /∈ ĺım supBn. Por
lo que, existen U1 y U2 subconjuntos abiertos de X tales que x ∈ U1 ∩ U2 y
N1, N2 ∈ N tales que U1 ∩An = ∅, para cada n ≥ N y U2 ∩Bn = ∅, para cada
n ≥ N2. Sea N = máx{N1, N2}, entonces (U1 ∩ U2) ∩ (An ∪Bn) = ∅, para
cada n ≥ N . Aśı, x /∈ ĺım sup (An ∪Bn).

Ahora, sea x ∈ A ∪ B y U un conjunto abierto de X tal que x ∈ U .
Sin pérdida de generalidad, supongamos que x ∈ A. Luego, x ∈ ĺım inf An,
por lo que, existe N ∈ N tal que U ∩ An ̸= ∅, para cada n ≥ N . Luego,
U ∩ (An ∪Bn) ̸= ∅, para cada n ≥ N . Por lo tanto, x ∈ ĺım inf (An ∪Bn).

(b) Demostremos que si x ∈ ĺım inf An, entonces x ∈ ĺım supBn. Sean x ∈
ĺım inf An y U un conjunto abierto de X tal que x ∈ U . Entonces, existe N ∈ N
tal que U ∩ An ̸= ∅, para cada n ≥ N . Tomemos J

′
= J ∩ {n ∈ N : n ≥ N},

notemos que U ∩An ̸= ∅, para cada n ∈ J
′
. Como An ⊂ Bn, para cada n ∈ J ,

entonces, U ∩ Bn ̸= ∅, para cada n ∈ J
′
. Aśı, ya que J

′
es infinito, tenemos

que x ∈ ĺım supBn. Por lo tanto, A ⊂ B

El siguiente lema nos da una equivalencia del ĺımite inferior y del ĺımite
superior de una sucesión de subconjuntos cerrados de un continuo X.

Lema 2.33. [4, Lema 6.6] Sea X un continuo. Si {An} es una sucesión de
subconjuntos de X, entonces se cumple lo siguiente:

ĺım inf An = {x ∈ X : existe una sucesión {xn}∞n=1 de X que converge a x tal
que xn ∈ An para cada n ∈ N };

ĺım supAn = {x ∈ X : existe una sucesión {xn}∞n=1 de X, con xn ∈ An, para
cada n ∈ N, tal que alguna subsucesión de {xn}∞n=1 converge a x }.

Proposición 2.34. Sean X un continuo, A ⊂ X y {An}∞n=1 una sucesión de
2X que converge a A en 2X . Entonces, p0 ∈ A si y solo si existe {pn}∞n=1 de X
tal que pn ∈ An, para cada n ∈ N, y ĺım pn = p0.

Demostración. Sea p0 ∈ X. Consideremos la función distancia f : X → [0,∞)
que está dada por f(x) = d(p0, x). Observemos que f es continua. Más aún,
dado n ∈ N, como An es compacto y f es continua, existe pn ∈ An tal que,
f(pn) ≤ f(p), para todo p ∈ An. Aśı, {pn}∞n=1 es una sucesión de X tal que
para cada n ∈ N, pn ∈ An. Veamos que ĺım pn = p0. Como ĺımAn = A, por [29,
Teorema 4.11], {An}∞n=1 converge A con respecto a la métrica de Hausdorff.
Aśı, dado ϵ > 0, existe N ∈ N tal que para cada n ≥ N , Hd (A.An) < ϵ.
Por el Lema 2.4, para cada n ≥ N , A ⊂ Nd (An, ϵ). Como p0 ∈ A, existe
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p ∈ An tal que d(p0, p) < ϵ, es decir, f(p) = d(p0, p) < ϵ. Esto implica que,
f(pn) ≤ f(p) < ϵ, por lo que d(p0, pn) < ϵ, para cada n ≥ N . Por lo tanto,
ĺım pn = p0.

Ahora supongamos que p0 ∈ X y existe {pn}∞n=1 una sucesión de X tal que
pn ∈ An, para cada n ∈ N, y ĺım pn = p0. Veamos que p0 ∈ A. Supongamos
que p0 /∈ A. Entonces, d(p0, A) > 0, ya que A es compacto. Como ĺım pn = p0,

existe N ∈ N tal que para cada n ≥ N , d(p0, pn) < d(p0,A)
2

. Por otra parte,
como ĺımAn = A, existe M ∈ N, tal que para cada n ≥ M , Hd (A,An) < ϵ.

Sea n ≥ máx{N,M}, por el Lema 2.4, An ⊂ Nd

(
A, d(p0,A)

2

)
. Como pn ∈ An,

existe p ∈ A tal que d(pn, p) <
d(a0,A)

2
. Esto implica que, d(p0, p) ≤ d(p0, pn) +

d(pn, p) < d (a0, A), es decir, d(p0, p) < d (p0, A), lo que es una contradicción.
Por lo tanto, p0 ∈ A.

Proposición 2.35. Sea X un continuo. Supongamos que existe una sucesión
{An}∞n=1 de 2X y p ∈ X tales que ĺımAn = {p}. Si {pn}∞n=1 es una sucesión de
X tal que para cada n ∈ N, se cumple que pn ∈ An, entonces ĺım pn = p.

Demostración. Sea d una métrica para X. Por [29, Teorema 4.11], {An}∞n=1

converge a {p} con respecto a la métrica de Hausdorff Hd. Sea ϵ > 0, entonces
existe N ∈ N tal que para cada n ≥ N , Hd (An, {p}) < ϵ. Por el Lema 2.4,
An ⊂ Nd (ϵ, {p}), para cada n ≥ N . Como para cada n ∈ N, pn ∈ An, existe
q ∈ {p} tal que d (pn, q) < ϵ, es decir, d (pn, p) < ϵ. Por lo tanto, ĺım pn = p.

2.5. Retractos absolutos, Z-conjuntos y Teo-

rema de Toruńczyk.

Esta sección tiene como objetivo establecer los conceptos de retráctos ab-
solutos y Z-conjuntos para poder enunciar el Teorema de Toruńczyk. Dicho
teorema se debe a E. Toruńczyk, que a mediados de la década de 1970 se de-
dicó a caracterizar el cubo de Hilbert. También, es menester aclarar que por
compactum entenderemos un espacio métrico no vaćıo y compacto.

Definición 2.36. Sean X y Y dos espacios topológicos, A ⊂ Y y f : A → X
una función continua. Una función F : Y → X es una extensión continua
de f a Y si F es continua y F ↾A= f . Un espacio normal X es un extensor
absoluto (AE) si, para cada espacio normal Y , cada subconjunto cerrado A
de Y y cada función continua f : A→ X, se cumple que f tiene una extensión
continua a Y .

Definición 2.37. Un subconjunto cerrado A de un espacio topológico Y es un
retracto de Y si, la función identidad IdA en A tiene una extensión continua
a Y . Un espacio normal X es un retracto absoluto (AR) si, para cada
espacio normal Y y cada subconjunto cerrado B de Y homeomorfo a X, se
satisface que B es un retracto de Y .

Teorema 2.38. (Borsuk) [20, Teorema 9.1] Un compactum K, es un AR si y
solo si K es un AE.
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Corolario 2.39. [20, Corolario 9.2] Sea K un compactum encajado en Q. Si
K es un retracto de Q, entonces K es un AR.

Definición 2.40. Sean X y Y dos espacios métricos, Y con métrica acotada
d, y f, g : X → Y funciones continuas, denotamos por

d∞ (f, g) = sup{d (f (x) , g (x)) : x ∈ X}.
Si {fn}n∈N es una sucesión de funciones continuas de X en Y , decimos que
f : X → Y es el ĺımite uniforme de {fn}n∈N si ĺım

n→∞
d∞ (fn, f) = 0.

Definición 2.41. Dado un compactum X con métrica d, un subconjunto ce-
rrado A de X es llamado un Z-conjunto en X si, para cada ϵ > 0, existe una
función continua fϵ de X en X −A tal que d (fϵ (x) , x) < ϵ, para todo x ∈ X.
Una función continua f entre dos compactums X1 y X2 es una Z-función si
f (X1) es un Z-conjunto en X2.

Las siguientes dos propiedades de los Z-conjuntos son utilizadas en la de-
mostración del Teorema 3.43.

Lema 2.42. Si X es un compactum, entonces las siguientes afirmaciones se
cumplen:

(a) si A es un subconjunto cerrado de B, con B un Z-conjunto en X, en-
tonces A es un Z-conjunto en X;

(b) la unión finita de Z-conjuntos en X, es un Z-conjunto en X.

Demostración. (a) Como B es un Z-conjunto en X, entonces B es un sub-
conjunto cerrado de X. Luego, A también es un subconjunto cerrado de X.
Además, para cada ϵ > 0, fϵ : X → X − B es una función continua tal que
d (fϵ (x) , x) < ϵ, para todo x ∈ X. Como X − B ⊂ X − A, si consideramos
fϵ : X → X − A, fϵ es una función continua. Aśı, A es un Z-conjunto en X.

(b) Por inducción es suficiente que demostremos la afirmación para dos
Z-conjuntos en X. Sean A y B dos Z-conjuntos en X. Como A y B son
subconjuntos cerrados de X, entonces A ∪ B es un subconjunto cerrado de
X. Sea ϵ > 0, entonces existe una función continua f : X → X − A tal que,
d (f(x), x) < ϵ

2
, para todo x ∈ X. Como d (f (X) , A) ≤ d (f (a) , a), para

cada a ∈ A, se sigue que d (f (X) , A) < ϵ
2
. Ya que f (X) es compacto y

f (X) ∩ A ⊂ (X − A) ∩ A = ∅, se tiene que d (f (X) , A) > 0. Aśı, como B
es un Z-conjunto en X, existe una función continua g : X → X − B, tal que
d (g (x) , x) < d(f(X),A)

2
< d (f (X) , A), para cada x ∈ X. En particular, como

f (x) ∈ X, d (g (f(x)) , f(x)) < d (f (X) , A), de aqúı que g (f(x)) /∈ A. Por lo
tanto, g (f (X)) ⊂ X − A. De esto úlimo y como g (X) ⊂ X − B, podemos
considerar la función continua h = g ◦f : X → X− (A ∪B) tal que, para todo
x ∈ X, d (h(x), x) ≤ d (h(x), f(x))+d (f(x), x) < ϵ. Aśı, concluimos que A∪B
es un Z-conjunto en X.

Ahora enunciamos el Teorema de Toruńczyk.

Teorema 2.43. (Toruńczyk) [20, Teorema 9.3] Sea X un AR. Si la función
identidad sobre X es un ĺımite uniforme de Z-funciones, entonces X es un
cubo de Hilbert.



Caṕıtulo 3

Clases de continuos

3.1. Gráficas finitas

Un concepto que está estrechamente relacionado con la definición de arco,
es la definición de gráfica finita. En esta sección presentamos su definición, aśı
como algunas de sus principales caracterizaciones que nos serán de utilidad.
Se remite al lector a [4], [8], [12], [23], [24], [28], [29] y [31] para la consulta de
bibliograf́ıa de este caṕıtulo.

Las demostraciones de los siguientes tres lemas pueden ser consultados en
[4, Lema 2.2, Lema 2.4, Lema 2.3].

Lema 3.1. Sean X un espacio topológico, x ∈ X y F un subconjunto cerrado
no vaćıo de X. Si x /∈ F y α es un arco que va de x a un punto en F , entonces
existe un subarco β de α tal que F ∩ β = {y}, donde x, y son los puntos
extremos de β.

Lema 3.2. Si X es un espacio topológico arco conexo y F1 y F2 son subcon-
juntos cerrados, no vaćıos y ajenos de X, entonces existe un arco α de X tal
que F1 ∩ α = {x} y F2 ∩ α = {y}, donde x y y son los puntos extremos de α.

Lema 3.3. Sean X un espacio topológico y x ∈ X. Si α es un arco de X con
un punto extremo x y U es una vecindad de x, entonces existe un subarco β
de α tal que β ⊂ intX (U) ⊂ U y x es un punto extremo de β.

Definición 3.4. Sea X un continuo. Un arco libre de X es un arco α con
puntos extremos a y b tal que α− {a, b} es un abierto de X.

Lema 3.5. Sean X un continuo y J un arco libre de X, con pJ y qJ sus puntos
extremos. Entonces, para cada subarco K de J , cuyos puntos extremos son pK
y qK, K −E(K) es un subconjunto abierto de X, es decir, K es un arco libre
de X.

Demostración. Primero notemos que K también es un subarco de X y K −
E(K) ⊂ J −E(J). Sea x ∈ K −E(K), entonces x ∈ J −E(J). Como J es un
arco libre de X, J − E(J) es un subconjunto abierto de X. Aśı, existe ϵ1 > 0
tal que Bd (ϵ1, x) ⊂ J − E(J). Sea ϵ2 = mı́n{ϵ1, d (x, pK) , d (x, qK)}. De esta
forma, Bd (ϵ2, x) ⊂ K −E(K), es decir, K −E(K) es un subconjunto abierto
de X.

29
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Lema 3.6. Sean X un continuo, Y un subcontinuo de X y J un arco libre de
X. Si J ⊂ Y ⊂ X, entonces J es un arco libre de Y .

Demostración. Como J−E (J), es un subconjunto abierto de X y J−E (J) ⊂
Y ⊂ X, entonces J − E (J) es un subconjunto abierto de Y , es decir, J es un
arco libre de Y .

Definición 3.7. Una gráfica finita es un continuo que se puede escribir
como la unión de un número finito de arcos tales que dos a dos son ajenos o
se intersectan solamente en uno o ambos puntos extremos.

Figura 3.1: Una gráfica finita

Teorema 3.8. Toda gráfica finita es la unión de sus arcos libres.

Demostración. Sea G una gráfica finita. Entonces, G =
n⋃
i=1

αi, donde cada αi

es un arco con puntos extremos ai y bi, y tal que, si i ̸= j, αi ∩ αj = ∅ o se
intersectan solamente en uno o ambos puntos extremos. Además, para cada
i ∈ {1, 2, ..., n}, como ai, bi ∈ G y G es un espacio métrico, entonces {ai, bi} es
un cerrado de G. Luego, G − {ai, bi} es un abierto de G. Pero también, cada

αj es compacto, entonces cada αj es cerrado en G. De modo que,
⋃
j ̸=i

j∈{1,...,n}

αj es un

cerrado de G. Aśı, (G− {ai, bi})∩
⋂
j ̸=i

j∈{1,...,n}

(G− αj) = αi−{ai, bi}, es un abierto de

G, es decir, αi es un arco libre de G. Por lo tanto, G es la unión de sus arcos
libres.

Teorema 3.9. [29, Proposición 9.2] Si X y Y son gráficas finitas, tales que
su intersección es no vaćıa y finita, entonces X ∪ Y es una gráfica finita.

Teorema 3.10. [29, Corolario 9.10.1] Todo subcontinuo de una gráfica finita
es una gráfica finita.

Ahora mostramos, una caracterización para la clase de las gráficas finitas.
En particular, esta nos dice que el conjunto de los puntos de ramificación de
cualquier gráfica finita es finito.

Teorema 3.11. [29, Corolario 9.10] Un continuo X es una gráfica finita si y
solo si se cumplen las siguientes dos condiciones:
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(a) ord (x,X) < ℵ0, para cada x ∈ X;

(b) ord (x,X) ≤ 2 para todos, excepto un número finito de puntos x ∈ X.

Teorema 3.12. [29, Ejercicio 9.41] Sean X un continuo y n ∈ N − {1, 2}.
El continuo X es una gráfica finita si y solo si cada punto de X tiene una
vecindad cerrada que es un n-odo simple o un arco.

Terminamos este apartado con el siguiente resultado que nos será de ayuda
en la prueba del Teorema 3.22.

Teorema 3.13. [4, Lema 4.3] Si X es un continuo arco conexo y G1, ..., Gk

es una colección de gráficas finitas de X ajenas por pares, entonces existen
un número finito de arcos α1, α2, ..., αk−1 en X, con k − 1 ∈ N tales que
G =

⋃
{Gi : 1 ≤ i ≤ k} ∪

⋃
{αi : 1 ≤ i ≤ k − 1} es una gráfica finita de

X. En particular,
k⋃
i=1

Gi ⊂ G.

3.2. Continuos casi enrejados y enrejados

En esta sección introducimos los conceptos de continuo casi enrejado y en-
rejado. Presentamos algunos resultados que los caracterizan, entre los que se
encuentran; una caracterización para los casi enrejados, ver Lema 3.17, y una
caracterización para los continuos enrejados X en términos de la densidad de
la clase de los elementos de Cn (X), cuya dimensión es finita, ver Teorema 3.30.
Además, conoceremos algunas clases de continuos que están contenidos en la
clase de los continuos enrejados, ver Teorema 3.41.

Dado un continuo X, sean:

G (X) = {x ∈ X : existe M ⊂ X tal que

M es una gráfica finita y x ∈ intX (M)};

P (X) = X − G (X) ;

FA (X) =
⋃

{intX (J) : J es un arco libre de X}.

Observación 3.14. Si X es un continuo, el conjunto G (X) es un subconjunto
abierto de X. Aśı, P (X) es un subconjunto cerrado de X.

Definición 3.15. Decimos que un continuo X es casi enrejado si y solo si
el conjunto G (X) es denso en X. Un continuo casi enrejado X es enrejado
si X tiene una base de vecindades B tal que para cada elemento U ∈ B se
cumple que U − P (X) es conexo.

Existen continuos que son casi enrejados y enrejados, por ejemplo, cualquier
gráfica finita. Sin embargo, esto no siempre es cierto.

Ejemplo 3.16. Sea X = ([−1, 1] × {0})∪
(⋃ (

{ 1
n
} ×

[
0, 1

n

]))
. Entonces, P(X) =

{(0, 0)}, X es casi enrejado, pero no es enrejado, pues para cada conjunto
abierto U de X tal que (0, 0) ∈ U , tenemos que U − P(X) es disconexo. Aśı,
X es un continuo casi enrejado y no enrejado, véase la Figura 3.2.
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· · ·

G (X)

•
P (X)

Figura 3.2: Un continuo casi enrejado que no es enrejado

Lema 3.17. Si X es un continuo, entonces clX (G (X)) = clX (FA (X)). Por
lo tanto, X es casi enrejado si y solo si FA (X) es denso en X.

Demostración. Probemos que clX (G (X)) ⊂ clX (FA (X)). Sea x ∈ clX (G (X)),
entonces existe una sucesión {xn}∞n=1 de elementos de G (X), que converge a
x en X. Sea n ∈ N fijo, como xn ∈ G (X), entonces existe una gráfica finita

M ⊂ X tal que xn ∈ intX (M) ⊂M . Por el Teorema 3.8, M =
n⋃
i=1

αi con cada

αi un arco libre de M y tal que, si i ̸= j, αi y αj son ajenos o se intersectan
en uno o ambos de sus puntos extremos. Por lo que, existe αk, para algún
k ∈ {1, 2, ..., n} tal que xn ∈ αk. Sea r = 1

n
, como V = Bd (r, xn)∩ intX (M) es

un conjunto abierto no vaćıo de X que contiene a xn, por el Lema 3.3, existe
un subarco β de αk tal que, xn ∈ β ⊂ V y xn es un punto extremo de β. Como
αk es un arco libre de M y β es un subarco de αk, por el Lema 3.5, β es un
arco libre de M . Aśı, β−E (β) es un abierto de M . Además, β−E (β) ⊂ β ⊂
intX (M)∩Bd (r, xn) ⊂ intX (M), entonces β−E (β) ⊂ intX (M) ⊂M . Luego,
β − E (β) es abierto en X y por tanto, β es un arco libre de X. Ahora, para
cada n ∈ N, sea yn ∈ β − E (β) ⊂ intX (β) ⊂ FA (X), es decir, yn ∈ FA (X).
Como yn ∈ β − E (β) ⊂ β ⊂ intX (M) ∩ Bd (r, xn), entonces yn ∈ B (r, xn).
Luego, d (xn, yn) < 1

n
, para cada n ∈ N. Por lo tanto, {yn}∞n=1 converge a x en

X. De este modo, como {yn}∞n=1 es una sucesión de elementos de FA (X) que
converge a x, entonces x ∈ clX (FA (X)).

Mostremos ahora que clX (FA (X)) ⊂ clX (G (X)).
Sea x ∈ clX (FA (X)), dado r > 0, Bd (r, x) ∩ FA (X) ̸= ∅. Sea y ∈

Bd (r, x)∩FA (X), entonces y ∈ FA (X), por lo que existe intX (J) ⊂ FA (X),
con J un arco libre de X tal que y ∈ intX (J). Como J es una gráfica finita
de X, entonces y ∈ G (X). Por lo tanto, y ∈ clX (G (X)). Aśı, clX (FA (X)) =
clX (G (X)). Además, por definición de casi enrejado y por esta última igualdad
tenemos que, X es casi enrejado si y solo si clX (FA (X)) = clX (G (X)) = X,
es decir, X es casi enrejado si y solo si FA (X) es denso en X.

Lema 3.18. Si X es un continuo casi enrejado y U es un subconjunto de X,
entonces intX (U) ⊂ clX (U − P (X)).

Demostración. Cuando intX (U) = ∅, el resultado es inmediato. Sean x ∈ X
y V un subconjunto abierto no vaćıo de X tal que x ∈ intX(U) y x ∈
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V . Entonces, V ∩ intX (U) es un subconjunto abierto no vaćıo de X. Co-
mo X es un continuo casi enrejado y intX (P (X)) = X − clX (G (X)), se
sigue que, intX (P (X)) = ∅. Por lo que, V ∩ intX (U) ̸⊂ P (X), aśı, V ∩
(intX (U) − P (X)) = (V ∩ intX (U))−P (X) ̸= ∅. Como U−P (X) ⊃ intX (U)−
P (X), se tiene que, V ∩ (U − P (X)) ⊃ V ∩ (intX (U) − P (X)) ̸= ∅, es
decir, x ∈ clX (U − P (X)). Por lo tanto, como x es arbitrario, intX (U) ⊂
clX (U − P (X)).

El siguiente resultado nos da una condición necesaria para que un continuo
sea enrejado.

Lema 3.19. Si X es un continuo enrejado, entonces X es un continuo local-
mente conexo.

Demostración. Como X es un continuo enrejado, X tiene una base de vecin-
dades B tal que, para cada elemento U ∈ B, U −P (X) es conexo. Sea x ∈ X
y V un subconjunto abierto de X, tal que x ∈ V . Elijamos ahora, W un sub-
conjunto abierto de X tal que, x ∈ W ⊂ clX (W ) ⊂ V . Sea U ∈ B tal que
x ∈ intX (U) ⊂ U ⊂ W . Por el Lema 3.18, intX (U) ⊂ clX (U − P (X)) ⊂
clX (U) ⊂ clX (W ) ⊂ V . Esto nos dice que, x ∈ intX (clX (U − P (X))) ⊂
clX (U − P (X)) ⊂ V . Además, U−P (X) es conexo, entonces clX (U − P (X))
también es conexo. Por lo tanto, como x es arbitrario en X, se sigue que X es
conexo en pequeño. Por el Teorema 1.24, X es localmente conexo.

Ejemplo 3.20. Sean n ∈ N, An = {(x, 2−n+1) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1} y A0 =
{(x, 0) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1}. Para cada n ∈ N ∪ {0} y cada 0 ≤ m ≤ 2n+1, sea
Bn,m = {(m2−n−1, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ 2−n}. Consideremos

X =
∞⋃
n=0

An ∪

[
∞⋃
n=0

(
2n+1⋃
m=0

Bn,m

)]
,

entonces X es un continuo enrejado, P(X) = A0 y por el Teorema 3.19, X es
localmente conexo, véase la Figura 3.3.

P (X)

G (X)

Figura 3.3: Un continuo enrejado
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En general, el rećıproco del Lema 3.19, no es cierto. Para ver esto, sean

n ∈ N y An = {(x, y) ∈ R2 :
(
x− 1

2n

)2
+ y2 =

(
1
2n

)2}. Consideremos X =
∞⋃
n=0

An, con la topoloǵıa usual de R2. Entonces X es un continuo llamado Arete

Hawaiano Armónico. En este ejemplo, X es un continuo localmente conexo y
casi enrejado. Sin embargo, X no es enrejado, ya que U −P(X) es disconexo,
para cualquier conjunto abierto U de X que contenga P(X), véase la Figura
3.4.

P(X) G(X)

Figura 3.4: Un continuo localmente conexo y casi enrejado, que no es enrejado.

Lema 3.21. Si X es un continuo, entonces X es enrejado si y solo si X es
casi enrejado y X tiene una base D de subconjuntos abiertos conexos de X tal
que, para cada elemento U ∈ D, U − P (X) es conexo.

Demostración. La suficiencia es inmediata por la definición de continuo enre-
jado, y ya que todo elemento de U ∈ D, en particular, es un conjunto abierto,
y por lo tanto una vecindad de cada uno de sus puntos.

Para la necesidad, supongamos que X es enrejado. Sea B una base de ve-
cindades de X tal que, para cada elemento U ∈ B, U −P (X) es conexo. Sean
p ∈ X y W un subconjunto abierto no vaćıo de X tal que p ∈ W .

Sea U ∈ B tal que p ∈ intX (U) ⊂ U ⊂ W . Por el Lema 3.19, como X
es localmente conexo, existe un subconjunto abierto y conexo Z de X tal que
p ∈ Z ⊂ intX (U). Ya que G (X) es abierto en X, entonces P (X) es cerrado
en X. Luego, se tiene que W −P (X) es un subconjunto abierto de X. Como
U − P (X) ⊂ W − P (X), para cada x ∈ U − P (X), existe un subconjunto
abierto y conexo Vx de X tal que, x ∈ Vx ⊂ W − P (X).

Consideramos ahora, V = Z∪(
⋃
{Vx : x ∈ U − P (X)}). Notemos que V es

un subconjunto abierto de X ya que es la unión de dos conjuntos abiertos de X.
Sea S =

⋃
{Vx : x ∈ U − P (X)}, entonces U − P (X) ⊂ S ⊂ W − P (X) ⊂

W . En particular, S ⊂ W . Como Z ⊂ W , se tiene que, p ∈ Z ⊂ V ⊂
W , es decir, p ∈ V ⊂ W . Además, como V − P (X) = (Z ∪ S) − P (X) =
(Z − P (X)) ∪ (S − P (X)) = (Z − P (X)) ∪ S, se sigue que S ⊂ V − P (X).
Como Z −P (X) ⊂ U −P (X) , entonces V −P (X) ⊂ (U − P (X)) ∪ S ⊂ S
ya que U − P (X) ⊂ S. Aśı, se obtiene que S = V − P (X).

Por otro lado, como V − P (X) = V ∩ G (X), se sigue que V − P (X)
es un abierto de X. Más aún, como {Vx : x ∈ U − P (X)} es una familia de
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subconjuntos conexos de X y U − P (X) es un subconjunto conexo de X
tal que U − P (X) ⊂ S y cada Vx ∈ {Vx : x ∈ U − P (X)} cumple que, Vx ∩
(U − P (X)) ̸= ∅, entonces por [21, Teorema 2], S es conexo, es decir, V−P (X)
es conexo. Por último, como V − P (X) ⊂ V , por el Lema 3.18, se sigue que
V − P (X) ⊂ V ⊂ clX (V − P (X)). Por lo tanto, V es conexo y también
abierto de X. Esto completa la prueba del lema.

Teorema 3.22. Sean X un continuo localmente conexo, n ∈ N y A ∈ Cn (X).
Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) dim (A,Cn (X)) es finita;

(b) existe una gráfica finita D contenida en X, tal que A ⊂ intX (D);

(c) A ∩ P (X) = ∅.

Demostración. (a)⇒(b) Sea k el número de componentes de A, entonces, k ≤
n. Supongamos que k = 1 , es decir, A ∈ C (X). Como C (X) ⊂ Cn (X), por
el Teorema 1.3 (b), se tiene que dim (A,C (X)) ≤ dim (A,Cn (X)) y por lo
tanto, dimA (C (X)) es finita. Luego, por [19, Lema 2.2, Afirmación 1], existe
una gráfica finita D contenida en X tal que A ⊂ intX (D).

Supongamos ahora que k > 1. Sean A1, ..., Ak las componentes de A. No-
temos que A1, ..., Ak son subcontinuos de X ajenos por pares. Aśı, por el Co-
rolario 1.17, existen subcontinuos Z1, ..., Zk de X ajenos por pares, tales que
Ai ⊂ intX (Zi), para cada i ∈ {1, ..., k}.

Dado i ∈ {1, ..., k}, notemos que Ai ∈ ⟨intX (Zi)⟩C(X) ⊂ C (Zi). Luego, se
tiene que C (Zi) es una vecindad de Ai en C (X), o sea, Ai ∈ intC(X) (C (Zi)).
Aśı, por el Teorema 1.3 (c), dim (Ai, C (X)) = dim (Ai, C (Zi)). Luego, por el

Teorema 1.5, tenemos que dim (Ai, C (Zi)) ≤ dim

(
(A1, ..., Ak) ,

k∏
j=1

C (Zj)

)
.

Por otro lado, por el Teorema 2.15, existe un homeomorfismo

φ :
k∏
j=1

C (Zj) → ⟨Z1, ..., Zk⟩Ck(X),

que está definido por (B1, B2, ..., Bk)
φ7→

k⋃
i=1

Bi. Luego, por el Teorema 1.4,

dim

(
(A1, ..., Ak) ,

k∏
j=1

C (Zj)

)
= dim

(
A, ⟨Z1, ..., Zk⟩Ck(X)

)
y como, ⟨Z1, ..., Zk⟩Ck(X) ⊂ Cn (X), por el Teorema 1.3 (b), se tiene que

dim
(
A, ⟨Z1, ..., Zk⟩Ck(X)

)
≤ dim (A,Cn (X)). Debido a esto último, y como,

dim (Ai, C (X)) = dim (Ai, C (Zi)), dim (Ai, C (X)) ≤ dim (A,Cn (X)). Por lo
tanto, la dimensión de C (X) en Ai es finita. Aśı, por [19, Lema 2.2, Afirmación
1], existe una gráfica finita Gi contenida en X, tal que, Ai ⊂ intX (Gi). Además,
como cada Ai es conexo y Ai ⊂ intX (Gi)∩ intX (Zi), existe una componente Ci
de intX (Gi)∩ intX (Zi) tal que, Ai ⊂ Ci. Notemos que intX (Gi)∩ intX (Zi) es
un abierto de X y X es locamente conexo. Por el Teorema 1.14, Ci es un abierto
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de X. Tomando ahora, Di = clX (Ci), se sigue que Di es un conexo y cerrado de
X. Además, como Gi∩Zi ⊃ Ci es un cerrado de X , se tiene que Di ⊂ Gi∩Zi.
Por lo tanto, Di es un subcontinuo de Gi y Zi. Aśı, por el Teorema 3.10, Di es
una gráfica finita, la cual, cumple que, Ai ⊂ Ci ⊂ intX (Di) ⊂ Di ⊂ Zi. Aśı,
como Di ⊂ Zi, para cada i ∈ {1, ..., k} y los Zi son ajenos por pares, se sigue
que, D1, ...., Dk es una colección de gráficas finitas contenidas en X, ajenas
por pares. Luego, por el Teorema 3.13, existe una gráfica finita D contenida

en X tal que
k⋃
i=1

Di ⊂ D. Aśı,
k⋃
i=1

Ai ⊂
k⋃
i=1

intX (Di) ⊂ D. Por lo tanto, como

A =
k⋃
i=1

Ai, se sigue que, A ⊂ intX (D). Concluyendo lo requerido.

(b)⇒(a) Supongamos que A ⊂ intX (D) para alguna gráfica finita D con-
tenida en X. Notemos que A ∈ ⟨intX (D)⟩Cn(X) ⊂ Cn (D), luego, se tiene que,
Cn (D) es una vecindad de A en Cn (X), es decir, A ∈ intCn(X) (Cn (D)). Aśı,
por el Teorema 1.3 (b), dim (A,Cn (X)) = dim (A,Cn (D)). Luego, por [26,
Teorema 2.4],

dim (A,Cn (D)) = 2n+
∑

p∈A∩R(D)

(ord (p,D) − 2)

≤ 2n+
∑

p∈R(D)

(ord (p,D) − 2),

es decir, dim (A,Cn (D)) ≤ 2n +
∑

p∈R(D)

(ord (p,D) − 2). Por el Teorema 3.11,

R (D) es finito, entonces dim (A,Cn (D)) es finita. Por lo tanto, dim (A,Cn (X))
es finita.

(b)⇒(c) Esta demostración es clara, ya que cada punto de A tiene a D como
vecindad, la cual, es una gráfica finita contenida en X. Por lo tanto, A ⊂ G (X)
y por ende, A ∩ P (X) = ∅.

(c)⇒(b) Supongamos que A ∩ P (X) = ∅. Entonces, para cada punto
a ∈ A, existe una gráfica finita Da en X tal que a ∈ intX (Da). Como X
es localmente conexo, existe un conjunto abierto y conexo Fa de X tal que
a ∈ Fa ⊂ clX (Fa) ⊂ intX (Da).

Además, como A ⊂
⋃
a∈A

Fa y A es compacto, existen r ∈ N y a1, a2, ..., ar ∈ A

tales que A ⊂
r⋃
i=1

Fai . Sea F =
r⋃
i=1

clX (Fai), entonces F tiene k componentes

con k ≤ r. Sean C1, C2, ..., Ck dichas componentes. Notemos que, para cada

i ∈ {1, 2, ..., k}, Ci es un continuo y además, Ci ⊂ F ⊂
r⋃
i=1

intX (Dai). Aśı,

dado a ∈ Ci, existe j ∈ {1, 2, ..., r} tal que a ∈ intX
(
Daj

)
. Es decir, Daj es

una vecindad de a en X. Luego, por el Teorema 1.8, se tiene que ord (a, Ci) ≤
ord (a,X) = ord

(
a,Daj

)
, es decir, para cada a ∈ Ci, ord (a, Ci) ≤ ord

(
a,Daj

)
.

Más aún, por el Teorema 3.11 cada punto de Daj es de orden finito y todos
salvo una cantidad finita de puntos de Daj tienen orden menor o igual a dos
en Daj . Como {aj : j ∈ {1, 2, ..., r}} es un conjunto finito, de lo anterior, se
sigue que cada punto de Ci tiene orden finito y todos salvo una cantidad finita
de sus puntos tienen orden menor o igual que dos en Ci. Aśı, por el Teorema
3.11, Ci es una gráfica finita. De modo que, C1, C2, ..., Cn es una colección de
gráficas finitas ajenas por pares, y por el Teorema, 1.21, X es arco conexo.
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Aplicando el Teorema 3.13, obtenemos una gráfica finita D contenida en X

tal que F =
k⋃
i=1

Ci ⊂ D. Entonces, A ⊂
r⋃
i=1

Fai ⊂ F ⊂ D y por lo tanto,

A ⊂ intX (D) que es como se requeŕıa.

Como una aplicación del Teorema 3.22 tenemos la siguiente observación.

Observación 3.23. Si X y Y son continuos localmente conexos y Y ⊂ X,
entonces G (X) ∩ Y ⊂ G (Y ). Notemos que G (X) ∩ Y ⊂ G (Y ) es equivalente
a P (Y ) ⊂ P (X).

En efecto, sea x ∈ G (X) ∩ Y , como {x} ∩ P (X) = ∅, por el Teorema 3.22
(a), se tiene que dim ({x}, C(X)) < ∞. Además, como {x} ⊂ C(Y ) ⊂ C(X),
por el Teorema 1.3 (b), se tiene que dim ({x}, C(Y )) ≤ dim ({x}, C(X)) <∞.
Aplicando, el Teorema 3.22 (c), se tiene que {x} ∩ P (Y ) = ∅, es decir, x ∈
G (Y ), que es lo que se requeŕıa.

Dado un continuo X, sea 22X la familia de todos los subconjuntos no vaćıos
y cerrados de 2X con la métrica de Hausdorff HHd

definida para toda A1,A2 ∈
22X como

HHd
(A1,A2) = {r > 0 : A1 ⊂ NHd

(r,A2) ,A2 ⊂ NHd
(r,A1)}.

Lema 3.24. [28, Lema 1.48] Si X es un continuo y ρ : 22X → 2X está dada
por ρ (A) =

⋃
A∈AA, entonces ρ está bien definida y para cada A1,A2 ∈ 22X

se cumple que

Hd (ρ (A1) , ρ (A2)) ≤ HHd
(A1,A2).

En particular, ρ es continua.

Definición 3.25. Una curva cerrada simple es un espacio topológico ho-
meomorfo a la circunferencia unitaria con la topoloǵıa euclideana.

Definición 3.26. Un árbol es una gráfica finita que no contiene curvas ce-
rradas simples.

Lema 3.27. Si X es un espacio topológico arco conexo y F es un subconjunto
finito de X, con más de un punto, entonces existe un árbol T en X tal que
F ⊂ T

Demostración. La demostración se hace por inducción sobre el número finito
n de elementos de F . Si F = {x, y}, como X es arco conexo, existe un arco
T en X que une x con y, como en particular T es homeomorfo a [0, 1] que
no contiene una curva cerrada simple, entonces T es un árbol tal que F ⊂ T .
Ahora supongamos que el resultado es cierto para cualquier subconjunto que
tiene a lo más n− 1 elementos y demostremos que el lema es cierto para todo
subconjunto finito con n elementos. Para esto, sea F un subconjunto de X con
n−1 elementos y x ∈ X, por el paso inductivo, existe T un árbol contenido en
X tal que F ⊂ T . Ahora notemos, si x ∈ T , entonces F ∪ {x} ⊂ T y termina
la demostración. En caso contrario, si x /∈ T , dado y ∈ T , como x, y ∈ X y
X es arco conexo, existe un arco β en X tal que va de x a y. Aplicando el
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Lema 1,17, existe un arco α que está contenido en X tal que, T ∩ α = {q}
con x y q los puntos extremos de α. Notemos que q ̸= x. Aplicando ahora el
Teorema 1.4, se obtiene que T ∪ α es una gráfica finita. Si demostramos que
T ∪ α no contiene una curva cerrada simple, entonces T ∪ α será un árbol y
habremos terminado. Para esto, supongamos que existe C una curva cerrada
simple tal que C ⊂ T ∪ α . Como T es un árbol y α es un arco, C no puede
estár contenido en ninguno de los dos. Además, como T y α son compactos,
(T ∪ α) − α = T − α y (α ∪ T ) − T = α − T son subconjuntos abiertos,
ajenos y no vaćıos de T ∪ α que además intersectan a C − {q} ya que, como
C ̸⊂ T y C ̸⊂ α, existen c1, c2 ∈ C tales que c1 /∈ T y c2 /∈ α. Luego,
como C ⊂ T ∪ α entonces c1 ∈ α y c2 ∈ T . Observe que c1 ̸= q y c2 ̸= q,
entonces (T − α) ∩ (C − {q}) ̸= ∅ y (α− T ) ∩ (C − {q}) ̸= ∅. Luego, como
C − {q} = C − (T ∩ α) = (C − T ) ∪ (C − α) ⊂ (α− T ) ∪ (T − α), entonces
C − {q} es disconexo, lo que es una contradicción, ya que C es una curva
cerrada simple y al quitarle uno de sus puntos no es disconexa. Por lo tanto,
T ∪ α es un árbol.

Lema 3.28. Dados X un continuo, ϵ > 0, A,B ∈ 2X y C ⊂ A no vaćıo, si
A ⊂ Nd (ϵ, B) < ϵ, entonces B ∩Nd (ϵ, C) ̸= ∅.

Demostración. Sea c ∈ C, entonces c ∈ C ⊂ A ⊂ Nd (ϵ, B), aśı, existe b ∈ B
tal que d (b, c) < ϵ, es decir, b ∈ Bd (ϵ, c) ⊂ Nd (ϵ, C). Por lo tanto, B ∩
Nd (ϵ, C) ̸= ∅.

Observación 3.29. Si X es un espacio métrico y D ⊂ A ⊂ X, se dice que D
es denso en A si D es denso en el subespacio métrico (A, d). Esto quiere decir,
D es denso en A si y solo si clX (D)∩A = A, o equivalentemente si y solo si,
A ⊂ clX (D).

Dados X un continuo y n ∈ N, sea

Fn (X) = {A ∈ Cn (X) : dim (A,Cn (X)) es finita},

se acostumbra denotar F1 (X) como F (X).

Teorema 3.30. Sea X un continuo localmente conexo. Los siguientes enun-
ciados son equivalentes:

(a) X es enrejado;

(b) para cada n ∈ N, Fn (X) es denso en Cn (X);

(c) existe n ∈ N, tal que Fn (X) es denso en Cn (X).

Demostración. (a)⇒(b). Antes de comenzar la demostración, hacemos la si-
guiente aclaración. De acuerdo a la Observación 3.29, para mostrar que Fn (X)
es denso en Cn (X), es suficiente mostrar que Cn (X) ⊂ cl2X (Fn (X)). Supon-
gamos que X es enrejado y sean n ∈ N, A ∈ Cn (X) y ϵ > 0. Consideremos
A1, . . . , Ak cada una de las componentes de A, con k ≤ n. En particular,
A1, . . . , Ak son subconjuntos compactos y ajenos por pares en X. Aśı, por el
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Lema 2.2, Nd (ϵ, A1), Nd (ϵ, A2), ...,Nd (ϵ, Ak) son conjuntos disjuntos por pa-
res. Por otro lado, por el Lema 3.21, existe una base de vecindades D de X
que está formada por subconjuntos abiertos conexos de X tal que, para cada
U ∈ D, U − P (X) es conexo.

Aśı, dado a ∈ A y Bd (ϵ, a), existe un subconjunto abierto conexo Ua de
X tal que a ∈ Ua ⊂ Bd (ϵ, a). Sea Va = Ua − P (X), se tiene que Vα es un
conjunto conexo y abierto de X. De hecho, Va ̸= ∅, ya que como X es enre-
jado, intX (P (X)) = ∅, por lo que Ua ̸⊂ P (X). Ahora, sea b (a) ∈ Va. Dado
i ∈ {1, ..., k}, por la compacidad de Ai, existe m ∈ N y a1, ..., am ∈ Ai ta-
les que Ai ⊂

⋃m
j=1 Uaj ⊂

⋃m
j=1Bd (ϵ, aj) ⊂ Nd (ϵ, Ai). Sean U =

⋃m
j=1 Uaj y

V =
⋃m
j=1 Vaj . Notemos que U y V son subconjuntos abiertos de X. Además,

como A = {Ua1 , ..., Uam} es una familia de subconjuntos conexos, Ai ⊂
⋃
A

y para cada j ∈ {1, . . . ,m}, aj ∈ Ai ∩ Uaj , por [21, Teorema 2], se tiene

que U = Ai ∪
(⋃m

j=1 Uaj

)
es conexo. Mostremos que V también es conexo,

para esto, supongamos que es disconexo, es decir, existen V1 y V2 subcon-
juntos abiertos, ajenos y no vaćıos de V tales que V = V1 ∪ V2. Como para
cada j ∈ {1, 2, ...,m}, Vaj es conexo, entonces Vaj ⊂ V1 o Vaj ⊂ V2, aśı,

podemos asumir que existe r ∈ {1, 2, ...,m − 1} tal que
(⋃r

j=1 Vaj

)
⊂ V1

y
(⋃m

j=r+1 Vaj

)
⊂ V2, por lo que

(⋃r
j=1 Vaj

)
∩
(⋃m

j=r+1 Vaj

)
= ∅. Note-

mos que como U es conexo, W =
(⋃r

j=1 Uaj

)
∩
(⋃m

j=r+1 Uaj

)
es un sub-

conjunto abierto y no vaćıo de X. Además, como intX (P (X)) = ∅, W −
P (X) =

((⋃r
j=1 Uaj

)
∩
(⋃m

j=r+1 Uaj

))
− P (X) ̸= ∅ ya que si fuera vaćıo,(⋃r

j=1 Uaj

)
∩
(⋃m

j=r+1 Uaj

)
⊂ P (X). De donde,

(⋃r
j=1 Uaj

)
∩
(⋃m

j=r+1 Uaj

)
⊂

intX (P (X)) = ∅, lo que es una contradicción. Sin embargo, si W −P (X) ̸= ∅,

entonces W − P (X) =
(⋃r

j=1 Vaj

)
∩
(⋃m

j=r+1 Vaj

)
̸= ∅, lo que también es

una contradicción. Como en ambos casos obtenemos una contradicción, V tie-
ne que ser conexo. Luego, por el Teorema 1.21, V es arco conexo. Aśı, por
el Lema 3.27, existe un árbol Ti contenido en V tal que {b(a1), ..., b(am)} ⊂
Ti. Como b (aj) ∈ Vaj ⊂ Uaj ⊂ Bd (ϵ, aj), entonces d (aj, b (aj)) < ϵ. Sea
x ∈ Bd (ϵ, aj), entonces d (aj, x) < ϵ. Como d (b (aj) , x) ≤ d (b (aj) , aj) +
d (aj, x) < 2ϵ, Bd (ϵ, aj) ⊂ Bd (2ϵ, b (aj)), para cada j ∈ {1, ...,m}. Por lo
que, Ai ⊂

⋃m
j=1 Uaj ⊂

⋃m
j=1Bd (ϵ, aj) ⊂

⋃m
j=1Bd (2ϵ, b (aj)) ⊂ Nd (2ϵ, Ti).

Como también, Ti ⊂ V ⊂ U ⊂ Nd (ϵ, Ai) ⊂ Nd (2ϵ, Ai), por el Lema 2.4,
Hd (Ai, Ti) < 2ϵ. Además, Ti ⊂ V −P (X), de donde Ti ∩P (X) = ∅. Notemos
que HHd

({Ai : i ≤ m}, {Ti : i ≤ m}) < 2ϵ. Sea T =
⋃m
j=1 Ti ∈ Cn (X), enton-

ces T ∩P (X) = ∅. Por el Lema 3.24, Hd (A, T ) < 2ϵ, es decir, T ∈ BHd
(2ϵ, A).

Además, por el Teorema 3.22 (c), se obtiene que dim (T,Cn (X)) es finita. Por
lo tanto, T ∈ Fn (X) y BHd

(2ϵ, A)∩Fn (X) ̸= ∅. Aśı concluye la demostración.
(b)⇒(c) Es claro, ya que para cada n ∈ N, Fn (X) es denso en Cn (X), en

particular, para algún n0 ∈ N.
(c)⇒(a) Mostremos primero que X es casi enrejado. Para esto, es suficiente

mostrar que X ⊂ clX (G (X)). Sean x ∈ X y ϵ > 0. Como {x} ∈ Cn (X) y
Fn (X) es denso en Cn (X), entonces BHd

(ϵ, {x})∩Fn (X) ̸= ∅, es decir, existe
A ∈ Fn (X) tal que Hd ({x}, A) < ϵ. Como dim (A,Cn (X)) es finita, por el
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Teorema 3.22, existe una gráfica finita G contenida en X tal que A ⊂ intX (G).
Dado a ∈ A, por Lema 2.4, A ⊂ Nd (ϵ, {x}), luego, a ∈ Bd (ϵ, x). Como
también, G es una gráfica finita la cual es una vecindad de a en X, entonces
a ∈ Bd (ϵ, x)∩G (X). Aśı, G (X) es denso en X y por ende, X es casi enrejado.

Ahora supongamos que X no es enrejado, entonces existen x ∈ X y W una
vecindad de x en X tal que para cada vecindad U de x con x ∈ U ⊂ W ,
U −P (X) es disconexo. Como X es localmente conexo, existe un conjunto V
abierto y conexo de X tal que x ∈ V ⊂ W . Luego, V − P (X) es disconexo,
es decir, V − P (X) = S ∪ T , con S y T subconjuntos no vaćıos, ajenos y
abiertos de V − P (X). Notemos que S y T también son abiertos de X. Sean
x ∈ T y p1, ..., pn ∈ S, n puntos de S distintos por pares. Como V es un
abierto y conexo de X, por el Teorema 1.21, V es arco conexo. Además, ya
que {x} y {p1, ..., pn} son subconjuntos cerrados no vaćıos y ajenos de V , por
el Lema 3.2, existe un arco α ⊂ V que va de x a algún punto pi ∈ {p1, ..., pn}
y α ∩ {p1, ..., pn} = {pi}. Supongamos que pi = pn. Sea A = {p1, ..., pn−1} ∪
α ∈ Cn (X). Como α, {p1}, ..., {pn−1} ∈ 2X y son ajenos por pares, por el
Lema 2.2, existe ϵ > 0 tal que Bd (ϵ, p1) , ..., Bd (ϵ, pn−1) y Nd (ϵ, α) son ajenos
por pares. Además, ya que V , T y S son abiertos de X con α ⊂ V , {x} ⊂
T y {pk} ⊂ S, para k ∈ {1, ..., n}, por el Lema 2.3, podemos suponer que
Nd (ϵ, α) ⊂ V , Bd (ϵ, x) ⊂ T y Bd (ϵ, pk) ⊂ S. Por otro lado, como Fn (X) en
denso en Cn (X), existe B ∈ Fn (X) tal que Hd (A,B) < ϵ. Luego, por el Lema

2.4, B ⊂ Nd (ϵ, A) =
(⋃n−1

j=1 Bd (ϵ, pj)
)
∪ Nd (ϵ, α), con cada uniendo abierto

de X y disjuntos por pares. Además, por el Lema 3.28, B intersecta a cada
uno de estos uniendo. Aśı, las componentes de B son B1 = B ∩ Bd (ϵ, p1),
B2 = B ∩Bd (ϵ, p2), ...,Bn−1 = B ∩Bd (ϵ, pn−1) y Bn = B ∩Nd (ϵ, α). Notemos
que por el Lema 3.28, B ∩ Bd (ϵ, pn) ̸= ∅ y B ∩ Bd (ϵ, x) ̸= ∅. Aśı, Bn ∩ S =
B∩Nd (ϵ, α)∩S ⊃ B∩Bd (ϵ, pn)∩S = B∩Bd (ϵ, pn) y Bn∩T = B∩Nd (ϵ, α)∩
T ⊃ B ∩ Bd (ϵ, x) ∩ T = B ∩ Bd (ϵ, x) son conjuntos no vaćıos. Como Bn es
conexo, Bn ̸⊂ S ∪ T = V − P (X), además, Bn ⊂ Nd (ϵ, α) ⊂ V , entonces
Bn ∩P (X) ̸= ∅. Aśı, B ∩P (X) ̸= ∅. Como B ∈ Cn (X), por el Teorema 3.22,
B /∈ Fn (X), lo que es una contradicción. Esto prueba que X es enrejado y
concluye la demostración.

Definición 3.31. Una dendrita es un continuo localmente conexo que no
contiene curvas cerradas simples.

Denotamos por D la clase de todas las dendritas cuyo conjunto de puntos
extremos es cerrado

Definición 3.32. Una dendrita local es un continuo tal que cada uno de
sus puntos tiene una vecindad que es una dendrita.

Denotamos por LD la clase de las dendritas locales tal que cada uno de sus
puntos tiene una vecindad que pertenece a D.

Definición 3.33. Sean X un continuo y x ∈ X. Decimos que x es un punto
de corte de X si X − {x} es disconexo y x es un punto de no corte de X
si X − {x} es conexo.
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Observación 3.34. Dado X una dendrita, por [29, Teorema 6.6], existen al
menos dos puntos de no corte de X, aśı, por [29, Teorema 10.7], los puntos de
no corte de X son los puntos extremos de X. Por lo tanto, X posee al menos
dos puntos extremos.

Teorema 3.35. [23, Caṕıtulo 6, Teorema 4 (i), página 303] Un continuo X
es una dendrita local si y solo si es localmente conexo y contiene a lo más un
número finito de curvas cerradas simples.

Proposición 3.36. [29, Proposición 9.5] Si X es un continuo, entonces para
cada x ∈ X, ord (x,X) ≤ 2 si y solo si X es un arco o una curva cerrada
simple.

Teorema 3.37. [29, Proposición 9.4] Si X es un continuo tal que ord (x,X) <
ℵ0, para cada x ∈ X, entonces cada subcontinuo de X es un continuo localmen-
te conexo. En particular, cada subcontinuo de una gráfica finita es un continuo
localmente conexo.

Observación 3.38. De acuerdo a la Proposición 3.36 y el Teorema 3.37, cada
arco, curva cerrada simple y gráfica finita, son continuos localmente conexos.
Luego, como cada árbol es una gráfica finita que no contiene curvas cerradas
simples, entonces es una dendrita. En particular, cada arco es una dendrita.

Definición 3.39. Un n-odo simple es un continuo X que es la unión de n
arcos α1, α2, ..., αn, con n ∈ N tal que existe p ∈ X con la propiedad de que
αi∩αj = {p}, cuando i ̸= j, y p es un punto extremo de cada uno de los arcos
αi. En particular, cada n-odo simple es una gráfica finita y una dendrita.

Teorema 3.40. La clase de las gráficas finitas está contenida en la clase LD.

Demostración. Sea G una gráfica finita, por el Teorema 3.12, cada punto x ∈
G, tiene una vecindad cerrada que es un n-odo simple o un arco. Como cada
n-odo simple y cada arco es una dendrita, se sigue que G es una dendrita
local. Además, como en cada arco y cada n-odo simple su conjunto de puntos
extremos es finito, y por ende, cerrado, se sigue que G ∈ LD.

Teorema 3.41. La clase de los continuos enrejados contiene las siguientes
clases:

(a) gráficas finitas;

(b) clase D;

(c) clase LD.

Demostración. Por el Teorema 3.40, cada gráfica finita es un elemento de LD.
Además, de acuerdo al Teorema 3.35, cada dendrita es una dendrita local, aśı,
en particular, cada elemento de D es un elemento de LD, es decir, D ⊂ LD.
De modo que, es suficiente mostrar que los elementos de LD son enrejados.
Sea X ∈ LD, por [3, Teorema 3.20], F (X) es denso en C (X), además, por el
Teorema 3.35, X es localmente conexo, aśı, por el Teorema 3.30, X es enrejado.
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3.3. Continuos que no son casi enrejados

La presente sección está encaminada a presentar una condición necesaria
que tienen que cumplir los continuos localmente conexos para que posean n-
ésimo hiperespacio único, véase Teorema 3.54. Además, de demostrar que para
cualquier continuo X localmente conexo que no sea casi enrejado, existe una
familia no numerable de continuos localmente conexos cuyos n-ésimos hiperes-
pacios son homeomorfos a Cn (X), pero dichos continuos no son homeomorfos
a X, véase Teorema 3.55. Para esto, necesitamos algunos resultados auxiliares.
También, para mayor simplicidad, en algunos resultados de esta sección, si X
es un subespacio de un espacio métrico Y , con métrica d y p ∈ X, utilizamos la
siguiente notación, BX

ϵ (p), para denotar a Bd (ϵ, p)∩X. Algo similar tenemos
para NX

ϵ (A), con A ∈ 2X .

Lema 3.42. Si X es un continuo localmente conexo, R un subconjunto cerrado
de P (X) y K ∈ C (X), tales que intX (K) ∩ R ̸= ∅, entonces CK

n (X) es un
Z-conjunto de Cn (X,R).

Demostración. Sea d una métrica para X. Observemos primero que CK
n (X)

es un subconjunto cerrado de Cn (X,R). En efecto, sea A ∈ CK
n (X), por

hipótesis intX (K) ∩ R ̸= ∅, entonces A ∩ R ⊃ K ∩ R ⊃ intX (K) ∩ R ̸= ∅, es
decir, A ∩ R ̸= ∅, aśı, A ∈ Cn (X,R). Además, como CK

n (X) es compacto y
Cn (X,R) es un espacio métrico, se sigue que CK

n (X) es un subconjunto cerrado
de Cn (X,R). Ahora mostremos, que para cada ϵ > 0, existe una función
continua, gϵ : Cn (X,R) → Cn (X,R) − CK

n (X) tal que Hd (gϵ (A) , A) < ϵ,
para toda A ∈ Cn (X,R).

Sea ϵ > 0 y fijemos p ∈ intX (K)∩R tales que Bd (ϵ, p) ⊊ intX (K). Por [29,
Teorema 8.10], existen m ∈ N y subcontinuos localmente conexos X1, ..., Xm de
X tales que, para cada i ∈ {1, ...,m}, diam (Xi) <

ϵ
4

y X = X1 ∪X2 · · · ∪Xm.
Consideremos Λ = {i ∈ {1, . . . ,m} : p ∈ Xi}. Sea x ∈

⋃
i∈Λ

Xi, como p ∈
⋂
i∈Λ

Xi,

se sigue que d (x, p) < ϵ
4
, es decir, x ∈ Bd

(
ϵ
4
, p
)

⊂ Bd (ϵ, p) ⊊ intX (K).
Esto implica que, Λ = {1, . . . , r}, con r < m. Definamos la estrella de p, por
St(p) = X1 ∪ X2 · · · ∪ Xr. Notemos que St(p) ⊂ Bd

(
ϵ
4
, p
)
⊊ intX (K). Sea

F = {j ∈ {1, . . . ,m} : p /∈ Xj y Xj∩ St(p) ̸= ∅}. Observemos que F ̸= ∅. En
efecto, sea E = {j ∈ {1, ...,m} : Xj∩ St(p) = ∅}. Notemos que {1, . . . ,m} =
E∪F ∪Λ. Además, St(p) y

⋃
j∈E

Xj son subconjuntos cerrados y ajenos de X. Si

F = ∅, como St(p) ⊊ X, se tiene que
⋃
j∈E

Xj ̸= ∅ y X =St(p)∪(
⋃
{Xj : j ∈ E}).

Esto contradice la conexidad de X, por lo que F ̸= ∅. Dado j ∈ F , fijemos
pj ∈ Xj∩St(p). Por [20, Proposición 10.7], St(p) es un continuo localmente
conexo y por el Teorema 1.20 es arco conexo. Aśı, por el Lema 3.27 existe
un árbol T contenido en St(p) tal que {p} ∪ {pj : j ∈ F} ⊂ T . Entonces,
T ∩Xj ̸= ∅, para cada j ∈ F .

Sea Y = T ∪ (
⋃
{Xj : j ∈ F}). Como para cada j ∈ F , pj ∈ T ∩Xj, se tiene

que, por [29, Proposición 10.7], Y es un continuo localmente conexo. Además,
por el Lema 2.20, C (Y ) es un hiperespacio de crecimiento y por [5, Teorema
4.14], un retracto absoluto. Notemos que para cada j ∈ F y x ∈ Xj, se tiene
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que d (x, p) ≤ d (x, pj) + d (pj, p) <
ϵ
4

+ ϵ
4

= ϵ
2
, es decir, x ∈ Bd

(
ϵ
2
, p
)
. De este

modo
⋃
j∈F

Xj ⊂ intX (K). Aśı, Y ⊂ Bd

(
ϵ
2
, p
)
⊂ intX (K).

Consideremos Z = Y ∩ R. Observemos que p ∈ Y ∩ R. Por hipótesis, R es
un subconjunto cerrado de P (X), entonces R es un subconjunto cerrado de
X. Aśı, Z es un subconjunto cerrado de Y . Luego, por el Lema 2.20, C (Y, Z)
y C (Y ) son hiperespacios de crecimiento, y por [5, Teorema 4.14], retractos
absolutos.

Definamos Φ: X → C (X) que está dada por Φ (x) = {x}. Observemos
que por el Lema 2.8, Φ es una función continua. Luego, α = Φ ↾Y : Y →
C (Y ) y β = Φ ↾Z : Z → C (Y, Z), también son continuas. Por otra parte,
como C (Y, Z) es un compactum y un retracto absoluto, por el Teorema 2.38,
C (Y, Z), es un extensor absoluto, aśı, ya que Z es un subconjunto cerrado de
(St(p) ∪ Y ) ∩R, β puede extenderse a una función continua β : (St (p) ∪ Y ) ∩
R → C (Y, Z). Observemos que (St (p) ∪ Y )∩R y Y son subconjuntos cerrados
de ((St (p) ∪ Y ) ∩R) ∪ Y . Además, ((St (p) ∪ Y ) ∩R) ∩ Y = Z y α ↾Z= β ↾Z ,
aśı, por [27, Teorema 18.3], la función α ∪ β : ((St (p) ∪ Y ) ∩R) ∪ Y → C (Y )
definida como

α ∪ β(x) =

{
α (x), si x ∈ Y,

β(x), si x ∈ (St (p) ∪ Y ) ∩R,

es una función continua.
Ahora, como ((St (p) ∪ Y ) ∩R)∪Y es un subconjunto cerrado de St (p)∪Y

y C (Y ) es un extensor absoluto, se sigue que α ∪ β puede extenderse a una
función continua α : St (p) ∪ Y → C (Y ).

Sea γ : X → C (X) la función que está dada por

γ(x) =

{
α (x), si x ∈ St (p) ∪ Y,
{x}, si x ∈ clX (X − (St (p) ∪ Y )) .

Para mostrar que γ es continua en C (X), probemos que clX (X − St (p))∩
St (p) ⊂ Y . Sean x ∈ clX (X − St (p)) ∩ St (p) y {xk}∞k=1 una sucesión en

X−St (p) tal que {xk}∞k=1 converge a x. Como X =
m⋃
i=1

Xi y m <∞, existe un

número l ∈ {1, 2, · · · ,m} tal que xk ∈ Xl. para una cantidad infinita de k´s.
Observemos que esto implica que Xl tiene las siguientes tres propiedades:

(i) x ∈ Xl;

(ii) p /∈ Xl, ya que xk /∈ St (p) para cualquier k;

(iii) Xl ∩ St (p) ̸= ∅, esto debido a (i), y ya que x ∈ St (p).

Por (ii) y (iii), tenemos que Xl ∈ {Xj : j ∈ F}, y por (i), x ∈ Xl, aśı, x ∈ Y .
Por lo tanto, clX (X − St (p)) ∩ St (p) ⊂ Y .
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Como bdX (St (p) ∪ Y ) ⊂ bdX (St (p)) ∪ bdX (Y ) y Y es cerrado, por el
párrafo anterior, tenemos que bdX (St (p) ∪ Y ) = clX (X − (St (p) ∪ Y )) ∩
(St (p) ∪ Y ) ⊂ Y . Esto muestra que γ está bien definida. Luego, por [27, Teo-
rema 18.3], γ es continua.

Definamos gϵ : Cn (X) → Cn (X) como gϵ (A) =
⋃
γ (A). Sean A ∈ Cn (X)

y A1, . . . , Ak, con k ≤ n, las componentes de A. Dado que γ es una fun-
ción continua de X en C (X), si i ∈ {1, . . . , k}, γ (Ai) es un subcontinuo
de C (X). Usando [22, Lema 2.2], se tiene que

⋃
γ (Ai) ∈ C (X). Como⋃

γ (A) =
⋃
{
⋃
γ (Ai) : Ai es una componente de A} y A tiene a lo más n com-

ponentes, se sigue que
⋃
γ (A) ∈ Cn (X). De esta manera, la función gϵ está

bien definida. Ahora veamos que gϵ es continua sobre Cn (X). Para esto, obser-
vemos que para cada A ∈ Cn (X), gϵ (A) = ρ◦γ∗ (A), donde γ∗ : 2X → 2C(X) y
ρ : 22X → 2X son funciones que están dadas por ρ (A) =

⋃
A y γ∗ (A) = γ (A).

Más aún, por el Lema 2.10 y el Lema 3.24, γ∗ y ρ son continuas, aśı, gϵ es
continua sobre Cn (X).

Observemos que St (p)∪ Y ⊂ Bd

(
ϵ
2
, p
)
, entonces diam (St (p) ∪ Y ) < ϵ. Sea

x ∈ X = (St (p) ∪ Y )∪clX (X − (St (p) ∪ Y )). Si x ∈ St (p)∪Y , entonces {x} ⊂
St (p) ∪ Y y γ (x) = α (x) ∈ C (Y ), esto implica que γ (x) ⊂ St (p) ∪ Y . Aśı,
diam ({x} ∪ γ (x)) ≤ diam (St (p) ∪ Y ) < ϵ, es decir, diam ({x} ∪ γ (x)) < ϵ. Si
x ∈ clX (X − (St (p) ∪ Y )), entonces γ (x) = {x}, por lo que diam ({x} ∪ γ (x)) =
0 ≤ diam (St (p) ∪ Y ) < ϵ, es decir, diam ({x} ∪ γ (x)) < ϵ. Por lo tanto, para
cada x ∈ X, se cumple que diam ({x} ∪ γ (x)) < ϵ.

Aśı, para cualquier A ∈ Cn (X), tenemos que A ⊂ Nd (ϵ, gϵ (A)) y gϵ (A) ⊂
Nd (ϵ, A). Por el Lema 2.4, Hd (A, gϵ (A)) < ϵ.

Sea A ∈ Cn (X,R), y fijemos a ∈ A ∩ R. Si a ∈ clX (X − (St (p) ∪ Y )),
entonces γ (a) = {a} ⊂ R, por lo cual gϵ (A) ∩ R ⊃ γ (a) ∩ R ̸= ∅, aśı,
gϵ (A) ∈ Cn (X,R). Si a ∈ St (p) ∪ Y , entonces a ∈ R ∩ (St (p) ∪ Y ). Luego,
γ (a) = α (a) =

(
α ∪ β (a)

)
= β (a) ∈ C (Y, Z), debido a esto, gϵ (A) ∩ R ⊃

γ (a) ∩ Z ̸= ∅. De cualquier manera, gϵ (A) ∈ Cn (X,R).
Como St (p) − (

⋃
{Xj : j ∈ F}) = intX (St (p)) ∩ (X − (

⋃
{Xj : j ∈ F})) es

un subconjunto abierto de X que contiene a p y p ∈ P (X), se sigue que
St (p)− (

⋃
{Xj : j ∈ F}) ̸⊂ T . Sea s ∈ (St (p) −

⋃
{Xj : j ∈ F})−T ⊂ St (p)−

Y ⊂ intX (K). Dado x ∈ X, si x ∈ St (p) ∪ Y , entonces γ (x) = α (x) ⊂ Y ,
como s ∈ St (p)−Y , entonces s /∈ γ (x). Si x ∈ X− (St (p) ∪ Y ), entonces, x ∈
clX (X − (St (p) ∪ Y )), luego γ (x) = {x}, por lo que s /∈ γ (x). Por lo tanto,
K ̸⊂ gϵ (A), para cualquier A ∈ Cn (X). Entonces, gϵ ↾Cn(X,R) : Cn (X,R) →
Cn (X,R) − CK

n (X) es la función continua deseada y el lema está terminado.

Teorema 3.43. Si X es un continuo localmente conexo y R un subconjunto
cerrado no vaćıo de P (X), entonces Cn (X,R) es un cubo de Hilbert, para
cada n ∈ N.
Demostración. La prueba está basada en el Teorema de Toruńczyk’s (Teorema
2.43). Por el Lema 2.20, Cn (X,R) es un hiperespacio de crecimiento, luego,
por [5, Teorema 4.14], Cn (X,R) es un retracto absoluto. Aśı, por el Teorema
2.43, resta verificar que IdCn(X,R)

es un ĺımite uniforme de Z-funciones. Sea
d una métrica para X, por el Teorema 2.28, podemos asumir que d es una
métrica convexa.
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Sea ϵ > 0, por el Lema 2.26, Φϵ ↾Cn(X,R) : Cn (X,R) → Cn (X,R) es una

función continua. Además, por el Lema 2.25, Hd

(
IdCn(X,R)

(A) ,Φϵ (A)
)
< ϵ,

para cada A ∈ Cn (X,R).
Aśı, solo necesitamos mostrar que cada Φϵ ↾Cn(X,R) es una Z-función. No-

temos primero que, como Cn (X,R) es un compactum y Φϵ es una función
continua, se sigue que Φϵ (Cn (X,R)) es un subconjunto compacto y por lo
tanto, un cerrado de Cn (X,R). Por otro lado, como R es un subconjunto
compacto de X, existe un número finito de puntos p1, . . . , ps de R, tales que

R ⊂
s⋃
i=1

Bd

(
ϵ
2
, pi
)
. Como para cada i ∈ {1, . . . , s}, Bd

(
ϵ
2
, pi
)
⊂ Cd

(
ϵ
2
, {pi}

)
,

se sigue que R ⊂
s⋃
i=1

Cd
(
ϵ
2
, {pi}

)
. Sea Ki = Cd

(
ϵ
2
, {pi}

)
, por el Lema 2.27,

Ki ∈ C (X), es decir, Ki es un subcontinuo de X. Como pi ∈ intX (Ki) ∩ R,
aplicando el Lema 3.42, se tiene que CKi

n (X) es un Z-conjunto de Cn (X,R).

Además, por el Lema 2.42, el conjunto G =
s⋃
i=1

CKi
n (X) es un Z-conjunto de

Cn (X,R). Sea A ∈ Cn (X,R), entonces A ∩
(

s⋃
i=1

Cd
(
ϵ
2
, {pi}

))
⊃ A ∩ R ̸= ∅.

Aśı, existe x ∈ A ∩ Cd
(
ϵ
2
, {pj}

)
, para algún j ∈ {1, . . . , s}. Observemos que

Cd
(
ϵ
2
, {pj}

)
⊂ Cd (ϵ, {x}) ⊂ Cd (ϵ, A) = Φϵ (A). Como A fue elegida arbitra-

riamente en Cn (X,R), se sigue que Φϵ (Cn (X,R)) ⊂ G.
Ya que Cn (X,R) es cerrado y Φϵ es continua, entonces Φϵ (Cn (X,R)) es un

subconjunto cerrado de G. Por el Lema 2.42, Φϵ (Cn (X,R)) es un Z-conjunto
de Cn (X,R). Por lo tanto, para cada ϵ > 0, Φϵ ↾Cn(X,R) es una Z-función
y IdCn(X,R)

es un ĺımite uniforme de Z-funciones. Aplicando el Teorema 2.43,
obtenemos que Cn (X,R) es un cubo de Hilbert.

El siguiente resultado es conocido como el Teorema de homegeneidad de
Anderson’s, y es importante para la demostración del Lema 3.53.

Teorema 3.44. [8, Corolario 10.3] Sean A y B dos Z-conjuntos en un cubo
de Hilbert Q. Si h : A→ B es un homeomorfismo, entonces h se extiende a un
homeomorfismo de Q sobre Q.

Ahora necesitamos definir una operación que nos permitirá construir nue-
vos continuos a partir de continuos ya conocidos, esta operación nos será de
ayuda para lo que resta del presente caṕıtulo. Para esto necesitamos algunos
conceptos.

Definición 3.45. Sean (S2, τ1) y (S2, τ2) dos espacios topológicos ajenos. La
unión libre de S1 y S2 es el espacio topológico (S, τ) donde S = S1 ∪ S2 y τ
está definida por la condición: U ∈ τ si y solo si U ∩ S1 ∈ τ1 y U ∩ S2 ∈ τ2.

Si (S, τ) es un espacio topológico y A es un subconjunto cerrado no vaćıo de
S, denotamos por DA la partición de S dada por DA = {A}∪{{s} : s ∈ S−A}.
Una topoloǵıa para DA es τDA

= {U ⊂ DA :
⋃
U ∈ τ}.

Por otra parte, sabemos por [6, Proposición 4.30] que τDA
es la topoloǵıa

cociente definida por la función natural q : S → DA la cual asigna a cada
s ∈ S el único elemento de DA al cual pertenece. Se acostumbra a denotar
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el espacio topológico (DA, τDA
) por S/A. Intuitivamente, S/A es el espacio

obtenido a partir de S identificando A como un solo punto de S.

Definición 3.46. Sean X y Y dos espacios topológicos y f : X → Y una
función continua y suprayectiva. Entonces f es una identificación si y solo si
la topoloǵıa para Y coincide con U = {U ⊂ Y : f−1 (U) es un abierto de X}.

Proposición 3.47. Si X y Y son dos continuos ajenos y p ∈ X y y ∈ Y ,
entonces X ∪ Y /{p, y} es un continuo.

Demostración. Sea q : X∪Y → X ∪ Y /{p, y} la función natural que está dada
por

q(x) =

{
{x} si x ∈ (X ∪ Y ) − {p, y},
{p, y} si x ∈ {p, y}.

Como X ∪ Y /{p, y} tiene la topoloǵıa cociente, tenemos que q es continua,
además, {A ⊂ X ∪ Y /{p, y} : q−1 (A) es un abierto de X∪Y } es la topoloǵıa de
X ∪ Y /{p, y} más grande que hace continua a q. Veamos que q (X)−{{p, y}}
es homeomorfo a X−{p} y q (Y )−{{p, y}} es homeomorfo a Y −{y}. Para esto,
demostremos primero que q ↾X y q ↾Y son encajes. Para esto, basta demostrar
que q ↾ X es un encaje, ya que el procedimiento para ver que q ↾Y es un
encaje, es similar. Observemos que q ↾X es una función inyectiva y continua.
Luego, q ↾X : X → q(X) es biyectiva y continua. Aśı, solo necesitamos probar
que, para cualquier subconjunto abierto de X, su imagen bajo q ↾X es un
subconjunto abierto de q (X). Sea U un subconjunto abierto de X, si p ∈ U ,
se tiene que q (p) ∈ q (U), entonces q−1 (q (U ∪ Y )) = U ∪ Y . Como U ∪ Y es
un subconjunto abierto de X ∪ Y , se sigue que q (U ∪ Y ) es un subconjunto
abierto de X ∪ Y /{p, y}. Como q (U) = q (U ∪ Y ) ∩ q (X) = q (U), tenemos
que q (U) es un subconjunto abierto de q (X). En otro caso, si p /∈ U , tenemos
que q (p) /∈ q (U), entonces q−1 (q (U)) = U . Como X es un subconjunto abierto
de X ∪Y , entonces U es un subconjunto abierto de X ∪Y . Luego, q (U) es un
subconjunto abierto de X ∪ Y /{p, y}. Aśı, q(U) es un subconjunto abierto de
q(X). Por lo tanto, concluimos que q ↾X Y q ↾Y son encajes.

Ahora, como X −{p} ⊂ X, Y −{y} ⊂ Y y q (X − {p}) = q (X)−{{p, y}}
y q (Y − {y}) = q (Y )−{{p, y}}, tenemos que q (X)−{{p, y}} es homeomorfo
a X − {p} y q (Y ) − {{p, y}} es homeomorfo a Y − {p}. Más aún, como
X − {p} y Y − {y} son espacios de Hausdorff, porque X y Y lo son, tenemos
que q (X) − {{p, y}} y q (Y ) − {{p, y}} son espacios de Hausdorff disjuntos.
Observemos también que, q−1 (q (X) − {{p, y}}) = X−{p}, aśı, como X−{p}
es un abierto de X∪Y , entonces q (X)−{{p, y}} es un abierto de X ∪ Y /{p, y}.
Similarmente, q (Y ) − {{p, y}} es un abierto de X ∪ Y /{p, y}.

Por otro parte, comoX y Y son conexos y compactos, y q es una función con-
tinua tal que q (X)∩ q (Y ) = {{p, y}}, tenemos que q (X ∪ Y ) = X ∪ Y /{p, y}
es conexo y compacto. Aśı, para probar que X ∪ Y /{p, y} es un continuo,
por [29, Lema 3.2], es suficiente mostrar que X ∪ Y /{p, y} es un espacio de
Hausdorff. Sean u, v ∈ X ∪ Y /{p, y}, con u ̸= v. Si u y v son elementos de
q (X) − {{p, y}} o de q (Y ) − {{p, y}}, incluso, si algunos de ellos pertenece
a q (X) − {{p, y}} y el otro a q (Y ) − {{p, y}}, por el párrafo anterior, no
hay nada que probar. Aśı, podemos suponer que u o v es igual a {p, y}. Sin
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pérdida de generalidad, supongamos que u = {p, y} y v ∈ q (X) − {{p, y}},
entonces existen p, r ∈ X tales que q(p) = {p, y} = u y q(r) = {r} = v . Como
p ̸= r y X es un espacio de Hausdorff, existen U y V subconjuntos ajenos y
abiertos de X tales que p ∈ U y r ∈ V . Aśı, u = q(p) ∈ q (U) ⊂ q (U ∪ Y )
y v = q(r) ∈ q (V ). Veamos que q (U ∪ Y ) y q (V ) son subconjuntos ajenos y
abiertos de X ∪ Y /{{p, y}}. Observemos primero, q−1 (q (U ∪ Y )) = U ∪ Y y
q−1 (q (V )) = V , luego, como U ∪ Y y V son subconjuntos ajenos y abiertos
de X ∪ Y y p, y /∈ V , entonces q (U ∪ Y ) y q (V ) son subconjuntos ajenos y
abiertos de X ∪ Y /{{p, y}}. Por lo tanto, {X ∪ Y }/{p, y} es un espacio de
Hausdorff y la proposición está probada.

Habiendo demostrado la Proposición 3.47, tenemos la siguiente definición.

Definición 3.48. Sean X, Y dos continuos ajenos, p ∈ X y y ∈ Y . Denotamos
por X∪pY el continuo obtenido al identificar el conjunto {p, y} como un solo
punto de X ∪ Y .

De ahora en adelante, consideramos a X y Y como subespacios de X∪pY ,
ignorando que se trata con una identificación. Aśı también, se asume que X ∪
Y = X∪pY y X ∩ Y = {p}.

Lema 3.49. Sean X, Y y D continuos, y p ∈ Y , tales que Y = X ∪ D y
X∩D = {p}. Supongamos que E es un subconjunto cerrado de X que contiene
a p, entonces bdCn(X) (Cn (X,E)) = bdCn(Y ) (Cn (Y,E ∪D)), para cada n ∈ N.

Demostración. Mostremos primero que:

(a) Cn (Y ) − Cn (Y,E ∪D) = Cn (X) − Cn (X,E);

(b) Cn (X) ∩ Cn (Y,E ∪D) = Cn (X,E).

(a) Sea A ∈ Cn (Y ) − Cn (Y,E ∪D), entonces A ⊂ Y y A ∩ (E ∪D) = ∅.
En particular, esto último nos dice que A ∩ E = ∅ y A ∩ D = ∅. Aśı, A ⊂
Y − D ⊂ X y por tanto, A ∈ Cn (X). Como también A ∩ E = ∅, entonces
A ∈ Cn (X) − Cn (X,E).

Rećıprocamente, sea A ∈ Cn (X) − Cn (X,E), entonces A ⊂ X ⊂ Y y
A∩E = ∅. Como A ∈ Cn (Y ), basta con demostrar que A∩ (E ∪D) = ∅. Para
esto, observemos que

A ∩ (E ∪D) = (A ∩ E) ∪ (A ∩D)

= (A ∩ E) ∪ (A ∩ (X ∩D))

= (A ∩ E) ∪ (A ∩ {p})

= A ∩ (E ∪ {p})

= A ∩ E.

Aśı, como A ∩ E = ∅, entonces A ∩ (E ∪D) = ∅.
(b) Como Cn (X,E) ⊂ Cn (X) y Cn (X,E) ⊂ Cn (Y,E ∪D), se tiene que

Cn (X,E) ⊂ Cn (X) ∩Cn (Y,E ∪D). Por lo cual, solo debemos probar la otra
contención. Sea A ∈ Cn (X) ∩ Cn (Y,E ∪D), entonces A ∈ Cn (X) y A ∩
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(E ∪D) ̸= ∅. Análogamente, como en el inciso anterior, A∩E = A∩(E ∪D) ̸=
∅. Concluyendo lo requerido.

Demostremos ahora śı, que bdCn(X) (Cn (X,E)) = bdCn(Y ) (Cn (Y,E ∪D)).
Para esto, observemos primero que Cn (X) es un subconjunto cerrado de Cn (Y )
y Cn (X) − Cn (X,E) ⊂ Cn (X). Aśı, por el inciso (a),

clCn(X) (Cn (X) − Cn (X,E)) = Cn (X) ∩ clCn(Y ) (Cn (X) − Cn (X,E))

= Cn (X) ∩ clCn(Y ) (Cn (Y ) − Cn (Y,E ∪D))

= clCn(Y ) (Cn (Y ) − Cn (Y,E ∪D)) ,

es decir, clCn(X) (Cn (X) − Cn (X,E)) = clCn(Y ) (Cn (Y ) − Cn (Y,E ∪D)). Por
lo tanto, como Cn (X,E) es un subconjunto cerrado de Cn (X), Cn (Y,E ∪D)
es un subconjunto cerrado de Cn (Y ) y por el inciso (b),

bdCn(X) (Cn (X,E)) = clCn(X) (Cn (X,E)) ∩ clCn(X) (Cn (X) − Cn (X,E))

= Cn (X,E) ∩ clCn(Y ) (Cn (Y ) − Cn (Y,E ∪D))

= Cn (Y,E ∪D) ∩ clCn(Y ) (Cn(Y ) − Cn (Y,E ∪D))

= bdCn(Y ) (Cn (Y,E ∪D)) .

Lema 3.50. Sean X, Y y D continuos, y p ∈ Y , tales que Y = X ∪ D y
X ∩D = {p}. Si d es una métrica convexa para Y , entonces d también es una
métrica convexa para X.

Demostración. Probemos que para cada par de elementos x y y de X, existe
un arco que es isométrico a [0, d (x, y)] y cuyos puntos extremos son x y y.
Sean x, y ∈ X. Como d es una métrica convexa de Y , existe una isometŕıa
γ : [0, d (x, y)] → γ ([0, d (x, y)]) ⊂ Y . Sea A = γ ([0, d (x, y)]), como toda iso-
metŕıa es un homeomorfismo, A es un arco cuyos puntos extremos es x y y.
Observemos que podemos suponer que p ∈ A, ya que si p /∈ A, como A ⊂ Y
es conexo y X ∩ D = {p}, entonces A ⊂ X o A ⊂ D. Si A ⊂ D, entonces
{x, y} ⊂ X ∩D, pero {p, p} ≠ {x, y}, lo que es una contradicción. Aśı, A ⊂ X.
Por lo tanto, podemos asumir que p ∈ A. Si p ∈ E (A), digamos p = y, entonces
A−{p} es conexo. Como X y D son conjuntos cerrados de Y y X ∩D = {p},
entonces Y −X = D−X y Y −D = X−D son subconjuntos abiertos no vaćıos
y ajenos de Y . Observemos también que D−X = D−{p} y X−D = X−{p}.
Luego, A−{p} ⊂ Y −{p} = (X − {p})∪ (D − {p}). Como A−{p} es conexo
y x ∈ (X − {p}) ∩ (A− {p}), entonces A − {p} ⊂ X − {p}. Aśı, A ⊂ X. Si
p /∈ E (A), entonces A−{p} es disconexo y tiene dos componentes C1 y C2 tales
que x ∈ C1 y y ∈ C2. Como x ∈ C1∩(X − {p}) y y ∈ C2∩(X − {p}), entonces
por un argumento similar al anterior, C1 ⊂ X − {p} y C2 ⊂ X − {p}. Aśı,
A−{p} = C1∪C2 ⊂ X−{p}, de donde A ⊂ X. Concluyendo lo requerido.

Consideremos N′ = (N− {1, 2}) ∪ {ω}. Con la finalidad de demostrar el
Teorema 3.51, haremos uso de las siguientes dendritas especiales sin arcos
libres. Dado S un subconjunto no vaćıo de N′, denotamos por DS cualquier
dendrita que satisface las siguientes dos condiciones:
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(i) si p ∈ R (DS), entonces ord (p,DS) ∈ S;

(ii) para cada m ∈ S y cada arco A en DS, existe p ∈ A tal que ord (p,DS) =
m.

Observemos que por [2, Teorema 4.11] las dendritas DS existen.

Teorema 3.51. Si X es un continuo localmente conexo tal que R (X) ̸= ∅ y
p ∈ X, entonces existe una clase no numerable D de dendritas sin arcos libres
y no homeomorfas por pares tales que:

(a) si D ∈ D, el continuo localmente conexo X∪pD no es homeomorfo a X;

(b) si B ̸= D son elementos de D, entonces X∪pB y X∪pD no son homeo-
morfos.

Demostración. Sea P (N′) = {S : S ⊂ N′}. Como X es un continuo localmente
conexo, la clase B = {U ⊂ X : U es abierto y conexo de X} es una base de
X. Además, X es un espacio métrico compacto, entonces por [10, Teorema
1.1.15], existe una base numerable B0 de X tal que B0 ⊂ B. Supongamos que
B0 = {Un : n ∈ N} y sea f : B0 → P (N′) la función que está dada por f (Un) =
{ord (p,X) : p ∈ R (X) ∩ Un}, para cualquier Un ∈ B0. Como R (X) ̸= ∅, la
función f está bien definida. Además, f (B0) = {f (Un) : n ∈ N} es numerable
y P (N′) es no numerable, entonces el conjunto S = P (N′)−f (B0) = {Sα : α ∈
Λ} es no numerable y cumple con las siguientes propiedades:

(1) Sα ⊂ N′, para cada α ∈ Λ;

(2) Sα ̸= f (Un), para cada α ∈ Λ y cada n ∈ N;

(3) Sα ̸= Sβ, si α, β ∈ Λ y α ̸= β.

Dado α ∈ Λ, consideremos las dendritas DSα sin arcos libres descritas an-
teriormente, recordando que tienen las siguientes propiedades:

(4) si x ∈ R (DSα), entonces ord (x,DSα) ∈ Sα;

(5) para cada arcoA ∈ DSα y cadam ∈ Sα, existe x ∈ A tal que ord (x,DSα) =
m.

Entonces por [2, Teorema 4.11], D = {DSα : Sα ∈ S} es una clase no nume-
rable de dendritas sin arcos libres no homeomorfas por pares.

Demostremos (a). Sea DSα ∈ D, con α ∈ Λ, y sean p ∈ X y eα ∈ DSα ,
con eα ∈ E (DSα) (la cual existe por la Observación 3.34). Sea Yα = X∪pDSα

al identificar p con eα, como en la Definición 3.48. Supongamos que Yα es
homeomorfo a X, entonces existe un homeomorfismo hα : Yα → X. Como
X ∩ DSα = {p} y X es un subconjunto cerrado de Yα, tenemos que Yα −
X = DSα − {eα} es un subconjunto abierto de Yα. Más aún, como eα ∈
E (DSα), por [29, Teorema 10.13], DSα − {eα} es un subconjunto conexo de
DSα , aśı, Yα −X es un subconjunto abierto y conexo de Yα. Esto implica que
hα (Yα −X) es un conjunto abierto y conexo de X. En particular, hα (Yα −X)
es un conjunto abierto de X, por lo que, dado y ∈ hα (Yα −X) existe Un ∈ B0
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abierto de X tal que y ∈ Un ⊂ hα (Yα −X) ⊂ hα (DSα) ⊂ h (Yα) = X.
Observemos que y ∈ intX (hα (DSα)). Aśı, por el Teorema 1.8 y la Proposición
1.9, tenemos que ord (y,X) = ord (y, hα (DSα)) = ord

(
hα

−1 (y) , DSα

)
. Por lo

tanto, para cada z ∈ R (X)∩Un, se tiene que hα
−1 (z) ∈ R (DSα) y ord (z,X) =

ord
(
hα

−1 (z) , DSα

)
, además por (4), ord

(
hα

−1 (z) , DSα

)
∈ Sα. Esto implica

que f (Un) ⊂ Sα.

Ahora probemos que Sα ⊂ f (Un). Para esto, notemos primero que por el
Teorema 1.21, Un es arco conexo, ya que Un es un subconjunto abierto y conexo
de X y X es localmente conexo. Sea A un arco en Un, como Un ⊂ hα (DSα),
entonces hα

−1 (A) ⊂ hα
−1 (Un) ⊂ DSα ⊂ hα

−1 (X) = Yα. Como hα
−1 (A)

también es un arco y DSα satisface (5), dado m ∈ Sα, existe s ∈ hα
−1 (A) tal

que ord (s,DSα) = m. Por otra parte, como hα (s) ∈ A ⊂ Un ⊂ hα (DSα) ⊂ X,
tenemos que hα (s) ∈ intX (hα (DSα)). Aśı, por el Teorema 1.8 y la Proposición
1.9, se sigue que ord (hα(s), X) = ord (hα(s), hα (DSα)) = ord (s,DSα) = m ≥
3, es decir, hα(s) ∈ R (X) ∩ Un, por ende, m ∈ f (Un). Como m fue elegida
arbitrariamente en Sα, se sigue que Sα ⊂ f (Un). Por lo tanto, Sα = f (Un),
esto contradice (2), por lo cual, Yα no es homeomorfo a X.

Por último, demostremos (b). Sean DSα , DSβ
∈ D, con α, β ∈ Λ tales que

α ̸= β. Observemos que Sα ̸= Sβ, entonces DSα ̸= DSβ
. Más aún, DSα y

DSβ
no son homeomorfos. Sean Yα = X∪pDSα y Yβ = X∪pDSβ

, los continuos
obtenidos al identificar p con eα ∈ DSα y p con eβ ∈ DSβ

, respectivamente.
Como X ∩DSα = {p} y X ∩DSβ

= {p}, tenemos que Yα −X = DSα − {eα}
y Yβ − X = DSβ

− {eβ}. Además, por [29, Teorema 10.13], DSα − {eα} y
DSβ

− {eβ} son subconjuntos conexos de DSα y DSβ
, respectivamente. Aśı,

como X es un subconjunto cerrado de Yα y Yβ, se sigue que Yα −X y Yβ −X
son conjuntos abiertos y conexos de Yα y Yβ, respectivamente.

Supongamos que Yα y Yβ son homeomorfos, entonces existe h un homeo-
morfismo que va de Yα sobre Yβ. Si F = h (Yα −X) ∩ (Yβ −X) ̸= ∅, por el
párrafo anterior, F es un conjunto abierto y conexo de Yβ, aśı, por el Teorema
1.21, F es arco conexo. Sea h (A) un arco en F , entonces A es un arco en
(Yα −X) ∩ h−1 (Yβ −X) ⊂ DSα ⊂ Yα. Sea m ∈ Sα, por (4), existe x ∈ A
tal que ord (x,DSα) = m ≥ 3. Por el Teorema 1.8, ord (x,DSα) = ord (x, Yα).
Luego, como h es un homeomorfismo, por la Proposición 1.9, tenemos que
ord (x, Yα) = ord (h(x), Yβ), es decir, ord (x,DSα) = ord (h (x) , Yβ). Además,
h (x) ∈ Yβ−X ⊂ DSβ

⊂ Yβ, aśı, h (x) ∈ intYβ
(
DSβ

)
. De nuevo, por el Teorema

1.8, ord (h (x) , Yβ) = ord
(
h (x) , DSβ

)
. Esto muestra que m = ord (x,DSα) =

ord
(
h(x), DSβ

)
y por lo tanto, h (x) ∈ R

(
DSβ

)
. Aśı, por (3), m ∈ Sβ. Como

m es arbitraria en Sα, se sigue que Sα ⊂ Sβ. Similarmente se demuestra que
Sβ ⊂ Sα. Aśı pues, Sα = Sβ, pero esto es una contradicción por (3). Por lo
tanto, F = ∅, es decir, h (Yα −X) ⊂ X. Procediendo de manera similar como
en la demostración de (a), obtenemos una contradicción de (2). Aśı (b) está
probado.

Definición 3.52. Sean X un continuo y n un número natural. Decimos que
X tiene hiperespacio único Cn(X) si para cada continuo Y tal que Cn(X)
es homeomorfo a Cn(Y ), se cumple que X es homeomorfo a Y .
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Lema 3.53. Sean D, X, Y continuos tales que X ∪D = Y y X ∩D = {p}. Si
E es un subconjunto cerrado de X con p ∈ E, y Cn (X,E) y Cn (Y,E ∪D) son
cubos de Hilbert tales que, bdCn(X) (Cn (X,E)) y bdCn(Y ) (Cn (Y,E ∪D)) son
Z-conjuntos de Cn (X,E) y Cn (Y,E ∪D), respectivamente, entonces Cn (X)
es homeomorfo a Cn (Y ).

Demostración. Por el Lema 3.49, se tiene que id : bdCn(X) (Cn (X,E)) → bdCn(Y )

(Cn (Y,E ∪D)) es un homeomorfismo y por el Teorema 3.44, la función id
puede extenderse a un homeomorfismo h1 : Cn (X,E) → Cn (Y,E ∪D). Con-
sideremos la función h : Cn(X) → Cn(Y ) que está dada por

h(A) =

{
h1(A) si A ∈ Cn(X,E),
IdCn(X)(A) si A ∈ Cn(X) − Cn(X,E).

Para mostrar que h es continua en Cn (X), verifiquemos la continuidad de h
en B = clCn(X) (Cn (X) − Cn (X,E)). Sean B ∈ clCn(X) (Cn (X) − Cn (X,E))
y {Bi}∞i=1 ∈ Cn (X) − Cn (X,E) tal que Bi converge a B. Vamos a demostrar
que h(Bi) converge a h(B). Como cada Bi ∈ Cn(X) − Cn (X,E), entonces
h(Bi) = Bi. Además, Bi converge a B, luego h(Bi) converge a B. Veamos que
h(B) = B.

Si B ∈ Cn (X) − Cn (X,E), entonces h(B) = B. Si B ∈ Cn (X,E) =
clCn(X) (Cn (X,E)), entonces B ∈ bdCn(X) (Cn (X,E)), ya que por hipótesis,
B ∈ B. Aśı, h(B) = h ↾ bdCn(X,E) = id (B) = B, es decir, h(B) = B. Como en
cualquiera de los dos casos h(B) = B y B fue elegida arbitrariamente en B,
podemos concluir que h es continua en B.

Además, IdCn(X) y h1 son inyectivas, entonces h es inyectiva. Más aún, por
el Lema 3.49, Cn(X) − Cn(X,E) = Cn(Y ) − Cn(Y,E ∪D), aśı,

h (Cn(X)) = h (Cn(X,E) ∪ (Cn(X) − Cn(X,E)))

= h1 (Cn(X,E)) ∪ IdCn(X) (Cn(X) − Cn(X,E))

= Cn(Y,E ∪D) ∪ (Cn(Y ) − Cn(Y,E ∪D))

= Cn(Y ),

es decir, h es sobreyectiva. Por lo tanto, Cn(X) es homeomorfo a Cn(Y ).

El siguiente teorema es otro de los principales resultados de este trabajo,
este nos dice que para que un continuo localmente conexo tenga hiperespacio
único, necesitamos al menos que éste sea casi enrejado.

Teorema 3.54. Si X es un continuo localmente conexo que no es casi enre-
jado, entonces X no tiene hiperespacio único Cn (X), para cada n ∈ N.

Demostración. Como X es localmente conexo y p ∈ X, por el Teorema 3.51
(a), (b), existe una dendrita D sin arcos libres tal que Y = X∪pD es un
continuo localmente conexo que no es homeomorfo a X. Sea d una métrica
para Y , por el Teorema 2.28, podemos asumir que d es una métrica con-
vexa para Y . Además, por el Lema 3.50, las métricas inducidas en X y D
por d son convexas. Como X no es casi enrejado, G (X) no es denso en X,
luego, existe un abierto A no vaćıo de X tal que A ∩ G (X) = ∅, es decir,
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A ⊂ P (X). Sea p ∈ A y BX
2ϵ (p) ⊂ A. Consideremos E = Cd (ϵ, {p}). Por [20,

Proposición 10.6], E es un subcontinuo de X. Más aún, E = clX (intX (E)).
En efecto, por la Observación 2.21, Cd (ϵ, {p}) es un conjunto cerrado de
X no vaćıo. Luego, clX (intX (Cd (ϵ, {p}))) ⊂ Cd (ϵ, {p}). Aśı, solo necesita-
mos mostrar la otra contención. Sea x ∈ Cd (ϵ, {p}), si x ∈ {p}, entonces
x ∈ Nd (ϵ, {x}) ⊂ Cd (ϵ, {p}). Luego, Nd (ϵ, {x}) ⊂ intX (Cd (ϵ, {p})), y por
ende, x ∈ Nd (ϵ, {x}) ⊂ clX (Nd (ϵ, {x})) ⊂ clX (intX (Cd (ϵ, {p}))). Aśı, po-
demos suponer que x /∈ {p}. Observemos que d (p, x) = d (x, {p}) y exis-
te una isometŕıa γ : [0, d (p, x)] → γ ([0, d (p, x)]) ⊂ X tal que γ (0) = p y
γ (d (p, x)) = x. Sea t ∈ [0, d (p, x)), como γ es una isometŕıa y x ∈ Cd (ϵ, {p}),
d (p, γ (t)) = d (γ (0) , γ (t)) = |t−0| = t < d (p, x) = d (x, {p}) ≤ ϵ. Aśı, γ (t) ∈
Bd (ϵ, p) ⊂ Cd (ϵ, {p}). Esto nos dice que, γ ([0, d(p, x))) ⊂ intX (Cd (ϵ, {p})),
por lo que x ∈ γ ([0, d(p, x)]) = clX (γ ([0, d(p, x)))) ⊂ clX (intX (Cd (ϵ, {p}))),
es decir, Cd (ϵ, {p}) ⊂ clX (intX (Cd (ϵ, {p}))). Por lo tanto, E = clX (intX (E)).

Observemos que Cd (ϵ, {p}) ⊂ BX
2ϵ (p) ⊂ P (X). Luego, Cd (ϵ, {p}) es un

cerrado de P (X). Aplicando el Teorema 3.43, Cn (X,E) es un cubo de Hil-
bert. Por otro parte, como D es una dendrita sin arcos libres, por el Lema
3.17, clD (G (D)) = clD (FA (D)) = ∅, es decir, P (D) = D. Además, por
la Observación 3.23, P (D) ⊂ P (Y ) y P (X) ⊂ P (Y ). Ya que D también
es un cerrado de Y , se tiene que E ∪ D ⊂ Y es un cerrado de Y . Luego,
E ∪ D ⊂ P (X) ∪ P (D) ⊂ P (Y ), aśı, E ∪ D es un cerrado de P (Y ). Apli-
cando una vez más, el Teorema 3.43, se tiene que Cn (Y,E ∪D) es un cubo de
Hilbert.

Afirmación 1. bdCn(X)(Cn(X,E)) es un Z-conjunto en Cn(X,E).

Sea δ > 0 y consideremos la función Φδ ↾Cn(X,E) : Cn (X,E) → Cn (X,E)
como en la ecuación 2.1. Por el Lema 2.20, Cn (X,E) es un hiperespacio
de crecimiento, entonces, por el Lema 2.26, Φδ ↾ Cn (X,E) está bien defi-
nida. Más aún, por el Lema 2.24 y el Lema 2.25, Φδ ↾Cn(X,E) es continua

y Hd

(
IdCn(X,E)

(A) ,Φδ ↾Cn(X,E) (A)
)
< δ, para cada A ∈ Cn (X,E), respec-

tivamente. Para demostrar que Φδ (A) /∈ bdCn(X) (Cn (X,E)), veamos que
Φδ (A) /∈ clCn(X) (Cn(X) − Cn (X,E)) ⊃ bdCn(X) (Cn (X,E)). Sea {An}∞n=1

una sucesión en Cn(X) tal que ĺımAn = Φδ (A). Como E = clX (intX (E))
y A ∈ Cn (X,E), entonces NX

δ (A) ∩ clX (intX (E)) ⊃ A ∩ E ̸= ∅. Luego,
Φδ (A) ∩ intX (E) ⊃ NX

δ (A) ∩ intX (E) ̸= ∅. Sean a ∈ Φδ (A) ∩ intX (E) y
κ > 0 tales que BX

κ (a) ⊂ intX (E) ⊂ E. Por la Definición 2.29, existe N ∈ N,
tal que para cada n ≥ N , An ∩E ⊃ An ∩BX

κ (a) ̸= ∅. Luego, An ∈ Cn (X,E),
que es lo que se requeŕıa. Por lo tanto, Φδ ↾Cn(X,E) : Cn (X,E) → Cn (X,E) −
bdCn(X) (Cn (X,E)). Aśı, bdCn(X) (Cn (X,E)) es un Z-conjunto en Cn (X,E).

Afirmación 2. bdCn(Y )(Cn(Y,E ∪ D)) es un Z-conjunto en Cn(Y,E ∪
D). Observermos primero que clY (intY (E ∪D)) ⊂ E ∪ D, ya que E ∪ D es
un cerrado de Y . Ahora veamos que E ∪ D ⊂ clY (intY (E ∪D)). Para esto,
observemos que E = clY (intY (E)) y D − {p} = Y − X es un abierto de Y ,



3.4 Arcos y circunferencias libres 53

entonces

E ∪D = clY (intY (E)) ∪ (D − {p}) ∪ {p}
= clY (intY (E)) ∪ intY (D − {p}) ∪ {p}
⊂ clY (intY (E)) ∪ clY (intY (D − {p})) ∪ {p}
= clY (intY (E) ∪ intY (D − {p}))

⊂ clY (intY (E ∪D)).

Por lo tanto, E∪D = clY (intY (E ∪D)). Realizando un procedimiento similar
al de la Afirmación 1, obtenemos que bdCn(Y )(Cn(Y,E ∪D)) es un Z-conjunto
en Cn(Y,E ∪D).

Aśı, por la Afirmación 1, la Afirmación 2 y el Lema 3.53, Cn (X) es homeo-
morfo a Cn (Y ). Por lo tanto, X no tiene hiperespacio único Cn (X).

Corolario 3.55. Si X es un continuo localmente conexo que no es casi enreja-
do, entonces existe una clase Y no numerable de continuos localmente conexos
no homeomorfos por pares tales que:

(a) para cada Y ∈ Y, X no es homeomorfo a Y ;

(b) para cada n ∈ N y cada Y ∈ Y, Cn (X) es homeomorfo a Cn (Y ).

Demostración. ComoX no es casi enrejado, intX (P (X)) ̸= ∅. Sea p ∈ intX (P (X)),
por el Teorema 3.51, existe una clase D no numerable de dentritas no homeo-
morfos por pares tales que:

(a) para cada D ∈ D, D no contiene arcos libres;

(b) el continuo localmente conexo X∪pD no es homeomorfo a X;

(c) si B ̸= D son elementos de D, entonces X∪pB y X∪pD no son homeo-
morfos.

Considerando Y = {X∪pD : D ∈ D}, se tiene que por el iniciso (b), para
cada Y ∈ Y , X no es homeomorfo a Y .

Ahora, para cada n ∈ N, por un procedimiento similar al del Teorema 3.54,
se tiene que para cada Y ∈ Y , Cn (X) es homeomorfo a Cn (Y ), y concluye la
demostración.

3.4. Arcos y circunferencias libres

En esta nueva sección, introducimos los conceptos de arco libre maximal y
circunferencia libre de un continuo X. Demostramos que los arcos libres no
tienen vértices de triodos simples en su interior, véase Lema 3.57, y mostra-
mos que la convergencia en el hiperespacio C(X) por arcos libres maximales
y circunferencias libres distintos por pares, esta implicada por la convergencia
de elementos de cada uno de estos en el continuo X, cuando X es localmente
conexo, véase Lema 3.69. Por último, demostramos que en los continuos local-
mente conexos, cada arco libre está contenido en un arco libre maximal o una
circunferencia libre, véase Lema 3.73.

Recordemos la definición de arco libre de X, véase la Definición 3.4.
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Definición 3.56. Sea X un continuo, un arco libre maximal J de X es
un arco libre de X, el cual es maximal con respecto a la inclusión, es decir,
para cada arco libre K de X tal que J ⊂ K, se cumple que J = K. Una
circunferencia libre S de X, es una curva cerrada simple de X para la cual
existe p ∈ S tal que S − {p} es un abierto de X.

Dado un arco J en un continuo X y x, y ∈ J . Denotamos el subarco de J
que va de x a y como [x, y]J , si x ̸= y, y [x, y]J = {x}, si x = y. También,
denotamos (x, y]J = [x, y]J − {x} y (x, y)J = [x, y]J − {x, y}.

Lema 3.57. Si X es un continuo y J es un arco libre de X, entonces ningún
punto de intX (J) puede ser el vértice de un triodo simple de X.

Demostración. Supongamos que x ∈ intX (J) es el vértice de un triodo simple
T de X, por el Teorema 1.8, ord (x, J) = ord (x,X). Como J es un arco, por
la Proposición 3.36, ord (x, J) ≤ 2, aśı, ord (x,X) ≤ 2. Pero, ord (x,X) ≥ 3.
Como esto es una contradicción, se debe de cumplir que ningún punto de
intX (J) puede ser el vértice de un triodo simple de X.

Lema 3.58. Si X es un continuo y J y K son arcos libres de X tales que
intX (J) ∩ intX (K) ̸= ∅, entonces J ∪K es un arco libre o una circunferencia
libre de X.

Demostración. Como J ∩K ⊃ intX (J) ∩ intX (K) ̸= ∅, entonces J ∩K ̸= ∅.
Cuando J ∩ K = J o J ∩ K = K, el resultado es inmediato. Aśı, podemos
asumir que J ∩K ̸= J y J ∩K ̸= K. Más aún, podemos asumir que X no es
un arco. Sea l ∈ intX (J)∩ intX (K), como J ∩K ̸= K, se tiene que K ̸⊂ J , aśı,
existe p ∈ K − J . Consideremos [p, l]K el arco contenido en K. Por el Lema
3.1, existe β un subarco de [p, l]K ⊂ K tal que β ∩ J = {s} y E (β) = {p, s}.
Demostremos que s ∈ E (J). Para esto, supongamos que s /∈ E (J). Como
s /∈ E (J) = {pJ , qJ} y s ∈ J , entonces s ∈ J − E (J) ⊂ intX (J). Como
[s, qJ ]J es un arco contenido en J y s ∈ β ∩ [s, qJ ]J ⊂ β ∩ J = {s}, entonces
β ∩ [s, qJ ]J = {s}. Similarmente, s ∈ β ∩ [pJ , s]J ⊂ β ∩ J = {s}, entonces
β ∩ [pJ , s]J = {s}. Aśı, [pJ , s]J ∪ β ∪ [s, qJ ]J es un triodo simple de X cuyo
vértice es s ∈ intX (J), por el Lema 3.57, esto es una contradicción. Por lo
tanto, s ∈ E (J).

Sin pérdida de generalidad, supongamos que s = qJ y mostremos que
[s, l]K ⊂ J . Supongamos que [s, l]K ̸⊂ J , entonces s ̸= l. Sea c ∈ [s, l]k − J .
Como [c, l]K es un subarco de [s, l]K , por el Lema 3.1, existe un subarco η de
[c, l]K tal que η ∩ J = {u} y E (η) = {c, u}. Notemos que u ∈ E ([s, l]K). De
manera similar, como [s, c]K ⊂ [s, l]K , existe γ un subarco de [s, c]K tal que
γ ∩ J = {v} y E (γ) = {v, c}. Notemos también que v ∈ E ([s, l]K). Como
u /∈ [s, c]K y v /∈ [c, l]K , entonces u = l y v = s. Si l ∈ E (J), como l ̸= s
y s = qJ ∈ β ∩ E (J) ⊂ β ⊂ K, entonces l = pJ y s ∈ intX (K). Aśı, como
γ∩J = {s}, β∩J = {s} y β∩γ = [p, s]K ∩ [s, c]K = {s}, se tiene que J ∪γ∪β,
es un triodo simple cuyo vértice es s ∈ intX (K). Por el Lema 3.57, esto es
una contradicción, por lo tanto, l /∈ E (J). Pero l ∈ η ∩ [pJ , l]J ⊂ η ∩ J = {l},
l ∈ η∩[l, qJ ]J ⊂ η∩J = {l} y [pJ , l]J∩[l, qJ ]J = {l}, entonces [pJ , l]J∪η∪[l, qJ ]J
es un triodo simple cuyo vértice es l ∈ intX (J). Como esto es una contradicción
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que surgió de suponer que [s, l]K ̸⊂ J , se tiene que [s, l]K ⊂ J . Similarmente y
como J ̸⊂ K, se demuestra que [l, qK ]K ⊂ [l, pJ)J , para algún qK ∈ E (K).

Sea pK ∈ E (K) − {qK}. Observemos que [s, l]K = [s, l]J ⊂ J y [l, qK ]K =
[l, qK ]J ⊂ J . Luego, K ∪ J = ([pK , s]K ∪ [s, l]K ∪ [l, qK ]K) ∪ ([s, l]J ∪ [l, qK ]J
∪[qK , pJ ]J) = ([pk, s]K ∪ [s, l]K ∪ [l, qk]K) ∪ [qK , pJ ]J = K ∪ [qK , pJ ]J . Si l ∈
E (J), entonces l = qJ = s, ya que si l = pJ , entonces J ⊂ K, lo que es una
contradicción. Como X no es un arco y qJ ∈ intX (J), entonces intX (J) =
J − {pJ} y bdX (J) = {pJ}.

En base a esto y recordando que p ∈ K − J tenemos lo siguiente:
Caso 1. [p, pK ]K ∩ {pJ} = ∅.
Como K∪J = K∪[qK , pJ ]J , entonces K∩[qK , pJ ]J = {qK}. Aśı, J∪K es un

arco con E (J ∪K) = {pK , pJ}. Como, (J ∪K) − E (J ∪K) = (J − {pJ}) ∪
(K − E (K)) = intX (J)∪ (K − E (K)) es un abierto de X, entonces J ∪K es
un arco libre de X.

Caso 2. [p, pK ]K ∩ {pJ} ≠ ∅.
Observemos que [pJ , pK ]K ⊂ [pJ , qK)J y J ∪K es una curva cerrada simple.

Si pK ∈ E (J), entonces pK = pJ . Luego, (J ∪K) − {pJ} = (J − {pJ}) ∪
(K − E (K)) = intX (J) ∪ (K − E (K)) es un abierto de X. Aśı, J ∪ K es
una circunferencia libre de X. Si pK /∈ E (J), entonces J ∪K = (J − {pJ}) ∪
(K − E (K)) = intX (J) ∪ (K − E (K)) es un abierto de X. Por la conexidad
de X, J ∪K = X, se sigue que J ∪K es una circunferencia libre de X.

En otro caso, si l /∈ E (J), siguiendo un argumento similar que en los dos
casos anteriores, se obtiene lo siguiente. Si [p, pK ]K ∩{pJ} = ∅, entonces J ∪K
es un arco libre de X. En otro caso, si [p, pK ]K ∩ {pJ} ≠ ∅, entonces J ∪ K
es una curva cerrada simple de X. Si pK ∈ E (J), entonces pK = pJ , luego
(J ∪K)−{pJ} = (J − E (J))∪ (K − E (K)) es un abierto de X. Por lo tanto,
J∪K es una circunferencia libre de X. Si pK /∈ E (J), (J ∪K) = (J − E (J))∪
(K − E (K)) es un abierto de X. Por la conexidad de X, J ∪K = X. Por lo
tanto, J ∪K es una circunferencia libre de X. De cualquier modo, J ∪K es
un arco o una circunferencia libre de X.

Dados un continuo X y n ∈ N, denotamos:

A (X) = {J ⊂ X : J es un arco libre maximal de X};

AS (X) = {J ⊂ X : J es un arco libre maximal de X o

J es una circunferencia libre de X};

AE (X) = {J ∈ A (X) : existe p ∈ E (J) ∩ intX (J)}.

Definición 3.59. Sea X una curva cerrada simple. Si K y L son arcos con-
tenidos en X tales que K ∪ L = X y E (K) = K ∩ L = E (L), entonces se
dice que K y L forman una descomposición simple de X. Si x, y ∈ X son
los puntos extremos en común de K y L, se dice que x y y son los puntos
base de la descomposición simple, o bien, que la descomposición simple está
basada en x y en y.

Proposición 3.60. [31, Proposición 2.59] Si X es una curva cerrada sim-
ple, entonces cualesquiera dos puntos distintos de X son puntos base de una
descomposición simple de X.
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Lema 3.61. Si X es un arco o una curva cerrada simple, entonces AS (X) =
{X}.

Demostración. Supongamos que X es un arco, entonces X es un arco libre en
X y por lo tanto, es el único arco libre maximal en X. Además, como X no
contiene curvas cerradas simples, se sigue que AS (X) = {X}. En otro caso,
si X es una curva cerrada simple, A (X) = ∅. Para mostrar esto, supongamos
lo contrario, es decir, existe J ∈ A (X). Sean x ∈ X − J y p y q los puntos
extremos de J . Notemos que x /∈ {p, q}, aśı, por el Lema 3.60, x y q son puntos
base de una descomposición simple de X, por lo que, existen arcos K y L tales
que K∪L = X y E (K) = K∩L = {x, q} = E (L). Sin pérdida de generalidad,
supongamos que K es el arco que contiene a J . Notemos que K ̸= J . Además,
K − E (K) = X − L, que es abierto en X, es decir, K es un arco libre de X
que contiene propiamente a J . Como esto es una contradicción, se sigue que
A (X) = ∅. Luego, como la única circunferencia libre de X es la misma X, se
sigue que AS (X) = {X}.

Con ayuda del Lema 3.57 y el Lema 3.61, obtenemos el siguiente resultado
que será de utilidad en el Lema 3.73.

Lema 3.62. Sean X un continuo localmente conexo, J un arco libre de X y
K una circunferencia libre de X. Si J ̸⊂ K, entonces J ∩ intX (K) = ∅.

Demostración. Hacemos la demostración por contrarrećıproca. Supongamos
que J ∩ intX (K) ̸= ∅. Cuando X es un arco o una curva cerrada simple,
por el Lema 3.61, el resultado es inmediato. Aśı, podemos suponer que X
no es un arco ni una curva cerrada simple. Si intX (J) ∩ intX (K) = ∅, en-
tonces intX (J) ⊂ X − intX (K). Como J − E (J) ⊂ intX (J), entonces J =
clX (J − E (J)) ⊂ clX (intX (J)) ⊂ X − intX (K), es decir, J ∩ intX (K) = ∅.
Como esto es una contradicción, intX (J) ∩ intX (K) ̸= ∅.

Sea p ∈ K tal que K − {p} es abierto de X. Notemos que p /∈ intX (K),
es decir, intX (K) = K − {p}. Supongamos que p ∈ intX (J) y J ̸⊂ K, luego,
existe q ∈ J−K. Sea L = [p, q]J . Como L−{p} es conexo y X−K, K−{p} son
subconjuntos ajenos y abiertos de X, entonces L−{p} ⊂ X −K. Sean A y B
arcos contenidos en K tales que p ∈ E (A)∩E (B) y A∩B = {p}. Notemos que
A∪B∪L es un triodo simple de X con vértice p. Por el Lema 3.57, esto es una
contradicción. Por lo tanto, p /∈ intX (J) o J ⊂ K. Si p /∈ intX (J), entonces
intX (J) ⊂ X − {p}. Como intX (J) ∩ (K − {p}) = intX (J) ∩ intX (K) ̸= ∅, y
intX (J) es conexo, entonces intX (J) ⊂ K − {p}. Aśı, J = clX (J − E(J)) ⊂
clX (K − {p}) = K. De cualquier modo J ⊂ K, concluyendo lo requerido.

Lema 3.63. Sean X un continuo localmente conexo, J un arco libre de X y
K un arco libre maximal de X. Si J ̸⊂ K, entonces J ∩ intX (K) = ∅.

Demostración. Hacemos la demostración por contrarećıproca. Supongamos
que J ∩ intX (K) ̸= ∅ y probemos que J ⊂ K. Si intX (J) ∩ intX (K) = ∅,
entonces intX (J) ⊂ X − intX (K). Como J es un arco libre de X, J −
E (J) ⊂ intX (J), esto implica que J = clX (J − E (J)) ⊂ clX (intX (J)) ⊂
X − intX (K). Luego, J ∩ intX (K) ⊂ (X − intX (K))∩ intX (K) = ∅, es decir,
J ∩ intX (K) = ∅, lo que es una contradicción. Aśı, intX (J) ∩ intX (K) ̸= ∅.
Por lo tanto, por [14, Lema 3], J ⊂ K
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Observación 3.64. Si X es un continuo distinto de un arco y de una curva
cerrada simple, y J ∈ AS (X), las siguientes afirmaciones son ciertas:

(a) si J ∈ AE (X), entonces intX (J) = J − {qJ} y bdX (J) = {qJ}, donde
pJ y qJ son los puntos extremos de J , con pJ ∈ intX (J). Observemos
que intX (J) es homeomorfo a [0, 1);

(b) si J /∈ AE (X), es decir, J es un arco libre maximal de X que no tiene
puntos extremos en su interior o J es una circunferencia libre de X,
entonces intX (J) = J − {pJ , qJ} y bdX (J) = {pJ , qJ}, si J es un arco
libre maximal en X o intX (J) = J − {qJ} y bdX (J) = {qJ}, para
algún qJ en J , si J es una circunferencia libre en X. Observemos que en
cualquiera de los dos casos intX (J) es homeomorfo a (0, 1).

El siguiente resultado nos será de utilidad más adelante.

Lema 3.65. [24, Lema 3.1 (c)] Sean X un continuo localmente conexo y J,K ∈
AS (X). Si intX (J) ∩K ̸= ∅, entonces J = K.

Observación 3.66. Sean X un continuo localmente conexo y J,K, L,M ele-
mentos de AS (X). Si {J,K} ̸= {L,M}, entonces ⟨intX (J) , intX (K)⟩C2(X) y
⟨intX (L) , intX (M)⟩C2(X) son ajenos.

Demostración. Por el Lema 3.61, podemos suponer que X no es el arco ni
la curva cerrada simple. Como {J,K} ≠ {L,M}, podemos asumir que J ∈
{J,K}−{L,M}. Luego, J ̸= L y J ̸= M . Por el Lema 3.65, intX (J)∩L = ∅ y
intX (J) ∩M = ∅, entonces intX (J) ∩ intX (L) = ∅ y intX (J) ∩ intX (M) = ∅.
Supongamos que ⟨intX (J) , intX (K)⟩C2(X)∩⟨intX (L) , intX (M)⟩C2(X) ̸= ∅, aśı,
existe E ∈ C2 (X) conE ∈ ⟨intX (J) , intX (K)⟩C2(X)∩⟨intX (L) , intX (M)⟩C2(X).
En particular, E ⊂ intX (L) ∪ intX (M) y E ∩ intX (J) ̸= ∅. Aśı, existe x ∈
E∩ intX (J) ⊂ E ⊂ intX (L)∪ intX (M), es decir, x ∈ intX (L) o x ∈ intX (M).
Esto implica que x ∈ intX (J) ∩ intX (L) o x ∈ intX (J) ∩ intX (M). Co-
mo en ambos casos obtenemos una contradicción, ⟨intX (J) , intX (K)⟩C2(X) ∩
⟨intX (L) , intX (M)⟩C2(X) = ∅

Proposición 3.67. Si X es un espacio métrico conexo con más de un punto,
entonces es infinito no numerable.

Demostración. Procedamos por contradicción, es decir, supongamos que X es
finito. Como X es un espacio métrico, para cada x ∈ X, {x} es un conjunto
compacto y por ende, cerrado de X. Además, como X − {x} es la unión de
un número finito de conjuntos cerrados de X, entonces es cerrado en X, aśı,
{x} es un abierto de X. Como X tiene más de un punto, esto nos dice que
{x} es un conjunto cerrado y abierto de X distinto del vaćıo y X, lo que es
una contradicción, ya que X es conexo. Por lo tanto, X es infinito. Más aún,
observemos que X es un conjunto infinito no numerable.

Lema 3.68. Sean X un continuo y J un arco de X. Si C es un conjunto
conexo de X tal que C ∩ bdX (J) = ∅, entonces C ∩ J = ∅ o C ⊂ J .
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Demostración. Cuando J = X, claramente C ⊂ J . Aśı, podemos suponer que
J ̸= X. Como X − J y intX(J) forman una separación de X − bdX(J) y C es
un subconjunto conexo de X − bdX (J), entonces C ⊂ X − J o C ⊂ intX(J),
es decir, C ∩ J = ∅ o C ⊂ J .

Lema 3.69. Sean X un continuo localmente conexo, {Jm}∞m=1 una sucesión
de elementos de AS (X) distintos por pares y xm ∈ Jm, para cada m ∈ N. Si
ĺım xm = x para algún x ∈ X, entonces ĺım Jm = {x} (en C (X)).

Demostración. Por el Lema 3.61, podemos suponer que X no es el arco ni
la curva cerrada simple. Dado m ∈ N y xm ∈ Jm, existe una sucesión de
elementos de intX (Jm) que convergen a xm, entonces xm ∈ clX (intX (Jm)).
Aśı, como para cada m ∈ N, xm ∈ clX (intX (Jm)), podemos suponer que
xm ∈ intX (Jm) Luego, por la Observación 3.64, para cada m ∈ N, bdX (Jm)
es un subconjunto no vaćıo de X con a lo más dos elementos. Por lo que
podemos suponer que bdX (Jm) = {pm, qm}, para cada m ∈ N. Supongamos
que {Jm}∞m=1 no converge a {x} en C (X). Como C (X) es un espacio métrico
compacto, ya que X es compacto, por la Proposición 2.12, existe una subsu-
cesión de {Jm}∞m=1 que converge a algún A ∈ C (X), con A ̸= {x}. Podemos
asumir que ĺım Jm = A, ĺım pm = p y ĺım qm = q, para algunos p, q ∈ X.
Además, por hipótesis, ĺımxm = x para algún x ∈ X. Entonces, por la Propo-
sición 2.34, p, q, x ∈ A. Como en particular, A ̸= {x} es un conjunto conexo
no degenerado, por la Proposición 3.67, A es un conjunto infinito, aśı pode-
mos elegir y ∈ A − {p, q}. Entonces, por el Lema 2.33, existe una sucesión
{ym}∞m=1 de X tal que ym ∈ Jm, para cada m ∈ N y ĺım ym = y. Note-
mos que, si y ∈ intX (Jk), para algún k ∈ N, entonces existe l ∈ N tal que,
ym ∈ intX (Jk), para cada m ≥ l, es decir, Jm ∩ intX (Jk) ̸= ∅, pero esto
es una contradicción por Lema 3.65. Por lo tanto, y /∈ intX (Jm), para cada
m ∈ N. Ahora, como X es localmente conexo y X − {p, q} es un conjunto
abierto de X que contiene a y, existe un subconjunto U abierto y conexo de
X tal que y ∈ U ⊂ clX (U) ⊂ X − {p, q}. Luego, como ĺım ym = y en X,
existe m0 ∈ N tal que ym ∈ U para cada m ≥ m0. Por el Teorema 1.21, U
es arco conexo, aśı, para cada m ≥ m0, podemos tomar un arco αm en U con
puntos extremos y y ym. Dado m ∈ N, notemos que si {y, ym}∩bdX (Jm) ̸= ∅,
entonces αm ∩ bdX (Jm) ̸= ∅. En otro caso, si {y, ym} ∩ bdX (Jm) = ∅, en-
tonces ym /∈ bdX (Jm), luego, ym ∈ intX (Jm). Además, como y /∈ intX (Jm) y
y /∈ bdX (Jm), se sigue que y ∈ X − (intX (Jm) ∪ bdX (Jm)) = X − Jm. Por el
Lema 3.68, se tiene que αm∩bdX (Jm) ̸= ∅. Aśı, como en cualquiera de los dos
casos, αm ∩ bdX (Jm) ̸= ∅, para cada m ∈ N, se sigue que U ∩ bdX (Jm) ̸= ∅,
para cada m ∈ N. Por lo que existe una subsucesión de {pm}∞m=1 o {qm}∞m=1

convergente a p o q, respectivamente, cuyos elementos están contenidos en U ,
entonces p ∈ clX (U) o q ∈ clX (U). Como esto es una contradicción por la
elección de U , concluimos que ĺım Jm = {x} en C (X).

Lema 3.70. Sean X un continuo y J un arco libre de X. Si x es un punto
extremo de J con x ∈ intX (J) y K es un arco de X que contiene a J , entonces
x es un punto extremo de K y x ∈ intX (K).

Demostración. Como x ∈ intX (J) y J ⊂ K, se sigue que x ∈ intX (K).
Además, como x ∈ E (J) y J y K son vecindades de x en X, por el Teorema
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1.8, ord (x,K) = ord (x,X) = ord (x, J) = 1, es decir, x es un punto extremo
de K.

Lema 3.71. Sean X un continuo localmente conexo y J un arco libre de X
con un punto extremo e tal que e ∈ intX (J). Entonces, existe K un arco libre
de X, tal que J ⊂ K, e es un punto extremo de K, e ∈ intX (K) y K contiene
a cada arco libre de X que contiene a J .

Demostración. Podemos asumir que X no es un arco. Sea F = {L ⊂ X : L es
un arco libre de X tal que J ⊂ L}. Sea L ∈ F y pL, qL sus puntos extremos.
Notemos que e ∈ L. Por el Lema 3.70, e ∈ E (L) y e ∈ intX (L). Podemos
suponer que e = qL. Como L es un arco libre de X, L − {pL, e} es abierto
en X. Aśı, L − {pL} = (L− {pL, e}) ∪ {e} ⊂ intX (L). Como X no es un
arco y L es un subconjunto cerrado y no vaćıo de X, se debe de cumplir que
L− {pL} = intX (L). Por lo tanto, bdX (L) = {pL}.

Observemos que si L,M ∈ F , entonces L ⊂ M o M ⊂ L. En efecto,
supongamos que L ̸⊂M y M ̸⊂ L. Entonces existen l ∈ L y m ∈M tales que
l /∈M y m /∈ L. Como J ⊂ L∩M , se tiene que l /∈ J y m /∈ J . Aśı, M ̸= J ̸= L
ym ̸= pJ ̸= l, para algún pJ ∈ E (J)−{e}. Por el Lema 3.70, e ∈ E (L)∩E (M),
luego e ̸= l y e ̸= m. Observemos que [pJ , l]L ∪ [pJ ,m]M ∪ [pJ , e]J es un triodo
simple de X cuyo vértice es pJ . Como pJ /∈ bdX (L), entonces pJ ∈ intX (L),
esto contradice el Lema 3.57, ya que L es un arco libre de X. Por lo tanto, si
L, M ∈ F , entonces L ⊂M o M ⊂ L.

Sean U =
⋃
{L − {pL} : L ∈ F} y K = clX (U). Veamos que U ̸= K.

Supongamos que U = K. Como para cada L ∈ F , L−{pL} es un subconjunto
abierto de X, U es un subconjunto abierto, cerrado y no vaćıo de X, aśı,
como X es conexo, U = X. Notemos que {L− {pL} : L ∈ F} es una cubierta
abierta de X. Luego, como X es compacto, existen L1, L2,...,Lr, con r ∈ N
tales que X =

r⋃
i=1

(Li − pLi
) = K. Por el párrafo anterior, podemos suponer

que Li ⊂ Lj, para cada i ∈ {1, 2, ..., r} y para algún j ∈ {1, 2, ..., r}. Luego,
como Lj es un arco, Li − pLi

⊂ Lj − pLj
. De esto se sigue que X = Lj − pLj

y pLj
/∈ X. Como esto es una contradicción, U ̸= K. Fijemos q ∈ X − U .

Notemos que e /∈ X − U . Por el Teorema 1.21, X es arco conexo, aśı, existe
un arco α que va de q a e. Por el Lema 3.1, existe un arco M en X que va de
p a e, para algún p ∈M , tal que M ∩ (X − U) = {p}, entonces M −{p} ⊂ U .

Veamos que K = M . Para esto, mostremos primero que U = M − {p}. Sea
L ∈ F y z ∈ L − {pL, e}. Entonces X − {z} = (X − [z, e]L) ∪ (z, e]L, luego
{z} es una separación entre {p} y {e}. Aśı, z separa a p y e en X. Entonces
z ∈ M . De modo que, L − {pL, e} ⊂ M . Notemos que L − {pL} ⊂ L =
clX (L− {pL, e}) ⊂M , es decir, L−{pL} ⊂M . De esto se sigue que U ⊂M y
como p /∈ U , entonces U ⊂M −{p}. Por lo tanto, U = M −{p}. Notemos que
K = clX (U) = clX (M − {p}) = M . Por lo tanto, K es un arco con puntos
extremos p y e. Además, K−{p} = M−{p} = U , es un subconjunto abierto de
X, entonces (K − {p})−{e} = K −{p, e} también es un subconjunto abierto
de X. Aśı, K es un arco libre de X. Dado L ∈ F , como K es un subconjunto
cerrado de X y L − {pL} ⊂ U ⊂ K, entonces L = clX (L− {pL}) ⊂ K. Esto
completa la prueba del lema.
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Teorema 3.72. [29, Teorema 5.6] Sean X un continuo y E un subconjunto
propio y no vaćıo de X. Si K es una componente de E, entonces clX (K) ∩
bdX (E) ̸= ∅.

Lema 3.73. Si X es un continuo localmente conexo y J un arco libre de X,
entonces existe K ∈ AS (X) tal que J ⊂ K.

Demostración. Notemos que por el Lema 3.61, podemos suponer que X no es
una curva cerrada simple y J no está contenido en una circunferencia libre de
X. Sean x, y ∈ E (J) y fijemos p, q ∈ (x, y)J tales que [x, p]J∩[q, y]J = ∅. Como
J es un arco libre de X y [p, q]J ⊂ J , por el Lema 3.5, (p, q)J es un abierto de
X. Aśı, Y = X − (p, q)J es un cerrado de X. Sean Xp y Xq las componentes
de Y que contienen como elemento a p y a q, respectivamente. Notemos que
bdX (Y ) = bdX ((p, q)J) = clX ((p, q)J) − intX ((p, q)J) = [p, q]J − (p, q)J =
{p, q}. Como [x, p]J ∩(p, q)J = ∅, [x, p]J ⊂ Y . Aśı, ya que [x, p]J es un conjunto
conexo que contiene a p, entonces [x, p]J ⊂ Xp. Análogamente, [q, y]J ⊂ Xq.
En particular, Xp y Xq son subcontinuos de X. Notemos que por el Teorema
3.72, cada componente de Y intersecta a {p, q}, es decir, cada componente de
Y tiene como elemento a p o a q. Esto implica, que las únicas componentes de
Y son Xp y Xq. Por lo tanto, Y = Xp ∪ Xq y Xp ∩ Xq = ∅ o Xp = Xq = Y .
Aśı, como Xp y Xq son subconjuntos abiertos de Y y Y es localmente conexo,
entonces Xp y Xq son subcontinuos localmente conexos. Como [x, p]J ⊂ J∩Xp,
por el Lema 3.5, [x, p]J es un arco libre de X. Luego, por el Lema 3.6, [x, p]J
es un arco libre de Xp.

Ahora, [x, y]J = J es un arco libre de X, entonces (x, y)J es un subconjunto
abierto de X. Si Xp ∩ Xq = ∅, Xp = Y − Xq = (X − (p, q)J) − Xq, entonces
Xp∩(p, q)J = ∅. Además, como [q, y]J ⊂ Xq, entoncesXp∩[q, y)J = ∅. De esto y
como [x, p]J ⊂ Xp, se sigue que Xp∩(x, y)J = Xp∩((x, p]J ∪ (p, q)J ∪ [q, y)J) =
(x, p]J ⊂ [x, p]J es un subconjunto abierto de Xp, aśı, p ∈ intXp ([x, p]J). En
otro caso, si Xp = Xq = Y = X−(p, q)J , entonces Xp∩(x, y)J = (x, p]J∪[q, y)J
es un subconjunto abierto de Xp. Notemos que en particular, [q, y]J ⊂ Xp es
un subconjunto cerrado de Xp. Aśı, ((x, p]J ∪ [q, y))− [q, y]J = (x, p]J ⊂ [x, p]J
es un subconjunto abierto de Xp. De esto se sique que p ∈ intXp ([x, p]J).

De cualquier manera, [x, p]J es un arco libre de Xp y p ∈ intXp ([x, p]J).
Por el Lema 3.70, existe un arco libre Kp de Xp tal que [x, p]J ⊂ Kp, p es un
punto extremo de Kp, p ∈ intXp (Kp) y Kp contiene cada arco libre de Xp que
contiene a [x, p]J . Análogamente, se puede ver que [q, y]J es un arco libre de
Xq, q ∈ intXq ([q, y]J) y existe un arco libre Kq de Xq tal que [q, y]J ⊂ Kq, q
es un punto extremo de Kq, q ∈ intXq (Kq) y Kq contiene cada arco libre de
Xq que contiene a [q, y]J . Sean p0 y q0 los otros puntos extremos de Kp y Kq,
respectivamente.

Si p ∈ (q, q0)Kq
, entonces p ∈ Xp ∩ Xq, Xp = Xq y p no es un punto

extremo del arco [q, q0]Kq
⊂ Xp. Aśı, por la proposición 3.36 y el Teorema

1.8, 2 ≤ ord
(
p, [q, q0]Kq

)
≤ ord (p,Xp) = ord (p, [x, p]J) = 1. Como esto es

una contradicción, p /∈ (q, q0)Kq
y (q, q0)Kq

⊂ Xq − {p, q}. Ahora notemos,

si Xp ∩ Xq = ∅, Xq = Y − Xp, entonces Xq − {q} = X − ((p, q]J ∪Xp) =
X − ([p, q]J ∪Xp), el cual es un subconjunto abierto de X. Luego, Xq −{p, q}
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es un subconjunto abierto de X. En otro caso, si Xp = Xq, entonces Y =
X−(p, q)J = Xq, por lo que Xq−{p, q} = X−[p, q]J es un subconjunto abierto
de X. De cualquier modo, Xq − {p, q} es un subconjunto abierto de X. Aśı,
como (q, q0)Kq

es un subconjunto abierto de Xq y (q, q0)Kq
está contenido en el

subconjunto abiertoXq−{p, q} deX, entonces (q, q0)Kq
es abierto enXq−{p, q}

y por ende, en X. Por lo tanto, Kq es un arco libre de X. Similarmente, se
puede ver que Kp es un arco libre de X. Notemos que ∅ ≠ (q, y)J ⊂ Kq∩[p, y]J ,
entonces ∅ ≠ (q, y)J ⊂ intX (Kq)∩intX ([p, y]J), aśı por el Lema 3.58,Kq∪[p, y]J
es un arco libre o una circunferencia libre de X.

Supongamos que Kq ∪ [p, y]J es una circunferencia libre de X. Notemos que
∅ ≠ (q, y)J ⊂ J∩intX (Kq ∪ [p, y]J), entonces por el Lema 3.62, J ⊂ Kq∪[p, y]J .
Como esto es una contradicción, Kq ∪ [p, y]J es un arco libre de X. De forma
similar, Kp ∪ [x, q]J es un arco libre de X.

Notemos que el conjunto abierto (p, q)J de X está contenido en Kp∪[x, q]J y
Kq∪[p, y]J . Por el Lema 3.58 y como J ⊂ Kp∪Kq∪[x, q]J∪[p, y]J = Kp∪Kq∪J ,
se sigue que M = Kp ∪Kq ∪ J es un arco libre de X.

Por otro lado, notemos que M − {p0, q0} = (p0, p)Kp
∪ (x, y)J ∪ (q, q0)Kq

es un subconjunto abierto de M . Luego, por el Teorema 1.8, para cada z ∈
M − {p0, q0}, ord (z,M − {p0, q0}) = ord (z,M).

Si ord (z,M − {p0, q0}) = 1, como z ∈ (p0, p)Kp
∪(x, y)J∪(q, q0)Kq

, sin pérdi-

da de generalidad, podemos suponer que z ∈ (p0, p)Kp
⊂ M . Por el Teorema

1.8, ord
(
z, (p0, p)Kp

)
= ord (z,M) = 1. Notemos que ord

(
z, (p0, p)Kp

)
=

ord
(
z, [p0, p]Kp

)
, que es una contradicción, ya que z no es un punto extremo

de [p0, p]Kp
. Por lo tanto, p0 y q0 son los puntos extremos de M .

Supongamos que L es un arco libre de X tal que Kp∪J∪Kq ⊂ L. Sean u y v
los puntos extremos de L. Como q ∈ [p, q]J = [p, q]L ⊂ [p, v]L, (p, q)J ⊂ (p, v)L.
Luego, como [u, p]L ∩ (p, v)L = ∅, [u, p]L ∩ (p, q)J = ∅, es decir, [u, p]L ⊂
X−(p, q)J . Ya que p ∈ [u, p]L, entonces [u, p]L ⊂ Xp. Además, [u, p]L ⊂ L ⊂ X
y [u, p]L ⊂ Xp ⊂ X, entonces [u, p]L es un arco libre de X y de Xp. Notemos que
[x, p]J = [x, p]L es un conjunto conexo contenido en L− (p, q)J = L− (p, q)L =
[u, p]L∪ [q, v]L, con [u, p]L∩ [q, v]L = ∅. Como p ∈ [x, p]J ∩ [u, p]L ̸= ∅, entonces
[x, p]J ⊂ [u, p]L. Por la maximilidad de Kp, [u, p]L ⊂ Kp. De manera similar,
como p ∈ [u, q]L, [q, v]L ⊂ Kq. Por lo tanto, L = [u, p]L ∪ [p, q]J ∪ [q, v]L ⊂
Kp ∪ J ∪Kq. Esto muestra que Kp ∪ J ∪Kq es maximal y concluye la prueba
del lema.

Como una consecuencia del Lema 3.73, tenemos lo siguiente.

Lema 3.74. Si X es un continuo localmente conexo, entonces FA(X) =⋃
{intX(K) : K ∈ AS(X)}.

Demostración. Demostremos la igualdad por doble contención.
Sea x ∈ FA(X), entonces existe J un arco libre de X tal que x ∈ intX(J) ⊂

J . Por el Lema 3.73, existe K ∈ AS(X) tal que J ⊂ K. Esto implica que x ∈
intX(J) ⊂ J ⊂ K, es decir, x ∈ K. Aśı, FA(X) ⊂

⋃
{intX(K) : K ∈ AS(X)}.

Rećıprocamente, sea x ∈ intX(K), para algún K ∈ AS(X). Si K es un arco
libre maximal de X, ya terminamos. En otra caso, si K es una circunferencia
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libre de X, sea p ∈ K tal que K − {p} es un abierto de X. Observemos que
K − {p} ⊂ intX(K) ⊂ K. Si p ∈ intX(K), entonces K = intX(K). Como X
es conexo, K = X. En este caso, cada arco contenido en K, es un arco libre
de K y por ende, de X. Supongamos que p /∈ intX(K). Por un razonamiento
similar al del Lema 3.61, se sigue que x ∈ intX(J), para algún J arco libre de
X. Aśı,

⋃
{intX(K) : K ∈ AS(X)} ⊂ FA(X). Esto concluye la demostración

del lema.

Teorema 3.75. Si X es un continuo localmente conexo, n ∈ N y A ∈ Cn (X),
entonces dim (A,Cn (X)) ≥ 2n y, si dim (A,Cn (X)) = 2n, entonces existen
k ∈ N y elementos Ji ∈ AS (X), con i ∈ {1, 2, . . . , k} y k ≤ n, tales que
A ∈ ⟨intX (J1) , ..., intX (Jk)⟩Cn(X), donde cada componente de A está contenida
en algún intX (Ji).

Demostración. Cuando dim (A,Cn (X)) = ∞, el resultado es inmediato. Su-
pongamos que dim (A,Cn (X)) es finita. Si X es un arco o una curva ce-
rrada simple, por la Proposición 3.36, R (X) = ∅ y por [26, Teorema 2.4],
dim (A,Cn (X)) = 2n. Por el Lema 3.61, AS (X) = {X}, entonces A ∈
⟨intX (X)⟩Cn(X) y cada componente de A está contenida en intX (X). Aśı,
podemos suponer que dim (A,Cn (X)) es finita y X no es un arco ni una
curva cerrada simple. Por el Teorema 3.22, existe una gráfica finita D con-
tenida en X tal que A ⊂ intX (D). Luego A ∈ ⟨intX (D)⟩Cn(X) ⊂ Cn (D),
es decir, Cn (D) es una vecindad de A en Cn (X). Aśı, por el Teorema 1.3,
dim (A,Cn (X)) = dim (A,Cn (D)). Por otro lado, por [26, Teorema 2.4],

dim (A,Cn (D)) = 2n+
∑

x∈A∩R(D)

(ord (x,D) − 2).

Notemos que si A ∩ R (D) = ∅, entonces dim (A,Cn (D)) = 2n. Si A ∩
R (D) ̸= ∅, para cada x ∈ R(D), ord (x,D) ≥ 3, entonces dim (A,Cn (X)) >
2n. Aśı, dim (A,Cn (X)) ≥ 2n, para cada A ∈ Cn (X).

Ahora, supongamos que dim (A,Cn (X)) = 2n, entonces se debe de cumplir
que

∑
x∈A∩R(D)

(ord (x,D) − 2) = 0 y A ∩ R (D) = ∅. Sean A1, A2, ..., Ak las

componentes de A, con 1 ≤ k ≤ n. Sea i ∈ {1, ..., k}. Demostremos que existe
un arco libre Li de D tal que Ai ⊂ intD (Li). Como D es una gráfica finita,
existe D = {C1, ..., Cr} una colección finita de arcos tales que D =

⋃
D y dos

a dos son ajenos o se intersectan solamente en uno o en ambos de sus puntos
extremos.

Supongamos que existe un punto x ∈ Ai∩C1∩C2∩C3, donde C1, C2, C3 ∈ D,
entonces x es un punto extremo de estos tres arcos. Para cada l ∈ {1, 2, 3},
tomemos Bl un subarco de Cl tal que x ∈ Bl, pero Bl no posee al otro punto
extremo de Cl. Entonces B1∪B2∪B3 es un triodo simple cuyo vértice es x. Por
el Teorema 1.8, ord (x,D) ≥ ord (x,B1 ∪B2 ∪B3) = 3, es decir, x ∈ Ai∩R (D),
lo que es una contradicción. Por lo tanto, Ai no tiene puntos de intersección
de tres arcos distintos de D.

Sea Di = {C ∈ D : C ∩Ai ̸= ∅}, para cada i ∈ {1, , . . . , k}. Observemos que
Ai ⊂

⋃
Di. Como cada Di tiene un número finito de elementos y cada uno

de ellos es un subconjunto compacto de D, entonces
⋃
Di es un subconjunto

compacto de D. Además, como cada Ai es conexo y cada par de elementos
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de Di son ajenos o se intersectan solamente en uno o en ambos de sus puntos
extremos, se tiene que

⋃
Di es un subconjunto conexo de D. Aśı,

⋃
Di es un

continuo para cada i ∈ {1 . . . , k}. Sea i ∈ {1, . . . , k}, veamos que
⋃
Di es

un arco o una curva cerrada simple de D. La demostración la haremos por
inducción sobre el número finito de elementos de Di. Si | Di |= 1, claramente⋃
Di es un arco. Si | Di |= 2 y C1, C2 ∈ Di, como

⋃
Di es conexo, si | C1∩C2 |=

1,
⋃
Di es un arco, en otro caso, | C1 ∩ C2 |= 2 y

⋃
Di es una curva cerrada

simple. Ahora, supongamos que la afirmación es cierta cuando | Di |= k − 1
y probemos que también es cierto cuando | Di |= k. Si | Di |= k, sea Ck un
elemento de Di que no hace disconexo a

⋃
Di. Como | Di − {Ck} |= k − 1,

por hipótesis de inducción, F =
⋃

(Di − {Ck}) es un arco o una curva cerrada
simple. Si F es una curva cerrada simple, entonces Di − {Ck} tiene al menos
dos elementos de D. Como X no es una curva cerrada simple,

⋃
Di es conexo y

Ai intersecta a cada elemento de Di−{Ck} y también a Ck, entonces tiene que
existir un punto y ∈ Ai ∩Ck ∩Cl ∩Cm, con Cl, Cm ∈ Di−{Ck}, lo que es una
contradicción, ya que Ai no tiene puntos de intersección de tres arcos distintos
de D. Aśı, F es un arco. Luego, como

⋃
Di = (

⋃
(Di − {Ck}))∪Ck es conexo,

entonces (
⋃

(Di − {Ck}))∩Ck ̸= ∅, aśı, si |
⋃

(Di − {Ck})∩Ck |= 1, entonces⋃
Di = (

⋃
(Di − {Ck}))∪Ck es un arco, en otro caso |

⋃
(Di − {Ck})∩Ck |= 2

y
⋃
Di es una curva cerrada simple. Por lo tanto, para cada i ∈ {1, . . . , k},⋃

Di es un arco o una curva cerrada simple de D.

Caso 1.
⋃
Di es un arco.

Sea Bi = {C ∈ D : C∩Ai = ∅}. Observemos que Ai ⊂
⋃
Di = (

⋃
D)−

⋃
Bi.

Como
⋃
Bi es un cerrado de D, entonces

⋃
Di es un abierto de D. Esto implica

que
⋃
Di = D, es decir, D es un arco. Aśı, D − E (D) es un abierto de D y

por ende, D es un arco libre de D. Tomando Li = D, obtenemos lo requerido.

Caso 2.
⋃
Di es una curva cerrada simple.

Observemos primero que Ai ̸=
⋃
Di, ya que si Ai =

⋃
Di, entonces Ai es una

curva cerrada simple. Como X no es un curva cerrada simple, entonces existe
x ∈ Ai ∩X tal que ord (x,X) ≥ 3. Como x ∈ Ai ⊂ A ⊂ intX (D), entonces D
es una vecindad de x en X. Por el Teorema 1.8, ord (x,D) = ord (x,X) ≥ 3,
es decir, x ∈ Ai ∩ R (D), lo que es una contradicción. Aśı, podemos asumir
que Ai es de un solo punto o Ai es un arco. Si Ai es de un solo punto o Ai
es un arco, entonces existe p ∈

⋃
Di tal que p /∈ Ai. Aśı, Ai ⊂ (

⋃
Di) − {p}.

Por la Proposición 3.60, existe una descomposición simple de
⋃
Di tal que⋃

Di = K ∪ L y E (K) = K ∩ L = E (L). Además, por la Proposición 3.67,
podemos elegirla tal que, Ai ⊂ K − E (K) ⊂ K ⊂ (

⋃
Di) − {p}. Observemos

que (
⋃
Di) − {p} es un subconjunto abierto de D. Luego, como K −E (K) =

(
⋃
Di) − L, se tiene que K − E (K) es un abierto de

⋃
Di y por ende, de

(
⋃
Di)−{p}. Aśı, K−E (K) es un abierto de D. Tomando Li = K, obtenemos

que Ai ⊂ intD (Li).

En cualquier caso, para cada i ∈ {1, ..., k}, existe un arco libre Li de D
tal que, Ai ⊂ intD (Li). Como Ai ⊂ intX (D), se tiene que Ai ⊂ intX (D) ∩
intD (Li). Sea Ki una componente de intX (D) ∩ intD (Li) tal que Ai ⊂ Ki.
Como intX (D) ∩ intD (Li) es un abierto de D y está contenido en intX (D),
entonces intX (D)∩ intD (Li) es un abierto de X. Luego, como X es localmente
conexo, por el Teorema 1.14, Ki es un abierto de X. Aśı, Ai ⊂ Ki ⊂ intX (Li) ⊂
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intX (D), es decir, Ai ⊂ intX (Li). Por el Teorema 1.16, existe un subcontinuo
Fi de X tal que Ai ⊂ intX (Fi) ⊂ Fi ⊂ intX (Li) ⊂ D. Observemos que Fi es un
subarco de Li y por ende, un arco libre de D, ya que Li lo es. Como Fi−E (Fi)
es un abierto de D y está contenido en intX (Li), entonces Fi − E (Fi) es un
abierto de X. Esto implica que Fi es un arco libre de X. Por el Lema 3.73,
existe Ji ∈ AS (X) tal que, Fi ⊂ Ji. Aśı, Ai ⊂ intX (Fi) ⊂ intX (Ji). Como
esto lo podemos hacer para cualquier componente de A, podemos concluir que
A ∈ ⟨intX (J1) , ..., intX (Jk)⟩Cn(X) y cada componente de A está contenida en
algún intX (Ji).



Caṕıtulo 4

Unicidad del n-ésimo
hiperespacio para continuos
localmente conexos

En la Sección 3.3, demostramos que para que un continuo X localmente
conexo tenga hiperespacio único Cn (X), necesitamos al menos que X sea casi
enrejado, véase Teorema 3.54. Ahora, en este caṕıtulo, demostramos que en
general, no todo continuo localmente conexo casi enrejado X tiene hiperespacio
único Cn (X), véase Corolario 4.2. Sin embargo, para los continuos enrejados
esto śı es cierto, véase Teorema 4.24.

4.1. Continuos casi enrejados sin n-ésimo hi-

perespacio único

Mostramos una condición suficiente para que un continuo localmente conexo
casi enrejado X no tenga hiperespacio único C (X), véase Corolario 4.2. Aśı,
como la existencia de una clase de continuos localmente conexos sin m-ésimo
hiperespacio único, para algún m ≤ n, con m,n ∈ N, véase Corolario 4.3.

Teorema 4.1. Sean n,m ∈ N y X un continuo localmente conexo y casi enre-
jado. Supongamos que existe R un subconjunto cerrado de P (X) y conjuntos
U1, . . . , Un+1 no vaćıos, ajenos por pares y abiertos de X, tales que:

(a) X −R = U1 ∪ · · · ∪ Un+1;

(b) para cada i ∈ {1, . . . , n+ 1}, R ⊂ clX (Ui).

Entonces, X no tiene hiperespacio único Cm (X), para cada m ≤ n.

Demostración. Sea m ≤ n, con m,n ∈ N. Por hipótesis, R es un subconjun-
to cerrado de P(X), entonces por el Teorema 3.43, Cm (X,R) es un cubo de
Hilbert. Dado p ∈ R ⊂ X fijo, por el Teorema 3.51, existe un continuo D lo-
calmente conexo sin arcos libres tal que Y = X∪pD es un continuo localmente
conexo que no es homeomorfo a X. Sea d una métrica para Y , por el Teorema
2.28 y el Lema 3.50, podemos asumir que d es una métrica convexa para X,

65
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Y y D. Por el Lema 3.17, D = P (D). Además, como X ⊂ Y y D ⊂ Y , por la
Observación 3.23, R ∪D ⊂ P (X) ∪ P (D) ⊂ P(Y ). Esto implica que, R ∪D
es un subconjunto cerrado de P(Y ). Por el Teorema 3.43, Cm (Y,R ∪D) es un
cubo de Hilbert.

Afirmación 1. bdCm(Y ) (Cm (Y,R ∪D)) es un Z-conjunto en Cm (Y,R ∪D).
Sea ϵ > 0, por el Lema 2.24, Φϵ ↾Cm(Y,R∪D) : Cm (Y,R ∪D) → Cm (Y,R ∪D)

es una función continua. Por el Lema 2.25, Hd

(
IdCm(Y,R∪D)

(A) ,Φϵ (A)
)
< ϵ,

para cada A ∈ Cm (Y,R ∪D). Aśı, basta demostrar que Φϵ (Cm (Y,R ∪D)) ∩
bdCm(Y ) (Cm (Y,R ∪D)) = ∅.

Sea A ∈ Cm (Y,R ∪D).
Caso 1. A ∩ R ̸= ∅. Sea a ∈ A ∩ R ⊂ NX

ϵ (A) ∩ R ⊂ Φϵ (A) ∩ clX (Ui),
entonces BX

ϵ (a) ∩ Ui ̸= ∅. Como Φϵ (A) ∩ Ui ⊃ BX
ϵ (a) ∩ Ui ̸= ∅, se sigue que

Φϵ (A) ∩ Ui ̸= ∅, para cada i ∈ {1, . . . , n + 1}. Sea {Aj}∞j=1 una sucesión de
elementos de Cm (Y ) tal que ĺımAj = Φϵ (A). Por la Definición 2.29, existe
M ∈ N tal que, para cada j ≥ M y cada i ∈ {1, . . . , n + 1}, Aj ∩ Ui ̸= ∅.
Ahora supongamos que Aj ∩ (R ∪D) = ∅, entonces Aj ⊂ Y − (R ∪D) =

(Y −R) ∩ (Y −D) = (Y −R) ∩ (X − {p}) = X − R. Aśı, como Aj ⊂
n+1⋃
i=1

Ui,

y Aj intersecta a cada uno de los conjuntos Ui no vaćıos, ajenos por pares y
abiertos de X, con i ∈ {1, . . . , n + 1}, esto implica que Aj tiene a lo menos
n + 1 componentes, lo que es una contradicción, ya que Aj ∈ Cm (Y ). Por
lo tanto, Aj ∩ (R ∪D) ̸= ∅. Aśı, Aj ∈ Cm (Y,R ∪D) y Φϵ (A) no se pue-
de aproximar por elementos de Cm (Y ) que no intersectan a R ∪ D, es decir,
Φϵ (A) /∈ clCm(Y ) (Cm(Y ) − Cm (Y,R ∪D)) ⊃ bdCm(Y ) (Cm (Y,R ∪D)). De es-
to último, Φϵ (A) /∈ bdCm(Y ) (Cm (Y,R ∪D)).

Caso 2. A ∩ R = ∅. Como A ∩ (R ∪D) ̸= ∅, entonces A ∩ D ̸= ∅. Si
p ∈ A, entonces p ∈ A ∩ R. Como esto es una contradicción, p /∈ A. Aśı,
(A ∩D)−{p} = A∩D ̸= ∅. Luego, Φϵ (A)∩(D − {p}) = (Φϵ (A) ∩D)−{p} ⊃
(A ∩D)−{p} ≠ ∅, es decir, Φϵ (A)∩ (D − {p}) ̸= ∅. Como D−{p} = Y −X,
tenemos que D−{p} es un abierto de Y contenido en R∪D, entonces Φϵ (A) /∈
bdCm(Y ) (Cm (Y,R ∪D)).

Del Caso 1 y el Caso 2, concluimos que Φϵ ↾Cm(Y,R∪D) : Cm (Y,R ∪D) →
Cm (Y,R ∪D) − bdCm(Y ) (Cm (Y,R ∪D)). Esto prueba la Afirmación 1.

Afirmación 2. bdCm(X) (Cm (X,R)) es un Z-conjunto en Cm (X,R).
Sea ϵ > 0, por el Lema 2.24 y el Lema 2.25, Φϵ ↾Cm(X,R) : Cm (X,R) →

Cm (X,R) es una función continua tal que Hd

(
IdCm(X,R)

(A) ,Φϵ (A)
)
< ϵ, para

cada A ∈ Cm (X,R). Aśı, es suficiente probar que Φϵ ↾Cm(X,R) (Cm (X,R)) ∩
bdCm(X) (Cm (X,R)) = ∅.

Sea A ∈ Cm (X,R). Observemos que Cm (X,R) ⊂ Cm (Y,R ∪D). Por la
Afirmación 1 y el Lema 3.49, Φϵ (Cm (X,R)) ⊂ Φϵ (Cm (Y,R ∪D)) ⊂ Cm(Y,R
∪ D) − bdCm(X) (Cm (X,R)). Aśı, Φϵ (Cm (X,R)) ∩ bdCm(X) (Cm (X,R)) = ∅.
Por lo tanto, la Afirmación 2 está probada.

Luego, por la Afirmación 1, la Afirmación 2 y el Lema 3.53, Cm (X) es
homeomorfo a Cm (Y ). Por lo tanto, X no tiene hiperespacio único Cm (X),
para cada m ≤ n.

El siguiente resultado se desprende como un caso particular del Teorema
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4.1 cuando n = 1.

Corolario 4.2. Si X es un continuo localmente conexo y casi enrejado tal que
X − P (X) es disconexo, entonces X no tiene hiperespacio único C (X).

Demostración. Como X−P (X) es disconexo, existen U y V no vaćıos, ajenos
y abiertos de X − P (X) tales que X − P (X) = U ∪ V . Observemos que
U y V también son abiertos de X. Más aún, como U ∩ V = ∅, entonces
U ⊂ X − V y V ⊂ X − U . Aśı, clX (U) ⊂ X − V y clX (V ) ⊂ X − U . Como
X es casi enrejado intX (P (X)) = intX (X − G (X)) = X − clX (G (X)) = ∅.
Aśı, clX (X − P (X)) = X − intX (P (X)) = X = clX (U) ∪ clX (V ), es decir,
X = clX (U)∪ clX (V ). Como X es conexo, R = clX (U)∩ clX (V ) ̸= ∅. Luego,
clX (U)∩clX (V ) ⊂ X−(U ∪ V ) = P (X), es decir,R es un subconjunto cerrado
de X, y por ende, de P (X). Sean W = X− clX (U) y Z = X− clX (V ). Como
U ⊂ Z y V ⊂ W , entonces R ⊂ clX (W ) ∩ clX (Z). Además, W y Z son
subconjuntos ajenos, no vaćıos y abiertos de X tales que X −R = W ∪Z. Por
el Teorema 4.1, X no tiene hiperespacio único C (X).

Corolario 4.3. Si X es un continuo localmente conexo y casi enrejado que
satisface las condiciones del Teorema 4.1, entonces existe una clase no nu-
merable Y de continuos localmente conexos no homeomorfos por pares tales
que:

(a) para cada Y ∈ Y, X no es homeomorfo a Y ;

(b) para cada Y ∈ Y y cada m ≤ n, Cm (X) es homeomorfo a Cm (Y ).

Demostración. Dado p ∈ R ⊂ X fijo, por el Teorema 3.51, existe una clase
D no numerable de continuos localmente conexos sin arcos libres y no homeo-
morfos por pares tales que satisfacen los incisos (a) y (b) del Teorema 3.51.
Considerando Y = {X∪pD : D ∈ D}, se tiene por el inciso (b) del Teore-
ma 3.51, que para cada Y ∈ Y , X no es homeomorfo a Y . Además, para cada
m ≤ n, con m,n ∈ N, por un procedimiento similar al del Teorema 4.1, se tiene
que Cm (X) es homeomorfo a Cm (Y ). Esto concluye la demostración.

Proposición 4.4. [29, Corolario 10.20.1] Si X es una dendrita y x ∈ X,
entonces ord (x,X) ∈ N o ord (x,X) = ω.

Corolario 4.5. Si X es una dendrita que no es un árbol y k = sup{ord (p,X) :
p ∈ P (X)}, note que k ∈ N ∪ {ω}. Entonces, para cada m < k, con m ∈ N,
X no tiene hiperespacio único Cm (X).

Demostración. Cuando X no es casi enrejado, por el Teorema 3.54, el resultado
es inmediato. Aśı, podemos suponer que X es casi enrejado. Como X es un
continuo localmente conexo sin curvas cerradas simples que no es un árbol,
entonces X no es una gráfica finita. Luego, no existe una gráfica finita D
contenida en X tal que X ⊂ intX (D). Por el Teorema 3.22, X ∩ P (X) =
P (X) ̸= ∅. Aśı, k = sup{ord (p,X) : p ∈ P (X)} está bien definido. Sea
m < k, entonces existe q ∈ P (X) tal que ord (q,X) ≥ m + 1. Si ord (q,X) es
finito, por [29, Teorema 10.13], el número de componentes de X−{q} también
es finito y coincide con ord (q,X). Sean n + 1 = ord (q,X) y U1, U2, · · · , Un+1
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las componentes de X − {q}. Luego, X − {q} =
n+1⋃
i=1

Ui. Observemos que los

conjuntos Ui son subconjuntos abiertos no vaćıos y disjuntos de X, para cada
i ∈ {1, . . . , n + 1}. Ahora, fijemos j ∈ {1, . . . , n + 1} y observemos que Uj ⊂

X −
⋃
i ̸=j

Ui. Entonces, clX (Uj) ⊂

(
X −

⋃
i ̸=j

Ui

)
= Uj ∪ {q}. Notemos que q ∈

clX (Uj), ya que en caso contrario, clX (Uj) = Uj. Luego, Uj es un subconjunto
propio de X con frontera vaćıa, lo que es una contradicción, pues X es conexo.
Aśı, {q} ⊂ clX (Uj), para cada j ∈ {1, . . . , n+ 1}. Por la tanto, por el Teorema
4.1, X no tiene hiperespacio único Cm (X) para cada m < k.

Ahora, si ord (q,X) es infinito, por [29, Teorema 10.13], el número de com-
ponentes de X−{q} también es infinito. Tomando U1, U2, · · · , Un+1 las compo-
nentes de X−{q}, con Un+1 la unión de todas las demás componentes distintas
de Ul, para l ∈ {1, . . . , n}, por un procedimiento similar cuando el número de
componentes de X−{p} es finito, se obtiene que X no tiene hiperespacio único
Cm (X), para cada m < k. Aśı, el lema está probado.

Ejemplo 4.6. El continuo Fω, véase la Figura 4.1, es una dendrita que no
es un árbol, y además, ord (x, Fω) = ω. Aśı, por el Corolario 4.5, Fω no tiene
hiperespacio único Cn (Fω), para cada n ∈ N.

· · ·x•

Figura 4.1: Continuo Fω

4.2. Los continuos enrejados tienen n-ésimo hi-

perespacio único

Esta sección está encaminada en demostrar, como su nombre lo indica, que
los continuos enrejados tienen n-ésimo hiperespacio único.

Sean X un continuo y n ∈ N, las siguientes clases de conjuntos tienen un
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papel importante en esta sección:

Pn (X) = {A ∈ Cn (X) : A tiene una vecindad en Cn (X) que es una

2n-celda};

P∂
n (X) = {A ∈ Cn (X) : A tiene una vecindad M en Cn (X) que

es una 2n-celda y A ∈ ∂M};

Γn (X) = {A ∈ Cn (X) −Pn (X) : A tiene una base local de vecindades

abiertas H en Cn (X) tal que, para cada U ∈ H,

dim (U) = 2n y U ∩Pn (X) es arco conexo }.

Se acostumbra denotar a P1 (X) y P∂
1 (X) como P (X) y P∂ (X), respectiva-

mente.
Recordemos que

AE (X) = {J ∈ A (X) : existe un punto extremo p de J tal que p ∈ intX (J)}.

Si J ∈ AE (X) y p ∈ E (J) tal que p ∈ intX (J), decimos que p es un
extremo de X. Además, en algunos resultados, si B es un subconjunto de un
continuo X, denotamos por:

C (B) = {A ∈ C (X) : A ⊂ B};

F1(B) = {A ∈ F1(X) : A ⊂ B}.

Observación 4.7. Si X es un continuo y n ∈ N, entonces Pn (X) es una
2n-variedad.

En efecto, sea A ∈ Pn (X), entonces A ∈ Cn (X) y A tiene una vecindad
M en Cn (X) que es una 2n-celda. Como Pn (X) es un subconjunto abierto de
Cn(X) y A ∈ Pn (X)∩ intCn(X) (M), por el Teorema 1.29, existe una vecindad
N de A en Cn (X) que es una 2n-celda tal que A ∈ intCn(X) (N ) ⊂ N ⊂
Pn (X)∩intCn(X) (M) ⊂ Pn (X) ⊂ Cn(X). Observemos que N es una vecindad
de A en Pn (X) que es una 2n-celda. Como A fue elegido arbitrariamente en
Pn (X), por la Definición 1.25, Pn (X) es una 2n-variedad.

Otra forma de describir a P∂ (X) que nos será útil en la Proposición 4.11,
es la siguiente.

Observación 4.8. Si X es un continuo, entonces P∂ (X) = {A ∈ P(X) : A
tiene una vecindad M en P(X) que es una 2-celda y A ∈ ∂M}.

Sea A ∈ P∂(X) ⊂ P(X), entonces A ∈ P (X), A tiene una vecindad N en
C(X) que es una 2-celda y A ∈ ∂N . Como A ∈ P(X)∩ intC(X) (N ) y P(X) es
un subconjunto abierto de C(X), por el Teorema 1.29, existe una 2-celda M en
C(X) tal que A ∈ intC(X) (M) ⊂ M ⊂ P(X) ∩ intC(X) (N ) ⊂ P(X) ⊂ C(X).
Notemos que M es una vecindad de A en P(X). Si A /∈ ∂M, entonces A ∈
IntVM, por lo que existe W vecindad de A en M tal que W es homeomorfo a
R2. Como intC(X) (M) es una vecindad de A en M, por la Proposición 1.27,
existe una vecindad U de A en M tal que A ∈ intM (U) ⊂ U ⊂ intC(X) (M) ⊂
M y U es homeomorfo a R2. Notemos que intM (U) también es un subconjunto
abierto de N , entonces U es una vecindad de A en N tal que U es homeomorfo
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a R2, lo que es una contradicción, ya que A ∈ ∂N . Aśı, A ∈ ∂M, y por ende,
A ∈ {A ∈ P(X) : A tiene una vecindad M en P(X) que es una 2-celda y
A ∈ ∂M}.

Rećıprocamente, sea A ∈ {A ∈ P(X) : A tiene una vecindad M en P(X)
que es una 2-celda y A ∈ ∂M}, entonces A ∈ P(X) y A tiene una vecindad
M en P(X) que es una 2-celda tal que A ∈ ∂M. Como A ∈ intP(X) (M) ⊂
M ⊂ P(X) ⊂ C(X) y P(X) es un subconjunto abierto de C(X), entonces M
es una vecindad de A en C(X). Aśı, A ∈ P∂(X).

Lema 4.9. Sean X un continuo localmente conexo y A ∈ C (X). Los siguientes
enunciados son equivalentes:

(a) A ∈ P∂ (X);

(b) existe J ∈ AS (X) tal que una de las siguientes condiciones se cumplen:
(1) A = {p}, para algún p ∈ intX (J), (2) J ∈ AE (X) y existe un extremo
p de X tal que p ∈ A ⊂ intX (J).

Demostración. (a)⇒(b) Supongamos que A ∈ P∂ (X), entonces existe una
vecindad M de A en C (X) que es una 2-celda tal que A ∈ ∂M. Luego,
A ∈ intC(X) (M) ⊂ M ⊂ C(X), aśı, por el Teorema 1.3, dim (A,M) =
dim (A,C (X)). Más aún, por el Teorema 1.4 y [30, Teorema 9.5], dim (M) =
dim (I2) = 2, en particular, dim (A,M) = 2, entonces dim (A,C (X)) = 2. Por
el Teorema 3.75, existe J ∈ AS (X) tal que A ∈ ⟨intX (J)⟩C(X) y A ⊂ intX (J).
Como A ∈ ⟨intX (J)⟩C(X) ⊂ C (J), entonces A ∈ intC(X) (C (J)). Aśı, A ∈
intC(X) (M)∩ intC(X) (C(J)), entonces por el Teorema 1.29, existe una 2-celda
L de C (X) tal que A ∈ intC(X) (L) ⊂ L ⊂ intC(X) (M) ∩ intC(X) (C(J)) ⊂
intC(X) (C (J)) ⊂ C(J) ⊂ C(X). Si A /∈ ∂L, entonces A ∈ IntVL, por lo
que existe una vecindad S de A en L tal que A ∈ intL (S) ⊂ S ⊂ L, con
S homeomorfa a R2. Como en particular, intC(X) (L) es una vecindad de A
en L, por la Proposición 1.27, existe una vecindad T de A en L tal que A ∈
intL (T ) ⊂ T ⊂ intC(X) (L) ⊂ L, con T homeomorfa a R2, esto implica que
intL (T ) es un subconjunto abierto de intC(X) (L) y por ende, de C(X). Aśı,
como A ∈ intL (T ) ⊂ T ⊂ L ⊂ M ⊂ C(X), tenemos que intL (T ) es un
subconjunto abierto de M, es decir, T es una vecindad de A en M que es
homeomorfa a R2, lo que es una contradicción, ya que A ∈ ∂M. Por lo tanto,
A ∈ ∂L. Por otro lado, como intC(X) (L) es un abierto de C (X) contenido en
C (J), entonces intC(X) (L) es también un abierto de C (J), por lo que L es
una vecindad de A en C (J) que es una 2-celda y por ende, una 2-variedad
tal que A ∈ ∂L. Aśı, como C (J) es una vecindad de A en C (J) que es una
2-variedad por ser una 2-celda, entonces por la Proposición 1.28, se sigue que
A ∈ ∂C (J).

En base a esto, tenemos dos casos.

Caso 1. J es una curva cerrada simple.

Por la Proposición 2.18, tenemos que A ∈ ∂C (J) = F1 (J), luego, | A |= 1.
Como A ⊂ intX (J), entonces A = {p}, para algún p ∈ intX (J). Aśı, se cumple
(a).

Caso 2. J es un arco.
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Observemos que A es un subcontinuo de J . Luego, A es de un solo punto,
A = J o A es un subarco propio de J . Si A es de un solo punto, claramente se
cumple (a). Si A = J , como A ⊂ intX (J), entonces A = intX (J). Esto implica
que, A es un cerrado y abierto no vaćıo de X. Como X es conexo, A = X. Aśı,
(b) se cumple. Por último, si A es un subarco propio de J y E (J) = {p, q},
por la Proposición 2.17, tenemos que A ∈ ∂C (J) = F1 (J)∪C (p, J)∪C (q, J).
Como A /∈ F1 (J), entonces A ∈ C (p, J) ∪ C (q, J). Si A ∈ C (p, J), entonces
p ∈ A ⊂ intX (J) ⊂ J , aśı, J ∈ AE (X) y p es un extremo de X. Análogamente,
si A ∈ C (q, J), se puede demostrar que J ∈ AE (X) y q es un extremo de X
tal que q ∈ A ⊂ intX (J). Aśı, (b) se cumple.

(b)⇒(a) Cuando X es un arco o una curva cerrada simple, el resultado es
inmediato. Aśı, supongamos que X no es un arco ni una curva cerrada sim-
ple. Como A ∈ C (X) y A ⊂ intX (J), entonces A ∈ C (intX (J)) ⊂ C (J).
Luego, C (intX(J)) es una vecindad de A en C(X). Como C (intX(J)) es un
subconjunto abierto de C(X) contenido en C(J), entonces C (intX(J)) es un
subconjunto abierto de C(J). Más aún, como J ∈ AS (X), por la Proposición
2.17 y la Proposición 2.18, C (J) es una 2-celda, y por ende, una 2-variedad.
Aśı, por la Proposición 1.32, C (intX(J)) es una 2-variedad cuya frontera como
variedad, por la Proposición 1.33, es ∂C (intX(J)) = ∂C (J)∩C (intX(J)). De
aqúı, si J /∈ AE(X), por la Observación 3.64, intX(J) es homeomorfo a (0, 1).
De la construcción en la Proposición 2.17 y la Proposición 2.18, C (intX(J)) es
homeomorfo a (0, 1) × (0, 1). Entonces, ∂C (intX(J)) = F1 (intX(J)). En otro
caso, si J ∈ AE(X) y pJ y qJ son los puntos extremos de J , con pJ ∈ intX(J),
por la Observación 3.64, intX(J) es homeomorfo a [0, 1). De la construc-
ción en la Proposición 2.17, C (intX(J)) es homeomorfo a [0, 1) × [0, 1). Aśı,
∂C (intX(J)) = C (pJ , intX(J)) ∪ F1 (intX(J)).

Ahora bien, si se cumple (1), A = {p}, para algún p ∈ intX(J). Por el párrafo
anterior, A ∈ ∂C (intX(J)). Si se cumple (2), J ∈ AE(X) y existe un extremo
p de X tal que p ∈ A ⊂ intX(J). Como p ∈ E (J) ∩ intX(J) y X no es un
arco, entonces p = pJ . Por el párrafo anterior, A ∈ ∂C (intX(J)). En cualquier
caso, C (intX(J)) es una vecindad de A en C(X) que es una 2-variedad tal
que A ∈ ∂C (intX(J)). Como A ∈ C (intX(J)) ∩ intC(X) (C(J)) y C(J) es una
2-celda, por el Teorema 1.29, existe una vecindad N de A en C(X) que es una
2-celda, tal que A ∈ intC(X) (N ) ⊂ N ⊂ C (intX(J)) ∩ intC(X) (C(J)). Por la
Proposición 1.28, A ∈ ∂N . Esto muestra que A ∈ P∂(X) y termina la prueba
del Lema.

Lema 4.10. Si X es un continuo localmente conexo y n ∈ N − {1, 2}, en-
tonces Γn (X) = {A ∈ Cn (X) : A es conexo y existe J ∈ AS (X) tal que
A ⊂ intX (J)} = P (X).

Demostración. Primero demostremos que Γn (X) = {A ∈ Cn (X) : A es co-
nexo y existe J ∈ AS (X) tal que A ⊂ intX (J)}. Sea A ∈ Γn (X), entonces
A ∈ Cn(X) −Pn(X) y A tiene una base de vecindades abiertas H en Cn(X)
tal que, para cada U ∈ H, dim (U) = 2n y U ∩Pn(X) es arco conexo. Como
para cada vecindad V de A en Cn (X), existe una vecindad abierta U ∈ H
de A en Cn(X) tal que A ∈ U ⊂ V ⊂ Cn (X), entonces por el Teorema 1.3
(c), dim (A,Cn (X)) = dim (A,U) = 2n, es decir, dim (A,Cn (X)) = 2n. Aśı,



72
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por el Teorema 3.22, existe una gráfica finita D en X tal que A ⊂ intX (D).
Entonces A ∈ ⟨intX (D)⟩Cn(X) ⊂ Cn (D), es decir, Cn (D), es una vecindad de
A en Cn (X). En consecuencia, H contiene una base de vecindades abiertas H′

de A en Cn(D) tal que, para cada U ∈ H′, dim (U) = 2n, U ∩Bn(X) es arco
conexo y U ⊂ Cn(D).

Ahora mostremos que U ∩ Pn(X) = U ∩ Pn(D), para cada U ∈ H′. Sean
U ∈ H′ y B ∈ U ∩ Pn(X), entonces B tiene una vecindad M en Cn(X) que
es una 2n-celda. Como B ∈ U ∩ intCn(X) (M), por el Teorema 1.29, existe una
2n-celda N en Cn(X) tal que B ∈ intCn(X) (N ) ⊂ N ⊂ U ∩ intCn(X) (M) ⊂
U ∩ M ⊂ U ⊂ Cn(D). Esto implica que N es una vecindad de B en Cn(D)
que es una 2n-celda. Aśı, B ∈ U ∩Pn (D).

Rećıprocamente, dado U ∈ H′ y B ∈ U ∩Pn(D), tenemos que B tiene una
vecindad M en Cn(D) que es una 2n-celda. Como B ∈ U ∩ intCn(D) (M), por
el Teorema 1.29, existe una 2n-celda N en Cn(D) tal que B ∈ intCn(D) (N ) ⊂
N ⊂ U ∩ intCn(D) (M) ⊂ U ∩M ⊂ U ⊂ Cn(D). Observemos que intCn(D) (N )
es un abierto de Cn (X), luego, N es una vecindad de B en Cn(X) que es una
2n-celda. Por lo tanto, B ∈ U ∩ Pn(X). Aśı concluimos que U ∩ Pn(X) =
U ∩Pn(D).

Como por hipótesis, U ∩ Pn(X) es arco conexo, por el párrafo anterior,
U ∩ Pn (D) es arco conexo. Además, A ∈ U − Pn(X) = U − Pn (D). Aśı,
hemos demostrado que A ∈ Γn(D). Entonces por [18, Lema 3.6], A es conexo
y por el Teorema 3.75, existe J ∈ AS (X) tal que A ⊂ intX (J).

Ahora supongamos que A ∈ Cn (X) es conexo y existe J ∈ AS(X) tal que
A ⊂ intX(J). Por la Proposición 3.36, R(J) = ∅, entonces por [18, Lema
3.6], A ∈ Cn(J) − Pn(J) y A tiene una base de vecindades abiertas H en
Cn(J) tal que para cada U ∈ H, dim (U) ≤ 2n y U ∩ Pn (J) es arco conexo.
Observemos que por el Teorema 3.75, dim (U) = 2n, para cada U ∈ H. Como
por hipótesis A ⊂ intX (J) y A ∈ Cn (X), entonces A ∈ ⟨intX (J)⟩Cn(X) ⊂
intCn(X) (Cn(J)) ⊂ Cn(J), es decir, intCn(X) (Cn(J)) es una vecindad de A en
Cn(J). En consecuencia, H contiene una base de vecindades abiertas H′ de A
en Cn(X) tal que para cada U ∈ H′, dim (U) = 2n, U ∩Bn(J) es arco conexo y
U ⊂ intCn(X) (Cn(J)). Procediendo como en párrafos anteriores, se demuestra
que U ∩Pn(J) = U ∩Pn(X) y A ∈ U −Bn(J) = U −Bn(X). Por lo tanto,
A ∈ Γn(X).

Por último, demostremos que {A ∈ Cn (X) : A es conexo y existe J ∈
AS (X) tal que A ⊂ intX (J)} = P (X). Sean A ∈ Cn(X) tal que A es conexo
y A ⊂ intX(J) para algún J ∈ AS(X). Entonces A ∈ ⟨intX(J)⟩C(X) ⊂ C(J) ⊂
C(X), es decir, C(J) es una vecindad de A en C(X). Por [20, Ejemplo 5.2],
C(J) es una 2-celda, aśı, A ∈ P(X).

Rećıprocamente, sea A ∈ P(X), entonces A ∈ C(X) y A tiene una vecindad
M en C(X) que es una 2-celda. Luego, por el Teorema 1.3 (c), dim (A,C(X)) =
dim (A,M) = 2, es decir, dim (A,C(X)) = 2. Aśı, por el Teorema 3.75, existe
J ∈ AS(X) tal que A ⊂ intX (J). Esto muestra que A ∈ {A ∈ Cn (X) : A es
conexo y existe J ∈ AS (X) tal que A ⊂ intX (J)} y termina la demostración.

Proposición 4.11. Sean X y Y dos continuos localmente conexos y n ∈
N−{2}. Si h : Cn (X) → Cn (Y ) es un homeomorfismo, entonces h

(
P∂ (X)

)
=
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P∂ (Y ).

Demostración. Por la Observacion 4.7, P(X) y P(Y ) son 2-variedades, por lo
que podemos hablar de sus fronteras como variedad. Mostremos que ∂P(X) =
P∂(X). Sea A ∈ ∂P(X), entonces A ∈ P(X), por lo que A tiene una vecindad
M en C(X) que es una 2-celda y A ∈ intC(X) (M) ∩ P(X). Por el Teorema
1.29, existe una vecindad N de A en C(X) que es una 2-celda tal que A ∈
intC(X) (N ) ⊂ N ⊂ intC(X) (M) ∩P(X). Observemos que N es una vecindad
de A en P(X). Si A /∈ ∂N , entonces existe una vecindad S de A en N que
es homeomorfa a R2. Como intC(X) (N ) es una vecindad de A en N , por la
Proposición 1.27, existe una vecindad T de A en N tal que A ∈ intN (T ) ⊂
T ⊂ intC(X) (N ) ⊂ N ⊂ P(X) ⊂ C(X) y T es homeomorfo a R2. Notemos
que T es una vecindad de A en P(X) que es homeomorfo a R2, entonces
A ∈ IntVP(X), lo que es una contradicción, ya que A ∈ ∂P(X). Aśı, A ∈ ∂N .
Por la Observación 4.8, A ∈ P∂(X).

Rećıprocamente, sea A ∈ P∂(X), por la Observación 4.8, A ∈ P(X), A
tiene una vecindad M en P(X) que es una 2-celda y A ∈ ∂M. Si A /∈ ∂P(X),
entonces A ∈ IntVP(X). Luego, existe una vecindad N de A en P(X) que es
homeomorfa a R2. Como M es una vecindad de A en P(X), por la Proposición
1.27, existe una vecindad S de A en P(X) tal que A ∈ intP(X) (S) ⊂ S ⊂ M ⊂
P(X) ⊂ C(X) y S es homeomorfa a R2. Observemos que S es una vecindad de
A en M que es homeomorfa a R2, lo que es una contradicción. Aśı, A ∈ ∂P(X),
y por lo tanto, ∂P(X) = P∂(X).

Regresando a la demostración, por el párrafo anterior, tenemos que ∂P(X) =
P∂(X) y ∂P(Y ) = P∂(Y ). Como P (X) está dado en términos de conceptos
topológicos que se conservan bajo homeomorfismos, para n = 1, h (P (X)) =
P (X). Para n ≥ 3, por el Lema 4.10, Γn (X) = P (X) y Γn (Y ) = P (Y ).
Como Γn (X) está dado en términos de conceptos topológicos, se tiene que
h (Γn (X)) = Γn (Y ), o sea, h (P (X)) = P(Y ). Por la Proposición 1.26,
h (∂P(X)) = ∂P(Y ), es decir, h

(
P∂(X)

)
= P∂(Y ). Esto termina la prue-

ba de la proposición.

Teorema 4.12. Si X es un continuo localmente conexo que no es un arco,
entonces existe un homeomorfismo h : clX (FA (X)) → clC(X)

(
P∂(X)

)
tal que

h(p) = {p} para cada p ∈ clX (FA(X)) −
⋃
{intX (J) : J ∈ AE (X)} y, si

h (p) ∩ P(X) ̸= ∅, entonces p ∈ P(X) o p es un punto extremo de J , para
algún J ∈ AE(X), donde J ∩ P(X) ̸= ∅ y p ∈ intX (J).

Demostración. CuandoX es una curva cerrada simple, por la Proposición 2.18,
C (X) es una 2-celda tal que ∂C(X) = F1(X). Luego, F1(X) ⊂ P∂(X). Más
aún, F1(X) = P∂(X). En efecto, supongamos que F1(X) ̸= P∂(X), entonces
podemos suponer que P∂(X) ̸⊂ F1(X). Luego, existe A ∈ P∂(X) tal que A /∈
F1(X). Como X es una curva cerrada simple, por el Lema 3.61, AE(X) = ∅.
Entonces, por el Lema 4.9, existe J ∈ AS(X) tal que A = {p}, para algún p ∈
intX(J). Por el Lema 3.61, J = X, aśı, A ∈ F1(X), lo que es una contradicción.
Por lo tanto, P∂(X) = F1(X). De aqúı, clC(X)

(
P∂(X)

)
= F1(X). Como X es

casi enrejado, por el Lema 3.18, clX (FA(X)) = X. Entonces, por el Lema 2.8,
existe h : clX (FA(X)) → clC(X)

(
P∂(X)

)
tal que h(p) = {p}, para cada p ∈
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clX (FA(X)). Como X es una gráfica finita, h(p)∩P(X) = ∅. Aśı, supongamos
que X no es un arco ni una curva cerrada simple.

Sean J ∈ AE(X) y pJ y qJ sus puntos extremos, con pJ ∈ intX(J). Como X
no es un arco, intX (J) = J−{qJ}. Sean hJ : [0, 1] → J un homeomorfismo tal
que hJ(0) = qJ y hJ(1) = pJ , y W =

⋃
{J − {qJ} : J ∈ AE(X)}. Observemos

que W es un subconjunto abierto de X. Además, por el Lema 3.74, FA(X) =⋃
{intX(J) : J ∈ AS(X)}, luego, W ⊂ FA(X).
Consideremos h : clX (FA(X)) → clC(X)

(
P∂(X)

)
que está dada por

h(p) =


{p} si p ∈ clX (FA(X)) −W ,
{hJ(2s)} si p ∈ J ∈ AE(X), p = hJ(s) y s ∈

[
0, 1

2

]
,

hJ ([2 − 2s, 1]) si p ∈ J ∈ AE(X), p = hJ(s) y s ∈
[
1
2
, 1
]
.

Por el Lema 4.9, h es una función bien definida. Observemos que h es conti-
nua en clX (FA(X))−W y en W . Aśı, para concluir que h es continua, basta
con demostrar que h es continua en cada punto de bdX (W ). Sea {xm}∞m=1 una
sucesión de puntos de W tal que ĺımxm = x, para algún x /∈ W . Mostremos
que ĺımh(xm) = {x}. Como para cada m ∈ N, xm ∈ W , existe Jm ∈ AE(X)
tal que xm ∈ intX (Jm). Si {Jm : m ∈ N} es un conjunto finito, entonces existe
N ∈ N y una subsucesion {xnk

}∞k=1 de {xn} tal que xnk
∈ JN , para cada k ∈ N.

Como X es un espacio métrico compacto, podemos suponer que ĺımxnk
= x.

Más aún, como JN es cerrado, x ∈ JN . Aśı, x ∈ JN −W . Esto implica que,
x ∈ {qJN}, para algún qJN ∈ bdX (JN), es decir, x = qJN . Por la continuidad
de h, ĺımh (xnk

) = h (qJN ) = {x}, es decir, ĺımh(xnk
) = {x}. Entonces, por la

Proposición 2.11, ĺımh(xn) = {x}. Por lo tanto, h es continua. Aśı, podemos
asumir que Jm ̸= Jk, si m ̸= k. Como X no es un arco y X es compacto, para
cada m ∈ N, existe qJm ∈ bdX (Jm) tal que ĺım qJm = q, para algún q ∈ X. Por
el Lema 3.69, ĺım Jm = {q}, y por la Proposición 2.35, ĺımxm = q, aśı, x = q.
Por lo tanto, ĺımh (xm) = {x}. De cualquier modo, h es continua.

Ahora veamos que h es una función biyectiva. Por construcción, h es inyec-
tiva. Por otra parte, para probar que h es sobreyectiva, observemos cómo se
comporta geométricamente la función h en W cuando s ∈ [0, 1]. Si s ∈

[
0, 1

2

]
,

los elementos h(p) = {hJ(2s)}, son puntos en el hiperespacio C(J) (que a su
vez son singulares en el subespacio J de X) que van desde {qJ} a {pJ}, to-
mando todos los puntos del arco J . Por otra parte, si s ∈

[
1
2
, 1
]
, los elementos

h(p) = hJ ([2 − 2s, 1]) son de dos formas: un singular {pJ} cuando s = 1
2

y
arcos de J con el punto en común pJ cuando s ∈

(
1
2
, 1
]

en el subespacio J de
X, que a su vez en el hiperespacio C(J) se pegan en el punto {pJ}, pero que
no se superponen con los puntos h(p) = {hJ (2s)}, cuando s ∈

[
0, 1

2

)
.

Con ayuda de lo descrito en el parráfo anterior, veamos que P∂(X) ⊂
h (clX (FA(X))). Sea A ∈ P∂ (X), entonces por el Lema 4.9, existe J ∈ AS(X)
tal que uno de los siguientes dos casos se cumplen:

Caso 1. A = {p}, para algún p ∈ intX(J).
Si p /∈ W , entonces p ∈ clX (FA(X))−W . Luego, por la construcción de h,

se sigue que h(p) = {p} = A. En otro caso, si p ∈ W , J ∈ AE(X), luego existe
s ∈

(
0, 1

2

]
tal que h(p) = {hJ (2s)} = {p} = A.

Caso 2. J ∈ AE(X) y existe un extremo p de X tal que p ∈ A ⊂ intX(J).
Notemos que hJ(1) = p ∈ A ∩ intX(J).
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Podemos suponer que A no es un singular. Entonces, existe s ∈
(
1
2
, 1
)

tal
que h(p) = hJ ([2 − 2s, 1]) = A.

De esta forma, P∂(X) ⊂ h (clX (FA(X))). Sea A ∈ clC(X)

(
P∂(X)

)
, enton-

ces existe una sucesión {Am}∞m=1 de P∂(X) tal que ĺımAm = A. Como para
cada m ∈ N, existe pm ∈ clX (FA(X)) tal que h (pm) = Am, entonces existe
una sucesión {pm}∞m=1 de clX (FA(X)). Como X es compacto y clX (FA(X))
es un conjunto cerrado de X, ĺım pm = p, para algún p ∈ clX (FA(X)). Aśı, por
la continuidad de h, h(p) = ĺımh (pm) = ĺımAm = A, es decir, h(p) = A, para
algún p ∈ clX (FA(X)). Esto muestra que clC(X)

(
P∂(X)

)
⊂ h (clX (FA(X))).

Por lo tanto, h es sobreyectiva.
Finalmente, sea p ∈ clX (FA(X)) tal que h(p) ∩ P(X) ̸= ∅. Si h(p) = {p},

claramente p ∈ P(X). En otro caso, si h(p) ̸= {p}, entonces p ∈ W , por lo
que p ∈ J − {qJ} = intX(J), para algún J ∈ AE(X). Como h(p) ∩ P(X) ̸= ∅,
h(p) ̸⊂ intX(J), ya que si h(p) ⊂ intX(J), como J es una gráfica finita, entonces
h(p) ⊂ G(X), de donde h(p) ∩ P(X) = ∅, lo que es una contradicción. Aśı,
h(p) ̸⊂ intX(J), por lo que h(p) = J = hJ ([0, 1]) y p = hJ(1) = pJ , por
la construcción de la función h. Es decir, p es un punto extremo de J , con
J ∩ P(X) ̸= ∅ y p ∈ intX(J). Esto termina la prueba del teorema.

Teorema 4.13. Si X y Y son continuos localmente conexos casi enrejados,
n ∈ N−{1, 2} y Cn (X) es homeomorfo a Cn (Y ), entonces X es homeomorfo
a Y .

Demostración. Cuando X es un arco, por [18, Teorema 3.8 (b)] el resultado es
inmediato. Análogamente, si Y es un arco el resultado se cumple. Aśı, supon-
gamos que X y Y no son arcos. Sea h : Cn(X) → Cn(Y ) un homeomorfismo.
Por la Proposición 4.11, h

(
P∂ (X)

)
= P∂ (Y ). Como h conserva cerradu-

ras por ser un homeomorfismo, h
(
clC(X)

(
P∂(X)

))
= clC(Y )

(
h
(
P∂(X)

))
=

clC(Y )

(
P∂(Y )

)
. Entonces, h ↾clC(X)(P∂(X)) : clC(X)

(
P∂ (X)

)
→ clC(Y )

(
P∂ (Y )

)
también es un homeomorfismo. Como X y Y no son arcos, por el Teorema 4.12,
clC(X) (FA(X)) es homeomorfo a clC(X)

(
P∂(X)

)
y clC(Y ) (FA(Y )) es homeo-

morfo a clC(Y )

(
P∂(Y )

)
, aśı, clX (FA (X)) es homemorfo a clY (FA (Y )). Como

X y Y son continuos casi enrejados, por el Lema 3.17, X = clX (FA(X)) y
Y = clY (FA(Y )). Por lo tanto, X es homeomorfo a Y .

Teorema 4.14. Si X y Y son continuos localmente conexos casi enrejados
que no son arcos y C(X) es homeomorfo a C(Y ), entonces X es homeomorfo
a Y .

Demostración. Sea h : C(X) → C(Y ) un homeomorfismo. Por el Teorema
4.11, h

(
P∂(X)

)
= P∂(Y ). Como h conserva cerraduras por ser un homeomor-

fismo, entonces h
(
clC(X)

(
P∂(X)

))
= clC(Y )

(
h
(
P∂(X)

))
= clC(Y )

(
P∂(Y )

)
.

Esto implica que h ↾clC(X)(P∂(X)) : clC(X)

(
P∂ (X)

)
→ clC(Y )

(
P∂ (Y )

)
es un ho-

meomorfismo. Como X no es un arco, por el Teorema 4.12, clC(X) (FA(X)) es
homeomorfo a clC(X)

(
P∂(X)

)
. Análogamente, clC(Y ) (FA(Y )) es homeomor-

fo a clC(Y )

(
P∂(Y )

)
. Aśı, clX (FA (X)) es homemorfo a clY (FA (Y )). Como

X y Y son continuos casi enrejados, por el Lema 3.17, X = clX (FA(X)) y
Y = clY (FA(Y )). Por lo tanto, X es homeomorfo a Y .
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Con el proposito de extender las conclusiones del Teorema 4.13 y el Teorema
4.14, para el caso n = 2, introducimos la siguiente notación.

Dados un continuo X que no es un arco ni una curva cerrada simple, y
J,K ∈ AS (X), sea

D (J,K) = clC2(X)

(
P∂

2 (X) ∩ ⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X)

)
∩ clC2(X)

(
P∂

2 (X) − ⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X)

)
.

Además, cuando J es un arco y E (J) = {pJ , qJ}, supondremos que qJ ∈
bdX (J). En cambio, si J es una curva cerrada simple, qJ será el único punto
de J tal que J − {qJ} es un subconjunto abierto de X. Observemos que qJ /∈
intX (J), ya que X no es una curva cerrada simple. También, dependiendo si
J es un arco o una curva cerrada simple, denotamos a E (J) de la siguiente
manera. Si J es un arco, E (J) = C (J). Si J es una curva cerrada simple,
E (J) = {A ∈ C(J) : A = J o A = {p} para algún p ∈ J o A un subarco de
J tal que qJ /∈ A o A es un subarco de J tal que qJ es uno de sus puntos
extremos}. Notemos que en ambos casos, E (J) = clC(X) (C (X) ∩ ⟨intX(J)⟩).

Sea W0 el continuo obtenido al tomar W0 = D − intR2 (E), donde D y E
son discos cerrados en el plano R2, E es un subconjunto propio de D, y E y
D son tangentes, véase la Figura 4.2.

W0

Figura 4.2: Continuo W0.

Lema 4.15. Si X es un continuo que no es un arco ni una curva cerrada
cerrada simple y J ∈ AS (X), entonces:

(a) si J es un arco, E(J) es una 2-celda;

(b) si J es una curva cerrada simple, E(J) es homeomorfo a W0, donde el
punto de tangencia correspondiente es {qJ}.

Demostración. (a) Si J es un arco, por la Proposición 2.17, E(J) es una 2-celda.
(b) Si J es una curva cerrada simple, de la construcción en la Proposición

2.18, vemos que E(J) es homeomorfo al continuo W0. Aśı, concluye la prueba
de este lema.

Teorema 4.16. Sea X un continuo localmente conexo que no es una curva
cerrada simple. Entonces, {⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X) : J,K ∈ AS(X)} es la clase
de componentes de P2(X).
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Demostración. Sea A ∈ P2 (X), entonces existe una vecindad M de A en
C2 (X) que es una 4-celda. Por el Teorema 1.3 (c), dim (A,M) = dim (A,C2 (X)).
Más aún, por el Teorema 1.4 y [30, Teorema 9.5], dim (M) = dim (I4) = 4,
en particular, dim (A,M) = 4. Luego, dim (A,C2 (X)) = 4. Por el Teore-
ma 3.75, existen J,K ∈ AS (X), con A ∈ ⟨intX (J) , intX (K)⟩C2(X), aśı, A ∈⋃
{⟨intX (J) , intX (K)⟩C2(X) : J,K ∈ AS(X)}. Es decir, P2 (X) ⊂

⋃
{⟨intX (J) ,

intX (K)⟩C2(X) : J,K ∈ AS (X)}.

Rećıprocamente, sea A ∈
⋃
{⟨intX (J) , intX (K)⟩C2(X) : J,K ∈ AS (X)}, en-

tonces, existen L,M ∈ AS (X) tales que A ∈ ⟨intX (L) , intX (M)⟩C2(X).
Caso 1. L = M y L es un arco libre maximal de X.
Tenemos que ⟨intX (L) , intX (M)⟩C2(X) = ⟨intX (L)⟩C2(X) ⊂ C2(L). Como

⟨intX(L), intX(M)⟩C2(X) es un subconjunto abierto de C2(X) y por [17, Lema
2.2], C2(L) es una 4-celda, se sigue que C2(L) es una vecindad de A en C2(X)
que es una 4-celda. Aśı, A ∈ P2(X).

Caso 2. L = M y L es una circunferencia libre de X.
Como X no es una curva cerrada simple, si p ∈ L es tal que L− {p} es un

abierto de X, entonces intX(L) = L−{p}. Luego, ⟨intX (L) , intX (M)⟩C2(X) =
⟨intX (L)⟩C2(X) = {A ∈ C2(X) : A ⊂ L−{p}}. Dado A ∈ ⟨intX(L)⟩C2(X), existe
un arco J ⊂ L − {p} tal que A ⊂ intX(J). Aśı, A ∈ ⟨intX(J)⟩C2(X) ⊂ C2(J),
esto es, C2(J) es una vecindad de A en C2(X) que es una 4-celda. Por lo tanto,
A ∈ P2(X).

Caso 3. L ̸= M .
Por el Lema 3.65, intX(L)∩ intX(M) = ∅. Sea A ∈ ⟨intX(L), intX(M)⟩C2(X),

entonces A ⊂ intX(L)∪ intX(M), A∩ intX(L) ̸= ∅ y A∩ intX(M) ̸= ∅. Aśı, las
componentes de A son A1 = A∩ intX(L) y A2 = A∩ intX(M). Como A1 ⊂ X∩
intX(L), por el Teorema 1.32, existe un arco L1 de X tal que A1 ⊂ intX(L1) ⊂
L1 ⊂ intX(L). Luego, A1 ⊂ L ∩ intX(L1) ⊂ intL(L1) ⊂ L1 ⊂ intX(L), es
decir, A1 ⊂ intL(L1) ⊂ L1 ⊂ intX(L). Similarmente, se puede demostrar que
A2 ⊂ intM(M1) ⊂M1 ⊂ intX(M), para algún arco M1 de X. Entonces intL(L1)
y intM(M1) son abiertos de X. Además, L1 ∩M1 ⊂ intX(L)∩ intX(M) = ∅, es
decir, L1 y M1 son ajenos. Por el Teorema 2.15, la función φ : C(L1)×C(M1) →
⟨L1,M1⟩C2(X) que está dada por φ (H,G) = H ∪ G es un homeomorfismo y
A ∈ ⟨intL(L1), intM(M1)⟩C2(X) ⊂ ⟨L1,M1⟩C2(X) = φ (C(L1) × C(M1)). Como
C(L1) y C(M1) son 2-celdas, por la Proposición 1.34, C(L1)×C(M1) es una 4-
celda, aśı, como ⟨intL(L1), intM(M1)⟩C2(X) es un subconjunto abierto de C2(X),
entonces ⟨L1,M1⟩C2(X) es una vecindad de A en C2(X) que es una 4-celda. Por
lo tanto, A ∈ P2(X).

De lo anterior, P2(X) =
⋃
{⟨intX (J) , intX (K)⟩ : J,K ∈ AS (X)}. Como

por [19, Lema 2.1], para cada J,K ∈ AS(X), ⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X) es una
componente de P2(X), se sigue que las componentes de P2(X) son todos los
conjuntos de esta forma.

Lema 4.17. Si X es un continuo localmente conexo tal que R (X) ̸= ∅, en-
tonces P∂

2(X) = {A ∈ P2(X) : A es conexo o A tiene una componente de un
solo punto, o A contiene un extremo de X}.

Demostración. Por el Teorema 4.16, {⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X) : J,K ∈ AS(X)}
es la familia de componentes de P2(X).
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Dado J ∈ AS (X), por la Observación 3.64, si J /∈ AE(X), intX(J) es
homeomorfo a (0, 1), en otro caso, si J ∈ AE(X), intX(J) es homeomorfo a
[0, 1). De la construcción en la Proposición 2.17, C (intX(J)) es homeomorfo a
(0, 1)×(0, 1), cuando J /∈ AE(X), y C (intX(J)) es homeomorfo a [0, 1)× [0, 1),
cuando J ∈ AE(X). Sea P∂ (intX(J)) = {A ∈ C (intX (J)) : A tiene una
vecindad M en C (intX (J)) que es una 2-celda y A ∈ ∂M}. Observemos que
P∂ (intX(J)) = P∂ (X) ∩ ⟨intX(J)⟩.

Afirmación 1. si J /∈ AE (X), P∂ (intX(J)) = {{p} : p ∈ intX(J)}.

Sea A ∈ P∂ (intX (J)), entonces A ∈ ⟨intX(J)⟩ y A ∈ P∂ (X). Por el Lema
4.9, existe K ∈ AS(X) tal que uno de los siguientes dos casos se cumplen:
(1) A = {p}, para algún p ∈ intX(K). Entonces, intX(J) ∩ intX(K) ̸= ∅.
Por el Lema 3.65, J = K. Aśı, A = {p}, para algún p ∈ intX(J). (2) K ∈
AE(X) y existe un extremo p de X tal que p ∈ A ⊂ intX(K). Entonces,
intX(J)∩intX(K) ̸= ∅. Por el Lema 3.65, J = K. Esto implica que, J ∈ AE(X),
lo que es una contradicción. Por lo tanto, P∂ (intX(J)) ⊂ {{p} : p ∈ intX(J)}.
La otra contención es inmediata por el Lema 4.9.

Afirmación 2. si J ∈ AE (X) y pJ es el punto extremo de X contenido en
J , entonces P∂ (intX(J)) = {{p} : p ∈ intX(J)} ∪ {A ∈ C (intX(J)) : pJ ∈ A}.

Sea A ∈ P∂ (intX(J)), entonces A ∈ ⟨intX(J)⟩ y A ∈ P∂ (X). Razonando
análogamente como en la Afirmación 1, tenemos que A ∈ {{p} : p ∈ intX(J)}∪
{A ∈ C (intX(J)) : pJ ∈ A}.

Rećıprocamente, sea A ∈ {{p} : p ∈ intX(J)} ∪ {A ∈ C (intX(J) : pJ ∈ A)}.
Por el Lema 4.9, A ∈ P∂(X) ∩ ⟨intX(J)⟩ = P∂ (intX(J)). Aśı, {{p} : p ∈
intX(J)} ∪ {A ∈ C (intX(J)) : pJ ∈ A} ⊂ P∂ (intX(J)).

Ahora bien, cuando J /∈ AE (X) y J es un arco, intX (J) = J−{pJ , qJ}, con
pJ y qJ los puntos extremos de J , entonces por la Afirmación 1, P∂ (intX(J)) =
F1 (intX(J)). Como C (intX(J)) es un subconjunto abierto de C (J) y C(J) es
una 2-variedad, por la Proposición 1.32, C (intX(J)) es una 2-variedad, y por
la Proposición 1.33, ∂C (intX(J)) = ∂C (J) ∩ C (intX(J)). De la construcción
en la Proposición 2.17, P∂ (intX(J)) = ∂C (intX(J)).

Similarmente, si J /∈ AE(X) y J es una circunferencia libre de X, de la
construcción en la Proposición 2.18, se sigue que P∂ (intX(J)) = ∂C (intX(J)).

Cuando J ∈ AE (X), con pJ el punto extremo de X contenido en J ,
por la Afirmación 2, P∂ (intX(J)) = F1 (intX(J)) ∪ C (pJ , intX(J)). Como
C (intX(J)) es un subconjunto abierto de C (J) y C(J) es una 2-variedad, por
la Proposición 1.32, C (intX(J)) es una 2-variedad. Por la Proposición 1.33,
∂C (intX(J)) = ∂C (J) ∩ C (intX(J)). De la construcción en la Proposición
2.17, P∂ (intX(J)) = ∂C (intX(J)).

De cualquier modo, P∂ (intX(J)) = ∂C (intX(J)), para cada J ∈ AS(X).
Por un procedimiento similar al de la Observación 4.8, se sigue que ∂P2 (X) =
P∂

2 (X).

Por otra parte, dados J,K ∈ AS(X), tenemos lo siguiente:

Caso 1. J ̸= K.

Por el Lema 3.65, intX(J) ∩ intX(K) = ∅. Aśı, intX(J) y intX(K) son con-
juntos separados. Sea φ : C (intX(J))×C (intX(K)) → ⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X)

que está dada por φ ((B,C)) = B ∪ C, entonces φ es un homeomorfismo. Co-
mo C (intX(J)) × C (intX(K)) es un subconjunto abierto de C (J) × C (K)
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que es una 4-variedad, por la Proposición 1.33, C (intX(J)) × C (intX(K))
es una 4-variedad. Aśı, por la Proposición 1.26, ∂⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X) =
φ (∂ (C (intX(J)) × C (intX(K)))). De la Proposición 1.33 y la Proposición
1.34, ∂P2 (X) ∩ ⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X) = φ((∂C (intX(J))× C (intX(K))) ∪
(C (intX(J)) × ∂C (intX(K)))). Además, de dos párrafos anteriores, obtene-
mos que P∂

2 (X) ∩ ⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X) = φ((P∂ (intX(J)) × C(intX(K)

)) ∪ (C (intX(J)) × P∂ (intX(K)))). Aśı, φ((P∂ (intX(J)) × C(intX(K) )) ∪
(C (intX(J))×P∂ (intX(K)))) = {A ∈ ⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X) : A∩ intX(J) ∈
P∂ (intX(J)) o A ∩ intX(K) ∈ P∂ (intX(K))} = {A ∈ ⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X)

: A tiene una componente degenerada o A contiene un extremo de X}. Por lo
tanto, P∂

2(X) ∩ ⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X) = {A ∈ ⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X)

: A tiene una componente de un solo punto o A contiene un extremo de X}.
Caso 2. J = K.
Entonces, ⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X) = ⟨intX(J)⟩C2(X). Por [17, Lema 2.2],

C2 ([0, 1]) es una 4-celda cuya frontera como variedad es ∂ (C2 ([0, 1])) = {A ∈
C2 ([0, 1]) : A es conexo o A tiene una componente degenerada o A ∩ {0, 1}}.
Si J ∈ AE(X), intX(J) es homeomorfo a [0, 1). Como J es un arco, da-
do h : [0, 1] → J un homeomorfismo, la función h∗ : C2 ([0, 1]) → C2(J) que
está dada por h∗(A) = h(A), para cada A ∈ C2 ([0, 1]) es un homeomor-
fismo, entonces C2(J) es una 4-celda. Por la Proposición 1.26, ∂C2(J) =
h∗ (∂C2 ([0, 1])) = {A ∈ C2(J) : A es conexo o A tiene una componente de-
generada o A ∩ E(J) ̸= ∅}. De aqúı, P∂

2(X) ∩ ⟨intX(J)⟩C2(X) = ∂C2(J) ∩
C2 (intX(J)) = {A ∈ ⟨intX(J)⟩C2(X) : A es conexo o A tiene una componente
de un solo punto o A tiene un extremo de X}. Si J /∈ AE(X), intX(J) es
homeomorfo a (0, 1), luego, P∂

2(X)∩⟨intX(J)⟩C2(X) = {A ∈ ⟨intX(J)⟩C2(X) : A
es conexo o A tiene una componente de un solo punto}.

Por lo tanto, para cada J,K ∈ AS(X), P∂
2(X) ∩ ⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X) =

{A ∈ ⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X) : A es conexo o A tiene una componente de un
solo punto o A tiene un extremo de X}. Esto completa la prueba del lema.

Lema 4.18. Sea X un continuo localmente conexo tal que R (X) ̸= ∅. Si
J,K ∈ AS (X) son tales que bdX (J) ⊂ clX (FA(X) − J) y bdX (K) ⊂
clX (FA(X) −K), entonces D (J,K) = {{p} ∪ A : p ∈ bdX (J) y A ∈ E(K),
o p ∈ bdX(K) y A ∈ E(J)}.

Demostración. Demostremos la igualdad por doble contención.
(⊂) Sea B ∈ D (J,K). Obsevemos que P∂

2 (X) ∩ ⟨intX (J) . intX (K)⟩C2(X)

⊂ ⟨J,K⟩C2(X) y ⟨J,K⟩C2(X) es un cerrado de C2(X), entonces B ∈ ⟨J,K⟩C2(X).
Como B ∈ C2(X) tenemos los siguientes casos:

Caso 1. B es disconexo.
Sean B1 y B2 las componentes de B. Como B ∈ clC2(X) (⟨intX(J), intX(K)⟩),

existe una sucesión {Em}∞m=1 de ⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X) tal que ĺımEn = B.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que Em es disconexo y sean Em
(1) y

Em
(2) las componentes de Em, para cada m ∈ N. Como C(X) es compacto,

por la Proposición 2.32 (a), ĺımEm = ĺım
(
Em

(1) ∪ Em(2)
)

= E(1) ∪E(2) = B,

para algunos E(1), E(2) ∈ C(X). Sin pérdida de generalidad, supongamos que
ĺımEm

(1) = B1 y ĺımEm
(2) = B2. Si J = K, tenemos que Em ⊂ J , para cada
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m ∈ N. Aśı, por la Proposición 2.32 (b), B ⊂ J = K. Si J ̸= K, por el
Lema 3.65, intX(J) ∩ intX(K) = ∅. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que Em

(1) ⊂ intX(J) y Em
(2) ⊂ intX(K), para cada m ∈ N. Por la Proposición

2.32 (b), B1 ⊂ J y B2 ⊂ K. Aśı, de ambos casos, podemos asumir que B1 ⊂ J

y B2 ⊂ K. Como B ∈ clC2(X)

(
P∂

2(X) − ⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X)

)
, existe una

sucesión {Fm}∞m=1 de P∂
2(X) − ⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X), con Fm = Fm

(1) ∪
Fm

(2), para cada m ∈ N, tales que ĺımFm
(1) = B1 y ĺımFm

(2) = B2. Como
P∂

2(X) − ⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X) ⊂ P2(X) − ⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X), por el
Lema 4.16, existen Lm,Mm ∈ AS(X), con Fm ∈ ⟨intX(Lm), intX(Mm)⟩C2(X),
para cada m ∈ N. Luego, {Lm,Mm} ≠ {J,K}. Podemos asumir que K ̸=
Mm, Fm

(1) ⊂ intX(Lm) y Fm
(2) ⊂ intX(Mm). Si Lm ̸= Mm, por el Lema

3.65, intX(Lm) ∩ intX(Mm) = ∅. Luego, como Fm
(1) es conexo, se tiene que

Fm
(1) ∩ intX(Mm) = ∅. Entonces, Fm

(1) ⊂ intX(Lm) y Fm
(2) ∩ intX (Mm) ̸= ∅.

Por la conexidad de Fm
(2), tenemos que Fm

2 ⊂ intX(Mm). En otro caso, si
Lm = Mm, Fm

(1), Fm
(2) ⊂ intX(Lm)∪ intX(Mm) = intX(Lm) = intX(Mm). Aśı,

podemos asumir que Fm
(1) ⊂ C (intX(Lm)) y Fm

(2) ⊂ C (intX(Mm)). Notemos
que B2 = ĺımFm

(2) ⊂Mm. Como K ̸= Mm, por el Lema 3.65, Mm∩intX (K) =
∅. De modo que, B2 ⊂ X − intX (K). Como B1 ⊂ J y B2 ⊂ K, tenemos que
B2 ⊂ X − intX (K) y B2 ⊂ K, entonces B ⊂ bdX (K). Por la Observación
3.64, bdX (K) tiene a lo más dos elementos y B2 es conexo, entonces B2 = {p},
para algún p ∈ bdX (K). De aqúı, tenemos dos casos. Si J es un arco, entonces
B = {p} ∪ B1, donde p ∈ bdX (K) y B1 ∈ E (J) = C(J). Si J es una curva
cerrada simple, como para cada m ∈ N, Em

(1) ⊂ intX (J) = J − {qJ} ⊂ J y
B1 = ĺımEm

(1), tenemos que B1 = J o B1 = {p}, para algún p ∈ J , o B1 es
un subarco de J que tiene a qJ como uno de sus puntos extremos o B1 es un
subarco de J tal que qJ /∈ J . De cualquier modo, B1 ∈ E (J).

Caso 2. B es conexo, con J ̸= K.

Demostremos que B ∩ intX (J) = ∅ o B ∩ intX (K) = ∅. Supongamos
lo contrario, es decir, B ∩ intX (J) ̸= ∅ y B ∩ intX (K) ̸= ∅. Como B ∈
clC2(X)

(
P∂

2(X) − ⟨intX (J) , intX (K)⟩C2(X)

)
, existe una sucesión {Em}∞m=1 de

elementos de P∂
2(X) − ⟨intX (J) , intX (K)⟩C2(X) tal que ĺımEm = B. Como

en el caso anterior, para cada m ∈ N, existen Lm,Mm ∈ AS(x) tales que
{Lm,Mm} ≠ {J,K} y Em ∈ ⟨intX (Lm) , intX (M)⟩C2(X). Como intX(J) y
intX(K) son subconjuntos abiertos de X tales que (ĺımEm) ∩ intX (J) ̸= ∅ y
(ĺımEm)∩intX (K) ̸= ∅, por la Definición 2.29, existe m0 ∈ N tal que para cada
m ≥ m0, Em∩ intX(J) ̸= ∅ y Em∩ intX (K) ̸= ∅. Luego, Lm∪Mm intersecta a
intX (J) y a intX(K). Si Lm∩intX (J) ̸= ∅, por el Lema 3.65, Lm = J . Aśı, para
cada m ≥ m0, Lm = J y Mm = K. Entonces, {Lm,Mm} = {J,K}, para cada
m ≥ m0, una contradicción. Por lo tanto, B∩ intX (J) = ∅ o B∩ intX (K) = ∅.
Supongamos que B ∩ intX (J) = ∅. Puesto que B ∈ ⟨J,K⟩C2(X), tenemos que
B ∩ J ̸= ∅ y B = (B ∩ J) ∪ (B ∩K). Como B ∩ J ⊂ B ⊂ X − intX(J)
y B ∩ J ⊂ J , entonces B ∩ J ⊂ bdX(J). Por la Observación 3.64, B ∩ J
posee a lo más dos elementos. Ya que B ∩ J y B ∩ K son subconjuntos ce-
rrados y no vaćıos de B, con B conexo, entonces B ∩ J ⊂ B ∩ K. De mo-
do que B = B ∩ K, es decir, B ⊂ K. Sea p ∈ B ∩ J . Si K es un arco,
B = B ∪ {p}, donde p ∈ bdX (J) y B ∈ E (K) = C(K). Si K es una cur-
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va cerrada simple, como B ∈ clC2(X)

(
⟨intX (J) , intX (K)⟩C2(X)

)
, existe una

sucesión {Bm}∞m=1 de ⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X) tal que ĺımBm = B. Luego,
las componentes de Bm son Bm ∩ intX(J) y Bm ∩ intX(K), y además, B =
ĺım ((Bm ∩ intX(J)) ∪ (Bm ∩ intX (K))). Como C(X) es compacto, podemos
suponer que {Bm ∩ intX (J)}∞m=1 y {Bm ∩ intX(K)}∞m=1 convergen en C(X),
aśı, por la Proposión 2.32 (a), B = ĺım (Bm ∩ intX (J)) ∪ ĺım (Bm ∩ intX(K)).
Recordemos que B ∩ J tiene a lo más dos elementos. Si q ∈ B y q = ĺım qm,
donde qm ∈ Bm ∩ intX (J), para cada m ∈ N, entonces q ∈ bdX (J). Co-
mo Bm ∩ intX (J) ⊂ Bm y Bm ∩ intX (J) ⊂ J , por la Proposición 2.32 (b),
ĺımBm ∩ intX (J) ⊂ B ∩ J ⊂ bdX (J), es decir, ĺımBm ∩ intX(J) tiene solo
un elemento y está en bdX(J). Esto implica que, B = ĺım (Bm ∩ intX(K)).
Puesto que Bm ∩ intX (K) es un subconjunto conexo y cerrado de X que está
contenido en intX (K) = K − {qK}, entonces Bm ∩ intX(K) es un arco de K
tal que qk /∈ Bm∩ intX (K). Aśı, B = {p}∪B, donde p ∈ bdX(J) y B ∈ E (K).

Caso 3. B es conexo, con J = K.

Como B ∈ clC2(X)

(
P∂

2 − ⟨intX(J)⟩C2(X) (X)
)

, B es ĺımite de una sucesión

de P∂
2 (X)−⟨intX(J)⟩C2(X) y B ⊂ J . Aśı, B ̸⊆ intX(J). Luego, existe p ∈ B ∩

bdX (J). Si J es un arco, B = {p}∪B, con p ∈ bdX (J) y B ∈ E (K) = C(K).
Si J es una curva cerrada simple, existe una sucesión {Em}∞m=1 de P∂

2(X) ∩
⟨intX (J)⟩C2(X) tal que B = ĺımEm. Por el Lema 4.17, Em es conexo o contiene
una componente de un solo punto. En ambos casos, Em = {p} ∪ Fm, donde
Fm ∈ C (intX (K)). Notemos que ĺımFm = B. Como Fm es un subconjunto
conexo y cerrado de X que está contenido en intX(J) = J − {qJ}, tenemos
que Fm es un subarco de J tal que qJ /∈ Fm, para cada m ∈ N. Por lo tanto,
B = {p} ∪B, donde p ∈ bdX (J) y B ∈ E(K).

Ahora probemos la otra contención.

(⊃) Sea B = {p} ∪ A, con p ∈ bdX(J) ⊂ clX (FA− J) y A ∈ E(K) =
clC(X) (C (intX(J))). Entonces, existe {Am}∞m=1 una sucesión de C (intX(K))
tal que ĺımAm = A. Dado m ∈ N, como p ∈ clX (FA(X) − J), existe pm ∈
Bd (1/m, p) ∩ FA(X) − J , esto es, p = ĺım pm. Notemos que {pm} ∪ Am /∈
⟨intX(J), intX(K)C2(X). En efecto, si J = K, entones intX(J) ∪ intX(K) =
intX(K). Como Am ⊂ intX(K) y pm /∈ J , entonces Am ∪ {pm} ̸⊆ intX(K).
Si J ̸= K, por la Proposición 3.65, intX(J) ∩ intX(K) = ∅. Esto impli-
ca que, Am ∩ intX(J) ⊂ intX(K) ∩ intX(J) = ∅, es decir, Am ∩ intX(J) =
∅. Aśı, (Am ∪ {pm}) ∩ intX(J) = ∅. De cualquier manera, {pm} ∪ Am /∈
⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X). Por el Lema 4.17, {pm}∪Am ∈ P∂

2(X)−⟨intX(J), intX
(K)⟩C2(X). Entonces, {{pm} ∪ Am}∞m=1 es una sucesión de P∂

2(X) − ⟨intX(J),
intX(K)⟩C2(X). Por la Proposición 2.32 (a), ĺım ({pm} ∪ Am) = (ĺım{pm}) ∪
(ĺımAm) = B. Aśı, B ∈ clC2(X)

(
P∂

2(X) − ⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X)

)
. Como

p ∈ bdX(J), existe {xm}∞m=1 una sucesión de intX(J) tal que ĺımxm = p.
Entonces, para cada m ∈ N, {xm} ∪ Am ∈ ⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X). Por

el Lema 4.17, {xm} ∪ Am ∈ P∂
2(X) ∩ ⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X). Luego, B =

ĺım ({xm}) ∪ ĺım (Am). Aśı, B ∈ clC2(X)

(
P∂

2(X) ∩ ⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X)

)
.

Por lo tanto, B ∈ D (J,K). Esto completa la demostración de este lema.



82
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Dados X un continuo tal que R(X) ̸= ∅, p ∈ X y J ∈ AS(X), denotamos
como DJ

p = {{p} ∪ A : A ∈ E(J)}.

Lema 4.19. Dado X un continuo tal que R (X) ̸= ∅, sean p ∈ X, J ∈ AS (X)
y f : E (J) → DJ

p que está dada por f (A) = {p} ∪ A, para cada A ∈ E (J).
Entonces, f es un homeomorfismo.

Demostración. Sean p ∈ X, J ∈ AS (X) y DJ
p = {{p} ∪ A : A ∈ E (J)}.

Consideremos f : E(J) → DJ
p que está dada por f(A) = {p} ∪ A, para cada

A ∈ E(J). Observemos que f es sobreyectiva. Sean A,B ∈ E(J) tales que
f(A) = f(B), es decir, {p} ∪ A = {p} ∪ B. Si p ∈ A, entonces A es conexo.
Esto implica que p ∈ B y por ende, B es conexo. Aśı, A = B. Si p /∈ A, entonces
{p}∪A es disconexo y {p} y A son las componentes de {p}∪A. Como {p}∪A
es disconexo, entonces p /∈ B. Luego, {p} ∪ B es disconexo y {p} y B son las
componentes de {p} ∪B. Asi, A = B. De cualquier modo, f es inyectiva. Por
el Lema 2.9 y el Lema 4.15, f es una función continua y E (J) es un conjunto
compacto, respectivamente. Por lo tanto, f es una biyectiva, continua, con
dominio compacto y codominio de Hausdorff, aśı, f es un homeomorfismo.

Lema 4.20. Si X es un continuo localmente conexo tal que R (X) ̸= ∅ y
J,K ∈ AS(X), entonces los siguientes enunciados se cumplen:

(1) si p, q ∈ bdX (J) ∪ (X − J), con p ̸= q,

DJ
p ∩ DJ

q =

{
{{p, q}, J}, si p, q ∈ J ,

∅, si p /∈ J o q /∈ J ;

(2) si bdX(J) = {p, u} y bdX(K) = {q, v},

DK
p ∩ DJ

q =

{
{{p, q}, {p, v}}, si v ̸= q, u ̸= p, u = v y p = q,
{{p, q}}, en otro caso.

Demostración. (1) Sean J ∈ AS (X)y p, q ∈ bdX (J) ∪ (X − J), con p ̸= q.
Veamos quién es DJ

p ∩DJ
q . Sea D ∈ DJ

p ∩DJ
q , entonces D = {p}∪A = {q}∪B,

con A,B ∈ E(J). Tenemos dos casos.
Caso 1. p, q ∈ J .
Entonces, p, q ∈ bdX(J). Como p ̸= q y J ∈ AS(X), tenemos que p, q ∈

bdX(J) = E(J) y J es un arco. Si p ∈ A, entonces D = A y q ∈ A. Esto
implica que A es un subcontinuo de un arco J tal que E(J) ⊂ A. Luego,
D = A = J . Si p /∈ A, entonces D es disconexo y {p} y A son las componentes
de D. Luego, q /∈ B, {q} ∪ B es disconexo y {q} y B son las componentes de
D. Como {p} ̸= {q}, entonces A = {q} y B = {p}. Aśı, D = {p, q}. Por lo
tanto, DJ

p ∩ DJ
q = {{p, q}, J}.

Caso 2. p /∈ J o q /∈ J .
Sin pérdida de generalidad, supongamos que p /∈ J . Sea D ∈ DJ

p ∩ DJ
q ,

entonces D = {p} ∪ A = {q} ∪ B. Como A ⊂ J y p /∈ J , entonces D es
disconexo y {p} y A son sus componentes. Como D es disconexo, entonces
q /∈ B y {q} y B son las componentes de D. Como {p} ̸= {q}, entonces
A = {q} y B = {p}. Aśı, D = {p, q}. Esto implica que D ∈ DJ

q . De aqúı,
p ∈ J , lo que es una contradicción. Por lo tanto, DJ

p ∩ DJ
q = ∅.
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De los casos 1 y 2, obtenemos lo deseado.
(2) Ahora, consideremos J,K ∈ AS(X), con J ̸= K y p ∈ bdX(J) y q ∈

bdX(K). Veamos quién es DK
p ∩DJ

q . Sea D ∈ DK
p ∩DJ

q , entonces D = {p}∪A =
{q} ∪B, con A ∈ E(K) y B ∈ E(J). Como J ̸= K, entonces intX (J)∩K = ∅,
aśı, K ⊂ X − intX(J). Esto implica que K ∩J ⊂ bdX(J). Como B ⊂ {p}∪A,
{p} ⊂ bdX(J), B ⊂ J y A ⊂ K, entonces B ⊂ ({p} ∪ A) ∩ J = {p} ∪
(A ∩ J) ⊂ {p} ∪ (K ∩ J) ⊂ bdX(J). De aqúı, como B es conexo y bdX(J)
es finita, se sigue que B = {b}, para algún b ∈ bdX(J). De manera análoga,
se puede ver que A = {a}, para algún a ∈ bdX(K). Aśı, D = {p} ∪ {a} =
{q} ∪ {b}, con a ∈ bdX (K) y b ∈ bdX (J). Por el Lema 4.15, F1(J) ⊂ E (J)
y F1(K) ⊂ E (K). Luego, {q, d} ∈ DJ

q , para cada d ∈ J , y {p, e} ∈ DK
p , para

cada e ∈ K. Por lo tanto, DK
p ∩ DJ

q = {{p, a} : a ∈ bdX(K)} ∩ {{q, b} : b ∈
bdX(J)}. Aśı, si bdX (J) = {p, u} y bdX(K) = {q, v}, entonces DK

p ∩ DJ
q =

{{p, q}, {p, v}} ∩ {{q, p}, {q, u}} = {{p, q}} ∪ ({{p, v}} ∩ {{q, u}}). De aqúı,
si DK

p ∩ DJ
q ̸= {{p, q}}, entonces {{p, v}} ∩ {{q, u}} ̸⊂ {{p, q}}, por lo que

{{p, v}} ∩ {{q, u}} ̸= ∅. Luego, existe w ∈ {{p, v}} ∩ {{q, u}} tal que w =
{p, v} = {q, u} ≠ {p, q}. Aśı, DK

p ∩DJ
q ̸= {{p, q}} si y solo si {p, v} = {q, u} ≠

{p, q} si y solo si v ̸= q, u ̸= p, u = v y p = q. Por lo tanto, el enunciado (2)
se cumple.

Teorema 4.21. Dados X y Y continuos localmente conexos tales que R (X) ̸=
∅ y R (Y ) ̸= ∅, sean J,K ∈ AS(X) y L,M ∈ AS(Y ) tales que bdX (J) ⊂
clX (FA(X) − J), bdX (K) ⊂ clX (FA(X) −K), bdY (L) ⊂ clY (FA(Y ) − L)
y bdY (M) ⊂ clY (FA(Y ) −M). Si h : C2(X) → C2(Y ) es un homeomorfismo

y además, h
(
⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X)

)
= ⟨intY (L), intY (M)⟩C2(Y ), entonces

los siguientes enunciados se cumplen:

(1) si J = K y J es una curva cerrada simple, entonces L = M y L es una
curva cerrada simple;

(2) si J = K, J es un arco y J /∈ AE(X), entonces L = M , L es un arco y
L /∈ AE(Y );

(3) si J = K y J ∈ AE(X), entonces L = M y L ∈ AE(Y );

(4) si J ̸= K, entonces L ̸= M ;

(5) si X y Y son casi enrejados, J = K y p ∈ J − intX(J), entonces h ({p})
es un conjunto de un solo punto y h ({p}) ⊂ L− intY (L).

Demostración. Por el Lema 4.19, E (J) es homeomorfo a DJ
p = {{p} ∪A : A ∈

E (J)}, para cada p ∈ X.
A continuación describiremos modelos para la clase de conjuntos D (J,K),

donde J,K ∈ AS (X). Primero notemos que por la Observación 3.64, podemos
suponer que bdX(J) = {pJ , qJ} y bdX(K) = {pK , qK}. Aśı, por Lema 4.18,
D (J,K) = DK

pJ
∪ DK

qJ
∪ DJ

pK
∪ DJ

qK
. Tenemos los siguientes dos casos:

Caso 1. J = K.
(a) Si J es un arco y J /∈ AE(X), entonces bdX(J) = {pJ , qJ}, con pJ ̸= qJ .

Luego, D (J,K) = D (J, J) = DJ
pJ
∪DJ

qJ
. Observemos que por el Lema 4.15, DJ

pJ

y DJ
pJ

son 2-celdas. Más aún, por el Lema 4.20 (1), DJ
pJ
∩DJ

qJ
= {{pJ , qJ}, J}.
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Figura 4.3: Caso (a).

(b) Si J ∈ AE(X), bdX (J) = {qJ}. Entonces, por el Lema 4.18, D (J, J) =
DJ
qJ

. Más aún, por el Lema 4.15, DJ
qJ

es un una 2-celda.

Figura 4.4: Caso (b).

(c) Si J es una curva cerrada simple, bdX(J) = {qJ}. Entonces, por el Lema
4.18, D (J, J) = DJ

qJ
. Luego, por el Lema 4.15, DJ

qJ
es homeomorfo al continuo

W0.

DJ
qJ

Figura 4.5: Caso (c).

Caso 2. J ̸= K.
(d) Si J y K son arcos y J,K /∈ AE(X), entonces bdX (J) = {pJ , qJ} y

bdX(K) = {pK , qK}, con pJ ̸= qJ y pK ̸= qK . Aśı, por el Lema 4.18, D (J,K) =
DJ
pK

∪DJ
qK

∪DK
pJ

∪DK
qJ

. Por Lema 4.15, DJ
pK

, DJ
qK

, DK
pJ

y DK
qJ

son 2-celdas. De
aqúı, tenemos los siguientes subcasos:

(d.1) J ∩K = ∅.
Por el Lema 4.20 (1), DK

pJ
∩DK

qJ
= ∅, ya que pJ /∈ K. Asimismo, DJ

pK
∩DJ

qk
=

∅, ya que pK /∈ J . Por otra parte, por el Lema 4.20 (2), DK
pJ
∩DJ

pK
= {{pJ , pK}},

ya que pJ ̸= pK . Similarmente, tenemos que DK
pJ

∩ DJ
qK

= {{pJ , qK}}, DK
qJ

∩
DJ
pK

= {{qJ , pK}} y DK
qJ

∩ DJ
qK

= {{qJ , qK}}.
(d.2) J ∩K es un conjunto de un solo punto.
Podemos suponer que J ∩K = {qJ} = {qK}. Entonces, pJ /∈ K y pK /∈ J ,

ya que pJ ̸= qJ y pK ̸= qK . Por el Lema 4.20 (1), DK
pJ

∩ DK
qJ

= ∅, ya que
pJ /∈ K, y DJ

pK
∩ DJ

qK
= ∅, ya que pK /∈ J . Por otra parte, por el Lema 4.20

(2), DK
pJ

∩ DJ
pK

= {{pJ , pK}}, ya que pJ ̸= pK . Similarmente, DK
pJ

∩ DJ
qK

=
{{pJ , qK}}, DK

qJ
∩ DJ

pK
= {{qJ , pK}} y DK

qJ
∩ DJ

qK
= {{qJ , qK}}.
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Figura 4.6: Casos (d.1), (d.2).

(d.3) J ∩K es un conjunto con exactamente dos puntos.

Entonces, bdX(J) = bdX(K). Podemos suponer que pJ = pK y qJ =
qK . Luego, pJ , qJ ∈ K y pK , qK ∈ J . Por el Lema 4.20 (1), DK

pJ
∩ DK

qJ
=

{{pJ , qJ}, K}, ya que pJ , qJ ∈ K y DJ
pK

∩ DJ
qK

= {{pK , qK}, J}, ya que
pK , qK ∈ J . Por el Lema 4.20 (2), DK

pJ
∩DJ

pK
= {{pJ}, {pJ , qJ}}, DK

pJ
∩DJ

qK
=

{{pJ , qK}, ya que pJ ̸= qK , DK
qJ

∩ DJ
pK

= {{qJ , pK}}, ya que qJ ̸= pK y
DK
qJ

∩ DJ
qK

= {{qJ}, {pJ , qK}}.

Figura 4.7: Caso (d.3).

(e) J y K son arcos y J /∈ AE(X) y K ∈ AE(X).

Entonces, bdX(J) = {pJ , qJ} y bdX(K) = {qK}, con pJ ̸= qJ . Luego,
D (J,K) = DK

pJ
∪ DK

qJ
∪ DJ

qK
. Observemos que por el Lema 4.15, DK

pJ
, DK

qJ
y

DJ
qK

son 2-celdas. Tenemos los siguientes dos subcasos:

(e.1) J ∩K = ∅.

Entonces, por el Lema 4.20 (1), DK
pJ
∩DK

qJ
= ∅, ya que pJ /∈ K. Por el Lema

4.20 (2), DK
pJ

∩ DJ
qK

= {{pJ , qK}}, ya que pJ ̸= qK y DK
qJ

∩ DJ
qK

= {{qJ , qK}},
ya que qJ ̸= qK .

(e.2) J ∩K es un conjunto de un solo punto.

Podemos suponer que J ∩K = {qJ} = {qK}. Luego, por el Lema 4.20 (1),
DK
pJ

∩DK
qJ

= ∅, ya que pJ /∈ K. Por el Lema 4.20 (2), DK
pJ

∩DJ
qK

= {{pJ , qK}}
y DK

qJ
∩ DJ

qK
= {{qJ , qK}}, ya que pJ ̸= qK .

DK
pJ

DJ
qK

DK
qJ

Figura 4.8: Caso (e).
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(f) J es un arco, J /∈ AE(X) y K es una curva cerrada simple.
Entonces, bdX(J) = {pJ , qJ} y bdX(K) = {qK}, con pJ ̸= qJ . Luego,

D (J,K) = DK
pJ

∪ DK
qJ

∪ DJ
qK

. Además, por el Lema 4.15, DJ
qK

es una 2-celda,
y DK

pJ
y DK

qJ
son homeomorfos al continuo W0. Tenemos los siguientes dos

subcasos:
(f.1) J ∩K = ∅.
Entonces, por el Lema 4.20 (1), DK

pJ
∩DK

qJ
= ∅, ya que pJ /∈ K. Por el Lema

4.20 (2), DK
pJ

∩DJ
qK

= {{pJ , qK}}, ya que pJ ̸= qK , y DK
qJ

∩DJ
qK

= {{qJ , qK}},
ya que qJ ̸= qK .

(f.2) J ∩K es de un solo punto.
Podemos suponer que J ∩K = {qJ} = {qK}. Por el Lema 4.20 (1), DK

pJ
∩

DK
qJ

= ∅, ya que pJ /∈ K. Por el Lema 4.20 (2), DK
pJ

∩ DJ
qK

= {{pJ , qK}}, ya
que pJ ̸= qK , y DK

qJ
∩ DJ

qK
= {{qJ , qK}}, ya que pJ ̸= qK .

DK
pJ

DK
qJ

DJ
qK

Figura 4.9: Caso (f).

(g) J y K son arcos y J,K ∈ AE (X).
Entonces, bdX(J) = {qJ} y bdX(K) = {qK}. Luego, D (J,K) = DK

qJ
∪DJ

qK
.

Por el Lema 4.15, DK
qJ

y DJ
qK

son 2-celdas. Además, por el Lema 4.20 (2),
DK
qJ

∩ DJ
qK

= {{qJ , qK}}.

DK
qJ

DJ
qK

DK
qJ

DJ
qK

Figura 4.10: Caso (g).

(h) J ∈ AE(X) y K es una curva cerrada simple.
Entonces, bdX (J) = {qJ} y bdX(K) = {qK}. Luego, D (J,K) = DK

qJ
∪DJ

qK
.

Por el Lema 4.15, DK
qJ

es homeomorfo al continuo W0 y DJ
qK

es una 2-celda.
Por el Lema 4.20 (2), DK

qJ
∩ DJ

qK
= {{qJ , qK}}.
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DK
qJ

DJ
qK

Figura 4.11: Caso (h).

(i) J y K son curvas cerradas simples.
Entonces, bdX(J) = {qJ} y bdX(K) = {qK}. Luego, D (J,K) = DK

qJ
∪DJ

qK
.

Por el Lema 4.15, DK
qJ

y DJ
qK

son homeomorfos al continuo W0. Por el Lema
4.20 (2), DK

qJ
∩ DJ

qK
= {{qJ , qK}}.

DK
qJ

DJ
qK

Figura 4.12: Caso (i).

Resta probar (5). Para esto, sea B = h ({p}). Como p ∈ bdX(J), existe una
sucesión {pm}∞m=1 de elementos de intX(J) tal que ĺım pm = p. Entonces, por el
Lema 2.8, ĺım{pm} = {p}. Aśı, por la continuidad de h, ĺımh ({pm}) = h ({p}).
Como para cada m ∈ N, pm ∈ intX(J), entonces {pm} ∈ ⟨intX(J)⟩2. Por los
incisos (1), (2) y (3) de este teorema (que ya se han demostrado), tenemos
que h ({pm}) ∈ h (⟨intX(J)⟩2) = ⟨intY (L)⟩2, es decir, h ({pm}) ∈ ⟨intY (L)⟩2.
Esto implica que, h ({pm}) ⊂ intY (L). Aśı, {h ({pm})}∞m=1 es una sucesión
convergente de elementos de C2(L) que es un cerrado de C2(X). Por lo tan-
to, ĺımh ({pm}) = B ∈ C2(L). De donde, B ⊂ L. Por otra parte, como
p ∈ bdX(J) ⊂ clX (FA(X) − J), existe una sucesión {xm}∞m=1 de elementos
de FA(X)− J tal que ĺımxm = p. Por el Lema 3.74, para cada m ∈ N, existe
Jm ∈ AS(X) tal que xm ∈ intX(Jm). De aqúı, {xm} ∈ ⟨intX(Jm)⟩2, por lo que
h ({xm}) ∈ h (⟨intX(Jm)⟩2). Por el Lema 4.16, existen Lm,Mm ∈ AS(Y ) tales
que h (⟨intX(Jm)⟩2) = ⟨intY (Lm), intY (Mm)⟩2. Como en este caso, X y Y son
casi enrejados, para cada J ∈ AS(X) y L ∈ AS(Y ), se cumple que bdX(J) ⊂
clX (FA(X) − J) y bdY (L) ⊂ clY (FA(Y ) − L). Aśı, por los incisos (1), (2) y
(3), Lm = Mm. Entonces, h (⟨intX(Jm)⟩2) = ⟨intX(Lm)⟩2. Como xm ∈ Jm − J ,
entonces Jm ̸= J . Por el Lema 3.65, para cada m ∈ N, intX(Jm) ∩ intX(J) =
∅. Por la biyectividad de h, h (⟨intX(J)⟩2 ∩ ⟨intX(Jm)⟩2) = h (⟨intX(J)⟩2) ∩
h (⟨intX(Jm)⟩2) = ⟨intY (L)⟩2 ∩ ⟨intY (Lm)⟩2 = ∅, es decir, h (⟨intX(Jm)⟩2) =
⟨intY (Lm)⟩2 ⊂ Y − ⟨intY (L)⟩2. Aśı, Lm ̸= L, entonces por el Lema 3.65,
intY (Lm) ∩ intY (L) = ∅. Como h ({xm}) ∈ ⟨intY (Lm)⟩2, entonces h ({xm}) ∩
intY (Lm) ̸= ∅ y h ({xm}) ⊂ intY (Lm). Esto implica que, h ({xm})∩ intY (L) =
∅, es decir, h ({xm}) ⊂ Y − intY (L). Observemos que C2 (Y − intY (L)) es un
subespacio cerrado de C2(X). Como {h ({xm})}∞m=1 es una sucesión convergen-
te de elementos de C2 (Y − intY (L)), entonces ĺımh ({xm}) ∈ C2 (Y − intY (L)).
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Por lo tanto, B = ĺımh ({xm}) ⊂ Y − intY (L). De aqúı, y como B ⊂ L, se
sigue que B ⊂ L ∩ (Y − intY (L)), es decir, B ⊂ bdY (L).

Por los incisos (1) y (3), si J es una curva cerrada simple o J ∈ AE(X), L
es una curva cerrada simple o L ∈ AE(Y ). En ambos casos, bdX(J) y bdY (L)
son conjuntos de un solo punto. Entonces, B es un conjunto conexo de un solo
punto tal que B ⊂ bdY (L).

Ahora, supongamos que J es un arco y J /∈ AE(X). Entonces, por el inciso
(2), L es un arco y L /∈ AE(Y ), por lo que bdX(J) = {r, s} y bdY (L) = {u, v},
con r ̸= s y u ̸= v. Si B = {u} o B = {v}, la prueba está terminada. Aśı,
supongamos que B = {u, v}. Como h (D (J, J)) = D (L,L), por el modelo
descrito en (a), vemos que {p} es un punto de no corte local de D (J, J). Pero,
B = h ({p}) = {u, v} es un punto de corte local de D (L,L), contradicción.
Esto termina la prueba de este teorema.

Teorema 4.22. Sean X y Y continuos localmente conexos y casi enrejados.
Si C2(X) es homeomorfo a C2(Y ), entonces X es homeomorfo a Y .

Demostración. Cuando X es un arco o una curva cerrada simple, por [17, Teo-
rema 4.1], el resultado es inmediato. Similarmente, si Y es un arco o una curva
cerrada simple, el resultado se cumple. Supongamos que X y Y no son un arco
ni una curva cerrada simple y sea h : C2(X) → C2(Y ) un homeomorfismo. Co-
mo P2(X) está dado en términos de conceptos topológicos que se preservan ba-
jo homeomorfismos, h (P2(X)) = P2(Y ). Por [19, Lema 2.1] las componentes
de P2(X) son los conjuntos de la forma ⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X), donde J,K ∈
AS(X). Dados J,K ∈ AS(X), como h

(
⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X)

)
es una com-

ponente de P2 (Y ), existen L,M ∈ AS(Y ) tales que h
(
⟨intX(J), intX(K)⟩C2(X)

)
= ⟨intY (L), intY (M)⟩C2(Y ). Como X es casi enrejado, bdX(J) ⊂ clX (X − J) =
clX (clX (FA(X)) − clX(J))
⊂ clX (clX (FA(X) − J)) = clX (FA(X) − J), es decir, bdX (J) ⊂ clX(FA(X)
−J). Similarmente, bdX(K) ⊂ clX (FA(X) −K). Como Y también es casi en-
rejado, bdY (L) ⊂ clY (FA(Y ) − L) y bdY (M) ⊂ clY (FA(Y ) −M). Si J = K,
por el Teorema 4.21 (1), (2), (3), L = M . Luego, para cada J ∈ AS(X),

existe LJ ∈ AS(Y ) tal que h
(
⟨intX (J)⟩C2(X)

)
= ⟨intY (LJ)⟩C2(Y ). Notemos

que la argumentación anterior, también se puede aplicar al homeomorfismo
h−1 : C2(Y ) → C2(X). Aśı, para cada L ∈ AS(Y ), existe K ∈ AS(X) tal

que h−1
(
⟨intY (L)⟩C2(Y )

)
= ⟨intX(K)⟩C2(X), esto implica que ⟨intY (L)⟩C2(Y ) =

⟨intY (LJ)⟩C2(Y ). Luego, intY (L) = intY (LJ), por lo que L = clY (intY (L)) =

clY (intY (LJ)) = LJ . Por lo tanto,
⋃
{L : L ∈ AS(Y )} =

⋃
{LJ : LJ ∈ AS(Y )}.

Dados J,K ∈ AS(X), con J ̸= K, por el Lema 3.65, intX(J)∩ intX(K) = ∅,
entonces ⟨intX(J)⟩C2(X) ∩ ⟨intX(K)⟩C2(X) = ∅. Utilizando que h es inyecti-

va, h
(
⟨intX(J)C2(X)

)
∩ h

(
intX(K)C2(X)

)
= ∅, es decir, ⟨intY (LJ)⟩C2(Y ) ∩

⟨intY (LK)⟩C2(Y ) = ∅. Aśı, LJ ̸= LK .

Ahora, sea p ∈ X−
⋃
{intX(L) : L ∈ AS(X)}. Afirmamos que h ({p}) = {y},

para algún y ∈ Y −
⋃
{intY (K) : K ∈ AS(Y )}. Como X = clX (FA(X)),

existe una sucesión {pm}∞m=1 de FA(X) tal que ĺım pm = p. Por el Lema 3.74,
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FA(X) =
⋃
{intX(J) : J ∈ AS(X)}, aśı, para cada m ∈ N, existe Jm ∈ AS(X)

tal que pm ∈ intX(Jm). Como X no es un arco ni una curva cerrada simple, para
cada m ∈ N, podemos elegir qm ∈ bdX(Jm). Si {Jm : Jm ∈ AS(X)} es finito,
como {pm}∞m=1 es una sucesión del conjunto cerrado

⋃
{Jm : Jm ∈ AS(X)},

entonces p ∈
⋃
{Jm : Jm ∈ AS(X)}. Aśı, existe Js ∈ AS(X) tal que p ∈ Js,

por lo que p ∈ bdX(Js). Por el Teorema 4.21 (5), tenemos que h ({p}) = {y},
para algún y ∈ bdY (LJs). Aśı, supongamos que {Jm : Jm ∈ AS(X)} es infinito
y Jm ̸= Jk, si m ̸= k. Por el Lema 3.69, ĺım Jm = {p}, entonces por el Lema
2.35, ĺım qm = p, esto es, ĺım{qm} = {p}. Por el Teorema 4.21 (5), se tiene
que h ({qm}) = {wm}, para algún wm ∈ bdY (LJm). Como h es continua,
ĺımh ({qm}) = ĺım{wm} = h ({p}). Además, para cada m ∈ N, bdY (LJm) ⊂
Y −

⋃
{intY (K) : K ∈ AS(Y )}, entonces {wm} es una sucesión del conjunto

cerrado Y −
⋃
{intX(K) : K ∈ AS(Y )}. Aśı, existe y ∈ Y −

⋃
{intY (K) : K ∈

AS(Y )} tal que ĺımwm = y, por lo que h ({p}) = ĺım{wm} = {y}, para algún
y ∈ Y −

⋃
{intY (K) : K ∈ AS(Y )}. De esta forma, podemos considerar las

funciones continuas ΦX : X → F1(X) y ΦY : Y → F1(Y ) que están dadas por
ΦX(x) = {x} y ΦY (y) = {y}, respectivamente, y g1 = ΦY

−1 ◦ h ◦ ΦX : X −⋃
{intX(L) : L ∈ AS(X)} → Y −

⋃
{intY (K) : K ∈ AS(X)} que es continua.

Si J es una curva cerrada simple, por el Teorema 4.21 (1),(5), LJ es una
curva cerrada simple y h ({qJ}) = {qLJ

}, con qLJ
∈ bdY (LJ), es decir, g1(qJ) =

qLJ
. Sea gJ : J → LJ un homeomorfismo tal que gJ(qJ) = qLJ

. Similarmente,
si J ∈ AE(X), por el Teorema 4.21 (1), (3), LJ ∈ AE(Y ) y g1(qJ) = qLJ

∈
bdY (LJ). Sea gJ : J → LJ un homeomorfismo tal que gJ(qJ) = qLJ

. Finalmen-
te, si J es un arco y J /∈ AE(X), entonces por el Teorema 4.21 (2), (5), LJ es un
arco, LJ /∈ AE(Y ) y h ({pJ}), y h ({qJ}) son conjuntos de un solo punto conte-
nidos en bdY (LJ) = {pLJ

, qLJ
}. Sin pérdida de generalidad, supongamos que

h ({pJ}) = {pLJ
}. Luego, h ({qJ}) = {qLJ

}. Aśı, g1(pJ) = pLJ
y g1(qJ) = qLJ

.
Sea gJ : J → LJ un homeomorfismo tal que gJ(pJ) = pLJ

y gJ(qJ) = qLJ
. En

cualquiera de los casos, gJ (bdX(J)) = bdY (LJ). Como {intX (J) : J ∈ AS(X)}
es una familia de subconjuntos abiertos y ajenos entre śı de X, por el Teorema
2.16, existe una única función continua g2 :

⋃
{intX(J) : J ∈ AS(X)} → Y tal

que g2 ↾intX(J)= gJ ↾intX(J), para cada J ∈ AS(X). Sea g : X → Y tal que
g ↾X−

⋃
{intX(J) : J∈AS(X)} = g1 y g ↾⋃{intX(J) : J∈AS(Y )= g2. Notemos que g ↾J= gJ

es continua para cada J ∈ AS(X). Luego, para mostrar que g es continua,
basta probar que g es continua en bdX (

⋃
{intX(J) : J ∈ AS(X)}).

Sea {pm}∞m=1 una sucesión de
⋃
{intX(J) : J ∈ AS(X)} tal que ĺım pm = p,

para algún p ∈ X −
⋃
{intX(J) : J ∈ AS(X)}. Para cada m ∈ N, sea Jm ∈

AS(X) tal que pm ∈ intX(Jm). Como X no es un arco ni una curva cerrada
simple, para cada m ∈ N, existe qm ∈ bdX(Jm). Si {Jm : Jm ∈ AS(X)} es
finito, entonces p ∈

⋃
{Jm : Jm ∈ AS(X)}. Por lo que, p ∈ Js, para algún

Js ∈ AS(X). Luego, p ∈ bdX(Js). Aśı, supongamos que Jm ̸= Jk, si m ̸= k.
Por el Lema 3.69, ĺım Jm = {p}. Entonces por el Lema 2.35, ĺım qJm = p, aśı,
ĺım{qJm} = {p}. Como para cada m ∈ N, qJm ∈ bdX(Jm), se sigue que qJm ∈
X −

⋃
{intX(J) : J ∈ AS(X)}, luego g(qJm) = g1(qJm) = Φ2

−1 (h ({qJm})) ∈
LJm . Esto implica que, {g(qJm)} = Φ2 (g(qJm)) = h ({qJm}). Por la continuidad
de h, ĺımh ({qJm}) = h ({p}) = {g(p)} = ĺım{g(qJm)}. Aśı, ĺım g(qJm) = g(p).
Como LJm ̸= LJk , si Jk ̸= Jm, g(qJm) = gJm(qJm) ∈ LJm y ĺım g(qJm) = g(p),
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por el Lema 3.69, ĺımLJm = {g(p)}. Además, g(pm) = gJm(pm) ∈ LJm , para
cada m ∈ N, entonces por el Lema 2.35, ĺım g(pm) = g(p). Esto demuestra que
g es continua.

Por último, probemos que g es biyectiva. Notemos primero que g(
⋃
{intX(J) :

J ∈ AS(X)}) =
⋃
{intY (LJ) : LJ ∈ AS(Y )}. Por la inyectividad de g1, la in-

yectividad de gJ = g ↾ J y g1 (X −
⋃
{intX(J) : J ∈ AS(X)})∩ g2(

⋃
{intX(J) :

J ∈ AS(X)}) ⊂ (Y −
⋃
{intX (LJ) : LJ ∈ AS(Y )}) ∩ (

⋃
{intX (LJ)} : LJ ∈

AS(Y ))} = ∅, se sigue que g es inyectiva. Por otra parte, por el Lema 3.74,
FA(Y ) =

⋃
{intY (LJ) : LJ ∈ AS(Y )}. Luego, FA(Y ) ⊂ g(clX(

⋃
{intX(J) :

J ∈ AS(X)})) = g (clX (FA(X))) = g(X), es decir, FA(Y ) ⊂ g(X). Esto
implica que, g es sobreyectiva. Por lo tanto, g es un homeomorfismo.

Teorema 4.23. Sean X y Y continuos localmente conexos y casi enrejados.
Si Cn(X) es homeomorfo a Cn(Y ), para algún n ∈ N, entonces:

(a) si n = 1 y X no es un arco ni una curva cerrada simple, entonces X es
homeomorfo a Y ;

(b) si n ̸= 1, entonces X es homeomorfo a Y .

Demostración. (a) Cuando n = 1 y X es una gráfica finita distinta de un arco y
una curva cerrada simple, por [18, Teorema 3.8 (a)], el resultado es inmediato.
Aśı, podemos suponer que X no es un gráfica finita. Para utilizar el Teorema
4.14, probemos que Y no es un arco ni una curva cerrada simple. Supongamos
que Y es un arco o una curva cerrada simple. Por la Proposición 2.17 y la
Proposición 2.18, C(Y ) es una 2-celda. Como C(X) es homeomorfo a C(Y ),
por el Teorema 1.4, C(X) es una 2-celda, aśı, dim (C(X)) < ∞. Como X es
localmente conexo, por [20, Teorema 72.2], X es una gráfica finita, lo que es
una contradicción. Por lo tanto, Y no es un arco ni una curva cerrada simple.
Por el Teorema 4.14, X es homeomorfo a Y .

(b) Cuando n = 2, por el Teorema 4.22, X es homeomorfo a Y y el resultado
se cumple. El caso cuando n ≥ 3, se sigue del Teorema 4.13. Aśı concluye la
prueba del Teorema.

Teorema 4.24. Supongamos que X es un continuo enrejado. Si n ̸= 1, en-
tonces X tiene hiperespacio único Cn(X). Si X no es un arco ni una curva
cerrada simple, entonces X tiene hiperespacio único C(X).

Demostración. Supongamos que Y es un continuo tal que Cn(X) es homeo-
morfo Cn(Y ), entonces existe h : Cn(X) → Cn(Y ) un homeomorfismo. Como
X es un continuo enrejado, por el Lema 4.14, X es localmente conexo. Enton-
ces por [25, Teorema 3.2], Cn(X) es un continuo localmente conexo. Como h es
homeomorfismo, por [6, Proposición 8.25], h (Cn(X)) = Cn(Y ) es un continuo
localmente conexo. Aśı, por [25, Teorema 3.2], Y es un continuo localmente
conexo. Por otra parte, como Fn (X) está dado en términos de conceptos to-
pológicos y h es un homeomorfismo, se sigue que h (Fn (X)) = Fn (Y ). Como
X es enrejado, por el Teorema 3.30, Fn (X) es denso en Cn(X), luego, co-
mo h conserva cerraduras por ser un homeomorfismo, tenemos que Cn(Y ) =
h (Cn(X)) = h

(
clCn(X) (Fn(X))

)
= clCn(Y ) (h (Fn(X))) = clCn(Y ) (Fn(Y )), es

decir, Cn(Y ) = clCn(Y ) (Fn(Y )). Esto muestra que Fn(Y ) es denso en Cn(Y ).
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Entonces, por el Teorema 3.30, Y es un continuo enrejado. En particular, Y
es un continuo casi enrejado. Aśı, X y Y son continuos localmente conexos y
casi enrejados. Por lo tanto, si n = 1 y X no es un arco ni una curva cerrada
simple, por el Teorema 4.23 (a), X tiene hiperespacio único C(X). En otro
caso, si n ̸= 1 y X es cualquier continuo enrejado, por el Teorema 4.23 (b), X
tiene hiperespacio único Cn(X).
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

El estudio de la caracterización de los continuos localmente conexos con
hiperespacio único Cn(X) y n ∈ N, inició en [19, Problema 3.2], cuando Ale-
jandro Illanes presentó el siguiente problema:

Problema. Encontrar una caracterización de los elementos de la clase
UH = {X : X es un continuo localmente conexo con hiperespacio único

Cn(X) y n ∈ N}.

Por [18, Teorema 3.8], UH contiene las gráficas finitas distintas de un arco
y una curva cerrada simple. Por [13, Teorema 10], [15, Teorema 5.7] y [19,
Teorema 3.1], UH contiene los elementos de la clase D distintos de un arco.
Por otro lado, por [13, Teorema 10] y por [2, Teorema 3.5], los elementos que
no están en D, no tienen hiperespacio de subcontinuos único C(X).

En respuesta al Problema, Rodrigo Hernández, Alejandro Illanes y Veróni-
ca Mart́ınez de la Vega, en [12], introdujeron las clases de los continuos casi
enrejados y enrejados, mediante los cuales presentaron algunas condiciones
necesarias y también, suficientes para que un continuo X localmente conexo
tenga hiperespacio único Cn(X). Dichos resultados son los que hemos detallado
a lo largo de este trabajo y que presentamos a continuación.

Por el Teorema 3.54, si X es un continuo localmente conexo que no es casi
enrejado, entonces X no tiene hiperespacio único Cn(X), para cada n ∈ N.
Equivalentemente, para que un continuo X localmente conexo tenga hiper-
espacio único Cn(X), necesitamos al menos que este sea casi enrejado. Aśı,
tenemos una condición por descarte, para saber si un continuo X localmen-
te conexo tiene hiperespacio único Cn(X). Sin embargo, que un continuo X
localmente conexo sea casi enrejado, no significa que tenga hiperespacio úni-
co Cn(X); por ejemplo, por el Corolario 4.2, si X es un continuo localmente
conexo y casi enrejado tal que X − P(X) es disconexo, entonces X no tiene
hiperespacio único C(X).

Por otra parte, por [16, Teorema 3.1], un continuo X localmente conexo es
casi enrejado si y solo si X contiene arco libres de X. De modo que el problema
de determinar si un continuo X localmente conexo tiene hiperespacio único
Cn(X), está abierto solo cuando X contiene algún arco libre. Por supuesto,
que un continuo X localmente conexo tenga arcos libres, tampoco garantiza
que su hiperespacio Cn(X) sea único; por ejemplo, si n = 1 y X es el arco o
la curva cerrada simple, entonces X no tiene hiperespacio único C(X).

93



94 Conclusiones

En cambio, si X es un continuo enrejado, por el Lema 3.19, X es un continuo
localmente conexo, y por el Teorema 4.24, si n = 1 y X no es un arco ni una
curva cerrada simple, X tiene hiperespacio único C(X); si n ̸= 1, X tiene
hiperespacio único Cn(X). Esto muestra que la clase de los continuos enrejados
tienen n-ésimo hiperespacio único Cn(X), excepto si n = 1 y X es un arco o una
curva cerrada simple. Por lo tanto, el problema de determinar si un continuo
X localmente conexo tiene hiperespacio único Cn(X), esta abierto solo cuando
X es casi enrejado pero no enrejado.

Por último, por el Teorema 3.41, la clase de las gráficas finitas, D y LD,
están contenidas en la clase de los continuos enrejados. De este modo, el Teore-
ma 4.24, generaliza todos los casos conocidos de continuos localmente conexos
que tienen n-ésimo hiperespacio único, véase [1], [2], [3], [13], [14], [15], [17],
[18] y [19].
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