
Benemérita Universidad Autónoma de Puebla
Facultad de Ciencias F́ısico Matemáticas
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Introducción

Durante las últimas décadas, fenómenos observados en materia viva,
en todas las escalas, han atráıdo la atención de f́ısicos y matemáticos;
desde moléculas a células, organismos y poblaciones. Esta tendencia se
debe, en parte, a que las investigaciones recientes en bioloǵıa han re-
velado cada vez más detalles a escala microscópica sobre los procesos
biológicos, los cuales obedecen en última instancia las leyes de la f́ısica
(aún cuando no resulta evidente en la escala macroscópica), siendo natu-
ral aplicar los conceptos y herramientas de la f́ısica y de las matemáticas
para lograr un mejor entendimiento de estos procesos.

El objetivo principal de esta Tesis es demostrar la existencia de so-
luciones periódicas de las ecuaciones correspondientes a un modelo de
tipo monodominio para la actividad eléctrica de un ventŕıculo aislado
del torso. El modelo y sus especificaciones se presentan en la sección 1.4.

Las fallas card́ıacas son una de las principales causas de muerte en la
actualidad. Es muy importante entender los mecanismos por los cuales
la actividad eléctrica ŕıtmica del corazón se desestabiliza, con el objetivo
de revertir este proceso [Bittihn 2015]. En este contexto, es importante
estudiar las condiciones en las cuales el corazón funciona de ŕıtmicamen-
te.

De manera intuitiva, es evidente que el corazón funciona con cierta
periodicidad, sin embargo, el corazón de una persona no funciona de for-
ma periódica en el estricto sentido matemático. Existen diversos factores
que afectan la frecuencia del ritmo sinusal, como por ejemplo, el nivel de
esfuerzo f́ısico. No obstante, es natural esperar que en un entorno contro-
lado, como lo es un modelo matemático para el miocardio, la respuesta
a un est́ımulo periódico adecuado sea también periódica.

El estudio de la propagación eléctrica sobre el músculo card́ıaco está
relacionado con un concepto más general denominado medio excitable,
del cual se hablará en detalle en la sección 1.2.1. Desde el punto de vista
matemático, los procesos en medios excitables pueden ser descritos por
un tipo particular de ecuaciones diferenciales parciales parabólicas no
lineales, conocidas en la literatura como ecuaciones de reacción difusión.

El modelo de bidominio representa al músculo card́ıaco activo a escala
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microscópica relacionando corrientes iónicas a través de la membrana ce-
lular, potencial de membrana y potencial extracelular [Henriquez 1993].
Fue creado en 1969 ,[Schmidt 1969] y [Clerc 1976], y desarrollado formal-
mente por primera vez en [Tung 1978] y [Miller 1978]. Otras deducciones
matemáticas obtenidas directamente de las propiedades microscópicas
del tejido usando métodos asintóticos y principios f́ısicos básicos son pre-
sentados en [Neu 1993], [Ambrosio 200], [Pennacchio 2005] y [Sundnes 2006].
Inicialmente fue usado para desarrollar simulaciones para calcular poten-
ciales extracelulares y potenciales en la superficie del cuerpo a partir de
potenciales de membrana [Tung 1978],[Gulrajani 1983], [Miller 1978,1] y
[Gulrajani 1998].

Los modelos de reacción difusión de tipo monodominio fueron con-
cebidos como una simplificación de los de tipo bidominio, con venta-
jas tanto para su análisis matemático como para su implementación
numérica. Pocos art́ıculos han comparado los resultados obtenidos con
estos dos tipos de modelos, aquellos que lo hicieron mostraron diferen-
cias pequeñas [Vigmond 2002]. Simulaciones usando monodominio han
producido resultados cercanos a datos reales[Leon 1991], [Hren 1997],
[Huiskamp 1998], [Bernus 2002] y [Berenfeld 1996]. En [Potse 2006] se
investiga el impacto de la suposición de monodominio en la simulación
de la propagación de actividad eléctrica en un corazón humano aisla-
do, comparando los resultados con los de bidominio; se concluye que la
diferencia entre ambos no es significativa, todas las propiedades de los
potenciales extracelulares y de membrana simulados usando bidominio
fueron reproducidas con precisión por el modelo de monodominio, con
una pequeña diferencia en la velocidad de propagación. La diferencia
entre los resultados obtenidos con uno u otro es despreciable para la ma-
yoŕıa de aplicaciones, con la excepción de simulaciones que involucren
corrientes externas aplicadas.

En esta tesis se utiliza un modelo de reacción difusión de tipo mono-
dominio, con el objetivo de mostrar que su solución representa la perio-
dicidad de la actividad eléctrica del corazón en ritmo sinusal.

Hay pocas referencias en la literatura que aborden el problema del
buen planteamiento del modelo de bidominio. Las más relevantes pa-
recen ser el art́ıculo de Colli-Franzone y Savaré [Colli 2002], el reporte
técnico de Veneroni [Veneroni 2009] y el art́ıculo de Y. Bourgault, Y.
Coudièr y C. Pierre [Bourgault 2009]. En [Colli 2002] se demuestra la
existencia global en el tiempo y la unicidad de la solución de las ecuacio-
nes de bidominio, sin embargo su metodoloǵıa se aplica sólo a modelos
particulares para la corriente iónica de la forma f(u,w) = k(u) + αw
y g(u,w) = βu + γw, donde k ∈ C1(R) satisface ı́nfR k

′ > −∞. En
la práctica, un modelo que tiene esta forma es el de FitzHugh-Nagumo
[Fitzhugh 1961], no obstante, a pesar de su importancia para el entendi-
miento cualitativo de la propagación del potencial de acción, su aplica-
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bilidad a las células excitables del miocardio es limitada [Keener 1998] y
[Panfilov 1997, Caṕıtulo 1]. Sin embargo, de los resultados en [Colli 2002]
no es posible obtener la existencia de solución para otros modelos ióni-
cos de dos variables comúnmente usados en la literatura para representar
células del miocardio, tales como el de Aliev-Panfilov [Aliev 1996] y el de
Rogers-MacCulloch [Rogers 1994]. En [Veneroni 2009] el resultado ante-
rior es extendido al modelo de Luo y Rudy I [Luo 1991]. En la referencia
[Bourgault 2009], se obtienen soluciones débiles globales en el tiempo
para modelos iónicos formados por dos ecuacións diferenciales ordina-
rias; una de ellas con no linealidad polinomial. Estos incluyen los de
FitzHugh-Nagumo, Aliev-Panfilov y Rogers-MacCulloch.

Este texto se organiza de la manera siguiente. El caṕıtulo 1 comienza
con una breve descripción de la anatomı́a y fisioloǵıa del corazón, ha-
ciendo énfasis en las caracteŕısticas que permiten caracterizarlo como un
medio excitable. En la sección 1.3 se presenta una deducción matemáti-
ca de las ecuaciones de reacción difusión de bidominio y se introduce la
hipótesis de monodominio. En la sección 1.3.3 se describe el modelo de
Rogers-McCulloch para las corrientes iónicas a través de la membrana
celular. Finalmente, en el apartado 1.4 se especifica el modelo para un
ventŕıculo aislado del torso que se estudia en esta tesis.

En el caṕıtulo 2 se aborda el problema del buen planteamiento de
las ecuaciones del modelo para un ventŕıculo: en la sección 2.3 se da una
definición de solución débil, se considera la formulación variacional en
el tiempo y en el espacio; se demuestra que existe una solución débil
definida para todo t > 0 mediante la metodoloǵıa de Faedo-galerkin;
construcción de soluciones aproximadas, estimados a priori y conver-
gencia a una solución.

El caṕıtulo 3 contiene el resultado principal de esta tesis: existencia de
soluciones periódicas cuando el modelo propuesto para un ventŕıculo es
activado adecuadamente con una frecuencia constante. La demostración
consiste en reducir el problema de existencia de solución periódica al de
la existencia de un punto fijo para una aplicación apropiada.
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Caṕıtulo 1

Fisioloǵıa y modelación
matemática

1.1. Función y estructura del corazón

El corazón es una bomba muscular ŕıtmica y ajustable de cuatro
cámaras, provisto de válvulas para controlar la dirección del flujo de san-
gre, cuya función es mantener un aprovisionamiento de sangre apropiado
a una presión adecuada para cubrir los requerimientos de nutrientes del
tejido, además de remover desechos de todos los órganos del cuerpo.
Está situado ligeramente a la izquierda de la mitad del tórax, debajo
del esternón, en medio de los pulmones. Está dividido en dos estructu-
ras anatómicamente y funcionalmente similares, las cuales representan
la división del sistema circulatorio: la mitad derecha recolecta la san-
gre desoxigenada proveniente del cuerpo y la bombea a los pulmones,
la mitad izquierda recibe la sangre oxigenada proveniente de los pulmo-
nes para enviarla al cuerpo. La parte izquierda necesita generar mayor
potencia por lo que es la más grande. Cada mitad se subdivide en una
parte superior y otra inferior, llamadas auŕıculas y ventŕıculos, respecti-
vamente.

Las auŕıculas y ventŕıculos están compuestos por paredes rodeando
una cavidad. Las paredes están formadas principalmente por una estruc-
tura muscular llamada miocardio, el cual está recubierto por dentro y
por fuera por capas, el endocardio y el epicardio, respectivamente. El
miocardio de las auŕıculas es considerablemente mas delgado que el de
los ventŕıculos, siendo el del ventŕıculo izquierdo el de mayor tamaño.
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CAPÍTULO 1. FISIOLOGÍA Y MODELACIÓN MATEMÁTICA

1.2. Actividad eléctrica en el corazón

1.2.1. Medio excitable

Un medio excitable se define como un sistema dinámico no lineal
compuesto por unidades o células distribuidas espacialmente, las cuales
interactúan de acuerdo a las leyes de la difusión. Cada célula del sistema
es en si misma un sistema dinámico no lineal, con su propia fuente de
enerǵıa. Después de la aplicación de un est́ımulo externo suficientemente
fuerte, cada unidad puede generar un único pulso de excitación o una
secuencia de pulsos, dependiendo de sus propiedades no lineales. Una de
las propiedades de los medios excitables es la de propagar señales sin
amortiguarlas.

En el caso del miocardio, la señal que se propaga es una corriente
eléctrica. Cada célula de un medio excitable posee las siguientes propie-
dades:

1. Un estado de reposo bien definido.

2. Un umbral de excitación. Cualquier est́ımulo externo aplicado a
la célula que la mantenga por debajo de este umbral es amortiguado
y no provoca cambios persistentes en el sistema, que simplemente
regresa al reposo. Sin embargo, un est́ımulo por encima del umbral
induce a la célula a cambiar su estado de reposo por uno excitado.
Este cambio produce un pulso en el tiempo cuya forma y naturaleza
son determinadas por las propiedades del medio y no dependen de
la forma del est́ımulo exterior.

3. Un periodo refractario Cuando una célula es excitada, sobre-
viene un periodo en el que no puede ser excitada nuevamente.

4. Un acoplamiento con sus vecinos que permite la difusión
de la señal. Cuando un elemento es sometido al cambio de estado,
de reposo a excitado, provoca que sus vecinos alcancen el umbral
de excitación y disparen su respuesta activa.

Las células que forman el miocardio poseen todas las propiedades
antes mencionadas.

1.2.2. Potencial de acción

En esta sección se describe como es el est́ımulo y la respuesta a este en
el caso concreto de un miocito, es decir, una célula del músculo card́ıaco.

Cada miocito está limitado por una delgada membrana fosfoĺıpica1,

1Los fosfoĺıpidos son el componente principal de todas las membranas celulares de-
bido a que pueden formar capas dobles. Generalmente la estructura de estas moléculas
consiste de una cola hidrofóbica y una cabeza hidrof́ılica.
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1.2. ACTIVIDAD ELÉCTRICA EN EL CORAZÓN

la cual encapsula un pequeño volumen conocido como medio o dominio
intracelular, mientras que el dominio extracelular se define como el es-
pacio que queda fuera. Cada célula está conectada con sus vecinas por
largas protéınas que forman canales entre ellas, de tal forma que los
medios intracelulares quedan comunicados. Estas estructuras proveen el
acoplamiento difusivo necesario en un medio excitable.

La manera en la que se propaga una señal eléctrica en el tejido se
explica mediante las concentraciones e intercambios de ciertos iones2

entre ambos dominios gracias a la presencia de poros en la membrana
celular.

La presencia de iones genera un campo eléctrico, el cual permite
definir un potencial. Debido a que la membrana actúa como aislante entre
los dos dominios, en cada punto del tejido se definen dos potenciales: uno
extracelular ue y otro intracelular ui.

Una propiedad fundamental de la membrana de los miocitos es la de
ser sensible a la diferencia entre las magnitudes de estos dos potenciales,
por lo cual necesario definir el potencial de membrana,

u = ui − ue. (1.1)

Existen numerosas protéınas integradas en la membrana celular que
forman pequeños poros o canales en ella, los cuales son selectivamente
permeables, es decir, se abren o cierran en función de la magnitud del
potencial de membrana en sus alrededores. Cuando están abiertos, estos
canales permiten el paso únicamente a iones espećıficos. Por esta razón
estos poros son comúnmente llamados canales iónicos. Los iones de mayor
relevancia en la electrofisioloǵıa del corazón son sodio Na+, potasio K+
y calcio Ca2+.

Cuando una célula se encuentra en estado de reposo, es decir, cuan-
do no hay un est́ımulo eléctrico actuando sobre ella, las concentraciones
intracelulares y extracelulares de cada ion son significativamente dife-
rentes. Como consecuencia, en estado de reposo la membrana celular
mantiene un potencial de membrana constante, que en general se en-
cuentra entre -80mV y -90mv, en este caso se dice que la membrana
celular está en estado polarizado. Cualquier incremento positivo del po-
tencial de membrana es llamado despolarización, mientras que el termino
repolarización se refiere al regreso del potencial de membrana a su estado
de reposo negativo.

Pequeñas perturbaciones del potencial de membrana producen una
respuesta lineal y pasiva de la célula; cuando el est́ımulo se retira el
potencial de membrana regresa a su valor de reposo. Por el contrario,
si el est́ımulo es suficiente para elevar el potencial de membrana sobre
su valor umbral, entonces, se produce una respuesta no lineal y activa,

2Los iones son part́ıculas o moléculas con carga eléctrica
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CAPÍTULO 1. FISIOLOGÍA Y MODELACIÓN MATEMÁTICA

Figura 1.1: Fases de un potencial de acción de una célula card́ıaca. En la
fase 0 se observa un rápido incremento debido a un flujo rápido de iones
de sodio hacia el interior de la célula. A lo largo de todo el potencial
de acción hay corrientes a base de potasio que tienden a regresar el
potencial de membrana al potencial de reposo. Sin embargo, en la fase 2,
la corriente hacia el interior de calcio permite compensar las corrientes
de potasio, creando en el potencial de acción una meseta relativamente
plana. En la fase 3 las corrientes de calcio dejan de mantener el potencial
de membrana en su estado de depolarización y las corrientes de potasio
lo llevan de regreso a su estado de reposo.

conocida como potencial de acción. En la figura 1.1 se muestran las fases
de un potencial de acción t́ıpico de una célula card́ıaca.

La existencia de un periodo refractario eficaz es de vital importancia
en la propagación de la actividad eléctrica card́ıaca. Si un potencial de
acción es provocado, le sobreviene un periodo durante el cual la membra-
na no puede ser excitada nuevamente, a este periodo se le llama estado
refractario absoluto. Después de un tiempo es posible provocar otro po-
tencial de acción, pero se requiere un est́ımulo anormalmente alto para
lograrlo, esta situación se conoce como condición refractaria relativa. Es-
te comportamiento se observa en la figura 1.1, donde el tercer est́ımulo
falla en provocar un potencial de acción a pesar de ser igual en amplitud
y duración a los dos est́ımulos anteriores.

Los canales que comunican el interior de células adyacentes permiten
el flujo de corriente eléctrica en forma de iones y aśı proporcionan una
conexión directa entre los interiores de células contiguas. Cuando una
célula se despolariza este acoplamiento permite que los potenciales de
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1.3. MODELOS MATEMÁTICOS

sus células vecinas aumenten hasta superar el valor umbral provocando
que éstas también disparen su potencial de acción.

1.3. Modelos matemáticos

1.3.1. Modelo de bidominio

En esta tesis usaremos el modelo de bidominio para representar el
músculo card́ıaco de un ventŕıculo, el cual denotaremos como Ω. Para
deducir este modelo es necesario suponer que las siguientes hipótesis se
satisfacen.

B1 Con el propósito de incluir los efectos de la diferencia de potencial
a través de la membrana celular, el tejido se divide en dos me-
dios o dominios: el intracelular y el extracelular. Ambos dominios
están eléctricamente aislados por la membrana celular. Usaremos
los sub́ındices i y e para referirnos a los términos correspondientes
a los dominios intracelular y extracelular, respectivamente. Cada
punto en Ω pertenece a los dos dominios y consecuentemente se le
asignan dos potenciales, un potencial intracelular ui y otro extra-
celular ue.

B2 La presencia de iones, cargados eléctricamente, genera un campo
electromagnético en cada dominio. Suponemos que las variaciones
temporales de los campos eléctrico E y magnético B pueden ser
despreciadas. Para cualquier instante del tiempo los campos se
consideran estáticos.

B3 La variación temporal de la carga total en cada punto es nula,

∂

∂t
(qi + qe) = 0. (1.2)

B4 En cada dominio, el flujo total de corriente en un punto debe ser
igual a la suma de la variación temporal de la carga más la corriente
iónica.

−∇ · Ji =
∂

∂t
(qi) + χIion, (1.3)

−∇ · Je =
∂

∂t
(qe)− χIion, (1.4)

donde Iion es la corriente iónica a través de la membrana. Es conve-
niente medir la corriente iónica por unidad de área de la membrana
celular, mientras que las densidades de carga y corriente son medi-
das por unidad de volumen. La constante χ representa el área de
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CAPÍTULO 1. FISIOLOGÍA Y MODELACIÓN MATEMÁTICA

membrana celular por unidad de volumen. De esta manera, Iion es
corriente iónica por unidad de área de membrana celular y χIion es
corriente iónica por unidad de volumen de tejido. La diferencia en
el signo se debe a que la corriente que sale del medio extracelular
es la misma que entra al medio intracelular.

Por la hipótesis B2 y la Ley de Faraday3 obtenemos

∇× Ei = 0,

∇× Ee = 0,

de cálculo vectorial sabemos que esto implica que Ei y Ee se pueden
caracterizar mediante potenciales escalares ui y ue,

Ei = −∇ui,
Ee = −∇ue,

luego, la ley de Ohm para la corriente J en un medio conductor nos dice
que en cada dominio la corriente se expresa como sigue,

Ji = −Mi∇ui, (1.5)

Je = −Me∇ue, (1.6)

donde Mi y Me son un tensores debido a que en el tejido ventricular la
conductividad no es igual en todas las direcciones.

La cantidad de carga que la membrana celular puede separar depen-
de del potencial de membrana y de las propiedades capacitivas de la
membrana. El potencial de membrana u = ui − ue se relaciona con la
cantidad de carga separada mediante la relación

χCmu =
qi − qe

2
. (1.7)

Derivando respecto del tiempo (1.7) y usando (1.2) se obtiene

χCm
∂u

∂t
=

∂

∂t

(
qi − qe

2

)
+
∂

∂t

(
qi + qe

2

)
=
∂qi
∂t
,

y

χCm
∂u

∂t
=

∂

∂t

(
qi − qe

2

)
− ∂

∂t

(
qi + qe

2

)
= −∂qe

∂t
,

es decir,
∂qi
∂t

= −∂qe
∂t

= χCm
∂u

∂t
, (1.8)

3nombre con que se designa a una de las cuatro ecuaciones de Maxwell, ∇×E +
∂B
∂t

= 0.
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1.3. MODELOS MATEMÁTICOS

Sustituyendo (1.5), (1.6) y (1.8) en (1.3) y (1.4) se obtiene

χCm
∂u

∂t
+ χIion −∇ · (Mi∇ui) = 0, (1.9)

χCm
∂u

∂t
+ χIion +∇ · (Me∇ue) = 0. (1.10)

El sistema formado por las ecuaciones (1.9) y (1.10) es el modelo de
bidominio. Podemos escribirlo de una manera más conveniente si susti-
tuimos ui = u + ue en (1.9) y luego restamos (1.10) a (1.9), lo que se
obtienes es

χCm
∂u

∂t
+ χIion −∇ · (Mi∇u)−∇ · (Mi∇ue) = 0, (1.11)

∇ · (Mi∇u) +∇ · ((Mi +Me)∇ue) = 0. (1.12)

El modelo de bidominio se puede complementar acoplándolo con un
modelo para el torso, donde se considera el torso como un conductor
pasivo. Si se considera al corazón aislado del torso se deben imponer
condiciones de frontera que reflejen este aislamiento. Esta condición es
que el flujo de corriente hacia el exterior sea nulo en la frontera en con-
tacto con el medio aislante.

1.3.2. Modelo de monodominio

Es posible reducir (1.11) y (1.12) a una sola ecuación si suponemos
que las conductividades en los medios interior y exterior son proporcio-
nales, es decir,

ρMi = Me. (1.13)

donde ρ es una constante positiva. Haciendo esta sustitución en (1.12)
obtenemos

∇ · (Mi∇ue) = − 1

1 + ρ
∇ · (Mi∇u). (1.14)

Luego, sustituyendo (1.14) en (1.11) obtenemos el modelo de mono-
dominio

χC
∂

∂t
(u) + χIion −

ρ

1 + ρ
∇ · (Mi∇u) = 0 (1.15)

1.3.3. Modelo de Rogers-McCulloch

Esta sección está dedicada a presentar el modelo que usaremos para
representar el efecto de las corrientes iónicas a través de la membrana
celular en el potencial de membrana u. Dicho modelo fue propuesto por
Rogers y McCulloch [Rogers 1994] como una variación del modelo clásico
de FitzHugh-Nagumo [Fitzhugh 1961].
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Figura 1.2: Gráficas de û (linea continua) y ŵ (linea punteada) para el
modelo de Fitshugh-Nagumo original (izquierda) y modificado (derecha).

El modelo de FitzHugh-Nagumo tiene dos variables y una no lineali-
dad cúbica, cuya formulación original es la siguiente,

dû

dt
+ [c1û(û− a)(û− 1) + c2ŵ] = iapp,

dŵ

dt
+ [b(−û+ c3ŵ)] = 0,

donde a, b, c1, c2 y c3 son parámetros dados, que pueden ajustarse para
simular distintos tipos de células, supondremos que son todos positi-
vos. El término iapp es la corriente aplicada, de cuya magnitud depende
el inicio del potencial de acción. Una caracteŕıstica de la formulación
original que no representa bien los datos fisiológicos es que existe una
hiperpolarización durante la fase de repolarización, es decir, el potencial
de membrana desciende por debajo de su valor de reposo antes de re-
gresar a él, ver el cuadro izquierdo de la figura 1.2. Para corregir esta
situación Rogers y McCulloch propusieron una ligera modificación, el
modelo resultante es

dû

dt
+ [c1û(û− a)(û− 1) + c2ûŵ] = iapp, (1.16)

dŵ

dt
+ [b(−û+ c3ŵ)] = 0. (1.17)

En el lado derecho de la figura 1.2 se muestra el potencial de acción
calculado con el modelo modificado. Se observa que la hiperpolarización
es eliminada, obteniéndose aśı una solución fisiológicamente más realista.
Obsérvese que los valores de û no son reales. Para obtener valores reales
es necesario cambiar los parámetros del modelo. Se introducen urest y
upeak como los valores de reposo y máximo del potencial de membrana,
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Figura 1.3: Gráfica de u para el modelo de Rogers-McCulloch reparame-
trizado

respectivamente. Entonces, la amplitud total del potencial de acción es
uamp = upeak − urest. Se definen nuevas variables u y w, dadas por

u = uampû+ urest,

w = uampŵ.

Como la variable original û tiene valor de reposo cero y valor máxi-
mo aproximadamente 1, el nuevo potencial escalado tendrá su valor de
reposo en urest y su valor máximo cercano a upeak, ver figura 1.3. Con
este cambio de variables de (1.16)-(1.17) se obtiene

du

dt
+ [a1(u− urest)(u− uth)(u− upeak) + a2(u− urest)w] = iapp,

(1.18)

dw

dt
+ [b(−u+ urest + c3w)] = 0, (1.19)

donde

uth = urest + auamp, a1 =
c1
u2
amp

, a2 =
c2
uamp

.

1.4. Modelo para un ventŕıculo

El propósito de esta sección es presentar el modelo particular que
estudiaremos en los próximos caṕıtulos.

Consideramos una región acotada Ω ⊂ R3 que representa un ventŕıcu-
lo rodeado por un medio aislante. Su frontera esta formada por dos com-
ponentes disjuntas, ∂Ω = Γ0∩Γ1. Γ0 representa el epicardio, en contacto
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directo con el medio aislante, y Γ1 representa al endocardio, donde la ac-
tivación eléctrica ocurre. La forma en que Ω es estimulado eléctricamente
es mediante las fibras de Purkinje, estas actúan directamente sólo sobre
la pared interior Γ1, luego la naturaleza excitable del tejido permite que
el est́ımulo se propague por Ω. Suponemos que tenemos el ventŕıculo ais-
lado del corazón y del torso, es decir, Γ0 está en contacto con un medio
eléctricamente aislante. Usando la ecuación de monodominio (1.15) y el
modelo de Rogers-McCulloch (1.18)-(1.18) obtenemos

∂u

∂t
+ f(u,w)−∇ · (σ∇u) = 0, (t, x) ∈ (0,∞)× Ω, (1.20)

∂w

∂t
+ g(u,w) = 0, (t, x) ∈ (0,∞)× Ω, (1.21)

(σ∇u) · η = 0, (t, x) ∈ (0,∞)× Γ0, (1.22)

(σ∇u) · η = s(t)ϕ(x), (t, x) ∈ (0,∞)× Γ1, (1.23)

u(0, x) = u0(x), w(0, x) = w0(x), x ∈ Ω. (1.24)

Las incógnitas son el potencial de membrana u(t, x) y una variable
auxiliar sin interpretación fisiológica llamada variable de recuperación
w(t, x). Denotamos η a la normal unitaria a la frontera ∂Ω hacia afuera
de Ω. Las propiedades anisotrópicas del tejido se incluyen en el mode-
lo mediante el tensor de conductividades σ(x). Las funciones f(u,w) y
g(u,w) corresponden al flujo de iones a través de la membrana celular.
La función s : (0,+∞) → R representa la activación eléctrica del en-
docardio por medio de las fibras de Purkinje. En condiciones normales
s(t) corresponde a una función periódica con el mismo periodo que el
ritmo sinusal. La función ϕ : Ω → R representa la densidad espacial de
activación, de forma tal que s(t)ϕ(x) es la fuente de corriente externa
aplicada, como lo expresan las condiciones de frontera (1.23). Debido
a que consideramos que Ω esta rodeado por un medio aislante, no hay
corriente fluyendo hacia afuera de Ω, esto se expresa en la condición de
frontera (1.22).

Las suposiciones espećıficas que haremos sobre (1.20)-(1.24) son las
siguientes

(h1) Ω tiene frontera ∂Ω Lipschitz continua.

(h2) σ(x) es una matriz simétrica, función de la variable espacial x ∈ Ω,
con coeficientes en L∞(Ω) y tal que existen constantes positivas m
y M tales que

0 < m |ξ|2 ≤ ξtσ(x)ξ ≤M |ξ|2 <∞, ∀ξ ∈ R3 (1.25)

se cumple para x ∈ Ω casi dondequiera.
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(h3) s : [0,∞)→ R es periódica con periodo T , es continuamente dife-
renciable y s(0) = 0.

(h4) ϕ ∈ L2(Γ1).

(h5) f(u,w) y g(u,w) corresponden al modelo de Rogers-McCullock,

f(u,w) = a1(u− urest)(u− uth)(u− upeak) + a2(u− urest)w,
(1.26)

g(u,w) = b(−u+ urest + c3w). (1.27)

(h6) u0, w0 ∈ L2(Ω).
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Caṕıtulo 2

Problema de Cauchy
para el modelo de
monodominio

Este caṕıtulo está dedicado al problema de la existencia de solución
del problema (1.20)-(1.23) con condiciones iniciales (1.24). En la sección
2.3 se presenta la definición de solución débil para dicho problema y se
enuncia el teorema 1 sobre su existencia. También se de introduce una
definición de solución fuerte. La demostración del teorema 1 se desarrolla
en las subsecciones 2.3.1-2.3.3.

2.1. Notación

Como es usual, si X es un espacio de Banach, X ′ denota su espa-
cio dual. Si además, X es un espacio defunciones integrables sobre Ω,
definimos el subespacio

X/R =

{
u ∈ X|

∫
Ω

u = 0

}
⊂ X,

el cual es un espacio de Banach con la norma inducida por X. Para
cualquier u ∈ X denotamos

[u] = u− (1/ |Ω|)
∫

Ω

u,

aśı [u] ∈ X/R.
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Definición 1. Para todo u, v ∈ V × V definimos

a(u, v) =

∫
Ω

σ∇[u] · ∇[v]. (2.1)

Se denota V = H1(Ω) y H = L2(Ω). Es importante remarcar que las
inclusiones siguientes se cumplen para 2 ≤ p ≤ 6,

V ⊂ Lp(Ω) ⊂ H ≡ H ′ ⊂ Lp
′
(Ω) ⊂ V ′, (2.2)

obsérvese que solamente H se identifica con su dual. En particular, con-
sideraremos p = 4 de aqúı en adelante. Como de costumbre, p′ denota
un número positivo tal que 1

p + 1
p′ = 1. El producto interior en H se

denota como (·, ·)H y
〈·, ·〉 := 〈·, ·〉V ′×V .

Escribiremos c.d. para indicar que una propiedad se cumple casi donde-
quiera, es decir, excepto en un conjunto de medida nula.

2.2. Preliminares

Proposición 1. La forma bilineal a(·, ·) es simétrica, continua y coer-
citiva en V,

|a(u, v)| ≤ M‖u‖V ‖v‖V , ∀u, v ∈ V, (2.3)

α ‖u‖2V ≤ a(u, u) + α ‖u‖2H , ∀u ∈ V, (2.4)

con α,M > 0. Existe una sucesión creciente

0 = λ0 < . . . < λi < . . . ,

en R y existe una base ortonormal de H formada por vectores propios
{ψi}i∈N tal que, ψi ∈ V y

∀v ∈ V, a(ψi, v) = λi(ψi, v). (2.5)

Demostración. La simetŕıa de a(·, ·) es consecuencia inmediata de la si-
metŕıa de σ.

Por (1.25) (página 22), se deduce que a(·, ·) define un producto escalar
en V/R, denotamos la norma correspondiente como ‖·‖a.

Por la desigualdad de Poincaré1, se tiene que ‖·‖a y ‖·‖V son normas
equivalentes en V/R. Entonces, existe una constante positivaM, tal que

|a(u, v)| ≤ ‖u‖a ‖v‖a ≤M‖u‖V ‖v‖V , ∀u, v ∈ V/R.
1∃C > 0, ∀u ∈ V/R,

∫
Ω |u|

2 ≤ C
∫
Ω |∇u|

2

26



2.2. PRELIMINARES

Como (2.3) se cumple trivialmente para constantes, hemos demos-
trado que a(·, ·) es continua.

Sea v ∈ V , por (1.25) se tiene

0 < m |∇u|2 ≤ σ∇u · ∇u, (2.6)

luego, integrando sobre Ω y sumando m ‖u‖2H en ambos lados de (2.6)
obtenemos

m

(∫
Ω

|u|2H + |∇u|2
)
≤ a(u, u) +m ‖u‖2H ,

es decir, se ha demostrado que a(·, ·) satisface (2.4).
La existencia de valores y vectores propios se obtiene por el teorema

7 en la sección A.1, tomando en cuenta que λ0 = 0 porque la forma
bilineal a(·, ·) se anula solo para funciones constantes.

Es importante notar que las propiedades de la forma bilineal a(·, ·)
permiten introducir un operador de manera natural.

Definición 2 (Operador A). Por la proposición anterior se cumplen las
hipótesis del teorema de Lax–Milgram para la forma bilineal a(·, ·) y por
lo tanto existe un operador A : V → V ′ inyectivo y continuo con inverso
continuo tal que

a(u, v) = 〈Au, v〉 . (2.7)

Si v ∈ V nos referiremos a su traza sobre la frontera ∂Ω también
como v, su significado siempre será claro por el contexto.

Proposición 2. La función ϕ̂ : V → R definida por

v ∈ V 7−→ ϕ̂(v) =

∫
Γ1

ϕv,

define un funcional lineal y continuo, es decir, se tiene ϕ̂ ∈ V ′.

Demostración. Sea v ∈ V . Entonces, la traza de v sobre ∂Ω pertenece
a H1/2(∂Ω) ⊂ L2(∂Ω) y ‖v‖H1/2(∂Ω) ≤ ‖v‖H1(Ω). Luego, se cumple la
siguiente cadena de desigualdades:∣∣∣∣∫

Γ1

ϕv

∣∣∣∣ ≤ ‖ϕ‖L2(Γ1) ‖v‖L2(∂Ω)

≤ ‖ϕ‖L2(Γ1) ‖v‖H1/2(∂Ω)

≤ ‖ϕ‖L2(Γ1) C ‖v‖V ,

con C > 0.
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2.2.1. Propiedades del modelo de Rogers-McCullock

Denotamos:

f(u,w) = f1(u) + f2(u)w, g(u,w) = g1(u) + g2w, (2.8)

donde,

f1(u) = a1u
3 − α2u

2 + α1u− α0,

f2(u) = a2(u− urest),
g1(u) = −bu+ burest,

g2 = bc3,

y

α0 = a1urestuthupeak,

α1 = a1(urestupeak + uthupeak + urestuth),

α2 = a1(upeak + urest + uth).

Proposición 3. Para p = 4, existen constantes ci ≥ 0, i = 1 . . . 6, tales
que para todo u ∈ R:

|f1(u)| ≤ c1 + c2 |u|p−1
,

|f2(u)| ≤ c3 + c4 |u|p/2−1
,

|g1(u)| ≤ c5 + c6 |u|p/2 .

Demostración. Por la desigualdad de Young se tiene:

|u|2 ≤ 2 |u|3

3
+

1

3
, |u| ≤ |u|

3

3
+

2

3
, |u| ≤ |u|

2

2
+

1

2
.

Entonces,

|f1(u)| ≤ a1 |u|3 + α2

(
2 |u|3

3
+

1

3

)
+ α1

(
|u|3

3
+

2

3

)
+ α0

=
α2

3
+

2α1

3
+ α0 +

(
a1 +

2α2

3
+
α1

3

)
|u|3 ,

|f2(u)| = |a2(u− urest)| ≤ a2urest + a2 |u| ,
|g1(u)| = |−bu+ burest| ≤ burest + b |u|

≤ burest + b

(
|u|2

2
+

1

2

)
= burest +

b

2
+
b

2
|u|2 .
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Proposición 4. Para p = 4 , existen constantes a, λ > 0, µ, c ≥ 0 tales
que para todo (u,w) ∈ R2,

λuf(u,w) + wg(u,w) ≥ a |u|p − µ
(
λ |u|2 + |w|2

)
− c. (2.9)

Demostración. Sea λ ∈ R una constante positiva. Por cálculo directo a
partir de (2.8) tenemos

λuf(u,w) + wg(u,w) = λa1u
4 − λα2u

3 + λα1u
2 − λα0u+ λa2u

2w

+ λa2urestuw − buw + burestw + bc3w
2.

Por otro lado, por la desigualdad de Young obtenemos:

|α2u
3| ≤ 3

4
(θ|u|3)4/3 +

1

4

(α2

θ

)4

,

|u2w| ≤ 1

2
(β|u|2)2 +

1

2

(
|w|
β

)2

,

|α0u| ≤
|u|2

2
+
α2

0

2
,

|uw| ≤ |u|
2

2
+
|w|2

2
,

|urestw| ≤
|w|2

2
+
u2
rest

2
.

Entonces

λuf(u,w) + wg(u,w) ≥(
λa1 − λ

3

4
θ4/3 − λa2

β2

2

)
|u|4 −

(
λ

2
+
λa2urest

2
+
b

2

)
|u|2

−
(
λa2

2β2
+
λa2urest

2
+
b

2
+
b

2

)
|w|2 −

(
λ

4

(α2

θ

)4

+ λ
α2

0

2
+ b

u2
rest

2

)
.

Luego, escribimos 1/2 = ρµ, con ρ, µ > 0, aśı obtenemos

λuf(u,w) + wg(u,w) ≥

λ

(
a1 −

3

4
θ4/3 − a2

β2

2

)
|u|4 − λµ

(
ρ+ ρa2urest + ρ

b

λ

)
|u|2

− µ
(
ρ
λa2

β2
+ ρλa2urest + 2ρb

)
|w|2 −

(
λ

4

(α2

θ

)4

+ λ
α2

0

2
+ b

u2
rest

2

)
.
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Para concluir se eligen θ, β y ρ de forma que

a1 −
3

4
θ4/3 − a2

β2

2
> 0,

ρ+ ρa2urest + ρ
b

λ
≤ 1,

ρ
λa2

β2
+ ρλa2urest + 2ρb ≤ 1,

Proposición 5. Sean u ∈ Lp(Ω) y w ∈ H. Entonces f(u,w) ∈ Lp′(Ω),
g(u,w) ∈ H y

‖f(u,w)‖Lp′ (Ω) ≤ A1 |Ω|1/p
′
+A2 ‖u‖p/p

′

Lp(Ω) +A3 ‖u‖2/p
′

H ,

‖g(u,w)‖H ≤ B1 |Ω|1/2 +B2 ‖u‖p/2Lp(Ω) +B3 ‖u‖H ,

donde Ai ≥ 0, i = 0, ..,3, y Bi ≥ 0, i = 0, ..,3, son constantes que
dependen sólo de ci, i = 1, ..,6 y p.

Demostración. Sea (u,w) ∈ R2, por la proposición 3 tenemos

|f(u,w)| ≤ c1 + c2|u|p−1 + c3|w|+ c4|w||u|p/2−1, (2.10)

|g(u,w)| ≤ B1 +B2 |u|p/2 +B3 |w| ,

con B1 = c5, B2 = c6 y B3 = |g2|.
Por otro lado, por la desigualdad de Young, con β = 2/p′ > 1,

tenemos

|w||u|p/2−1 ≤ |w|
β

β
+
|u|(p/2−1)β′

β′
,

donde 1/β+ 1/β′ = 1. Como (p2 − 1)β′ = (p2 − 1)2p−1
p−2 = p− 1, de (2.10)

obtenemos

|f(u,w)| ≤ c1 +

(
c2 +

c4
β′

)
u|p−1 + c3|w|+

c4
β
|w|β ,

luego, una vez más por la desigualdad de Young se tiene |w| ≤ |w|
β

β + 1
β′ ,

por lo tanto podemos encontrar constantes A1, A2, y A3 tales que

|f(u,w)| ≤ A1 +A2|u|p−1 +A3|w|β .

Si (u,w) ∈ Lp(Ω)×H, por cálculo directo y tomando en cuenta que
(p− 1)p′ = p, βp′ = 2 (porque p=4) se tiene

‖f(u,w)‖Lp′ (Ω) ≤
∥∥A1 +A2|u|p−1 +A3|w|β

∥∥
Lp′ (Ω)

≤ A1|Ω|1/p
′
+A2 ‖u‖p/p

′

Lp(Ω) +A3 ‖w‖2/p
′

H .
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De manera similar

‖g(u,w)‖H ≤
∥∥∥B1 +B2|u|p/2 +B3|w|

∥∥∥
H

≤ B1|Ω|1/2 +B2 ‖u‖p/2Lp(Ω) +B3 ‖w‖H .

2.3. Existencia de solución global

Definición 3 (Solución débil). Sea τ > 0 y las funciones

u : t ∈ [0, τ)→ u(t) ∈ H, w : t ∈ [0, τ)→ w(t) ∈ H.

Decimos que (u,w) es solución débil de la formulación variacional del
problema (1.20)-(1.23) si para cualquier T ∈ (0, τ),

(1) u : [0, T ]→ H y w : [0, T ]→ H son continuas.

(2) Para t ∈ (0, τ) c.d se tiene u(t) ∈ V . Además,

u ∈ Lp(QT ) ∩ L2(0, T ;V ) y w ∈ L2(QT ),

con QT = (0, T )× Ω.

(3) Las funciones u y w satisfacen

d

dt
(u(t), v) + a(u(t), v) +

∫
Ω

f(u(t), w(t))v = s(t) 〈ϕ̂, v〉 , ∀v ∈ V,

(2.11)

d

dt
(w(t), z) +

∫
Ω

g(u(t), w(t))z = 0, ∀z ∈ H (2.12)

donde la igualdad se considera en D′(0, T ).

Si además, dados u0 y w0 en H, (u,w) es una solución débil que satisface

u(0) = u0, w(0) = w0, en H,

entonces decimos que (u,w) es una solución débil de la formulación va-
riacional del problema (1.20)-(1.24).

Observación 1. Las derivadas que parecen en los primeros términos
de las ecuaciones (2.11) y (2.12) se refieren a derivadas en sentido de
distribuciones, es decir, para φ ∈ D(0, T ) se tiene∫ T

0

d

dt
(u(t), v)φ = −

∫ T

0

(u(t), v)φ′.
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Observación 2. Supongamos que (u,w) es una solución débil tal que
además u ∈ W 1,2,p′(0, T ;V, V ′) y u ∈ W 1,2,2(0, T ;H,H). Entonces, por
la proposición 7, de (2.11) se obtiene∫ T

0

〈
du

dt
+Au+ f(u,w)− s(τ)ϕ̂, v

〉
φdτ = 0, ∀φ ∈ D(0, T ),∀v ∈ V.

De lo anterior se sigue que

du

dt
+Au+ f(u,w) = s(τ)ϕ̂, t ∈ [0, T ] c.d., (2.13)

donde la igualdad se considera en V ′. De manera similar de (2.12) se
obtiene

dw

dt
= g(u,w), t ∈ [0, T ] c.d., (2.14)

donde la igualdad se considera en H.

Definición 4 (Solución fuerte). Sea u ∈ W 1,2,p′(0, T ;V, V ′) y u ∈
W 1,2,2(0, T ;H,H), decimos que (u,w) es solución fuerte de la formu-
lación variacional del problema (1.20)-(1.23) si satisface las ecuaciones
(2.13)-(2.14) en V ′ y H, respectivamente.

Si además,

u(0) = u0, w(0) = w0, en H

para u0, w0 dados, decimos que (u,w) es solución de la formulación va-
riacional del problema de Cauchy (1.20)-(1.24).

Teorema 1 (Existencia de solución débil). Supongamos que se cumplen
las hipótesis (h1)-(h6). Entonces, el sistema (1.20)-(1.24) tiene una so-
lución débil en el sentido de la definición 3 con τ = +∞.

Demostración. Se desarrolla en las subsecciones siguientes, en tres par-
tes:

construcción de soluciones aproximadas usando la metodoloǵıa de
Faedo-Galerkin,

estimados a priori para las soluciones aproximadas,

resultados de compacidad y convergencia de las soluciones aproxi-
madas a una solución débil.
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2.3.1. Construcción de soluciones aproximadas

Usamos la base ortonormal {ψi}i∈N de H formada por vectores pro-
pios de la forma bilineal a(·, ·) (ver el teorema (1), página 26). Para
m ≥ 1 denotamos como Vm el espacio lineal generado por {ψ0, . . . , ψm},
evidentemente Vm ⊂ V . Definimos la m-ésima solución aproximada como
el par de funciones t 7→ (um(t), wm(t)) con

um(t) =

m∑
i=0

uim(t)ψi ∈ Vm, wm(t) =

m∑
i=0

wim(t)ψi ∈ Vm, (2.15)

donde {uim(t), wim(t)}i=0,...,m son funciones de valores reales solución
de

d

dt
uim(t) +

∫
Ω

f(um(t), wm(t))ψi + λiuim(t) = s(t)

∫
Γ1

ϕψi, (2.16)

d

dt
wim(t) +

∫
Ω

g(um(t), wm(t))ψi = 0, (2.17)

para i = 0, . . . ,m, con condiciones iniciales

um(0) = um0, wm(0) = wm0. (2.18)

Como supusimos que u0 y w0 están en H, podemos tomar um0 y wm0

como las proyecciones ortogonales de u0 y w0 sobre Vm, de esta manera
se tiene

‖um0 − u0‖H → 0, ‖wm0 − w0‖H → 0 cuando m→ +∞. (2.19)

Observación 3. El teorema 1 permanece válido cuando se considera el
problema (1.20)-(1.23) sin imponer condiciones iniciales si se sustituye
la hipótesis (h6) por

(h6’) Existen constantes U > 0 y W > 0 que no dependen de m, tales
que

‖um0‖H ≤ U , ‖wm0‖H ≤ W.

Cuando se consideran um0 y wm0 como las proyecciones ortogonales
de u0 y w0 sobre Vm, (h6′) se cumple con U = ‖u0‖H y W = ‖w0‖H .

Las integrales en (2.16) y (2.17) están bien definidas; como um(t) ∈
V ⊂ Lp(Ω) y wm(t) ∈ H sabemos que f(um(t), wm(t)) ∈ Lp′(Ω) ⊂ V ′ y
g(um, wm) ∈ H (por la proposición 5, página 30), luego, como ψi ∈ V ⊂
Lp(Ω) y ψi ∈ H tenemos∫

Ω

f(um(t), wm(t))ψi = 〈f(um(t), wm(t)), ψi〉 ,∫
Ω

g(um(t), wm(t))ψi = (g(um(t), wm(t)), ψi)H .
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Además, los términos en (2.16) y (2.17), excepto las derivadas, son con-
tinuos como funciones de uim y wim.

El problema de valor inicial formado por (2.16)-(2.17) con condiciones
iniciales (2.18) tiene una solución maximal definida para t ∈ [0, tm) con
uim y wim en C1 (teorema de Cauchy-Peano). Si (um, wm) no es una
solución global, es decir tm < +∞, entonces es no acotada en [ 0, tm ).

En la sección siguiente se demostrará, usando estimados a priori,
que las funciones um y wm permanecen acotadas para todo t ≥ 0, luego
tm = +∞.

2.3.2. Estimados a priori

En el siguiente lema se usan las normas siguientes:

‖·‖Lp(QT )∩L2(0,T ;V ) = máx
(
‖·‖Lp(QT ) , ‖·‖L2(0,T ;V )

)
,

‖·‖Lp′ (QT )+L2(0,T ;V ′) = ı́nf
u=u1+u2

(
‖u1‖Lp′ (QT ) + ‖u2‖L2(0,T ;V ′)

)
.

Lema 1. Supongamos que existen constantes U > 0 y W > 0 que no
dependen de m, tales que

‖um0‖H ≤ U , ‖wm0‖H ≤ W.

Entonces, la solución del problema de Cauchy (2.16)-(2.18) esta definida
para todo t > 0. También, para cualquier T > 0 existen constantes Ci >
0, i = 1, . . . , 5, tales que

λ ‖um(t)‖2H + ‖wm(t)‖2H ≤ C1, ∀t ∈ [0, T ], (2.20)

‖um‖Lp(QT )∩L2(0,T ;V ) ≤ C2, (2.21)

‖u′m‖Lp′ (QT )+L2(0,T ;V ′) ≤ C3, (2.22)

‖wm‖L2(QT ) ≤ C4, (2.23)

‖w′m‖L2(QT ) ≤ C5, (2.24)

donde

u′m =

m∑
i=0

u′imψi, w′m =

m∑
i=0

w′imψi,

son las derivadas de las funciones um : [0,+∞)→ V y wm : [0,+∞)→
H.

Demostración. Multiplicando (2.16) por λuim (λ > 0 se define en la
proposición 4, página 29), (2.17) por wim y sumando sobre i = 0, ...,m,

34



2.3. EXISTENCIA DE SOLUCIÓN GLOBAL

se obtiene para todo t ∈ [0, tm)

1

2

d

dt

(
λ ‖um(t)‖2H + ‖wm(t)‖2H

)
+ λa(um(t), um(t))

+

∫
Ω

[λf(um(t), wm(t))um + g(um(t), wm(t))wm] (2.25)

= λs(t) 〈ϕ̂, um(t)〉 . (2.26)

Usando el hecho de que la forma bilineal a(·, ·) es coercitiva (propo-
sición 1, página 26), la proposición 4 (página 29) y la desigualdad de
Young obtenemos que para todo t ∈ [0, tm) y para cualquier θ > 0,

1

2

d

dt

(
λ ‖um(t)‖2H + ‖wm(t)‖2H

)
+ λα ‖um(t)‖2V + a

∫
Ω

|um(t)|p

≤ c |Ω|+ (α+ µ)
(
λ ‖um(t)‖2H + ‖wm(t)‖2H

)
+ λ |s(t)| ‖ϕ̂‖V ′ ‖um(t)‖V

≤ c |Ω|+ (α+ µ)
(
λ ‖um(t)‖2H + ‖wm(t)‖2H

)
+

1

2θ
λ2s(t)2 ‖ϕ̂‖2V ′ +

θ

2
‖um(t)‖2V .

Luego, si tomamos θ = λα tenemos

1

2

d

dt

(
λ ‖um(t)‖2H + ‖wm(t)‖2H

)
+
λα

2
‖um(t)‖2V + a

∫
Ω

|um(t)|p

≤ c |Ω|+ (α+ µ)
(
λ ‖um(t)‖2H + ‖wm(t)‖2H

)
+

λ

2α
s(t)2 ‖ϕ̂‖2V ′ . (2.27)

De (2.27) se sigue

1

2

d

dt

(
λ ‖um(t)‖2H + ‖wm(t)‖2H

)
≤ c |Ω|+ (α+ µ)

(
λ ‖um(t)‖2H + ‖wm(t)‖2H

)
+

λ

2α
s(t)2 ‖ϕ̂‖2V ′ .

Integrando respecto al tiempo sobre el intervalo [0, tm) ambos lados
de la desigualdad anterior se obtiene

λ ‖um(t)‖2H + ‖wm(t)‖2H

≤ 2c |Ω| tm +
λ

α
‖s‖2∞ ‖ϕ‖

2
V ′ tm + λ ‖um(0)‖2H + ‖wm(0)‖2H

+ 2(α+ µ)

∫ tm

0

(
λ ‖um(τ)‖2H + ‖wm(τ)‖2H

)
dτ.

Entonces, por la desigualdad de Gronwall se sigue que existe una
constante C1 que depende sólo de σ, f, g, U , W, Ω, s, ϕ y tm, tal que

λ ‖um(t)‖2H + ‖wm(t)‖2H ≤ C1, ∀t ∈ [0, tm).
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Como consecuencia tenemos que las funciones um y wm están acota-
das en L∞(0, tm;H) para cualquier tm > 0, es decir tm = +∞. De (2.20)
se sigue de inmediato (2.23).

Usando (2.20) en (2.27) obtenemos el estimado (2.21) con

C2 = máx

{(
2

λα
k2

)1/2

,

(
1

a
k2

)1/p
}

donde

k2 = c |Ω|T +
λ

2α
‖s‖2∞ ‖ϕ‖

2
V ′ +

1

2
C1 + (α+ µ)C1T.

Ahora obtendremos los estimados para u′m y w′m. Considérese el ope-
rador proyección Pm : V ′ → V ′ definido por

u ∈ V ′ 7−→ Pmu =

m∑
i=0

〈u, ψi〉ψi.

Equivalentemente, Pmu se define como el único elemento de Vm tal
que 〈u, v〉 = 〈Pmu, v〉 para toda v ∈ Vm. Por otro lado, obsérvese que
para toda v ∈ V y para todo t > 0 se tiene

d

dt
(um(t), v) = (u′m(t), v)H = 〈u′m(t), v〉 ,∫

Ω

f(um(t), wm(t))v = 〈f(um(t), wm(t)), v〉 ,

porque u′m(t) ∈ Vm ⊂ V ′, f(um(t), wm(t)) ∈ Lp′(Ω) y v ∈ V ⊂ Lp(Ω).
Por lo tanto, de (2.16) (página 33) se obtiene,

∀v ∈ Vm,∀t > 0, 〈u′m(t), v〉 = 〈− [Aum(t) + f(um(t), wm(t))] + s(t)ϕ̂, v〉 ,

entonces,

∀t > 0, u′m(t) = Pm (− [Aum(t) + f(um(t), wm(t))] + s(t)ϕ̂) , (2.28)

donde A es el operador débil asociado con la forma bilineal a(·, ·) (defi-
nición 2, página 27). Por la continuidad de A y la estimación (2.21) se
tiene para T > 0 fijo

‖Aum‖L2(0,T ;V ′) ≤M‖um‖L2(0,T ;V ) ≤MC2.

Por otro lado, por los estimados (2.20), (2.21) y por la proposición 5
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(página 30)

‖f(um, wm)‖Lp′ (QT )

≤
∥∥∥A1 |Ω|1/p

′
+A2 ‖um(t)‖p/p

′

Lp(Ω) +A3 ‖wm(t)‖2/p
′

H

∥∥∥
Lp′ (0,T )

≤ A1 (|Ω|T )
1/p′

+A2 ‖um‖p/p
′

Lp(QT ) +A3 ‖wm‖2/p
′

L2(QT )

≤ A1 (|Ω|T )
1/p′

+A2Cp/p
′

2 +A3C2/p′

4 .

Lo siguiente será obtener una cota para el operador proyección Pm.
Comenzamos por resaltar que, como Pm(V ′) ⊂ Vm ⊂ V , la restricción
de Pm a V puede considerarse como un operador de V en V definido por

u ∈ V 7−→ Pmu =

m∑
i=0

(u, ψi)Hψi.

Si u ∈ H, Pmu es la proyección ortogonal de u en Vm, entonces
‖Pmu‖H ≤ ‖u‖H . El operador transpuesto PTm de Pm|V se identifica con
Pm : V ′ → V ′, y por lo tanto se tiene ‖Pm‖L(V ′,V ′) = ‖Pm‖L(V,V) . Si
u ∈ V podemos calcular

a(Pmu, Pmu) =

m∑
i=0

m∑
j=0

a((u, ψi)ψi, (u, ψj)ψj)

=

m∑
i=0

m∑
j=0

(u, ψi)(u, ψj)a(ψi, ψj)

=

m∑
i=0

m∑
j=0

(u, ψi)(u, ψj)λi(ψi, ψj) =

m∑
i=0

λi(u, ψi)(u, ψi)

≤
∞∑
i=0

λi |(u, ψi)|2 = a(u, u).

Luego, usando que a(·, ·) es coercitiva, para toda u ∈ V se tiene

α ‖Pmu‖2V ≤ a(Pmu, Pmu) + α ‖Pmu‖2H
≤M‖u‖2V + α ‖u‖2H ≤ (M+ α) ‖u‖2V .

La desigualdad anterior demuestra que la familia de operadores Pm
está uniformemente acotada en V ′,

‖Pm‖L(V ′,V ′) ≤
M
α

+ 1,
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entonces,

‖Pm(Aum)‖L2(0,T ;V ′) ≤
(
M
α

+ 1

)
MC2,

‖Pm(f(um, wm))‖Lp′ (QT )

≤
(
M
α

+ 1

)(
A1(|Ω|T )1/p′ +A2Cp/p

′

2 +A3(C1T )1/p′
)

y

‖Pm(sϕ̂)‖L2(0,T ;V ′) ≤
(
M
α

+ 1

)
‖s‖∞ ‖ϕ̂‖V ′ T

1/2.

El estimado (2.22) se obtiene de las desigualdades anteriores y (2.28).
Se procede de manea similar para obtener (2.24). De (2.17) (página

33) se sigue que

∀v ∈ Vm ⊂ H, ∀t > 0, 〈w′m(t), v〉 = −〈g(um(t), wm(t)), v〉 ,

y por lo tanto

∀t > 0, w′m(t) = −Pm(g(um(t), wm(t))),

donde tomamos el operador Pm restringido a la proyección ortogonal
Pm|H , de forma que ‖Pm‖L(H,H) ≤ 1.

Para T > 0 fijo, por (2.20), (2.21) y por la proposición 5 (página 30), se
tiene

‖w′m‖L2(QT ) ≤ ‖g(um, wm)‖L2(QT )

≤
∥∥∥B1 |Ω|1/2 +B2 ‖um(t)‖p/2Lp(Ω) +B3 ‖wm(t)‖H

∥∥∥
L2(0,T )

≤ B1(|Ω|T )1/2 +B2 ‖um‖p/2Lp(QT ) +B3 ‖wm‖L2(QT )

≤ B1(|Ω|T )1/2 +B2(C2)p/2 +B3C4 := C5

2.3.3. Convergencia

Lema 2. Existen subsucesiones de um y wm, que por comodidad también
se denotan como um, u′m, wm y w′m tales que

um → u fuertemente en L2(QT ), (2.29)

wm → w fuertemente en L2(QT ), (2.30)
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y

um → u, débilmente en Lp(QT ) ∩ L2(0, T ;V ), (2.31)

u′m → ũ, débilmente en Lp
′
(QT ) + L2(0, T ;V ′), (2.32)

wm → w, débilmente en L2(QT ), (2.33)

w′m → w̃, débilmente en L2(QT ), (2.34)

donde u ∈ Lp(QT )∩L2(0, T ;V ), ũ ∈ Lp′(QT )+L2(0, T ;V ′), w ∈ L2(QT )
y w̃ ∈ L2(QT ).

Demostración. Se tiene Lp
′
(QT )+L2(0, T ;V ′) ⊂ Lp′(0, T ;V ′): en efecto,

Lp
′
(Ω) ⊂ V ′, entonces Lp

′
(QT ) ⊂ Lp

′
(0, T ;V ′); como 2 ≥ p′, tenemos

L2(0, T ;V ′) ⊂ Lp′(0, T ;V ′).
Por los estimados en el lema 1 obtenemos que la sucesión u′m está

acotada en Lp
′
(0, T ;V ′), mientras que um está acotada en L2(0, T ;V ),

entonces um tiene una subsucesión que converge en L2(QT ) (ver el teo-
rema 10, página 59). Como las sucesiones w′m y wm están acotadas en
L2(QT ), por un argumento análogo se demuestra (2.30).

El espacio Lp(QT ) ∩ L2(0, T ;V ) es reflexivo (ver el teorema 6, pági-
na 57). Luego, por la estimación (2.21), um tiene una subsucesión que
converge débilmente en Lp(QT )∩L2(0, T ;V ) (ver teorema 5, página 57).
Queda demostrado (2.31). Por un argumento análogo obtenemos (2.32)-
(2.34).

Corolario 1. Para ψi, i ≥ 0, y para todo φ ∈ D(0, T ) se cumple∫ T

0

∫
Ω

u′mψiφ→ −
∫ T

0

∫
Ω

uψiφ
′

∫ T

0

∫
Ω

w′mψiφ→ −
∫ T

0

∫
Ω

wψiφ
′

Demostración. Como ψiφ
′ ∈ L2(QT )∩Lp(QT )∩L2(0, T ;V ), por (2.31)

y (2.33) se tiene∫ T

0

∫
Ω

u′mψiφ = −
∫ T

0

∫
Ω

umψiφ
′ → −

∫ T

0

∫
Ω

uψiφ
′

∫ T

0

∫
Ω

w′mψiφ = −
∫ T

0

∫
Ω

wmψiφ
′ → −

∫ T

0

∫
Ω

wψiφ
′

Observación 4. Como consecuencia del corolario anterior tenemos:

d

dt
(u(t), ψi) = 〈ũ, ψi〉 ,

d

dt
(w(t), ψi) = 〈w̃, ψi〉 , (2.35)
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donde la igualdad se considera en D(0, T ). De (2.35), se deduce que
las derivadas en sentido de distribuciones de u ∈ Lp(QT )∩L2(0, T ;V ) y
w ∈ L2(QT ) se identifican con ũ ∈ Lp′(QT )+L2(0, T ;V ′) ⊂ Lp′(0, T ;V ′)
y w̃ ∈ L2(QT ) , respectivamente (ver la sección A.2, página 58).

Corolario 2. Para ψi, i ≥ 0 se cumple∫ T

0

a(um(t), ψiφ(t))dt→
∫ T

0

a(u(t), ψi)φ(t)idt ∀φ ∈ D(0, T ).

Demostración. Como a(·, ·) es una forma bilineal y continua definida
sobre V × V y ψiφ ∈ Lp(QT ) ∩ L2(0, T ;V ) para cualquier φ ∈ D(0, T ),
entonces, la aplicación

v ∈ Lp(QT ) ∩ L2(0, T ;V ) 7−→
∫ T

0

a(v(t), ψiφ(t))dt,

define un funcional lineal y continuo. Luego, el resultado se sigue inme-
diatamente de (2.31).

Corolario 3. Para ψi, i ≥ 0, se cumple∫ T

0

∫
Ω

f(um(t), wm(t))ψiφ(t)dt→
∫ T

0

∫
Ω

f(u(t), w(t))ψiφ(t)dt,

para todo φ ∈ D(0, T ).

Demostración. Retomamos la notación siguiente,

f(um, wm) = f1(um) + f2(um)wm.

Por (2.29) y la continuidad de f1, se tiene que f1(um) converge a
f1(u) c.d. en QT .

Por la proposición 3 (página 28), la sucesión f1(um) está uniforme-
mente acotada en Lp

′
(QT ), en efecto:

‖f1(um)‖Lp′ (QT ) ≤
∥∥∥c1 + c2 |um|p−1

∥∥∥
Lp′ (QT )

≤ c1(|Ω|T )p/p
′
+ c2 ‖um‖p/p

′

Lp(QT )

≤ c1(|Ω|T )p/p
′
+ c2Cp/p

′

2 .

Entonces

f1(um)→ f1(u) débilmente en Lp
′
(QT ),

(ver el teorema 9, página 59), Por lo tanto∫ T

0

∫
Ω

f1(um(t))ψiφ(t)dt→
∫ T

0

∫
Ω

f1(u(t))ψiφ(t)dt.
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El termino restante se puede escribir como

f2(um)wm = (f2(um)− f2(u))wm + f2(u)wm.

Tenemos que∣∣∣∣∣
∫ T

0

∫
Ω

(f2(um(t))− f2(u(t)))wm(t)ψiφ(t)dt

∣∣∣∣∣
≤ ‖(f2(um)− f2(u))ψiφ‖L2(QT ) ‖wm‖L2(QT ) .

Verificaremos que el lado derecho de la desigualdad anterior converge
a cero. Obsérvese que

‖(f2(um)− f2(u))ψiφ‖2L2(QT ) =
〈
(f2(um)− f2(u))2, (ψiφ)2

〉
.

El producto de dualidad en la igualdad anterior tiene sentido (re-
cuérdese que p=4): como ψi ∈ Lp(Ω), tenemos que (ψiφ)2 ∈ L2(QT );
por la proposición 3, f(um)2 y f(u)2 están acotados en L2(QT ), en efecto∥∥f2(um)2

∥∥
L2(QT )

≤ ‖c3 + c4|u|‖p/2Lp(QT )

≤
(
c3(|Ω|T )1/p + c4 ‖um‖Lp(QT )

)p/2
≤
(
c3(|Ω|T )1/p + c4C2

)p/2
.

Por la continuidad de f2 tenemos que (f2(um) − f2(u))2 converge a
cero c.d en QT , entonces, otra vez por el teorema 9, (f2(um) − f2(u))2

converge a cero débilmente en L2(QT ), entonces

‖(f2(um)− f2(u))ψiφ‖L2(QT ) → 0, ∀φ ∈ D(0, T ).

Como ‖wm‖L2(QT ) está uniformemente acotado, tenemos∫ T

0

∫
Ω

(f2(um(t))− f2(u(t)))wm(t)ψiφ(t)dt→ 0, ∀φ ∈ D(0, T ).

Para concluir la demostración, como f2(u)φψi ∈ L2(QT ), se tiene por
(2.33) ∫ T

0

∫
Ω

f2(u(t))wmψiφ(t)dt→
∫ T

0

∫
Ω

f2(u)wψiφ(t)dt.
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Corolario 4. Para ψi, i ≥ 0, se cumple∫ T

0

∫
Ω

g(um(t), wm(t))ψiφ(t)dt→
∫ T

0

∫
Ω

g(u(t), w(t))ψiφ(t)dt,

para todo φ ∈ D(0, T ).

Demostración. Escribimos g(um, wm) = g1(um) + g2wm. Por la conti-
nuidad de g1, g1(um) converge a g1(u) c.d. en QT . La sucesión g1(um)
está acotada en L2QT :

‖g1(um)‖L2QT
≤
∥∥∥c5 + c6 |um|p/2

∥∥∥
L2QT

≤ c5(|Ω|T )1/2 + c6 ‖um‖p/2LpQT
.

Entonces,

g1(um)→ g1(u) débilmente en L2(QT ),

(por el teorema 9, página 59). Por lo tanto∫ T

0

∫
Ω

g1(um(t))ψiφ(t)dt→
∫ T

0

∫
Ω

g1(u(t))ψiφ(t)dt ∀φ ∈ D(0, T )

Finalmente, como wm converge débilmente en L2(QT ), se tiene∫ T

0

∫
Ω

g2wm(t)ψiφ(t)dt→
∫ T

0

∫
Ω

g2w(t)ψiφ(t)dt ∀φ ∈ D(0, T )

Lema 3. Las funciones u y w definidas en el lema 2 satisfacen (2.11)-
(2.12).

Demostración. Por los cuatro corolarios anteriores se concluye que, para
ψi, i ≥ 1, las funciones u y w satisfacen

d

dt
(u(t), ψi) + a(u(t), ψi) +

∫
Ω

f(u(t), w(t)), ψi = 〈s(t)ϕ̂, ψi〉 (2.36)

d

dt
(w(t), ψi) +

∫
Ω

g(u(t), w(t)), ψi = 0 (2.37)

donde la igualdad se considera en D′(0, T ). Luego, como las funciones
ψi, i ≥ 0, son densas en V se deduce que u y w satisfacen las ecuaciones
(2.11) y(2.12) en la definición de solución débil 3.

Observación 5. Por la observación 4 se tiene que (u,w) es una solución
fuerte en el sentido da la definición 4.
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Continuidad

Por el lema 2 (página 38) y la cadena de inclusiones (2.2) (página 26)
tenemos que u ∈ Lp(QT )∩L2(0, T ;V ) ⊂ Lp(0, T ;V ′) y w ∈ L2(QT ). Por
la observación 4 (página 39), u y w tienen sus derivadas en el sentido de
distribuciones, ∂tu y ∂tw, respectivamente en Lp

′
(QT ) + L2(0, T ;V ′) ⊂

Lp
′
((0, T ), V ′) y L2(QT ).
Por el teorema (11) (página 59), se deduce que las funciones u : t ∈

[0, T ] → u(t) ∈ V ′ y w : t ∈ [0, T ] → w(t) ∈ H son continuas. Con
respecto a u, solo se demuestra que es débilmente continua en V .

Por la observación 4, también se tiene

〈∂tu(t), u(t)〉 =
1

2

d

dt
‖u(t)‖2H ,

donde la igualdad se considera en D′(0, T ). Entonces, por (2.36), tenemos

1

2

d

dt
‖u(t)‖2H = −a(u(t), u(t))− 〈f(u(t), w(t)), u(t)〉+ 〈s(t)ϕ̂, u(t)〉 ,

(2.38)

entonces la función t 7→ ‖u(t)‖2H pertenece a H1(0, T ), y por lo tanto
es continua de [0, T ] en R. Se tiene como consecuencia que la función
u : t ∈ [0, T ] 7→ u(t) ∈ H es continua.

Como um(0) → u0 y wm(0) → w0 en H (ver (2.19), página 33),
obtenemos que u(0) = u0 y w(0) = w0.
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Caṕıtulo 3

Existencia de solución
Periódica

El resultado principal de este caṕıtulo, y también el más importante
de la tesis, es el teorema 4 (página 54) sobre la existencia de una so-
lución T -periódica del problema (1.20)-(1.23). La demostración consta
de tres partes: en la sección 3.2 se construye una aplicación de manera
que el problema de existencia de soluciones aproximadas T -periódicas es
equivalente al de la existencia de un punto fijo para tal aplicación; en la
sección 3.3 se demuestra, usando el teorema de punto fijo de Schauder,
que tal punto fijo existe; finalmente, por los resultados obtenidos en el
caṕıtulo 2 se obtiene que existe una subsucesión de soluciones aproxi-
madas que converge en L2(QT ) a una una solución T -periódica débil de
(1.20)-(1.23).

3.1. Notación

Usaremos el modelo de Rogers-McCulloch centrado en el punto (ures, 0),
es decir, hacemos el cambio de variable û = u− ures y ŵ = w. Adopta-
remos la siguiente notación:

f(u,w) = c4u+ fN (u,w),

g(u,w) = b(u− c3w),

donde

fN (u,w) = a1u
3 + a2uw − a1(uamp + utr)u

2,

con

c4 = a1utruamp, utr = uth − ures, uamp = upeak − ures.
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De esta manera, el sistema de Faedo-Galerkin (2.16)-(2.18) se rees-
cribe como

u′im(t) = − (λi + c4)uim(t)−
∫

Ω

fNion(um(t), wm(t))ψi + s(t)ϕ̂i (3.1)

w′im(t) = b(uim(t)− c3wim(t)), (3.2)

i = 0, . . . ,m.

donde ϕ̂i :=
∫

Γ1
ϕψids.

Definimos

U(t) = (u0m(t), u1m(t), . . . , umm(t))
T
,

W (t) = (w0m(t), w1m(t), . . . , wmm(t))
T
.

Definición 5. Denotamos

LmT =
{

(U,W ) ∈ L2([0, T ],R2m+2) :

U(t+ T ) = U(t), W (t+ T ) = W (t)} ,

dotado de la norma

‖(U,W )‖LmT =

(∫ T
0

‖(U,W )‖2R2m+2

)1/2

.

Observación 6. De manera natural, cada (U,W ) ∈ LmT se identifica
con una solución aproximada (um, wm),

um(t) =

m∑
i=0

uim(t)ψi, wm(t) =

m∑
i=0

wim(t)ψi.

3.2. Reducción a un problema de punto fijo

Considérese, por el momento, el sistema siguiente:

u′im(t) = − (λi + c4)uim(t) + hi(t) (3.3)

w′im(t) = b(uim(t)− c3wim(t)), (3.4)

i = 0, . . . ,m.

Respecto a las funciones hi(t), sólo supondremos que son T -periódi-
cas y continuas.

La ecuación lineal asociada a (3.3) no tiene soluciones periódicas dife-
rentes de la trivial. Bajo estas condiciones, se demuestra en [Farkas 1994,
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págs. 157-158] que (3.3) tiene una única solución T -periódica dada por
la siguiente expresión:

uim(t) =

∫ T
0

Ki(t, τ)hi(τ)dτ. (3.5)

con

Ki(t, τ) =
1

1− e−(λi+c4)T

{
e−(λi+c4)(t−τ) if 0 ≤ τ ≤ t ≤ T .
e−(λi+c4)(t+T −τ) if 0 ≤ t ≤ τ ≤ T .

Si sustituimos la solución de (3.3) en (3.4) obtenemos, por el mismo
argumento, que (3.4) tiene una única solución T -periódica dada por

wim(t) = b

∫ T
0

Kb(t, τ)uim(τ)dτ. (3.6)

con

Kb(t, τ) =
1

1− e−bc3T

{
e−bc3(t−τ) if 0 ≤ τ ≤ t ≤ T ,
e−bc3(t+T −τ) if 0 ≤ t ≤ τ ≤ T .

Usando (3.5) y (3.6), definimos una aplicación K(m) cuyas compo-
nentes son(
K(m)(h)

)
i
(t)

=

{ ∫ T
0
Ki(t, τ)hi(τ)dτ para i = 0, . . . ,m,

b
∫ T

0
Kb(t, τ)ui−m−1,m(τ)dτ para i = m+ 1, . . . , 2m+ 1,

que env́ıa a cada vector h(t) = (h0(t), h1(t), . . . , hm(t)) de funciones T -
periódicas y continuas en la única solución T -periódica de (3.3)-(3.4).

Definimos la aplicación G(m) componente a componente por

(U,W ) ∈ LmT 7−→ Gi(U,W )(t) = −
∫

Ω

fN (um, wm)ψi + s(t)ϕ̂i

para i = 0, . . . ,m.

Observación 7. Como (U,W ) ∈ LmT , las funciones um y wm son T -
periódicas. Entonces, Gi(U,W ) es T -periódica. También se tiene que
Gi(U,W ) es continua.

Finalmente, considérese la composición

K(m) ◦ G(m) : LmT → LmT ,
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cuyas componentes son

(
K(m) ◦ G(m)(U,W )

)
i
(t)

=

{ ∫ T
0
Ki(t, τ)Gi(U,W )(τ) para i = 0, . . . ,m,

b
∫ T

0
Kb(t, τ)ui−m−1,m(τ)dτ para i = m+ 1, . . . , 2m+ 1.

Hemos obtenido el siguiente resultado.

Teorema 2. El sistema (3.1)-(3.2) tiene una solución T -periódica si y
sólo si la aplicación

K(m) ◦ G(m) : LmT → LmT

tiene un punto fijo.

3.3. Existencia de un punto fijo

Lema 4. El conjunto

Em = { (U,W ) ∈ LmT :

sup
t∈[0,T ]

|uim(t)| ≤ 1

λi
, sup

t∈[0,T ]

|wim(t)| ≤ 1

λi
, i = 0, . . . ,m } ,

es un subconjunto acotado convexo y cerrado de LmT .

Demostración. Sea (U,W ) ∈ Em, entonces

‖U(t)‖2Rm+1 =

m∑
i=0

|uim(t)|2 ≤
m∑
i=0

1

λ2
i

≤
∞∑
i=0

1

λ2
i

:= m1.

De manera análoga obtenemos que

‖W (t)‖2Rm+1 ≤ m1.

Por lo tanto, el conjunto Em es acotado en LmT .
Sean (U (1),W (1)), (U (2),W (2)) ∈ Em, por cálculo directo se verifica

que
α(U (1),W (1)) + (1− α)(U (2),W (2)) ∈ Em,

donde α ∈ [0, 1]. En efecto, para i = 0, . . . ,m, se tiene:

|αu(1)
im + (1− α)u

(2)
im| ≤ α

1

λi
+ (1− α)

1

λi
≤ 1

λi
,

|αw(1)
im + (1− α)w

(2)
im | ≤ α

1

λi
+ (1− α)

1

λi
≤ 1

λi
.
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Tenemos que Em es un conjunto convexo.
Sea (U (n),W (n)) una sucesión en LmT tal que

(U (n),W (n))→ (U,W ), en LmT ,

Se tiene, para i = 0, . . . ,m y para t ∈ [0, T ], excepto un subconjunto de
medida nula, que

ĺım
n→∞

u
(n)
im (t) = uim(t)

y

ĺım
n→∞

w
(n)
im (t) = wim(t),

de donde se deduce que
|uim(t)| ≤ 1/λi

y
|wim(t)| ≤ 1/λi.

Por lo tanto tenemos que Em es un subconjunto cerrado de LmT .

Proposición 6. Si (U,W ) ∈ Em entonces, para todo t ∈ [0, T ] se cumple∥∥fN (um(t), wm(t))
∥∥
H
≤ [a1(utr + uamp + 1) + a2] m̃.

con

m̃ = máx
{
M̃2

1 3m2, M̃
3
2 33/2m

3/2
2

}
, m2 =

∞∑
i=0

1

λi
,

donde M̃1 y M̃2 son constantes tales que si v ∈ V ,

‖v‖L4(Ω) ≤ M̃1 ‖v‖V

y
‖v‖L6(Ω) ≤ M̃2 ‖v‖V

Demostración. Sea (U,W ) ∈ Em. Iniciamos la demostración establecien-
do para todo t ∈ [0, T ] los resultados siguientes,

‖um(t)‖2V ≤ 3m2, ‖wm(t)‖2V ≤ 3m2. (3.7)

En efecto,

‖um(t)‖V =

∥∥∥∥∥
m∑
i=0

uim(t)ψi

∥∥∥∥∥
V

≤
m∑
i=0

|uim(t)| ‖ψi‖V ≤
m∑
i=0

1

λi

√
λi

≤
m∑
i=0

1√
λi
,
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entonces,

‖um(t)‖2V ≤

(
m∑
i=0

1√
λi

)2

.

Obsérvese que (
m∑
i=0

1√
λi

)2

=

m∑
i=0

1

λi
+
∑
i 6=j

1√
λiλj

,

luego, como
1√
λiλj

≤ 1

mı́n(
√
λi,
√
λj)2

tenemos (
m∑
i=0

1√
λi

)2

≤
m∑
i=0

1

λi
+ 2

m∑
i=0

1

λi
≤ 3

∞∑
i=0

1

λi
.

El resultado para wm(t) se obtiene de forma análoga. Usando (3.7)
obtenemos los estimados para las normas enH de u2

m(t), u3
m(t) y um(t)wm(t).∥∥u2

m(t)
∥∥2

H
=

∫
Ω

|um(t)|4 = ‖um(t)‖4L4(Ω) ≤ M̃
4
1 ‖um‖

4
V ≤ M̃

4
1 9m2

2,

entonces ∥∥u2
m(t)

∥∥
H
≤ M̃2

1 3m2.

De manera similar obtenemos la estimación para
∥∥u3

m(t)
∥∥
H

; por la

inmersión continua de V en L6(Ω) tenemos∥∥u3
m(t)

∥∥2

H
=

∫
Ω

|um(t)|6 = ‖um(t)‖6L6(Ω) ≤ M̃
6
2 ‖um(t)‖6V ≤ M̃

6
2 33m3

2,

entonces ∥∥u3
m(t)

∥∥
H
≤ M̃3

2 33/2m
3/2
2 .

Por otro lado,

‖um(t)wm(t)‖2H =

∫
Ω

|um(t)|2|wm(t)|2 ≤ 1

2

∫
Ω

(
|um(t)|4 + |wm(t)|4

)
=

1

2

(
‖um(t)‖4Lp(Ω) + ‖wm(t)‖4Lp(Ω)

)
≤ 1

2

(
M̃4

1 ‖um(t)‖4V + M̃4
1 ‖wm(t)‖4V

)
≤ M̃4

1 9m2.
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Por las consideraciones anteriores podemos concluir como sigue∥∥fN (um(t), wm(t))
∥∥
H

≤ a1(utr + uamp)
∥∥u2

m(t)
∥∥
H

+ a1

∥∥u3
m(t)

∥∥
H

+ a2 ‖um(t)wm(t)‖H
≤ [a1(utr + uamp) + a2] M̃2

1 3m2 + a1M̃
3
2 33/2m

3/2
2

≤ [a1(utr + uamp + 1) + a2] m̃.

Lema 5. K(m) ◦ G(m)(Em) ⊂ Em.

Demostración. Sea (U,W ) ∈ Em. Para i = 0, . . . ,m, se tiene∣∣∣(K(m) ◦ G(m))i (U,W ) (t)
∣∣∣ ≤∫ T

0

|Ki(t, τ)|
∫

Ω

|fN (um(τ), wm(τ))||ψi|dτ + |ϕ̂i|

∣∣∣∣∣
∫ T

0

Ki(t, τ)s(τ)

∣∣∣∣∣ dτ,
Primero, acotamos el segundo sumando en la desigualdad anterior. Como
s(0) = s(T ) = 0, integrando por partes obtenemos∫ T

0

Ki(t, τ)s(τ)dτ = − 1

λi + c4

∫ T
0

Ki(t, τ)s′(τ)dτ ≤ ŝ

λi

∫ T
0

Ki(t, τ)dτ.

donde ŝ = supt∈[0,T ] |s′(t)|. Por otro lado∫ T
0

Ki(t, τ)dτ ≤ 1

λi
,

entonces, ∣∣∣∣∣
∫ T

0

Ki(t, τ)s(τ)dτ

∣∣∣∣∣ ≤ ŝ

λ2
i

.

Por lo tanto

|ϕ̂i|

∣∣∣∣∣
∫ T

0

Ki(t, τ)s(τ)dτ

∣∣∣∣∣
≤ ‖ϕ‖L2(Γ1) ‖ψi‖L2(Γ1)

ŝ

λ2
i

≤ ‖ϕ‖L2(Γ1) M̃ ‖ψi‖L2(Ω)

ŝ

λ2
i

=
‖ϕ‖L2(Γ1) M̃ ŝ

λ2
i

≤
‖ϕ‖L2(Γ1) M̃ ŝ

λi
, (3.8)

donde M̃ es la norma del operador traza.
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Ahora, acotaremos el término restante. Por la proposición 6 (página
49), ∫

Ω

|fN (um(τ), wm(τ))||ψi|

≤
∥∥fN (um(τ), wm(τ))

∥∥
H
≤ [a1(utr + uamp + 1) + a2] m̃,

entonces, ∫ T
0

|Ki(t, τ)|
∫

Ω

|fN (um(τ), wm(τ))||ψi|dτ

≤ [a1(utr + uamp + 1) + a2] m̃

λi
. (3.9)

Por (3.8) y (3.9) tenemos

∣∣∣(K(m) ◦ G(m))i (U,W ) (t)
∣∣∣ ≤ [a1(utr + uamp + 1) + a2] m̃+ M̃ ŝ ‖ϕ‖L2(Γ1)

λi
.

Si imponemos la condición

[a1(utr + uamp + 1) + a2] m̃+ M̃ ŝ ‖ϕ‖L2(Γ1) ≤ 1, (3.10)

podemos concluir que∣∣∣(K(m) ◦ G(m))i (U,W ) (t)
∣∣∣ ≤ 1

λi
, para i = 0, . . . ,m.

Ahora, para i = m+ 1, . . . , 2m+ 1,∣∣∣(K(m) ◦ G(m))i (U,W ) (t)
∣∣∣

≤ b
∫ T

0

|Kb(t, τ)||u(m)
i−m−1(τ)|dτ ≤ b 1

λi−m−1

∫ T
0

|Kb(t, τ)|dτ

= b
1

λi−m−1

1

bc3
=

1

λi−m−1

1

c3

si imponemos la condición
c3 ≥ 1, (3.11)

tenemos∣∣∣(K(m) ◦ G(m))i (U,W ) (t)
∣∣∣ ≤ 1

λi−m−1
, for i = m+ 1, . . . , 2m+ 1.

Hemos demostrado que K(m) ◦ G(m)(Em) ⊆ Em.

Lema 6. La aplicación K(m) ◦ G(m) es compacta.
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Demostración. Por cálculo directo,∫ T
0

∫ T
0

|Ki(t, τ)|2 dτdt ≤ ∞,
∫ T

0

∫ T
0

|Kb(t, τ)|2 dτdt ≤ ∞.

Entonces, por un resultado clásico [Porter 1990, pag.72], sabemos que
los operadores siguientes son compactos:

φ ∈ L2([0, T ],R) 7→
∫ T

0

Ki(t, τ)φ(τ)dτ ∈ L2([0, T ],R), i = 0, . . . ,m.

φ ∈ L2([0, T ],R) 7→
∫ T

0

Kb(t, τ)φ(τ)dτ ∈ L2([0, T ],R).

Verificaremos que G(m)
i (Em), i = 0, . . . ,m, es acotado en L2([0, T ],R).

En efecto, sea (U,W ) ∈ Em, entonces∣∣∣G(m)
i (U,W )(t)

∣∣∣
≤
∫

Ω

|fN (um, wm)||ψi|+ |s(t)|
∫

Γ1

|ϕ||ψi|

≤
∥∥fN (um, wm)

∥∥
H

+

(
sup

t∈[0,T ]

s(t)

)
‖ϕ‖L2(Γ1) M̃ ‖ψ‖H

≤ [a1(utr + uamp + 1) + a2] m̃+

(
sup

t∈[0,T ]

s(t)

)
‖ϕ‖L2(Γ1) M̃,

donde M̃ es la norma del operador traza. Por lo tanto∥∥∥G(m)
i (U,W )

∥∥∥
L2([0,T ],R)

≤

(
[a1(utr + uamp + 1) + a2] m̃+ sup

t∈[0,T ]

s(t) ‖ϕ‖L2(Γ1) M̃,

)
√
T ,

donde el lado derecho de la desigualdad anterior es constante.
Por las consideraciones anteriores podemos concluir que las aplica-

ciones

(K(m) ◦ G(m))i(U,W )(t) =

∫ T
0

Ki(t, τ)Gi(U,W )(τ)dτ, i = 0, . . . ,m

env́ıan conjuntos acotados de Em en conjuntos precompactos. La demos-
tración correspondiente para

(K(m) ◦ Gm)i, i = m+ 1, . . . , 2m+ 1

es inmediata. Por lo tanto, la aplicación K(m) ◦ G(m) es compacta.
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Por los lemas 4, 5, 6 y el teorema de Schauder de punto fijo (página
57), hemos demostrado el resultado siguiente.

Teorema 3. La aplicación K(m) ◦ G(m) tiene un punto fijo en Em.

Teorema 4 (Existencia de solución T -periódica). Supongamos que se
cumplen las condiciones (3.10) y (3.11). Entonces, existe una solución
débil del problema (1.20)-(1.23), en el sentido de la definición (3), que
es T -periódica.

Demostración. Por los teoremas 2 (página 48) y 3, sabemos que para
toda m ≥ 0, el problema de Faedo-Galerkin (3.1)-(3.2) (página 46) tiene

una solución T -periódica (U
(p)
m ,W

(p)
m ). De manera natural, esta solución

se identifica con (u
(p)
m , w

(p)
m ) (ver la observación 6, página 46). Como

(U
(p)
m ,W

(p)
m ) ∈ Em, se tiene∥∥∥u(p)

m (0)
∥∥∥
H
≤

m∑
i=0

1

λi
≤
∞∑
i=0

1

λi
= m2,∥∥∥w(p)

m (0)
∥∥∥
H
≤ m2.

Entonces, por la observación 3 (página 33) y el lema 2 (página 38),

se tiene que existen subsucesiones, que también denotamos u
(p)
m y w

(p)
m ,

tales que

u(p)
m → u(p), en L2(QT ), (3.12)

w(p)
m → w(p), en L2(QT ), (3.13)

donde (u(p), w(p)) es una solución débil del problema (1.20)-(1.23) en el

sentido de la definición (3). Como para toda m ≥ 0 (u
(p)
m , w

(p)
m ) es T -

periódica, de (3.12) y (3.13) se deduce que (u(p), w(p)) es T -periódica.

Observación 8. Hemos encontrado que es necesario imponer restric-
ciones para los parámetros del modelo:

[a1(utr + uamp + 1) + a2] ≤
1− M̃ ŝ ‖ϕ‖L2(Γ1)

m̃
, (3.14)

y
c3 ≥ 1.

Estas condiciones sugieren información sobre el fenómeno que se mo-
dela. Tenemos en el lado izquierdo de (3.14) parámetros relacionados
únicamente con las corrientes iónicas a través de la membrana celular,
mientras que en el lado derecho aparecen parámetros correspondientes a
la activación, la propagación y la geometŕıa de la región Ω. Por lo tanto,
podemos considerar esta desigualdad como una condición de balance.
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Conclusión

Se ha propuesto un modelo matemático que representa la actividad
eléctrica en un ventŕıculo aislado del torso y que es estimulado periódica-
mente. La forma en la que el est́ımulo eléctrico es aplicado se corresponde
con el mecanismo por el cual las fibras de Purkinje estimulan la pared
interior del ventŕıculo. Para representar el flujo de iones a través de la
membrana celular se ha considerado un modelo simple de dos variables
pero que reproduce de manera cualitativa las principales caracteŕısticas
del potencial de acción de una célula del corazón.

Para este modelo se obtuvieron dos resultados:

1. Se ha demostrado que tiene solución débil en el sentido de la defini-
ción 3, para lo cual ha sido necesario recurrir a la formulación varia-
cional tanto en la variable espacial como en la temporal. Además,
esta solución débil es también una solución fuerte en el sentido de
la definición 4.

2. Se ha demostrado la existencia de una solución periódica cuando
se le aplica un est́ımulo periódico adecuado. El periodo de la solu-
ción coincide con el del est́ımulo. En este caso, ha sido necesario
hacer suposiciones adicionales sobre los parámetros del modelo.
Queda pendiente como trabajo futuro las cuestiones de unicidad y
estabilidad de la solución periódica.
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Apéndice A

Resultados clásicos

A.1. Resultados de análisis funcional

Teorema 5. Sea X es un espacio de Banach reflexivo y sea xm una su-
cesión acotada en X. Entonces existe una subsucesión xnk que converge
débilmente en X

Demostración. [Brezis 2011, teorema 3.18, p. 69]

Teorema 6. Sea X un espacio de Banach reflexivo y sea M ⊂ X un
subespacio lineal cerrado de X. Entonces M es reflexivo

Demostración. [Brezis 2011, prop. 3.20, p. 60]

Teorema 7. Sea a(·, ·) una forma bilineal definida en V × V simétrica
y coercitiva, entonces, existe una base ortonormal de H formada por
vectores propios ψi ∈ V tal que

∀v ∈ V, a(ψi, v) = λi(ψi, v),

donde los valores propios λi forman una sucesión creciente

λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λm ≤ . . . ,

además, la sucesión {λ−1/2
i ψi} forma una base ortonormal de V para el

producto escalar a(·, ·)

Demostración. [Raviart 1992, teo. 6.2-1 y rem. 6.2-2, p. 137-138]

Teorema 8 (Teorema de punto fijo de Schauder). Una aplicación conti-
nua y compacta en un conjunto cerrado, acotado y convexo de un espacio
de Banach tiene un punto fijo.
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APÉNDICE A. RESULTADOS CLÁSICOS

A.2. Los espacios Lp(0, T ;X)

Sea X un espacio de Banach, denotamos por Lp(0, T ;X) el espacio
de las funciones t→ f(t) de [0, T ]→ X que son medibles con valores en
X tales que

‖f‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

‖f(t)‖pX dt

)1/p

<∞, (A.1)

con esta norma Lp(0, T ;X) es completo. Observar que

Lp(0, T ;Lp(Ω)) = Lp(QT ), (A.2)

donde QT = [0, T ]× Ω.

Es necesario dar una definición de la derivada de un elemento de
Lp(0, T ;X), para ello consideraremos el espacio de las distribuciones
sobre [0, T ] con valores en X, ver [Lions 1069, p.7].

Definición 6. Definimos D′(0, T ;X), el espacio de las distribuciones
sobre [0, T ] con valores en X, como

D′(0, T ;X) = L(D(0, T );X), (A.3)

donde D(0, T ) es el conjunto de las funciones infinitamente diferenciables
de soporte compacto en (0, T )

Si f ∈ D′(0, T ;X) podemos definir su derivada en sentido de distri-
buciones como ∂f/∂t ∈ D′(0, T ;X) dado por

∂f

∂t
(φ) = −f

(
dφ

dt

)
, ∀φ ∈ D(0, T ). (A.4)

Si f ∈ Lp(0, T ;X) le corresponde una distribución f̂ en D′(0, T ;X)
definida de la siguiente manera

f̂(φ) =

∫ T

0

f(t)φ(t)dt ∈ X, ∀φ ∈ D(0, T ). (A.5)

De esta manera, podemos definir la derivada en sentido de distribuciones
de una función f ∈ Lp(0, T ;X) como

∂f̂

∂t
(φ) = −

∫ T

0

f(t)φ′dt, ∀φ ∈ D(0, T ).
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A.2. LOS ESPACIOS LP (0, T ;X)

Teorema 9. Sean QT un abierto acotado de R×RN , fn y f funciones
de Lp(QT ), 1 < p <∞, tales que

‖fn‖Lp(QT ) ≤ C, fn → f c.p. en QT ,

para una cierta constante C > 0, entonces,

fn → f débilmente en Lp(QT ),

Demostración. [Lions 1069, lema 1.3, p. 12]

Teorema 10. Sean B0, B y B1 tres espacios de Banach tales que

1. B0 ⊂ B ⊂ B1, con Bi reflexivo, i = 1, 2,

2. la inmersión B0 → B es compacta.

Definimos para T finito y 0 < pi <∞, i = 0, 1,

W 1,p0,p1(0, T ;B0, B1)

=

{
v | v ∈ Lp0(0, T ;B0), v′ =

dv

dt
∈ Lp1(0, T ;B1)

}
,

dotado de la norma ‖v‖Lp0 (0,T ;B0) + ‖v′‖Lp1 (0,T ;B1). Se tiene que

W 1,p0,p1(0, T ;B0, B1) es un espacio de Banach y

W 1,p0,p1(0, T ;B0, B1) ⊂ Lp0(0, T ;B).

Además, la inmersión de W 1,p0,p1(0, T ;B0, B1) en Lp0(0, T ;B) es com-
pacta.

Demostración. [Lions 1069, th. 5.1, p.58]

En la siguiente proposición denotamos por E cualquiera de los dos
espacios V o H.

Proposición 7. Sea u ∈ Lp0(0, T ;E) con p0 ≥ 2, entonces,
u ∈W 1,p0,p1(0, T ;E,E′) si y sólo si existe una función ũ ∈ Lp1(0, T ;E′)
tal que

−
∫ T

0

(u, v)φ′ =

∫ T

0

〈ũ, v〉E′×E φ, ∀φ ∈ D(0, T ),∀v ∈ E.

Es decir, ũ es la derivada de u en sentido de distribuciones y es la única
función en Lp1(0, T ;E′) que satisface

d

dt
(u, v) = 〈ũ, v〉E′×E , ∀v ∈ E.

Teorema 11. Si f ∈ Lp(0, T ;X) y ∂tf ∈ Lp(0, T ;X) (1 ≤ p ≤ ∞),
entonces , f es continua c.d. de (0, T ) en X.

Demostración. [Lions 1069, lema 1.2, p.7]
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