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Introduccion

El objetivo de esta tesis es el de dar conceptos basicos para entender la teoria de
conjuntos difusos, a partir de los cuales introduciremos los conceptos de topologia
difusa con el proposito de obtener una extension de topologia clasica.

El capitulo uno es para repasar conceptos de teoria de Reticulas ademés de algunas
propiedades; en el capitulo dos se introduce la teoria de conjuntos difusos y con ella
se da paso para definir lo que es un espacio topologico difuso.

En el capitulo tres se da una breve introduccién a conceptos clasicos de topologia
ademasdealgunosresultados que nosayudaran para demostrar el teorema de com-
pacidad en una version extendida.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Conjuntos y Reticulas

En esta seccion introduciremos terminologia y simbolos que emplearemos a lo
largo del trabajo. Omitiremos los conceptos basicos.

Definicidon 1.1. Sea X un conjunto. Una familia T  p (X) es una topologia
sobre X, sisatisface las siguientes tres condiciones:
(TP1) 0, X eTg
(TP2) VACT ATe T.
(TP3) VBe[T]™® BeT.

En la definicion anterior [T ]<¢ es la familia de todos los subconjuntos finitos de

T.

Un conjunto X equipado con una topologia T es un espacio topoldgico, usualmente
denotado por (X,7. Los elementos de spn llamados subconjunto abiertos, y los
subconjuntos complementarios de subconjuntos abiertos son llamados subconjuntos
cerrados.

El concepto de topologia ha sido objeto de estudio y una herramienta muy ftil
en otras ramas de las Matematicas.

Para un espacio topologico (X, T)y B C T, B es una base de T, si
T={A:ACB}
B es una subbase de T , si la familia
{F : F € [B]** \{9}

esunabasede T .
Para un conjunto X y una familia B C P(X); denotamos por Gr#(B) la topologia
sobre X generada por B, es decir,

Gr(B) = {F :F €G :G C [B \ {@}}.
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Para una topologia T sobre un conjunto X y una subfamilia B C T, decimos que T
es generado por B, si B es una base o subbase de la topologia T.

En el capitulo dos se definira una extension de los siguientes conceptos.

Sean (X, T) un espaci%topol(’)gico, A C X. Se define el interior de A, denotado

por A°,comoelconjunto A donde A es la familia de todo los subconjuntos abier-
tos contenidos en A. Dg manera similar, se define la cerradurade A, denotado por

A-, como el conjunto ,Blonde eBla familia de todos los subconjuntos cerrados
que contienen a A.

Para cada x &, un subconjunto abierto U de X es una vecindad de x, si x U.
Lafamilia de todas las vecindades de xes llamado sistema de vecindadesde x, de-

notado por Nt (x) o N (x) para abreviar.

Definicion 1.2. Sean P un conjunto, < una relacion sobre P.
i) < es reflexiva, sia < aparacadaa € P;
ii) < es transitiva, si a < b, b < cen Pimplica que a <c;
iii) < es antisimétrica, si a < by b < aen P implica a = b.

Una relacion < es un preorden sobre P, si < es reflexiva y transitiva. Un conjunto
P equipado con un preorden < es un conjunto preordenado.

En un conjunto preordenado P, si a < b pero a = b, se denota este caso por
a < b. '
Doselementos a, ben un conjunto preordenado Pson comparables,sia<bo b< a;
son incomparables, denotado por alLb,sia¢ by b ¢ a.

Para un conjunto preordenado P con preorden  definimos su conjunto preor-
denado dualal conjunto P equipado con el preordend? llamado el preorden dual
de «si para cada a, b R4enemos que a® hsiysolosi b a. <
Denotamos al conjunto preordenado dual de P por P °P.

Gran parte de la teor"1a que se desarrolla en este trabajo utiliza estos conceptos.

Un preorden < es un orden parcial sobre P, si es antisimétrico. Un conjunto P
equipado con un orden parcial< esun conjunto ordenado parcialmente, usualmente
llamado copo para abreviar.

Un copo Cesun conjunto totalmente ordenado o una cadena, si todos sus elementos
son comparables con cualquier otro. Entonces el orden parcial es llamado orden total.

Un copo P es un conjunto fundado, si para cada subconjunto no vac'io A de P,
existe ao A tal que ao a paracada a A. ¢

Un conjunto fundado es bien ordenado si es una cadena.

Definicion 1.3. Sean P un conjunto preordenado, A C P y a € A. Diremos que
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a es un elemento minimalde A, si no existe b = Atal que b < ay b = a,diremos
que a es el elemento mmimode A, denotado por minA, si b> a paracada b¢ A.
Del mismo modo definimos el elemento maximal de A y al elemento mdximo max A
de A.

Por otro lado, si A C P, un elemento b € P es una cota superiorde A,sia < b
para cada a € A; b € Pesuna cota inferior de A, si a > b paracada a € A.
Un conjunto Ao C A es cofinal superior en A, o cofinal en A, si para cada a € A,
existe ao € Ao tal que ao > a. Ao es cofinal inferioren A, si para cada a € A, existe
ao € Ao tal que a0 < a.

Los siguientes resultados, estrechamente relacionados con el axioma de eleccion,
se pueden encontrar en [4].

Lema 1.1. (de Zorn)
Si cada cadena en un copo Ptiene una cota superior, entonces P tiene un elemento
maximal.

Lema 1.2. (de Kuratowski)
Cada cadena en un copo P esta contenida en una cadena maximal en P.

Teorema 1.1. (de Zermelo o del buen orden)
Para cada conjunto A existe una relacion < tal que el conjunto A es bien ordenado.

En realidad estos tres resultados son equivalentes al axioma de eleccion y tienen
aplicaciones diversas.

Definicion 1.4. Sean P un copo, A C P. Definimos
tA={beP:3acAb=>a}, |A={beP:3acADb<a}

Un conjunto A es superior, si 1 A = A; es inferior, si | A= A.Paraun conjunto
unitario {a}, denotamos ' a=1 {a}, | a=! {a}.

Definicion 1.5. Sean L un copo, A C L. Un elemento x € L es el supremo de
A, denotadopor A, si
(i) x es una cota superior de A,

(ii) si y es una cota superior para A, entonces x < y.

Si A consiste de dos elementos a y b, escribimos a V b para referirnos a ~ {a, b}.

Definicion 1.6. Un conjunto parcialmente ordenado L se denomina:
i) reticula superior si para cada subconjunto finito de L el supremo existe.
ii) reticula inferior si para cada subconjunto finito de L el “mfimo existe.
iii) retcula, si es reticula superior y reticulainferior. Denotamos a los elementos
maximo y minimo por 0 y 1.
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Unos ejemplos de reticulas son el conjunto potenciay el conjunto {o, 1.
La demostracion de la siguiente proposiciéon se puede encontrar en [1].

Proposicion 1.1. Sea L una reticula. Entonces las siguientes conclusiones se
cumplen:
() VaeLaVva=a aA a=a.
() Va,be Lanb=<ab<=<aVb.
i) VabelLa<b<>aVb=b<c=>aAb=a
(ivy Vabe LaAb<a,b<aV b <= alb.
WVa bceLavb)Ve=aVv(bVve,lanb)Ac=aA(bAc).

Definicion 1.7. Una reticula L es distributiva, si satisface las siguientes dos
condiciones, llamadas leyes de distributividad finita:
(FD1)Va,b,ce Lan(bVvc)=(anb)V(anc),
(FD2)Va,b,ce Lav(bAnc)=(aVb)A(aVc).

Es claro que si L es una reticula y A es un subconjunto finito de L, entonces
existen ~ Ay "A. Sin embargo, en general no se cumple que existenn Ay~ A

para A C L arbitrario.

Definicion 1.8. Una reticula L es superior completa, si para cada subconjunto
arbitrario A de L existe A.
Una reticula L es inferior completa, si para cada subconjunto arbitrario A de L
existe =~ A.

En general,una reticula completa es reticula superior completa y ret’icula inferior
completa. Para cualquier conjunto el potencia es una reticula completa y el conjunto
de lo nimeros naturales con el orden usual es una reticula inferior completa pero no
es superior completa.

Sean Lunareticulacompleta, C C L. Cesun conjunto generado superiormente
de L o un conjunto generado de L para abreviar, si para cada a € Lexiste Ca C C
talque  C,=q;esun conjunto generado estrictamente, si paracada a € L, existe
CaC C\ {a}.

Una reticula L es distributiva infinitamente, si L satisface las siguientes dos con-
diciones, llamadas la primera ley distributiva infinita y la segunda ley distributiva
infinita respectivamente:

(IFD1) Va€e LYBC LaA  B= ,.glaArb),

(IFD2)VaeLVbCLaVv " B=" bea(aV b),

Una reticula completa L es llamada completamente distributiva, si L satisface las
siguientes dos condiciones, llamadas leyes distributivas completamente:
Para cada {{aij :j € i} :i€ I} C P(L) \{J}, Z[_f= 4
(CD1) jeg; Gij = 4 ict Qig(i) »

icr Ji
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(CD2) oy jes @i = 45 ier Gigl) -

Teorema 1.2. Una reticula completa L satisface (CD1) siy solo si satisface
(CD2).
La demostracion se encuentra en [1].

1.2. Operaciones sobre Reticulas

A continuacion definiremos un concepto que se utilizara a lo largo del trabajo y
ademas se expondra una relacion de orden para el conjunto potencia de reticulas.

Definicion 1.9. Sean L una reticula y a ¢ L.
i) Diremos que a es primo, si a <1y paracadaa,bc L, a > a A bentonces a> a
0ax> b.
ii) El elemento a es irreducible o irreducible inferiormente, si a <1y para cada
abe L,a=aAbentoncesa=ao a=b.

Un elemento irreducible superiormente de L es llamado una molécula en L.
Para cada A - L, denotamos al conjunto de todos los elementos primos de L en
A por pr(A), al conjunto de todos los elementos irreducibles de L en A por in(A),
al conjunto de todas las moléculas de L en A por M(A), y un dtomo en L es un

elemento minimal en L \ {&}.

La demostracion de la siguiente proposicion se encuentra en [1].
Proposicion 1.2. Sea L una reticula. Entonces
(i) Cada atomo de L es una molécula.
(ii) Cada elemento primo de L es irreducible.
(iii) Si L es distributiva, entonces para cada elemento a ¢ L, a es primo si y so6lo si
a es irreducible.

Un elemento x € Lcon Lunaret’iculaes un complementode un elemento a € L,
SixXANa=0yxV a=1.

Una funcion () : L . L invierte el orden, si para cada a,be L, a< b implica
que (a) > (b). Escribiremos @ en vez de (a)i; ()J es una involucién sobre L, si
()Y = idL, donde id. es la funcion identidad de L; () es una operacion comple-
mentaria, si para cada a € L, d es un complemento de a.

Para una involucion que invierte el orden () sobre L y cada A C L, denotamos
A ={d:ae€ A}
Sean Lo, L1 reticulas equipadas con involuciones, f: Lo — L1 una funcion. f* pre-
serva involuciones, si para cada a € L, f (d) = f (a).

Para verificar la demostraciéon revisar [1].
Proposicion 1.3. Sean L una reticula y () una involuciéon que invierte el orden
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sobre L. Entonces
(1) M (L) = pr(L).
(i)pr(LY = M(L).

Definicion 1.10. Una relacién < sobre un conjunto D es dirigido, si para cada
Do @ finito, existe do & tal que d <o para cada d eDo. Un conjunto D
equipado con un preorden dirigido es un conjunto dirigido o conjunto dirigido
superiormente en D.

Un subconjunto I de un copo P es un ideal en P, si I es conjunto inferior y
conjunto dirigido superior; un ideal diferente de P se denomina ultra-idealsiesun
ideal maximal, es un ideal principal en P, si existeza P tal que I =ja. Llamamos
un filtro al dual del concepto de ideal.

Denotamos al conjunto de todos los ideales en P por IdI(P )y por FI{(P ) al
conjunto de todos los filtros.
Sean L una reticula, I C L. I es un ideal primo en L, si I es un ideal propioen Ly
paracadaa, b€ L,a A b € Limplicaquea € Lob € L.

Definicion 1.11. Sea {P; : t € 4} una familia de conjuntos preordenados.
Definimos el preorden productosobre . P por:
h'd
VaBe P a<pf<=>Vte Ta(t) < B(t)

teT

definimos el conjunto producto preordenadoé% Pi:te T eg .1 Piequipado con
el preorden producto.

La Demostracion del siguiente Teorema se puede verificar en [1].

Tegrema 1.3. Sea { Lt : t € T} una familia de conjuntos preordenados. Entonces
(i) i1 Lt es una reticula distributiva si y solo si para cada t € T, Lt es una reticula
distgibutiva.
(i) 7Lt es una retwcula completa que satisface (IFD1) si y solo si para cada
t € T~Lt es una reticula completa que satisface (IFD1).
(iit) o7 Lt es una reticulacompleta que satisface (IFD2) siy solo si paracada

€

fcul@cé’?rfﬁlé‘t’&acﬁﬁé satisface (IFD2).

(iv) 1 Lt es una reticula completamente distributiva siy solo siparacadate T,
L es una ret'icula completamente distributiva.

1.3. Caracterizacion de Distributividad Completa

En esta seccion mostraremos un par de caracterizaciones de la distributividad
completa utilizando los conceptos de conjunto minimal y el de reticula continua.
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Definimos la relacion < como sigue:
Para cada a,b € L, a < b si y s6lo si para cada S C L tal que b < S, existe un
s€ Stalquea < s.

Definicion 1.12. Sean (L, <) reticula completa, a € L, denotamos S (a) al con-
junto de <-predecesores de a y a B (a) el conjunto de moléculas de B.(a); si no hay
confusion se omitiran lo subindices. Finalmente un conjunto D C B(a) es llamado
conjunto minimalde a,si ~ D = a.

Proposicion 1.4. Sean L una reticula completa, a € L, entonces B*(a) =

Bla) n M (L).
La siguiente definicion extiende la nocion de cubiertas en topologia.

Definicion 1.13. Sean L una reticula completa, a € Ly A C L. A es una
cubierta de a,si  A> ayesuna cubierta propiadeasi A= a

Si B C Aesuna cubierta de a, diremos que es un refinamiento de A, o decimos
que B refina a A, si paracada b € B, existe a € Atalque b < a.

El siguiente resultado establece una caracterizacion a los conjuntos minimales en
términos de cubiertas y refinamientos el cual se puede encontrar en [1].

Teorema 1.4. Sean L una reticula completa, @ L y D LcEntonces D es un
conjunto minimal de a si y solo si D es una cubierta propia de a y D es un
refinamiento de cada cubierta de a.

Definimos una relacién > en L como sigue:
Sean a, b € L, a>b siysolo si paracada S C L, S < bimplica que existe s € S
talque s < a.

Sea L una reticulacompleta. Para cada a € L, definimos los siguientes conjuntos:
B(a) ={b e L:b>a}, B*(a) = pr(a) UB(a). -
D B(a)esllamado un conjunto maximalde asi D=a

Teorema1.5. Sean L una reticulacompletay a,b,c,d ¢ L. Entonces
(l) a< b:> a< b.

(ii)as bs C < d:> a< d.

(iii) S(a) es un conjunto inferior.

(iv)a tiene un conjunto minimal si y solo si (a) es el conjunto minimal de a mds
grande.

Una manera importante de utilizar otros conceptos es mediante la caracteriza-
cion de esto, a continuacion se mostraran algunas equivalencias que se demuestran
en [1].
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Teorema 1.6. Sean L una retwculacompleta, a ¢ L, entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:
(1) Cada conjunto minimal de a es un conjunto dirigido superiormente.
(ii) Uno de los conjuntos minimales de a es un conjunto dirigido superiormente.

(iii) a € M(L).

Teorema 1.7. Sea L unareticulacompleta, a ¢ L, entonces las siguientes con-
diciones son equivalentes:
(i) L es completamente distributiva.
(ii) Existe un conjunto minimal de a.
(iii) B(a) es un conjunto minimal de a.

(iv)B*(a) es un conjunto minimalde a.

Corolario 1.1. Sea L una reticula completamente distributiva. Entonces
(i) M (L) es un conjunto generado superiormente de L, es decir,

Yae L -M(l a) = a.

(ii) Para todo a,b € L, a < b si y solo si M(! a) C M(! b).

Definicion 1.18. Sean L una reticula completa, a,b € L. Decimos que a esta
bajo el camino de b, denotado por a b, si para cada conjunto dirigido supe-

riormente SenL, S > b implica que existe s € Stal que s > a. Denotamos
la={beL:b a}, ta={beL:a b}

Veamos algunos resultados que utilizan la definicion anterior.

Teorema 1.8. Sean L una ret’icula completa, a, b, ¢, d € L. Entonces
()a<b=ab=a<bh.
(ii)a<bc=<d= ad.
(iii)Va € LV a cIdIl(L).
(iv)Vaec LB(a) Cl acCla

Unaret 1culacompleta Les continuasise cumplequeparacadaa€ L,” J a=a.

Teorema 1.9.(La Propiedad de insercion de reticulas continuas) Sea L una
reticula continua. Entonces paracada a, b € L, af=b, a b existe c € L tal que

cf=ayach.

Lema 1.3. Sean L una reticula continua, a, b € L, a ¢ b, entonces existe
F € FI{(L) tal que
AF>'a Fnl b=
(i) Paratodo x € L \ F, L\ F tiene un elemento irreducible y un elemento maximal
x> x

Teorema 1.10.
(i) Para cada reticula continua L, ir(L) es un conjunto generado inferiormente de
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L.

(ii) Para cada reticula continua distributiva L, pr(L) es un conjunto generado infe-
riormente de L.

Teorema 1.11. Una reticulacompleta distributiva L es completamente distribu-
tiva siy solo si L y L°P son reticulas continuas.
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Capitulo 2

Espacios Topologicos Difusos

2.1. Funciones y Conjuntos Difusos

Laidea yel concepto de conjunto difuso fue introducido por L.A. Zadeh en 1965,
donde la pertenencia a un conjunto difuso no es cuestion de afirmar o negar, sino es
cuestion de grado, utilizando el intervalo unitario [0, 1] como los valores de grado de
pertenencia.

Goguen generalizd este concepto utilizando un concepto mas general que es el de
ret”1cula y definiendo asi los L-conjuntos difusos.

Definicion 2.1. Sea un X conjunto no vacio y L una reticula completa. Un
L-subconjunto difuso sobre X es una funcion A: X _, L.
La familia de L-subconjuntos difusos sobre X es el conjunto de todas las funciones
de X a L, denotado por L*. Este tltimo recibira el nombre de un L-espacio difuso.

Un L-subconjunto difuso A € L* es un conjunto cldsico sobre X, si existe un
subconjunto UX tal que A = xu : X 0, 3 K, es}decir, si A es una funcion
caracteristica de algin subconjunto de X. Para una familia A c L* de L-
subconjuntos difusos, denotamos la familia de todos los conjuntos clasicos contenidos
en A por crs(A), y definimos

[A]={A € X: xa € crs(A)} .

Para cada L-subconjunto difuso A € L, definimos su conjunto soporte como
{x € X: A(x) > o}, denotado por supp(A).
Dado un punto x € Xy a € L se define un L-punto difuso sobre X como

asiy=x

e o siyf=x

Dada una familia A < L*, denotamos por Pt(a) al conjunto de todos los L-
puntos difusos sobre X que pertenecen A por Pt A En particular el conjunto de
todos los L-puntos difusos sobre X es denotado por Pt(L*).

Dado un L-punto difuso xa € Pt(L*X), el elemento a € L se denominara la altura de
Xa. En tal caso escribiremos ht(xa) = a.

11
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En el caso que necesitemos enfatizar el dominio de valores L = [0, 1] se escribira la
palabra L-difuso por F -, entonces [0, 1]-subconjunto difuso, [0, 1]-punto difuso se
llamaran F -subconjunto, F -punto, etc.

Algunas veces no distinguiremos entre subconjuntos A S X entre su funcion caracteristica
xa:X—{o,1} € L.

Definicion 2.2. Sea L* un L-espacio difuso, A ¢ L*, ae L. Un L-subconjunto
difuso aA es
aA(x) = a A A(x),
llamada una capa de A, o mas especificamente, la a-capa de A.

Para cada subconjunto A < X, denotamos axa por aA, si no causa confusion.
Particularmente, denotamos a = aX, o denotamos ay = aX para enfatizar el domi-
nio X, y la llamamos una capa de X, o la a-capa de X.

Definimos el orden parcial < en L* por:
X

VAL BEL A<B<=>Vxe XA(x) < B(x).
Particularmente, para un punto difuso p € P#(L*) y un L-subconjunto difuso
A € L*tal que p < A, decimos que p pertenece a A y lo denotamos como p € A.

Proposicion 2.1. Sea L* un L-espacio difuso. Entonces
(1) LX es una reticula completa, y para cada A < L%, el supremo A
yel ‘mnfimo ~ A en L* satisfacen las siguientes relaciones:

.3 ) .3 )
Vxe X A (x)= A(x), A (x)= A).
AEA acA

(ii) L es distributiva si y solo si L* es distributiva.
(iii) L satisface (IFD1) si y solo si L* satisface (IFD1).
(iv) L satisface (IFD2) si y s6lo si LX satisface (IFD2).
(v) L es completamente distributiva si y solo si L* es completamente distributiva.

Demostracion. Las propiedades (ii), (iii), (iv) y (v) se siguen del teorema 1.3 consi-
derando a LX como producto.
Solo se demostrara las relaciones de (i).

Sea B € A, entonces para cada x € X se tiene que:

B(x) < A(x)
AcA
Sea C € L* una cota superior de A, es decir, para cada x € Xycada A € A se
tiene que A(x) < C(x), entonces por propiedad del supremo se tiene que:
A(x) < C(x)
acA
As’y, ) >3
A (D= AWM.
AEA
Anéalogamente se demuestra la relacion con el infimo. O
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El siguiente concepto nos da una manera de caracterizar a los L-conjuntos difusos.

Definicion 2.3. Sea L* un L-espacio difuso, A € LX, a € L. Un a-nivel de A
es el conjunto {x € X : A(x) > a}, denotado por A[a). Denotamos

A@ ={x € X: A(x) ¢ a},

ARl ={x e X: A(x) < a},
AR ={x e X:A(x) § a}.

Llamado cada A[a) un nivel de A.
Con esta definicion, la siguiente conclusion es clara:

Proposicion 2.2. Sea A un L-subconjunto difuso sobre X, entonces

A= aAlal.

aclL

Demostracion. Sea x € X, consideramos a = A(x), entonces

A(x) < aAra(x) < aAla]

acL

Ahora tomemos un a € L arbitrario.
Si A(x) § a, entonces aAa](x) = 0 < A(x).

Si A(x) = a, entonces aAp](x) = a < A(x). -

La proposiciéon anterior es llamada por algunos autores como “El Teorema de
descomposicion de L-subconjuntos difusos”.

Definicion 2.4. Sean LX,LY L-espacios difusos, f : X — Y una funcién
ordinaria, una L-funcion difusa f~ : L — LY y su L-funcion inversa difusa
f=:L' - L* son

F Ay = {AD):xeX flx)=yhLVAE LX Vyey,

f~(B)(x)= B(f(x)), VBe L' ,Vx € X.

Sea f: L* _, LY una funcion ordinaria entre dos L-espacios difusos. Decimos
que fpreserva L-puntos difusos,si f envia cada L-punto difusoaun L-puntodifuso;
decimos que fpreserva L-puntos difusos conaltura, sif enviacada L-punto difuso
aun L- punto difuso con la misma altura; decimos que f preserva subconjuntos
cldsicos, si_f envia cada subconjunto clasico a un subconjunto clasico; decimos que
f preserva capas, si f(a) = a paracada a € L.

Teorema 2.1. Sean LX, LY L-espacios difusos, f : X — Y una funcién ordi-
naria. Entonces paracada a € Ly cada A € LX, f~(aA) = af~(A).
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Demostracion. Sean a € L, A € L*X, y € Y, arbitrarios tenemos
f(aA)(y) = {(@ad)X):xe X, f(x) =y}

= _{a/\(A(x)):xEX,f(X)=y}
= aA _{A(x):xeX,f(x)=y}

= AN (A)(Y) = (af~(A)(y)
Asy, f~(aA) = af~(A)
[l

De manera natural nos preguntamos coémo se comportan las funciones difusas
ysuinversa con los conceptos que tenemos anteriormente, los siguientes resultados
nos dan respuesta para algunos conceptos.

Teorema 2.2. Sea LX, LY L-espacios difusos, f: X — Y funcién ordinaria.
Entonces

i) f ~ preserva supremos arbitrarios

ii) f~ preserva L-punto difusos; exactamente, f~(xa) = f(x)a

iii) Y c Jf— preserva
subconjuntos cldsicos; exactamente, f—(xa) = xflal, A X

iv) f — preservacapas.

v VAe X f-(A)=o0<=> A=0

Demostracién. i) Sean A C LX, y €Y

- - 77 - Z 7
(A= A ():xeX fl)=y
i 2
= -A(x):xEX,f(x)=y
AcA
= _{A(x):XEX,f(x)=y}
AcA
= AW
AcA

ii) Sean x, un L-punto difuso, y € Y
FOR@ = {x():xe X flx) =y} = Axay)
iii) Sea A C X
Fa) = {xa(0): x € X, flx) = y} = xtlal

iv) Es consecuencia del resultado anterior.
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v) Sean A € LX, y € Y. Entonces

A= {AX:xeX, Ff)=y}=x() =0

con lo cual A(x) = 0, para cada x € X.
Si A = 0 entonces A(x) = 0 para cada x € X, as’1,

F AW = {AM:xeX flx)=y}=0
]

Teorema 2.3. Sean L*,LY L-espacios difusos, f: X — Y una funcion ordina-
ria. Entonces
t) f — preserva supremos arbitrarios.
it) f - preserva mnfimos arbitrarios.
iii) f+ preserva subconjuntos cldsicos.

v)f — preservacapas.

Demostracion. 1) Sean B C LX, x € X
- 2 - 2

f B (0= B (A0 =

B(fl:)) =  f(B)(x)

BeB BeB

ii) SeanB C LX, x e X
- 2 - 2

A B (0= B ()= BFE))= fF (B

BeB BeB

i) SeaBCY
S (x8)(x) = xe(fx)) = x-1(8)(X)

i) Seanac€ LAe L' ,xeX
f(aA)(x) = (aA)(f(x)) = a A A(f(X) = a A f~(A)(x) = (af(A)(x)
O

Podemos observar que f— no preserva L-puntos difusos siempre que fno esin-
yectiva. De hecho, f—(yb) = bf~(y).

Proposicion 2.3. Sean LX, LY, L-espacios difusos, A c X, Bc Y, f: X _ Y
una funcion ordinaria. Entonces:
i) f~(xa) = xla]
ii) f‘_ (xB) = Xf-1(B)

Los dos teoremas siguientes muestran que a partir de una funcion entre dos es-
pacios difusos se puede ver como una funcion difusa o una funcion inversa.

Teorema 2.4. Sean LX, LY L-espacios difusos, f : L* — LY una funcion
ordinaria, entonces existe una unica funcion ordinaria fo: X — Y tal que f = fy
si y solo si satisface las siguientes condiciones:

t) f preserva supremos arbitrarios.
ii) f preserva L-puntos difusos con altura.
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Demostracion. La necesidad fue demostrada en el teorema 2.9. Probemos la sufi-
ciencia.
Veamos primero que existe una funcién ordinaria fo : X — Y tal que para cada

a € L — {0}, f(xa) = (H(x))a.

Por ii), para cada x € Xycada a € L — {0}, existe fo.a(x) € Y tal que

SUxa) = (fo,a(0))a

Por i), para un L-punto difuso fijo x., tenemos
(Fala < {(Fe@))e:ce L-{o3k= {flx):ce L—{o}}

= f( {xc:ce L—{o}) = f(x1) = (o101

Note que (fv,1(x))1 es un L-punto difuso, as"1 foa(x) = fo,1(x) € Y, para cada
ae L - {o}

Tomemos fi(x) = f0,1(x), obtenemos una funciéon f5 : X — Y tal que
flxa) = (o(x)a Vxe X,Vac L—-{o}

Sean A € LX, y € Y, por lo anterior tenemos que
z . z

AW =F fxaco:xeXt = {flxa):x€ X} (1)
. 5 _
= {(NAax : xe XY ()= {((FONAc(Y) : x € X}

= {A(0):x¢€ X, i) = y} = fo (A)y)

Asi f= fy, fesinducida de fo.
La unicidad se sigue de la igualdad f (xa) = (fo(x))a

]

Teorema 2.5. Sean L*, LY L-espacios difusos, g : LY — L* una funcion
ordinaria, existe una unica funcion f : X — Y tal que g = f~ si y solo si g
satisface las siguientes condiciones:

i) g preserva supremos arbitrarios.
it) g preserva mfimos finitos.

iil) g preserva subconjuntos cldsicos.
iv) g preserva capas.

Demostracion. Es suficiente probar la suficiencia.
Primero demostremos que

1) paracada y € Y, existe X; C X tal que para cada a € L, g(ya) = aXj.
2) X es la union disjunta de todos los X;.

Sea y e Y, por iii), existe Xy c X tal que g(y1) = xx, .
Por ii) y iv), tenemos que

9g(ya) = gla A y1) =g(a) A gly1) =a A xx,=a N Xy
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. 1) es probado.
Seany, z€ Y, y f= z, porii) yi)
D
xx, A xx, =g(y1) Ag(z1) =gly1 Az1)=g(0) =g b = U=o0

As', Xy N X, = D,{Xy: y € Y} es una familia disjunta. Por otro lado, por ii)

- 2 ) s

yu =glw)=g O = Q=1

gy =g

XX, =
Xy yeyY yey

yeY

Por lo tanto, B
Xy = X
yey

Ahora definamos f: X _, Y por f{x) = y, para cada x ¢ Xy. Por 2) la funcion esta
bien definida.

Sean B¢ L', x ¢ X, supongamosque xc Xy, para f = : L' _, LX, pori),1)y
2), tenemos

- z

f~(B)(x) = B(f(x) = B(y) = (B(y)xx,)(x) = B(2)xx, (%)

zeyY

=( g(zs)) =g zsw)(x) = g(B)(x)
ey ey
As’y, f~ =g.
Si existe otra funcion h: X — Y tal que g = h—, entonces para cada x € X, cada
y€ Y,cadaaec L —{o},

Ya(h(x)) = (A~ (ya))(x) = (g(ya)) () = (f~(ya)) () = ya(f(x)).

Por lo tanto, h-'[{y}] = fF![{y}], h=F
]

El siguiente teorema nos da una caracterizacion de las propiedades de las funcio-
nes difusas utilizando las propiedades de las funciones ordinarias.

Teorema 2.6. Sean L*, LY L-espacios difusos, f: X _ Y una funcion ordi-
naria.Entonces
1) [~ es inyectiva si y solo si f es inyectiva.
ii) f~ es inyectiva siy solo si_f~ o f~ = idLx.
iii) f~ es sobreyectiva si y solo si_f es sobreyectiva.
iv) f~ es sobreyectiva si y solo si f~ o f~ = idvLv.
v) f~ es biyectiva siy solo si_f es biyectiva.
vi) f~ es biyectiva siy solo si f~ o f~ = idix,f~ of~ =idLv, es decir, f~ es la
inversa de f~, (f~)1=f-.
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Demostracion. i) Si _f~ es inyectiva, sean x,y ¢ X, como f— preserva L-puntos
difusos con altura tenemos que

f) = fly) = fOd1 = flyhr = fla) = fly) > i =y1 =x=y

as’1, fes inyectiva. Supongamos que fes inyectiva. Sean A, B € L*, si f ~(A) =
f~(B), entonces para cada x € X

A(x) = f~(A(() = f~(B)(f(x)) = B(x)
As’'1,A = B, f— es inyectiva.

ii) La suficiencia es clara, supongamos que f— es inyectiva, entonces por i), f es
inyectiva. Sean A € LX, x € X.

(o)A = (L)) = {A(2): z € X, flz) = fl)} = AX),
Fof~(A) =A, f o f =idux

iii) Si f ~ es sobreyectiva , para cada y ¢ Y entonces existe A ¢ L* tal que

f ~(A) = y1. Como f — preserva puntos difusos con altura y supremos arbtrarios
tenemos que,

- )2

T (fDaw = () = xa00 = (A) =yt

xeX xeX xeX

As’1, existe x € X tal que f(x) = y, f es sobreyectiva.

Suponga que f es sobreyectiva, BE L. TomemosA € ,y Xa(f(x) X
entonces como fes sobreyectiva,

F(A) = (FODeton) =  ysyy) = B

xeX yeY

por lo tanto f — es sobreyectiva.

iv) La suficiencia es clara. Supongamos que f~ es sobreyectiva, entonces por iii),
fessobreyectva,sean Be L',y € Y

(F o B = {FBX):xe X, flx) =y} =

= {B(flx): x€ X, fix) =y} = B(y)
frof~(B)=B, f~of =idu

v) es implicacion de i) y iii).

vi) es implicacion de ii) y iv).
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Teorema 2.7. Sean LX, L' y L* L-espacios difusos, f: X, Y yg:Y _. Z
funciones ordinarias. Entonces:

) g f=0@N"
(i) frg-=(0gN-

Demostracion. (1) YA € LX, Yz € Z, entonces

g (A=) = {f (A :yev gy =2}

= _{A(x):xEX,ﬂx)=y}:yEY,g(y)=z’

= {A(): x€ X, gf(0) = z} = (g~ (A)(2).
(i) VC € L% Vx € X, entonces
F-g-(O)(%) = (g~ (ONFX) = Clg(f(x)))
= C((gN(x)) = (gH~(C)(x)
]

El siguiente resultado nos indica que condiciones debe cumplir una funcion entre
L-etds para que tenga su funcién inversa.

Teorema 2.8. Sean LX, L' L-espacios difusos, f: X — Y. Entonces existe
g:Y — X funcion tal que f~ = g~ siy solo si f es biyectiva y g = f~1.
Demostracién. Supongamos que f es biyectivay g = f—1, entonces por el teorema
2.15()

g~ f~ =(gf)~ =(id)~ = idwx
Smg= =(fg)~ =(idv)~ =idwv
Por el teorema 2.14(v) y (vi), g~ = (f =)t = f-.

Supongamos que existe g: Y — Xtalque f— = g~. Vx € X, para el L-punto
difuso f(x)1 € L', tenemos

) 1y :y e Y, gly) = x = g~ (f()1)(x) = F~(F(0)1)(x) = f0)1(f(x) =1

por lo tanto g(f (x)) = x, por otro lado {f(x)1(y): y €Y, g(y) = 3= 0, es una
contradiccion.

Veamos que g env”1a solamente f (x) a x, tomamos (f (x)1)i € L', entonces
H{UfODI() ty € Y, gly) = 1 = g~ (FII(x)

= f~(f()1)(x) = (f()(f(X) = o.

Para cada punto y € Y, y f= fix), g(y) f= x, por otro lado {(f (x)1)i(y):y €

Y, g(y) = x} = 1 esto es una contradiccion. .
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Teorema 2.9. Sean L*, LY L-espacios difusos, f: X — Y funcién. Entonces:
(i) VA € LX, f~f~(A) = A.
(i) VBeL, ff(B) <B.
(iit) VA € L*, f~f-f~(A) = f~(A).
(iv)VB e L', f~f~f~(B) = f~(B).
Demostracion. (i) Sean A€ LX, x € X

F @AW =, AFN0) = {AWY):y € X AY) = [0} = A).

(i) Sean Be X,y €Y

F@W= {fB:xeX;fl)=yt= {BAN):xcXfx)=y}

= {B(y):x€ X, flx) = y} < B(y).
(iii) Por (i) f~f~f~(A) < f~(A) y por (i) f~f~f~(A) = f~(A)

(iv) Analogo a (iii).

2.2. Espacios Topologicos Difusos

En esta seccion se mostrara el concepto de topologia difusa ademas de exten-
siones de conceptos basicos de topologia general como lo son los conceptos de base,
interior y cerradura.

Definicion 2.5. Una reticula completamente distributiva L es una F-reticula,
si L tiene una involucionJ : L — L que invierte el orden.

Sea X un conjunto no vacio, L una F-reticula, i la involucién que invierte el
orden sobre L. Para cada A <L, cada B ¢ L%, usamos la involucion que invierte el
orden para definir la operacién J sobre L* por:

A(x) = (A(x), Vx e X

tambien definimos: _
B'={B : B € B}.

Llamamos i : L* _, L* la operacion pseudo-complemento sobre L*, A el conjunto
pseudo-complementario de A en LX.

Proposicion 2.4. Sean X un conjunto no vacio, L una F-reticula, entonces la
operacion pseudo-complemento j : LX — LX es una involucién que invierte el orden.

Demostracion. Veamos que j : L — L* es una involucion.
Sean A, B € LX, para cada x € X tenemos

A = (AIGIY = (AN = Ax)
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Supongamos que A < B, entonces para cada x € X tenemos
A(x) < B(x) = (A(x) = (B(x)) = Al(x) > B(x) «=> A > B
O

Proposicion 2.5. Sean X, Y conjuntos, L una F-reticula, f: X — Y una
funcion, entonces para cada A € LX, f~(A) > (f~ (A)).

Demostracion. Sea y € Y,

F Ay = {AM):fl)=yr> {AKX: 0=y}
. 5
= AW A0 =yt = (AY),

AS1f~(A) = (f~(A)). O

Proposicion 2.6. Sean X, Y conjuntos, L una F-reticula, f: X — Y una
funcion, entonces f— : LY — LX preserva la operacion pseudo-complemento, es
decir, para cada B L', f~(B) = (f~(B))..

Demostracion. Sea x € X,
S7(B)(x) = B(f(x) = (B = ([ (B)(x)
O

La siguiente definicion extiende el concepto de topologia asociando a los conjun-
tos una funcion.

Definicion 2.6. Sean X un conjunto no vacio, L una F-reticula, § ~ LX.
6 es llamada una L-topolog1a difusa sobre X, y (L*, 6) es llamado un espacio to-
poldgico difuso, o L-etd, si § satisface las siguientes tres condiciones:
(LFT1) 0,1 € 6;
(LFT2) CadaA C 6, A € 6;
(LFT3)Cada U, Ve 6, UA Ve 6.

En particular, cuando L = [0, 1], llamamos al L-espacio topoldgico difuso (L%, 6)
un F-espacio topoldgico o un F-et, y lo denotamos por (X, 6).
Cada elemento en § es llamado un subconjunto abierto en LX, cada conjunto pseudo-
complementario deun subconjunto abierto, es decir,cadaelemento en & esllamado
un subconjunto cerrado en LX.

Definicion 2.7. Sean X un conjunto no vacio, L una F-reticula, 6o, 61 dos L-
topologias difusas sobre X. Decimos que & es mds grueso que 61, o decimos que 61
es mds fino que 6o, si 6o C 01.

Veamos cuatro ejemplos de topologias difusas, tomemos a X un conjunto no
vac'10y sea L una F -ret’1cula.
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(i1)Tomemos § = {0, 1} ¢ L*, entonces § es claramente una L-topologia difusa
sobre X. Llamamos a esta L-topologia difusa 6 la L-topologia difusa trivial sobre
X, y su correspondiente L-etd (L*, 6) un L-etd trivial.

(ii) Tomemos § = LX, entonces 6 es una L-topologia difusa sobre X, llamada
la L-topologia difusa discreta sobre X, y al correspondiente L-etd (L%, §) un L-
etd discreto.

(iii) Tomemos 6 ={a:a€ L} C L*, entonces § es una L-topologia difusa sobre X.
(iv) Supongamos que T es una topologia ordinaria sobre X, entonces § = {xuy : U
€ T} C L es una L-topologia difusa sobre X.

Definicion 2.8. Sean X un conjunto no vacio, L una F-reticula, n - L*.
n es llamada una L-cotopolog1a difusa sobre X, y (L*, n) es llamado un L-espacio
topoldgico difuso, o L-etd, si n cumple las siguientes tres condiciones:
(LFT1)) 0,1 € n; ]
(LFT2i)CadaACn, AEDn
(LFT3 i) CadaP,Qen, PvQen.
Cada elemento en 7 es llamado un subconjunto cerrado en L*, cada conjunto pseudo-
complementario de un subconjunto cerrado, es decir, cada elemento en 7l es llamado
un subconjunto cerrado en L.

Proposicion 2.7. Sea (L%, §) un L-etd. Entonces:
(i) crs(6) es una L-topologia difusa sobre X. (ii) [6] es una topologia ordinaria sobre
X.

Definicion 2.9. Sean (L%, §) un L-etd, 0 C 6.
60 es una base de 6, si

5= " A:ACéo .
60 es una subbase de §, si la familia

" B:B €[] \{D}

es una base de 6.

Decimos que § es generado por 6o, si o es una base o subbase de 6. Para un
conjunto X no vac’io, una F -ret’icula L y una familia B C L*, denotamos por

Grt(B) la L-topologia difusa sobre X generada por B, es decir,

Gri(B) = "F:FeG :GcI[B]\{Q}

Teorema 2.10. Sean X un conjunto no vacio, L una F-reticula, A - L*.
Entonces
(i) A es una base de una sola L-topologia difusa sobre X siy sélosi ~ A =1y A
es cerrada bajo infimos binarios.

(ii) A es una subbase de una sola L-topologia difusa sobre X siy sélo si A = 1.

Demostracion. (i) Como una base siempre es parte de una topologia, la necesidad
se cumple.
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Supongamos que A satisface las condiciones dadas, denotamos 6§ = {C : C C A},
entonces por A =1 tenemos 1 € 6. Tomando C=J C A, tenemoso= C & §. Por
definicion, & es cerrada bajo supremos arbitrarios. Como L y L* son completamente
distributivas, por la condiciéon que A es cerrada bajo infimos binarios, entonces § es
cerrada bajo infimos no vacios. Asi, § es una L-topologia sobre X generada por la
base A. La unicidad de la topologia generada es clara.
(ii) por (i).

0

Definicion 2.10. Sean (L%, §) un L-etd, A ¢ L*X.
El interiorde A es el supremo de todos lo subconjunto abiertos contenidos en A, lo
denotamos por int(A) o A°.
La cerradurade Acomo el “mmfimode todoslos subconjuntos cerrados que contienen
a A, denotado por cl(A) o A-.

Los siguientes resultados nos dan propiedades de la definiciéon anterior.

Teorema 2.11. Sea(L*, 6) un L-etd. Entonces
()o°=0,1° = 1.
(ii) VA € LX, A° < A.
(iii) VA € LX, A> = Ae.
(iv)VA,Be LX, A< B= A° < B-.
(v) VA, B e LX, (AA B)° = A° A Be.

Demostracion. (i) a (iv) se demuestran directamente de la definiciéon de interior.
(v) Por (iv), (AA B)° < A°, B°, as'1(A A B)° < A° A Be. Por (ii), A°A B> < AA B;
por (iv) y (iii), A° A B° = (A° A B)° < (A A B)°.

]

De manera similar tenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.12. Sea(LX, §) un L-etd. Entonces
()o-=0,1" = 1.
(ii) VA€ ¥, A < A-.
(iii) VA € LX, A = A-.
(iv)VA, BELX, A< B> A- < B-.
(v)VA,BE LY, (AvV B)- = A- vV B-.

Teorema 2.13. Sea (L%, 6) un L-etd. Entonces
(i) VA € L*, Ac = A-,
(i) VA € ¥, Al = A,
(iii) VA € L¥, A = A,
(iv)VA € L¥, A~ = Aiei,

Demostracion. (i) Se cumple que A° < A, por la proposiciéon 2.4, Al < A°l. Como A}
es cerrado, por el teorema 2.12(iv), Ai- < A~ = A°l. Inversamente, por el teorema
2.12(ii), Al < Al-, por la proposicion 2.4, Ai-i < Al = A. Como Ai- es cerrado, asi
Ai-J es abierto, por la definicion de interior, Ai-J < A°. Usando la proposicion 2.4
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tenemos A% < Al-li = Ai-,

(ii)-(iv) por la proposicion 2.4, tomamos los pseudo-complementos de ambos lados

de (i), tenemos (iii). Sustituyendo A en (iii) con Al, tenemos (ii). Reemplazando A
en (i) con Aj, tenemos (iv).

]

A partir de operadores entre un L-etd que cumpla ciertas condiciones se puede
generar una base para una topologia sobre X.

Teorema 2.14. Sean X un conjunto no vacio, L una F-reticula, i: LX _ LX
un operador sobre L* que satisface las siguientes condiciones:
() i) =1,
(i) VA e LY, i(A) < A,
(iii) vA, B ¢ L*, i(A , B) = i(A) » i(B),
Entonces
6={A € L*:i(A) = A}

es una L-topologia difusa sobre X. Ademds, si la operacion satisface

(iv) vA ¢ LY, (i(A) = i(A),

entonces con la L-topologa difusa & definida anteriormente, en L-etd (L, §), A° =
i(A) para cada A € L~

Demostracion. Por (i), 1 € 6. Por (ii), #0) < 0, asi i(0) = 0, 0 € §, § cumple (LFT1).

Sea {Ai: t € T} C 6. Por (iii), i preserva el orden por la proposicion 1.1(iii), por
(i) yAs < rAiparacadas € T,

i > i >
i A < A= iA)<i A ,
teT teT seT teT
i >
A ) At = ) At, ) At € 6,
teT teT teT

6 satisface (LFT2).
(LFT3) se cumple por (iii).

Supongamos que icumple (iv).yA ¢ L*, A° ¢ 6§ = {C ¢ L*:i(C)=C, }
por lo tanto, i(A°) = Ac°. Por (iii), i preserva el orden, as'1 A° = i(A°) < i(A).
Inversamente, por (iv), i(i(A)) = i(A), as’1

(A) < {CeLX:{C)=C< A} = A°,

A = i(A).
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Se puede obtener un resultado analogo considerando la operacion cerradura.

Teorema 2.15. Sean X un conjunto no vacio, L una F-reticula, c: L* _, LX
un operador sobre L* que satisface las siguientes condiciones:
(i) «(0) = 0,
(ll) CadaAe LX, A < C(A),
(iii) Cada A,Bc L*, (A v B) = «(4) v dB),
Entonces

6 ={A € L*: c(A) = A}

es una L-topologia difusa sobre X. Ademds, si la operacion c satisface
(iv) CadaAc L*, c(c(A)) = c(A),
entonces conla L-topolog ia difusa 6 definida anteriormente, en L-etd (LX), 5, A~ =
c(A) para cada A € LX.

Definicién 2.11. Sean X un conjunto no vacio, L una F-reticula, i: L* _ L*
una funcién sobre LX.
ies llamado un operadorinteriorsobre L, si cumple las siguientes condiciones:
(I01) i(1) = 1.
(I02) Cada A € L%, i(A) < A.
(I03) Cada A, Be L, (A A B) =i(A) A (B).
(I04) Cada A € L%, i(i(A)) = i(A).

Para un operador interior  sobre L, definimos la L-topologia difusa generada
por i como

6={A € L*:i(A) = A}.

Analogamente se puede definir un operador cerradurac: L* —, L* que cumple
las siguientes condiciones:
(CO1) c(0) = 0.
(CO2) Cada A € X, A < (A).
(CO3)Cada A, Be LX, c(AV B) =c(A) Vv c(B).
(CO4) Cada A € L%, c(c(A)) = c(A).

Para un operador cerradura c sobre L*, definimos la L-topologia difusa generada
por ¢ como

6 ={A € L*: c(A) = Ai}.

Con estas definicionesy los teoremas 2.11, 2.12, 2.14 y 2.15 tenemos los siguien-
tes teoremas:

Teorema 2.16. Sean X un conjunto no vacio, L una F-reticula, | la familia de
todos los operadores interior sobre L*,Tla familia de todas las L-topolog was difusas
sobre X. Entonces

1l =T, fl)) ={A € L*: i(A) = A}
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es una biyeccion, y su inversa es

FLUT =1, £16) = int.

Teorema 2.17. Sean X un conjunto no vacio, L una F-reticula, ¢ la familia
de todos los operadores cerradura sobre L*, T la familia de todas las L-topologias
difusas sobre X. Entonces

f:C->T, f(c)={A € L*: c(A) = A}
es una biyeccion, y su inversa es

f1:T-C, Y6 = cbs.

2.3. Principio de Eleccion Multiple y Estructuras
de Vecindades

En esta seccion se definara una nueva relaciéon entre L-conjuntos difusos ademas
de extender el principio de eleccion, con el objetivo de mostrar que el orden definido
anteriormente no cumple con la extension del principio de eleccion pero con la nueva
relacion si se cumple.

Definicion 2.12. Sea (L%, §) un L-etd. Para cada xa € Pt(L*X), para cada
A Be X
Decimos que xa casi-coincide con A, o que xa es casi-coincidente con A, denotado
por xa G A, si xa ¢ Al o a ¢ A(x); decimos que A casi-coincide con B en x, o que
Aes casi-coincidente con Ben x, si A(x) ¢ B(x); decimos que A casi-coincide con
B, o que A es casi-ooincidente con B, si A casi-coincide con B en algin x € X.

Denotamos por ¢ la relacion “casi-coincidente con” o “es casi-coincidente con”.
La relacion “no casi-coincide con” o “no es casi-coincidente con” es denotado por

A

—|q .
Denotamos al conjunto de todos los puntos en X, los cuales AGB, por AOB, es decir

AOB ={x € X : xax) O B}.

Proposicion 2.8. Sean (L*,6) un L —etd, A,B,C € L*, {A:: te T} C L*,
x € X, a € L \{J}. Entonces
(i) AOB = BOA.
(ii) AgBen x <= BGAen x <= x€ AOB <= x¢€ BOA.
(ili) AYB <= BGA <= AOBf=0 <> BOAf=0 «=> A¢ Bi «=> B¢ Al
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iv) A <B= Aog C BOC.

(V) A0 7 ;A= o7 AOAL

(Vi) AGB (1 At &= Jte T, AGA:
(vii) A < B, C4A = C4B.

(Vi) A< B, xa0A= xaQ B.

Proposicion 2.9. Sean (L*, 6), (LY, u) L-etds, A,B c¢LX,C,D LY, f: X _,
Y una funcion. Entonces
(i) AGf-(C) <= f~(A)C.
(i) AGB = f~(A)qf~ (B).
(i) f~(C)¢f~(D) = C4¢D.

Demostracion. (i) por la proposicion 2.6. y el Teorema 2.9.(ii),
A~q f- == A < f~(C) = f~(O)
== f~(A) < ff-(C) = O
— F~(A)~4C.
Por el teorema 2.9(i) y la proposicion 2.6,
S(A)-4C == f~(A) =0

== A < f-f~(A) < f~(0) = f~(C)
== A-q"f(O).
Ast AGf-(C) <= f~(A)C.

(ii) Por la definicion de f—,

AGB==>31x € X, A(x) ¢ B(x)

== Ixe X, F(AFAN) = {A@):zcX flz) = fx)}
- - _ 2.
¢ (Bz):zeX flz)=f)}= {B(2):ze X A2) =0}

= f~(B)((x)Y
== f~(A)qf~(B).
(iii) Por la definicion de f—,
S(O)gf~(D) == Ix € X, C(f¥) = f~(C)(x) ¢ f~(D)(xy = D(f{x))

== C ¢ Di == C§D.
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El par de ejemplos siguientes muestras que las los reciprocos de las implicaciones
de la proposicion anterior no se cumplen de manera general.

Ej 1 T X = = X _,
ﬂxojle 5 f 5, f(\l)— x%mélmo;l Ent nces} (A) —{j% (B) = 5? £ ) (
pero A-gB.

33 1 — 1 2 —_ — 4,0 1 | 2
. D Tomamas X =0cal ¥ 5 W e L e l)gﬁi(}: ‘Z))lv=y;é’lf Gl peld
(O -4 (D).

Definicién 2.13. Sean (L%, §) un L-etd, n una L-cotopologia difusa sobre X,
xa € PHLX).
U € 6 es una vecindad de xa en (LX, 6), si xa pertenece a U, es decir, xa € U o
xa < U . La familia de todas las vecindades de x; en (L, 6) es llamada el sistema
de vecindades de xa, denotado por N ().

U 8 esuna vecindad casi-coincidente de xaen (L%, §), 0 Q-vecindad para abre-
viar, si xa 0 U, es decir, x, casi-coincide con U. La familia de todaslas Q-vecindades
de xaen (L%, ) es llamada el sistema de Q-vecindades de xa, denotado por Q(x.).

En (L%, n) con L-cotopologia n, P ¢ n es una vecindad remota de xa, 0 R-
vecindad para abreviar, si xa ¢ P, es decir, xa 0 esta contenido en P. La familia de
todas las R-vecindades de xa en (L%, i) es llamada el sistema de R-vecindades de

Xa, denotado por R(xa).

Principio de Eleccion Multiple: Para cada familia { At : t ¢ T} de L
subconjuntos difusos sobre X, la siguiente implicacion se cumple:

X R {At te T} == 3te T, x,RA:.
donde R denota una relacién binaria.

Este principio es un hecho fundamental en teor“1a de conjuntos. Pero en teor1a de
L-conjuntos difusos, no se cumple con la relacion de “pertenece a”.

Ejemplo 2.3. Paracada x € X,paracadan=2,3,4, - -+ -, x_1,X1 € x1 =

“{x;_Tins2}, pero para cada n > 2, x1 & x;_1.
n n

Por la propoicion 2.8(vi), la relacion “casi-coincide con” cumple con el Principio
de Eleccion Multiple.

Teorema 2.18. Sean L* un L-espacio difuso, A C L*, entonces

M(A) ={x; € Pt(A) : A € M(L)}.
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Por este teorema, el teorema 1.3(iv) y el corolario 1.1 tenemos:

Corolario 2.1. Sean X un conjunto no vac’10, L una ret’icula completamente
distributiva. Entonces
(i) M(L) es un conjunto generado superiormente de L*, es decir, M(! A) = A
para cada A € LX.
(ii) Para cada A, B € L*X, A < Bsi y solo si M(} A) ¢ M(! B).

Teorema 2.19. Sean (L%, 6) un L-etd. Entonces
(i) Para todo xa € P{ LX), N (xa) es un conjunto dirigido inferiormente en LXy
0 ¢ N (xa).
(ii) x; € M(LX), Q(x1) es un conjunto dirigido inferiormente en L* y 0 ¢ Q(xa).
(iii) Yx, € M(L*), R(x2) es un conjunto dirigido en L* y 1 ¢ R(xa).

Demostracion. Solamente se demostrara (ii) ya que (i) es claro y (iii) es dual a (ii).
Sean U, V € Q(x;), entonces x;, ¢ Ui, Vi. Si ;Ui v Vi, entonces por x;M (L*),

tenemos que x,UJ 0 x; VI, lo cual contradice que U, V € Q(x). As1x;, ¢ UiV Vi=
(UA V)i, UA Ve Q(x) es un conjunto dirigido inferiormente en LX.

Como x; a 0 no se cumple, 0 ¢ Q(xz). -

En topologia difusa existen distintos tipos de de definir una vecindad de un punto
difuso p, ademas se define un analogo a la diferencia entre conjuntos de la teoria
clasica de estos.

Definicion 2.14. Sean (L%, §) un L-etd, p ¢ Pt(LX).

Una subfamiliap ~ N (p)esuna base de vecindadesde p, siparacada Uc N (p),
existe V. A talque V < U.

Unasubfamiliap ¢ Q(p)esuna basedeQ-vecindadesde p,siparacada Uec Q(p),
existe Vo A talque V < U.

Unasubfamiliap - R(p)esunabasedeR -vecindadesde p, siparacada Pc R(p),
existe Q ¢ A tal que Q > P.

Llamamos a cada tipo de bases una base local.

Definicién 2.15. Sean L* un L-espacio difuso, A, B € LX. Definimos la casi-
diferencia de Ay B, denotado por A \ B, como

A\B= {xe M( A):Bx)=0}v {x.e M(} A):1§ B(x) > o}
particularmente, para cada x. € Pt(L),

A \Xa= ) {yye M(L A):yf= x}v- {x, e M(1 A): A § a}.

Mostraremos propiedades que se pueden conseguir mediante la definicion ante-
rior.

Proposicion 2.10. Sean L* un L-espacio difuso, A, B € LX,{At: t€ T} C LX,
Xxa € Pt(LX). Entonces se cumple lo siguiente:
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(i) A\B <A.

(i) A \o =A.

(i) 1. ¢ M(L) == A \1= A

(iv)_@s B== A \C_s B \C.

@ TierA \C= er (A0

(vi) Para cada x € supp(B), B(x) ¢ A(x) == A \B= A.
(Vi) ANB=0==>A\B=A.

(vili) xa ¢ A == A \xa = A.

(ix) supp(B) = supp(C), B< C==>A\B< A \C.

Demostracion. (i) Por definicidn.
(ii) Por el corolario 2.1(i).

(iii) Como 1. ¢ M(L), para cada x; € A, A § 1L = 1(x) > o, por el corolario
2.1(11), A < 1. Por (i), A \1 = A.

(iv) Por la definicion de cai-diferencia y el corolario 2.1(ii).
L - .- 2
(v) Por (iv), 7(A\C) = 1A \C.

Denotemos la condiciéon “C(x) =00 A § C(x) >0” por “P(x;) > 0.
Supongamos que ;¢ M( | 1A)y P (x) > o.
Si C(x) = o, por el corolario 2.1(i),

- >

T(A\O) (0= {ue M A(9): POq) >0k = M( Adx)

teT teT teT

Ai(x) = A
teT
SiA§ C(x) >0, Paracada t € T, denotamos a: = A A Ai(x). Como A § C(x),
VteT,ue M(! a) ::zy § C(x). Por el corolario 2.1(i),
(At \O) (0 = {ue MU Adlx)) : P(xqu) >0}
teT teT

{ue MU A(x) : 1§ C(x) >o}

teT
> ) -{/JEM(l a) : 4 § C(x) > o}
teT
= MUa)= a= AAAG))=Ar Adx) = A
teT teT teT

.- z
Terl&rgos que o7 (At \8_,2t (& z A COER((? e\lcs‘upremo de todos los x; es

T TteT \C, tenemos -~ teT T teT
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(vi) Supongamos que B(x) ¢ A(x) para cada x € supp(B). Para cada x; € A.
Si B(x) = 0, tenemos x; € A \B. Si B(x) > 0, entonces A > B(x) no se cumple,
por otro lado, tenemos A(x) > A > B(x) > 0, es decir, x € supp(B) y B(x) < A(x),
esto contradice con la suposicion. Asi A § B >0, x, € A \B. Por (i) y el corolario
2.1(i1), A \B = A.

(vii),(viii) se deducen de (vi).

(ix) se obtiene directamente.
]

Definicion 2.16. Sean (L%, §) un L-etd, A € LX, x; € M(LX).
Una molécula x; es un punto de adherencia de A, si para cada U e Q(x1), U casi-
coincide con A, es decir, U q" A.
Una molécula x; es un punto de acumulacion de A, si x, es un punto de adherencia
de A\x;;loquenosdice, paracada U € Q(x;), U casi-coincide con la casi-diferencia

de Ay x;, es decir, U g (A \ x3).

Denotamos al conjunto de todos los puntos de acumulacién de A en (L%, §) por
Acu(A).
Definimos el conjunto derivadode Acomo ~ Acu(A), denotado por AC.

Una manera practica de usar conceptos es utilizando equivalencias o distinta
manera de verlos a partir de definiciones antes vistas, esto ultimo es lo que se hace
para el concepto de adherencia.

Teorema 2.20. Sean (L%, 6) un L-etd, A, B € LX. Entonces
(i) M(l A7) es el conjunto de todos lo puntos de adherencia de A.

(ii) A= = {x; € M(LX): x; es un punto de adherencia de A}.
(iii) A < B== cada punto de adherencia de A es un punto de adherencia de B.
Demostracion. (i) Supongamos x; € M(! A-). Para cada U € Q(xy). Si A < Uj,

entonces x; < A~ < Ul- = Uj, x; < UJ, se contradice con U € Q(x;). As1A¢ Ui,
x; es un punto de adherencia de A.

Supongamos que x; es un punto de adherencia de A. Si x;, ¢ A-, entonces
A-J € Q(x). Como x; es un punto de adherencia de A, A ¢ A-. Pero esto es una
contradiccidn, Asi x; < A-.

(ii) Por el corolario 2.1(31) y (i),
A= M((LA) = ) {x, € M(LX) : x; es un punto de adherencia de A}.

(iii) Por (i) y el teorema 2.12(iv).
]

Teorema 2.21. Sean (LX, 6) un L-etd, A, Be [X, {At:te€ T} C LX. Entonces

(i) A~ = AV A
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(ii) A < B==> AY < B9,
(iti) (A v B)? = AV v B9,

. 24
(lv) teTAt = ter At ’

Demostracion. Por el teorema 2.20(i1), AV Ad < A-.

Sea x, € M(l A-). Si x; € A, entonces x; < AV A% Si x; ¢ A, por el teorema
2.20(i), x; es un punto de adherencia de A, por la proposicion 2.10(viii), para cada

U € Q(x:), UO(A \xz) = UOA f= 0, xs es un punto de acumulaciéon de A, tenemos
x, < AY < A Vv A4 Por el corolario 2.1, A- = A v AS.

(ii) Supongamos que x; es un punto de acumulaciéon de A, entonces para cada
U € Q(x), por la proposicion 2.10(iv) y la proposicion 2.8(iv),

UO(B \x1) D UO(A \x:) £ 0,
x; es un punto de acumulacién de B, x, € BY. Por el corolario 2.1(ii), AY < B¢,

(iii) Por (ii), A9V BY < (AVv B)Y. Supongamos que x; es un punto de acumulacién
de AV B. Si x; no es un punto de acumulaciéon de A o B, entonces existen Ub, Ui €
Q(xy) tal que UbO(A \x;) = U10OB \x; = &. Tomemos U= Uo A U1 € Q(x;), como
x; es un punto de acumulacion de A B, pgr la proposicion 2.8(iv),(v) y la
proposicion 2.10(v) tenemos

(UoO(A \x2)) U (UIO(B \x2)) O (UO(A \x2)) U (UO(B \x2))

=UO(A\x) vV (B\x))=UO(AV B \x)f=90

Esto es una contradiccion.

(iv) por (ii).
]

Lema 2.1. Sea Luna ret"1cula completa, entonces el supremo de cada conjunto
dirigido de moléculas en L es una molécula.

Demostracion. Supongamos que D C M(L) es un conjunto dirigido en L, denotamos

{= D.Si ¢ M(L), entonces existen a,b < {tal que aV b = . Como ¢ = D,
existen a, 8 € D tal que a ¢ a, B ¢ b. Como D es irigido, existe y € D tal que

V> a B.As"hy¢ a,b. Pero ye M(L),porlotantoy ¢ av b={= D, estoes
una contradiccion.
O

2.4. Funciones Continuas

En esta seccidn definiremos cuando una L-funcién difusa es continua, ademas de
mostrar algunas propiedades y equivalencias.
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Definicion 2.17. Sean (L%, 6), (LY, u) L-etds, f~ : L*_, LY una L-funcién
difusa.
Decimos que f— es una L-funcion difusa continua, si su L-funcion inversa difusa
f = : LY — LX env'ia cada subconjunto abierto en (L', u) a un abierto en (L, 6),
es decir, paracada Ve u, f—(V) €6.
[~ es continua en la molécula e € M(LX), si para cada V € Q(f~(e)), f~(V) €

Q(e).

Por la proposicion 2.9(i), en la definiciéon anterior de continuidad en una molécu-
la, para cada V€ Q(f ~(e)), e a f (V) siempre se cumple. As'1

Proposicion 2.11. Sean (L%, 6), (LY, u) L-etds. Una L-funcién difusa f— :
LX — LY es continua en la molécula e € M (LX) si y solo si £~ (V) € § para cada

Ve Q(f-(e).

Teorema 2.22. Sean (LX,6), (LY, u) L-etds, f~ : L*., LY una L-funcion
difusa. Entonces las siguientes condicione son equivalentes:
(i) f ~ es continua.

(i) Cada Qg f~(Q) bk

(iii) f~ es continua en cada molécula de (L, 6).

(iv)Toda e € M(LX), cada Q € R(f~(e)), f~(Q) € R(e).

(v) u tiene una subbase Lo talque cada V € uo, f~(V) € 6.
(vi)u tiene una subbase uo tal que cada Q € uo, f~(Q) € &.
(vii)Cada A € L*, f~(A-) < (f~(A).

(viii) Cada B e LY, (f-(B))- < f-(B).

(ix)Cada B € L', f-(B°) < (f~(B))°.

Demostracion. (i)==> (ii) por la proposicion 2.6.

(i) == (iii) Ye € M(LX), YV € Q(f~ (e)). Por la proposicion 2.6 y (ii), (f~(V)) =
S (Vi) € 6, asi f~(V) € 6. Ademas, si f~(V) ¢ Q(e), entonces e < (f~(V)) =
f—(Vi), por el teorema 2.9(ii), f ~(e) < f—f — (Vi) < Vi, lo que contradice con
Ve Qf-(e).

(iii) == (iv) por la proposiciéon 2.6.

(iv) == (v) VV € u. Si existe e € M (L*) tal que f ~(e) ¢ Vi, entonces Vi €
R(f—(e)), por (iv) y la proposicion 2.6, (f—(V)) = f—(Vi) e R(e) C &, f—(V) €
6.Si Vee M(LX), f~(e) < Vi, entonces por el corolario 2.1(i) y el teorema 2.2(i),
por 1 €6,

- 2 _
@=r M(L*) = {f-(e):e€ M(LX)} < Vi

Por el teorema 2.9(i) y la proposiciéon 2.6,

i=sfrQ=WhH=0()N  fV)=0cb
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Tomemos uo = ¢ y entonces (v) se cumple.
(v)== (vi) por la proposicion 2.6.
(vi) == (vii) por (vi) y el teorema 2.3(i),(ii), f~ envia cada elemento de & en
8.As"1 VA € LIX por el teorema 2.9(i),
A< ff~(A) =< f((f-(A)) e g,
A~ =< f((F~(A)).
Por el teorema 2.9(ii),
A7) = A A)) = (FA)-.
(vii) == (viii) Tomemos A = f —(B) € L*, por (vii) y el teorema 2.9(ii),
BN =f) =B,
Por el teorema 2.9(1),
FB) = fW(F~B)) = f(B).
(viil) == (ix) Por (viii),
(F(B)- = f~(B),
por el teorema 2.13(i) y la proposicion 2.6,
FBI =B = (B)) =<f~(B)=f(B)=(
—(B)), (f~(B))° = f~(B°).
(ix) == (1) V V € u, entonces por (ix),
V)= (V) < (f~(V)) = (V).

As'if-(V) = (f-(V))° € 6, fes continua.
]

Definicion 2.18. Sean (L%, 6), (LY, u) L-etds, f~ : L* _ LY una L-funcién
difusa.
f~:(LX, 6) = (LY, u) es abierta, si env’1a cada subconjunto abierto en (L%, §) a un
abierto en (LY, u), es decir, para cada U ¢ 6, f~(U) e wu.
f~: (X, 6) — (L', u) es cerrada, si env'ia cada subconjunto cerrado en (LX, 6) a
un cerrado en (LY, u), es decir, paracada F ¢ &, f~(F) ¢ 1.
f~: (X 6) — (L', u) esun L-homeomorfismo difuso, si es biyectiva, continua y
abierta.

Porlas conclusiones de los teoremas 2.6 y 2.8, los siguientes resultados se obtie-
nen:
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Proposicion 2.12. Sean (L%, §), (LY, u) L-etds, f£: X _ Y una funcion. En-
tonces
(i) f~ es abierta si y solo si cada base 6% de 6 y cada U ¢ 6o, f~(U) e w.
(ii) f~ es un L-homeomorfismo si y solo si_f es biyectiva, f~ es continua y abierta.
(iii) f~ es un L-homeomorfismo si y sdlo si_fes biyectiva, f~ es continua y cerrada.

Proposicion 2.13. Sean (LX,06), (LY,u) y (L%, Q L-etds, f~ : L* — LY,
g~ : L' — L* L-funciones difusas. Entonces
(i) f—, g~ son continuas == g—f ~es continua.
(ii) f—~, g~ son abiertos == g~ f ~ es abierta.
(iii) f—, g~ son cerradas == g~ f —es cerrada.
(iv) f~, g~ son L-homeomorfismos difuso == g~ f~ esun L-homeomorfismo difuso.

Definicion 2.19. Decimos que lo L-etds (L%, 6) y (LY, 1) son homeomorfos, 0
(L*, 6) es homeomorfo a (L, u), si existe un L-homeomorfismo f~ : (LX, §) _
(L', ).
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Capitulo 3

Operaciones sobre Espacios
Topologicos Difusos

Un aspecto importante de la teoria clasica de espacios topologicos es la cons-
truccion de nuevos espacios topologicos a partir de ciertos espacios dados, mediante
subepacios, productos topologicos, sumas directas, relaciones de equivalencia entre
otros. De forma analoga, en este capitulo mostraremos unas operaciones en L-etds,
que nos permite construir nuevos espacios.

3.1. Subespacios

Un concepto estudiado en topologia es el subespacio topologico de un espacio
dado, a continuaciéon daremos una definicion de este concepto para la version difusa
y algunas de las propiedades basicas.

Sean L* un L-espacio difuso, Y C X, Y f= &, A C L*. Denotamos
Aly = {Aly : A€ A},

donde A}y es la restriccion de la funcién A.
A continuacién enunciaremos algunos resultados que se pueden verificar en [2].

Proposicion 3.1. Sean (LX,6) un Letd, Z C Y C X, Y f= 0 Z f= 0,
{Ac:te ThHC L*X, A € LX. Entonces
- 'teT A ly = " e (Atly).
(i) ’ -.teTAt ly = -teT(AtlY))'
(iii) Ally = (Alv ).
(iv) (Alv)lz = Alz.

Corolario 3.1. Sean (ILX, §)un L-etd, ZC YC X, Yf= J, Z f= . Entonces
(i) 6]y es una L-topologia difusa sobre Y.

(i) (6lv)lz = 6lz.

37
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Definiciéon 3.2. Sean (L%, 6§) un L-etd, Y - X, Y§=@ . Decimos que §v es la
topolog arelativa de 6 sobre Y o la topolog a.subespacio de Y,decimos que (LY, §v)
un L-subespacio difuso de (L*, 6), o subespacio.

(LY, 8|v) es un subespacio abierto de (L, 6), si xy € 6.
(LY, 8|v) esun subespacio cerrado de (L*, 6), si xy € 8.

(LY, 6]y ) es un subespacio denso de (L%, 6), si cls(xy ) = xx.

3.2. Espacio Producto

Hay situaciones en las que necesitamos estudiar mas de un L-etd simultanea-
mente, este es el motivo de construir espacios producto.

Definicion 3.3. Sea S = {(L™,6;) : t € T} una familia de L-etds, A = {A¢ :
t € T} una familia de L-subconjuntos difusos donde A; € L*t para cada t € T.
Denotamos X= . X.

S —
DRREH bl Lo PROMBARISOIES B Fespadts SrlfsPrpxedsign usual, definimos la
pe P LX — LX

Definimos g] producto topoldgico de L-topologias difusas {6 : t € T} sobre X,
denotado por . 6t, como la L-topologia difusa § sobre X generada por la subbase

{p{_(Ut) UL € 6, te T},

Llamamos al L-etd (L%, 6) el espacio goduc@ de L-etds {(L*, )}, o un L-
espacio producto difuso,lodenotamospor =~ S ¢  e1(L%, &).
Befinin@s el producto de L-subconjuntos difusos A = {A: : t € T}, denotado por
Ao 1A, como v

A= {p(A):teT}
Llamamos a la familia
{p{(Ut) Ut € 6, t€TY,
y la familia >
" pr (W) F €T, t€ F, U € &

teF
la subbase candnica y la base candnica del producto topolégico QteT 6t respectiva-
mente.

Ejemplo 3.1. Tomemos Xo= X1 = {x,  , L = {0,4,1} una cadena, bo =
9,1 361 = 0f{x;,1 , éntonces (L*°, 60) y (L*', 61) son L-etds. Denotamos su espacio
producto por (L%, 6), entonces U = p—(x;) es un subconjunto abierto en L*, §. Para
los dos puntos x, y en Xo = {x, y},

() = {x(pu2):z € Xo x X1, po(z) = x} = x:(0) V xi(y) = 4,
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p~(p- ()W) = {x(pi(2) : z € Xo X X1, po(2) = y} = x:() V x(y) = A
Tenemos que py (pi (x2)) = A no pertenece a 6o, py” no es abierto.
Definicion 3.4. Sea (LX, 6) un L-etd. 6 se dice estratificado, si 6 contiene cada

capa de X; es decir, para cada acL, a 6c (L*, &) se dice estratificado, si 6 es
estratificado.

3.3. Espacios Estratificados

En esta seccion se mostrara el concepto de red el cual sera necesario para un
resultado que se expondra mas adelante.

Definicion 3.5. Sean (L, 6§) un L-etd, u la L-topologia difusa sobre X genera-
dapor 6 y{a:ae L, decimos que u es la estratificacion de 6, y que (L™, u) es la
estratificacion de (L%, 6).

Las siguientes demostraciones se pueden encontrar en [6].

Proposicion 3.2. Sean (L*, 6) un L-etd, u la estratificacion de 6. Entonces

u= -{aU:(a,U)eA:ACLX(S},.

Proposicion 3.3. Sean (L%, 6), (LY, u) L-etds, (L", u) estratificado, f~ : (L%, 6) —
(LY, u) continua. Entonce (LX, ) es estratificado.

Elsiguiente teorema muestra que las L-funciones difusas conservan la continui-
dad en los espacios estratificados.

Teorema 3.1. Sean (L%, 6), (L', u) L-etds, f ~ : (L, 6) — (L', u) una L
funcion difusa continua, 6o y po las estratificaciones de 6 y u respectivamente. En-
tonces f~ : (LX, 60) — (L', uo) es continua.

Demostracion. Para cada V € po, por la propoicion 3.2, existe A C L X u tal que
V= {aW:(a, W) € A}. Como [~ : (L*, 6) — (L', u) es continua,
2

FWV)=f {aW:(@W)eA} = {f(aW):(a W) c A}

= {af-(W):(a W)€ A} € &.

As'1f~ (L%, 60) — (LY, uo) es continua.
]

Definicion 3.6. Sean P una propiedad de L-etds.
P es hereditaria, si para cada L-etd (L%, &) tiene la propiedad P entonces cada L-
subespacio difuso de (L*, 6) tiene la propiedad P.



40 Operaciones sobre Espacios Topoldgicos Difusos

es multiplicativa, si para cada familia {(L*, &) : t € T} de L-etds que tiene la
*prBpiedad el L-espacjeproducto difuso RL

cimos gget%éuﬁ(tﬁ%%éﬁ%tiplicatngz si para cada familia {(L*t, &) : t € T} de
L-etds, el espacio producto 1 (L*%, &) tiene la propiedad P si y solo si (L*t, 6)
tiene la propiedad P paracada t € T.

Teorema 3.2. La propiedad estratificado es hereditaria.
El siguiente concepto se utilizara més adelante.
Sea (LX, 6) un L-etd, A C LX, a € L, denotamos
LA) ={Aw : A€ A}
IL(6) denota la topologia ordinaria sobre X generada por la subbase .., L(6).

Definicion 3.7. Sea X un conjunto no vacio, D un conjunto dirigido. Llamamos
a cada funcion S: D — X una red en X, y D el conjunto indice de S.

En un L-espacio difuso L*, llamamos unared S: D — Pt(L*) unared en L*.
En particular, llamamos a unared S: D — M (LX) una red molécula en LX.
Para un subconjunto A C P(L*) yunared S = {S(n), n € D} tal que S(n) € A

para cada n € D, decimos que S esta compuesto por puntos de A.

Una red S en L* con indice D es denotado por S: D — (LX, §) o S={S(n), n €
D}.
Paraunared S ={S(n), n € D}en LX y un L-subconjunto difuso A € LX, decimos
que S es una red en A, si S(n) < A para cada n € D.
Paraunared S={S(n), n € D} en Xy e € PH{L*), S es una red constante con
valor e, si S(n) = e paracada n € D.

Para un L-etd (L%, 6) y una red o una molécula S en LX, decimos que S es una
red o una red molécula en (L%, §) respectivamente.

Definicion 3.8. Sean (L%, §) un L-etd, S = {S(n), n € D} una red en (L%, 6),
Puna propiedad, e € Pt(L*).
Decimos que S eventualmente tiene la propiedad P, si existe no € D tal que para
cada n € D, n > no, S(n) siempre tiene la propiedad P. Decimos que S tiene fre-
cuentemente la propiedad P, si para cada n € D, existe no € D tal que no > ny
S(no) tiene la propiedad P.

Decimos que e un punto adherente de S, denotado por 3 e, si para cada Q-
vecindad U de e, S frecuentemente casi-coincide con U. Llamamos a e un punto [unite
o un [imite, denotado por S_g, si para cada Q-vecindad U de e, S eventualmente
casi-coincide con U; en este caso decimos que S converge a e, 0 decimos que S es
convergente a e.
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3.4. Conexidad

La conexidad es uno de los conceptos més estudiados en topologia. En esta sec-
cion daremos su version difusa y algunas propiedades.

Definicion 3.9. Sean (L%, §) un L-etd, A, B ¢ L*.
Ay B son separados, si
A-ANB=AANB =0o0.
A es conexo, si no existen C,D ¢ L* \ {0} separados tal que A = C\, D. Decimos
que (L%, 6) es conexo, si el L-subconjunto difuso mas grande 1 es conexo.

Lema 3.1. Sea (LX, §) un L-etd, A, B, C € LX, By C separados. Entonces
A AN ByA A Cson separados.

Teorema 3.3. Sea (L*, 6) un L-etd, Ac L*. Entonces las siguientes condicio-
nes son equivalentes:
(1) A es conexo.
(ii) B, C € L* separados, A<BVC=>A<BoA<UC.
(iii) B, C € L* separados, A<BVC=AAB=00AAC=0.
Demostracion. (i)= (iii): Por el lema 3.1, AA By A A C son separados. Como A es
conexoyA=AA(BVC)=(AAB)V(AAC),unode AAByAA Cesigual a 0.

(iii)= (ii): Supongamos que A A B = 0, entonces
A=AANBVO=(AANBVAAO=0VAANO=AANC
As1A < C. Similarmente, AN C=0=> A <B.

(ii) = (i): Supongamos que B, C € L* son separadosy A = B VvV C, por (ii),
A< BoA< C.SiA < B, entonces como B, C son separados,

C=CNA<CAB=<CAB =o0.

Si A < C, tenemos de manera similar B = 0. As'1A se representa como el supremo
de dos subconjuntos separados distintos de cero, A es continua. O

Teorema 3.4. Sean (L%, 6) un L-etd, {At: t€ T} C LX, s € T tal que At es
conexo y no separado de As paracada t€ T. Entonces 1At €S conexo.

Demostracion. Denotamos A = = .1 Ar. Supongamos que B, C € LX son separados
y A =BV C. Como Ases conexo por el teorema 3.3, As < Bo As < C, digamos
As < B. Para cada t € T, como A; es conexo y no separado de As, por el lema 3.1
y el teorema 3.3, A: < B. As'1A < B. Por el teorema 3.3, A es conexo.

O

El siguiente resultado se concluye del teorema anterior.
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Corolario 3.2. Sean (L%, §) un L-etd, A una familia de L-subconjuntos difusos
conexos sobreX, A 0.Entonces A esconexo.

Teorema 3.5. Sean (L%, 6), (L', u) L-etds, f~ : (LX, 6) — (L', u) una L-
funcion difusa continua, A € L* conexo. Entonce f~(A) es conexo.

Demostracion. Supongamos que B, C < LY son separados y f~(A) = B y C, en-
tonces por el teorema 2.9(i),

A=< ff-(A=BvV O =BV .

Como f — es continua, por el teorema 2.22 (i)= (viii),
(F=(B))~ A f7(C) = f~(B) A f(C)=f(B- AC)=f(0) =0.

Similarmente, f—(B) (f~(C))- = 0. As'1f~(B) y f—(C) son separados. Por
el teorema 3.3 (B3 (ii), A<f ~(B) 0 A £ —(C), digamos A <f —(B). Entonces
por el teorema 2.9(ii), f~(Ax f~f-(B)<B. Por el teorema 3.3 (ii3> (i), f~(A)
es conexo. ]

Dgfinicion 3.10. Sea {X: : t € T} una familia de conjuntos distintos del vacio,
X = "1X, z€ X, SC T.Entonces denotamos

hpl(z, S)={x€ X:Vte T\ S, p(x) = p2)},

Llamamos hpl(z, S) el hiperplano de X en el pu(stto z con rango libre S.
Sea L, 6 : t' mna familia de L-etds, (L%, 6) = T (L%, 8), = X, ST .
Entonces el L-subconjunto difuso hpl(z, S) = xnpies)d™ es el L-hiperplano di-
fuso de (L*, 6) en el L-punto difuso z1 con rango libre S.

El siguiente resultado se puede encontrar en [6] ademas de otros resultados més
sobre conexidad.

Teore@ 3.6. Sea {(L*,6:) : t € T} una familia de L-etds estratificados,
(LX, 6) = (o7 (%, 6).Entonces (L%, 6) es conexo siy sélo si (L, 6;) es conexo
paracadate T.

3.5. Compacidad

Compacidad es uno de los conceptos mas importantes en topologia. Algunos au-
torestrataron de establecer distintos tipos de compacidad, obteniendo importantes
resultados. En este capitulo mostraremos los distintos tipos de compacidad y algu-
nos resultados de esto pero nos centraremos en la IV -compacidad.

Definicion 3.11. Sea (L%, §) un L-etd, A € LX, A,B C LX.
A esuna cubierta de A, si A > A; en particular, A es una cubierta de (L*, 6),
si A es una cubierta de 1. A es una cubierta abierta de A,si A C § y A es una
cubierta de A. Para una cubierta A de A, B es una subcubierta de A, siB C A yB
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es una cubierta de A.

Definicion 3.12. Sea (X, §) un F-et.
Para cada ac [0,1), una familiap - I* esuna a-cubierta, si para cada xe X,
existe A o A talque A(x) > a; A esunaa-cubierta abierta,sipn — 6y A esuna
a-cubierta;p 0 ~ I* esuna sub-a-cubiertadep, si A0 - A ¥ A0€S una a-cubierta;
A esuna a*-cubierta, si para cada x ¢ X, existe A « A tal que A(x) > a; A es
una a*-cubierta abierta, sSiA ¢ 6 y A esuna a*-cubierta; Ao ¢ IX es una sub-a*-
cubiertadeA, si Ao C A 'Y Ao esuna a*-cubierta.
Un F -et (X, 6) es C-compacto, si para cada cubierta de (X, 6) tiene una subcubierta
finita.

Los conceptos mostrados anteriormente dan paso a distintos tipos de compacidad
como se muestra en las siguientes definiciones.

Definicion 3.13. Sea a ¢ [0, 1). (X, 6) es a-compacto, si cada a-cubierta abierta
tiene una sub-a-cubierta.
(X, 6) es a*-compacto, si para cada a*-cubierta abierta tiene una sub-a*-cubierta.

Definicion 3.14. Un F -et (X, 6) es fuertemente compacto, si es a-compacto pa-
racada a € [0, 1).
Un F -et (X, 6) es ultra compacto, si (X, li(6)) es compacto.
Un F-et (X, 6) es débilmente compacto, si para cada A C § tal que " A=1ycada

S >0, existe una subfamilia finita Ao CAtalque Ao >1-s.
Un F-et (X, 6) es compacto difuso, si para cada a € [0,1], cada AcCé talque

A > aycada s € (0, a), existe una subfamilia finita Ao C Atalque Ao>a-—s.

No nos centraremos en demostrar propiedades de estos tipos de compacidad pe-
ro se mencionara un resultado importante. Para un estudios mas profundo se puede
consultar [7], [9]y [10].

Definicion 3.15. Sean (LX, 6) un L-etd, A € LX, ® C LX. ® es una Q-cubierta
de A, si para cada x € supp(A), existe U € ® tal que xax) 0 U. ® esuna Q-cubierta
abierta de A, si® C §y ® es una Q-cubierta de A. ®o C LX esuna sub-Q-cubierta
de @, si ®o @y ®o es una Q-cubierta de A. ® es una Q-cubierta de (X, 6), si ®
es una Q-cubierta de 1.

Definicion 3.16. Sean (X, 6) un F -et, & I*. A es Q-compacto, si para cada
Q-cubierta abierta de A tiene una sub-Q-cubierta finita. (X, 6) es Q-compacto, si 1
es Q-compacto.

Los siguientes teoremas se pueden verificar en [6].

Teorema 3.7. a-compacidad, compacidad fuerte, ultracompacidad y compaci-
dad difusa en espacios topoldgicos difusos son fuertemente multiplicativas.
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Note que la Q-compacidad es multiplicativa pero no es fuertemente multiplica-
tiva.

Teorema 3.8. La Q-compacidad para espacios topologicos difusos es multiplica-
tiva.

Definicion 3.17. Sean (LX,§)un L-etd, Ae LX, C€ 6§, ® C LX, ae M(L). C
esuna a-Q-vecindad de A, si C € Q(xa) para cada x, < A. ® es una a-Q-cubierta
deA,denotadopor  ®g"A(a), si para cada x, < A, existe U € ® tal que x, a U. @
es una a-Q-cubierta abierta de A, si® C § y ® es una a-Q-cubierta de A. ®o C LX
es una sub-a-Q-cubierta de @, si ®o C ® y ®o es una a-Q-cubierta de A. ® es una
a -Q-cubiertadeA,denotadopor  ®q"A(a),si existe y € B*(a) tal que ® es una
y-O-cubierta de A.

A es N-compacto, si para cada acM (L), cada a-Q-cubierta abierta de A tiene
una subfamilia finita que es una a—-Q-cubierta de A. (L%, 6) es N-compacto, si1es
N-compacto.

Los siguientes resultados y otros mas se pueden encontrar en [8].

Definicion 3.18 Sean (L*,6) un L-etd, S = {S(n),n ¢ D} una red en L*,
a ¢ L. Definimos la red soporte de S como la red supp(S) = {supp(S(n)),ne D}
en (X, [6]).
Definimos la red altura de S como la red ht(S) ={ht(S(n)), n € D} en L. Sesuna
a-red eventual, si S es una red molécula y cada y € B*(a), ht(S) es eventualmente
mayor o igual a y, es decir, existe no € D tal que ht(S(n)) > y para cada n € D,
n > no.

Teorema 3.9. Sean (LX, §) un L-etd, A L*. Entonces A es N-compacto siy
solo si para cada a ¢ M (L), cada a-red eventual en A tiene un punto adherente en
A con altura a.

Teorema 3.10. Sean (LX, 6), (L', u) L-etds, f~ : (LX, 8 (L', u) una L-
funcion difusa continua, A es un subconjunto N-compacto en (LX, §). Entonces
f~(A) es un subconjunto N-compacto en (L', p).

El siguiente lema es importante para la demostracion de los teoremas de compa-
cidad entre productos, el cual se puede encontrar en [6].

Lema 3.2.(Subbase de Alexander) Sea L*,§ un L-etd, B es una subbase de 6,
A € IX Siparacada® C Bycada a € M(L), ®q"A(a) siempre implica que ®
tiene una subfamilia finita ¥ tal que = Wqg"A(a), entonces A es N-compacto.

Teorema 3.11. N-compacidad de L-subconjuntos difusos es multiplicativo.

Demostrac'@’n. Sea {(L*,86) : t € T} es una familia de L-etds N-compactos,
(LX, 6) = 1 (L%, 6) el L-etd producto, A; es un subconjunto N -compacto en



3.5 Compacidad 45

L*% paracadate T, A= QteT At.

Sea a ¢ M (L), ® una a-Q-cubierta abierta A. Por el lemma de subbsase de
Alexander, supongamos

® C{p{_(Ut) cte T, U € 6t}

Dividamos esto en dos casos:

(i) Si existe to € T tal que )2‘0 ¢ At para cada x° € X; .OSi para cada y €
B*(a), existe S(y) < Ay, entonces como a € M (L), S*(a) es un conjunto dirigido,
S = {S(y), vy € B*(a)} es una a-red eventual en Ai,. Por la N -compacidad de Ag,
y el teorema 3.9, S tiene una punto adherente en Ay, con altura a. Pero esto noes

posible. As"y, existe y € 8*(a) tal que x'° ¢ Ap para cada x° € X; Entonces para
cada x € X,

. - 2
Y - _
A(x) = At ()= }?'_(At) (x) =  Aiupi(x) SoAt 0(}9t (x) = At (X°).
teT teT teT

Tenemos que y ¢ A(x) para cada x ¢ X, es decir, A no tiene alguna molécula con

altura y. As'icada subfamilia finita ¥ de ® es una y-Q-cubierta de A, ~ Wq"A(a).
(ii) Si para cada t€ T, existe ¥ < A:. Para cada t € T, existe B C 6 tal que
O ={pr (V) :te T, Ut € B}

Si para cadal te T, ~Bit—§Ai(a), entonces para cada t € T, existe yt € X; tal que
Yo < At A ( BD).
Tomemos z € Xtal que paracadate T,
— ) yt: Bt.f=®,
p#= el
Entonces paracada t € T, cada U; € By,
a< AtA Bt (") < Ul(yY) = Ul(p(2)) = pi (UD(2) = p¢ (Ui(2),

asi zo < pi (Uy)l. Tenemos @ N Q(z,) = 0. Pero para cada t € T, x%, y', < Ay, asi

AR = A =0 T AW AL T A = a

teT teT,Bif= teT,Be=0
m

- T
Por lo tanto z,A. Por  ®GA(a), @ Q(z.) (T= 0, esto contradice la igualdad ® n
Q(z,) = D. As"existe s € Ttalque - BsGAs(a).

Como As es N-compacto, Bs tiene una subfamilia Ds tal que =~ Ds§As(y) para
algin y € B*(a). Tomemos ¥ = {p; (Us) : Us € Ds}, entonces ¥ € [®]<*. Para cada
u, < A,entonces

As(ps(w) = ps (As)(w) = A(u) =,
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ps(1), < As. Por ~ DsgAs(y), existe Us € Ds tal que Us € Q(ps(w),). Entonces
ps (Us)(w) = Ul(ps(W) § v

Tenemos que ps (Us) € Q(u,), ¥ es una y-Q-cubierta de A.
O

Teorema 3.12. N-compacidad de L-etds es fuertemente multiplicativo.

Demostracion. Sea {(L*, &) : t € T} una familia de L-etds, (L%, §) = QteT (L%, &)
el L-etd producto.

Si (L%, 6) es N-compacto, t < T, entonces como p;~ : (LX, 6) — (L, 6;) es sobre-
yectiva y continua, entonces por el teorema 3.10, (L*, &) es N-compacto.

La suficiencia es probada en el teorema 3.11.



Capitulo 4

Conclusion

En este trabajo se expuso el concepto de conjunto difuso y a partir de el se
obtuvieron resultados que nos ayudoé a introducir los conceptos planteados en el
comienzo de la tesis.

Estos conceptos introducidos son para iniciar un estudio méas profundo en el area
de interés y también nos ayudan para exponer las ideas de diferentes autores para
definir un mismo concepto.

Para finalizar se expone un resultado analogo a uno de los teoremas mas famosos
de Topologia que es el teorema de tychonoff el cual da pie a desarrollar nuevos
resultados y ampliar el panorama que tenemos de la teoria de Topologia difusa.
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Conclusion
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