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Resumen

En este trabajo se analizaré el efecto y cambio en la eficiencia de circuitos biolégicos debido a
las fluctuaciones (estocasticas) intrinsecas. Nos enfocaremos en circuitos biologicos que presenten
retroalimentacion como su principal mecanismo de funcionamiento. Para ello primero analizaremos
y estudiaremos sistemas estocasticos, enfocados principalmente en las redes bioquimicas, ademas
revisaremos algunas técnicas y métodos para simular procesos estocasticos cuantificando las
fluctuaciones durante toda su dindmica.

Palabras clave: Fluctuaciones, redes genéticas, funcion de Hill, procesos estocasticos, retro-
actividad, correcciones estocésticas.
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Introducciéon

La ciencia ayuda a entender el universo y ha propuesto diversos modelos matematicos,
asi como varias técnicas de simulaciéon [1] para lograrlo. Los sistemas biologicos siguen siendo
parte del universo por lo que estos no escapan de la ciencia, es relevante entender a estos
sistemas, principalmente para la conservacion del ambiente y el cuidado de la salud, esto
altimo estrechamente relacionado con el desarrollo de farmacos y tratamientos para distintos
padecimientos. Sorprendentemente muchos de los modelos que se han desarrollado describen
muy bien los sistemas bioldgicos, sin embargo, aiin estamos lejos de comprenderlos completamente.

El estudio de los sistemas biologicos se hace en diferentes estratos, desde el estudio del
ecosistema, los individuos o comunidades que los componen hasta los componentes celulares y
genéticos méas elementales [2], cada una de estas areas tiene sus propios métodos y técnicas de
estudio. En este trabajo nos enfocaremos en las redes bioquimicas, estas entran dentro un area
conocida como biologfa sintética [3|, que se encarga de disenar y redisefiar circuitos biologicos,
recientemente ha cobrado gran importancia debido al auge de la edicién genética y el diseno
de farmacos, por lo que esta nueva area intenta dar luz a los procedimientos experimentales ya
hechos, ademas de idear nuevas técnicas. Uno de los trabajos que empezé a formalizar esta area es
el disenio de un circuito genético con oscilaciones [4], las oscilaciones son importantes debido a que
estos pueden llegar a jugar un papel similar a un reloj, un ejemplo de esto es el ciclo circadiano

[5].

Uno puede llegar a asumir que los sistemas se pueden describir a través de modulos, de
tal manera que la dindmica de los sistemas se puede describir a partir de estas componentes.
Imagine una computadora compuesta de varios modulos tales como la pantalla, el teclado, la
memoria RAM, etc., en estos sistemas puede que exista retroalimentacion entre los diferentes
componentes o con el entorno. La retroalimentacion se puede llegar a dar a través de diferentes
senales, en el caso de la computadora serian senales eléctricas. Es comin que la retroalimentacion
juegue un papel de controlador. Es decir, en algunos sistemas las perturbaciones debido a
la retroalimentacién podrian afectar la dindmica del sistema, pero dentro del sistema existen
modulos que cancelan o minimizan estas perturbaciones. Existen diversos ejemplos de control,
como por ejemplo el cultivo de algunas bacterias en el cual se tiene que controlar la temperatura.
El uso de control por retroalimentacién tiene sus ventajas como: robustez ante perturbaciones,
establecer una dindamica en el sistema, ademés de altos niveles de automatizacion, tal como se
ha visto tltimamente en automoviles autonomos [6]. Los sistemas biologicos también pueden
llegar a tener retroalimentacion |7, 8] y se han ideado técnicas para entender e intentar reducir el
efecto de las perturbaciones en el sistema, asi como intentar dar una medida de esta cuando se
conectan dos diferentes modulos [9], de tal manera que se recupere la asunciéon de modularidad,
con el fin de que estos sean més manejables. Este tipo de circuitos se han estudiado princi-
palmente en un enfoque determinista dando buenos resultados. Sin embargo, debido a la baja
concentraciéon de proteinas dentro de la célula, las fluctuaciones estocésticas juegan un papel re-
levante. Es por este motivo que el area de bioquimica estocastica ha cobrado importancia [7, 10, 11].
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En este trabajo se analizaré el efecto y cambio en la eficiencia de circuitos biolégicos debido a
las fluctuaciones(estocésticas) intrinsecas. Nos enfocaremos en circuitos bioldgicos que presenten
retroalimentacion como su principal mecanismo de funcionamiento. La comprension del efecto de
las fluctuaciones en los circuitos biologicos permitiréd avanzar en técnicas para el eventual diseno
de computadoras biolégicas [4].

Nuestro trabajo esta estructurado de la siguiente manera:

En el capitulo 1 hablaremos sobre teoria de control, con el fin de entender como funcionan los
sistemas modulares, principalmente enfocados en las técnicas de retroalimentaciéon por control,
ademas describiremos los conceptos de control y retroalimentacién, asi como las ecuaciones que
describen estos sistemas, y finalmente hablaremos de algunas técnicas de control que pueden ser
aplicados a algunos sistemas.

En el capitulo 2 haremos una introduccién a la biologia sintética, nos enfocaremos princi-
palmente en el disefio y descripcion de circuitos genéticos (principalmente redes de regulacion
genética), ademés analizaremos un articulo que describa la forma de cuantificar la retroalimenta-
cion en las redes bioquimicas [9)].

En el capitulo 3 daremos algunas herramientas matematicas para poder estudiar las fluctua-
ciones presente en los sistemas estocésticos, nos enfocaremos en la ecuacién quimica maestra que
tendra un papel relevante en el trabajo, deseamos que nuestros modelos estocasticos converjan a
uno determinista entonces explicamos una manera de obtener el limite determinista basandonos
de la idea de ensamble, finalmente describiremos algunos algoritmos de simulaciéon que se basan
en procesos estocasticos, enfocados principalmente en el algoritmo de Gillespie.

En el capitulo 4 definiremos a las fluctuaciones y su uso en sistemas estocéasticos, aqui también
obtendremos una expresion que es una variante del teorema de fluctuacion-disipacion (TFD), lo
que nos permitiria cuantificar las fluctuaciones de nuestros sistemas. También explicaremos que
son las fluctuaciones intrinsecas, debido a que los modelos que analizaremos son no lineales, nos
apoyaremos del algoritmo de Gillespie para realizar las simulaciones y a partir de estas inferir las
fluctuaciones en el sistema, para ello escribiremos un programa en Python. Ademés, haremos un
programa de Python para inferir las fluctuaciones con ayuda del TFD.

En el capitulo 5 analizaremos el proceso de fosforilacion/desfosforilacion que aparece en el
articulo de Del Vecchio [9], es posible que este sistema sea pequeno, entonces se requeriria de
una descripcién estocastica, para esto construimos sus correspondientes ecuaciones maestras y
de esta manera simular al sistema empleando el algoritmo de Gillespie, finalmente usaremos a la
aproximacion determinista y a la variante del TF'D para modelar y simular este sistema.

En el capitulo 6 nos enfocaremos en la funciéon de Hill, la cual resulta ser de suma importancia
al estudiar varios sistemas quimicos y biologicos, debido a que describe la unién de proteinas y
enzimas (o procesos similares), particularmente aparece en las redes de regulacion genética, pero
estos sistemas son pequenos por lo que se necesita una descripcion estocéstica, sin embargo, cuando
se usa la funcion de Hill en los modelos estocasticos no queda claro el como se introducen. Primero
derivaremos esta funcién a partir de una perspectiva determinista cuando actta solo una enzima,
asi como en el caso que participen varios tipos, posteriormente daremos una nueva derivacion
con ayuda de los procesos estocasticos y algunas variaciones que se pueden encontrar. También
mostraremos como aparece esta funcion dentro de una reaccién bioquimica, ademas discutiremos
y analizaremos algunos elementos importantes de esta funcién como es el caso del coeficiente de Hill.
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En el capitulo 7 presentamos y desarrollamos algunos modelos de redes estocésticas de
regulacion genética, debido a que muchos de estos sistemas son pequenos y presentan fluctua-
ciones, es necesaria una descripcion estocastica, por lo que para construirlos nos apoyamos de la
ecuacion maestra y de la funcion de Hill desarrollada en el capitulo 6, ademas desarrollaremos un
modelo computacional para realizar simulaciones de este sistema, y realizaremos las simulaciones
correspondientes. También nos interesa que el modelo estocéstico converja al determinista, por lo
que implementamos el limite determinista descrito en el capitulo 3, y de paso cuantificamos las
fluctuaciones del sistema, posteriormente compararemos lo que se obtendria de la funcién de Hill
usual y la desarrollada en este trabajo.

En el capitulo 8 discutiremos con mas detalle los resultados obtenidos a lo largo del documento,
daremos las conclusiones y posibles trabajos futuros.

En el apéndice hemos resuelto de manera analitica la ecuacion maestra asociada al proceso
de vida y muerte de una variable haciendo uso del formalismo de operadores, donde hemos
encontrado la funcién generatriz, el cual resulta ser un elemento muy importante al momento de
calcular los promedios y momentos de la variable involucrada. Ademas, hay una deduccion del
teorema de fluctuacion disipacion a partir de la aproximacion lineal de ruido. Explicamos también
el como aparece la funciéon de Hill en las redes de regulacién genética a partir de un conjunto de
reacciones bioquimicas.

A lo largo del documento se emplea Python para simular la dindmica determinista o esto-
céastica de algunos sistemas, por lo que hemos creado una carpeta para que se pueda acceder a
los archivos usados (https://drive.google.com/drive/folders/1DcDw7DOB-hq-9gxt-8z4P3_
K63m1eUO17usp=sharing), para realizar las simulaciones hemos empleado una PC con un proce-
sador Core i5-10300H y Python 3.8.12, recomendamos usar Visual Studio Code para ejecutar los
programas desarrollados.


https://drive.google.com/drive/folders/1DcDw7D0B-hq-9gxt-8z4P3_K63m1eUO1?usp=sharing
https://drive.google.com/drive/folders/1DcDw7D0B-hq-9gxt-8z4P3_K63m1eUO1?usp=sharing




Capitulo 1

Teoria de control

En este primer capitulo daremos algunos conceptos béasicos que conciernen al estudio de sistemas
con retroalimentaciéon y teoria de control, algunas de las ideas y estructura del desarrollo de los
temas asi como imégenes fueron tomados de [6]. Esta area tiene un papel sumamente importante
en nuestro mundo moderno. Los desarrollos que conciernen a la teoria de retroalimentacion y de
control abarcan a sistemas relativamente simples como el encender un televisor hasta tareas mas
complejas como el control de vehiculos auténomos. Nos enfocamos en revisar los temas relacionados
a control para entender mejor los sistemas modulares y como se construyen las ecuaciones que los
describen (ecuaciones diferenciales), para poder aplicarlo y entender mejor a las redes de procesos
bioquimicos.

1.1. ;Qué es retroalimentaciéon?

Para empezar, es necesario dar el concepto de sistema complejo, sin embargo, una definicién
precisa es complicada, para los propdsitos del trabajo es suficiente lo siguiente.

Los sistemas complejos son redes formadas por una serie de componentes que interactian
entre si, normalmente de forma no lineal. Los sistemas complejos pueden surgir y evolucionar a
través de la autoorganizaciéon, de modo que no sean completamente regulares ni completamente
aleatorios, lo que permite el desarrollo de un comportamiento emergente a escalas macroscopicas [1].

Anteriormente, los estudios realizados en sistemas complejos, casi siempre se asumia que
un determinado sistema complejo puede ser descompuesto en componentes mas pequenos para
analizarlos de manera individual y posteriormente juntar todo nuevamente, de esta manera
uno puede llegar a entender por completo el sistema, aunque como hoy es bien sabido este
enfoque es insuficiente, un problema donde se puede realizar este enfoque es el caso de los
sistemas eléctricos compuestos de miltiples particulas cargadas. Con la creacion de las maquinas
uno fue pensando que los sistemas estan formados por componentes (quizd engranajes), estos
funcionan por medio de la interacciéon de diversos componentes al cual se le ha asignado alguna
determinada funcién. Por ejemplo, puede pensar en un televisor, que tiene diferentes componentes
y cada uno de estos ejecuta alguna determinada funcién (procesar imagen, recibir informacion),
a estos componentes de un sistema se les nombra modulos, como veremos mas adelante, los
modulos tomaran un papel importante en nuestro trabajo. Una definicién mas precisa de modulo es:

modulo: elemento con funcién propia concebido para poder ser agrupado de distintas maneras
con otros elementos constituyendo una entidad mayor [12].
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Con este concepto podemos suponer que un sistema complejo estd compuesto de varios
modulos, los modulos pueden englobar diferentes componentes del sistema complejo (esta idea es
suficiente para los propositos de nuestro trabajo) o simplemente ser un componente, los modulos
también pueden ser sistemas complejos, ademaés, es posible que exista una comunicacién entre
estas y/o su entorno a través de diversos canales. Para continuar es necesaria la definicion de
retroalimentacion, como a continuacion.

Retroalimentacién: Es la comunicacion a través de estimulos entre los modulos y/o con su
entorno.

Figura 1.1: Sistema abierto (izquierda) y cerrado(derecha).

También se puede entender a la retroalimentacién como interaccién, aunque este punto
de vista es insuficiente puede llegar a ser didactico para entender mejor este concepto. Los
estimulos pueden llegar a ser de diversa indole, tal como senales eléctricas, presion, entre otros.
La conexion entre los diversos modulos puede llegar a ser fisica, por ejemplo: cables, o por
medio de otros mecanismos (en el caso de imagenes se transmitirian ondas electromagnéticas
a través del espacio-tiempo), la conexion entre estos es el canal a través del cual el estimu-
lo es trasmitido. Dentro de los sistemas con retroalimentaciéon podemos clasificarlos en dos
grandes grupos, los abiertos y cerrados (algunos sistemas pueden contener ambas), como en
la figura 1.1. En algunos sistemas con retroalimentaciéon es complicado describir la causalidad,
principalmente en los sistemas circulares, ya que los modulos son causa y consecuencia, como
en la figura 1.1, ya que G1 y G2 se envian senales el uno al otro y es dificil saber quien causa a quien.

Existen diferentes ejemplos en donde podemos encontrar sistemas con retroalimentacion, pero
como nos enfocamos en sistemas biologicos, entonces un buen ejemplo seria la regulacion de glucosa
en la sangre a través de la producciéon de insulina y glucosa en el pancreas. Existen otros ejemplos
més cotidianos, imagine que estd usando un telescopio, entonces al ver a través de la lente ve
una imagen borrosa, por lo que ajustara la imagen hasta que quede lo méas clara posible. Con este
ejemplo cotidiano nos damos cuenta de que en realidad gran parte de las actividades que realizamos
y las maquinas que hemos construido funcionan a través de retroalimentacion.

1.2. ;Qué es control?

El termino control tiene diversas definiciones segin sea el campo de estudio. Nosotros nos
conformaremos con la siguiente definicion

Control: el uso de algoritmos y/o retroalimentacion en un sistema dindmico para cumplir una
determinada funcioén.

Existen diversos ejemplos de control, como por ejemplo el cultivo de algunas bacterias en
cual se tiene que controlar la temperatura. El termino médulo de control se refiere a insertar un
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Figura 1.2: Sistema con control [6].

nuevo modulo a algun sistema, donde este tiene la funcion de controlar alguna variable o varias
de estas. Aplicaciones novedosas de esto son los vehiculos auténomos y los robots, estos sistemas
reciben alguna retroalimentacion del entorno o el ambiente. Actualmente se hace mucho uso de la
retroalimentacion cerrada para control, como el que se presenta en la figura 1.2, en esté se presenta
a una computadora rudimentaria. Usar este tipo de retroalimentacién en los sistemas ha resultado
ventajoso, debido a que estos sistemas tienden a ser estables bajo perturbaciones. En la definicion
de control se hace uso de retroalimentacion, por lo que a veces es complicado discernir si un sistema
tiene retroalimentacion o control (principalmente en retroalimentacion cerrada), por lo que solo
nos referiremos a modulo de control a aquellos que mantienen estables a un sistema, aunque estas
cuestiones no nos preocuparan en lo que sigue del trabajo.

1.3. Usos de retroalimentacion

El uso y /o existencia de retroalimentacion en un sistema hace que esta posea ciertas propiedades
que los hacen muy ttiles, tales como las siguientes:

1. Robustez ante perturbaciones: Midiendo la diferencia entre el valor detectado de una
senal regulada y su valor deseado, podemos proporcionar una accioén correctiva.

2. Diseno de la dinamica: A través de la retroalimentaciéon es posible cambiar la dinamica
de un sistema. Mediante la retroalimentacién, podemos alterar el comportamiento de un
sistema, por ejemplo: los sistemas que son inestables se pueden estabilizar, los sistemas que
son lentos se pueden hacer que respondan rapido.

3. Altos niveles de automatizaciéon: Una tendencia importante en el uso de la retroalimen-
tacion es su aplicacién a niveles mas altos de conciencia situacional y toma de decisiones.
Esto incluye no solo la ramificacion logica tradicional basada en las condiciones del sistema,
sino también la optimizacion, la adaptacion, el aprendizaje e incluso niveles més altos de ra-
zonamiento abstracto. Estos problemas estan en el dominio de la comunidad de inteligencia
artificial.

Las propiedades anteriores son ventajas, pero también pueden llegar a existir ciertas desventajas
en la retroalimentaciéon, como las que enumeramos a continuacion,
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1. Retroalimentacién positiva y negativa: La retroalimentaciéon negativa, es cuando in-
tentamos regular el sistema ante las perturbaciones de una manera que disminuya el efecto
de esas perturbaciones. En un sistema con retroalimentacion positiva, el aumento de alguna
variable o senial conduce a una situaciéon en la que esa cantidad se incrementa atun mas a
través de su dinamica. Esto tiene un efecto desestabilizador, aunque a menudo se conside-
ra indeseable, este comportamiento se utiliza en sistemas biologicos (y de ingenieria) para
obtener una respuesta muy rapida a una condicién o senal.

2. Inestabilidad: Si el sistema no esta disefiado correctamente puede ser inestable. Esto es
complicado porque debemos disenar el sistema no solo para que sea estable en condiciones
nominales, sino también para que permanezca estable en todas las posibles perturbaciones
de la dinamica.

3. Feedforward: En algunas circunstancias es posible medir una perturbacion antes de que
ingrese al sistema, y esta informacion se puede utilizar para tomar medidas correctivas antes
de que la perturbacién haya influido en el sistema. El efecto de la perturbacion se reduce
asi midiéndola y generando una senal de control que la contrarreste. Este tipo de control
en un sistema se denomina feedforward. Dado que el feedforward intenta hacer coincidir dos
senales, se requieren buenos modelos de procesos; de lo contrario, las correcciones pueden
tener un tamano incorrecto o estar mal sincronizadas.

1.4. Analisis de sistemas con retroalimentacién y control

El uso de los sistemas con retroalimentaciéon tiene gran importancia en el diseno de sistemas
fisicos, debido a algunas propiedades que estos tengan, tal como se vio en la seccién anterior. Por
lo que a continuacién daremos un marco matemaético para su estudio, asi como algunos ejemplos o
aplicaciones.

1.4.1. Marco matematico

A continuacién expondremos dos métodos para analizar los sistemas con retroalimentaciéon, uno
continuo y uno discreto (respecto al tiempo), con ayuda de ecuaciones diferenciales y ecuaciones
en diferencias respectivamente, los dos sistemas hacen uso de conceptos tales como (con ayuda de
la figura 1.3 daremos estos conceptos):

1. Entrada: Se refiere al estimulo de entrada, y se caracteriza por una funciéon u. En el caso que
existan r estimulos de entrada vamos a caracterizar a cada uno por u; (con j € {1,2,....r}).

2. Estado: se refiere al estado en la que se encuentra una variable x, que caracteriza a nuestro
sistema. En el caso que nuestro sistema este caracterizado por n variables vamos a caracterizar
a cada uno por z; (coni € {1,2,...,n}).

3. Dinamica: Se refiere a como cambia nuestra variable x, con respecto a si misma y a la
entrada, cominmente asociada a una funcion f(u,x). Si nuestro sistema esta caracterizado
por n variables entonces cada una va evolucionar con respecto a una funcién fi(x;, ;) (con

ke {1,2,..n}).

4. Salida: se refiere a que el sistema da un determinado valor de x, posteriormente medida
(detectada por el experimento), esta medicién se caracteriza por una funcion y(x,u). Si el
estado de nuestro sistema esta descrito por n variables, por lo general solo vamos a detectar
n’ de ellas (n’ < n), cada una de estas variables y; tendra asociada una medicion hy(z;,u;)
(conl e {1,2,...,n})
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Medicion

Sistema f(x,u) y(x,U)

Entrada u Salida X

Figura 1.3: Sistema con retroalimentacion.

Ecuaciones diferenciales

Ahora las palabras que dimos al principio de esta secciéon las convertiremos en ecuaciones, para
el caso continuo tenemos lo siguiente:

d.’Ei
dt :fi(‘rlmuj)v
yr = hy(z4,uy), (1.1)

lo que nos dicen estas ecuaciones es que nuestro sistema puede estar caracterizado por un vector
x;, y su dindmica la gobierna alguna funcién f;(xx,u;), donde su forma depende del sistema que
se esté analizando y del estimulo de entrada. Hemos usado un sistema de ecuaciones de primer
orden, ya que como es bien sabido, si la dinamica estd gobernada por ecuaciones diferenciales de
orden superior, estas siempre pueden ser reducidas a un conjunto de ecuaciones diferenciales de
primer orden. Las mediciones que aqui pusimos son de un indice diferente, ya que en determinados
sistemas no se podran determinar todas las variables, o simplemente se encuentra una funcién de
estas.

Ecuaciones en diferencias

En algunos sistemas es mas natural que el sistema evolucione a tiempos discretos, en multiplos
de alguna cantidad, sus multiplos seran caracterizados por una variable k, por lo que el marco
natural para estas son las ecuaciones en diferencias, en base a la imagen que esta al principio de
esta seccion, estas ecuaciones seran las siguientes:

zi(k +1) = Fy(xi(k), u;(k)),
yi(k) = hi(zi(k), u;(k)). (1.2)
A pesar de ser una ecuaciéon en diferencias, esta todavia tiene algunas de las caracteristicas que
dimos en el sistema continuo. Algunas ecuaciones en diferencias pueden ser derivadas de las ecua-

ciones diferenciales, o en el sentido inverso, sin embargo, algunas veces no se llega a capturar todo
lo relevante del sistema [1].

~

Ley de accién de masas

Una de las ideas mas usados para realizar el analisis de un proceso en un conjunto de médulos
o componentes que interaccionan entre si, es la ley de accion de masas. Aunque esta idea solo
aplica a procesos que estan cerca del equilibrio, esta ha resultado ser muy util. Comtnmente
se utiliza en quimica, pero estas ideas pueden ser aplicadas en otros campos que tengan una
estructura y/o interaccion similar a la que esta en los procesos quimicos.

Para esto imagine que hay un proceso a través en el cual hay N especies S; (j € {1,2,..N}), y
M reacciones R; (i € {1,2,..M}) a través de la cual se transforman estas especies, es decir

N

N
Ri : Zaiij g Zﬁ”S] (13)
j=1

Jj=1
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Los coeficientes c;; y Bi; son enteros positivos, estos son los coeficientes estequiométricos. En
quimica los elementos que estan del lado izquierdo de (1.3) se les conoce como reactantes y a los
del lado derecho como productos. Ahora definimos la matriz estequiométrica

Denotamos por z; a la concentraciéon de la especie S; involucrada en la reaccién, R; a la forma
algebraica de la i-enésima tasa de reaccion en funcién de las concentraciones de las especies. La
suposicién mas comun es la accién de masas, en el caso determinista la tasa de reacciéon toma la
siguiente forma

N
R =k [] 5", (1.5)
j=1

que dice simplemente que la velocidad de reacciéon es proporcional al producto de las concentra-
ciones de los reactivos, con exponentes méas altos cuando se necesita més de una molécula. Los
coeficientes k; se denominan “constantes de reacciéon”; normalmente etiquetan las flechas en los dia-
gramas (1.3) [8]. En el caso determinista uno supone que la razon de cambio de la concentracion
de las especies esta dada por un sistema de ecuaciones diferenciales,

—1 —T,R". (1.6)

Como mas adelante veremos, la ley de accion de masas puede ser aplicada al caso estocastico. Como
estamos enfocados en sistemas con retroalimentacion, nuestra ecuacion del caso clasico puede tener
alguna entrada (retroalimentacion) que modifique su estado, ademéas de presentar otros fendmenos
como la difusién, la modificacién del estado estara dado por alguna funciéon f;(z;, ;) por lo que
ahora la dindmica de nuestro sistema sera

dx; :

I _ 1. Rt ey

o = Ll + il w). (1.7)
La ley de accion de masas es un muy buen enfoque para analizar sistemas con retroalimentacion,
principalmente en procesos de transcripcion, por lo que (1.7) serd una ecuacion relevante para
nuestro trabajo.

1.4.2. Ejemplos

A continuacion daremos un ejemplo para sistemas continuos y discretos respectivamente. Nos
enfocaremos principalmente en sistemas biologicos. Los dos ejemplos son para sistemas con retro-
alimentacion.

Caso continuo

En este ejemplo analizaremos la regulacién de la transcripcion. La transcripcion es el proceso
por el cual el ARN mensajero (ARNm) se transcribe de algin segmento de ADN. La region
promotora de un gen permite que la transcripcion sea controlada por la presencia de otras
proteinas, que se unen a la regiéon promotora y reprimen o activan la ARN polimerasa, la enzima
que produce una transcripciéon de ARNm a partir del ADN. Luego, el ARNm se traduce en una
proteina de acuerdo con su secuencia de nucledtidos. Como se observa en la figura 1.4.

Un modelo simple del proceso de regulacién transcripcional es mediante el uso de una funcién
de Hill [7]. Considere la regulacion de una proteina A con una concentraciéon dada por p, y una
concentracion de ARNm correspondiente m,. Sea B una segunda proteina con concentracion py que
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Figura 1.4: Esquematizacion del proceso de trascripcion y traduccion [6].

reprime la produccion de proteina A mediante regulaciéon transcripcional. La dindmica resultante
de p, y my puede ser

dpa
= Pa a_(sa ay
o Bam p
dm, Qg
b — + Qg0 — YaMMa (1.8)

At 1+ kapy

El parametro (3, se refiere al factor de traduccion de m,, tanto el parametro d, y 7y, representan
el rango de degradacion, la ecuaciéon para m, tiene asociada la funcién de Hill 145;7“:;;" para la

abPy
supresion de la produccion de la proteina A, en el capitulo 6 damos algunos detalles de esta
funcion.

Caso discreto

1
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Figura 1.5: Depredador-presa [6]. En la figura de la izquierda se observa como un depredador atrapa
a su presa, en la izquierda la dinamica discreta del modelo de depredador-presa.

Aqui veremos el modelo discreto de depredador-presa. Imagine que en un espacio solo viven
dos especies, donde una se come a la otra, por ejemplo, Lobos L y conejos C, los conejos nacen y
mueren, la causa de su muerte es debida a los lobos, de igual manera los lobos perecen a un ritmo
constante. Con esto en mente proponemos el siguiente modelo:

C(k+1) = C(k) + by (u)C (k) — aL(k)C(k),
Lk +1) = L(k) — ds L(k) + cL(k)C(K), (1.9)

la funcion b,.(u) nos habla sobre el nacimiento de los conejos y como estos dependen del entorno,
como la disposicién de comida, la variable a el ritmo en el que son cazadas por los lobos o un
término de interaccion, esta interpretacion es similar para la variable ¢, dy es el coeficiente de
defuncion de los lobos.
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Un buen ejemplo de lo que se obtiene en este sistema esté en la figura 1.5, ahi podemos observar
c6mo la poblacién de ambos va oscilando, es decir, uno puede pensar que se regulan el uno al otro,
aunque este resultado depende del valor de las constantes del modelo, ya que que para determinados
valores ocurre bifurcacion, al igual que sucederia en el caso continuo.

1.5. Retroalimentaciéon del estado

En este capitulo expondremos como se puede estabilizar el estado de un sistema usando re-
troalimentacion, como es necesario que el sistema este cerca de un punto estable, ademas el valor
de la entrada u es practicamente estacionario, linealizaremos las ecuaciones que describen nuestro
sistema, posteriormente expondremos como se logra esta estabilizacién usando un modelo sencillo.

1.5.1. Linealizar sistemas con retroalimentacion

Como hemos mencionado en la secciéon anterior, algunos sistemas pueden estar descritos por
ecuaciones diferenciales o ecuaciones en diferencias, en los sistemas con control o retroalimentacion,
siempre es deseado que se encuentren cerca de algtin punto de equilibrio (aunque podemos elegir
otros puntos, pero seria ligeramente més complicado), por lo que es bastante util linealizar nuestro
sistema, para ello lo vemos como se realza la linealizacién en los dos casos.

Ecuaciones diferenciales

Como ya hemos mencionado, nuestro sistema es descrito por un sistema de ecuaciones diferen-
ciales de la forma

dlEi
dt :fi(l'iauj%
yr = hi(zi, uj). (1.10)

El punto de equilibrio de este sistema de ecuaciones diferenciales se encuentra al resolver la siguiente
ecuacion, considerando que no haya retroalimentacion e igualar la relaciéon anterior a cero,

dxi,eq
dt

al ya encontrar el punto de equilibrio, ahora nos interesa describir la dindmica alrededor de este
punto, en general un sistema no tiene un solo punto de equilibrio, y estos pueden ser estables o
inestables, para mas detalles ver [1]. Suponemos que nos encontramos cerca del punto de equilibrio
(@i eq,0) (el cero que aparece quiere decir que no hay ningtn estimulo externo u;), por lo que
definimos una variable z; = ; — T; ¢q, despejando, z; = z; + T; ¢4, sustituyendo en la primera
expresion de (1.10), obtenemos

=0= fi(xi,emo)a (111)

dZZ‘
dt = fi(zi+xi,eqauj)~ (112)

Realizando una expansion a primer orden de la funcién que esté en el lado izquierdo

.. dfi(wi, uy) w dfi(wi, uy )
j j
dl‘j du]‘

fl(Z’L + T eq, uj) ~ fi(xi,eqa O) + + 3 (113)

Ti=Tj eq,u;=0 Ti=T; eq,u;j=0

Los términos que involucran derivas son de hecho Jacobianos, procediendo de manera similar con
la otra expresion de (1.10), definimos las siguientes matrices

Ay = dfi(zi, u;) B — dfi(zi, uj)

b 1] — 9
dej Ti= 0q,u; =0 de T; =T eq,u; =0
dhi(zi, s dhi(xi,u
Cy = l(dx7- i) 7 Dy = l(du,- i) (1.14)
S j

T; =T, eq ;=0 T;=Tjeq,u;=0
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Sustituyendo estas expresiones en (1.12), nuestro sistema estara descrito por el siguiente conjunto
de ecuaciones diferenciales linealizadas

de'
5 = Azt B,
y = Ciz; + Diju;. (1.15)

Este conjunto de ecuaciones diferenciales es el componente principal de los sistemas con retroali-
mentacion, a partir de los elementos que la componen se pueden determinar una gran cantidad de
informacién respecto a la dindmica del sistema.

Ecuaciones en diferencias

Para el caso discreto nuestro sistema es descrito por las siguientes ecuaciones,

i(k+ 1) = Fi(wi(k), u;(k)),
yi(k) = hu(zi(k),u; (k). (1.16)

Como nos interesa estar cerca del punto de equilibrio (z;¢4(k), 0) (el cero que aparece quiere decir
que no hay ningin estimulo externo u;), lo primero es conocer el punto de equilibrio, para ello uno
tiene que resolver la siguiente ecuacion, suponiendo que no haya retroalimentacion

Tiealk+ 1) = Fi(2s00(k), 0), (1.17)

con la caracteristica que ; ¢q(k + 1) = x; ¢q(k), después de encontrar el punto de equilibrio ahora
nos interesa describir la dinamica alrededor de este punto, en general un sistema no tiene solo un
punto de equilibrio, y estos pueden ser estables o inestables, para mas detalles ver [1], por ahora
nosotros pensaremos que son puntos de equilibrio estables. Por lo anterior suponemos Ax;(k+1) =
x;(k+1) — ; ¢q, despejando, x;(k + 1) = x; ¢ + Az;(k + 1), sustituyendo en la primera expresion
de (1.16)

Ahora hacemos la expansion a primer orden de la parte izquierda
Fu(@i.eq + Azs(k), 1y (k) ~ Fi(@1.eq,0) + Az (k) W + (k) W
l 1

T;=Tjeq u;=0 T; =4, eq,u;=0

(1.19)

los términos que aparecen son matrices Jacobianas, con respecto a cada una de las variables
que depende la funcion, realizando un procedimiento similar con la segunda expresion de (1.16),
definimos a cada una de estas como sigue

A, = lEw) B, = i@ )
ij = 5 ij — )
dz; =T, eq,uj =0 du; Ti=T4 eq =0
dhl(‘rivuj) dhz(l’i,uj)
Cly= =’ Dy; = 1.20
Y dx; ’ lg du, (1.20)

T;=Tj eq uj=0 T;=Ti eq uj=0

Sustituyendo cada una de estas expresiones en (1.18), y considerando (1.17), por lo que ahora
nuestro sistema estara descrito por las siguientes ecuaciones linealizadas

Azi(k+1) = Ay A (k) + Biju;(k),
yl(k) = CleCL'j(k) + Dlj'LLj(k). (121)
Como es bien sabido, los eigenvalores asociadas a las matrices que definimos, tanto en el caso

continuo como discreto nos dicen como se comportara nuestro sistema, es decir la dindmica cerca
de los puntos de equilibrio, ademés del tipo de punto estacionario.
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1.5.2. Estabilizaciéon del estado por retroalimentaciéon

Como ya hemos linealizado nuestro sistema de ecuaciones, ahora veremos como estabilizar
nuestro sistema usando retroalimentacion, para ello nos enfocaremos en un sistema continuo, para
simplificar un poco los céalculos nos fijaremos en un sistema parecido a la figura 1.6. Tal y como
estd en la figura nuestro sistema esta descrito por un sistema de ecuaciones dado por

dZZ'
a5 = Azt B,
Y = Clij + DljUj. (1.22)

Este sistema se toma linealizado, ya que la funciéon del modulo de control es mantener al sistema
lo més cercano al punto de equilibrio.

d
Controller Process
X =Ax—+ Bu
r —-
y=Cx+Du .

Figura 1.6: Control por retroalimentacion [6].

Los simbolos que aparecen en nuestro sistema quieren decir lo siguiente:
1. Los cuadros amplifican k. o —K veces la sefial de entrada (k,, K € R).
2. El circulo que encierra a la variable >, significa la suma lineal de todas las sefiales de entrada.
Con esto en mente ahora se encuentra que u tiene la siguiente forma
u; = —Kx; + kyry +dj, (1.23)

donde z; representa a las variables del cuadro proceso, r; es un valor de referencia en el cual
deberia estar y, y d; representa al ruido que entra al sistema. Se supone que nosotros controlamos
la retroalimentacion, tal como en la figura 1.6, por lo que si damos algtn valor de la K, enton-
ces podremos determinar el valor de la k,, de esta manera el sistema se mantiene en el estado
estacionario atn cuando existan perturbaciones o interacciones con el entorno, ahora intentaremos
determinar el valor de k.., para ello sustituimos esta tultima expresion que hemos obtenido en (1.22),
y considerando que ya estamos en el punto de equilibrio, por lo que ahora tendriamos lo siguiente

0= Aijjeq + Bij(—Kxjeq + krrj + dj),

despejando se obtiene
Tjeq = —(Aij — KByj) ™" Byj(kyrj + dj), (1.24)

si suponemos que y; = r; (el valor deseado de la salida), entonces tendremos la siguiente relacion

11 = Cijjeq + Dijuj = Cljtjeq + Dij(=Kjeq + krrj + dj),

10
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sustituyendo el valor de x; ¢4
r = (=Cij(Aij = KBij) ™' Bij + Dij (K (Aij — KBij)™' Bij + 855)) (kyrj + ), (1.25)
(0;; es la delta de Kronecker)definimos lo siguiente
Hyj = (=Cj(As; — KBij)™' Bij + Dij(K(Aij — KBij) ™' Bij + 055)),
sustituyendo esta tltima expresion en (1.25) y despejando,
ky = (Hyy) 716 — dir' = (Hyu) ™t — dgr. (1.26)

Por lo que el problema se reduce a encontrar una solucién de la ecuacién anterior, suponiendo que
8] = r;r7. Cuando d; = 0 nuestro sistema se simplifica atin mas,

k. = (Hy)™ ' (1.27)

Recordar que para que este procedimiento este bien definido es indispensable que los inversos de las
matrices existan. Ademaés, observamos que en realidad este valor solo depende de la traza, la cual es
una cantidad invariante ante cambios de coordenadas. Con la notacioén y el desarrollo que hemos ex-
puesto aqui, facilmente se puede generalizar si suponemos que ahora el coeficiente k,. es una matriz.

Existe otra forma de determinar el valor de u, lo que permitiria construir un médulo de control
diferente al que hemos presentado aqui, para ello se requiere que se minimice una funciéon de coste
[13], esta funcion nos dice como mantener al estado de nuestro sistema en algin punto (o al menos
muy cercano), esta funcion estd dada por

Plu(z,t)] = ®1(z, u, ty) +/O Do (z,u, t")dt’, (1.28)

ya que esta expresion es dada en forma integral es facil insertar las restricciones que el sistema
podria tener, existen diversas formas de la funciéon que esta dentro del integrando y de la otra que
esta fuera, y estos dependen del sistema, puede ver algunos ejemplos en [13], se pueden aplicar
diversas técnicas para resolver esta ecuacion, entre las més usadas se encuentra el método varia-
cional, una de las funciones de coste més conocidas y utilizadas, es el regulador lineal cuadratico
[14],

b1 i j l s 1 i j
Plu] :/0 i(x Qijr’ + u' Risu®)dr + ix(tf) Qij(ty)a? (ty), (1.29)

(t7 es el tiempo en el que se esta la dindmica del sistema) de hecho, se puede encontrar que en un
limite, la solucién a este problema es u; = —K;;z;, para méas detalles ver [14], la solucién que se
encuentra para este problema de optimizaciéon es muy similar a la eleccion que nosotros usamos
para u en (1.23).

1.6. Funciones de transferencia

En esta seccién se presenta el concepto de funcién de transferencia, que es una descripcion
compacta de la relacion entrada/salida para un sistema lineal. La combinacion de funciones de
transferencia con diagramas de bloques proporciona un método poderoso para tratar con sistemas
lineales complejos. También se analiza la relacién entre las funciones de transferencia y otras
descripciones de la dinamica del sistema.

El modelado de un sistema a través de su respuesta a senales sinusoidales y exponenciales se
conoce como modelado en el dominio de la frecuencia. Esta terminologia se deriva del hecho de

11
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que representamos la dinamica del sistema en términos de la frecuencia generalizada s en lugar de
la variable del dominio del tiempo ¢. La funcién de transferencia proporciona una representacion
completa de un sistema lineal en el dominio de la frecuencia.

Este tipo de representaciones nos ayudaran a estudiar y entender mejor como se analizan
sistemas modulares y ademéas nos permiten introducir diferentes tipos de controladores al sistema.

1.6.1. Derivacion de la funcion de transferencia

Como ya hemos mencionado serd necesario usar senales sinusoidales y exponenciales o alguna
combinacion lineal de estas (una funcion puede llegar a descomponerse en senos y cosenos usan-
do la transformada de Fourier), por lo que haremos uso de una senal exponencial, la cual seria
proporcional a e, donde s = o + iw un ntmero complejo. Este tipo de sefiales aparece de mane-
ra recurrente al solucionar diversos problemas lineales, muchas soluciones pueden ser presentadas
como combinacién lineal de estas. Podemos expandir esta funcion

e = Tt (cos(wt)) + isin(wt)),

diferentes valores para la ¢ y w dan a diferentes tipos de seniales. Derivaremos nuestra funciéon de
transferencia para el caso continuo, para ello recordamos que nuestro sistema esta descrito por el
siguiente conjunto de ecuaciones

dfﬂl‘
o = A+ Bijug,
i = Ciyxj + Dyjuy. (1.30)

La solucion a este sistema de ecuaciones (si A;j, Bij, Ci; y D;; no depende del tiempo) sera
(simplificando un poco la notacion quitando los indices, pero recordar que ain tenemos vectores y
matrices),

t
z(t) = z(0)eA + eAt/ e A"Budr, (1.31)
0

si consideramos que las sefiales de entrada estan dadas por u; = ze*!, por lo que ahora nuestra
solucién sera

t
z(t) = 2(0)eAl 4 Al / eCI=ATBadr, (1.32)
0

es posible que nuestra soluciéon se simplifique atin mas si sI — A = 0, es decir que s sea algin
eingenvalor de la matriz A, pero este caso no nos interesa, por lo que supondremos que s no es
ningin eingenvalor de A, por lo que ahora la solucion de (1.32) es
z(t) = 2(0)e + eM(sT — A) 7L (eI= B2
= eM(x(0) — (sI — A)"'Bz) + (sI — A)"'Bze, (1.33)

por lo que ahora la salida en nuestro sistema sera

y(t) = Cxz(t) + Du(t)
= Ce(x(0) — (sI — A)™1Bz) + (C(sI — A)"'Bz + Dz)e®, (1.34)
el primer término se debe completamente a la respuesta del sistema, mientras que el segundo se

debe a la funcién de entrada, dependiendo de los eingenvalores de A nos diria si el sistema es
estable o no, para deshacernos de esta incertidumbre uno siempre puede elegir al estado inicial

12
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como x(0) = (sI — A)~1 Bz, por lo que ahora el sistema solo depende de una cantidad proporcional
al impulso de entrada, entonces tendriamos lo siguiente

x(t) = (sI — A)"'Bze™ = (sI — A) "' Bu(t),
y(t) = (C(sI — A)7'Bz+ Dz)e** = (C(sI — A)"' B + D)u(t), (1.35)

con este resultado uno observa que conociendo el estimulo de entrada (que es en forma exponencial
o sinusoidal) uno puede llegar a conocer la salida a través de una funcion de transferencia

Gyu(s) =C(sI — A)"'B+ D, (1.36)
entonces para encontrar la salida solo tenemos que computar de la manera siguiente

y(t) = Gyu(s)u(t), (1.37)

una propiedad importante de la funcién de transferencia es que esta es invariante bajo cambios
de coordenada de nuestro sistema, ademas se puede obtener la funcién de transferencia usando
la transformada de Laplace [6], para ello se aplica esta transformada a (1.30) y se considera una
condicion inicial z(0) = 0, con las mismas restricciones que hemos considerado se llega a una
relacion similar,

Y (s) = Gyu(s)U(s). (1.38)

1.6.2. Diagramas de bloque y funciones de transferencia

A continuacién, analizaremos y explicaremos como usar y representar las funciones de
transferencia en los bloques, nos centraremos en explicar la estructura de los que se encuentran la
figura 1.7.

G
u y u y u e y
= G = Gy = G >

G,
—Gy |
(a) Gyy = G2G) (b) Gy = G1 + G2 NG — — J
© 6w =166,

Figura 1.7: Bloques y funciones de transferencia [6].

Para el caso de la figura 1.7(a), el que aparezca un cuadro significa que amplifica la entrada un
nimero veces igual al que esta representado dentro de esta, por lo que tendremos

y = G2Ghu, (1.39)

es decir, nuestra nueva funcién de transferencia serd Gy, = G2G1. En el caso de la figura 1.7(b),
recordar que el simbolo sumatorio significa la suma lineal de todas las entradas por lo que tendremos

y = (G2 + G1)u, (1.40)

13
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con lo que nuestra funciéon de transferencia serd G, = G2 + G1. Para la figura 1.7(c), tendremos
las siguientes dos relaciones

eZU*GZyv
y = Ge,

sustituyendo una dentro de la otra y despejando se encuentra

G1

- - 1.41
1T+ GGy (1.41)

Y

por lo que nuestra funciéon de transferencia quedara Gy, = H(GJﬁ En base a las ideas presentadas
aqui uno puede construir algin sistema compuesto de muchos moédulos y encontrar su respectiva
funcion de transferencia. No olvidar que el formalismo que desarrollamos en esta seccion tiene tres
grandes restricciones

1. Se cumple para puntos cerca del equilibrio.

2. Es indispensable que la entrada tenga una estructura exponencial o una combinacién lineal
de estas.

3. La condicién inicial que encontramos es diferente segin el método que se use.

A pesar de estas restricciones existe un gran nimero de sistemas que las cumplen o se pueden
forzar a cumplirlas.

1.7. Control PID

En esta seccion se trataran las propiedades bésicas del control proporcional-integral-derivativo
(PID). El control PID, es la forma mas comun de control por retroalimentacion. Aparece en dispo-
sitivos simples y hasta en grandes fabricas con miles de controladores. La mayoria de los contro-
ladores PID no utilizan acciones derivadas, por lo que, estrictamente hablando, deberian llamarse
controladores PI. También existe una creciente evidencia de que el control PID aparece en sistemas
biolégicos.

1.7.1. Funciones basicas de control

r

e
-—@ ~  Controlador ~| Sistema"S"

-1
L J

Figura 1.8: Mo6dulo de control.

Para plantear un sistema con retroalimentaciéon PID, primero pensemos en un sistema parecido
el de la figura 1.8, la r es un parametro de referencia estos pueden llegar a ser los datos que se
obtienen de manera experimental, o simplemente algtin valor en el cual queremos mantener nuestro
sistema, ahora el objetivo es construir el médulo del controlador de tal manera que y sea lo mas
cercano a r, la diferencia entre estos valores seréa caracterizado por una funcién error definida como
e = r — y, ahora analizaremos con més detalle el controlador PID, para ello se intenta eliminar el
error cuando es independiente o dependiente del tiempo.
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Error Present

Past Future

| -
Time
t t+Ty

Figura 1.9: Control PID [6].

1. El primer caso es cuando el controlador tiene una constante k, (la constante k, se puede
pensar como el valor de la ganancia del controlador), es decir que es lineal la supresion del
error, y estd dada por la siguiente formula

u = kpe.

Esta formula resulta ser bastante util cuando el error es independiente del tiempo, o el error
en un determinado tiempo, como en la figura 1.9, el error en el presente.

2. Una de las maneras para analizar los sistemas en el que el error depende del tiempo es a
través del control integral, piense en la figura 1.9, imagine que el error depende del tiempo
y se ha ido acumulando desde un tiempo inicial ¢y = 0 hasta el tiempo actual ¢, por lo que
ahora para saber cuénto error se ha ido acumulando basta con integrar esta cantidad, ahora
u serd una constante por ese error acumulado,

u= ky /te(t’)dt’.
Ti 0

La constante T; esta estrechamente relacionada con la velocidad con la que se repite el
promedio.

3. Cuando sabemos que el error depende del tiempo, posiblemente conocemos la expresién o
algtin conjunto de valores hasta un tiempo ¢, queremos prever el error que va a ocurrir, como
en la figura 1.9, para ello realizamos una expansion a primer orden de la funcion error, por
lo que para quitar este error futuro debemos de insertar una funciéon de entrada similar a

de(t)

u = k’pTd dt

Esta constante Ty esta relacionada con el tiempo de la accién predicativa.

Juntando las tres relaciones; el error acumulado, el actual y el futuro construimos nuestro
controlador PID

t t
de(t 1 de(t
u(t) = kpe(t) + kz/ e(t)dt' + kq e(t) =kp(e(t)+ 7/ e(t)dt' + Ty e(t) . (1.42)
0 dt T Jo dt
Para tener una ecuacién similar a la funcion de transferencia, aplicaremos la transformada de La-
place a esta tltima relacion (como hemos mencionado se puede obtener la funcion de transferencia
con la transformada de Laplace), obteniendo

U(s) =k, (1+T1

iS

+ Tds> E(s) = Gue(s)E(s) = C(S)E(s). (1.43)
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-1

Figura 1.10: Diagramas de bloque de control PDI [6].

Una buena representacion de un sistema con estas caracteristicas estaria dada por la figura 1.10,
ahi podemos observar cémo se va corrigiendo el error a través del controlador.

Para conocer la funciéon de transferencia de todo nuestro sistema gobernado por una dinédmica
P(s), decimos que nuestro controlador es C(s), por lo que la funcion de transferencia sera

PC B Pkp <1+ﬁ+TdS)
LHPC 14 phy, (14 7 + Tas)

Gyr = (1.44)

En estas ecuaciones podemos eliminar las contribuciones integral y derivativa eligiendo algunas de
las variables de manera adecuada. Podemos ver como son los efectos de este médulo de control
en un sistema que esta caracterizado por la dinamica P(s) = ﬁ como en la figura 1.11, en la
figura 1.11(a) solo tenemos al controlador proporcional, en la siguiente se agrega el integral, en el
altimo el derivativo, la flecha sefiala la direccién en la que crece las constantes. Podemos observar
que dependiendo de valor de las constantes nuestro sistema oscila hasta un determinado tiempo
y luego se mantiene estable. Existen dos maneras de determinar las constantes que aparecen, una
de ellas es realizando simulaciones hasta encontrar algin parametro 6éptimo, el otro es a través del

método de Zieger-Nichols [6].

_1? N }P 1? A /ik _A1.5 E):
AV

Output y
<

E
Output y
=

o i
Output y
=]

o i =

0 10 20 0 10 20 0 10 20
4 4 4
k
= A = k; =
5 2 5 2 s 2
£y 5 % £
= i 5 =
-2 -2 -2
0 10 20 0 10 20 0 10 20
Time ¢ Time ¢ Time ¢
(a) Proportional control (b) PI control (c) PID control

Figura 1.11: Respuesta de control PDI [6].
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Capitulo 2
Biologia sintética

A continuacién, daremos algunos conceptos y métodos desarrollados en biologia sintética (Syn-
Bio), especialmente en circuitos genéticos, se hard un estudio de sistemas biologicos desde una
perspectiva de sistemas con retroalimentacion (enfoque determinista). Nos enfocaremos principal-
mente en especial en el tema de redes de regulacion genética; como se construyen y que ecuaciones
gobiernan su dindmica, y por otro lado se describe un caso en el que los efectos de la interconexion
entre modulos "retroactividad” son débiles, esta cantidad se cuantifica a través de una funcién, esto
ultimo se aplica al proceso de fosforilacion (que estd muy relacionado con las redes de regulacion
genética), la mayoria de los desarrollos, ideas e imé4genes fueron tomados directamente de [8] y [9].
Todos los analisis que se realizan en este capitulo serdn deterministas (principalmente describire-
mos a nuestros sistemas con ecuaciones diferenciales), hacemos todos estos anlisis con el objetivo
de realizar una contra parte estocéstica en los tltimos capitulos.

2.1. ;Qué es la biologia sintética?

Para empezar, nos preguntamos qué es un sistema biologico, esta definicion es complicada de
dar, aunque los sistemas biologicos entran en la categoria de sistemas complejos (ver capitulo 1),
sin embargo, podemos quedarnos con alguna de las dos siguientes definiciones de sistema biologico:

i) Una red compleja de interacciones entre entes biologicos, como biomoléculas, células, tejidos,
organismos, poblaciones y comunidades [2].

ii) El conjunto de partes similares que trabajan en armonia para cumplir alguna funcion fisiolo-
gica determinada. La interacciéon de sistemas bioldgicos da lugar a una red de sistemas que,
a su vez, pueden organizarse para dar lugar a procesos de mayor complejidad [3].

Con esto ahora definimos a la biologia sintética como:

Una disciplina que sirve para disenar o redisenar sistemas biologicos y otorgarles cualidades
mejoradas o nuevas cualidades [3].

Dentro de los acontecimientos cientificos mas relevantes que le han dado a la SynBio una pre-
sencia central en esta revolucién bio-industrial se encuentran los siguientes: el descubrimiento y los
avances logrados en la regulacion génica (e.g. el operén LacZ); el perfeccionamiento de las técnicas
de ADN recombinante y la ingenierfa genética; el lanzamiento del proyecto genoma; la secuencia-
cion Sanger; el perfeccionamiento de la técnica de la Reaccion en Cadena de la Polimerasa (PCR
por sus siglas en inglés); la generacion de bases de datos mundiales tales como NCBI, GeneBank y
EMBL-net; la optimizacion de nuevas tecnologias de Secuenciacion de Nueva Generacion (NGS “s)
para la decodificacién del ADN; el ensamble Gibson; el uso de la herramienta de ediciéon de genomas

17



Biologia sintética
2.2 Médulo de transcripcion/traduccion

CRISPR-Cas9, los modelos computacionales de célula completa; asi como la reciente creaciéon de
la bacteria sintética Micoplasma mycoides JCVI-syn 3.0 [3].

D

Self-repression Toggle switch
Q—\ B
A B /
Activatorrepressor clock Repressilator

Figura 2.1: Circuitos de genéticos [8].

Una de las direcciones en la que se esta desarrollando la SynBio es en el diseno de circuitos
genéticos, algunos ejemplos de esto se pueden ver en la figura 2.1, mas adelante hablaremos un
poco sobre los ejemplos, por lo que podemos decir que la SynBio puede estar avanzando hacia un
desarrollo similar al de disefio de circuitos integrados y modulares, muy similar a lo que ocurre en
los sistemas electronicos tales como las computadoras.

2.2. Modulo de transcripcion/traduccion

En lo que sigue del texto usaremos mucho a los médulos de transcripcion/traduccion, entonces
explicaremos brevemente que procesos bioquimicos ocurren, asi como la apariciéon de la funcién de

Hill.

Translation

Growing Amino acid
amino acid
Transcription chain

tRNA
Transport

to cytoplasm

\/ y
Py tRNA
o J-) docking
tRNA
leaving
e K

Ribosome

Nucleus

Figura 2.2: Proceso de transcripcion y traduccion [15].
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Figura 2.3: Proceso de transcripcion [15].

El primer proceso que ocurre es la transcripcion, por la figura 2.3, podemos notar que lo que
esencialmente hace este proceso es forma un ARm (AR mensajero) a partir del DNA. La ARN
polimerasa, junto con otros factores, se une a la region promotora del ADN y luego “abre” el ADN
para comenzar la transcripcion (iniciacion). A medida que la ARN polimerasa desciende por el
ADN en el complejo de elongacion de la transcripcion (TEC), produce una transcripcion de ARN
(elongacion), que luego se traduce en una proteina. El proceso termina cuando la ARN polimerasa
alcanza el terminador (terminacion) [15].

Traduccion

Nos apoyaremos de la figura 2.2 para explicar un poco el como estan conectados los procesos
de transcripcién y traduccién, el primer proceso es la transcripciéon, ahora lo que sigue es explicar
un poco el segundo proceso. La traduccion es el proceso de traducir la secuencia de una molécula
de ARN mensajero (ARNm) a una secuencia de aminoéacidos durante la sintesis de proteinas.
El codigo genético describe la relaciéon entre la secuencia de pares de bases en un gen y la
correspondiente secuencia de aminoacidos que codifica. En el citoplasma celular, el ribosoma lee
la secuencia del ARNm en grupos de tres bases para ensamblar la proteina [15].
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Regulacion transcripcional

Lo que mencionamos en el proceso de transcripcion no considera que la producciéon del ARm
este regulado por otras proteinas, las formas mas simples de esto es la activacion y la inhibicion,
comunmente llamados factores de transcripcion. Podemos pensar que una proteina activa o inhibe
la actividad de la promotora, ademas hay una gran escala de tiempo en lo que suceden la actividad
promotora y la transcripcion/traduccion, el mas corto es el efecto de la region de la promotora, la
cual dura en el orden de segundos, mientras que el de la transcripciéon/traduccion puede llegar a
durar de minutos a horas. Entonces, uno puede pensar que el efecto de la promotora se encuentra
practicamente en equilibrio. Por lo que se puede capturar la actividad de la promotora con alguna
funcion.

Bound activator protein
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Figura 2.4: Regulacion genética [15].

De hecho, algunas proteinas pueden actuar como factores de transcripcion en el MTT, esto
quiere decir que las proteinas pueden actuar como activadora; al acelerar la actividad de la promo-
tora, de tal manera que aumenta la tasa de transcripcion del gen. También como supresor; cuando
disminuye la tasa de trascripcion del gen. Suponiendo que estos procesos ocurren muy rapido y
con las ideas que estan detras de la funcién de Hill, podemos sustituir la contribucién de la pro-
motora por la funcion de Hill, para ser més precisos la funcion de Hill es proporcional al niimero
de promotoras activas (mas adelante veremos a detalle esta funcion).

Para el caso del activador supondremos que la funcién de Hill toma esta forma

n
Bp
= —. 2.1
A K se le conoce como el parametro de activacién y en muchos sistemas esta es del orden 1074,
es la maxima actividad promotora, n determina la inclinacién de la funcion de entrada, mientras
mas grande sea n, la funcion de Hill se parecerd més a una funciéon escalon. Cuando tenemos un
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supresor la funciéon de Hill toma la forma siguiente:

K"

= —. 2.2

Los parametros tienen el mismo significado que en el activador, sin embargo, muchos genes tienen
un nivel de expresion minimo distinto de cero, llamado nivel de expresion basal del gen. Un nivel
basal se puede describir agregando a la funcion de entrada un término Sy [4].

Supuesto de modularidad

Figura 2.5: Grafo.

Como hemos venido mencionando al principio de esta seccién, que una de las vertientes de la
SynBio es en el desarrollo de circuitos genéticos, para ello es indispensable pensar que se pueden
encontrar y/o disenar sistemas biologicos modulares, es decir sistemas que se pueden entender
como si estos estuviesen formados por médulos y cada uno de ellos cumplen alguna determinada
funcion, esto ultimo va de la mano con los conceptos de retroalimentacion y control que estan al
principio de este escrito.

Nosotros nos interesaremos principalmente en el estudio de circuitos de transcripciéon, podemos
pensar en estos como una computadora o atn mejor en un grafo (ver figura 2.5), donde cada
nodo de este grafo representaria a un moédulo de transcripcion/traduccion (MTT) de algin gen
como en la figura 2.6, si pensamos que uno de estos nodos pertenece a un gen ), entonces este
puede modelarse como un moédulo de entrada-salida que toma como entrada las concentraciones
de factores de transcripcion que regulan el gen ) y da como salida la concentracién de proteina
expresada por el gen ), denominada Y.

2.3. Dinamica de MTT con regulaciéon

En concordancia con los desarrollos que hemos hecho en retroalimentacion, pensaremos en la
figura 2.6 como un sistema con retroalimentacion, esta figura nos explica una versiéon simplificada
del proceso de transcripcion, aqui la dindmica interna del MTT esta determinada por los procesos
de transcripciéon y traduccion, que son mucho mas lentos que la dindmica de la union del factor de
transcripcion. La union de los factores de transcripcion al sitio del promotor alcanza el equilibrio
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Figura 2.6: Modulo de trascripcion/traduccion.

en segundos, mientras que la transcripciéon y traduccion del gen le toma de minutos a horas. Esta
separacion de escala de tiempo, una caracteristica clave de los circuitos de transcripcién, conduce
a la siguiente simplificacion del modelo; de acuerdo con el supuesto de modularidad, la dinamica
de la union del factor de transcripcion/ADN se considera en equilibrio, y cada concentracion
de factor de transcripciéon ingresa al médulo de transcripcion de entrada-salida a través de una
funcién de entrada estatica que impulsa la dindmica del sistema.

En el caso mas simple de una funcién de entrada que actia como represor o activador toman
la forma de la funcién Hill (para méas detalles ver el capitulo 6). Al analizar la dinamica interna
del MTT generalmente se modela la dindmica de ARNm y proteinas a través de los procesos de
transcripcion y traducciéon. La producciéon de proteinas se equilibra tanto por la descomposicion, a
través de la degradaciéon, que ocurre cuando la proteina es destruida por proteinas especializadas
en la célula, por ejemplo, reconocen una parte especifica de la proteina y la destruyen, asi como por
la dilucién, que es causada por la reduccion en la concentracion de la proteina debido al aumento
del volumen celular durante el crecimiento. De manera similar, la produccion de ARNm también se
equilibra mediante degradacion y dilucién. Por lo tanto, la dindmica de un médulo de transcripcion
a menudo estd bien capturada por las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias, que pueden
obtenerse a partir de la ley de accién de masas que presentamos en una de las secciones anteriores

dm, dYy
i = f(X) — amymy, dt

Denotaremos por z la proteina, por X la concentraciéon media de proteina y por X el gen que
expresa la proteina x, m, denota la concentracién del ARNm de traduccién del gen ), mientras
que Y la concentracion del gen Y, f(X) es la funcion de Hill y actuara como represor o activador
segun sea el caso, las constantes o nos hablan sobre la razéon de degradacion y/o disolucion del
gen asi como del ARNm, mientras que la ¢ sobre la razén de traduccion del ARNm.

= OpmyMmy — oy Y. (2.3)

2.4. Diseno de circuitos genéticos

Con el supuesto de modularidad ahora podemos disefiar y /o analizar algunos circuitos genéticos,
en particular algunos de los que se encuentran en la figura 2.7. Con este procedimiento, se busca
predecir el comportamiento de un circuito a partir del de sus componentes, una vez que estas
han sido bien caracterizadas de forma aislada. Se ha supuesto que una red de regulacién genética
esta formada por la interaccion (regulacion) de varios modulos. Existe un gran interés en diseniar
circuitos genéticos con oscilaciones, ya que a partir de estos es posible regular otros procesos, donde
estas oscilaciones actuarian como una especie de reloj, tal como sucede en el cuerpo humano, como
el ciclo circadiano, el diseno de estos circuitos también estd dando pie a la computacién biologica

[4].

22



Biologia sintética
2.4 Diseno de circuitos genéticos

% B
A B
Apb—¢C
Activator-repressor clock Repressilator

Figura 2.7: Circuitos de genéticos [8].

2.4.1. El Represilador

El primer sistema que analizaremos sera el Represilador, aparece en la figura 2.7, aqui tenemos
tres genes donde todos se suprimen en la direccion A - B — C — A, pensemos que el proceso
inicia en el gen A (puede empezar desde cualquier gen ya que no hay causalidad en los sistemas
con retroalimentacion cerrada) que va suprimiendo al gen B, por lo que aumenta la produccion del
gen C, al aumentar este gen suprime al gen A, por lo que ahora aumentaria el gen B, se seguiria
un proceso de este tipo de tal manera que hay un aumento y disminucién ciclico de los genes, este
sistema fue uno de los primeros circuitos genéticos que se disenaron, para esto se usé la bacteria

E. coli [5].

Para conocer la dindmica de nuestro sistema suponemos que cada uno de los genes son un
MTT, por lo que su dindmica estaria descrita por las ecuaciones modulares (2.3), de esta manera
nuestro sistema tendra una dindmica dada por las siguientes ecuaciones diferenciales

dmA dA
T J1(C) — amama, T Omama — aaA,
dm dB
WB :fQ(A)*amBmBa E :6mBmB*aBBa
dmc dC

= fS(B) — mecme, = dmeme — acC. (2.4)

dt dt
Nos enfocaremos en dos casos para analizar este sistema, el primero es el caso simétrico, es cuando
todos los genes acttian como supresores, el segundo caso es cuando uno de los genes es un activador,

cuanto estamos en el caso simétrico todas las funciones de Hill son represores, es decir

$10) = £o0) = f0) = 0 (2:5)

para el Represilador que se disené en [5], se usaron el siguiente conjunto de parametros d,,, = y2p =
1, ap = mp = ay 71 = a2, con el valor de estos pardmetros se calculara ahora la seccion donde
existirian oscilaciones en nuestro sistema. Para encontrar esta regién nos fijamos en un método
similar al desarrollado en [5], de donde se obtiene que el sistema tiene soluciones periddicas si
cumple la siguiente condiciéon

(2.6)

Esta relacion se ve en la figura 2.8(a), podemos ver que cuando n incrementa las soluciones
periddicas del sistema estan practicamente garantizadas, de igual manera cuando el parametro §
aumenta se nota que se van perdiendo las oscilaciones, de hecho, este parametro esta estrechamente
relacionado con el periodo de las oscilaciones.
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Figura 2.8: Regiones de oscilacion del represilador [8].

El segundo caso es cuando uno de los genes es un activador, es decir nuestras funciones de Hill
seran:

_ _ Yip _ 73ppn
hip) = folp) = 70— g f3(p) = o (2.7)

Para que nuestro modelo sea similar al Represilador que se disefi6 en [5], se usaran el siguiente
conjunto de pardmetros 0mp = Yop = Yap = 1, Op = Qmp = Q@ Y Yip = Y3p = 42, con el valor
de estos pardmetros se calculara ahora la secciéon donde existirfan oscilaciones en nuestro sistema.
Para ello se emplea métodos similares al caso simétrico. Con los resultados que se obtuvieron tanto
para el caso simétrico como para el caso antisimétrico es posible disenar un circuito genético que
contenga oscilaciones, para ello lo tnico que se tendria que hacer es ajustar los parametros, en la
figura 2.8 estén las graficas que nos muestran las regiones de oscilacion como funcion de n y 4.

2.4.2. El reloj activador-represor

El otro sistema que analizaremos sera el reloj activador-represor, tal como aparece en la figura
2.7, en esta imagen se ve como el gen A suprime al gen B y como también este se activa a si
mismo, mientras que el gen B solo suprime al gen A, en este sistema también se podrian encontrar
oscilaciones en las densidades de los genes. Para analizar este sistema suponemos que se cumple
el supuesto de modularidad, las ecuaciones que describen la dindmica de nuestro sistema estaran
dadas por las ecuaciones para el MTT,

dmA dA
W - fl(A7 B) — AN A, E = 5mAmA - OéAA,
d dB
ZL = (4) — ampms, = = mpmp — agbB, (2.8)
las funciones de entrada son las siguientes:
714A" + Y04 1BA" + Y08
A, B) = , A)= ————. 2.9
Hi(4,B) 1+ v24A™ + y34B™ f2(4) 1+y2pA" @9)

Ya hemos visto el significado de algunas de estos parametros, ahora lo tnico que faltaria explicar
es lo que significan los pardmetros 7, el cual esta relacionado con la transcripcién basal. Para
simplificar el modelo se elige el siguiente conjunto de pardmetros oy, = %’ s Omp = k{, aq = 04,

el pardmetro € y £ estan estrechamente relacionados con la escala de tiempos entre la produccion
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Figura 2.9: Regiones de oscilacion del reloj activador-represor [16].

de la proteina y ARNm, y la diferencia de escalas entre el activador y el represor. Podemos ver
un anélisis de este sistema en términos de estas dos variables, tal como se ve en la figura 2.9, esta
figura como los detalles del anélisis se pueden llegar a ver en [16].

En términos de los parametros €, & y n, es posible disenar un sistema con un comportamiento
oscilatorio: a medida que la escala de tiempo de la dindmica del activador aumenta con respecto a
la dindmica del represor, los parametros del sistema se mueven a través de una bifurcacion de Hopf
y las oscilaciones estables se moveran. Desde el punto de vista de la fabricacion, esto se puede lograr
anadiendo etiquetas de degradacion adecuadas a la proteina activadora. La regiéon del espacio de
pardmetros en la que el sistema exhibe oscilaciones amortiguadas casi sinusoidales esta en el lado
izquierdo de la curva correspondiente a la bifurcacion de Hopf. Si esto fuera el caso, el aumento
de la separacion de escalas de tiempo entre el activador y el represor, £, puede conducir a un ciclo
limite estable.

2.5. Mas alla de la asuncion de modularidad

Hasta ahora hemos disena circuitos genéticos basados en el supuesto de modularidad, por
ejemplo, la monotonicidad de las funciones de entrada en los modulos transcripcionales que
componen el represor fue clave para mostrar formalmente la existencia de soluciones periodicas,
de igual manera en el diseno del reloj activador-represor permitié predecir facilmente la ubicacién
y el nimero de puntos de equilibrio a medida que se cambiaban los parametros. El supuesto de
modularidad implica que, cuando dos moédulos estan conectados entre si, su comportamiento no
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cambia en la interconexioén. Sin embargo, un problema fundamental de ingenieria de sistemas
surge cuando se interconectan subsistemas; cuando el proceso de transmisiéon de una senal a un
componente descendente afecta el estado dindmico del componente emisor.
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Figura 2.10: Perdida del reloj activador-represor [16].

De hecho, después de disenar, probar y caracterizar el comportamiento de entrada-salida de
un componente individual de forma aislada, es ciertamente deseable que sus caracteristicas no
cambien cuando otro componente estéd conectado a su canal de salida. Este problema, el efecto
de las cargas en la salida de un sistema, se comprende bien en muchos campos de la ingenieria,
por ejemplo, en el diseno de circuitos eléctricos. A menudo se ha sefialado que surgen problemas
similares para los sistemas biol6gicos.

Los modulos deben tener caracteristicas especiales que les permitan integrarse facilmente en
cualquier sistema, como impedancia de salida cero e impedancia de entrada infinita. Una revision
extensa sobre problemas de cargas y modularidad en redes de senalizaciéon se puede encontrar en
[8], donde los autores proponen analogias concretas con problemas similares que surgen en los
circuitos eléctricos.

Estas cuestiones son especialmente delicadas en biologia sintética. Por ejemplo, considere el
reloj activador-represor de la figura 2.7. Supongamos que queremos emplear este reloj (sistema de
flujo ascendente (UT)) para impulsar uno o mas componentes (sistemas de flujo descendente (DT)),
utilizando como sefial de salida la concentracion oscilante A(t) del activador. Desde el punto de vista
de los sistemas/sefiales, A(t) se convierte en una entrada para el segundo sistema. Los términos UT
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y DT reflejan la direccion en la que pensamos que las senales viajan, desde el reloj hasta los sistemas
que se sincronizan. Sin embargo, esto es solo una idealizacion, porque la unién y desvinculacion
de A a los sitios promotores en un sistema DT compite con las interacciones bioquimicas que
constituyen el bloque UT (retroactividad) y, por lo tanto, pueden interrumpir el funcionamiento
del reloj en si (figura 2.10). Un posible enfoque para evitar interrumpir el comportamiento del reloj,
motivado por el enfoque utilizado en GFP (green fluorescent protein), es introducir un gen que
codifique una nueva proteina X, colocada bajo el control del mismo promotor que el gen de A, y
utilizar la concentracion de X, que presumiblemente refleja la de A (concentracion de la proteina),
para impulsar el sistema DT. Este enfoque, sin embargo, todavia tiene el problema de que el
comportamiento de la concentraciéon de X en el tiempo puede ser alterado e incluso interrumpido
por la adicién de sistemas DT que drenan X. El resultado neto sigue siendo que los sistemas DT
no estan sincronizados adecuadamente.

2.5.1. Modelando la retroactividad

Transcriptional component

Ol X Downstream component
PN -
Z s - - J
Vo ’ v \
\ ’—" ! ‘L . Y »-—
] Py X P

Figura 2.11: Sistema DT [9].

En términos generales, llamamos retroactividad al fenémeno por el cual el comportamiento de
un sistema UT cambia al interconectarse con un sistema DT. Como ejemplo uno puede pensar en
cOmo un componente transcripcional es conectado a un sistema DT tal como se ve en la figura 2.11,
el gen Z influye directamente en el componente transcripcional de la proteina x, con concentracion
X, para los propositos que siguen no nos centraremos en el ARNm por lo que englobaremos todos
estos efectos en una sola funcion k(t), por lo que la concentracion de la proteina x estara dada por
la siguiente ecuacion

dX(t)
dt
donde ¢ es la tasa de degradacion de la proteina, a estd ecuacion se le conocera como sin retroac-
tividad o aislado. Cuando nuestro sistema se ha conectado a un moédulo DT, de tal manera que la
proteina X ahora es la que activa el médulo de transcripciéon al unirse a una promotora P figura
2.11, con concentracién p,

= k(t) — 6X (1), (2.10)

Kon
X+p &= C, (2.11)
kors

aqui C es la proteina-promotora (una molécula compuesta por la uniéon de la proteina X y la
promotora p, C no se degrada ya que son sus componentes los que lo harian, en este caso X y/o
p), ya que C no esta sujeta a degradarse, entonces se conserva la concentracion total pror = p+ C,
por lo que ahora la dinamica del sistema de seré:

d);t(t) = k(t) = 0X(t) + kossC(t) — kon(pror — C (1) X (1),
%f) = —kossC(t) + kon(pror — C(1)) X (1), (2.12)
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podemos definir el siguiente termino, el cual aparece al final de (2.12)
5(t) = ko C(t) — kon(pror — C(t)) X (1), (2.13)

el cual representa una senal, especificamente la retroactividad. Cuando s = 0 se pierde todos los
efectos de la retroactividad, y regresamos al caso aislado. El efecto de la retroactividad s sobre el
comportamiento de X puede ser muy grande (figura 2.12). Esto no es deseable en una serie de
situaciones en las que nos gustaria que un sistema UT "impulsara” a uno DT, por ejemplo, cuando
un oscilador biolégico tiene que cronometrar varios procesos DT. La retroactividad puede hacer
que la senial de salida del proceso ascendente se vuelve demasiado baja o desfasada con respecto a
la sefial de salida del sistema aislado (como en la figura 2.12), entonces se perdera la coordinacion
entre el oscilador y los procesos descendentes.

n
o
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— No downstream sites — No downstream sites
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Figura 2.12: Desfase por retroactividad [9].

Podemos pensar en un sistema més general, como en la figura 2.13, donde ya se considera los
efectos de la retroactividad, asi como el de las funciones de entrada, muy similar a lo que hemos
hecho en el capitulo anterior, las ecuaciones que describen la dinamica de este sistema son

T fate),u(e), 5600,
() =Y (a(0), ), 5(0),
r(t) = R(z(t),u(t), s(t)), (2.14)

aqui el sistema podria estar conectado a otro, por lo que se considera dos tipos de retroactividad,
la retroactividad de salida s y la retroactividad de entrada r. Las funciones que aparecen de lado
derecho de la ecuacion (2.14), pueden tomar cualquier forma, dependiendo del sistema que se
esté analizando, al igual que la retroactividad, estas pueden ser funciones escalares o vectoriales,
también se podria analizar un sistema que estd compuesto de varios de estos médulos. Cuando la
retroactividad ya no se encuentra en el sistema se elige r =0y s = 0.

2.5.2. Cuantificando la retroactividad

Se puede obtener una cuantificacién de la retroactividad de la salida explotando la diferencia
de escalas de tiempo entre la dindmica de la salida del modulo UT y la dindmica de la etapa de
entrada del modulo DT. Esta separacion de escalas de tiempo siempre se encuentra en circuitos
transcripcionales como se discutié anteriormente. Cuantificamos la diferencia entre la dinamica
de X en el sistema aislado (2.10) y la dinamica de X en el sistema conectado (2.12) estableciendo
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u y
S
ro|x s

Figura 2.13: Sistema con retroactividad [9].

condiciones sobre los parametros bioldgicos bajo las cuales los dos sistemas exhiben un compor-
tamiento similar. Esto se logra aprovechando la diferencia de escalas de tiempo entre los procesos
de produccién y desintegracion de proteinas y el proceso de union y desvinculacion en el promotor p.

u Y
S 1S
R 1 R 2
rolx S z

Figura 2.14: Sistemas con retroactividad.

Podemos pensar en que un sistema similar al de la figura 2.14, el primer sistema esta descrito
por las ecuaciones que se encuentran en (2.14), ahi suponemos que nuestro sistema se encuentra
cerca de algiin punto de equilibrio por lo que podremos realizar una aproximacion lineal, de manera
similar a como hemos hablado en las secciones anteriores, con lo que obtenemos

dfif) = Ayx(t) + Bru(t) + Cys(t),
y(t) = Drz(t) + Equ(t) + Fis(t),
r(t) = Grz(t) + Hyu(t) + Jis(t), (2.15)

los términos A; — J; en general son matrices. Como mencionamos al principio, solo nos interesa la
retroactividad s entre dos sistemas, por lo que por ahora no nos fijamos en r(t), ademas suponemos
que practicamente toda la informacion que sale del sistema es debido a z(t), entonces las ecuaciones
anteriores se simplifican

dfi(tt) = Ayx(t) + Byu(t) + Cys(t),
y(t) = Dix(t), (2.16)

estas ecuaciones corresponderan al sistema S7, siguiendo un anélisis similar para el sistema So,
obtenemos

= —s(t), (2.17)

hemos supuesto que toda la dindmica de nuestro sistema S5 es debido a la interacciéon quimica
entre x y z, es decir, se supone que la retroactividad esta completamente dada por la interaccion
de los procesos quimicos de S; y S3. Debido a que hay una diferencia muy grande en la escala

29



Biologia sintética
2.5 Mas alla de la asuncién de modularidad

de tiempo de las dinamicas de los procesos de S7 con respecto de Ss, para considerarlo vamos a
multiplicar a la segunda ecuacion de (2.17) por un parametro e, fijindonos solo en (2.16) y (2.17):

d“;l(tt) = Aya(t) + Byu(t) + Cys(t),
dz(t)
A, (2.18)

introducimos un cambio de variable, Q = x + Cz, esto se agrega como una combinacién lineal de
las z’s debido a que es posible que més de una variable participe en una reacciéon

B — 400~ €20 + Buu),
dz(t)
T —es(t), (2.19)

estas ecuaciones aparecen muy a menudo en la perturbacion singular, si pensamos en el sistema
que esté en la figura 2.11, la 2 jugaria un papel equivalente a la concentracion total de la proteina,
podemos obtener una aproximacion de la dinamica de x, eligiendo al parametro e = 0, eligiendo
este parametro de esta manera la segunda ecuacion de (2.19) serfa de inmediato cero, es decir
es(t) =0, s(t) es funcion de , x y z, de aqui se solucionaria para encontrar una z que cumpliria
lo anterior, diciéndolo de manera alternativa, suponemos que existe una z que definiremos por

w(t) = w(§y,t), tal que es el cero mas pequenio de la funcion g(Q,z,t) = —s(t), con e = 0 y al
evaluar w(t) (2.19) se reduciria
A (t
dlt( ) = A1(Q(t) — CLw(t)) + Biu(t), (2.20)

suponemos que existe alguna solucion de (2.20), con lo cual, regresando a la definicion de la €,
tendremos que z = ; — w, y ademés se supone que w es funcién de la omega, por lo que al tomar
la derivada total con respecto del tiempo

dx(t)  dQ(t) dw(t) dQy(t) dw(t)\ d(t)
= — =(1- 2.21
dt @~ Ca “1 0, dt (2.21)
con esto finalmente tendremos
da(t) dw(t)

=(A B 1-— 2.22
2 = (ustt) + B (1- ). (2.22)

cuando d;‘;gf) valgan cero nos encontraremos ante el caso aislado,
d”;it) = Aya(t) + Biu(t), (2.23)

en base a los desarrollos que ya hemos realizado, podemos realizar una aproximacion cuasi-estética
) .. . dw(t ca

€~ = Vi
del sistema eligiendo a € =~ 0, por lo que se podria pensar al factor dsgl) como una variacion
porcentual de la dinamica del sistema conectado con respecto a la dindmica del sistema aislado en

la aproximacion cuasi-estatica. Por lo que ahora definimos

- dw(Ql) _ ﬁ @ -1
R(I) = Cl dQl = Cl an <aw> y (224)

estd es una cantidad que cuantifica la retroactividad, R es una cantidad que se puede calcular
empleando derivada implicita sobre g(t). Cuando el sistema tiene retroactividad R es una cantidad
que siempre es menor que uno, de hecho, se puede calcular para el sistema (2.12), obteniendo,

1
RX)= — .
1422
L

kq

(2.25)
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En este ejemplo, para que la retroactividad desaparezca por completo o su contribucién sea muy
X \2

- . (A+g . . .
pequefia, el termino —prei— tiene que ser lo suficientemente grande, para ello se pueden elegir
k

d
algunas variables adecuadas, por ejemplo, que pr,: sea muy pequeno, también eligiendo a kg y/o
X muy grandes.

2.6. Dispositivos de aislamiento para reforzar la modularidad

No siempre es posible disenar una interconexion tal que la retroactividad sea baja. Este es, por
ejemplo, el caso de un oscilador que tiene que sincronizar una carga DT: en general, la carga no
se puede incluir en el disefio ya que el oscilador debe funcionar bien frente a cargas desconocidas
y posiblemente variables. Dicho esto, al igual que con los circuitos eléctricos, se puede diseniar un
dispositivo que sera colocado entre el oscilador y la carga, de modo que la salida del dispositivo no
se vea afectada por la carga, y el dispositivo en si no afecte a la carga. Especificamente, considere
un sistema S como se muestra en la figura 2.15 que toma u como entrada y da y como salida,
disenado de tal manera que

1. La retroactividad de la entrada r sea pequena.
2. Los efectos de la retroactividad de la salida s en la dindmica del sistema sean muy pequenos.

3. La relacion entre la salida y entrada sean lineales (similar a lo que aparece en 2.15).

Un sistema que llegue a cumplir estas caracteristicas se le nombra sistema “aislado”. En un amplifi-
cador electronico, el efecto de la retroactividad de la salida en el comportamiento del amplificador
se reduce a casi cero en virtud de una gran ganancia de amplificacion de entrada (tedricamente
infinita) y una retroalimentacion de salida negativa. Tal mecanismo se puede ilustrar en su forma
mas simple en la figura 2.15(a), que es muy conocida por los ingenieros de control. Para simpli-
ficar, hemos asumido un diagrama en el que la retroactividad s es solo una perturbacion aditiva.
El efecto de la retroactividad s es insignificante para grandes valores de GG, esto puede verificarse

Figura 2.15: Sistema con retroalimentacion [9].

mediante el siguiente célculo, de acuerdo con las funciones de transferencia que ya hemos explicado
y = G(u— Ky) + s, entonces
G L s
= U 5
1+ KG 14+ KG
Cuando G crece mucho, nuestra variable de salida es = y es independiente de s. Para atenuar el

K
efecto de retroactividad en la salida de un componente, se pueden hacer alguna de las dos opciones:

y (2.26)

1. amplifica la entrada del componente a través de una gran ganancia (G muy grande),
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2. aplica una gran retroalimentacion negativa de salida (figura 2.15b) (G’ muy grande).

A continuacion, ilustramos esta idea en el contexto del ejemplo transcripcional. Inspirdndonos en
el sistema de la figura 2.15(b) y con el proposito de ir atenuando la retroactividad. Considerando
una dindamica aproximada de X. Supongamos que podemos aplicar una ganancia G a la entrada
k(t) y una ganancia de retroalimentacion negativa G’ a X con G’ = KG. Esto conduce a la nueva
ecuacion diferencial para el sistema conectado dada por

dX (t)

n (GE(t) — (G"+0)X(t))(1 = R)), (2.27)

Donde el parametro R es la que cuantifica la retroalimentacion del sistema, cuando este parametro
es cero, regresamos al caso en el cual nuestro sistema se encuentra aislado.
dX(t)

o = Gh(t) = (G' + 0)X(1). (2.28)

2.7. Retroactividad en procesos bioquimicos

Los desarrollos hechos por Del Vecchio son exclusivamente para sistemas cerca del equilibrio y
lineales, por lo que es necesario linealizar el sistema para poder llegar al termino de retroactividad,
sin embargo, nosotros mostraremos una alternativa para poder analizar redes bioquimicas, aquellas
que estan descritas por la ley de accién de masas, recordemos que en la ley de acciéon de masas
se parte de un sistema en el cual hay N especies S; (j € {1,2,..N}), y M reacciones R; (i €
{1,2,..M}) a través de la cual se transforman estas especies, es decir

N N
R;: Zaiij — ZB”S] (2.29)
j=1 j=1

Los coeficientes a;; y (;; son enteros positivos, estos son los coeficientes estequiométricos. En
quimica los elementos que estan del lado izquierdo de (2.29) se les conoce como reactantes y a los
del lado derecho como productos. Ahora definimos la matriz estequiométrica

Fji = ﬂij — Oéij. (230)

Denotamos por z; a la concentracion de la especie S; involucrada en la reacciéon, R; a la forma
algebraica de la i-ésima tasa de reaccion en funcion de las concentraciones de las especies. Ahora
supondremos que tenemos algiin sistema bioquimico que consiste en n médulos, la eleccion de mo-
dulo es un poco arbitraria por lo que uno puede llegar a elegir una sola variable como modulo, pero
para los sistemas que analizaremos estos se eligen considerando que alguna reaccion (o reacciones)
se encuentra aislada, para esto pensar que se tiene un sistema similar al de la figura 2.16.

Qua( RS (1) — Ry (1))

S, —¥ Sz

1.
% = Qu(R (21) — R (1)) + Qua (RS (21) — Ry (1)) dzy
P

i - r = QB (z1) — By (21)) + Qu (RS (1) — By (1))
Qo (R} (1) — Ry (1))

Figura 2.16: Sistema modular. Separacion de un sistema en modulos y los términos de interaccion.

(Este sistema solo tiene 2 modulos, pero ayudara a entender las ideas que explicaremos) si
existen cantidades conservadas en el sistema, reducimos aquellas que pertenecen a un solo modulo
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introduciendo las correspondientes cantidades conservadas para asi tener una matriz estequiomé-
trica (2.30) cuadrada, esta puede ser escrita de la siguiente manera

Qll QlQ an
Q21 Q22 QQn

Ly = ) (2.31)

in QnZ .o an

(los términos @Q;; pueden ser matrices, vectores o escalares) donde los términos @, corresponden
a la dindmica del n-ésimo moédulo sin considerar la interaccién con otros, por lo que los términos
Qni (i # ny i > n) corresponden a la interacciéon de los modulos tipo DT, mientras que los
términos Q; (i # ny i < n) son interaccion del tipo UT, por lo general Q;,, # Qni, como se puede
observar en la figura 2.16. Siguiendo la misma idea podemos escribir a nuestras tasas de reaccion
(1.5) divididos con respecto a cada modulo del sistema,

Ry () Ry (x1)
I+ (o '~ (g

ree=| ), ree=| ™ ). (2.32)
Rt (o) R (n)

(los términos R}t (7;) y R, (x;) pueden ser vectores o escalares) recordar que la eleccion de modulo
es un poco arbitraria por lo que uno puede llegar a elegir una sola variable como modulo. Las
ecuaciones de movimiento de algiin médulo seran de la forma

= D Qg (R (@) = By (w0)), (2.33)

at

(esta ecuacion diferencial es solo otra version de la que se obtiene de la ley de accion de masas
dft" =21y (Rj(xl) — R} (1)) ) los coeficientes de interaccién vuelven a aparecer en los modulos
con los que interacttian, pero con una cantidad proporcional a ellos mismos, es decir, si tuviéramos
un sistema similar a la figura 2.16 entonces Q12 (k < 0) aparecera dentro de Q22 (en algunos casos
es necesario introducir algtin cambio de coordenadas), para saber que modulos estdn conectados
entre sf usamos una matriz de conexiones A;;, esta matriz de conexiones la construimos a partir
de los valores absolutos de las entradas de I';; pero quitando los términos en la diagonal, es decir

0 Q2] .. [Qunl
0 .. N
I L (2.34)

hay que recordar que el sentido de conexién va en un solo sentido por lo que A;; # Aj;, antes de
continuar expondremos un ejemplo de esto.

Ejemplo

Para esto pensemos en un sistema que esta descrito por los siguientes dos procesos

k(1) Kon
0= X, X+p = C, (2.35)
5 kOff
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donde denotaremos a x, p, ¢ las concentraciones de X, P y C respectivamente, hemos denotado
a la reacciéon de la izquierda como el modulo 1 y a la de la derecha como el 2, a partir de estas
reacciones calculamos la matriz de coeficientes estequiométricos y la estequiométrica del sistema

1 -1
0 0 0 1 0 0
Q5 = ) Bij = , Lij=10 —-11, (2.36)
1 1 0 0 0 1
0 1

este sistema tiene una cantidad conservada pr,: = p + ¢, considerandola obtendremos la siguiente
matriz estequiométrica cuadrada

1 -1
rr = _ Qu  Qu2 ’ (2.37)

0 1 Q21 Q22

de aqui vemos que Q12 = —(Q22, como ya hemos comentado que los términos de interaccion aparecen
en el otro modulo. Las tasas de reaccién seran

e "~ (x x
B (2) = R/1+( AN k(t) R = /1_( D) _ [ 9 (238
Ry (@) Kon(pTot — €)T 5 (z1) koffc

y nuestra matriz de conexiones sera
A= . (2.39)
En este ejemplo hemos mostrado como serdn los elementos que ocuparemos para analizar los
sistemas bioquimicos.
Siguiendo la misma idea que Del Vecchio [9] introducimos el siguiente cambio de variable

Qi=x;+>, j Ajjx;, de esta manera podemos construir un conjunto de ecuaciones diferenciales de
tal manera que coincidan con el que se obtiene cuando el i-ésimo moédulo este aislado, obteniendo

dQ;  dz; dx;
L 1 Aq"ij = Qi las _ pl- 9.4
dt — dt +2 Ay g = QBT (@) = Ry (), (2.40)

si suponemos que el término de interaccién entre los dos modulos es muy pequeno, podemos
realizar un desarrollo similar al realizado por Del Vecchio de tal manera que ahora las ecuaciones
de movimiento de nuestro sistema serdn como a continuacién

dl’i + — 7
o =Qui(RF (@) = R (a)) | 1 +ijAinj :
AR (43S, Ajw;)—Ri™ (Ut Aiyjw;))
. dw. Qij %%
A”R; :Aij ( j) - _Aij 9 (241)
d9; (Q‘ OB QAR Aywy) - B (Ot Y, Auwm)
) 811)1

donde w; es el cero mas pequeno del término Qij(tj'(Ql +2; ijwj) =t (S + X Qlljwj)), el
segundo término se puede interpretar como la retroactividad del modulo 5 sobre el modulo ¢, notar
que esta evaluada sobre el cambio de variable que propusimos. De esta forma hemos construido
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el termino de retroactividad para los sistemas quimicos, el cual resultara ser de gran ayuda
en el futuro. Ya que estamos considerando la interacciéon entre varios modulos es necesario que
| Ej Aij R;\ < 1 para que la retroactividad tenga un efecto pequeno. Notar que la retroactividad es
una cantidad que nos dice cuanto se modificaré la dindmica del nuevo moédulo que introduzcamos
al sistema, pero también puede decirnos cuanto cambiara el sistema al agregarle un nuevo médulo.

Para el ejemplo que tratamos la retroactividad del sistema sera

1
1+ o

kq

El mismo resultado que se obtuvo en una de las secciones anteriores.

2.8. Proceso de fosforilacion /desfosforilacion

Insulation component

- : p

Figura 2.17: Componente aislado [9].

El proceso de fosforilacion /desfosforilacion es la union (desunion) de algin grupo fosfato a una
molécula. Este tipo de procesos es muy importante a nivel bioldgico ya que participa en muchos
procesos celulares, como es el caso de fosforilacion/desfosforilacion del ADP/ATP respectiva-
mente, estos dos procesos estan estrechamente relacionados con la obtencién y el transporte de
energia. Este proceso también es usado en la fosforilacion/desfosforilacion de proteinas que es un
mecanismo para modificar el comportamiento de una proteina, a menudo activando o desactivando
una enzima. Los componentes del aparato de sintesis de proteinas también sufren fosforilacion
y desfosforilacion y, por lo tanto, regulan las tasas de sintesis de proteinas [17]. Esto tdltimo
es el que méas nos interesa, ya que podria permitirnos construir médulos de control en alguna
red de procesos bioquimicos al solo tener que controlar la fosforilacion, particularmente algin MTT.

A continuacion, aplicaremos el método de Del Vecchio que hemos descrito, para explicar el
proceso de fosforilacion /desfosforilacion, para ello primero pensemos en una red bioquimica como
en la figura 2.17. Vamos a considerar un modelo de una reacciéon de un paso para las reacciones de
fosforilacion analizadas por [§]

kon
Z+x8 7+ x,, Y+ X, By + X, X,+P Z C. (2.43)
koss

Las reacciones anteriores corresponden al proceso que ocurre de lado izquierdo, la primera reaccion
es la reaccién a través de la cual la molécula X gana un fosfato (fosforilacion) X, y la segunda
cuando se desfosforara, en el lado derecho de la imagen una molécula fosforilada se une a una
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proteina P formando un complejo C. La dindmica del sistema estara descrita por el siguiente
conjunto de ecuaciones diferenciales (estas ecuaciones se obtienen a partir de las reacciones (2.43)
con ayuda de la ley de acciéon de masas),

d);pt(t) = k1 X710t Z(t) <1 - ))(;1;5:3 - ;;2) — kaY (1) Xp(t) + kogpC(t) — kon(pror — C()) X (1),
%ﬂ — ko1 C(t) + kon(pro — C(1) X, (t) = —s(t). (2-44)

Consideramos que nos encontramos en un sistema donde Xro > X, v X7t > C(2), por lo que
nuestro sistema de ecuaciones se reduce,

d)‘;t(t) = 1 Xt Z() — koY () Xp () + ko s C(8) — o (pror — C(£) X (1),
%@ = ko rC(t) + kon(proc — C(1))X, (1) = —s(0). (245)

Ahora se considera que el sistema que se encuentra a la derecha de la figura 2.17 esta casi en
equilibrio, por lo que ahora usamos la aproximacion con retroactividad, asi como (2.27),

dXp(t)
dt

= (G)Z(1) — G' (1) X, (1) (1 = R(X,p(1))) , (2.46)

se ha definido a G(t) = k1 X71ot v G'(t) = koY (t), para atenuar la retroactividad uno tendré que
hacer a G(t) y G'(t) muy grandes, o eligiendo a las variables dentro de R de tal manera que se
vuelva cero. Podemos pensar en un proceso mas complejo para la fosforilacion y desfosforilacion,
para ello pensamos en un modelo que implique dos pasos, este modelo que fue dado por [8], donde
se supone que existe un proceso intermedio cuando se unen las diferentes especies en el modulo
que se encuentra en la izquierda de la figura 2.17, como en la siguiente ecuacion,

B1 o
Z+ XS0 87+ x, Y+ X,50,8y +X. (2.47)
B2 Qs

La dinamica de este sistema esta dada por las siguientes ecuaciones diferenciales:

T = KO =670+ G+ 800 — i) (1= 0 - G0 -0 - 0
=t 00+ ez (1- 0 - G- - T ),

1 — s+ a0 + VX, ) (1- S22,

d)iipt(t) = k1C1(t) + aaCa(t) — an Yror X (t) <1 = C}}'T(?) + kop C(E) = kon Xp(t) (pror — C(2),
PO kogsOW) + hon Xy (D) pres — C(1), (2.48)

los términos que aparecen como fracciones se suponen lo suficientemente pequefios, por lo que
nuestro sistema se reduce
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%l(tt) = k(t) — 62(t) + (k1 + B2)Ci(t) — X7 Z(1)),

dCdlt(t) = —(ky + B2)C1(t) + BLXro Z(t),

dc:;t(t) = —(ka + a)Ca(t) + a1 Yror X, (1),

d);z;(t) — k1Cy (1) + a1 Ca(t) — ar Yron X, (1) + s(8),

%w = ko fC(t) + kon X, (1) (pror — C(1) = —s(t), (2.49)

en la tnica expresion que aparece la retroactividad es en la tercera relacion de la ecuacion anterior,
por lo que solo a esta expresion se le modifica de acuerdo con el modelo de Del Vecchio, G(t) y

G'(t) se eligen de igual manera que en el proceso de un paso. Estos resultados se grafican en la
figura 2.18.

X, Protein concentration 3
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Figura 2.18: Proceso de fosforilacion. Se modela la dinamica de las concentraciones de Z y X,
cuando hay retroactividad (lineas punteadas) y cuando no hay retroactividad (linea verde y roja
respectivamente). Se han usado los siguientes parametros: pr,: = 100, koff = kon = 10, 0 = 0,01,
k’l = k‘g = 50, a1 = 51 = 0,017 Qo = BQ = 10, TTot = YTot — 1500 [9]

En esta figura se puede observar cémo se contrasta la dindmica del sistema cuando hay y cuando
no hay retroactividad, debido a los pardmetros usados se puede observar que la retroactividad tiene
un efecto muy pequeno en el sistema por lo que la dindmica es casi la misma que en el caso aislado,
sin embargo, si se eligen otras variables de las constantes del sistema es posible que ya no haya
retroactividad como se ve en la figura 2.19.
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Xp, Protein concentration 3>
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Figura 2.19: Proceso de fosforilacién. Se modela la dinamica de las concentraciones de Z y X,
cuando hay retroactividad (lineas punteadas) y cuando no hay retroactividad (linea verde y roja
respectivamente). Se han empleado los siguientes parametros: pro¢ = 100, koff = kon = 10,
0= 0,01, k‘l = kg = 0701, o] = 61 = 0,01, Qo = 52 = 10, TTot = YTot — 1500 [9]
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Capitulo 3

Analisis estocastico

En esta secciéon hablaremos un poco sobre los modelos estocasticos, asi como algunos conceptos
y definiciones relacionados con esto, con el objetivo de llegar a la ecuacion maestra, algunas de
las ideas fueron tomadas de [10], estudiaremos los sistemas desde un enfoque estocésticos debido a
que estamos interesados en las redes bioquimicas que tengan un niimero pequeno de elementos y/o
moléculas (particularmente en redes de regulacion genética), por lo que el analisis determinista se
vuelve insuficiente. Entre los temas que se tocaran seran los procesos de vida y muerte multivariable,
el cual es una version estocastica de la ley de acciéon de masas. Posteriormente mostramos una
manera de céomo llegar al limite determinista, ademas describiremos algunos métodos de solucion
de la ecuacién maestra, debido a que no siempre se puede encontrar una solucién analitica también
explicaremos el algoritmo de Gillespie, el cual es muy usado para modelar y/o simular sistemas
estocéasticos, en esta misma direccién mostramos un programa escrito en Python que nos describe
este algoritmo y que usaremos en los proximos capitulos.

3.1. Introducciéon

Los modelos deterministas solo son validos cuando el sistema se puede considerar macroscopico,
e incluso en esta aproximacion el sistema puede llegar a presentar desviaciones significativas, por
lo que es necesario un enfoque estocastico.

Se conocen varias situaciones en las que asumir funciones continuas de concentracion-tiempo
resulta en una aproximacion muy burda. A menudo, las fluctuaciones naturales (es decir, no cau-
sadas por influencias externas) son importantes en el sistema. Algunas de las posibles razones son
las siguientes:

i) El tamano del sistema quimico es pequeno. En este caso, el espacio de estados es
discreto, la aproximacion continua es muy mala. Esto es debido a que las fluctuaciones no se
pueden descuidar ni siquiera en la aproximacion “cero”, porque no se superponen al fenémeno,
sino que representan el fenémeno en si.

ii) El sistema opera cerca de un punto de inestabilidad de un modelo determinista.
En este caso, las pequenas fluctuaciones pueden amplificarse y producir efectos observables,
incluso macroscopicos.

iii) Las fluctuaciones pueden ser una fuente de informacioén. El teorema de fluctuacion-
disipacién conecta las fluctuaciones espontaneas alrededor de un estado de equilibrio y el
proceso disipativo que conduce al equilibrio. Usando este teorema aplicado a la cinética qui-
mica, las constantes de velocidad se pueden calcular a partir de las fluctuaciones de equilibrio.
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iv) Se encuentra una importancia especifica para una concentraciéon que cae a cero
en un valor de tiempo finito. Como se senal6é anteriormente, esto no es posible dentro
del marco matematico de la cinética determinista del tipo de accién de masas. Sin embargo,
el enfoque estocéstico puede asociar este evento con una probabilidad distinta de cero.

La alternativa a la cinética determinista que sera utilizada se denomina modelo estocéstico de
estado discreto en tiempo continuo. Su relaciéon con la cinética determinista es analoga a la conexiéon
entre la termodinamica clasica y la estadistica. La termodindmica estadistica puede dar algin tipo
de prediccion tedrica sobre las fluctuaciones de equilibrio, la cinética estocastica puede describir la
evolucién en el tiempo de los fenomenos de fluctuacion quimica.

3.2. Procesos estocasticos

A continuacién, daremos algunas definiciones y elementos necesarios para poder llegar a en-
tender la ecuacién maestra. Primero daremos la definicion de proceso estocéstico. Sea T algin
conjunto no vacio (relacionado con el tiempo)

Un proceso estocastico es una sucesion de variables aleatorias £(t) tal que {£(¢) |t € T},
donde estas variables aleatorias toman valores de algin espacio de estados S.

Por la forma en la que se ha definido un proceso estocéstico, estas se dividen en cuatro categorias
dependiendo de la naturaleza continua o discreta de la variable temporal y la variable aleatoria,

i) Tiempo discreto y estados discretos. Aqui la variable temporal y aleatoria son ambas
discretas, en el caso que sea un proceso de Markov, se le llama cadenas de Markov.

ii) Tiempo discreto y estados continuos. La variable temporal es discreta y la aleatoria toma
valores de un espacio continuo, si el proceso es Markoviano, se le llama proceso Markoviano
de tiempo discreto.

iii) Tiempo continuo y estados discretos. La variable temporal es continua y la aleatoria
toma valores de un espacio discreto, si el proceso es Markoviano, se le llama cadena de Markov
de tiempo continuo.

iv) Tiempo continuo y estados continuos. La variable temporal es continua y la aleato-
ria toma valores de un espacio continuo, si el proceso es Markoviano, se le llama proceso
Markoviano de tiempo continuo.

Para los procesos bioquimicos que nosotros estudiaremos en este texto nos enfocaremos principal-
mente en el tercero. Ademas, dentro de los procesos estocasticos nos interesara en particular los
procesos estacionarios, este es un proceso estocastico cuyas distribuciones de probabilidad conjun-
ta no cambian cuando se desplazan en el tiempo. De manera més precisa, suponemos que F;(&;)
es la funcion de distribucion de probabilidad del proceso estocastico & en el instante ¢, se dice
estacionario si

Fi(&t) = Fiir (&ttr)- (3.1)

Dentro de los procesos estocésticos existe una gran familia muy conocida, los procesos Markovianos
(en la figura 3.1 se pueden observar otros tipos), esta definida de tal manera que la densidad de
probabilidad condicional f(z,,t,|z1,...n-1;t1,...tn—1) (z; € Sy t; € T) solo depende del tltimo
estado, es decir

flxn, tn|xr, o n_15t1, o tno1) = f(Tn, tn|Tn_1;tn—1). (3.2)

En los procesos Markovianos podemos definir una transicién de probabilidad entre dos diferentes
estados

fij(s,t) = f(an = jitn = tlon—1 = i5tn—1 = 3), (3.3)
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SMP
MP
RW
BDP
PBP RNP
PP
SMP: Semi-Markov Process py; arbitrary, F, arbitrary
MP: Markov Process pij arbitrary, F, memoryless
BDP: Birth-and-Death Process  py; = 0if |i — j| = 1 F, memoryless
PBP: Pure Birth Process =0 F, memoryless
RW: Random Walk P =dj—i- F, arbitrary
RNP: Renewal Process g =1, F, arbitrary
PP:  Poisson Process A=A F, memoryless

Figura 3.1: Clasificacion de procesos estocasticos [10].

esta ecuacion cumple una condicién de normalizacion (i,j € Sy t,s € T)

Z fii(s,t) =1, (3.4)

Si imaginamos que pasamos por algin estado intermedio para llegar a otro, uno puede llegar a
deducir la ecuacion de Chapman-Kolmogorov (i,j € Sy t,s € T)

Fii(s,t) = fn(s, ) fig (s, 1), (3.5)
k

es decir, sumamos sobre todos los posibles caminos para ir de un estado j a ¢ al pasar por estados
k. Su contra parte continua es

o

p(esler, 7+ 7') = / p(zs|za, 7' )p(zalzy, T)ds. (3.6)

—0o0

Esta ecuacion en general es complicada de analizar, ademas, en muchos procesos fisicos las transi-
ciones de probabilidad ocurren en tiempos muy pequenos y las probabilidades solo dependen de la
diferencia de tiempos en el que ocurren los procesos, s y t (T =t — s), por lo que la transicion de
probabilidad se puede aproximar de la manera siguiente

p(x|z, ") = (1 —ao7)o(z — 2) + T'w(x|2) + o(T'), (3.7)

con w(z|z) como la transicion de probabilidad por unidad de tiempo y

ag = /OO w(zx|z)dz, (3.8)

— 00
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al sustituir (3.7) en (3.6) se encuentra la siguiente ecuacion diferencial

d o0

dptaafon ) = [ (wlaslrp(raler) - w(oalas)plaafor,7]doa (39)
—0o0

la relacién anterior usualmente es llamada la “ecuacién maestra”’, de igual manera se tiene una

version discreta de la ecuaciéon

d
Esta ecuacion resultard muy tutil para analizar los sistemas bioquimicos, aunque esta ecuacion po-
dria llegar a representar algunas limitantes por la suposicién de que las transiciones de probabilidad
ocurren en tiempos muy pequenos, para los objetivos que tenemos no es necesario preocuparse de
esto.

3.3. Proceso de vida y muerte multivariable

Debido a que estamos interesados en reacciones quimicas, es necesario un formalismo estocéstico
que los describa, entonces usaremos a los procesos de vida y muerte multivariable. Existen varios
procesos en donde estan involucrados varios tipos de particulas (o diferentes especies), la dinamica
detras de estos se describen principalmente a través de saltos entre el niimero elementos, dado que
existe la posibilidad que haya un ntimero pequeno de estos o el sistema tienen pocos elementos,
entonces el sistema presenta fluctuaciones, por lo que las ecuaciones deterministas se vuelven
insuficientes, un buen enfoque para analizar tales sistemas es a través de los procesos de vida y
muerte estocasticos, algunos sistemas donde esta descripcidon resulta ser bastante precisa son los
siguientes:

1. Reacciones quimicas: las moléculas se transforman por las colisiones entre ellas.

2. Poblaciones: en un espacio conviven diferentes especies y estas se depredan y/o compiten
entre si.

3. Epidemias: La enfermedad es transmitida de individuo a individuo. [18]

Estos procesos son un equivalente a la ley de acciéon de masas determinista, por lo que ahora
construiremos su contra parte estocéstica, una ecuacién maestra, para esto imagine que hay un
proceso a través del cual hay N especies S; (j € 1,2,..N), y hay M reacciones R; (i € 1,2,..M)
a través de la cual se transforman estas especies, es decir

Ri Z%S <_Zﬂ” (3.11)

i g=1

Los coeficientes o;; y B;; son enteros positivos, estos son coeficientes estequiométricos. Una desven-
taja de este formalismo, es que es necesario conocer todas las especies y los coeficientes estequio-
métricos que involucran al proceso, lo cual a veces resultado complicado de saber (o determinar).
En quimica los elementos que estan del lado izquierdo de (3.11) se les conoce como reactantes y a
los del lado derecho como productos. Ahora definimos la matriz estequiométrica

ji = ﬁij — Q. (3.12)

A través de las colisiones (o interacciones) de los diferentes elementos estos se transforman siguiendo
la ley de accion de masas, por lo que las tasas de propension estan dadas de la siguiente manera

+
)= k; HQ% S _%),7 =k HQB” 5 _ﬁ”) (3.13)
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(el indice 7 es el mismo que el de la reaccién R;), estas tasas son las probabilidades de transicion
entre los diferentes estados del sistema. La ) esta estrechamente relacionada con el tamano del
sistema. Para poder escribir la ecuaciéon maestra es indispensable conocer las reacciones que ocurren
hacia "adelante”, esto ocurre cuando

Sj — Sj + Ty, (314)
y en el sentido inverso
Sj — Sj — th (315)

para escribir la ecuacion maestra nos fijamos en las reacciones que llevan al sistema al punto S;, y
las que lo sacan, es decir las reacciones hacia adelante y hacia atras, para ello usamos las tasas de
reacciéon y junto con las probabilidades evaluamos en esos puntos, con lo que finalmente tenemos
nuestra ecuacion maestra

OuP(S;,t) = QY (t; (S; + T3:)P(S; + Tji,t) — 1 (S;) P(S;, 1)

+ t5(S; = i) P(S; — Tjit) — t; (S;)P(S;,1)) . (3.16)

(Aunque en verdad nuestras tazas de propension son Qt; o Qt;F debido a que son los términos
que acompafian a P() en la ecuacion anterior, pero no lo hemos manejado de esta manera para
que el limite determinista sea mas facil de calcular.) Esta ecuacion también es conocida como la
ecuacion quimica maestra, por lo mismo que hemos mencionado, es la versiéon estocastica de la
ley de accion de masas, una gran ventaja del procedimiento que hemos desarrollado hasta este
momento es que; a partir de reacciones deterministas uno determina facilmente su contra parte
estocastica junto con su correspondiente ecuaciéon maestra, la desventaja de esto es la misma que
en la ley de accion de masas, es necesario conocer a detalle todas las reacciones que ocurran,
aunque este problema es mas de cardcter experimental.

En algunas ocasiones las cantidades conservadas del sistema nos ayudan a reducir la complejidad
del sistema, estas se encuentran a partir de los vectores nulos la matriz I';;, estos vectores nulos
nos ayuda a encontrar que combinacion lineal de la concentracion de las especies involucradas no
evoluciona en el tiempo, es decir, cuales son las cantidades conservadas del sistema, optaremos
por algo similar en el caso estocastico, usaremos el vector nulo y luego se contrae con un vector
formado por S;, suponemos que la matriz I';; tiene | vectores nulos v;;, entonces las cantidades
conservadas en el sistema seran

> wiSi =N, (3.17)

la ecuacién anterior corresponde a la [-ésima cantidad conservada.

3.3.1. Meétodo alterno para determinar la distribucién estacionaria

Cuando (3.16) ya no evoluciona en el tiempo decimos que nos encontramos en los estados
estacionarios del sistema, es decir se cumple la siguiente relacion

0= (t; (S;+T;)P(S; +Ts:) — t; (S;)P(S;)
+ 17(S; = T5)P(S; — Tji) — t7 (S;)P(S))) - (3.18)

La distribuciéon que cumple la siguiente relaciéon se le conoce como distribuciéon estacionaria.
Necesitaremos obtener la distribucién estacionaria cuando analicemos al proceso del cual se deriva
la funcién de Hill, debido a que esta se obtiene en el limite estacionario de las ecuaciones diferen-
ciales, entonces intuimos que la distribucion estacionaria sera un analogo a esto, ademés cuando
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tengamos la distribucién estacionaria podremos determinar la magnitud de las fluctuaciones,
aunque en general no existe un método para encontrar la distribuciéon estacionaria del sistema,
existe un método para una clase de sistemas que es débilmente reversible o reversible [19], antes
de continuar definiremos estos dos conceptos.

Definicion 1: sea S = {S;}, C = {v; = a;;S;,v, = (;;5;} y R ={R; : v; = v}} denotan al
conjunto de especies, los reactantes y reactivos, y finalmente a las reacciones del sistema. El
conjunto {S,C, R} es llamado una red de procesos quimicos (RPQ).

Definicién 2: una red de procesos quimicos, {S,C, R}, es llamada débilmente reversible si pa-
ra cualquier reaccion v; — V] € R, existe una secuencia de reacciones tal que v, es un reactante
y V; un reactivo, es decir, existe un conjunto de reactantes y reactivos {v1, vo...vp, Vi, V, ...}
tal que v, — v1, 1 — V] ... V. — v; € R. Es llamada reversible si para para cualquier reaccion
v; = v, € R también existe v] — v; € R.

Definicién 3: S = spam,, ;,;er{vi — vj} es el subespacio estequiométrico de la red.
Ademas, denotamos por s = Dim/(S)

Definiciéon 4: La deficiencia de una RPQ {S,C,R}, es A = |C| — 1 — s, donde |C] es el
namero de reactantes y reactivos (|C| = namero de elementos de C ), I es el namero de clases
de enlace del grafo de red, y s es la dimension del subespacio estequiométrico de la red. [19]

En [19] ellos emplean los estados estacionarios obtenidos a partir de las ecuaciones diferenciales
para determinar la correspondiente distribucién estacionaria, aqui desarrollaremos un método al-
terno para encontrar la distribuciéon estacionaria directamente de (3.18), para ello supondremos la
siguiente hipotesis: tenemos una RPQ que es al menos débilmente reversible, tiene deficiencia cero
(para asegurar convergencia) y en el estado estacionario se cumple lo siguiente

P(S)s = HPi(Si)v (3.19)

lo que nos dice esta hipotesis es que la distribucion estacionaria es el producto de distribuciones
independientes P; y cada una depende de una sola variable S;, lo que sigue ahora es encontrar
ecuaciones para iterar (ya que nos aparece una expresion que depende de si misma pero evaluada
en un valor diferente) y encontrar cada una de las distribuciones independientes, para encontrar
este estado seguiremos el siguiente algoritmo:

1.- Formamos dos vectores de la forma

v (8;) =t (8;)P(S)), v; (85) =t; (S;)P(S;). (3.20)

K3

2.- Construimos un sistema de ecuaciones de la siguiente manera
D T (S)0(Ty;) + vi (S)0(-T;)) =
J

Z Lij (v (S = Tuy)0(=T4;) + vy (St + Tiy)0(Ti5)). (3.21)

Se forma ¢ ecuaciones, una para cada variable del sistema, estas ecuaciones se inspiran en
la estructura de las ecuaciones diferenciales de la RPQ cuando se encuentran en el estado
estacionario (las ecuaciones diferenciales de las concentraciones estén igualadas a cero), por
lo que esta tultima relaciéon nos permite saber que términos de la ecuacién maestra (3.18) se
anulan entre si. Se ha introducido una funcién de Heavinside que esta definida como
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3.-

0(z) = , (3.22)

1 si z>0

Dado que tenemos un sistema de ecuaciones que usa la matriz estequiométrica, es posible
que existan ecuaciones que sean dependientes de otras, entonces se puede reducir la matriz
(pudiendo usar el método de Gauss) o simplemente notando la forma de la matriz, por lo que
definiremos a la matriz reducida como I'};, si el sistema se reduce entonces existen cantidades
conservadas, por lo que también las introducimos en (3.21), por lo que ahora nuestro sistema
de ecuaciones sera

D T (SDOTG) + vy (S)0(-T55) = > T (St = Ti;)0(=T%,) + v (S +Ti;)0(T%)))-

(3.23)

Para cada ecuacion que obtuvimos suponemos que se cumple (3.19), entonces tomamos el
promedio sobre todas las variables restantes exceptuando a la variable S; (y también lo
denotamos en el promedio) de las ecuaciones (3.23), por lo que obtenemos algo similar a

Zféj(<t}(5z)>l# Pi(8)0(T3) + (t5 (S1)),, Pi(9:)0(=T5)) =

Z L5 (&7 (S0); Pi(Si = Tij)0(=T%) + (£ (S1)), ., Pi(Si + Tiy)0(T))- (3.24)

Ya con estas ecuaciones encontramos la forma de la distribucién estacionaria de nuestro
sistema, finalmente es necesario normalizarla, por lo general nos encontraremos con una
expresion similar a [19]

S
c:
P(S]) = HM? H(SZL v1iS;—Ny,05 (325)
i Yo

el coeficiente M es una constante de normalizacion, la delta de Kronecker que aparece se
puede modificar para escribir a unas variables en términos de otras, siempre que existan
cantidades conservadas en el sistema.

Con este método es posible determinar la distribucién estacionaria, en algunas ocasiones
aparecen distribuciones de Poisson principalmente debido a que una reaccién es reversible, en
otros casos distribuciones del tipo binomial, recordar que este método solo vale para procesos que
al menos sean débilmente reversibles y tengan deficiencia cero, en algunos casos el sistema no
tienen deficiencia cero, entonces se pueden transformar las reacciones como en [20] para obtener
deficiencia cero. Es importante notar que la distribucién estacionaria que se obtiene de este
método, es la distribuciéon estacionaria en el estado estacionario.

Ejemplo

Antes de terminar esta seccién daremos un pequefio ejemplo de cémo se usan las relaciones
que hemos desarrollado, una gran ventaja del desarrollo realizado hasta este punto se debe a que a

45



Analisis estocastico
3.4 Limite determinista del proceso de vida y muerte multivariable

partir de las reacciones deterministas se construye la ecuacién maestra. Fijémonos en la siguiente
reaccion:

kt

X+ A=2X, (3.26)

-
hay que recordar que los coeficientes estequiométricos v y 8 se construyen con ayuda de las reac-
ciones del sistema, en este caso solo tenemos 1 reacciéon y 2 especies, del lado izquierdo hay una
X y una A mientras que de lado derecho dos X, entonces tendremos los siguientes coeficientes
estequiométricos

a=(1,1), B8 =(2,0), (3.27)

restandole a § la « y luego calculamos la transpuesta obtenemos la matriz estequiométrica

1
I'= , (3.28)
-1
por lo que las tasas de reaccién serén:
= krar T=k 1)~ 3.29
= az s, tm =k a(x— )ﬁ’ (3.29)

a representa al ntimero de moléculas A, z al ntimero de moléculas X, k* y k™~ las constantes de
reaccion, con lo que finalmente tendremos la siguiente ecuaciéon maestra
QO P(a,z,t) =kT(a+1)(z —1)Pla+ 1,2 —1,t) — k™ z(z — 1)P(a,x,t)
+k z(x+1)Pla—1,2+1,t) — ktaxP(a, z,t), (3.30)

este sistema se encuentra en el estado estacionario cuando la derivada temporal es igual a cero, de
donde se puede encontrar la siguiente condiciéon

kt(a+1)Pla+ 1,z —1) — k™ xP(a,z) =0, (3.31)

este sistema posee una cantidad conservada z + a = Ny (calculado a partir del vector nulo de
I';;), calculamos la deficiencia de nuestro sistema con |C| = 2,1 =1y s = 1 obtenemos A = 0
y la reaccion es reversible, ahora aplicamos el procedimiento que explicamos anteriormente a esta
altima relaciéon; primero introducimos la cantidad conservada y después se encuentra una relacion
que nos permite encontrar la distribucién estacionaria del sistema, obteniendo finalmente

+ x
P(a,z) = P(0) (Z_) x!(]\gfoix)[(s“»]vﬂm' (3.32)

En este ejemplo obtenemos una distribucién que es una variante de la distribucién binomial, ade-
mas, se ve que no siempre aparecen distribuciones de Poisson en el limite estacionario.

3.4. Limite determinista del proceso de vida y muerte multi-
variable

Ya hemos derivado la ecuaciéon maestra para los sistemas estocésticos, y explicado brevemente
como aplicarlo a un determinado sistema, ademas siempre es deseable comprobar que el sistema
estocéstico converja a uno determinista bajo ciertas condiciones (queremos que los modelos las redes
de regulacion genética que analizaremos méas adelante converjan a los resultados deterministas).
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Existen diversos enfoques de cémo entender la distribucion de probabilidad, si uno los interpreta
como el resultado debido a un ensamble, entonces los resultados deterministas serfan el promedio
de las variables sobre este. Para encontrar las variables deterministas uno se apoya de la ecuaciéon
maestra (3.10) (suponiendo que depende de una sola variable n) a la cual multiplicamos por la
variable n y sacamos el promedio para finalmente obtener las ecuaciones deterministas. Un buen
ejemplo para aplicar lo que hemos descrito con palabras puede ser la ecuacion (3.16), para ello
multiplicamos esta ecuacién por alguna variable S}, luego dividimos por 2

%(% )_s Z( (S; + i) P(S; + Tuj, t) — t] (S;)P(Sj,t)

+ £ (S5 = Dij) P(S; = Tij,t) = £ (S)P(S;.0)) (3.33)

sumamos sobre todos los estados de la variable S

1o} S
5 | 22 o Psin ZSZ (S; + ) P(S; + Ty, 1) — tF(S5) P(S;, 1)

J

+ (S, —Tji)P(S; — Tij, t) — t; (S;)P(S;,1)) (3.34)

reacomodando términos y definiendo el promedio de una funcién f(S;) como (f(S;)) =
> s, f(S;)P(S;,t), notar que esta definicién vale para cualquier funcion, por lo que obtenemos

aat( ) ZFU (t7(85) =t (S5)) (3.35)

definimos a nuestras variables deterministas como s; = <S ) (debido a que las variables determi-
nistas tienen unidades de concentracion, ) tendré unldades de mol sobre volumen en el caso de
sistemas quimicos o su equivalente segtn el sistema), ahora la pregunta es como aparecen las tazas
de reaccion deterministas en nuestra ecuacion anterior, para ello primero vemos que se puede hacer
un desarrollo en serie alrededor del promedio de la siguiente manera

3f(Xi) (Xs — (X)) (X; = (X;) 9%f(Xy)
<f(Xl) Xl +Z 1 aX X, =(X;) + i z]: : : 8Xi3Xj X,=(X})
(o (X“X 2f(X))
(X)) + ZZ 5 8X 5% |y _ixy’ (3.36)

en esta aproximacion solo se realizé hasta el segundo momento ya que es del orden de % y
ademas, esta divido por un factorial, por lo que la contribucién de términos de orden superior
seria despreciable, el segundo término de la primera igualdad desaparece debido a que al tomar
los promedios se eliminan mutuamente los términos, hemos introducido a la covarianza debido a
la definicion de esta

o?(Xi, X;) = (X — (Xi)(X; — (X)) = (Xi X;) — (Xi) (X;),

mas adelante daremos una manera de calcularla, en el caso en el que S;, = S5, la covarianza se
convierte en la varianza. Inspirados en la estructura de los términos que desaparecen, podemos
definir a las fluctuaciones de nuestro sistema como

& =X — (Xy), & =(X; — (X3))?, (3.37)

la primera relacion sera la definicion de fluctuacion que usaremos, pero debido a su estructura no
es una cantidad que pueda ser medible, sin embargo, no es el caso del segundo término ya que al
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tomar su promedio se convierte en la varianza, por lo que la usaremos directamente para cuantificar
las fluctuaciones en el sistema,

(&) (X, X))
T T T 2

(3.38)

esta cantidad ya es medible en los sistemas estocasticos, y en la literatura por lo general se le nombra
fluctuaciones, aunque en realidad es el promedio del cuadrado de las fluctuaciones divido por 2
tal como hemos mostrado, aunque tomaremos el mismo nombre que se le da en la literatura por
lo que a esta ultima relacion la nombraremos fluctuacion, lo que nos dicen es que hay aleatoriedad
en la interaccion de las diferentes especies. Ahora lo que sigue es aplicar estas ideas al caso de los
procesos de vida y muerte multivariable, para ello primero analizamos lo siguiente considerando
que  es grande (notar que no infinita)

(S;
t+(< _k+HW

— a”

k+H( ) ILs = R
J
(5)!

Ay S\ Pii ,
P VAR P ( 24 ) ~k~ [T = RP—, 3.39
s, —p H ) ; H 5 (3.39)

estas tasas de reaccion son justo las que se dan en la ley de acciéon de masas determinista. La apro-
S a”
ximacion que hemos realizado se puede obtener suponiendo que () >

Qa"j(<gg>!— i) (<%>) (<§g> - §12> <<§2j> - aijQ_ 1) ~ (<?§>)% ’ (3.40)

(uno siempre puede tomar en cuenta todos los términos sin realizar ninguna aproximacion) por lo
que ahora en (3.36) sustituimos esta tltima relacion, obteniendo lo siguiente

t7 (s =k ]
J

como a contlnua(:lon

[y

Iy g

2(8y,, S S
(S ket Qg l1y l2 o’}
R'L <tz (Sj)> k'L HS +ZZ 292 |:8Sl185l2 < <Q) >:|
S;=(S;)

e (e [ (1))
51 la

[y

- - 8 *(Su, Si,) 8\
Ry = (t; (5))) =k; Hs D PP 2;22 : [85113512 ( (ﬁ) )]
5;=(s

Iz

)

:kz_ H 561_1 + Z Z Sll ? Sl? |:8Sl1851 H SBU (341)
J

i Iz

estas expresiones son una correcciéon a las tasas deterministas, sin embargo, al multiplicar los

términos dentro del corchete por 2 desaparece por completo Q de ese lado, mientras que
% = 02(s;,5,) es la covarianza de las variables deterministas y ademdas proporcional a
é (como més adelante veremos), es decir ) aparece en el denominador, por lo que en el limite
en el cual ) se vuelve muy grande el término que contiene la covarianza se vuelve cero obtenido
exactamente las ecuaciones deterministas usuales. Con todo esto reescribimos nuestra ecuaciéon
determinista como a continuacién

5’33 RD+ D— 5]1  8j3) 0 D+ D—
E Lji | By (s1) — Ry (s1) + E E ' _ (R (s1) — Ry (s1)) |
2 0s;,0sj,

Jj1 o J2

(3.42)
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(RP*(s;) y RP (s;) denotan a las tasas deterministas) estas son un conjunto de ecuaciones
diferenciales, esta es una forma de obtener las ecuaciones deterministas a partir de un modelo
estocastico, ya ademés aparecen correcciones estocésticas, como la covarianza es proporcional
al inverso de 2 por lo que cuando €2 se vuelve muy grande o cuando las tasas son lineales
desaparecen las correcciones. Una posible interpretacion de este término correctivo podria ser
que esta es la contribucion de las fluctuaciones de las interacciones de las especies involucradas.
Debido a que esta es una ecuacion diferencial que evoluciona en el tiempo, necesitamos encon-

trar una ecuacion diferencial para la covarianza, aunque esto lo dejaremos para el siguiente capitulo.

También podemos encontrar una contra parte determinista de las cantidades conservadas del
sistema, estas se calculan con ayuda de los vectores nulos de I';;, suponiendo que esta matriz tiene
[ vectores nulos, por lo que si dividimos la expresiéon (3.17) sobre €2 obtenemos

S;
> i =N, (3.43)
i
(se ha definido N = &L, N es la misma que aparece en (3.17)) tomamos el promedio de la
expresion anterior y tomamos la definiciéon de las variables deterministas
Z'msi = Nld, (3.44)
i

obteniendo finalmente la cantidad conservada determinista en términos de las variables s; como
usualmente se hace en el caso determinista. Los resultados que obtuvimos son para procesos de
vida y muerte multivariable, en el caso que se esté analizando otro tipo de procesos y/o sistemas
se realizaria un desarrollo similar tomando en cuenta su correspondiente ecuacién maestra.

3.5. Métodos de solucion de la ecuacidon maestra

Siempre es deseable encontrar una soluciéon analitica de (3.10), para esto existen diversos mé-
todos que intentan solucionarla, entre las mas conocidas; la funciéon generatriz, transformada de
Laplace, representacion de Poisson, dependiendo del sistema existen ventajas al usar alguno so-
bre los otros. A continuacién, haremos una breve descripcion de cada una de estas, aunque estos
métodos principalmente sirven cuando el sistema es lineal (o "casi lineal”). A pesar de contar con
estos métodos muchos de los sistemas no se pueden solucionar de manera analitica, por lo que
uno puede llegar a emplear diferentes técnicas para encontrar una aproximaciéon a la solucion
(aproximacion lineal de ruido, aproximacion de Fokker-Planck) o directamente simular el proceso
estocastico (algoritmo de Gillespie).

3.5.1. Operaciones matriciales

Uno puede llegar escribir la ecuacion maestra (3.10) en forma matricial de la siguiente manera

d
ZPalt) = WP(2), (3.45)

donde W = 6y v (D, Wnm!) — Wimn, ademéas hemos supuesto que P,(t) es un vector de todos los
posibles estados del sistema, la solucién de esta ecuacion es la siguiente

P, (t) = exp(Wt) P, (0), (3.46)

la exponencial que aparece es de hecho la exponencial de una matriz, para mas detalles de esta
expresion se puede ver [26], aunque esta solucion parece ser muy facil de encontrar e incluso de
implementar computacionalmente, surgen algunas complicaciones cuando el tamano del sistema es
lo suficientemente grande, ya que se requiere de mucho poder computacional, por lo anterior se
recomienda usar este método solo cuando el sistema es pequeno.

49



Analisis estocastico
3.5 Métodos de solucion de la ecuaciéon maestra

3.5.2. Transformada de Laplace

Otra alternativa para solucionar la ecuacién maestra es emplear la transformada de Laplace,
L)) = [ e fla)da, (3.47)
0

aplicando la transformada sobre la ecuacién maestra y usando sus propiedades

SL(Pu(t))(s) = Pa(0) + WL(Pu(1))(s), (3.48)

operando esta ecuacion y calculando la transformada inversa uno encuentra la distribucién de
probabilidad. Dado que se ha usado de nuevo la matriz W es posible que este método sea contra-
producente cuando el sistema se vuelve lo suficientemente grande.

3.5.3. Funcidén generatriz

Apoyarse de una funcion generatriz es uno de los métodos mas usados al momento de resolver
la ecuacién maestra, resulta ser una muy buena estrategia resolverla usando este método, debido
a que a partir de esta facilmente se pueden obtener promedios, ademéas convierte a la ecuacion
maestra en una ecuacion diferencial parcial "méas facil” de tratar. Para ello se supone que existe
una funcién generatriz de la forma

)=>2"pa(t), (3.49)

donde p,(t) es la distribucion de probabilidad de la variable n, de esta relacion se obtiene una
condicion de normalizacion G(1,t) = 1, derivando se obtienen los momentos

%ﬂz»ﬂ =) = ),
T = ) - () (3.50)
z=1

por lo que en la ecuacién maestra lo que se hace es multiplicarla por 2™ y luego sumar sobre n,
de tal manera que se obtiene la funcién generatriz, para ser méas precisos una ecuacion diferencial
parcial para G(z,t). Veremos como se trabaja con este método, para eso lo usaremos en algin
sistema en particular, entonces aplicaremos este formalismo a la ecuacion (3.16), para ello se usa
la siguiente funcién generatriz

Gz,t) =) Hz P(S;,1), (3.51)

Sj

(z es un vector) sustituyendo esta altima expresion en la ecuacion (3.16), podemos notar que

Gz, t) = 8t+G(z,t) + 0, G(z,t), (3.52)
donde
(S; — Ty, S
0/ Gz t) = Q) kf (( 0o S = )%),zf)P(S =Tyt (H TS, 7%),5 ) P(Sjat)>7
7,5
(3.53)
reescribiendo

;! S;+Ty; 55! 5
+ st oo S |
QZk (H Q2 (55 _aw)'zj 1:[ Qi3 (S; — aj)! % ) P(8;,1), (3.54)
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se puede notar que

Qij

9520 = 74 3.55
HQ(XZ HQ%J S _a”)'z_] ) ( . )

por lo que finalmente tendremos

0} G(z,1) QZ H Bis H @13 k+HQa 959 G (a, 1), (3.56)

repetimos para 9; G(z,t), y juntamos los dos resultados por lo que finalmente tendremos

=0 Z H £ — H 29k H ﬁa;‘“ — Ky H Qé 877 | G(z,1),  (3.57)
? J J J J

esta expresion es una formula para encontrar las ecuaciones diferenciales parciales de la funcion

generatriz de un proceso de vida y muerte multivariable, debido a que las constantes presentes
en esta ecuacién vienen directamente de la parte determinista no es necesario realizar alguna
consideracion sobre esta, por lo que al realizar aproximaciones solo sera necesario fijarse en ().

3.5.4. Representacion de Poisson

Otro método alternativo para solucionar la ecuacion maestra es la representacion de Poisson,
este método tiene como objetivo trasformar a la ecuacion maestra a una similar a la ecuacion de
Fokker-Planck, para ello se supone que la distribuciéon de probabilidad estd dada como superposi-
cion no correlacionada de distribuciones de Poisson:

e Fum
Po(t) = Tf(,uv t)dp, (3.58)
(P, (t) representa la distribucion de probabilidad de la variable n y t € T') aqui la funciéon f(u,t)
es una cuasi distribucién de probabilidad, la variable p es una variable auxiliar, los limites de

integraciéon por lo regular estan dados en el intervalo 0 a co, ademas existe una estrecha relacion
entre la funcion generatriz y la representacion de Poisson

G(z,t) = / eCTURF(u, t)dp, (3.59)

(esta relacion es para una distribucion que depende de una sola variable) algunas relaciones muy
tatiles que se derivan de este método y particularmente de la relaciéon anterior,

(n(t)) = / i (s V),
ZP,L )< ”“ (u — ). (3.60)

Podemos intentar encontrar una expresion para (3.16), y dado que existe una relacion similar a
(3.59) (considerando mas variables)

Glz,t) = / eop | (5 — Dy | £, Hydu, (3.61)

J
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sustituyendo esta tltima expresion en (3.57) obtenemos
0uG (1) = QZ/ au (H (0w, + 1) =] (0, + 1>””> .

J

O‘t] 513
<k+ H Qo i H QB > <Z(%‘ - 1)Uj> f(ua, 1), (3.62)

J

integramos por partes y eliminamos los términos de la frontera, finalmente tendremos

=0 (L0010 ) (T w1 e o

J

Bij

definiendo J;(u) = k;- I1; ;;J—Z —k; 11, ;J,f] y la ecuacion (3.63) sera

B f(u,t) QZ H 0,,)" =TI (1 —84,)™ | Ji(w)f(u,t), (3.64)

J

bajo ciertas condiciones esté ecuacion se parece a la ecuacion de Fokker-Planck, para ello definimos

la siguiente variable p; = <&, sustituyendo en la relacion (3.64) obtenemos

Ouf (ns 1) QZ H Q_lauj>5ij - H (1- Q_lauj>aij Ji(p) f (ps 1),

J

=k H ,ﬁw kT whe (3.65)
J
en el caso en el cual se cumplen las siguientes condiciones

Zoz,;j S 2, Zﬂu S 27 (366)
J J

se obtiene
A _
Orf(pst Za )]+ 2 Zaw Bjif(p 1)),
Aj= eriji 1t)
Bj = Z Ji(p) (BijBir — cvijour — 851 55) (3.67)

esta dltima expresion es justo la ecuacion de Fokker-Planck, este enfoque resulta ser bastante con-
veniente para los procesos de vida-muerte multivariable debido a que esta tltima relaciéon coincide
con el resultado de aplicar la aproximacién lineal de ruido a la ecuacién maestra con la que se
parti6, para méas detalles y algunos ejemplos ilustrativos ver [18].

3.5.5. Operadores

Este ultimo método resulta ser bastante tutil en los procesos de vida y muerte, pero solo cuando
el sistema es lineal, para ello este método se apoyan de los operadores de creacién y aniquilacion,
similar a las ideas presentadas en [11], los operadores creacion y aniquilacion resultan ser bastante
tatiles e intuitivos al momento de analizar estos sistemas, debido a que la creacién seria equivalente al
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nacimiento o creacion de una molécula, mientras que la aniquilacién a la degradacion, explicaremos
este método para el caso de una variable, para ello realizamos la siguiente convencién

G(t) = pa(t)|2), (3.68)
=0

se ha adoptado una notaciéon muy comun en mecéanica cuantica [21], se puede recuperar la la
funcion generatriz de la siguiente manera (estos resultados se obtienen de acuerdo con la notacion
de Dirac)

(=1G (1)) = Gz 1), (21G(1)) = pa(1)
(ale) = 27, (wl2) =
(z|z") = 0y 00 (3.69)

Ahora aplicamos la ecuacion maestra sobre algin estado |z) y luego sumamos sobre esta variable
obteniendo una relacién muy similar a la ecuacién de Scrondinger, similar a la siguiente expresion

% IG(t)) = (aT +a~ +b)|G(1)), (3.70)

en la parte izquierda de esta expresiéon aparecen operadores de creacién y aniquilacién, en algu-
nos casos redefiniendo estos operadores, apareceran operadores escalera similar al problema del
oscilador arménico, para mas detalles de como se usa este método ver apéndice D donde se ha
desarrollado para el proceso de vida y muerte. Aunque hemos expuesto estos métodos para el caso
que la distribucién dependa de una sola variable, este método puede extenderse a mas variables,
especificamente para la ecuacion maestra (3.16) encontraremos su representacion con operadores,
dado que los operadores de creacion y aniquilacion tienen diferentes representaciones dependiendo
de la base, existe la siguiente correspondencia

a’” =z, a”~ — 0y,

entonces (3.16) escrito en términos de operadores de creacion y aniquilacion sera

—\ @ij =\ P
;G(t»—QZ(H(af S () )“i-f) k*H(%) hH(é) W), BT

J J

dependiendo de los coeficientes estequiométricos es la forma de la ecuacién anterior, los operadores
que aparecen en el lado izquierdo de la relacién anterior se pueden escribir como operadores escalera,
similar a los que aparecen en el problema del oscilador armoénico, aunque no siempre sera el caso.

3.6. Meétodos de simulacién: Algoritmo de Gillespie

Dado que en algunos casos es practicamente imposible determinar una solucién analitica de
la ecuaciéon maestra, uno se apoya de algoritmos y herramientas computacionales para intentar
encontrar como se comportaria el proceso estocéastico y de esta manera determinar el promedio
de las variables involucradas, asi como las fluctuaciones, de hecho, la mayoria de los sistemas que
llegaremos a analizar seran no lineales por lo que llegaremos a usar métodos de simulaciéon. El
comienzo de las simulaciones de procesos estocasticos empezo6 hace cerca de 40 anos con el trabajo
de Gillespie [22], posteriormente se hicieron algunas modificaciones o se implementaron nuevos
modelos [23]. A continuacién explicaremos algunos de estos algoritmos.
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El algoritmo de Gillespie es uno de los mas usados para modelar y/o simular procesos quimicos
o bioquimicos [22], aunque existen otros métodos [23] mucho més eficientes y que méas a delante
comentaremos. La idea principal detras de este algoritmo es la siguiente: si nuestro sistema se
encuentra en algin estado X, entonces

1. ;Cuando seria la siguiente reacciéon?
2. ;Qué tipo de reaccion seria?

dada la naturaleza aleatoria de los procesos quimicos, estas preguntas solo pueden ser resueltas en
términos de probabilidad, para ello introducimos la funcion P(u,7) definida como la probabilidad
que dado algin estado X ocurra una reaccion en el intervalo (t+7,t+7+d7) y la reaccion sea R,.
Los valores especificos de la variable 7 y p darian respuesta a las preguntas anteriores. Gillespie
mostré que es posible derivar una expresion para P(u,7) v de ahi encontrar 7 y u. La hipotesis
fundamental de la cual se baso es que P(u,7) se puede escribir como el producto de que ocurra
una reaccion Ry, en el intervalo (t + 7,t + 7 + d7), a,dr (a, = {Qt},Qt;}), por la probabilidad
que no ocurra Py(7) para un determinado estado X en el tiempo ¢ [23], por lo que tendremos

P(p,7)dr = Py(T)a,dr, (3.72)

ademas, Py(u, ) tiene la siguiente forma

Po(T -+ dT) = Po(T)

2M
1-Y a¢] , (3.73)

el termino dentro del corchete nos habla sobre la probabilidad de que no ocurra ninguna reaccion,
por lo que resolviendo se obtiene lo siguiente

2M

Py(r) = e &= 7, (3.74)

sustituyendo (3.74) en (3.72) obtenemos

a#e(’“oT) st 0<7T<o0
Pu,7) = , (3.75)

0 en  otro caso

donde a,, = {Qt;,Qt; } v ag estd definido como

2M

M
a():Zai:ZQ(t;r—i—t;), (376)
=1 =1

la expresion (3.75) es tan solo otra version de la ecuacion maestra, sin embargo, esta solo vale
para encontrar la siguiente reaccién dependiendo del estado X del sistema. Existen varias formas
de implementar computacionalmente este algoritmo, nosotros solo mostraremos dos de estos a
continuacion.

3.6.1. Meétodo directo

Este método es que Gillespie describié originalmente, para implentarlo es necesario que tener
dos ntameros aleatorios 71 y ro uniformemente distribuidos entre (0,1) para cada paso, el tiempo
para que la siguiente reaccion ocurra esta dada por t 4+ 7, donde 7 es de la siguiente manera

oL <1> ’ (3.77)

ag 1
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3.6 Métodos de simulacion: Algoritmo de Gillespie

u se elige como el menor coeficiente que cumple la siguiente relacion

o
Zaj > agra, (378)
J

entonces el estado del sistema es actualizado a X(t + 7) = X(t) + S,, donde S es la matriz
estequiométrica. A continuacion, describiremos con méas detalle la estructura del algoritmo.

Algoritmo

1.

- W

6.

Inicializacién: poner el nimero inicial de las especies quimicas; colocar el valor de las cons-
tantes de reaccion k;, escoger el tiempo inicial ¢ igual a cero y escoger el tiempo final T en el
que terminara el algoritmo.

Calcular la funcién de propensiéon a; y asi como ao.
Generar dos nimeros aleatorios r1 y ro entre (0,1).
Calcular 7 de acuerdo con (3.77) y encontrar u con ayuda de (3.78).

Actualizar el nimero de especies quimicas de acuerdo a X(t +7) — X(t) + S, y t como
t—=>t+T1Yy

Si t < T entonces regresar al paso 2, en otro caso terminar.

Cuando se regresa al paso numero 2 se recalculan las cantidades que se necesitan y se vuelven a
generar los niimeros aleatorios. Se puede notar que los niimeros aleatorios 7 y i son generados de
acuerdo con la densidad de probabilidad (3.74), para mas detalles de los desarrollos ver [23].

Funcién de Hill

x (concentracion de particulas)

0.0 ¢ T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8
t (tiempo)

Figura 3.2: Proceso de Hill. Se modela la dindmica estocéstica de las reacciones de donde se deriva
la funcién de Hill.

Construimos un programa en Python asociado a este algoritmo (a lo largo del trabajo usamos
este algoritmo debido a su sencillez). El programa es el siguiente (en este ejemplo en particular
hemos usado al proceso de Hill, debido a que lo usaremos en el préximo capitulo), hemos
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introducido una variacién al algoritmo explicado, el cual consiste en que los datos solo se guarden
después de un determinado tiempo t; esto con el objetivo de reducir el niimero de datos que
se mantienen en la memoria RAM de la computadora, esto resulta particularmente beneficioso
cuando el tamano del sistema se vuelve grande. El archivo asociado a este programa se encuentra
en la carpeta de Drive que mencionamos en la introduccién, particularmente corresponde al
archivo llamado gillespiedt.py.

Una observaciéon sobre este programa es que uno solo define las matrices de los coeficientes
estequiomeétricos, las condiciones iniciales, el tamano del sistema, y ya este se encarga de realizar
las simulaciones para cada una de las variables, por lo que es facilmente aplicable a cualquier
proceso quimico o a algin sistema similar, ademas la mayoria de las estructuras usadas son tomadas
directamente de la seccién de procesos de vida y muerte multivariable. De este programa obtenemos
la imagen 3.2 donde se describe la concentracion de alguna especie quimica. En esta figura se
nota claramente la presencia de fluctuaciones, y como la concentracién va aumentando de manera
discreta.

3.6.2. Primera reaccion

Para este método se generan M nameros aleatorios r; uniformemente distribuidos entre (0,1),
de aqui se generan 7; tiempos de acuerdo con

= in <1> , (3.79)

ao T4
entonces se escoge a T oMo
T = min{7y, 72...7ar }, (3.80)
se elige a la p asociada al 7 que se elige,
= sub indice de min{ry, m2...7as}. (3.81)
Algoritmo

1. Inicializacién: poner el nimero inicial de las especies quimicas; colocar el valor de las cons-
tantes de reaccion k;, escoger el tiempo inicial ¢ igual a cero y escoger el tiempo final T en el
que terminara el algoritmo.

Calcular la funcién de propension a; y ao.
Generar M nameros aleatorios r; entre (0,1).

Calcular 7 de acuerdo con (3.80) y encontrar u con ayuda de (3.81).

AN e

Actualizar el namero de especies quimicas de acuerdo a X (¢t +7) — X(t) + S, y t como
t—t+71

6. Sit < T entonces regresar al paso 2, en otro caso terminar.

Cuando se regresa al paso 2 se vuelven a realizar de nuevo todos los céalculos con el namero
de especies quimicas actualizadas. Para este caso no escribiremos un programa para calcular las
reacciones quimicas ya que para los propositos de la tesis es suficiente el que hemos desarrollado
en la seccién anterior.

Existen otros métodos para simular los procesos estocasticos, muchas de estas son variantes del
algoritmo de Gillespie [23], estas variantes se realizan de acuerdo a las necesidades y consideraciones
del sistema a analizar, tal puede ser el caso de un sistema de muchas especies quimicas o incluso
considerar algunas distribuciéon dependiente de la posicién, de igual manera se pueden llegar a
emplear métodos computacionales para resolver algunas aproximaciones, de hecho una muy usada
es la ecuacion de Langevin y la ecuacion de Fokker-Planck.
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Capitulo 4

Fluctuaciones intrinsecas en una red
bioquimica estocastica

Debido a la naturaleza estocastica de algunos sistemas es indispensable cuantificar las fluctua-
ciones, asi como determinar de qué tipo son (intrinsecas o extrinsecas), cuantificar las fluctuaciones
estocéasticas de una red de procesos bioquimicos en uno de los principales objetivos de este trabajo,
por lo que en este capitulo desarrollaremos herramientas para esto. Primero discutiremos algunos
conceptos relacionados a las fluctuaciones y después mostraremos algunas expresiones de como
calcularla, encontramos una variante del teorema de fluctuacion disipacion derivado desde un for-
malismo diferente al que es comunmente empleado, incluso nos aventuramos a calcular una para
términos de orden superior. Posteriormente discutiremos sobre las diversas maneras de definir a
las fluctuaciones intrinsecas. Ademaés, discutiremos brevemente la importancia de las fluctuaciones
en las redes genéticas. Terminaremos el capitulo con un anéalisis de la retroactividad con correc-
ciones estocésticas. Todas las herramientas obtenidas en este capitulo nos ayudaran a construir
un programa de Python que cuantifique las fluctuaciones de alguna red de procesos quimicos, lo
aplicaremos al analizar a las redes genéticas y al proceso de fosforilaciéon en los proximos capitulos.

4.1. Ruido vs fluctuacion

En la literatura el ruido y las fluctuaciones se tratan como conceptos practicamente equivalen-
tes, esto podria ser cierto en algunos casos, sin embargo, para evitar esta ambigiiedad, nosotros
definiremos de manera adecuada estos conceptos:

Ruido.

Esta cantidad es cuantificada a través de una funcién y principalmente se usa en sistemas
que estan descritos por ecuaciones deterministas (ecuaciones diferenciales), por lo general
esta funcion es ajena al sistema y entra al sistema tal como se puede observar en la figura
4.1, uno de los objetivos de esta es introducir y cuantificar como el sistema puede ser afectado
por condiciones externas tales como la temperatura.

Fluctuacién.

Es una cantidad se cuantifica regularmente a partir de una distribuciéon de probabilidad, por
lo general se hace uso de la varianza y el promedio para definirla tal como en (4.4) o (4.6),
esta cantidad nos habla sobre el cuanto se aleja una determinada variable de su promedio.
Debido a la naturaleza estadistica de las fluctuaciones esta se usa en los procesos estocasticos.
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Fluctuaciones intrinsecas en una red bioquimica estocéastica
4.2 Fluctuaciones

Dada las caracteristicas que tienen cada uno de estos conceptos, en lo que sigue del trabajo
optaremos por usar el termino de fluctuacion al momento de cuantificar la desviacion de las variables
del promedio.

external disturbances noise

Output

= System Sensors —
_______________________________________ Process _
! l Clock l |
: D/A Computer A/D Filter :
! :
L L___________________C_°9£r91_1§r___l

operator input

Figura 4.1: Ejemplo de un sistema con control [6].

4.2. Fluctuaciones

Ya hemos mostrado como la ecuacién maestra se convierte en la determinista bajo ciertos crite-
rios, también hemos explicado algunos métodos para solucionar la ecuacion maestra (cuando esta
es "casi lineal”), ademéas de algunas técnicas computacionales para modelar los sistemas estocasti-
cos, en el caso en el que hemos hecho la aproximacion al limite determinista es deseable conocer las
fluctuaciones que estan presentes en el sistema. Cuando se encuentra una expresion explicita para
la distribucién de probabilidad de la ecuacién maestra se vuelve mucho mas sencillo encontrar las
fluctuaciones, mientras que con las técnicas computacionales se tiene que inferir de las simulaciones.

Existen varias maneras de determinar las fluctuaciones en el sistema, pero estas siempre hacen
uso de la varianza y el promedio. La varianza se usa como una cantidad que mide la dispersion
de los valores con respecto de la media, la varianza es una muy buena manera de determinar
la dispersion siempre y cuando no se tenga una distribucién con una cola muy pesada, ya que
es posible que no se capture correctamente la dispersion, pero para este trabajo la mayoria de
las distribuciones seran del tipo Poissonianas o variantes de la binomial por lo que usaremos la
varianza como medida de dispersiéon ya que captura muy bien esta informacién, la otra cantidad
que se usa es el promedio, el promedio de una variables es equivalente a la que se obtiene de la
solucion determinista, tal como hemos explicado anteriormente, de hecho dentro de la varianza de
alguna variable aleatoria z(t) también aparecera el promedio como en la siguiente relacion

2 2 2
ouy = (@(8)7) = (x(8))", (4.1)
para los procesos estocasticos, por lo regular se encuentra una ecuacién diferencial para el promedio

a partir de la ecuacién maestra, tal como hemos explicado en la seccién del limite determinista,
donde por se encuentra algo parecido a la siguiente expresion

— = h((z@)), (4.2)
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4.2 Fluctuaciones

para calcular la varianza nos apoyamos de la relacion (4.1), introduciendo los términos dentro de
la ecuacion maestra y se obtendria algo similar a lo siguiente

—20% — (1)), (4.3)

esta es una ecuacion diferencial para la varianza, que por lo general es una expresion similar al
teorema de fluctuacion disipacion (TFD) aunque en este caso para una sola variable, es importante
tener una ecuacion diferencial para la varianza debido a que en la aproximaciéon que empleamos
la varianza también es una cantidad que evoluciona en el tiempo. Ya tenemos ahora los elementos
suficientes para definir las fluctuaciones, en este caso hay dos maneras [24] y otra propuesta que se
usa mucho en la literatura:

i) Factor de Fano. En este caso se definen las fluctuaciones como

esta definicién de la fluctuacion tiene algunos inconvenientes cuando la distribucion es de
Poisson ya que el factor de Fano sera igual a uno. En esta definicién se usa como dispersion
a la varianza y se normaliza con el promedio.

ii) Alternativa I. La otra forma de calcular las fluctuaciones es de la siguiente manera

=3 (4.5)

A lo largo del texto nosotros usaremos esta tltima opcion ya que es mucho més ventajosa y
clara para los modelos que analizaremos. Lo que nos dice esta formula es que se a la dispersion
que en este caso es la varianza se divide entre el promedio al cuadrado (muy similar a lo que
se hace en el célculo de errores), de esta manera tenemos una cantidad adimensional que
cuantifica las fluctuaciones.

iii) Alternativa II. Tal como hemos derivado en el capitulo de anélisis estocastico hemos defi-
nido a las fluctuaciones del sistema como a continuacion

2‘72

esta definiciéon esta mas acorde a lo que se emplea en la literatura y es derivable a partir de la
forma en la que obtuvimos el limite determinista y no solo es una propuesta como los otros
dos casos anteriores, por lo que tiene més fundamento teorico.

Hay que recordar que en las tres definiciones de las fluctuaciones no se calcula directamente
la fluctuaciéon sino el promedio de la magnitud de esta. Las primeras dos propuestas para la
definicién de fluctuaciéon se usan en el sentido de querer normalizar esas cantidades, mientras
que la ultima la encontramos a partir del limite determinista que discutimos en el capitulo anterior.

Como estamos particularmente interesados en los sistemas de vida y muerte multivariable,
calcularemos las fluctuaciones presentes para este sistema, donde nos encontraremos con una ex-
presion similar al teorema de fluctuacion-disipacion, que es calculada a directamente de la ecuacion
maestra. Recordamos que ya hemos calculado la ecuacion diferencial para el promedio la cual es

ngzggnmﬂw—mw» (47)
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Fluctuaciones intrinsecas en una red bioquimica estocéastica
4.2 Fluctuaciones

ahora calcularemos una ecuacion diferencial para la varianza, para ello primero calculamos el
promedio de (S;, S;,), entonces multiplicamos la ecuacion maestra por las variables S;,.5),,

9] _
o S S P(S5,)) = 05,5, >t (Sj +Ti;)P(S; + Tig,t) — tF(S;)P(S;, )

+ 7 (S; = T )P(S; — Dij,t) — t7 (S;)P(S5,1)) (4.8)

sumamos sobre todos los estados de la variable S}

i

0 _
P (Z Sllszzp(sjyt)> =Q> 8,8, Y (t (S5 +T5)P(S; + i t) — 7 (S;)P(S;, 1)
Sj Sj

+ 7 (S; — Tji) P(S; — Tjiy t) — t; (S;)P(S5,1)) (4.9)

reordenando términos e insertando la definicién del promedio de una funcién obtenemos

3 _
({S1,515)) QZZ (S, = Tuy6) (St = Tupa)ti (S5)P(S5,t) — Siy Si,ti (S5)P(S;, 1)

ot
(Sh + Flli)(sl2 + Flzi)tg—(sj)P(Sjvt) - Sh Sl2tz‘_ (Sj)P(Sjvt)) P (4'10)
simplificando
aa ((S1,515)) Z (S0, D50 + S Tya) (87 (S5) = 17 (55))) + ((Teyalna) (6 (S5) + 85 (S5)) - (4.11)

Recordar que la covarianza esta definida como o2(S;,, Si,) = (Si,S1,) — (Si,) (Si,), por lo que con
ayuda de la expresiéon anterior la derivada temporal de la covarianza se convierte en

8

5 (11, 51,) = Z (S0, Tzs + S Taya) (87 (S5) — 87 (5)) + ((Cuilana) (87 (S5) + £ (55)))
= (St Tigi + S1,T01a)) ((t7(S5) — £ (57)))) » (4.12)

cuando tenemos el promedio de una funcién podemos expandirla hasta el segundo momento (las
funciones que nos aparecen son polinomiales) de la siguiente manera

oy~ + 3 P EIC0

of (Xa)
0X;

X1=(X1)

(Xkf(X1)) = (Xi) (f(X2) +Z (X, Xk)

7 (4.13)
Xp=(X1)

(para més detalles de como se toma el limite determinista de las tazas de propension ver el capitulo
3 de analisis estocéstico) usando esto en la relacion anterior ahora tendremos lo siguiente

8 _
57" (Su:51) QZ Luy it ((55)) + 67 ((57))

+Z(( (51, Jl>rma<§> PSSl ) (S — 15 ()

N ; % sn,sn iy Ty . <Sj1<>96 o () + 8 (S))). (4.14)

Este resultado de hecho una variante del TFD, algo que por lo regular se obtiene de la aproxima-
cion lineal de ruido o la ecuacién de Fokker-Planck [24] (para una derivacion del TFD usual ver
apéndice A), o a través de aproximaciones similares a la nuestra [25] aunque en este solo analizan
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hasta reacciones de segundo orden, por lo que nuestro resultado es mas general. Nosotros hemos
mostrado otra forma de obtenerlo sin tener que realizar muchos desarrollos y/o suposiciones como
habitualmente se hace en las otras aproximaciones, para que su estructura se asemeje mas al TFD
usual primero escribimos a la relacién anterior en términos de las variables deterministas,

9 a*(S1,,51,) _ Z (leinzi(RP+(sj) + R (s5))

o 2 Q
Sll? Si) _a 02(5j17512) ,8 Dty _ pD—(q.
+2( iy g+ TEBT ) (P (5) = R ()
S]l s Sja) Tiyil'tyi > D+ D—..
+ ;g 20 9s;,0s;, (R (s5) + Ri(s5)) | » (4.15)

notar que ti((S;)) ~ RP*(s;), donde RP*(s;) son las tasas deterministas, ahora definimos lo
siguiente

a*(S,,S1,)

2 _ D+ D—
o= A= Zrm 5 (R (s5) — Ry (s4)),
_ 9? _
B= z; il (R (s) + R (s5)),  AB = zl: Fllifzziiasjlasjz (RP*(s;) + RP ™ (s5)),
(4.16)
introduciendo estos términos en (4.15) recuperamos el TFD usual més un término extra
9 , B 2 24T 21
—o"=—+4+A A —AB 4.1
prid q TATto t0°5qAB, (4.17)
por las propiedades de AB y ¢ podemos reescribirla definiendo A’ = A + ﬁAB
o, B T
0’ ==+A'0"+ %A’ 4.1
2 O +A'c"+o ) (4.18)

el resultado que hemos obtenido se puede considerar como una correccién al TFD usual, debido a
que aparece el termino AB, cuando las tasas en el sistema sean lineales este término desaparece
del sistema, entonces podria pasar desapercibido, y como depende del inverso de €2 su contribucion
se vuelve pequena, por lo que en sistemas que tengan tasas no lineales y sean pequenos empieza a
cobrar importancia, se puede realizar una expansion hasta 6rdenes superiores pero esto lo dejamos
para la siguiente seccién. En el caso estacionario tendremos lo siguiente

B =-Ao?—2A"". (4.19)
Q

Debido a que aparece explicitamente 2 en nuestra ecuacién podemos tomar el limite cuando esta
tienda a ser muy grande entonces el sistema ya no presentarfa fluctuaciones en el estado estaciona-
rio. De esta ecuacion uno puede interpretar que B es una especie de fuente para las fluctuaciones.
En el caso en cual se obtenga una expresion explicita para la distribucion, se calcula el promedio
y la varianza, después de sustituyen estas cantidades dentro de la expresion (4.6) aunque en el
caso multivariable no es nada simple encontrar la distribucién en el estado estacionario (tal como
hemos presentado anteriormente esto es posible solo para sistemas débilmente reversibles), en el
caso en el que se esté usando un sistema computacional, emplearemos la misma férmula, pero
aqui los promedios y varianzas se calcularan en el entorno del algoritmo.
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Dada las formulas que hemos obtenido se puede modelar la dinamica de los sistemas estocéasticos
a partir de las siguientes ecuaciones diferenciales

GSJ RD+ D— 2(sj,,84,) 02 Dt D_
E Ty (s0) =R (s) + ) E —— (R (s)) = R (1))
2 0s;,0sj,

J1 o J2
0 2 (BP* (s;) + RP(s,))
%O- (8117Sl2) = Z (Fll’irlzi )
+Z *(s1,+85)Thai5— o + 0% (55,5 51,)T 1‘78 (RP*(s;) — RP ™ (s))
19971 2 asjl 719 2l 1 6Sj1
r,.T.; 02
2(g g Fuilsi 0 opi o ppo
+;J‘ZU(SJUSJ2) 2Q 853'135]'2(}%1 (s) + R (s5)) | (4.20)

2
a“(S1,,S . . .. ,
(0%(8j,,85,) = % denota a la covarianza de las variables deterministas, asi como RP% (s;)

denotan a las tasas deterministas) el ntimero de ecuaciones diferenciales en un sistema que tenga n
n’43n
2

diferentes especies bioquimicas independientes seré , debido a la no linealidad de este sistema
de ecuaciones se llegan a emplear métodos numeéricos para resolverla, en la parte final de este
documento emplearemos esta ecuacion para modelar algunos de los sistemas estocasticos, debido a
que es computacionalmente més eficiente que emplear directamente el algoritmo de Gillespie. Hay
que recordar que los términos diagonales de la covarianza son el cuadrado de la magnitud de las
fluctuaciones, por lo que de ahi cuantificaremos las fluctuaciones.

4.3. Ley de accién de masas hasta el tercer momento

Hemos usado una aproximaciéon ligeramente diferente a la usual para determinar el limi-
te determinista, en donde nos hemos apoyado directamente de un desarrollo en serie, aunque
hasta ahora solo hemos hecho esta aproximacién hasta el segundo momento central, con el ob-
jetivo de conocer que tanto contribuyen términos de orden superior al sistema, nos daremos
a la tarea de encontrar una expresion similar al del TFD pero considerando términos de or-
den superior, por lo que primero definiremos al tercer momento central como 43(XZ-,X]-7X;€) =
—(((X3) = X3)((X;) — X;)((Xk) — Xk)), para los desarrollos que necesitamos usaremos la siguien-
te relacion que es facilmente demostrable

X, X5, X)) = — (Xa) 0 (X5, Xi) — (Xi) 0 (X, Xj) — (X5) 0 (X, Xa) — (Xo) (X5) (Xi) 4+ (Xi X, Xe) |
= — e (X0) 0% (X5, Xi) — (X0) (X;) (X)) + (Xi X; X5) (4.21)

hemos usado un término parecido al tensor de Levi-Civita [26] para simplificar a nuestro sistema de
tal manera que absorbe tres términos, para considerar a (> en la dinamica del sistema trabajaremos
con las siguientes aproximaciones

2(Xi, X5) 02 f(Xy) G(Xi, X5, X)) 93f(X)
(X)) ~F((X) HZZ 2 ox, a)é ‘Xz:<xl>+ZZZ o aXianzlanle:(X”’

3f(Xz) ¢ XuX , Xs) 02 f(X))
|Xl (X1) +ZZ : 0X,0X |Xl:<Xl>’

(X F(X0)) m (Xo) (F(X0)) + Z (Xi, Xs)
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o?(X;, X,;) 02
5 ,8X,|Xl=<Xz)

X
‘XL <X1>+ZU (X, Xi) (Xr) 6( )|Xz (X1)

(Xs Xr f(X1) = (Xs Xr) (F(X1)) = 0% (Xs, Xr)
T g

3f( z)

+ZUQ(XT7X1') (Xs)

of (X1)

7k\x,,:<x,,> + % ¢ (Xr, Xs, Xi) ox, Ix,=(x)

XT,X“X) ¢3 (Xs, X4, X5) ) 0% TTX))
+ -1 22X X - , 4.22
E E ( (Xs) + 5 (Xr) 8X¢8Xj|XI (X)) (4.22)

(se han tachado dos términos porque su contribucion es despreciable) usaremos estas aproxima-

ciones para tener una correcciéon a tercer momento de la ley de accién de masas y del TFD, de
donde obtenemos

S (841,85 52
8] Zrﬂ< D+ (s) — RP~ sl>+zz 3 52) O (pD+ () — RP~(s)))

J1 J2 05, 053

05,085,058,
j1 j2 43 J1 J2 J3

8115598 3
+ 222C (]17 sz js) 9 (RiDJr(Sl)—R,L-D(Sl))) )

0 (RP*(s1) + RP ™ (s1)) Tyl 02 _
5 o2 (s1y,81,) = » (qu‘Fm o DD (55,0 55) 159 2 Bs;,05, (RPF (s1) + R~ (s1))
i Jj1 J2 1 2

. . 3
ST ST ST By g, 85) izt 07 (gD (o) 4 D= ()

— & 31 0sj,0s84,0s;
i1 Jz Js 7198520853

1o} 1} _
+Z ( (511584, Flzla +o (s]17sl2)rlll ) (RDJr( 1) — ZD (s1))
Er 0sj,

+ E E (C (s11, 851, S5 )Flwi82 + 3 (515, 55 78j2)7F111732 )(RD+(SZ)—RD7(SI)) ;
r T2 9s 4, 085, 2 2 0sj,0sj, v v
(4.23)

donde RZD i(sj) son las tasas deterministas, estas nuevas ecuaciones diferenciales consideran el
tercer momento central, ademés, el término que acompana a este tercer momento son derivadas de
orden 3 y 2 respectivamente, por lo que cobra relevancia solo para tasas que sean no-lineales y/o
de orden superior a 2 y 3. Ahora lo que sigue es encontrar también una ecuacion diferencial para
este tercer momento, para ello primero calculamos el promedio (S;, Si,5:,), para ello multiplicamos
la ecuacién maestra por las variables Sy, 5,51,

0 _
5t 151251, P(S5,1)) = 051,51, 51, > (t (S5 +Tig) P(S; + Tij, ) — £ (S;)P(S;, 1)

+ t5(S; = Tij)P(S; — Ty t) — t; (S;)P(S;,1)) (4.24)

sumamos sobre todos los estados de la variable S}

Z S1 81,81, P(S;, 1) | = 92D 81, 81,80, Y (6 (S; + i) P(S; + Tji ) — £ (S;) P(S;, 1)

55 i
+ (S = Tji)P(S; — Tji,t) — ;7 (S;)P(S;,1)) . (4.25)
reordenando términos y sacando el promedio de los dos lados obtenemos
0 _
57 (S812815)) =03 0> (S = Tiua) (St = Tiaa) (St5 = Tty (S5)P(S5,) = 1 St Sig i (S5)P(S5,1)
s; i

+ (Sll + Flli)(SlQ + Fl2i)(Sls - Flsi)t;r(sj)P(Sjvt) - Sllslzslg.t;(sj)P(Sjvt)) ) (4'26)
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simplificando

9] _
5 (S 812 51)) = O > (S TiyiTigi + Si,TuyiTugi 4 SisTay L) (8 () + 15 (S5)))

+ ((T1yi515 815 + TigiSty Sty + T2 81, + Tiyilii i) (8 (S5) — £ (557))))
=Q Z (e 1013 S Tinilugi (8 (S5) + £ (S5)))

+ (€& 115 T1i815 515 + TuyiTipiliga) (8 (S5) — 5 (S5)))) - (4.27)

Recordando la igualdad para el tercer momento que derivamos al principio de esta seccion (4.21)
y con ayuda de la expresiéon anterior, la derivada temporal del tercer momento se convierte en

at (St 1y, S15) = QZ (€1 11351 Tiniliga (8 (S) + 15 (S5)))
+ (€ 1515 D12 8515 Sts + Doy Tipiliga ) (8 (S5) — £ (S5)))
— €11y (1) (((S1,Tags + S, T0y0) (67 (S;) — £ (55))) + (TryiLina) (87 (S5) + £ (S5)))
- <(Sllrlzi + Sl2Flli)> ((tj( ) t; (SJ))>) elllglg (Sh?slz)rl?,i <(t2_(‘sj) - tz‘_ (SJ))>
— €115 (Si) (S1o) Tuga (67 (S5) — £57(S5))) (4.28)

simplificando, usando (4.22) e introduciendo las variables deterministas s; = <% , obtenemos

0 . _
aCd(sh,Szz,Szg) G Z (392 IR WA ( PF(s1) = R (s1)

S Sj 2
+ZZ 117 i) 0 (RZ.D""(sl)—RiD_(Sl))

1 j2 0sj, 0sj,
¢ 5]175J275J3) o® D+ D—
R; — R;
+ lejzzg 83]'138]'235]'3 ( ) (’sl) i (Sl))

1 o _
‘e (Z (st Piailiyi 52— ) (RP* () + RP~(s0)
J1 i1

Tyl 62 _
F ST (B sty sy si) 258 T ) (RPH(s)) + RP ™ (s1))
2 0sj,0sj,

Jji1 J2

1Ty 50— ) (RP ¥ (s0) = BP (o)

J1

7]
— Sl (Z (02(5l1 1851 )Py 9s
J

J1

£ S (Blonsmosin) 22 (s, 1) ) (RP*(s)) - RP~(s0)
11558515551 2 0s;,0s, J1>5j25 Sla 2 0s;,0s;, i l i l

Ji J2

. 7] _
+ T (Z (0% (515,55, )515 + 02 (5135851 ) 515 + ¢ (51, 5155 551)) BT(R,'M'(Sl) — RP™(s1))
J1

J1

(s ,s .8 3(S1a, 841,55 52 _
+ ZZ( 2> 551 J2)Sl3+<(l3 J1 ]2)512> (RiD-‘r(sl)_RiD (s))

Jj1 J2 2 0sj, 0sj,
(4.29)

Por lo que para modelar a sistemas considerando correcciones estocésticas podemos emplear a
(4.23) y (4.29) como correcciones estocésticas al sistema determinista, en esta aproximacion hemos
usado hasta el tercer momento, sin embargo como se puede observar el tercer momento central
ya depende del inverso de 92, por lo que su contribucién a la dindmica del sistema es practicante
despreciable para la primera ecuacion de (4.23), mientras que para el TFD el tercer momento
central despareceria si el sistema ya no es lineal, y una de las razones por la cual se omite su
uso. Usar (4.29) hace que en nuestro sistema aparezcan "3'§Q" nuevas ecuaciones diferenciales
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. . . 2 3 . . .
independientes, por lo que ahora tendremos un sistema con "742'3” + % ecuaciones diferenciales
independientes, podemos decir que esta nueva ecuacion diferencial corresponde a una variante a

segundo orden del TFD.

4.4. Importancia de las fluctuaciones en los circuitos genéti-
cos

Con ayuda de los modelos estocasticos es posible visualizar y cuantificar las fluctuaciones de
los circuitos genéticos, esto con ayuda de las expresiones de la seccién anterior, sin embargo, en
este punto es importante preguntarse cudl es el papel de esta en tales sistemas, su importancia y
consecuencias en la dindmica del sistema, algunas de estas cuestiones las iremos respondiendo a
continuacion, para ello nos apoyaremos de [27, 28, 29], se pueden analizar las fluctuaciones en tres
niveles dentro de los organismos:

1. Fisiolégico
Las fluctuaciones pueden permitir ciertos mecanismos de regulacion fisiologica utiles, como
la coordinacion de la expresiéon de un gran conjunto de genes.

a) Fluctuaciones en los circuitos genéticos: Debido a que el nimero de elementos
bioquimicos involucrados es pequeno, las fluctuaciones son parte fundamental de la
dinamica del sistema.

b) Fluctuaciones y regulacion en los circuitos genéticos: Aunque por lo general se
encuentra que las fluctuaciones alteran la dinamica del sistema, es posible encontrar
sistemas en el cual sucede lo contrario.

2. Nivel poblacional
Las fluctuaciones permiten una amplia gama de estrategias de diferenciaciéon probabilisti-
ca de organismos microbianos a pluricelulares. Diferenciaciéon probabilistica: una de las
ventajas funcionales clave de las fluctuaciones es su capacidad para permitir la diferencia-
cién probabilistica de células que de otro modo serian idénticas. Estos sistemas tienden a
clasificarse de acuerdo con sus caracteristicas dindmicas, algunos ejemplos son:

a) Los sistemas estocasticos de conmutacion de estado cambian entre estados metaestables
y a menudo se basan en bucles de retroalimentaciéon positiva.

b) Los sistemas de diferenciacion excitable activados por fluctuaciones permiten a las célu-
las entrar probabilisticamente en un estado, pero vuelven al estado original después de
un tiempo definido. Estos sistemas utilizan una combinacién de bucles de retroalimen-
tacion positiva y negativa.

¢) En los sistemas de diferenciacion procrastinadora, las células individuales construyen
de manera gradual y variablemente el nivel de un regulador clave para generar una
amplia distribucion de retrasos antes de comprometerse con uno nuevo, marcadamente
diferente.

3. Evolucién
Las fluctuaciones pueden facilitar la adaptacién y el desarrollo evolutivo. Las fluctuaciones
también pueden tener un papel integral en la evolucion al ampliar la gama de fenotipos que
pueden resultar de un genotipo dado.

a) Evolucion y fluctuacién: Muchas mutaciones causan cambios cualitativos en el de-
sarrollo, pero lo hacen solo en una fraccién de los individuos, incluso en una poblacion
isogénica. Cuando la senalizaciéon se ve atenuada por la mutacién, las fluctuaciones per-
miten secuencias de eventos alternativas y, por lo tanto, fenotipos alternativos en algunas
células.
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Estos son solo algunos de los roles de las fluctuaciones en los circuitos genéticos, para més
detalles de cada uno de estos puntos ver las referencias mencionadas, existen otros usos de estas
en las células que ain estan siendo investigadas, pero con tan solo las anteriores nos damos cuenta
de que estos llegan a jugar papeles claves en el proceso de transcripcion/traduccion.

4.5. Fluctuaciones extrinsecas e intrinsecas

Las autocorrelaciones resumen convenientemente tanto la magnitud como la frecuencia de las
fluctuaciones y son bastante manejables analiticamente. Una manera de hacerlo es en términos de
la varianza sobre el promedio al cuadrado, lo que permite una separacion limpia de las diferentes
fuentes de ruido siempre que los modelos sean débilmente no lineales. Otra medida comin es
el factor de Fano, la varianza sobre el promedio, que es igual a uno para las distribuciones de
Poisson. Pero la comparacién con el Poissoniano solo funciona bien para procesos aleatorios
discretos univariados, donde la varianza a menudo es proporcional al promedio con una constante
de proporcionalidad que refleja la naturaleza general del proceso. Para los procesos aleatorios
multivariados, la distribucién de Poisson no tiene una posicion especial y el uso del factor
Fano puede ser enganoso. Es posible que ninguna medida funciona bien para todos los tipos de
fluctuaciones; las fluctuaciones espontaneas dependen del nimero de moléculas, mientras que las
fluctuaciones forzadas no. Sin embargo, la varianza sobre el promedio al cuadrado es sin duda
una base més adecuada para las interpretaciones experimentales. Primero, en la mayoria de
los estudios experimentales realizados hasta ahora, el nimero promedio de proteinas por célula
es demasiado alto para contribuir a fluctuaciones esponténeas sustanciales. En segundo lugar,
al graficar la varianza sobre el promedio al cuadrado como una funcién del promedio inverso,
cualquier comportamiento de escala univariante se identifica facilmente sin introducir problemas
de escala para ningun ruido extrinseco. En tercer lugar, la relevancia de una fluctuaciéon depende
tipicamente del tamano normal del sistema. Debido a que la varianza es un momento de segundo
orden, debe normalizarse mediante el promedio al cuadrado [30].

A continuacion, describiremos algunas maneras en la cual se diferencian las fluctuaciones in-
trinsecas de las extrinsecas [30]:

1.- Naturaleza estadistica de las fluctuaciones. Este punto de vista es desde una perspectiva
fisica, aqui el definir intrinseco y extrinseco no es otra cosa que el definir el adentro y afuera
de un sistema, por lo que dependiendo de que consideremos adentro y afuera etiquetaremos
a las fluctuaciones. Por ejemplo, para un MTT si decimos que la proteina es nuestro sistema
(o lo tnico que se puede medir), entonces las fluctuaciones debidas a la proteina son las
intrinsecas y las fluctuaciones debido a los otros elementos seran las extrinsecas.

2.- Que tan importante es un proceso. Este punto de vista es desde una perspectiva bio-
logica, aqui uno se pregunta que tan importante es un componente, y en base a esto definir
las fluctuaciones intrinsecas y extrinsecas. Por ejemplo, podemos decir que el ARm es lo
importante en el sistema, entonces las fluctuaciones debidas al ARm son las intrinsecas y las
fluctuaciones debido a los otros elementos seran las extrinsecas.

3.- Correlaciones entre diferentes elementos. En el caso del MTT uno puede ver la corre-
lacion entre diferentes proteinas, por lo que pueden existir proteinas que afecten a muchos
genes, mientras que otros afectan a pocos o a uno, y dependiendo de esto se realiza la clasi-
fican, con estas ideas las fluctuaciones del ARm serian intrinsecas.

4.- A parir de experimentos. Una estrategia particularmente inteligente para separar las
fuentes de las fluctuaciones se basa en las correlaciones entre la expresion de dos genes con
indicadores fluorescentes, donde estos estan fisicamente separados pero regulados de manera
idéntica. [31]
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Uno de los objetivos del trabajo es cuantificar las fluctuaciones en las redes genéticas,
especificamente determinar las fluctuaciones intrinsecas, y como hemos explicado en los 4 puntos
anteriores el decidir que es una fluctuacién intrinseca es un tanto arbitraria, por lo que optaremos
por la siguiente definicion

Fluctuacion intrinseca: estas son determinadas por la estructura, las tasas de reaccion, y la
concentracion de especies de las redes bioquimicas subyacentes [28§].

Dado que uno de los objetivos de este trabajo es cuantificar las fluctuaciones intrinsecas en
. ., 2 ., .
nuestro sistema, para ello usaremos la expresion 7? = &=, usamos esta expresion debido a que va

en concordancia con la definicién de fluctuacion intrinseca que hemos elegido.

4.6. Cuantificar fluctuaciones

En esta seccion nos dedicaremos a analizar una red genética estocéastica a través de herra-
mientas computacionales, esto con el fin de entender cémo funcionan y como son los resultados
a partir del algoritmo de Gillespie y la aproximacion determinista y la variante del teorema de
fluctuacion-disipacion (TFD), y asi aplicar los programas a los sistemas que analizaremos en los
altimos capitulos.

Para el caso en el que empleemos el algoritmo de Gillespie, haremos un ensamble y sobre
este determinaremos el promedio de la concentraciéon de las especies bioquimicas involucradas,
asi como las fluctuaciones de estas, nos apoyaremos de la desviacion estandar para introducir las
fluctuaciones en el sistema como a continuacion

x(t) + 2171(,5) = x(t) + 201(0, (4.30)

hemos elegido a 27 para que asi aparezca la desviacion estandar 20,;), debido a que en el intervalo
de 40,(;) alrededor del promedio se encuentra la mayoria de las fluctuaciones (a veces mas del
90 %), en otras palabras, en esta banda se encuentran los resultados que se obtendrian de las
simulaciones estocasticas.

De la misma manera construiremos un programa de Python para poder simular algunas reac-
ciones bioquimicas usando a la variante del TFD, nuevamente usaremos a (4.30) para construir las
bandas en donde se encontraran las fluctuaciones del sistema, para ver lo que se obtiene y como
funciona el programa veremos un ejemplo a continuacion. El sistema que llegaremos a analizar seré
el toggle switch.

4.6.1. Toggle switch

TN

A B

S

Figura 4.2: Toggle switch.

Para mostrar lo que se obtiene usando el algoritmo de Gillespie analizaremos el “toggle switch”,
aqui las proteinas acttan como represores al momento de la sintesis del ARm, es decir (r1, ro
el nimero de proteinas, y my, ms el nimero de ARm), si r; aumenta, entonces la sintesis de ms
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disminuye, e inversamente, si ro aumenta, m; disminuye, ademas todas estas cantidades sufren una
degradacién o disolucion. Una simple red bioquimica que describe este sistema son las siguientes 8
reacciones.

p L2fdy apy p L22fdy ap,
M, i 0, Mo i 0,
My 24 Ry, My 225 R,
Ry i, 0, R» T, g, (4.31)

A partir de estos procesos encontramos las siguientes tasas de propension

_ 1 m
£ —- M
t =ka1Ha(r2/9), b=
T P
ty =ks1-", te =
_ 1 m
T - M2
ty =ko2Ha(r1/9), ty =
e, 2 -_1r
t =kso——, = (4.32)
aqui se ha introducido la ecuaciéon de Hill determinista Hg, definida por
()"
Hy(z) = T (Ri)n, (4.33)
R

ademads, se han introducido unas constantes de reaccion, las k;; estan relacionadas a la sintesis,
mientras que ¢;; a los tiempos de degradacion y disolucién. La matriz estequiométrica es

I'=

0

0
(4.34)

1

0

= O O ©

1 0

0 1

0 0

0 0

Nos apoyamos de la siguiente relacién para escribir la ecuacién maestra del sistema

(%P(Sj, t) =0 Z (t; (Sj + Fji)P(Sj + Fji,t) — tj(Sj)P(Sj,t) + t;L(Sj - sz‘)P(Sj - Fji, t) - t;(Sj)P(Sj, t)) .
Finalmente, la ecuacién maestra de este sistema esta dado por

2

d r r

—P(m1,r1,ma,r2,t) =Q E koi Ha(—~)P(mi — 1,74,t) — ki Ha(~ ) P(mi, i, t)
im1 Q Q

dt
+ P Py + 1,74, t) — P (a7, )
T24 T24
+ kzgmi P(mg,my — 1,t) — kzgmi P(my,ry, t)
P o 1, — &P(mi,ri,t)> . (4.35)
T34 T34

Con estas expresiones ya estamos preparados para realizar las simulaciones estocasticas de
nuestro sistema para determinar los promedios y las fluctuaciones, de hecho, solo emplearemos
a los vectores de propension del sistema y a la matriz estequiométrica. Nos apoyaremos de un
programa muy similar al que describimos en la parte final del capitulo anterior, para mas detalles
del codigo ver la carpeta de Drive en donde se encuentra el archivo completo (redgetswitch.py).
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55] M — am_0 200
-=- +2*sigma

— am1
--- +2sigma
2*sigma

n

[N
=

«

=
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5
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Figura 4.3: Toggle switch. Se ha modelado la dinamica de las proteinas y el ARm a partir de
simulaciones estocéasticas, en todas las figuras las lineas verdes representan la dinadmica de las
concentraciones deterministas de las especies bioquimicas involucradas, mientras que las lineas
rojas punteadas a la banda en donde se encuentran las fluctuaciones. Con ayuda de los siguientes
pardmetros: K = 1, r1(0) = r2(0) = m1(0) = m2(0) =0, n = 2, Q = 80, 72; = 73; = k3; = 1,
ko; = 10, tamano del ensamble= 10000.

Lo que se obtiene del programa de Python estd en la figura 4.3, en las figuras de la parte
izquierda se observa la concentracién del ARm y a en las de la derecha las de la proteina, la linea
verde muestra el promedio de las variables sobre el ensamble que hemos utilizado, mientras que las
lineas punteadas nos dicen que en este intervalo se encontraran la mayoria de las fluctuaciones del
sistema, una caracteristica muy interesante de esta es que estas fluctuaciones tienden a mantenerse
en un determinado valor conforme el sistema se acerca al estado estacionario, ademas las fluctua-
ciones son relativamente considerables con respecto a la concentracién de las especies bioquimicas
del sistema debido principalmente a que el sistema es pequeno. Aunque hemos usado un ensam-
ble de tamano 10000 los resultados que aparecen en las graficas ya son lo suficientemente uniformes.

También usaremos la variante del TFD para modelar nuestro sistema, para esto realizamos

la aproximaciéon determinista del sistema, es decir, usaremos el siguiente conjunto de ecuaciones
diferenciales

%: B D+ _ pD-— 0'2(51'1’5]'2) 9? D+ _ pb-
=3 (BP0 R0+ 30 (RP*(s) ~ B2~ () | -

— & 2 08,085
J1 J2 719552

ot Q

(3

+>° (02(511)51'1)1“121'
J1

8 RP™(s;) + RP ™ (s;
—0%(s1,,81,) = <F11¢F121‘( i () + Ry (o))

0 -
o+ 7% ) i o ) (BP ¥ (55) = BD (7))

il 62 _
+ 2202(31173J2)#W(R?+(%) +RP7(s;) |
j1 Ja2 J1 J2
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uno de los elementos importantes son las tasas deterministas y la matriz estequiométrica, la matriz
estequiométrica estd en (4.34) y las tasas de reaccion son

_ 1
7" = ka1 Ha(R2), ty” = — M,
T21
_ 1
9 = ks My, P = — Ry,
T31
_ 1
57 = koaHa(R1), ty = —Ma,
T22
_ 1
tPF = kso Mo, th= = — Ry, (4.36)
T32

con estos elementos ya tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales, y para resolverlo usaremos
un programa de Python (el archivo se encuentra en la carpeta de Drive con nombre atswitch2.py).

Namero de moléculas P_1

) i
¢ tempo)

Figura 4.4: Toggle switch. Se ha modelado la dinamica de las proteinas y el ARm a partir de
la aproximacion determinista, en todas las figuras las lineas verdes representan la dindmica de
las concentraciones deterministas de las especies bioquimicas involucradas, mientras que las lineas
rojas punteadas a la banda en donde se encuentran las fluctuaciones. Con ayuda de los siguientes
parametros: K = 1, r1(0) = r2(0) = m1(0) = m2(0) =0, n =2, Q = 80, 70; = 73; = k3; = 1,
ko; = 10.

Lo que se obtiene de este programa se encuentra en la figura 4.4, entre los resultados
importantes que nos gustaria recalcar el hecho que usar al TFD para modelar al sistema implica
resolver un conjunto de ecuaciones diferenciales, lo que se traduce en un tiempo de computacion
mucho mas corto. En la figura la linea verde representa al promedio determinista y las bandas
rojas punteadas a las fluctuaciones del sistema, se observa que después de un determinado tiempo
las fluctuaciones crecen mucho mas que lo obtenido del algoritmo de Gillespie, una posible
interpretacién de que las bandas estén muy anchas es el hecho que este punto de equilibrio tiene
un potencial asociado muy pequeno, por lo que el sistema estocéstico tiene la posibilidad de saltar
y alejarse muy facilmente de este punto de equilibrio, esta posibilidad no se captura a través del
algoritmo de Gillespie debido a que el tamafio del ensambles es solo de 10000, por lo que no se
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capturarian todos los posibles eventos.

A partir de los resultados uno se pregunta si eligiendo unas condiciones iniciales diferentes
el sistema convergeria al otro punto de equilibrio, y en este caso como se comportarian las
fluctuaciones del sistema. Los resultados de esto se pueden observar en la figura 4.5, aqui el
sistema converge al otro punto de equilibrio, las lineas verdes representan a las concentraciones
deterministas y las lineas rojas punteadas a las fluctuaciones del sistema, podemos observar que la
banda de las fluctuaciones es pequena cuando el sistema se acerca a este punto de equilibrio, esto
se deberia al hecho que este punto de equilibrio tiene asociado un potencial grande. Otra posible
causa puede ser el tipo de funcion Hill que hemos usado, aunque esto lo veremos més adelante al
analizar las redes de regulaciéon genética.

Figura 4.5: Toggle switch. Se ha modelado la dindmica de las proteinas y el ARm a partir de la
aproximacién determinista, se ha elegido una condiciéon inicial diferente, en todas las figuras las
lineas verdes representan la dindmica de las concentraciones deterministas de las especies bioqui-
micas involucradas, mientras que las lineas rojas punteadas a la banda en donde se encuentran
las fluctuaciones. Con ayuda de los siguientes parametros: K = 1, r1(0) = 72(0) = my(0) = 0,
ml(O) = 1, n = 2, 0= 80000, To; — T3; — kgi = 1, k‘gi = 10.

A partir de las simulaciones nos dimos cuenta de otro efecto interesante, los resultados se pueden
observar en la figura 4.6, aqui se han usado las mismas condiciones iniciales que en la figura 4.4
aunque el tamano del sistema ahora es de 80000, aqui se observa que el tiempo en el que el sistema
empieza a alejarse del punto de equilibrio es mucho mayor, por lo que cuando el tamafio del sistema
se vuelve lo suficientemente grande el tiempo en el que pasa este efecto es también muy grande, y
es por eso que esto no se notan en el limite determinista.
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=
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Figura 4.6: Toggle switch. Se ha modelado la dinamica de las proteinas y el ARm a partir de
la aproximaciéon determinista, en todas las figuras las lineas verdes representan la dinamica de
las concentraciones deterministas de las especies bioquimicas involucradas, mientras que las lineas
rojas punteadas a la banda en donde se encuentran las fluctuaciones. Con ayuda de los siguientes
parametros: K =1, r1(0) = r2(0) = 0, n = 2, Q = 80000, 79; = 73; = k3; = 1, ko; = 10.

4.7. Retroactividad con correcciones estocasticas

Otra de las cuestiones en la que estamos interesados es la retroactividad en los sistemas mo-
dulares, debido a que estos sistemas también pueden ser pequetnios (ya que podrian emplearse
en circuitos genéticos o sistemas similares), por lo que al momento de cuantificar la retroactivi-
dad de los sistemas es indispensable considerar las fluctuaciones y sus posibles efectos. Ya hemos
desarrollado en el capitulo 2 un método para encontrar la retroactividad en sistemas bioquimicos
(recomendamos leer esa seccion para recordar algunos conceptos y desarrollos). Con lo desarrollado
en este capitulo nos damos cuenta de que, si consideramos las fluctuaciones, ahora la dinamica de
nuestros sistemas bioquimicos estara descrito por el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales

65 D (5 1555 62 D+ D—
J Z F]z < i ) 7j Sl + Z Z J2 J2 asjlasjz (Rz (Sl) - R’L (Sl)) )

Ji o J2

9 R”(s;) + RP™ (s;
8 o) = 5 (1 B 1)

0 1o} _
+Z( St 83 0Pt g 0%, T g ) (RE¥(55) = R ()
J1

Sj1

2 Iyl 07 RO+ RP-
+ 0> 0% (851, 85,) Fa (R (s5) + R (s5)) |
— £ 2Q0  0sj,0s5,
J1 J2
podemos fijarnos que entre la ley de acciéon de masas deterministas y la que tiene correcciones
estocéasticas la unica diferencia son las tasas de reaccion, en donde aparecen las fluctuaciones, por

lo que podemos recalcular la retroactividad de nuestros sistemas con correcciones estocasticas, para
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esto pensemos que las tasas de reaccion del sistema se transforman como a continuaciéon
RP*(2)) — RFP (1)) + RE® (wy), (4.37)

el primer término corresponde a las tasas deterministas y la segunda a la correccion estocéstica,
siguiendo con esta idea, y la notacién que hemos empleado en el capitulo 2 podemos escribir a las
ecuaciones de movimiento como

Qij (Rt (x1) — Ry (1)) = QR{” + QR}®,
QRP = Qi;(RP* (1) — R~ (w1)),
QR = Qi (R} (m1) — R (), (4.38)

es decir, existe una clara separacion entre la parte determinista QRQD v la parte estocéstica QR;S ,
recordamos que en el capitulo 2 dimos una expresion para la retroactividad dada como

dz; I+ /— i
- =Qu(RF (@) = R (w0)) 1+;Aiﬂ€§ :
ORI (AT Ayw) =R (X5 Ajw;))
_ dw. Qij o
Ainl» :AU J = _Aij B
J dQ; <Q__6(R;+(Qz+EjAzjwj)—R;(Qz-&-EjAzjwj)))
) Ow;

(Aij es la conexion entre modulos), aplicamos la notacion dada en (4.38) a R}, introduciendo las
correcciones estocésticas la expresion para la retroactividad se modificaria como

(3(QR§,D+QRQS))

i a8,

Ri= (8(QR£D+QR25) ) (4.:39)
ow; ’

definimos a la retroactividad determinista RgD y estocastica R} 5 como

(8<QR;D>> (8(QR;S>>
RID = 2 s RIS =X 24 ) (4.40)

- (2@RP) )’ QR 1’

por lo que ahora la retroactividad sera de la forma

1S 1D -1
1+ a(gg; <8QRi )

, ‘D o
R‘Z = - RZ SQR’S E)QR/D —1 9 (441)
1+ 8711'7: ( 8711? )

el término que sacamos del paréntesis corresponde a la retroactividad determinista, mientras
que los otros términos sle podrian considerar como correcciones estocasticas, podemos \lier que
%gf (%ﬁ?) va aumentando la retroactividad, mientras que %ﬁj (%sz) lo va
atenuando, por lo que con ayuda de las fluctuaciones es posible que la retroactividad sea menor
en comparacion con la determinista por lo que se obtendria una mayor estabilidad, también es
posible que ocurra lo contrario, las contribuciones estocasticas aparecen en el sistema cuando las
tasas de reaccion son no lineales y/o de orden 2. Es importante mencionar que la retroactividad
se calcula pensando que algunas de las variables estan en equilibrio, por lo que la contribucién

estocastica en la retroactividad sera la misma que cuando los sistemas se encuentren aislados.

el termino
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Es posible que uno se pregunte si existe una manera en la cual a pesar de tener correcciones esto-
dQR!S (aQR;D ) -1

césticas la retroactividad no dependa de estos términos, para ello suponemos que

QRS (9QRP\ 1 - ) lizand . . . a
y qu Ow; sSOon muy pequenos, por 1o que reallzando e€xpansion €n serie a primer orden

de (4.41) obtenemos

o9 o9

(4.42)

R~ RIP (1 , 0GRS <8QR2D>1 QRS (3QR2D>1>

para que en el sistema desaparezcan las contribuciones estocasticas se tiene que cumplir la siguiente
condicién

OQRS (9QRP\™"  9QRS (9QRP\ ™ (0.43)
891 691 8w1 811}1' ’ '
despejando
b OQRP (OQRP\™' 0QRS (0QRS\ T
Ri” = EIo) ( dw; T o\ ow =R, (444)

es decir, la retroactividad determinista y estocastica tienen que ser iguales para que desaparezca
toda la contribucién estocastica a la retroactividad de todo el sistema, notar que esta misma for-
mula es valida para la expresion (4.41), haciendo que desaparezcan las contribuciones estocésticas.

Con estos resultados ya tenemos las herramientas suficientes para analizar la modularidad en
la redes bioquimicas, de hecho para modelar estos sistemas se usaria un sistema de ecuaciones
diferenciales similar al que se present6 al principio de esta seccion, ya que ayuda a cuantificar
las fluctuaciones del sistema, como ya hemos mencionado, el termino R solo nos dice si nuestro
sistema seguird presentado modularidad al conectarlo a un nuevo moédulo, o si nuestro sistema se
modificara al conectarle un nuevo moédulo.

74



Capitulo 5

Fosforilacion

Ya tenemos todas las técnicas y herramientas estocasticas para analizar a fondo cualquier sis-
tema bioquimico que sigue a la ley de acciéon de masas, incluyendo los programas que nos ayudan
a simularlos a partir del algoritmo de Gillespie, asi como con la ayuda del teorema de fluctua-
ci6on disipacion (TFD), por lo que ahora nos daremos a la tarea de analizar otro sistema que es
relativamente més complejo, analizaremos el proceso de fosforilacion /desfosforilacion con el fin de
entender y visualizar como se modifica la retroactividad cuando estan presentes fluctuaciones, para
ello nos apoyaremos de las reacciones que aparecen en [9], ya lo hemos mencionado en el capitulo
2. En la primera parte construiremos su ecuaciéon maestra y determinaremos la distribucion esta-
cionaria, asi como las fluctuaciones del sistema. En la parte final de este capitulo implementaremos
el TFD para modelar nuestro sistema y también cuantificar las fluctuaciones durante toda la di-
namica del sistema ya que el algoritmo de Gillespie tiene un tiempo muy alto de computacion.
Recordar que los codigos que usamos para simular se encuentran en la carpeta de Drive (https:
//drive.google.com/drive/folders/1DcDw7DOB-hq-9gxt-8z4P3_K63mleU017usp=sharing).

5.1. Analisis a partir del algoritmo de Gillespie

En esta primera seccion analizaremos al sistema de fosforilacion/desfosforilacion usando el
algoritmo de Gillespie, para ello usaremos un programa de Python muy similar al empleado en
el capitulo anterior, aunque debido a que el coste computacional para inferir las fluctuaciones a
partir de este es muy alto, en la siguiente seccién emplearemos otro enfoque para este fin.

5.1.1. Caso Il

Vamos a considerar de nuevo el sistema que fue presentado por Del Vecchio, para ello nos apo-
yamos de la figura 5.1. La reaccion que esté a la izquierda corresponde a un proceso de fosforilacion
y desfosforilacion en cual participan las proteinas Z y Y, para ello vamos a considerar un modelo
de una reaccion de un paso para las reacciones de fosforilacion y desfosforilacion analizadas por [8]

Z+X8 74 x, Y+ X, By +x. (5.1)

Dado que, para las reacciones quimicas, es este caso bioquimicas, se hace uso de los procesos de
vida y muerte multivariable, escribiremos también la reacciéon de la derecha de la imagen, en el
cual una molécula fosforilada se une a una promotora P

kon
X, +p 2 Xup, 0
kors

ST
N

: (5-2)
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Insulation component

Figura 5.1: Componente aislado [9]. En la figura se observa como esta aislada la region en donde
ocurre el proceso de fosforilacion/desfosforilacion.

en este sistema la proteina Z estd experimentando cambios en el tiempo, méas especificamente
esta siendo sintetizada por una funcion externa, esto lo capturamos en la parte derecha de la
ecuacion anterior con la funcion k(t). Con ayuda de todas las reacciones anteriores encontramos la
matriz de coeficientes estequiométricos y la matriz estequiométrica

1 0 0 0
0 0 0 0 0 O 1 0 0 0 0 O 0o -1 1 0
1 1 0 0 0 O 1 01 0 0 O o 1 -1 -1
Qi = y o Big = y Dy= ;o (5:3)
0 0 1 1 0 0 01 0 1 0 O 0 0 0 0
0O 01 0 1 0 00 0 0 0 1 0 O 0 -1
0 0 0 1
apoyandonos de estas calculamos las tasas de propension que estan definidas como
=k , =k; ;
H Qs S _O‘w)' H QOBij S ﬁ”)
de donde obtenemos
T=k 1 =90 !
t = k(t), ty = ok
v 1 _
ty = klsz27 ty =0,
i 1 _
ts = kgxpyﬁ, ty =0,
i 1 _ 1
iy = konxpp@, ty = koffcﬁ. (5.4)

Hemos denotado a {z,z,z,,9,p,c} como el numero de moléculas bioquimicas de
{Z,X,X,,Y,P,X,p} respectivamente. Nos apoyamos de la siguiente expresion para calcular
la ecuacién maestra

9P (S QZ( (Sj +Tji) P(Sj + Tji,t) — tF(S5)P(Sj,8) + ¢ (S; — Tji) P(S; —Fji,t)—t;(sj)P(sj,t)).

Usando los elementos que hemos calculado evaluamos, asi finalmente tendremos la siguiente ecua-
cién maestra
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d
aP(z,x,xp,p, ¢ t) =ki(z + 1)%P(z,:p +1,zp —1,p,c,t) — kl(:r)ép(z,ac,xp,p, ¢, t)

+ ko(xp + 1)%P(z7 z—1l,zp+1,p,ct)— kg(xp)%P(z, Z,Tp,P,C, 1)
1
(r+ )P(
Q
+ kOff(C—"_ I)P(za%mp - 17p_ 1,C+ 17t) - konzP%P(zvx7mP1p7cvt)

+ kon(xp + 1) Z, L, Tp + 17p+ 170_ lvt) - k‘offCP(Z,m,Z'p7p, C, t)

+k)QP(z — 1,z,xp,p, ¢, t) — 02P(z,x, Tp, p, C, t)
3z 4 )P + L, zp,poeit) — K(OQP (2,29, prcr 1), (5.5)

De la matriz estequiométrica encontramos tres cantidades conservadas la primera es
T+ xp + ¢ = T, la segunda es p + ¢ = ¢y, existe otra cantidad conservada en el sistema el cual es
el niimero de proteinas Y se mantiene constante, aunque esto es debido a las reacciones del sistema.

Para determinar la distribucion estacionaria de nuestro sistema igualaremos la ecuacion (5.5)
anterior a cero y luego usamos el método que explicamos en el capitulo de analisis estocéastico,
es importante notar que las reacciones (5.1) y (5.2) no tienen deficiencia cero, pero siguiendo al
articulo [20] se pueden transformar de tal manera que si la tengan (ver apéndice C), obteniendo lo
siguiente

P(z7x7xp7p7 C)S =

ke\* kLo kon {Tp)\© by (2(0)\ 7P
( s ) ¢’ kogy © Po ka2 vy zo — (c)
2! (1 kon <:vp>)p° ky (z(0) \T0 ¢ Tp

% 0z, 20—z —c * Oppg—c- (5.6)

Donde hemos definido (Z) = ﬁlk), este es el coeficiente binomial, aunque el promedio (c) no
siempre es un valor entero, por lo que al momento de calcular el coeficiente binomial cambiariamos
al factorial por la funcion gamma. Podemos observar que el sistema se compone de una distribucion
de Poisson, y dos que son del tipo binomial, las de tipo binomial nos dicen que hay variables que
estan estrechamente relacionadas como es el caso de p y c.

Con la distribucién estacionaria podemos determinar los promedios de las variables en el estado
estacionario,

ki (2(1)) kon (Tp)
k(1) s Fors Q
<Z(t)> = 5 <mp> = 2k ?zz(t)) (xO - <C>)a <C> = flj (z >p0~ (57)
1+ é Y Ll vy )
off

A continuacién simularemos este sistema usando el algoritmo de Gillespie (para méas detalles
del codigo revisar la carpeta de Drive en donde se encuentra el archivo fosfol.ipynb), hemos
elegido a k(t) = 0,01(1 + sin(0,005¢)) tal como se ha presentado en el articulo de Del Vecchio,
para ello usaremos a (5.3) y a (5.4) para simular el sistema.

Hemos omitido presentar a algunas variables debido a que no nos interesa mucho su di-
namica ya que se puede inferir de las deméas. Hemos graficado la concentraciéon de algunas
de las moléculas del sistema (ver figura 5.2), dado que el sistema es modelado a partir de
una descripciéon estocastica se presentan fluctuaciones, a pesar de esto se puede ver claramente
la tendencia global del sistema en las graficas que hemos realizado, el cual es de caracter oscilatorio.

Dado que estamos usando un modelo estocéstico para describir este sistema es deseable conocer
las fluctuaciones, como ya hemos calculado nuestra distribucion en el estado estacionario, entonces
podemos calcular a partir de ella las fluctuaciones de nuestro sistema en estado estacionario, usamos
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Concentracion de moléculas x_p
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Figura 5.2: Dindmica estocéstica del proceso de fosforilacion y desfosforilacion, con pr,: = 100,
kogy = kon =10, 8 = 0,01, k1 = ko = 50, 1ot = y7or = 1500, Q = 150.

a la distribucién estacionaria para obtener las varianzas y luego dividimos entre 02, obtenemos lo
siguiente

(zp) (c)
1 (=(1)) 1 1
2 2 Q 2 Q
=5 ) My = O h (o) e = 5 h @ (5.8)
Q Q P Ql+é% Ql+koofnf<5§>

En estas expresiones podemos ver que dependen del inverso de §2, ya que cuando un promedio se
divide entre € corresponde a la concentracion determinista, por lo que cuando el sistema se vuelve
lo suficientemente grande las fluctuaciones desaparecen.

Simular este sistema empleando el algoritmo de Gillespie tiene un gran coste computacional, esto
serfa ain mas si queremos usar este algoritmo para determinar las fluctuaciones de este sistema,
por lo que en la siguiente secciéon usaremos al TFD que hemos encontrado anteriormente para
simular la dindmica del sistema e inferir las fluctuaciones de esta.

5.1.2. Caso II

Ahora seguiremos analizando al proceso de fosforilacion/desfosforilacion, aunque en este ca-
so supondremos que existen estados intermedios al momento que la molécula se fosforilacion y
desfosforilacion tal como a continuaciéon

8 o
Z+X=0 874X, Y+X, 20,58y + X (5.9)
B2 X2
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cuando la molécula fosforilada se une a una promotora seguiremos teniendo las siguientes reacciones

kon
Xp+p = Xpp, 0
kogs

=
—~

o~
N>

Z, (5.10)

=1l

usaremos estas reacciones para construir un modelo estocastico del sistema, por lo que ahora la
matriz estequiométrica y las matrices de coeficientes estequiométricos del sistema seran

0 0 0 0 0 0 0 O 1 0 0 0 OO 0 O
1 1 0 0 0 0O O O o 0 0 1 0 0 0 O
0 0 01 0 0 0 O 11 0 0 0 O O O
Qi = ) Bij = )
0 0601 0 01 0 O 0O 0 0 0 1 0 0 O
0 0 0 0O 1 0 0 O 0o 1 0 0 0 1 0 O
o 01 0 0 0 1 O 0O 0 0 0 0O 0 o0 1
1 -1 1 0 0 0
0o -1 1 0 1 0
0 0 0 —1 0 —1
0 1 -1 0 0 0
Uiy = ; (5.11)
0o 0 0 1 -1 0
0o 0 0 -1 1 0
0 0 0 0 0 —1
0o 0 0 0 0 1
con ayuda de estas calculamos las tasas de propensiéon que estan definidas como
) =k =k;
HQ% 5 _a”)l’ HQﬂu S 5”)
de donde obtenemos
t+ = k() Py et
1= ’ 1 =%
1 _ 1
tQ+ —[31sz2, ty =520157
1
+_ - _
t3 —k‘lcla, t3 =0,
L 1
ty —alxpyﬁ, ty —042C257
1
+_ - _
ts —k‘QCza, ts =0,
N 1 _ 1
ta —konxprQ, tg =koff¢5~ (5.12)

Hemos denotado a {z,z,2,,y,p,¢,c1,c2} como el namero de moléculas bioquimicas de
{Z,X,X,,Y,P,X,p,XZ, X,Y} respectivamente. Nos apoyamos de la siguiente expresion para cal-
cular la ecuaciéon maestra

0y P(S;,t) = QZ( (S5 + Tji) P(Sj + Ty ) = 1 (S)P(Sj,8) + 1§ (S5 = Dji) P(Sj = Ty t) — £ (S) P(S;,1))
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Evaluando todos los elementos que hemos calculado obtenemos la ecuacién maestra de nuestro
sistema,

P(Z7 z,Tp,Y,P,CC1, C2»t) = ﬁl(x + 1)

. 1
(Z;; )P(Z+17x+17mp’y7p7c7cl 71,Cg,t)7ﬁQClP(Z,l’,mp,y,p76761,C2,t)

z
“FﬁQ(Cl + 1)P(Z - 17I - 171p7y7p7 ¢ c1+ 17627t) 7/811‘513(2717 Tp,Y,P,C, 01762775)

+ki(ct +1)P(z—1,z,2p — 1,y,p,c,c1 + 1,¢2,t) — kic1 P(z, 2, 2p, Y, p, ¢, €1, C2, t)

(y+1)
Q

+az(c2+1)P(z— 1,z — 1,xp,y,p,c,c1,c2 + 1,1) — almp%P(z,:c,mp,y,p,c, c1,c2,t)

+ai1(zp +1) P(z,z,zp + 1,y + 1,p,c,c1,c2 — 1,t) — asca P(z,x, 2p, Y, p, ¢, €1, C2, T)

+ ka(c2 + 1)P(z,z,2p — 1,y — 1,p,c,c1,c2 + 1,t) — kaca P(z,x,2p, Y, D, ¢, €1, C2, )
(p+1)

+ kon(zp + 1) P(z,z,xp+ 1,y,p+1,c—1,c1,c2,t) — koppcP(z,x,2p,y,p, ¢, 1, C2, 1)

+kopp(c+1)P(z,z,2p — 1,y,p— 1,c+ 1,c1,c2,t) — konxp%P(z,x,xp,y,p,c, c1,c2,t)

+ k(t)QP(z — 1,z,2p,y,p, ¢, €1, C2,t) — 02P (2,2, 2p,y,p, ¢, C1, C2, t)
+0(z+1)P(z+1,z,2p,y,p, ¢, c1,C2,t) — k(t)QP(2,,2p, Y, D, ¢, C1,C2, ). (5.13)

De la matriz estequiométrica encontramos tres cantidades conservadas la primera es x + x, +
¢+ c1 + ca = xg, la segunda es y + co = yo y por dltimo p + ¢ = pg, podemos apoyarnos de
estas cantidades conservadas para calcular la ecuacién maestra de nuestro sistema en el estado
estacionario, es importante notar que las reacciones (5.9) y (5.9) no tienen deficiencia cero, pero
siguiendo al articulo [20] se pueden transformar de tal manera que si la tengan (ver apéndice C),
entonces nos apoyamos del método ya presentado y obtenemos

P(Z7xpac)5 =

ROQ)® ROk, (3p))© 5 9\
3 kopy € <po> Ba+k1 Q o — {xp + ¢+ c2)
2! kon (2p) \O \ ¢ )\ o~ (@ptetez) 1
(1+ Fops © ) (1-1— ﬁzﬁ_lkl %)

zp _ ky(ey)tag(co)
oy (op) )2 k1(c1)+an(c) e ag Yo=fca)
as+ks Q Yo al—O;y 7Q<C2>
a1 (2p) Y0 \ eo xp!
(1 + ag+ks Q ) P

* 59&7%0—5617—6—01—62 * 5627y0—y * 61971)0—0- (5~14)

Donde hemos definido (}) = 1 este es el coeficiente binomial, aunque el promedio (¢) no
k kl(n—k)!” ’

siempre es un valor entero, por lo que al momento de calcular el coeficiente binomial cambiariamos

al factorial por la funcion gamma. Podemos notar que la distribuciéon estacionaria se compone

de dos de tipo Poisson y tres del tipo binomial, las binomiales aparecen debido a que algunas de

nuestras variables estan relacionadas.

Con la distribucién estacionaria podemos determinar los promedios de las variables en el estado
estacionario,

Kon (I:n>
k(t)ﬂ kl <Cl> —+ (6%} <CQ> ko Q
<Z(t)> = 5 ) <xp> = yo—(ca) ) <C> = fljon () Po,
e T L+ e ar
(p) (2)
a g Pig
(c2) = Yo, (c1) = (o — (xp +c+c2)). (5.15)
az + ko + ap 42 By +ky + Br g ’

A continuacion, simularemos este sistema usando el algoritmo de Gillespie (para méas detalles del
programa ver la carpeta de Drive en donde se encuentra el archivo fosfo2.ipynb), para implemen-
tar el programa hemos usado (5.11) y (5.12), hemos elegido a k(¢) = 0,01(1 + sin(0,005¢t)). Los
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resultados que se obtienen se pueden observar en la figura 5.3, en este sistema podemos ver cla-
ramente la presencia de oscilaciones, aunque hemos omitido presentar a las variables y, p, ¢c1 y
c2, debido a que no nos interesa mucho su dindmica y otras se pueden obtener a partir de las
cantidades conservadas, otra caracteristica que podemos ver de la simulacién de un solo proceso es
que el introducir estados intermedios hacen que nuestras graficas sean méas uniformes, es decir hay
menos fluctuaciones en el sistema, aunque esto lo cuantificaremos mejor cuando determinemos las
fluctuaciones en el sistema.

B 1000 1500 00 =0 a0 3500
tempom

Figura 5.3: Dinamica estocastica del proceso de fosforilaciéon y desfosforilacién con procesos inter-
medios, con pror = 100, kogy = kon = 10, 6 = 0,01, k1 = ko = 50, a1 = f1 = 0,01, az = B> = 10,
TTot = Yror = 1500, = 150.

Dado que estamos usando un modelo estocastico para describir este sistema es deseable conocer
las fluctuaciones, como ya hemos calculado nuestra distribucion en el estado estacionario, entonces
podemos calcular a partir de ella las fluctuaciones de nuestro sistema en el estado estacionario,

2 _ 1 (2(t)) 2 _ 1 (zp) .1 g
T]Z Q Q 7 nﬂt‘p Q Q b T]C Q 1 + kon @ )
korr S
(c1) (c2)
2 1 a 2 1 o
=g, N = 5 (5.16)
Q]'_~_[32+1k1ﬁ Q1+a2+1k2 ;

En estas expresiones podemos ver que dependen del inverso de €2, ya que cuando un promedio se
divide entre ) corresponde a la concentracién determinista, por lo que cuando el sistema se vuelve lo
suficientemente grande las fluctuaciones desaparecen. Simular este sistema empleando el algoritmo
de Gillespie tiene un gran coste computacional, esto serfa atin mas si queremos usar este algoritmo
para determinar las fluctuaciones de este sistema, por lo que en la siguiente seccién usaremos al
TFEFD que hemos encontrado para simular la dindmica del sistema e inferir las fluctuaciones de esta.
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5.2. Analisis alternativo
Debido al alto coste computacional de emplear el algoritmo de Gillespie, ahora analizaremos los

dos casos de fosforilacion/desfosforilaciéon empleando a la aproximaciéon determinista y al teorema
de fluctuacion disipacion (TFD)

851 I _ gb- (511=512 o? D+ _ pD—
Z i F(s1) — RP ™ (s +ZZ (R (s1) = By (s1)) | »

08,085
J1 J2 719552

o (51,5 81,) = Z <Fz i ‘(R’D+(Sl) +Rz‘D7(Sl))

0
o’ Q

i

e} 1o} _
+> (02(511151'1)132187 + 02(5]'11512)13117) (R (s1) — RP ™ (s1))
- Sj1 8SJ‘1

Ty il 0?
2 111t 1o D+ D—
+ D> 02 (sirs852) 129 2 m(R (s1) + R; (Sl))> (5.17)

Jj1 J2

donde R”"(s;) y RP~(s;) denotan a las tasas deterministas, estas tasas se calculan con ayuda de
las matrices de coeficientes estequiométricos a 'y 3

RP*(s H s34, RP=(s1) =[] s} (5.18)
j

resolveremos las ecuaciones diferenciales que estéan arriba, como el sistema es no-lineal escribiremos
un programa de Python para resolverlo de manera numérica. De la varianza se puede inferir las
fluctuaciones del sistema, el programa que emplearemos serd muy similar al presentado en el
capitulo de fluctuaciones por lo que para mas detalles de esta revisar la carpeta de Drive.

5.2.1. Caso Il

Las reacciones de este caso son las siguientes,

Z+X% 74 x, Y+ X, By + X,
Eon k(1)
X, +p = Xpp, 0=z,
k:off 5

dado que en este sistema la proteina Z esta experimentando cambios en el tiempo, mas especifica-
mente esta siendo sintetizada por una funcién externa, esto lo capturamos en la parte derecha de
la ecuacion anterior con la funcion k(t). Con ayuda de todas las reacciones anteriores encontramos
la matriz de coeficientes estequiométricos y la matriz estequiométrica

1 0 0 0
00 0 0 0 O 10 0 0 0 O 0o -1 1 0
1 1 0 0 0 O 01 0 0 O o 1 -1 -1
oo 110 o T to1o00l” T oo o of
00 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 O 0 -1
0 0 0 1
con ayuda de estas calculamos las tasas de reacciéon del sistema, y obtenemos
RP* = k(1), Ry =62,
RPT = ki3, RP~ =,
RYY = ko1, RY™ =0,
RYY = konapp, RY™ = koyye. (5.19)
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Hemos denotado a {Z,Z,4p,9,p, ¢ ¢, ¢} como la concentracion de moléculas bioquimicas de
{Z,X,X,,Y, P, X,p} respectivamente. Con ayuda de estos elementos escribimos nuestro programa
de Python (afos!.ipynb), para encontrar la dinamica del sistema, los resultados se pueden observar
en la figura 5.4.

Concentracién de moléculas xp

Concentracién de moléculas z

-
— - xp+ 'sigma
- 24 2ma -2
2-2sgms

scion de moléculzs)

*(cancer

0 1000 1500 200 =00 000 0 ER 1000 1500 200 50 000 3500
min tempo min)

Concentracin de moléculas ¢

e 2gma
c-2sigma

2500

50 1000 1500 w00 200 000 3500
t empo min)

Figura 5.4: Fosforilacion con fluctuaciones. Se modela la dindmica del proceso de fosforilacion/-
desfosforilacion a partir de la aproximacion determinista y el TFD, las lineas verdes representan
las concentraciones deterministas, las lineas rojas punteadas la banda en donde se encuentran las
fluctuaciones. Se han empleado los siguientes parametros: pro: = 100, korf = ko = 10, 6 = 0,01,
k1 = ko = 50, 1ot = yror = 1500, Q = 150.

Solo graficamos a tres de las variables del sistema, ya que las otras dependen de estas, podemos
observar que en las tres figuras la linea verde corresponde a la concentraciéon de moléculas y
esta se encuentran entre dos bandas marcadas por las lineas rojas punteadas que representan las
fluctuaciones del sistema, por lo que la mayoria de las simulaciones estocasticas que llegasen a
realizarse se encontraria entre estas dos bandas, de nuevo se encuentra una dinamica oscilatoria en
el sistema, tanto en z y ¢ se observa claramente que el sistema tiene de fluctuaciones, esto es ain
més marcado en z,, el cual tiene una banda mucho més ancha. Con estos resultados se observa
que hemos cuantificado las fluctuaciones durante toda la dinamica del sistema.

5.2.2. Caso II

Ahora analizaremos el caso II en el cual existen estados intermedios entre la fosforilacion y
desfosforilacion, las reacciones bioquimicas son

B a
Z+X=0 Mz x,, Y+X, =By +X.
B2 X2
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kon
X, +p = Xpp, 0
kogs

B
—~

o~
N>

Z

)

=1l

usaremos estas reacciones para construir un modelo estocastico del sistema, por lo que ahora la
matriz estequiométrica y las matrices de coeficientes estequiométricos del sistema seran

0 06 0o 000 0O 1 0 0 0 OO O O
110 0 0 0 0 O 0 0 0 1 0 0 0 O
0 0 061 00 0 O 1 1.0 0 0 0 0 O
aij = ; Bij = ;

o 0 1 0 0 1 0 O 0 0 0 0 1 0 0 O
0 0 0 01 0 0 O 01 0 0 0 1 0 O
0 01 0 0 0 1 O o 0 0 0 0 0 0 1

1 -1 1 0 O

o -1 1 0 1 O

o o o0 -1 0 -1

o 1 -1 0 0 O

iy = .

o o o 1 -1 0

o o o -1 1 0

o o o o0 0 -1

o o o o0 o0 1

con ayuda de estas calculamos las tasas de reaccion del sistema, obteniendo

RPT = k(t), RP~™ =43,
Ryt = Bz, Ry = paci,
RPT =k, RP= =0
RPT = a1 4,9, RP™ = s,
RPT = koo, RP~ =0,
RET = konpp, RP™ = ko

Hemos denotado a {Z,&,%p, 9, D, ¢ ¢1,¢2} como la concentracién de moléculas bioquimicas de
{Z,X,X,,Y,P,X,p, XZ, X,Y}. Usando estos elementos en el sistema de ecuaciones diferenciales
que presentamos al principio de esta seccion escribimos un programa de Python ((afos2.ipynb)
para que lo resuelva de manera numérica, los resultados se pueden observar en la figura 5.5.

Nuevamente solo hemos graficado a tres de las variables del sistema, ya que las otras dependen
de estas, la linea verde corresponde al promedio de la concentracion de moléculas y estas
se encuentran entre dos bandas marcadas por las lineas rojas punteadas que representan las
fluctuaciones del sistema, por lo que la mayoria de las simulaciones estocasticas que llegasen a
realizarse se encontraria entre estas dos bandas, de nuevo se encuentra una dindmica oscilatoria
en el sistema, tanto en z y ¢ se observa claramente que el sistema tiene fluctuaciones, esto es ain
mas marcado en x,, el cual tiene una banda mucho mas ancha, aunque en comparacién con lo que
se obtuvo en el caso I este sistema tiene unas bandas mas pequenas, quiza debido a que el sistema
tiende a tener una mas alta concentracién de cada una de las especies bioquimicas involucradas,
otro resultado importante de esto se debe a que a comparaciéon con el sistema determinista las
fluctuaciones pueden llegar a producir una dindmica muy similar cuando hay retroactividad, ya
que elegimos un conjunto de parametros en donde hay retroactividad.
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Concentracién de moléculas xp

Concentracién de moléculas z

o 24 2mgma
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Figura 5.5: Fosforilacion con procesos intermedios y fluctuaciones. Se modela la dinamica del pro-
ceso de fosforilacion/desfosforilacion con procesos intermedios a partir de la aproximacion deter-
minista y el TFD, las lineas verdes representan las concentraciones deterministas, las lineas rojas
punteadas la banda en donde se encuentran las fluctuaciones. Se han empleado los siguientes pa-
rametros: pro; = 100, kopp = kop = 10, 6 = 0,01, by = ko = 50, a1 = 81 = 0,01, ap = 2 = 10,
TTot = YTot — 1500, ) = 150.

Tal como se ha tratado en el trabajo de Del Vecchio vamos a modelar al sistema usando también
un conjunto de parametros en donde se pierde la retroactividad del sistema, los resultados estan en
la figura 5.6. Podemos notar que la retroactividad se pierde en el sistema, solo después de mucho
tiempo la variable x, y ¢ empiezan a oscilar pero con periodos y amplitudes pequenas, ademas
podemos observar que este conjunto de variables hace que nuestro sistema tenga fluctuaciones
mucho mas grandes, lo que harfa también que en la contra parte estocastica de estos sistemas no
se noten las oscilaciones, otras caracteristica relevante que nos gustaria comentar es el hecho que
cuando la retroactividad es menor las fluctuaciones en el sistema tienden a ser més pequenas, esto
se debe al hecho que la ley de acciéon de masas es un formalismo que describe la interaccién entre
diferentes especies, por lo que cuando los parametros son lo més o menos del mismo orden hay mas
interaccion, lo que equivaldria a decir que se transmiten maéas fluctuaciones entre los modulos del
sistema (las especies bioquimicas del sistema). Esto ultimo que acabamos de comentar se puede
observar més claramente si recordamos que la retroactividad con correcciones estocésticas esta
definida como

'S /DN —1
14 acézgii <8QR1. )

RI = _ RID ok
g b\ g 9QRE (0QRP e
+ Bw,; aw,;

donde R’ es la retroactividad determinista, aunque esta es una cantidad que ya hemos calculado

(3 ? )
como estamos interesados particularmente en conocer la retroactividad en el estado estacionario
y como las correcciones estocésticas solo aparecen cuando tenemos tasas de orden 2, pero
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como en este caso solo los términos diagonales de la covarianza son diferentes de cero, entonces
en el estado estacionario no hay ninguna contribucién estocastica a la retroactividad, por lo
que es suficiente usar la retroactividad determinista en este sistema, por lo que podemos decir
que las contribuciones estocasticas seran las mismas que cuando el moédulo atin no se ha conectado.

Concentracién de moléculas 2 Concentracién de moléculas xp

- 2'sigma

X (concentracén de moléculas)

w00 o 00 E 10000 2000 4000 15000 18000 w00 0 w00 10000 2000 14000 15000 15000
ttempo min) t iempo min)

Concentracion de moléculas ¢

a0 1000 1300 i 16000 16000
tempn min)

Figura 5.6: Fosforilacion con procesos intermedios, mayor retroactividad y fluctuaciones. Se mode-
la la dindmica del proceso de fosforilacion/desfosforilacion con procesos intermedios a partir de la
aproximacion determinista y el TFD, las lineas verdes representan las concentraciones determinis-
tas, las lineas rojas punteadas la banda en donde se encuentran las fluctuaciones. Se han empleado
los siguientes parametros: pro, = 100, kofr = ko, = 10, 6 = 0,01, k1 = ko = 0,01, oy = 31 = 0,01,
Qo = 62 = 10, TTot = YTot — 1500, ) = 150.

Una gran ventaja de emplear a las ecuaciones que escribimos al principio de la secciéon es que el
tiempo de computaciéon del sistema se reduce draméaticamente, siendo cientos de veces mas réapido
y obteniendo resultados satisfactorios, ya que en esta aproximacion se supone que el tamano del
ensamble es infinito (por asi decirlo), y tan solo depende del tamano del sistema €2, por lo que
conforme €2 se vuelve grande esta aproximacion tiende a ser exacta.
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Capitulo 6

Funcion de Hill

Para explicar la dindmica detras de los procesos enzimaticos o de unién de algunas moléculas
a otras se hace uso de las funciones de entrada, se han presentado algunas en la literatura
[4], uno de los mé&s usados es la funcion de Hill, un caso particular de esta funcion son las
ecuaciones de Michaels-Menten el cual es un modelo bastante sencillo para explicar la unién de
una enzima a una proteina (o un proceso similar), incluso puede usarse en modelos booleanos
al tomar el limite del coeficiente de Hill tendiendo al infinito, esta se vuelve una funcién escalon. [4]

La mayoria de los modelos que se estudian son deterministas, por lo que para encontrar la
funcién de Hill se hace uso de una derivacién determinista para luego usarla, sin embargo, dada
que varios sistemas son pequeios, tales como los modulos de transcripcion/traduccion (MTT) y
donde se hace uso de la funcion de Hill (para mas detalles ver capitulo 2), entonces es necesaria una
descripcién estocastica. Por lo que el usar funciones deterministas dentro de un proceso estocéstico
puede llegar a ser contraproducente y no capturar correctamente la dindmica del sistema como
se ve en [32], en este capitulo nos daremos a la tarea de derivar y explicar la version estocéstica
de la funcion de Hill. Pero para llegar a eso primero abordaremos el caso determinista, aunque la
explicacion este dada en términos de enzimas y proteinas, este sistema se puede extrapolar a otros
en los cuales ocurren reacciones similares.

6.1. Derivacion determinista

Una de las razones por la cual se usa la funciéon de Hill es para conocer la proporciéon de
activacion de alguna cantidad en términos de otra, como veremos a continuacién esta ayuda a
describir el nimero de proteinas activas en términos del ntimero de enzimas presentes en el sistema.
A continuacion, derivaremos la funcién de Hill desde la ley de accion de masas, esto desde una
perspectiva determinista, por lo que el sistema estard descrito por un conjunto de ecuaciones
diferenciales, bajo la suposicion que el sistema se encuentra en equilibrio se encuentra la funcion
de Hill como veremos a continuacion.

6.1.1. Funcion de Hill usual

Lo primero sera derivar la funcion de Hill que es bien conocida en la literatura, para ello
suponemos que tenemos una proteina P a la cual se le pueden unir (o despegar) n enzimas E de
tal manera que cuando se han unido se dice que la proteina se ha activado, es decir nuestro sistema
esta descrito por el siguiente proceso reversible

ko

P +nE <= PE,,
k_
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la dindmica estaré descrita por las siguientes ecuaciones diferenciales, con p y e siendo las concen-
traciones de la proteina y de la enzima respectivamente, y s la concentracion de PE,, (proteinas
activas)

dp
— =k_s— kype”
dt +pe,
ds
— = —k_s+ kype™. 6.1
di +D (6.1)
Cuando se esté en equilibrio se cumple la siguiente relacion
k_ n
=== (6.2)
k_;,_ S
la concentracién del numero de proteinas activas sera
roteinas activas s
= o = : (6.3)
proteinas totales p+s
de la relacion (6.2), despejamos s, por lo que ahora nuestra funcion H es
pe” n
S e
H= = K = ) 6.4
pt+s pt+hE  Kn+ter (64)

Esta es justo la funcién de Hill, la n se le conoce como el coeficiente de Hill, cuando el valor
de la n es muy grande nuestra funcion se parece a una funcion escaléon. En la figura 6.1 se puede
observar como se comporta la funcién de Hill para el caso de un activador y diferentes valores de
n.

Hill

1.0{ — n=1

n=2

— n=3

05| — n=40
0.6

I

0.4
0.2
0.0

T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 125 1.50 1.75 2.00
e (concentracion de enzimas)

Figura 6.1: Funcién de Hill determinista. En la figura se grafica a la funcién de Hill determinista
para un activador a diferentes valores de n y con K = 1.

La funcion de Hill es una concentracion por lo que nunca supera el valor de 1, tal como se observa
en la figura anterior, mientras el valor de n se hace cada vez més grande la funcion se parece mas a
una funcién escaléon. El proceso que hemos descrito anteriormente se podria generalizar como mas
adelante veremos, para saber el nimero de proteinas desactivas, lo tinico que tenemos que hacer

es definir la siguiente funcion
D=1-H. (6.5)
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6.1 Derivacion determinista

En nuestro trabajo H seria una funcion de activacion, mientras que D seria una de desactivacion.
En la figura 6.2 se puede observar como se comporta la funciéon de Hill en el caso en el que esta
actiia como supresora.

Hill

1.0 — =1

n=2

— n=3

0.8 4 — n=40
0.6

ey

0.4
0.2
0.0

X T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
e (concentracion de enzimas)

Figura 6.2: Funcion de Hill determinista. En la figura se grafica a la funcion de Hill determinista
para un supresor a diferentes valores de n y con K = 1.

La funcién de Hill tal y como las hemos presentado en hasta ahora es la mas conocida y usada
los procesos bioquimicos, el desarrollo que hicimos para derivar esta funcion puede llegar a ser una
descripcién muy poco realista de lo que verdad ocurre en los sistemas bioquimicos, sin embargo,
sigue empleandose porque uno de los objetivos es solo describir como es la concentracion de las
proteinas unidas con enzimas a través de una sigmoide, en muchos casos el coeficiente de Hill se
vuelve un valor decimal, por lo que entonces el modelo que hemos presentado tan solo describe la
unién enzimatica, més adelante veremos cémo resolver alguna de estas cuestiones relacionadas al
coeficiente de Hill.

6.1.2. Funcién de Hill con varios tipos de enzimas

En la seccion anterior hemos derivado la funcién de Hill en el caso en el que solo un tipo de
enzima se une a la proteina, sin embargo, existe el caso en el que varios tipos de enzimas se pueden
unir, este tipo de sistemas los encontraremos en las redes genéticas, cuando en un MTT participen
varias enzimas para su activacion o desactivacion.

Tipos de enzimas
Caso Enzima 1 Enzima 2
1 Activador Activador
2 Represor Represor
3 Represor Activador

Tabla 6.1: Tabla de tipo de enzimas. En el caso que dos tipos de enzimas se unan a una proteina,
se esquematiza los posibles tipos de enzimas.
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Empecemos por analizar un sistema en el cual dos enzimas de diferente tipo (activadora o
represora) se unen a una proteina (algin numero de estas n1 o ny) en este caso analizaremos tres
posibles casos como en la tabla anterior.

Caso 1

05

04

03

Figura 6.3: Caso 1: funcién de Hill determinista. Se grafica el valor de la funcién de Hill cuando
las dos enzimas son activadoras, con K1 = K1 =1y n; =ng = 1.

Primero analizaremos el caso 1, cuando las dos enzimas actiian como activadores, por lo que
tendriamos el siguiente conjunto de reacciones

kit kay
P + n1E1 = PElnla P + TLQEQ = PEan,
ki ko—

la dindamica del sistema estara descrita por las siguientes ecuaciones diferenciales, con p, e; y es
siendo las concentraciones de la proteina y de las enzimas respectivamente, mientras que s; y ss
la concentracion de PE1,, y PEa,,, estas cantidades son las concentraciones de proteinas activas,

d

d—zt) =ki_s1 — k1+p€§” + ko_sy — kl-i-pegz’

d81 n
T = —ki-s1 + k1+pey”,

ds
U oo 00

Cuando se esté en equilibrio se cumplen las siguientes relaciones

g o= e perl
]{11+ S1
koo ped?
K»?=-—"= , 6.7
2 k2+ So ( )
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en este caso la funcion de Hill se definira como la razon entre proteinas activas y todas las proteinas
del sistema

. 2 e”
_ proteinas activas s +s2 KT + Kz (6.5)
o proteinas totales - P+ 81+ s2 o 1+ it e’ ’ '

e
KT +@

esta funcion de Hill es el caso en el cual las dos enzimas actiian como activadoras, podemos ver
que si alguna de las dos variables e; o ez valen cero recuperamos a la funcion de Hill para un
solo activador. Graficamos esta tltima expresion que obtuvimos para un caso en particular, el
resultado se puede ver en la figura 6.3. En este caso que las dos enzimas actiian como activado-
ras, conforme aumenta la concentracion de las dos nuestra funcion se va acercando cada vez mas a 1.

Caso 2

09
08
07
06
0s
04
03

0z

Figura 6.4: Caso 2: funcion de Hill determinista. Se grafica el valor de la funcion de Hill cuando
las dos enzimas son supresoras, con K1 = K1 =1y n; =ng = 1.

Ahora analizaremos el caso en el que las dos enzimas actiian como represoras, por lo que
tendremos unas reacciones similares a lo siguiente

ks ko
P+mE &= PElnla P4+ noEy &= PE2n27
kl— kg_

con p, e1 y es siendo las concentraciones de la proteina y de las enzimas respectivamente, mientras
que s1 y s2 la concentracion de PE,,, y PEs,,, estas cantidades son las concentraciones de pro-
teinas desactivas. De estas reacciones se derivardn un conjunto de ecuaciones diferenciales similar
a las que calculamos para el caso anterior, por lo que cuando las derivadas temporales sean cero
se encontrarfan las siguientes relaciones

K" = ko _ ey
]{11+ S1
ko_ 52

Kpr = 2= P (6.9)
k2+ S9
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en este caso la funcion de Hill también se definird como la razén entre proteinas activas y todas
las proteinas del sistema, pero en este caso solo conocemos a las desactivas, por lo que restaremos
a las desactivas de las totales del sistema

__proteinas activas __ proteinas totales - proteinas desactivas

~ proteinas totales proteinas totales

1
- — (6.10)
p+si+s2 14

ny
€, + €,
@ T
Kt K;?

Podemos observar que en el caso en el que e; 0 es valen cero recuperamos a la funcién de Hill para
un solo supresor. Graficamos esta tltima expresion que obtuvimos para un caso en particular, el
resultado se puede observar en la figura 6.4. En esta imagen las enzimas actian como supresoras,
por lo que en las regiones en el cual la concentracion de las enzimas es grande el valor de la funcion

Se acerca a cero.

Caso 3
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Figura 6.5: Caso 3: funcién de Hill determinista. Se grafica el valor de la funcion de Hill cuando
una de las enzimas es activadora y la otra supresora, con K1 = K1 =1y n; =ng = 1.

Para el otro caso suponemos que la enzima FE; acttia como supresora mientras que Fo como ac-
tivadora. Con p, e1 y es siendo las concentraciones de la proteina y de las enzimas respectivamente,
mientras que s; y s2 la concentracion de PEy,, y PEs,,, estas cantidades son las concentraciones
de proteinas desactivas y activas respectivamente. De estas reacciones se derivaran un conjunto de
ecuaciones diferenciales similar a las que calculamos para el caso anterior, por lo que cuando las
derivadas temporales sean cero se encontrarfan las siguientes relaciones

K" = B _ p—e;“,
k1+ 51
ke n2
Kyt == p—zz : (6.11)

en este caso la funcién de Hill también se definiré4 como la razén entre proteinas activas y todas las
protefnas del sistema, este caso conocemos a las desactivas, por lo que restaremos a las desactivas
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de las totales del sistema, obtendriamos la siguiente funciéon de Hill

n3

’. . 62
__proteinas activas S2 B K2 (6.12)
- Z - - ny no . .
proteinas totales p+ 51+ 89 14+ ;i(lnl + ;(%2
1 2

podemos ver que si e; vale cero recuperamos a la funcién de Hill para un solo activador, mientras
que si es vale cero nuestra funcion de Hill vale cero, es decir, que ahora en nuestro sistema solo
existe una supresion, por lo que no puede activarse ninguna proteina. Graficamos esta ultima
expresion que obtuvimos para un caso en particular, el resultado se puede observar en la figura
6.5. En esta imagen una de las enzimas acttia como activadora y otra como supresora por lo que
existen regiones en la cual la funcion se acerca a 1 y en otras a 0.

Es posible derivar algunas expresiones més complejas para este tipo de reacciones, aunque
esto ultimo no lo analizaremos a detalle. Nosotros estamos particularmente interesados en redes
de regulacion genética, por lo que para considerar la actividad de la regién promotora se puede
realizar la correspondiente derivacion considerando todas las reacciones bioquimicas involucradas,
de tal manera que si se considera un sistema en la cual existen m diferentes enzimas y que acttian
como activadoras o supresoras, por lo que tendriamos la siguiente funcién de Hill

nj q
BoKo +3_; B (?@j )
J

Hy = e (6.13)
1+ Ko+ 3, ,623‘%
J

aqui ¢ = {0,1}, toma el valor de 0 en el caso en el que la enzima acttia como supresora,
mientras que toma el valor de 1 cuando la enzima actiia como activadora, esta expresiéon es una
generalizacion de la funcion de Hill, una expresion similar se puede encontrar en [4], sin embargo, ahi
solo se trata el caso en el cual todas las n; (coeficientes de Hill) son iguales a 1, K esta relacionado
con la transcripcion basal, las K; son las constantes de Michelson-Menten, las constantes 3;; estan
relacionadas a la capacidad asociativa de las moléculas. Este tipo de funciones nos serd muy util
cuando analizaremos las redes genéticas, particularmente cuando varias proteinas actian sobre
un moédulo de transcripcion/traduccion (MTT) (en el apéndice B explicamos una expresion mas
general y detallada de como seria la funcion de Hill en un MTT).

6.2. Derivacion estocastica

En la seccion anterior hemos derivado la funcién de Hill en un entorno determinista bajo
la ley de accion de masas, pero como estamos interesados en sistemas que son pequenos,
por lo que ahora derivaremos una equivalente en el entorno estocéstico (aunque solo para
una funcion de Hill activadora), usando la ecuacion maestra para procesos de vida y muerte
multivariable, la cual es una version estocastica de la ley de acciéon de masas como hemos explicado.

Cuando se trabajan con sistemas deterministas solo se introduce la funciéon de Hill, mientras
que cuando uno analiza la versién estocastica de las redes de regulaciéon genética por lo general se
sigue usando la funcion de Hill determinista como a continuacion [§]

n
e (5)
- 5 6.14
Kn + en Kn + (%)n ( )
donde é representa las concentraciones deterministas, e representa el ntumero de moléculas, 2
estd relacionado al tamano del sistema y tiene unidades de volumen entre mol, hacer este tipo
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de transicion no es del todo correcto [32] ya que podrian no capturar correctamente la dindmica
del sistema, por lo que a continuaciéon haremos una derivacion de una funcién de Hill que es
estocéstica y una que ayudard a cuantificar las fluctuaciones al momento de tomar el limite
determinista.

Notamos que en el entorno estocastico no es lo mismo derivar la funcién de Hill con solo los
procesos que presentamos al principio de la seccién anterior, que una red que involucre en mas
procesos, aunque nos interesa esto ultimo ya que en los MTT la funciéon de Hill nos dice como la
promotora sintetiza al ARm, analizaremos los dos casos.

6.2.1. Funciéon de Hill en el limite estacionario

Nuestro objetivo es derivar la funcién de Hill a partir de un proceso estocastico, si recordamos
que para la derivaciéon determinista nos fijamos cuando nuestro sistema se encontraba en el limite
estacionario, por lo que aqui también haremos una eleccién similar, aunque para este caso nos
fijaremos en la distribucion estacionaria, usaremos el método presentado en el capitulo 3 para en-
contrarla, ademas, la distribucion estacionaria nos permitira encontrar las fluctuaciones del sistema.

Suponemos que tenemos una proteina p a la cual se le pueden unir n enzimas e formando
s = pey, ademés pedimos que la encima e llegue o se vaya al sistema y también este puede llegar
a degradarse, por lo que nuestro sistema esta descrito por los siguientes procesos reversibles

h=e, p+ne=s. (6.15)

Notar que las derivaciones que haremos en esta subseccion son validas solo cuando en un sistema
se encuentren solo las dos reacciones anteriores. Como ya hemos explicado, la ecuacién maestra
de una red quimica se puede obtener a partir del formalismo desarrollado en el capitulo anterior
(procesos de vida y muerte multivariable), aqui optaremos por este enfoque, para ello primero
definimos a nuestras matrices de coeficientes estequiométricos y la matriz estequiométrica

1 —n
0 00 1 00
Qij = ) Bij = , Fiy=10 -1], (6.16)
n 1 0 0 0 1
0 1
con ayuda de estas calculamos las tasas de propension
=k =k;
H Qi S —aw)" H QB (S; — B! S ﬁu)
Por lo que obtenemos
1
tf:/\+, ;= A eQ,
e! 1 _ 1
= k_,_pﬁ Qe ty = k_sﬁ. (6.17)

(El subindice 1 corresponde a la reaccion de la izquierda de (6.15), mientras que 2 al de la derecha.)
Para encontrar la ecuacién maestra del sistema se tiene que usar la siguiente relacion (tal como
hemos explicado anteriormente)

8 P(S;,t) = QZ( (S; +Tji)P(S; + Ty, )—t;r(sj)P(sj,t)thj(sj—rji)P(sj—rji,t)—t;(sj)P(sj,t)),
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sustituyendo todas las cantidades que hemos calculado, finalmente obtenemos nuestra ecuaciéon
maestra

. |
P(6>p757t) :k*(s—"_l)P(e_’nwp_ 1a5+17t) k+p( - )lQn (67p757t)

(e+n) 1
k 1 —
thelp+1)— " qa

+ /\+QP(6 - 1ap7 S,t) - A*6P(65p7 S,t) + )‘*(6 + 1)P(€ + 1ap7 Svt) - )\+QP(67p,S,t)7 (618)

Ple+n,p+1,s—1,t) — k_sP(e,p, s,t)

si consideramos que nuestro sistema llega muy rapido al equilibrio, entonces es suficiente fijarse en

la distribucion estacionaria, por lo que la relacién anterior sera cero, por lo que ahora necesitamos
encontrar la distribuciéon estacionaria, dado que tenemos una cantidad conservada, el nimero total
de proteinas activas y desactivas es constante, es decir Ng = p+ s (para hacer contacto con la parte
determinista es conveniente definir Ny = Ny4f2, siendo Nyg la condicién inicial determinista), si
sustituimos obtendremos

e! 1

0=k_(s+1)Ple—n,s+1) —ky(Ng— s)mmP(e,s)

1
+ ki (Ng— s+ l)me(e +n,s—1)—k_sP(e,s)
e!
+ A QP(e—1,5) — A_eP(e,s) + A_(e+1)P(e +1,s) — At QP(e, s). (6.19)

Siguiendo con el método que presentamos anteriormente obtendremos las siguientes dos relaciones

el 1
(e —n)! >E Qn
A+QP.(e —1) — A_eP.(e) = 0. (6.20)

k+(No—s+1)( Ps(s—1) — k_sPs(s) =0,

Resolviendo cada una obtenemos

1k e! 8 Np!
Py(s) = (mkﬂ(e_n)pe) S!(NOO_S)!PS((J),

P.(e) = (Qi\:) épe(()). (6.21)

Combinando estas dos expresiones, encontrando las constantes de normalizacion y el valor exacto de
! . . . .. . .
<ﬁ) (promedio, pero solo con respecto a e) finalmente tendremos la distribucién estacionaria
e

1

ki /\+)")S No! <A+> X+
P(e,p,s) = g (s — _—(Q Ny —s (6.22
vy 6 () ) s (05) o 0
k_

A

R T . -t .
Esta distribucion es la multiplicacion de una de Poisson (61, (Qi—i’) e *) y una variante de

S
. . 1 kv (A \" No! ;
una binomial <(1+ 5 (i*)n)No (k_ <)\_ sI(No—s)! |° el proceso de Poisson corresponde a la

llegada de la enzima al sistema, mientras que la variante de la binomial nos habla el cémo se van
uniendo y separando las proteinas y enzimas. Con esta tltima ecuacion calculamos el promedio de
la variable s y e,

k“+

(Ai) (e) = Q’\i (6.23)

+ae ()"
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Si recordamos que la funciéon de Hill también puede ser calculada como H = (S<i>p> = %, apoyan-

donos de las dos relaciones anteriores tenemos

B3 ger e
H=——r o= 0 o Kn: o (6.24)
L+ (32) Etarle

. . - ko~
con esto recuperamos la funcién de Hill determinista, con K" = ;= y é = %, con este resultado

nos damos cuenta que la funcion de Hill determinista también puede llegar a ser derivada desde el
formalismo estocastico, més atn, también podemos calcular como fluctia nuestra funcion el estado

estacionario, para esto calculamos las fluctuaciones de Nio, ya que esta variable estd estrechamente
2
relacionada con la funcion de Hill. Primero calculamos el promedio de (Nio) con ayuda de la

distribucion estacionaria (6.22), con lo que obtenemos

<( 5 >2> _ Noz* (%)n+ (NOI}?SMYY (6.25)

No

con ayuda de esto calculamos la varianza, obteniendo

QORI

las fluctuaciones de Nio seran:

(o) =y () =y o™ o)

por lo que las fluctuaciones de la funcién de Hill seran:

) = GV () = | g (6.25)

hemos usado Ny = Ny4§2, en esta expresion se ve que cuando el sistema se vuelve lo suficientemente
grande las fluctuaciones desaparecen, debido a que aparece €2 en el denominador, también cuando
H se acerca al valor de 0 o 1 las fluctuaciones se vuelven pequenas, es decir que debido a que
hay pocas enzimas e (el valor de H se acerca a 0) por lo que pocas se pueden unir a la proteina
creando una pequena fluctuacion del ntimero de proteinas activas, mientras que cuando hay muchas
enzimas e (el valor de H se acerca a 1) el sistema tiene tantas proteinas activas pero también muchas
proteinas disponibles para unirse a las proteinas por lo que las fluctuaciones se vuelven pequenas.

A continuaciéon realizamos una simulaciéon del proceso del cual partimos, para ello em-
pleamos el algoritmo de Gillespie [22]. En la figura 6.6 se ve claramente la estructura de una
funciéon de Hill, en comparacién con la figura 6.1, pero esta tiene fluctuaciones durante toda
la evolucién temporal, una caracteristica muy importante es el hecho que esta funcion jamas
supera el valor de 1, incluso las fluctuaciones no lo hacen, en esta figura variamos el tamano del
sistema, sin embargo podemos hacer miltiples simulaciones empleando solo un tamano, otras
de las consideraciones que hemos escogido es que el nimero de enzimas al iniciar el proceso es
cero, se pueden usar otras cantidades iniciales pero esto no muestra de manera clara la forma
de la funcion de Hill, aunque no hay que perder de vista que lo que importa es el estado estacionario.
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Funcién de Hill

1.0 A

0.8 1

0.6 1

0.4 1

x (concentracion de particulas)

0.2 1 [

0.0 T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 i 8

t (tiempo)

Figura 6.6: Funcion de Hill estocéstica. Se realizd la simulacion estocéstica de las reacciones de
donde se obtiene la funcién de Hill para diferentes tamafios de sistema Q = {60,80} y con los
siguientes parametros: Ngo =20, ky =k_=A_=XA; =1, n=2.

Recordar que esta es la funcion de Hill que hemos derivado es para un activador, por lo que
faltaria calcularla para un represor, para un represor podria ser D = 1 — H, decir que para el
represor se calcula de esta manera es un tanto incorrecto si no se le da la interpretaciéon correcta,
yva que uno deberia de realizar los calculos de manera explicita, sin embrago, si uno los realiza uno
llegaria al mismo resulta que el realizar D = 1 — H, la distribucién estacionaria que se obtendria
para el caso de un represor sera

1 Eo (22" No! 1/ A0\© —eds

P = — | — _—— [ Q— 2= 6y No—s- (6.29

(e;p,s) e (A ™) 0 (k ()\) s!I(Ng — s)! el N )€ p,No ( )
(e ()

Esta distribucién es la multiplicacion de una de Poisson y una variante de una binomial, muy

parecida al caso de un activador, en este sistema p representaria a las proteinas activas. Con esta
altima ecuacion calculamos el promedio de la variable p y e,

1 A

(p) = No———————, (e) = Q—. (6.30)
B (E) -
Si recordamos que la funciéon de Hill también puede ser calculada como D = <S<_f>p> = %, apoyan-
donos de las dos relaciones anteriores tenemos
k_
D= ! i K (6.31)

- nT Rl n n sn’
L+t (32)" mtanlen Kree

. . .. k- . »
con esto recuperamos la funcion de Hill determinista para un represor, con K" = mye= %

También podemos calcular como fluctiia nuestra funciéon de Hill en el estado estacionario, para

esto calculamos las fluctuaciones de ==, ya que esta variable esta estrechamente relacionada con

No»
la funcion de Hill:

<<p>2 = Mo G%)HJFN(? , (6.32)
N ek ()
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con ayuda de esto calculamos la varianza, obteniendo
2 N b+ 2+
p p P \? 0% (A,
() =1(%) - = e (6:33)
’ ’ N (1 + 5 ii) )
las fluctuaciones de - seran:
0

() (-G -h

por lo que las fluctuaciones de la funcién de Hill seran:

WD) = SVA D) = & D%N‘D) (6.35)

hemos usado Ny = Nyg4f2. Obtenemos justo el mismo valor de la fluctuaciéon en los dos casos, tanto
para el activador como para el represor, notar que esta fluctuaciéon que hemos calculado solo vale
para el caso en el que el sistema esté en el estado estacionario, una caracteristica importante es
que en el caso en el que e = 0 las fluctuaciones se vuelven cero, de igual manera cuando lim,_, o e,
en estos puntos las fluctuaciones son mas estables, cuando D = H = % las fluctuaciones alcanzan
su valor méaximo.

6.2.2. Estados estacionarios a partir de estados coherentes

A veces el formalismo que hemos usado en la subseccion anterior resulta ser un poco larga, por
lo que es deseable tener uno mas corto, por eso ahora resolveremos las reacciones que aparece en
(6.15) en el estado estacionario usando el formalismo de operadores que ya hemos mencionado en
el capitulo anterior, este formalismo combinado con lo que se hace en éptica cuantica [33] hace que
los célculos sean mas simples. Nos apoyaremos de la ecuacion (3.71),

s =3 (Meh - Tlep ) (2 T1(%)

J J

Qg

_\ Bij
k11 <Q> G,

J

recordar que las reacciones son

Ar ky
0 =e, p+ne = s.

las matrices de coeficientes estequiométricos son
0 00 100

Qij = ; Bij = ;

n 1 0 0 01

apoyandonos de estas matrices al evaluar obtendremos la siguiente ecuacion

% G(t) = ((ay —1) (A+ - A_Cg) + (a5 —aj (a])") (kfg (‘g) - kfg)) G®)

simplificando

5160 = (-3 (af =) (o - 350) - k- (af ~af (a)") ( R (Q)>) G,
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el corchete de Poisson de estos operadores es

[a;,a]] = bi; (6.37)

J

los indices corren de 1-3, la ecuacion (6.36) tiene una estructura muy similar a los hamiltonianos
que aparecen en Optica cuantica, se asemeja mucho a los operadores "squeze” [33], de hecho el
hamiltoniano se parece mucho a los usados en los estados coherentes, estos estados coherentes
coincidiran con el estado estacionario de nuestro sistema, por lo que una para evitar calcular los
promedios de las variables con la distribucion estacionaria nos apoyaremos de los estados coherentes,
similar a lo que se hace en [33], aplicando este formalismo obtenemos

(0), = 310, (5)s = gt (0 (), (6.35)

definimos K™ = Z; y ademas tenemos la siguiente relacion (p), + (s), = No, por lo que resolviendo
la dltima relacion obtenemos

(6.39)

recordando la definicion de la funcién de Hill encontramos la funcién de Hill para un activador con
5 (o),
6 = L),

Q

big (6.40)

T
de esta manera recuperamos nuestra funcion de Hill sin tener que realizar muchos célculos, solo
a partir de los estados coherentes que coinciden con los estados estacionarios de nuestro sistema,
lo cual resulta ser muy conveniente y mas directo, todos los célculos que hemos realizado con
anterioridad se quedaron ocultos detrés de la metodologia usada para estados coherentes.

6.2.3. Variantes de la funcion de Hill

Aunque ya hemos calculado la funcién de Hill determinista a partir de un proceso estocéastico,
siempre esta le pregunta del porque aparece o se introduce la funcion de Hill determinista en un
sistema. Para esto suponemos que existe un sistema en el cual ocurren varias reacciones bioquimicas
y ademas aparecen la siguiente reaccion (o una similar)

oy
p+ne=s. (6.41)
k-

Se supone que estas reacciones por lo general son rapidas por lo que de aqui se encontraria la
funcion de Hill, sin embargo, cuando en el sistema existen otras reacciones ademas de (6.41)
y el analisis se realiza desde una perspectiva estocéstica se tendria que proceder de otra manera.
Entonces pensamos en un sistema que contiene a la reaccion (6.41) (ademas de otras) , y suponiendo
que nos encontramos en el estado estacionario de la reaccion (6.41), tendremos las siguientes
dos relaciones (omitimos escribir la ecuacion maestra completa ya que esto dltimo dependera del
sistema en particular, aunque mas adelante presentaremos un ejemplo para clarificar las ideas que
presentaremos)

! 1
k_(s+1)Ple—m,p—1,s+1)— lmJ)ﬁWP(e,p, s) =0,

I
ki(p+ 1)@§P(e +n,p+1,s—1)—k_sP(e,p,s) =0, (6.42)
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igualamos cada una de estas relaciones a cero, ya que esta es una condiciéon que se deriva del hecho
de estar en equilibrio, podemos tratar a las relaciones anteriores como ecuaciones algebraicas, de tal
manera que bajo unos criterios que describiremos més adelante obtendremos el valor mas probable.
Lo primero que hacemos es dividir a cada una de estas expresiones por P(e,p,s,t) y reescribimos

1 e! 1 P(e,p,s)
s+1l=p— — ,
Kr(e—n)! Q" Ple—n,p—1,s+1)
1 (e+n)! 1 Ple+n,p+1,s—1)
= 1)— — 6.43
5=+ )K" el Qn P(e,p,s) ’ (6.43)
hemos definido Z—: = K™. Para encontrar la funciéon de Hill se pueden hacer varias asunciones

sobre las dos relaciones anteriores, estas asunciones se pueden hacer sobre el nimero de moléculas
involucradas y/o la forma de la distribucion, las esquematizamos en la siguiente tabla.

Asunciones
Tamano del sistema Distribuciéon Tipo de la funcion
de Hill
Estocastico

Semi-estocastico

Semi-determinista

D N
N TN

Determinista

Tabla 6.2: Tabla de asunciones. Las palomitas senalan que tipo de asuncién se hizo, a partir de
estas asunciones se nombra el tipo de funcion de Hill.

En esta tabla tenemos 4 tipos de funcién de Hill, su tipo depende que tipo de asunciones
hacemos, en el caso de que no hagamos ninguna tendremos una estocéstica, cuando se hacen
consideraciones en la distribucion de probabilidad tenemos el caso semi-estocastico y asi suce-
sivamente. Hemos elegido a estos nombres de esta manera debido al grado de relevancia de las
asunciones en cada formalismo, por ejemplo, en el caso estocastico uno se fija principalmente en
la ecuacién maestra, la cual es una ecuaciéon diferencial de las distribuciones.

Caso semi-determinista

Primero analizaremos el caso semi-determinista, para ello suponemos que el sistema es lo
suficientemente grande, entonces la distribuciéon de probabilidad se pueden aproximar como
___Pleps) . P T PP . y
PletnpiisT) ~ 1 (esto nos dice que la distribucion tiene un pico muy alto), ahora considera-
remos dos regiones (relacionados al ntimero de moléculas s) debido a que tenemos dos expresio-
nes en (6.43), ademas recordar que p + s = Ny y ademés la funcion de Hill la definimos como

_ s _ _s .
H—NO Pt

a) Para la primera region suponemos s y Ng son muy grandes, entonces usamos la primera
ecuacion de (6.43), en base a esto realizamos las siguientes aproximaciones: s +1 ~ sy

% = 1, por lo que tendriamos
1 el 1
K" (e —n)! Qn’

S =

(6.44)
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sustituyendo en la definicién de la funcion de Hill H = ﬁ obtenemos,

e!

H, = .
! QrKn"(e —n)! + e!

(6.45)

b) Para la otra regiéon suponemos que p y Ny son muy grandes, entonces usamos la segunda
ecuacion de (6.43), a partir de esto realizamos las siguientes aproximaciones: p+1 = p (dicho

de otra manera s tiene que ser muy pequefio debido a que tenemos la relacion No = s+ p) y
P(etn,pt+l,s—1)

Plep,s) ~ 1, por lo que tendriamos

1 (e+n)! 1
— _ 6.46
S=P i o an (6.46)
sustituyendo en la definicién de la funcién de Hill obtenemos,
B (e +n)!
- QnKrel + (e +n)!

H, (6.47)

De esta manera hemos obtenido nuestra funciéon de Hill para dos regiones, por lo que podemos
decir que una es valida una cuando s es pequena y la otra cuando es grande, ahora definimos una
funcion de Hill valida (al menos de forma aproximada) para todos los posibles valores de s

e!

(e+mn)! e! 1 s
H,, = — 0l =——, 4
¢ QrKn(e —n)! + el + (Q"K”e!—k(e#—n)! QrK"(e —n)! + el 2 Ny (6.48)

Se ha introducido una funcién de Heavinside que esta definida como

0(z) = ; (6.49)
1 st x>0

esta nueva funcion de Hill se apoya de Hy o Hs segun el valor de s, y asi cubrir todos los posibles

valores de s, de esta manera hemos obtenido nuestra funcién de Hill semi-determinista, semi-
determinista en el sentido que las consideraciones sobre las probabilidades son unas condiciones
casi deterministas. Ademas, cuando e y/o Q se vuelven muy grandes

en

Hy~Hy= —2 6.50
d d Kn+ o ( )

recuperamos la funciéon de Hill determinista. El uso de la funcién de Hill determinista dentro de
un proceso estocéstico se realiza bajo una determinada aproximacién tal como lo hemos mostra-
do, por lo que bajo otras asunciones se debe de considerar alguna de las otras que vamos a presentar.

Caso estocastico

En el caso que en verdad queramos usar una funcién de Hill estocéstica, podemos construir una
completamente estocéstica, para ello volvemos a las relaciones que se encuentran en (6.43) pero
ahora sin hacer ninguna asuncioén, operamos de una manera similar al caso anterior para abarcar
los diferentes valores de s, obtenemos finalmente nuestra funcion de Hill estocastica

e!

Hs =
nIen P(e—n,s+1)
QK (e — )l =5 +el
(e+mn)! e! (1 s )
+ - 0l-——). (6.51)
P(e,s nIn P(e—n,s+1
(Q"K"e!P(eﬁ_(n’s)_l) +(e+n)! QrK (e—n)!%—i—e! 2 No
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Esta es la funcion de Hill estocastica, se observa que esta depende de la distribucion de
probabilidades del sistema, usar esta funciéon tal y como la hemos definido dentro de la ecuacion
maestra resulta ser un poco més complejo.

Caso semi-estocastico

Debido a que es méas complicado usar la funcién de Hill estocéstica en un proceso estocéastica,
vamos a realizar una aproximaciéon sobre las probabilidades. Entonces suponemos lo siguiente

Pletenstn)  ~(ag) 6
P(e, s)

hemos usado esta aproximaciéon debido a que cuando el sistema es grande, la distribucién bino-

mial que aparece en estado estacionario tiende a una de Poisson, ademas cuando 2 es lo sufi-

cientemente grande encontramos la asunciéon determinista trabajada en la funcion de Hill semi-

determinista. Sustituyendo estas relaciones en la ecuacion (6.51) obtenemos nuestra funcion de Hill

semi-estocéastica,

o — e! n (e +mn)! e! 0 (1 s )
ss n—1 - 9 N :
e( a )Q"K”(efn)!+e!

n—1 n—1
(25t )QnKne!+(e+n)! ("3 )Q"K"(efn)!+e! 2 Mo
(6.53)

A esta funcion la nombramos funcion de Hill semi-estocéastica, debido a que hicimos una conside-
racion solo sobre la distribucién de probabilidades, esta funcién coincide con la semi-determinista
cuando n = 1 o cuando el valor de € es muy grande,

e™

lim Hy, = —2 _ = Hy, (6.54)

Q—o0 K™+ 57;

por lo que para realizar las simulaciones de algin determinado sistema estocastico y cuando
el tamano del sistema es pequeno recomendamos usar la funcion de Hill semi-estocastica, ya
que representa de manera mas fiel el sistema. Esta funcién es mucho mas sencilla de emplear
al momento de realizar simulaciones estocésticas del sistema, debido a que hemos aproximado
nuestra distribucion de probabilidad a una conocida.

Para ver un poco el comportamiento de las funciones de Hill que hemos calculado Hy, Hsq v
H,,, hemos realizado unas graficas que se pueden ver en la figura 6.7, de esta imagen nos fijamos que
cuando n esté cerca de 1 las tres funciones de Hill se parecen mas, lo mismo sucede cuando el valor
de K es més pequeno, por lo que en el régimen cuando K es grande estos llegan a diferir de manera
significativa, cuando n = 1 se observa que las tres funciones son préacticamente iguales, ademas
cuando el valor de e aumenta el valor de las tres son casi idénticas, mientras que a valores pequenos
hay una gran diferencia como se puede apreciar en las figuras. Otra caracteristica que comparten es
que todas se vuelven practicamente una funcion escalén cuando n es grande, aunque el lugar donde
estéa el escalon varia debido a que aparecen factoriales en la semi-determinista y la semi-estocastica.

Mas adelante veremos un ejemplo en concreto para entender el como aparecen estas funciones
de Hill y la eleccion de cual usar depende de las necesidades del sistema. Las consideraciones que
hemos realizado para que aparezcan estas funciones de Hill podrian no llegar a cumplirse totalmente
(atin més cuando el tamanio del sistema es pequetio), por lo que si uno quiere tener un proceso lo
mas realista posible es mejor usar las primeras dos relaciones que presentamos al principio de esta
subseccion, aunque es posible que surjan otras complicaciones si no se conocen a detalle todos las
constantes involucradas, por eso a continuacion derivaremos la funciéon de Hill desde otro enfoque.
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Hill n=1 Hill n=2
104 10{ — Hd
H_sd
—— H_ss
0.8 q 0.8 q
0.6 1 0.6 1
4
0.4 4 0.4 4
0.2 4 Hd 0.2 4
H_sd
—— H_ss
0.0 T T T T T 0.0 T y T T T
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
e (nimero de enzimas) e (nimero de enzimas)
Hill n=3 Hill n=20
1L.0{ — Hd 1.0{ — Hd
H sd H sd
—— H_ss —— H_ss
0.8+ 0.8+
0.6 0.6
T T
0.4+ 0.4 4
0.2 4 0.2
0.0 T T T T T 0.0 T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 0 10 20 30 40 50 60

e (nimero de enzimas) e (nimero de enzimas)

Figura 6.7: Funciones de Hill. En esta figura se gréafica la funcion de Hill determinista, semi-
determinista y semi-estocastica para diferentes valores de n, con K = 0,01 y 2 = 50.

6.2.4. Proceso estocastico con una funciéon de Hill

En las subsecciones anterior hemos explicado cémo se derivaria una funcién de Hill, en donde se
considera solo el proceso de unién de enzimas a proteinas, o algtin sistema en el cual aparecen esas
reacciones, sin embargo, todas las derivaciones se hicieron en pro de poder realizar la simulacién
estocastica del sistema, pero también es necesaria una metodologia que explique cémo introducir
adecuadamente una funcion de Hill en cualquier reaccién bioquimica estocastica. Nos apoyaremos
de las ideas ya presentadas hasta este punto y del articulo [34], aqui se hace una separacion
entre variables lentas y rapidas. Para nuestra derivaciéon primero suponemos que la distribucién de
probabilidad de nuestro sistema se compone de la multiplicacién de una parte estacionaria y otra
dindmica, de tal manera que tendremos algo de la siguiente manera

P(x,t) = Ps(ay, .., x5)P(xsy1, ..., 21, ), (6.55)

en [34] se usan probabilidades condicionales, pero como nosotros consideramos directamente que
una parte del proceso es estacionario se pudo hacer una separaciéon de la parte estacionaria y
dindmica, en este caso podemos suponer que es estacionaria porque las concentraciones de las
variables asociadas a esta tienden muy répido y de manera asintotica al valor estacionario (el
comportamiento de la funcion de Hill). De esta manera la ecuacion maestra del sistema se dividira
en un parte dindmica y estacionaria que serd como a continuacién

103



Funcién de Hill
6.2 Derivacién estocéastica

AP(Sai1,.. S;,t _
Ps(S1, ..,Ss)% =QZ <t¢ (Sj +Tji)Ps(S1 4+ Tiiy o, Ss + L) P(Ss41 + Tsq1,6, .55 + iy t)
- tj(Sj)Ps(Slv R3] SS)P(Ss+17 sy Sj7 t)
+ (S5 —T3)Ps(S1 — Tigy ey Ss — Dsi) P(Sst1 — Dst1,4, -85
= Tyirt) = 7 (S5)Ps(S1, s S)P(Ss1, 00 55,8))
dP.(S1, .., 5

P(Ssi41, .55, 1) 5) =0=0 Z (t;(Sj + i) Ps(S1 + Tiiy -, Ss + Tsi) P(Ss41 + Tsy1,i5---S5 + iy t)

i=rap
— 7 (S;)Ps(S1, .., Ss)P(Ss41, ..., Sj, t)
+ tj(Sj — Fji)PS(Sl — Ty, Ss — Fsi)P(S_g+l — FSJFLZ', ...Sj
= Djoist) = £ (S5)Ps(S1, s S)P(Ss1, 00 55,8)) (6.56)

dt

(notar que en la segunda ecuacién solo se consideran las reacciones rapidas) en la primer ecuacion
sacamos el promedio con respecto de la parte estacionaria, mientras que con la segunda ecua-
cion encontramos la forma de la distribucion estacionaria, para eso usamos el método que hemos
explicado en el capitulo 2, en esta segunda solo entran las reacciones rapidas por lo que se consi-
deran estacionarias las variables asociadas a estas, definimos al promedio con respecto de la parte
estacionaria como (t*) g de esta manera nuestra primera ecuacién se convierte en

dP(Ss+lv seey

Sj,t _
L 7 ) = QZ <<tz (S] +F-77’)>S P(Ss+1 +Fs+1,iy'~~sj +Fj,7l:t) - <tj(sj)>s P(SS+17 -'~7Sj7t)

+ (t5(Sj —Tja)), P(Sst1 = Tsy1is 85 — Tjast) — (67 (S))  P(Sst1, s Sj,t)> ;
(6.57)

es justo esta ecuacion la que se usara para modelar la dindmica de este tipo de sistemas solo
que ahora las tasas de reaccién estan promediadas con respecto de la parte estacionaria, para mas
detalles sobre los desarrollos se puede revisar [34]. Se espera que en los promedios con respecto a la
parte estacionaria aparezcan las funciones de Hill, para clarificar el como apareceran analizaremos
un ejemplo.

6.2.5. Toggle switch

Ahora analizaremos el “toggle switch” y explicaremos la forma en la que aparece la funcion de
Hill dentro de la ecuacién maestra, ademés, se puede usar la funciéon de Hill semi determinista o
alguna otra segin las consideraciones que nosotros realicemos. Para simplificar los calculos ana-
lizamos el “toggle switch” simplificado, el “toggle switch” es de hecho un circuito genético, pero
omitiremos y/o simplificaremos el modelo al solo fijarnos en las proteinas, donde las proteinas
acttian como represores al entrar en contacto el uno con el otro, 1 y 72, si r; aumenta, entonces
la sintesis de 7o disminuye, e inversamente, si ro aumenta, 1 disminuye. Una simple red quimica
que describe este sistema son las siguientes 4 reacciones.

0 2 Ry, 0 M R,
R 50, Ry 50, (6.58)

De estas reacciones obtenemos las siguientes tasas de propension
tf =aHqa(r2/9Q), ty =aHy(r1/Q)
— 1 _ T9
tl :,85, t2 :Bﬁ’ (659)
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aqui se ha introducido de lleno la ecuaciéon de Hill determinista H,;, definida por

Hula) = — B2 (6.60)
L+ ()™ '
La ecuaciéon maestra de este sistema esta dado por
%P(Tl,'fg,t) = aQHd(%)P(rl —1,7r2,t) — Br1P(r1,72,t)
+8(r1 + DP(r +1,r2,t) — aQHa(G)P(r1,r2, )
+ aQHd(%)P(rl,rz —1,t) — BraP(r1,7a,t)
+B(r2 + 1)P(ri,ra + 1,t) — aQHd(%)P(rm,t), (6.61)

Tal y como esta este sistema es la forma usual en la que esta llega a plantearse en la literatura,
donde se introduce la funcién de Hill determinista sin una correcta justificaciéon, algo que puede
llegar a dar una visiéon sesgada del problema que se esté analizando y cuando el sistema se vuelve
mas pequeno el usar la versiéon determinista puede resultar incluso contraproducente, por lo que
para determinar y ver como aparecen las funciones de Hill en el sistema nos fijaremos en las
siguientes reacciones quimicas, las cuales corresponden al "Toggle Switch"simplificado

kg kg
P, +nRy = Pj, | Pr, +nRy = P,
k_ k_
Pr, 25 Ry, Pr, %5 R,
R 5 0, Ry 25 0. (6.62)

Hemos separado a las reacciones quimicas en dos partes, a los de la derecha corresponden a cam-
bios en la proteina R; y a la izquierda a R, lo que explicaremos a continuaciéon vale tanto para
la derecha como para la izquierda, recordar que cuando una proteina llega a un MTT (moédulo de
transcripcion/traduccion) esta primero entra en contacto con la region promotora la cual precede
al sintesis del ARm, por lo que las proteinas actiian como represoras o activadoras en esta region,
pero como estamos analizando el toggle switch estas son represoras, es decir van desactivando a
las promotoras, y es justo lo que escribimos en la primera linea (considerando que n proteinas
participan para inhibir a una promotora). Dado que estamos optando por un modelo simplificado
decimos que la promotora se traduce directamente a la proteina (aunque esto no es del todo correc-
to), esto lo capturamos en la segunda linea. La altima nos hablan sobre como las proteinas se van
degradando. Empleamos el formalismo desarrollado en el proceso de vida y muerte multivariable
para analizar este sistema, primero calculamos las matrices de coeficientes estequiométricos y la
matriz estequiométrica

1 0 0 0 0 n 0O 1 0 0 0 O -1 1 0 0 0 —n
1 0 0 0 0 O 0O 0 1 0 0 O -1 0 1 0 0 0
0O 0 1 0 0 O O 0 0 0 0 O 0 0 -1 0 0 0
ij = ) ij — ) ij — )
Qg Bij Iij
0 0 n 1 0 O o 0 0 0 1 0 0 0 —m -1 1 0
0 0 1 0 O 0O 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 0 1
0O 0 0O 0 o0 1 0O 0 0 0O 0 O 0 0 0 0 0o -1
(6.63)

con ayuda de estas, calculamos las tasas de propension dadas por las siguientes expresiones

_k+H _a” - ) _k H S _B”
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Por lo que obtenemos

72! 1 - i
=k _— o=k
1 +P1 (T’ _n)!Qn+1a 1 Q7
t4 :a'%, t5 =0,

T1

t; 7ﬁ§7 t3 :Oa
=k nt 1 L
4 — +p2(7" _n)!Qn+17 4 — —Q7
t =o', t5 =0,
t§ = B%, ty =0, (6.64)

en estas ecuaciones hemos denotado a r; como el niimero de elementos de la especie quimica Ry,
p1 a la polimerasa activa, p} a la polimerasa desactiva, hacemos lo mismo con las otras variables.
Para poder calcular nuestra ecuacién maestra nos apoyamos de la siguiente relacion

OP(S;,t) = @ (17 (S5 + i) P(Sy + i t) = £ (S)P(S5,6) + 41 (S = Tja) P(S; = Tyint) — £ (S)P(S5,))

con todo lo anterior finalmente tenemos dos opciones; la primera es determinar la funcién de Hill

a partir de consideraciones deterministas (semi-deterministas o semi-estocésticas), o encontrar
una a partir de la identificaciéon de las reacciones rapidas en la ecuaciéon maestra y apoyarnos de
su distribuciéon de probabilidad, empezaremos por tratar el primer caso.

Opcioén 1
En este primer caso obtendremos la siguiente ecuaciéon maestra

O P(ri,re,t) = d (p2 +1)P(r1 — 1,72,t) — &'p1 P(r1,72,1)
+d/ (p1 +1)P(r1,re — 1,t) — &' paP(r1,72,t)
+ B(r1 +1)P(ry +1,72,t) — BriP(r1,72,1)
+ B(ro + 1)P(r1,ro + 1,t) — BroP(r1, 72, 1), (6.65)

la primera y la cuarta reaccion (6.62) son los procesos relacionados a la region promotora y ocurren
muy rapidamente (comparado con la sintesis y degradacion de la proteina) entonces se consideran en
equilibrio, por lo que se han omitido en la ecuaciéon maestra, dado que estos procesos se encuentren
en equilibrio se encuentran las siguientes relaciones

* * >k T‘ ! * >k
an—(pl + 1)P(7’1,T2 —n,p1 — 171727]91 + 17p2) - k+p1 (’I“ 2 n),P(T177’27P1:P27p1:P2) = 07
2 —MNn)!

T +’I’L' * * n * * *
k+(p1 +1)( QT | ) P(T13T2 +napl +17p2ap17p2 - 1) -Q kfplp(rly,r'QaplapQ?plapQ) :07
2t
n * * * r ' * *
Q2 k—(pQ + 1)P(T1 —n,T2,pP1,P2 — 17p17p2 + 1) - k+p2 (’I" : n)lp(r17r27p17p27plap2) = 07
1— !
(rl +n)' * * n * * *
k+(p2+1) ! P(’f’1 +n7T2ap17p2+11p17p2_1)_Q k7p2p(rl77'21p1ap2>p1ap2)207 (666)

para ello se podria calcular la funcién de Hill tal y como lo hemos hecho en la seccién de variantes
de la funcién de Hill, lo que en realidad se hace aqui es sustituir a p; y p2 en t;f y ti’ por su
correspondiente funcién de Hill, debido a que p; y ps son proporcionales a la funcién de Hill
entonces usamos estas funciones en vez de las variables, concretamente se tendria algo de la forma
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p1 = 22D(r2,Q) (muy similar con p,), de esta manera finalmente obtenemos

O P(r1,m2,t) = aQD(r1, Q) P(r1,r9 — 1,t) — aQD(rq, Q) P(r1, 12, t)

+aQD(re, Q) P(r1 — 1,79, t) — aQD(r1, Q) P(r1, 72, t)
+ B(r1 + 1)P(r1 + 1,79,t) — BriP(r1, 12, t)
+B(r2 + 1)P(ry,m2 + 1,t) — BraP(r1, 12, 1),

este resultado coincide con el que presentamos al principio de la seccién, D es una funcion de Hill
para un represor que depende tanto del tamafio del sistema como de alguna variable (r1,r2), para
ello nosotros usaremos una funcion de Hill que actiia como represor en su version semi-determinista
(de igual manera se puede usar la semi-estocastica o determinista)

Dle.q) — VK e —n)! < QrKnel QK" (e — n)! >0<1 s>

- QrKn(e —n)! + el -\ QnKnel + (e +n)! B QK™ (e —n)! + el

2 N

Esta funcion de Hill coincide con la determinista cuando e y/o © se vuelven lo suficientemente
grandes. A continuacion, haremos una simulacién del sistema que hemos presentado en esta sec-
cion, para ello usaremos la funcion de Hill semi-determinista, estos resultados se ven en la figura 6.8.

concentracion de proteinas

200

175 1

150 1

125 4

100 1

075 1

050

x (concentracion de proteinas)

025 4=

000

T
10 15 20 25 30 35 40
t (tiempo)

Figura 6.8: Toggle switch. Se realiz6 la simulacion estocéstica del toggle switch usando la funciéon
de Hill semi-determinista, con K =1, r9(0) = r1(0) =0y Q = 80.

Opcibén 2

Lo que se hace aqui es aplicar un promedio sobre la parte dindmica, este promedio se realiza con
respecto de la parte estacionaria (notar que solo hemos sefialado las variables al que el promedio
va a modificar), obteniendo lo siguiente

Oy P(r1,ra,t) = o' (pa), P(r1 — 1,72,t) — &' (p1), P(r1,72,t)

+ o (p1), P(ri,r2 — 1,t) — o' (p2), P(r1,72,t)

+ B(r1 + 1)P(r1 + 1,72,t) — friP(r1,72,t)

+ B(ra + 1)P(r1,79 + 1,t) — BraP(r1, 12, t), (6.67)

la primera y la cuarta reaccién de (6.62) son las relacionadas a la region promotora y ocurren
muy rapido (comparado con la sintesis y degradacion de la proteina) entonces se consideran en
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equilibrio, por lo que se han omitido en la ecuaciéon maestra, a este tipo de reacciones se les
nombra reacciones rapidas, mientras que las reacciones que ocurren més lentamente se les conoce
como reacciones lentas, y son estas las que aparecen en la ecuaciéon anterior. De la primera y cuarta
reaccion de (6.62) se encuentran las siguientes relaciones

n * T ' * *
Q"k—(p1 +1)P(r1,m2 — —1,p2,p1 +1,p3) — k+p17(r 2 n),P(h,m,pl,pa,pl,pz) =0,
2 — .

T +TL' * 5 n * * *
k+(p1 + 1)(27,7|)P(T’17T2 +n,p1+ 17p27p17p2 - 1) -Q k—plp(rl7r27p17p27p17p2) = 07
2t

* * * r ' * *
an*(pQ + 1)P(’f’1 —n,r2,p1,pP2 — 1>p17p2 + 1) - k+p2 (T‘ ! n),P(T17T27P1:p27p17p2) - 07

1— !
(r1 +n)!
|

T1:

k+(p2+1) P(?"1+n,7’2,p1,p2+1,pf,p;*1)*anfpzp(h,T27p1,p2,p1k,p§):0, (668)

de estas relaciones se obtiene la distribucién de probabilidad estacionaria, para esto usamos el
método anteriormente presentado, las distribuciones de probabilidad son las mismas que presenta-
mos anteriormente por lo que omitimos los calcularla, con ayuda de esta distribucion estacionaria
encontramos los promedios, los cuales resultan ser proporcionales a la funcién de Hill, por lo que
sustituimos directamente este resultado obteniendo lo siguiente

O P(r1,72,t) = aQD1(r1,Q)P(r1,m9 — 1,t) — aQD1 (19, Q) P(r1, 72, t)
+ aQD1(re, Q) P(ry — 1,79, t) — aQD1(r1, Q) P(r1, r2, t)
+ B(r1 + 1)P(r1 + 1,79,t) — fr1P(r1, 72, 1)
+ B(r2 + 1)P(r1,m2 + 1,t) — BraP(r1,72,1)

b

con &' (p2), = a2D;(r1,Q) y o (p1), = aQD1(r2,9), muy similar al caso 1, con la funcion de Hill
definida como

KTI,

Dy (z,9) = (6.69)

Kn o4 (u ,L>.>
Esta funcién de Hill es exacta, coincide con la determinista cuando €2 se vuelven lo suficientemente
grande, usando una aproximacién similar a la presentada en el capitulo 3, particularmente de la
expresion

2(X,, X;) 92 f(X
(o) =ftxin + 30 IS TP (6.70)
i0A;

por lo que al tomar solo el termino de primer orden del promedio obtenemos
K" K"

Kt <(§7> Kt @

Di(z,9Q) = (6.71)

Con este ejemplo queda mas claro el como se introduce la funcién de Hill dentro de los MTT, tal
como lo hemos deducido, no siempre es adecuado usar directamente la versiéon determinista ya que
puede llegar a sesgar el como se tratan aquellas reacciones en equilibrio, por lo que recomendamos
usar directamente las ideas detras de esta ultima aproximacion.

Hay que recordar que cuando se toma el limite determinista del modelo estocastico se toma el

promedio de todas las tasas de propensién, por lo que al tomar el promedio de la funcién de Hill
(6.71) (ocupa el lugar de una tasa de propension) esta coincidiria consigo mismo, es decir

(D1(z,Q)) = D1(x,Q), (6.72)
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comparando este resultado con la expansion en serie (6.70) podemos observar que se cumple
ak

WDl(m, Q) =0, (6.73)

(k > 0) esta condicién es de suma importancia Ya que uno de los objetivos de este trabajo es
cuantificar las fluctuaciones de las redes de regulacion genética, para lograrlo se necesita del
teorema de fluctuacién-disipaciéon, donde aparecen derivadas. Estas condiciones son sobre una
funcion de Hill supresora, un desarrollo y condiciones similares seran validas para un activador.
En [34, 35] se ha realizado una derivacion similar de la funcion de Hill, sin embargo, ellos no
consideran correcciones estocasticas y esta ultima propiedad que hemos derivado la cual sera
fundamental cuando se cuantifiquen las fluctuaciones del sistema.

La deduccion que realizamos en esta opciéon 2 es la més exacta, y es como se deberia tratar
aquellos sistemas estocasticos que tengan reacciones que estén en el estado estacionario, debido a
que todos los desarrollos se realizaron sobre la distribucion de probabilidad. Cuando se modela un
proceso estocastico producido de esta ecuaciéon maestra resulta ser complicada de tratar debido a
que es necesario conocer el promedio, sin embargo, cuando se toma el limite determinista de esta
ecuacion resulta ser bastante util y nos sale directamente la funcién de Hill determinista, incluso
podrian introducirse dentro de estas algunas correcciones estocasticas. Cuando estemos analizando
las redes genéticas se hara uso de todas las derivaciones hechas hasta este momento, solo que
también para funciones de Hill que acttiien como activadoras, no escribimos un ejemplo para estas
ya que la derivacion seria similar al caso del represor.

6.3. Funcion de Hill determinista con correcciones

En la parte final de la seccion anterior derivamos la funcion de Hill con correcciones estocéasticas
a partir de un proceso estocastico, sin embargo, esto resulta ser una tarea mas larga. Por lo que
ahora intentaremos derivarla desde la aproximaciéon determinista, y le daremos algunas constriccio-
nes. Si recordamos la manera en la que se derivo la funcién de Hill estocéstica para un activador,
uno puede apoyarse de las tasas de reaccion (6.17) y tomar su limite determinista (como hemos
explicado anteriormente) por lo que obtendremos

RPT =,, RP= =)_¢,
RP* = ktpen, RP™ =k~ 4. (6.74)

En el limite estacionario los términos que aparecen en el lado derecho de la ecuacion determinista
de las reacciones serian cero, por lo que encontrariamos una relaciéon similar a la siguiente

_ R (s))
Ry (s;)

(2

1

(6.75)

si consideramos que el sistema no es lo suficientemente grande podemos apoyarnos de algunos
términos para realizar correcciones, la expresion que usaremos esta dada por (6.70),

o2 S, 2
kj_ (RZD+(S7) + le Elz (52%251 ) {681?88[2 (RZL)+(S7)):|)

(- o2suyny) [ o2 (pD- ’
k; (Ri (55) + 220, 200, — 202 2 [Osl?aslz (R (Sj»]sj_ﬂsj)

1=

por lo que al sustituir dentro de esta expresion los términos dados por (6.74) obtenemos

Bt (5 + ZEnen 4+ CGn(n — Dpen?)
1 =
k=3

, (6.76)
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despejando

~ k+ AAmy 02 (p7 6) ~n—1 U2 (67 6) ~an—2

por ahora solo faltaria encontrar el valor especifico de las covarianzas, y asi determinar de manera

adecuada la nueva funciéon de Hill. Hay que recordar que con la ayuda de la distribuciéon de proba-

bilidad del sistema (no se ha considerado aun si solo el proceso de la funcion de Hill es la que se

esta analizando) podemos determinar que las covarianzas cumpliran las siguientes condiciones
a%(p,e) a*(e,e€)

e, T 40, (6.78)

por lo que ahora
k+ 2 9 AA
§= = <ﬁé" + %n(n - 1)pe”2) , (6.79)

S

! obtenemos nuestra funcién de Hill con

recordando la definicion de la funcion de Hill, H =
correcciones estocasticas (K" = %)

2
en + T2 S(Zeg’e)n(n —1)en—2

o2(e,e)

Kn + en —+ Tn(n — 1)én_2

H. = (6.80)

Esta funcion de Hill es valida para cualquier sistema en el cual aparezcan las reacciones en el cual
se unen enzimas a proteinas y su dinamica llegue rapidamente al estacionario, la varianza se puede
inferir directamente del sistema, para ello uno puede emplear el teorema de fluctuaciéon disipacion
que derivamos en el capitulo anterior. Siguiendo una derivacién similar encontrariamos una funciéon
de Hill para un represor

Kn
Dce - Kn on a2(e,e) sn—2
+én + 3= n(n —1)é

(6.81)

La funcién de Hill que encontramos al final de la seccion anterior coincide con esta tultima relacion,
por lo que se puede usar este si se consideran correcciones estocasticas, para ello se tiene que
considerar que las derivadas de esta funcién son cero

¥ Dyp(e, Q) =0, (6.82)

esta ultima propiedad se considera en concordancia a (6.72). En el caso en el que se tenga un sistema
que esta compuesto solo de las siguientes reacciones podremos inferir el valor de la varianza,

Ar ky
0 =e, p+ne = s,
A k_

ya hemos derivado la forma explicita de la distribucion de probabilidad del estado estacionario, la
cual es

1 Ex (2:\"\"  No! 1/ A0\© —els
P = — | — _—— [ Q— *~9(p, Ng — s).
(e,p, 5) A (k (A) SiNg —s)lel \"a ) © (P, No - )
1+ ()
con ayuda de esta expresiéon determinamos la covarianza, obteniendo % = %, finalmente

tendremos la siguiente funcién de Hill

e" + gn(n—1)ent

(
K" +én+ &n(n —1)en—1

H,py = (6.83)
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Siguiendo un desarrollo similar para el caso de un represor, obtendremos lo siguiente

K'rl
Kn+eén+ Sn(n—1)en—1"

Doy = (6.84)

Esta es una nueva funcién de Hill contiene términos correctivos que dependen del inverso de Q2 y
ademas solo cuando el coeficiente de Hill es diferente de uno se puede observar su contribucién,
por lo que en sistemas que son lo suficientemente grandes los términos correctivos desaparecen y
recuperamos la funciéon de Hill usual muy bien conocida.

é" + Lnn—1)en 1 e
Jfm iy (1 ey, (6.85)
Q—oo KM+ én + gn(n —1)en—t K" 4en

Podemos realizar incluso una aproximacion de tercer o cuarto orden en las tasas de reaccion, y
después introducirlas en la funcién de Hill y de esta manera obtener una nueva funcién, sin embargo,
esto ultimo no lo haremos debido a que dependeran del inverso de Q2 o términos de orden superior
y estos ya serfan muy pequenos, entonces su contribucién seria practicamente despreciable, estos
términos correctivos se deben a las fluctuaciones de la unién de la enzima y la proteina.

n=1 n=2
01— Had 101 — Hd
H_ap H_ap — -
0.8 0.8 —
0.6 0.6
T
0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 T T T T 0.0 T T T T
2 4 & 8 10 1 2 3 4
€ (concentracion de enzimas) & (concentracion de enzimas)
n=3 n=10
09— Hd I - 04— Had —
H_ap - H_ap
08 08
06 06
T
0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 T T T T 0.0 T T T T
1 2 3 4 5 1 2 3 4

& (concentracion de enzimas)

& (concentracion de enzimas)

Figura 6.9: Grafica de la funcién de Hill determinista Hy y funcién de Hill con correcciones H,),
para diferentes valores de n, con K = 0,01, 2 = 50.

En la figura 6.9 veremos cémo es el comportamiento de esta nueva funcion de Hill (para un
activador) con correcciones estocasticas y la comparamos con la funcion de Hill determinista. Lo
primero que vemos es que en el caso en el cual n = 1 la funcién de Hill con correcciones coincide
con la determinista, mientras que con coeficientes de Hill mayores que 1 se aprecian las diferencias,
lo cual podria ser significativo para sistemas pequenos, en todas las figuras se observa que hay un
rango de valores en el cual si existe una diferencia entre estas dos funciones mientras n més se
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aleja de 1.

En alguno de los modelos que analizaremos en los proximos capitulos emplearemos esta funciéon
de Hill para construir y modelar algunas redes de regulaciéon genética.

6.4. Coeficiente de Hill decimal

Existen algunos aspectos de la funciéon de Hill que a veces no pueden llegar a ser claras, uno
de estos es el coeficiente de Hill (n), por lo que a continuaciéon analizaremos esta cuestion, lo
desarrollado en esta seccion puede saltarse, pero aun asi recomendamos leerla para entender mejor
la funcién de Hill.

Originalmente Hill derivo su ecuacion para coeficientes de Hill n enteros, sin embargo, los ex-
perimentos arrogaron que este coeficiente toma valores con términos decimales, como en el caso de
la hemoglobina, que tiene por si sola un coeficiente de Hill n = 4, sin embargo en los resultados
experimentales se encontré que n = 2,8 — 3, con lo cual la perspectiva que originalmente dio Hill
(v las mismas ideas que hemos optado hasta este punto) podrian ser insuficientes, por lo que la
teoria de Hill podria resultar ser més de caracter descriptivo que explicativo [36], por lo que ahora
intentaremos dar una generalizacion de la funcion de Hill para seguir con el caracter explicativo de
esta teoria, se consideraran dos maneras mas detalladas de como unen las enzimas a las proteinas,
por ejemplo colocando procesos intermedios, ademés, considerando la unién secuencial o indepen-
diente [37], asi como definir de manera adecuada las tasas de reaccion, en la figura 6.10 se puede
apreciar alguno de estos dos tipos de procesos.

Sequential Independent

Figura 6.10: Esquematizacion de procesos de union de proteina-enzima tipo secuencial e indepen-
diente.

Aunque en la figura 6.10 solo muestra una representacion de céomo seria la unién de enzimas
y proteinas resulta ser bastante ilustrativa al momento de pensar el como es la estructura de los
lugares en los cuales se unen las enzimas. Algunos ejemplos donde estos se pueden aplicar son los
siguientes:

1. Secuencial: Transporte de iones.
2. Independiente: Proteinas poliméricas.

A pesar de que solo trabajaremos con estos dos modelos, es posible usar otras generalizaciones
[37], como es el caso de que las proteinas estén activas o desactivas, incluso se puede insertar la
temperatura a través de la ecuaciéon de Artenius.
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6.4.1. Caso determinista

Ahora derivaremos las funciones de Hill con esta generalizacion apoyandonos de la ley de
accion de masas y de las reacciones que aparecen en [37], se supone que existen otros mecanismos
para la unién de la enzima a la proteina, para ello uno supone que existen procesos intermedios,
estos procesos intermedios se pueden dividir en secuenciales e independientes como en la figura
6.10, primero empezaremos por analizar el caso secuencial.

Caso secuencial

Para el caso secuencial tenemos las siguientes reacciones

ki1 ko kin
P+nE = PE, +(n—1)E = PEy+ (n—2)E... = PE,,
k_1 k_o k_n

en el estado estacionario las reacciones quimicas cumplen la siguiente relacion

R

! R (x)

(6.86)

para las reacciones que tenemos anteriormente tendriamos las tasas de reacciéon de la siguiente
manera

Rf(z) =kite" ™ s,

Ry () = ki e" sy, (6.87)

K2

(i =1, ..n)donde hemos definido a sy como la concentracion de P, e a la concentracion de E y s,
como la concentracion de PE,, con esto la ecuacion (6.86), quedara como

(6.88)

(K; = %=1} despejando

oy
S; = €8;—1 7 (689)

iterando llegamos a la siguiente relacion

i —1
s; = so€’ <H Kl> , (6.90)
=1

nuestra funcion de Hill esta definida como

Sn
Hjy=——f—7—, 6.91
T s+ Dic1 Si (691
sustituyendo el valor de s; en esta tltima expresion
n —1
" K,
Hy = — Ui 'l> . (6.92)
1+ e (H;:l Kl)
simplificando, finalmente obtenemos
en
Hq (6.93)

B H?:1 K + 2?21 el (H?:i+1 Kl) ’
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para el caso en el cual K; = K, esta expresion se reducira a

en e"(K —e)

d Kn + Z?:l et Kn—t Kn+l _ e"-‘rl

(6.94)

para ver como es la forma de esta expresion tomaremos como ejemplo el caso en el cual n = 4, por
lo que nuestra funcion de Hill tendra la siguiente forma

64

H —
T KA K+ K22 + Ked + et

(6.95)

A continuaciéon, mostramos a través de unas graficas como se comporta la expresion (6.94) y se
puede ver en la figura 6.11, aqui podemos observar que el caso en el cual n = 1 coincide con la
funcion de Hill usual, mientras que para diferentes valores de la n mientras la concentracién de
enzimas sea pequena la sigmoide esta més acostada.

Hill secuencial

1.0 — n=1
n=2

T T T T
4] 2 4 6 8 10
e {concentracion de enzimas)

Figura 6.11: Funcion de Hill con unién de proteina-enzima secuencial, se evalaa la funcién de Hill
para distintos valores de n y con K = 1.

Caso independiente

Para el caso en el cual la unién de enzimas y proteinas se realiza de manera independiente
tendremos las siguientes reacciones

nxkyq (n—1)k42 kin
P+nE = PE,+(n—1E = PE+(n-2E.. = PE,,
k_1 2xk_o nxk_y,

realizaremos un analisis similar al del caso secuencial, por lo que estas reacciones en el limite
estacionario también cumplen (6.86), pero ahora sus tasas de reaccion seran las siguientes

Rj'(a:) = k:j'(n — )" sy,

Ry (x) = k; (i)e""si, (6.96)

(i =1,..n) donde hemos definido a sy como la concentracion de P, e a la concentracion de FE y s,
como la concentracion de PE,,, con esto la ecuacion (6.86) quedara como

Si—1 (TL — Z)

l=e
SZ‘KZ‘ (3 ’

(6.97)
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(K; = i:) despejando

(n—19) (6.98)

S; = €81

iterando obtenemos

. —1
g n!
] v Y E— .
S; = Sp€ (llzl1 Kl> =) (6.99)

nuestra funcién de Hill esta definida como

Sn
Hy = 6.100
So + ZZ 1 s ( )
sustituyendo el valor de s; en esta tltima expresion
n -1
" K,
Hy= (Ui K0 —, (6.101)
L+ i ¢ (Hz:1 Kl)
simplificando, ,
efL
Hy = — . (6.102)
[0o Ko+ 320 e (ITi41 K1)
para el caso en el cual K; = K, esta expresion se reducira a
n n
Hy = ¢ ¢ (6.103)

Kr+ Y el gy Kt (K +e)n

Para ver una representacion de esto vemos el caso en el cual n = 4, por lo que nuestra funciéon
de Hill tendra la siguiente forma

4
e
Ha = : 6.104
47 K41 AK3e + 6K2e2 + 4Ked + e ( )
Hill independiente
101 — n=1

T T T T T T T
4] 2 4 6 8 10 12 14
e (concentracion de enzimas)

Figura 6.12: Funcién de Hill con unién de proteina-enzima independiente, se evaliia la funcién de
Hill para distintos valores de n y con K = 1.
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En la figura 6.12 se ve como se comporta la expresion (6.103). En las figuras que hemos
realizado para los dos casos podemos observar que cuando n = 1 coincide el valor de las funciones
de Hill usual, secuencial e independiente, mientras que cuando estamos con un n mayor se ve que
la funcién tarda mas en acercarse a uno cuando es el caso secuencial, mientras que cuando es
independiente esta caracteristica se remarca atun mas.

Nos damos cuenta de que en realidad si hay una gran diferencia de la forma de estas funciones,
ademas, en la mayorfa de los procesos biolégicos el valor de la n no sobrepasa 4 por lo que casi
no se emplean este tipo de funciones, también el valor de la K™ resulta ser muy pequeno, en
algunos casos es del orden de 1074, (6.94) y (6.103) se reducirfan a la funcién de Hill usual (6.4)
si eliminamos todos los procesos intermedios. A un sistema que tenga n > 1 se le dice que tiene
cooperatividad positiva, cuando n < 1 cooperatividad negativa, y finalmente cuando n = 1 no hay
cooperatividad. Algunos resultados importantes y que vale la pena mencionar de estas expresiones
son las siguientes [37]:

1.- El coeficiente de Hill no es un indicador confiable del namero de sitios de unién de ligandos
funcionalmente importantes en el receptor, pero proporciona solo un valor minimo.

2.- La tnica condicién bajo la cual el coeficiente de Hill estima con precision el nimero de sitios
de unién para un esquema de union secuencial o independiente simple es cuando esté presente
una cooperatividad positiva marcada.

3.- Los cambios en la cooperatividad generalmente también afectan el coeficiente K; asi como el
coeficiente de Hill.

4.- Es posible que un sistema que considere procesos intermedios reproduzca diferentes grados
de cooperatividad (n con valores decimales).

La funcién de Hill presentada en las secciones anteriores en realidad no es una descripcion
realista de la unién enzimatica, sin embargo, puede llegar a describir como es este proceso, el coefi-
ciente de Hill puede ser mejor entendido como un coeficiente que describe el grado de interaccion
entre las enzimas y los receptores, como se puede observar en el articulo [37], muchos sistemas que
tengan diferentes parametros de Hill pueden llegar a comportarse de manera similar dependiendo
del grado de cooperatividad que existe en el sistema, para méas detalles revisar el articulo antes
mencionado.

6.4.2. Caso estocastico

Tal como hemos mencionado, es posible que la forma en la que las enzimas se van uniendo
a la proteina no sea a través de un solo proceso, e incluso el nimero de elementos en nuestro
sistema es pequeno, entonces es posible que existan fluctuaciones, por lo que nos preguntamos
cual seria la version estocéstica de las ecuaciones (6.94) y (6.103), por lo que para ello aplicaremos
el formalismo del proceso de vida y muerte multivariable, primero nos fijaremos en una funcion de
Hill semi-determinista, después introduciremos correcciones estocésticas.

Funcion de Hill semi-determinista

Solo nos fijaremos en el caso en el cual la unién de las enzimas a la proteina se hace de
manera secuencial. Dado que la derivaciéon de la correspondiente funciéon de Hill estocastica y semi-
estocéstica representa una tarea sumamente compleja nos conformaremos con la funcién de Hill
semi-determinista, para ello nos fijamos en el siguiente proceso

k)+1 k}+2 k}+
P+nE = PE, + (n—1)E = PEy+ (n—2)E... = PE,,
k_1 k_ k_
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omitiremos escribir la ecuacién maestra, para ello solo nos centraremos en los coeficientes de tran-
sicién, desarrollando se obtiene la i-enésima tasa de transiciéon de este proceso que contiene n
reacciones estan dados por

1 i e! - 1 i e!
= Soas i kriSicl T ;= k—iSi 7
Qrre—i T T ) b Qe (e—n+1i)!

th = (6.105)

(i =1,2,..,m) con e, sg y s; el namero de moléculas F, P y PE; respectivamente, se tendrian
que realizar un muchas de asunciones para este proceso si se quisiese calcular la funcién de Hill
estocéastica y semi-estocastica, pero debido a que solo calcularemos la semi-determinista, se puede
llegar a la siguiente relacion, el cual se deriva del hecho que en el limite estacionario estas dos
altimas relaciones son iguales,

Lo B! L B!
QYR 1) T E )
de aqui despejamos y encontramos (K; = z;)
L (e+n—i), (6.106)
8 = 8j_1—=—— 0K n—i .
iterando obtenemos (con sy = p)
(E+n-1) 14 1
i = - ) 107
s 80(E+n—z—1)!HQKl (6.107)
para este caso la funcién de Hill sera
Hye=—2n (6.108)
T so i si .

Con ayuda de la relacién para s; sustituimos en esta tltima expresion, obteniendo finalmente
nuestra funciéon de Hill semi-determinista

(E+n— 1)'
E-DT [0, QKL

E+n—1)!
1+ }(3+n i )1'1_[1 1QK1

en el caso en el que todas las constantes sean la misma K; = K, la relaciéon anterior se reduce a

H, = (6.109)

(E4+n—1)!
(E-1)!
H,, = (6.110)
E+n—1)! n—i
S et O (QK)
calculamos el sumatorio del denominador, finalmente obtenemos nuestra funciéon de Hill
—~KQ)(KQ)F-1! E-1)!

(E-D)(E-1C(n+E,KQ) —(n+ E—1ID(E—1,KQ)

Esta funcién de Hill se ha calculado por primera vez, aunque es de hecho muy complicada
de usar, podemos remarcar que incluso puede llegar a funcionar tan solo en algunas secciones
debido a que la asuncion sobre la distribuciéon de probabilidades, debido a la gran cantidad de
elementos presentes en el sistema. El caso que hemos calculado pertenece al secuencial, podemos
aplicarlo cuando la unién de enzimas a la proteina se hace de manera independiente, seguiriamos
un desarrollo similar a lo que aqui presentamos, aunque esto tltimo lo dejaremos para otra ocasion.
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Funcién de Hill con procesos intermedios y correcciones estocasticas

Ahora lo que sigue seré hacer una derivacion de estas funciones de Hill con procesos intermedios
pero ahora considerando correcciones estocéasticas, haremos una derivacién similar hecha en la
seccion de la funcién de Hill con correcciones estocésticas, recordar que en el estado estacionario
se cumplen las siguientes condiciones

+
R (s;)

% £0, S L (6.112)

2
*(pe)

0
Consideraremos primero el caso secuencial, es decir tendremos un conjunto de reacciones de la
siguiente forma

ki1 k2 kin
P4nE = PE + (n—1)E = PE, + (n—2)E... = PE,,
k_1 k_o k_n

para las reacciones que tenemos anteriormente tendriamos unas tasas de reaccion de la siguiente
manera

R (&) = ki (€17 1 0% (e,e)(n + 1 — i)(m — i)e™1)si_y,
Ry (x) =k; (" "+ 02(e,e)(n —i)(n—i—1)e" " ?)s;, (6.113)

K2

(i =1, ..n) donde hemos definido a sy como la concentracion de P, e la concentracion de E 'y s, como
la concentracion de PE,,, estas tasas de reaccion incluyen correcciones estocésticas. Considerando
a la tercera condicion de (6.112) y un poco de algebra obtenemos

. 1 e+a?(e,e)(n+1—i)(n—i)e !
S; = Si—1 (1+02(e,e)(n—i)(n—i—1)e2)’ (6114)

K;

(K; = %) podemos ver que la primera diferencia con respecto de la funcion de Hill determinista

con procesos intermedios es la aparicién de un factor que modifica a e, resolviendo esta ecuacion
encontramos que se cumple

si = so J ' -1 j e+02(e,€)(n—|—1—i)(n_i)e—1
J (EKZ> g<1+02(676)(n—i)(n—i_1)62) ’ (6.115)

evaluando el altimo productorio obtenemos

$; = 8o : . - & e? +o?(e,e)n(n —1)
J (HKZ> (62+02(e,e)(n—j)(n_1_j)) ’ (6.116)

la funcién de Hill esta definida como

Sn

Hop = —c—> 6.117
P s+ Z?:l Sj ( )
evaluado s; obtenemos
- 52 Cf2 e,e)n(n—
(I, 1)~ e (e
Hap - n 7 b e2+o02(e,e)n(n—1) ’ (6118)
T+20 (H¢:1 Ki) e (52+02(e,e)(;7,—j)(n—1—j))
simplificando
e" 2 (e 4+ o2(e,e)n(n—1
Hop = ( (e, e)n ) (6.119)

n . n n . ; e2+4o2(e,e)n(n—1) ’
(IT2 &Ko) + 327, ( =41 K@) e’ (ezﬁ»az(e,e)(nfj)(nflfj))
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En el caso en el que K; = K y 0%(e,e) = & (se toma de esta manera porque en limite estacionario

la mayoria de las distribuciones da esta varianza) nuestra expresion se simplifica a

en! (e—i— n(n— 1))

n L e+n(n 1) ’
n n—
K+ i Knoied o (= mg—l D

Hy,, = (6.120)

en el caso en el que n = 4 obtendremos

e+ B)
)+K2e2( )+K3( )+e3(e+12)

H,p, = (6.121)

K4+ K3e (

de esta manera claramente como cambia la estructura de esta nueva funcién de Hill y cuando 2
se vuelve muy grande se recupera la contra parte determinista. También graficaremos (6.120) para
diferentes valores de n.

n=1 n=2

10 10

08 08

06 06
T T

0.4 0.4

0z 0z

— Hd — Hd
H_ap H_ap
0.0 T T T T 0.0 T T T T
0.0 01 0z 03 04 05 0.0 01 0z 03 04 0.5
& (concentracién de enzimas) & (concentracién de enzimas)
n=3 n=10

10 10

0.8 0.8

06 06
T T

0.4 0.4

0z 0z

— H_d — H_d
H_ap H_ap
00 T T T T 00 T T T T
0.0 01 0.2 03 0.4 0.5 0.0 01 02 03 0.4 0.5
e (concentracion de enzimas) & (concentracion de enzimas)

Figura 6.13: Funcién de Hill con unién de proteina-enzima secuencial. Se grafica la funciéon de Hill
determinista Hy y funcion de Hill con correcciones H,,, para diferentes valores de n, con K = 0,01.

En la figura 6.13 comparamos la funciéon de Hill determinista con procesos intermedio Hy
con la que contiene correcciones estocasticas H,,, podemos observar que el caso en el que n =1
las dos coinciden, mientras que cuando crece n empiezan a haber diferencias entre una y otra,
principalmente cuando la concentraciéon de e es baja.

Podemos también derivar una funcion de Hill con correcciones estocésticas para el caso inde-
pendiente, omitiremos el desarrollo algebraico ya que serfa muy similar al caso anterior, el resultado
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que obtendremos sera

n—2 (62 + 0’2(67

e)n(n — 1))

H,p, = T Rp—— . (6.122)
e2+o2(e,e)n(n—
Hl* K+ Zl—l Wl(n—i)! (Hl—l+1 Kl) (e2+02(e,e)(n7i)(n717i))
Para el caso en el cual K; = K y 02(e,e) = &, esta expresion se reducird a
en—l (e + n(n— 1))
Hgp = (6.123)

n(n—1) !
_ e+
Kn+ 370, z‘(n—z)'Kn lei< = z><n11>)

Para ver una representacion de esto vemos el caso en el cual n = 4, por lo que nuestra funciéon de
Hill tendré la siguiente forma

o+ )

Hgy, = .
K4+4K36<P+“)+6K2 2(p+”)—|—4K 3(”2%)_’_63(6_'_%)

(6.124)

de esta manera claramente como cambia la estructura de esta nueva funcién de Hill y cuando 2
se vuelve muy grande se recupera la contra parte determinista. También graficaremos (6.123) para
diferentes valores de n.

n=1 n=2

10 104 — Hd

H_ap

08 08

0.6 0.6
T T

04 04

0z 0z

— Hd
H_ap
00 T T T T 00 T T T T
0.0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.0 01 02 03 0.4 05
€ (concentracion de enzimas) & (concentracion de enzimas)
n=3 n=10
04— Had 10 — Hd
H_ap H_ap

0.8 - 0.8 e —

0.6 0.6
T T

04 04

0.2 0.2

0.0 T T T T 0.0 T T T T

0.0 01 0z 03 04 05 0.0 01 0z 03 04 0.5

€ (concentracion de enzimas)

& (concentracion de enzimas)

Figura 6.14: Funcién de Hill con unién de proteina-enzima independiente. Se grafica la funcién

de Hill determinista Hg y funcién de Hill con correcciones H,, para diferentes valores de n, con
K =0,01.

En la figura 6.13 comparamos la funcion de Hill determinista con procesos intermedio Hy
con la que contiene correcciones estocasticas H,,, podemos observar que el caso en el que n =1
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las dos coinciden, mientras que cuando crece n empiezan a haber diferencias entre una y otra
b) b
principalmente cuando la concentraciéon de e es baja.

De esta manera hemos mostrado la funcién de Hill que considera procesos intermedios y correc-
ciones estocasticas, esta funcion de Hill puede llegar a ser usada en redes de regulaciéon genética
o para describir la unién enzimatica, aunque estas funciones de Hill no las usaremos directamente

en este trabajo. Otra propiedad que estas funciones que hemos derivado son
ak
@Hap(x) = 0, (6125)

(k > 0) las derivadas parciales de cualquier orden valen cero, esto nos ayudara a cuantificar mejor
las fluctuaciones del sistema, como ya hemos mencionado.
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Capitulo 7

Redes estocasticas de regulacion
genética

Ya hemos descrito las redes genéticas en el capitulo de biologia sintética, incluso presentamos
algunos ejemplos simplificados, ahora con todas las herramientas y conceptos desarrollados hasta
este punto construiremos y describiremos algunos modelos estocésticos de las redes de regulacion
genéticas, esto con el objetivo de conocer la dindmica del sistema cuando estdn presentes las
fluctuaciones y ademas cuantificarlas durante toda la evolucion del sistema, para esto describiremos
como se construye la ecuacion maestra de estas, ademas elaboraremos un programa en Python
para poder hacer simulaciones del sistema usando el algoritmo de Gillespie asi como el uso de las
ecuaciones diferenciales del teorema de fluctuacion disipacion. Recordar que los c6digos que usamos
para simular se encuentran en la carpeta de Drive (https://drive.google.com/drive/folders/
1DcDw7DOB-hq-9gxt-8z4P3_K63m1eU017usp=sharing).

7.1. Introduccién

La expresion génica es un proceso fundamentalmente estocastico, con aleatoriedad en la
transcripcion y traduccion que conduce a variaciones de célula a célula en los niveles de ARNm
y proteinas. Esta variacién aparece en organismos que van desde microbios hasta metazoos, y
sus caracteristicas dependen tanto de los parametros biofisicos que gobiernan la expresién génica
como de la estructura de la red de genes. La expresion génica estocéstica tiene importantes
consecuencias para la funciéon celular, siendo beneficiosa en algunos contextos y dafiina en otros.
Estas situaciones incluyen la respuesta al estrés, el metabolismo, el desarrollo, el ciclo celular, los
ritmos circadianos y el envejecimiento [27].

Existen varios modelos estocésticos de expresion genética, algunos de los modelos se toman
las mismas consideraciones que en el caso determinista, estos modelos por lo general son validos
solo para procariotas, sin embargo, para las eucariotas estos modelos no reproducen los datos
experimentales, por lo que se han propuesto dos hipotesis [27]:

i) Burst.
Se ha observado que existe una variabilidad en la expresion genética, una posible explicacién
de esto se debe a que la produccién de proteinas no se realiza de manera continua, por lo que
se asume que el gen transita entre estados de activacion y desactivacion.

ii) Chromatin remodeling.
Cuando la cromatina circundante esté en un estado acetilado abierto, el gen puede transcribir
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con relativa libertad, mientras que cuando la cromatina estd en un estado condensado, la
transcripcion se reprime.

En este trabajo no asumiremos tales hipoétesis, a continuaciéon, describiremos con mas detalle
los modulos de transcripcion/traduccion (MTT) enfocandonos en modelos que se parecen al caso
determinista, exactamente en aquellos que al tomar promedios a partir de la ecuaciéon maestra se
recupera el caso determinista.

7.2. Red estocastica de regulacion genética I

Ya hemos presentado en uno de los capitulos anteriores un modelo determinista de un MTT,
se puede revisar el capitulo 2 para una explicacion méas detallada de los procesos que ocurren
en un MTT. Ahora nos daremos a la tarea de encontrar uno estocéastico esto con el fin de llegar
a cuantificar las fluctuaciones del sistema durante toda la evolucién dinamica, para lograrlo nos
apoyaremos del algoritmo de Gillespie y el TFD, en este tultimo caso usaremos la funcién de Hill
con correcciones estocasticas.

Para describir a estas redes nos apoyamos de la figura 7.1, esta figura representa un modelo
simple y simplificado de lo que ocurre en un MTT, aqui el sistema empieza a funcionar por la
funcién de entrada, por lo regular esta funcion de entrada es una funcion de Hill (represor o
activador segtin sea el caso), esta funcion de entrada depende de la sintesis basal y de factores
de transcripcion (ver apéndice B), en este primer caso que analizaremos suponemos que una sola
protefna es la que actta sobre el MTT.

Sy Ry
1
x |

-
Input funtion 1

I:ﬁ> £(X) :
1

1

]

]

1

1

1 Y
Transcription :> Translation :;>

Figura 7.1: Modulo de trascripcion/traduccion [8].

Para una mejor perspectiva de lo que pasa, se pueden usar las siguientes reacciones, estas son
completamente deterministas, pero describen mejor el funcionamiento el proceso de transcripcion
y traduccion.

0" ARm 2 proteina,
ARm 75 0,
proteina 2% 0. (7.1)

En las tasas de reaccion que activan al gen, la H es la funcion de Hill (notar que atin no hemos
especificado que tipo de funcién de Hill, esta puede ser una determinista, semi-determinista o con
correcciones estocasticas), esta puede ser activadora o supresora segun el sistema en particular, en
el apéndice B mostramos porqué se usa en las redes de regulacion genética. A partir de este punto
supondremos que tenemos N moédulos, con N > 2, muy similar a la figura 7.2. Para el caso en el
que tenemos un solo modulo, presentaremos un modelo méas detallado en la siguiente seccién, ahora
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nombraremos con mas detalle las reacciones que hemos presentado, por lo que para el i-enésimo
modulo ocurren las siguientes reacciones

. ., k iH
Trascripcion: m; — m; + 1

Degradacion de ARm: m; Tm m; — 1

2475

Traduccion: p; ko pi+1
Degradacion de la proteina: p; 7 p;—1

En estas relaciones las funciones de activacion tienen asociadas unas funciones de entrada que
serfa un represor si la proteina suprime la activacién genética, en caso contrario seria un activador.
Ahora nos pondremos a derivar la ecuaciéon maestra de la red de regulacion genética en el cual una
sola proteina actia cémo supresora o activadora sobre un MTT, pero antes nos preguntamos como
saber que proteina acttia sobre que modulo o médulos, para ello nos inspiramos en la la teoria de
grafos [38], particularmente en la matriz de adyacencia A, por lo que si la proteina p; acttia como
activador sobre el MTT 4 entonces la entrada ¢,/ de la matriz serd uno, es decir 4;; = 1, cuando
sea un represor A;; = —1 (notar que A4, ; # A; ;). Un ejemplo de una red genética se puede ver en
la figura 7.2, el cual corresponde a la bacteria E. Coli, una bacteria muy usada a nivel experimental

[5]-

@ genes that encode a transcription factor
O other genes

Figura 7.2: Red genética de la E. Coli [4].
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Capturaremos la actividad de la proteina p; sobre algin modulo i a través de una funciéon de
Hill, pero como estamos particularmente interesados en construir un modelo estocastico, no se
puede introducir directamente la funcion de Hill en las tasas de propension, pero esta cuestion ya
la abordamos en el capitulo anterior en donde se expone el como estas aparecen en un proceso
estocéstico, por lo que ahora tenemos la libertad de usarlas (recordar que hay dos opciones de
como aparece la funciéon de Hill, por lo que hay que elegir de acuerdo a las necesidades y objetivos,
hacer simulaciones con el algoritmo de Gillespie o encontrar el limite determinista). Suponemos
que la proteina p; producida por el MTT [ acttia solo como represor (D) o activador (H) sobre
otro MTT ¢ pero no las dos al mismo tiempo y ademés es un solo tipo de proteina es la que actua
sobre nuestro modulo, para el caso en el que actiien varios presentaremos un modelo més adelante.
Con ayuda de la matriz de conexionas A;; definiremos una funciéon de Hill determinista,

o\ iR A
514l (5)
o o\ Mg * A
1+ 3, 141 ()

con los valores de A;; recuperamos las funciones de Hill para una supresora y activadora, el termino
n;; corresponde al coeficiente de Hill debido al médulo j, las K; son las constantes de Michelson-
Menten y son debido al médulo j. Si se consideran correcciones estocasticas se introducira una
funcién similar a

(7.2)

%

3 7 02 (p3p3 )i (nig—1) (pg) Mis = | A9

o 1441 ((p ) € Izsz)z{j)("w' )(ps) ) .

T 3 D7 402 (p;p Iy (g 1) (py) s =2\ A0 '
L+, 1441 ((p )" 402 (p IZQ)KJ-)("U )(ps) " )

Esta funcién de Hill con correcciones estocasticas la derivamos en el capitulo anterior, notar que
esta depende de unos promedios por lo que es complicada de usar al momento de emplear el
algoritmo de Gillespie, la parte realmente relevante de esta funcién viene cuando se llega a tomar
el limite determinista.

Usando los elementos y las ideas que hemos desarrollado hasta este punto vamos a construir
nuestra ecuaciéon maestra, con ayuda las reacciones que estan al principio de esta seccién y asu-
miendo que el proceso es Markoviano, se desprende la siguiente ecuacién maestra, donde 7; =

Ym;
¥ Tos = % son los tiempos de degradacion del ARm y la proteina respectivamente,
aP iy i7t
% = (ki (Hi(pr, O P(mi = 1, pi, pist) = Hi(pr, Q) P(mi, pi, pi, 1))
+ P L Pl +1,pist) — 2P, pist)
T T1i
+ kaimi P(mi, pi — 1,t) — kaym; P(m;, pi, t)
i + 1 :
+ P Pma, pi + 1,1) — pfp(m"’p“to ' o
Tai i

Notar que la suma se realiza con respecto a cada médulo. Una observacion muy importante que
queremos recalcar es que la expresion (7.4) nunca ha sido derivada con el enfoque que hemos
optado, en la literatura se acostumbra a usar operadores para suplir la funcion de Hill [39, 40] o
usar directamente la funcion de Hill determinista [24], sin embargo, nosotros tenemos la opcién de
usar varias, particularmente la que contiene correcciones estocésticas que nos conecta de manera
més clara con el limite determinista, lo cual resulta muy util al momento de comparar los dos
formalismos, el determinista y el estocastico.

Una cantidad muy importante y que nos permitira continuar analizando este tipo de redes es la
distribucién estacionaria, para ello igualamos la ecuacion (7.4) a cero y posteriormente aplicamos
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el método que hemos desarrollado en el capitulo de analisis estocastico, es importante notar que
las reacciones (7.1) no tienen deficiencia cero, pero siguiendo al articulo [20] se pueden transformar
de tal manera que si la tengan (ver apéndice C). La distribucion estacionaria que encontramos es
la siguiente

(14311'7'11'9 <Hi(Pl, Q)>)mi€_k1i71i9<Hi(PlaQ)) (k2i7'2i <mi>)pie_k2i7'21i<mi>

P(mi,pi) =[]

i

(7.5)

Podemos fijarnos que la distribucion es la multiplicacion de dos de tipo Poisson para cada médulo,
notar también que la multiplicaciéon que aparece es sobre todos los modulos. Tener esta distribucion
nos permitird encontrar los promedios, las covarianzas y otros elementos estadisticos. El promedio
de las variables del médulo ¢ del sistema sera

(mi) =k1imQ2 (Hi(p1,2)) (pi) =FkaiT2i (M) . (7.6)

Notar que en el caso en el que se usando la funciéon de Hill determinista tendremos que usar la
siguiente aproximacion

2(X,, X;) 0% F(X
() (1) +zz 4 ) ST i
? J

por lo que si se usa la funcion de Hill determinista tendremos

p“p ) 8*Hi(pi, Q
(o ) = ) 0+ 3 30 PSR &
PiOD;

mientras que si se usa una con correcciones estocasticas se tendré
(Hi (p1, ) = Hi (p1,92). (7.8)

También encontramos las fluctuaciones en el estado estacionario, para ello usaremos la distribucion
estacionaria, calculando las varianzas y luego dividiendo entre 92, obtenemos

2 _ (my) > _ (pi) (7.9)

T = gz o =
Algo interesante que se encuentra de este tipo de sistemas es que cada una de las fluctuaciones es
contribucién de su propia variable, una de las razones por la que el sistema tiene esta caracteristica
se debe a que el sistema es descrito puramente por una distribucion de Poisson (para cada variable).
Debido a que los promedios son proporcionales a las variables deterministas (z;) = Qz; entonces
las fluctuaciones solo dependeran del inverso de €2, entonces cuando el tamafio del sistema sea lo
suficientemente grande las fluctuaciones se volveran muy pequenas, lo que hace que en los sistemas
deterministas no se tomen en cuenta, sin embargo, cuando el sistema es pequeno estas fluctuaciones
son relevantes. Dado que hemos considerado que las fluctuaciones intrinsecas son todas aquellas
debido a los elementos que conforman nuestro sistema, podemos decir que las fluctuaciones que
hemos calculado son intrinsecas. Nos gustaria recalcar que las fluctuaciones que hemos calculado son
validas para cualquier tipo de redes que cumpla las condiciones que mencionamos. Las fluctuaciones
en el estado estacionario nos daridn una idea de que modelo es el més correcto, es decir, que tipo
de funcién de Hill es la que mejor coincide con las fluctuaciones del estado estacionario, esto lo
veremos mas adelante con un ejemplo en particular.

7.2.1. Elementos para la simulaciéon

Podemos realizar las simulaciones de nuestro sistema a través de dos métodos, el primero
emplear el algoritmo de Gillespie (por lo que tendremos que usar a fuerza cualquier funcion de Hill
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excepto la que contiene correcciones estocasticas) y de ahi inferir los promedios y las fluctuaciones
de las variables del sistema, lo otro es emplear la aproximacion determinista y al teorema de fluc-
tuacion disipacion (TFD) (permitiéndonos usar cualquier funciéon de Hill, siendo la mas relevante
la que contiene correcciones estocasticas), a continuacion, mostraremos cada uno de estos métodos.

Algoritmo de Gillespie

Con todo lo anterior ya tenemos el desarrollo tedrico para poder escribir el programa que
realice las simulaciones estocasticos del sistema a través del algoritmo de Gillespie, de hecho ya
tenemos una muy buena parte ya hecha en el capitulo 3, en donde hablamos del algoritmo de
Gillespie, para hacer simulaciones con este algoritmo es necesario la matriz estequiométrica y el
vector de propension del sistema, para ello construiremos cada uno de estos, primero nos fijamos
en las reacciones que suceden en cada uno de los nodos, para cada uno de los nodos se tendria la
siguiente matriz estequiométrica y su correspondiente vector de propension

Sn = P Vp = {lenHZ (plv Q)a Y, Miny k2nmna ’anpn}a (710)

(en el caso que un nodo actué como represor se modificaria la funcion de Hill) por lo que ahora el
vector de propension y la matriz estequiométrica de todo el sistema sera

S0 0
0 S 0
S= , v={v,va...,vpn}, (7.11)
0
0 O S

n

con estos elementos podemos implementar el algoritmo de Gillespie para redes genéticas, para
saber cémo seria la dinamica de estos sistemas analizaremos uno de estos a continuacion.

Aproximacion determinista

La otra forma de modelar a las redes de regulacion genética es a través de la aproximacion
determinista y el TFD, aunque se seguira usando a S que aparece en (7.11), mientras que el vector
de propension se le tomara el limite determinista para encontrar las tasas de reaccion, de tal manera
que obtendremos algo similar a

tn - {klnHz (]517 Q)a ’Ym,,,mna k?mmn, ’pr,pAn} (712)

aqui las variables g,,, M, y pn denotan las concentraciones deterministas, la funciéon de Hill seria
la determinista o la que considera correcciones estocasticas. En general usaremos los siguientes dos
elementos para este tipo de redes

S1 0 0
0 S 0
S = : ty = {t1, tae tu}, (7.13)
0
0 O S

n

A continuacion, analizaremos un sistema en particular para ver qué resultados se obtienen.
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Figura 7.3: Represilador.

7.2.2. Represilador

El sistema que analizaremos sera el Represilador, para ello primero simularemos el sistema
usando el algoritmo de Gillespie para ello usaremos la funcién de Hill determinista, posteriormente
también modelaremos el sistema con la aproximaciéon determinista y el TFD, donde usaremos la
funciéon de Hill determinista y la que contiene correcciones estocasticas. Ahora aplicaremos es-
te formalismo para construir la ecuacién maestra del represilador, una representacion grafica de
esto puede verse en la figura 7.3, posteriormente haremos un programa en Python (redgeflurepre-
silador.ipynb) para hacer una simulacion estocastica del sistema, este programa promediara las
concentraciones del ARm y las proteinas sobre un determinado ensamble. Una de las razones por
las que hemos elegido a este sistema es porque es relativamente simple de implementar y se ha
construido de manera experimental [5]. Con ayuda de la figura 7.3 construimos nuestra matriz de
conexiones A

Aj=|-1 0o o[, (7.14)

lo que nos dice la primera fila de la matriz A es que una proteina sintetizada en el moédulo C actua
como supresora sobre el moédulo A, y de manera similar para los otros modulos. Dado que ya hemos
derivado una formula general para determinar la ecuacién maestra de una red genética en el que
una proteina actia sobre un MTT, los tinicos elementos que necesitamos son los parametros del
sistema y la matriz de conexiones A, asumimos que k;; = k7 , por lo que ahora la ecuacién maestra
de nuestro sistema sera

8P ms, i,t 3 —
( 8tp ) =" ((kr Q(Di(pr, Q) P(mi — 1,ps, pr, t) — Dilpr, Q) P(ms, pi, pi, 1))
=1
i 1 i
+ L Pl 4 1,1, 1) — P, i)
T24 T2
+ k3imiP(mi,pi — 17t) — kgimiP(mi7pi, t)
i+ 1 i
i - P(mi,p; +1,t) — p*P(mz',Put)) . (7.15)
T34 T34

A partir de esta ecuacion es relativamente més sencillo obtener las ecuaciones deterministas del
represilador, esto se logra a través del limite determinista que hemos explicado anteriormente,
incluso se pueden introducir correcciones estocésticas, para obtener el limite determinista multipli-
camos a toda la expresion anterior por alguna de las variables, dividimos entre €2 y luego sacamos
el promedio a toda la expresién. Podemos incluso explorar como se comporta el sistema, para ello
vamos a realizar algunas simulaciones del sistema, entonces nuestra matriz estequiométrica y el
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vector de propension seran

S 0 0
S = 0 52 0 y V:{Vla]/271/3}7 (716)
0 0 Ss

(los elementos que la componen son los mismos que estan en la subseccién anterior) en el
lugar que va la funcion de Hill hemos usado la que corresponde al caso de un represilador
(una supresora). Como simularemos el sistema usando el algoritmo de Gillespie escribimos un
programa de Python, el programa que escribimos se encuentra en la carpeta de Drive (https:
//drive.google.com/drive/folders/1DcDw7DOB-hq-9gxt-82z4P3_K63m1eU017usp=sharing)
con el nombre de redgeflurepresilador.ipynb.

Lo que se obtiene de este programa son las figuras 7.4, en este caso hemos usado la funcion de
Hill determinista, el tamano del sistema es 200, ademas solo hemos graficado la concentraciéon de
proteinas y ARm, debido a que estas son las cantidades que se miden al momento de realizar los
experimentos, ademas hemos usado una funcion de Hill determinista. En estas figuras claramente
se nota el comportamiento oscilatorio en la concentraciéon de las proteinas, debido a que el sistema
es pequeno las fluctuaciones estan presentes.

concentracion de las especies de ARm concentracion de proteinas

¥ [concentracion de ARm)
» {concentracion de proteinas)
=

o T T T T T T T T o T T T T T T T T
o 10 20 30 40 50 B0 0 a0 S0 o 10 20 30 40 50 B0 T0 a0 S0
t (tiempa) t (tiempa)

Figura 7.4: Represilador. Simulacién estocastica usando al algoritmo de Gillespie y la funcién de
Hill determinista, en la primera figura se observa la concentraciéon de ARm, en la segunda la
concentracion de las proteinas. Se han usado los siguientes parametros: n = 2, Q = 200, 179, =
T3; = 1, k’gi = kgi =10.

Podemos analizar las fluctuaciones de este sistema, para ello agregamos a nuestro codigo la
parte que hace la inferencia estadistica en el sistema (para los detalles del codigo revisar la carpeta
de Drive), lo que se obtiene esta en la figura 7.5, en las figuras de la parte superior se observa
a la concentracion del ARm y a en las de abajo a las de la proteina, la linea verde muestra el
promedio de las variables sobre el ensamble, mientras que las lineas punteadas nos dicen que en
este intervalo se encontraran la mayoria de las fluctuaciones del sistema, podemos ver que a pesar
de que estas bandas son muy grandes, nuestro sistema en general sigue una tendencia oscilatoria
en todas las especies bioquimicas involucradas, una de las razones por la que elegimos este tamano
de sistema se debe a que se uso este tamafo de sistema para el experimento de Elowitz [5]. Con
estos resultados hemos cuantificado las fluctuaciones intrinsecas del sistema (atn estamos usando
la funcion de Hill determinista).
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Figura 7.5: Represilador. Dindmica de las concentraciones deterministas y las fluctuaciones a partir
de simulaciones estocasticas con tamano de ensamble= 10000, en las figuras de la parte superior se
observa la dinamica de los ARm “s, en las de abajo la de las proteinas. Las lineas verdes representan
las concentraciones deterministas, las lineas rojas punteadas la banda en donde se encuentran las
fluctuaciones. Se han usado los siguientes parametros: Armg(0) = r1(0) = r2(0) = 0, Arm4(0) = Q,
Il:2, Q= 200, T2 = T3; = 1, kgi = ]{)37; = 10.

Ahora usaremos la aproximacion determinista y el TFD para modelar este sistema, para ello
tomamos los promedios del vector de propension y luego dividimos entre {2 para obtener las tasas
de reacciéon. Escribimos un programa de Python, el programa que escribimos se encuentra en la
carpeta de Drive con el nombre de arepresilador.ipynb.

Lo que obtenemos cuando se usa la funciéon de Hill determinista se puede ver en la figura 7.6
(a). Es importante mencionar que el tiempo de computacion del sistema se redujo draméaticamente
al usar la aproximacion determinista y el TFD en comparacion con el algoritmo de Gillespie. Las
lineas verdes representan las concentraciones deterministas, las lineas rojas punteadas crean una
banda en donde se encontrarian todas las fluctuaciones del sistema. Podemos ver que se sigue
observando la tendencia oscilatoria en todas las especies bioquimicas del sistema, aunque los pro-
medios de las concentraciones varian con respecto a lo que obtuvimos con el algoritmo de Gillespie,
también la banda que representa a las fluctuaciones es diferente, hay tres posibles razones detras
de estas diferencias, el primero es el ensamble que usamos no es lo suficientemente grande para
capturar toda la informacion del sistema, el segundo es que el teorema de fluctuacion disipacion
que usamos es solo una aproximacion por lo que no podria capturar toda la informacién del sistema.

Lo que obtenemos cuando se usa la funcién de Hill con correcciones estocasticas se puede ver
en la figura 7.6 (b). Lo primero que observamos es que ahora el tamafio de las fluctuaciones se
ha reducido considerablemente con respecto a las figuras 7.5 y 7.6 (a), una de las razones se debe
al tipo de funcion de Hill que hemos usado, en esta tltima hemos usado a la funcién de Hill con
correcciones estocasticas, por lo que al momento de usar el TFD se han omitido algunos términos.
De hecho, este ultimo resultado que hemos obtenido se acerca méas a lo obtenido con las ecuaciones
deterministas. Como hemos venido mencionando el usar la funcién de Hill con correcciones esto-
césticas es la mas correcta si se quiere considerar un sistema estocastico, esto también se puede
ver porque en el estado estacionario o cerca del estado estacionario las fluctuaciones deberian de
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(a) Funcién de Hill determinista.
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(b) Funcion de Hill con correcciones estocasticas.

Figura 7.6: Represilador. Se ha modela la dinamica y las fluctuaciones del sistema usando la
aproximacion determinista y el TFD, en la figura (a) se ha usado la funciéon de Hill determinista,
en (b) la funcion de Hill con correcciones estocasticas. Tanto para (a) y (b) las figuras de la parte
superior se observa la dindmica de los ARm’s, en las de abajo la de las proteinas. Las lineas verdes
representan las concentraciones deterministas, las lineas rojas punteadas la banda en donde se
encuentran las fluctuaciones. Se han usado los siguientes parametros: Armsy(0) = r1(0) = 72(0) = 0,
Arml(O) = ].7 n:2, Q= 200, T2 = T35 — ]., in = kgi = 10.

depender como /&, v el modelo que mas se acerca a esto es en el que se usé la funcion de Hill con
correcciones estocésticas, ya que si se usa la funcién de Hill determinista existe una sobreestimacion.
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De esta manera hemos cuantificado las fluctuaciones del represilador durante toda la dinami-
ca del sistema, ahora podemos analizar cualquier red de regulacién genética en el que una solo
proteina actué como factor de transcripciéon en un MTT y cuantificar de manera simultanea las
fluctuaciones de sus variables, como hemos visto en estos ejemplos el introducir la funcién de Hill
determinista directamente en nuestro modelo estocastico cambia considerablemente el tamano de
las fluctuaciones en comparacion de la funcion de Hill que contiene correcciones estocéasticas, usar
esta funcion con correcciones es el enfoque mas correcto ya que detras de esta hay un derivacion
sistematica. El analisis de otro tipo de redes lo dejaremos para trabajos futuros.

7.3. Red estocastica de regulacion genética general

En una de las secciones anteriores ya hemos presentado un modelo estocastico de una
red genética cuando un solo tipo de proteina actiia sobre otro MTT, sin embargo, existen
modelos y/o sistemas en los cuales es posible que simultdneamente actiien diferentes proteinas
y de diferente manera, esta asuncién es lo tnico que cambia con respecto a la red estocéstica
de regulacion genética I, lo que se traduciria en usar una funciéon de Hill diferente como vere-
mos mas adelante, por lo que seguimos practicamente un desarrollo similar al de la seccién anterior.

[m—— = m e e e e

-
Input funtion 1

I:ﬁ> £(X) :
1

1

]

]

1

1

1 Y
Transcription :> Translation :;>

Figura 7.7: Modulo de trascripcion/traduccion [8].

Primero nos apoyaremos de nuevo de la matriz A que ya hemos definido en una de las secciones
anteriores, esta matriz nos ayuda a entender como actilan determinadas proteinas sobre otras,
donde las entradas de esta matriz serdn 1 o 0, cuando A;j = 1 acttia como activador, mientras
que cuando A;; = —1 como supresora, debido a que queremos calcularlo para una red que sea
lo suficientemente general, nuestro modelo incluira los casos de auto activacién y auto supresion
(recordar que A en general no es simétrica), para ello nos apoyamos de las siguientes reacciones:

L k1; H:,
Trascripcion: m; — * m; + 1.

Yrmg

Degradacion de ARm: m; — m; — 1.

k2im;

Traduccioén: p; =" p; + 1.
Degradacién de la proteina: p; Tz p; — 1.

Estas reacciones son justo las que corresponden al i—enésimo MTT, hemos usado una nueva funcién
de Hill el cual considera que varias proteinas actiien como factores de transcripcién de manera
simultanea sobre un MTT (notar que atin no hemos dicho si esta funcion de Hill es determinista
o con correcciones estocasticas), una derivacion de esta se puede encontrar en el apéndice B. Las
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entradas de esta funcion son las proteinas y un vector correspondiente a la i—enésima fila de la
matriz A, de tal manera que la funcion de Hill (determinista) para el modulo i esta definida como:

BoKo + X2, 0(Ay) * B (5) "
L+ Ko+ X, 00408 (£9)

Hi(p, ) = (7.17)

el termino n;; corresponde al coeficiente de Hill debido al médulo j, las K; son las constantes de
Michelson-Menten y son debido al médulo j. Las constantes 31, 825, Bo ¥ Ko se eligen de acuerdo
con el sistema que se esté analizando. En este punto nos podemos dar cuenta que nuestro sistema
solo varia en la forma de funciéon de Hill, esto con respecto de la ecuacién maestra para una red
estocastica de regulacion genética en el cual una sola proteina actia sobre un MTT. Podemos
incluso usar una funcién de Hill con correcciones estocasticas, entonces tendremos una funcion de
la forma

Nij a2 (p: 0 g (1, — Sy =2
50K0+Zj9(z4ij)*ﬁ1j(<p’> I +07(pj,pi)mij (nij—=1) (pj) " )

; (1, Q)17
Heo(p1, ) = - - (7.18)
gue ’ NI 402 (py s )i (N — )i 2
14+ Ko+ y 0(|Aij]) B2, (<p'7> +o* (@, (pK_)jQ')*SU 1{p;) )

Usar esta funcion de Hill para hacer simulaciones estocasticas resulta una tarea compleja, sin em-
bargo, cuando se toma el limite determinista de la ecuacién maestra que la usa se vera su relevancia.

Con ayuda de las reacciones que estan al principio de esta seccion y asumiendo que el proceso es
Markoviano, se desprende la siguiente ecuacién maestra de una red de regulacion genética, donde

T = Tlnl Y To; = i son los tiempos de degradacion del ARm y la proteina respectivamente,
OP(mi,pi,t i i
% = Z (le’b (Hg(pl7Q)P(m’b - 13pi7pl7t) - Hg(pl7Q7Ai)P(mi7pi7pl7t))
+mi7+1P(mi +1,pi,t) — 2 P(mi, pi )
T2 T2;
+kaimi P(mi, pi — 1,t) — ksimi P(mi, pi, t)
i + 1 i
T3 T3i

Al momento de tomar los promedios de las variables involucradas en este sistema recuperamos
la version determinista de este tipo de redes. De esta manera ya hemos construido nuestra red
genética estocastica general, es decir puede ser aplicado a cualquier red tan solo es necesario la
matriz A;;, asi como las constantes involucradas. Nos gustaria recalcar que esta ecuacién maestra
ain no ha sido presentada en la literatura ya que por lo general se introduce la funcién de Hill
determinista sin una correcta justificacion [24], mientras que nosotros tenemos la opcién de usar
incluso una que contenga correcciones estocasticas. Las ideas que hemos desarrollado hasta es-
te punto pueden servir para desarrollar modelos similares en aquellos que empleen funciones de Hill.

Una cantidad muy importante y que nos permitird continuar analizando este tipo de redes
es la distribucion estacionaria, para ello igualamos la ecuacion (7.19) a cero y posteriormente
empleamos el método que hemos desarrollado para calcular distribuciones estacionarias, de tal
manera que encontramos

(kliTliQ <Hig(pl, Q)>)7nie_k1i7'1i(Hf(pva)> (k2i72i <mi>)pi8_k2i7'2i<mi)
m;! pi! .

Ps(mi, p;) = H (7.20)

i

Esta distribucién es la misma que el de la seccién anterior salvo por la funciéon de Hill. Con esta
distribucion estacionaria podemos calcular diferentes cantidades estadisticas como el promedio y
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la varianza. El promedio de las variables del moédulo ¢ del sistema sera
(mi) =kvimis (HY (p1,Q)) (pi) =kaiTo; (M) . (7.21)

Notar que en el caso en el que se usando la funcién de Hill determinista tendremos que usar la
siguiente aproximaciéon

2(X;, X;) (X
(FO0) ~ (X +ZZ X BT
i0A;

por lo que si se usa la funcion de Hill determinista tendremos

% pmp 82Hi(plvﬂ)
(o) = Hi) )+ S Ry (r22)

mientras que si se usa una con correcciones estocasticas se tendré

<H:7ue(pl> Q)> = H;ue(<pl> 7Q) (723)

También encontramos las fluctuaciones en el estado estacionario, para ello usaremos la distribucion
estacionaria, calculando las varianzas y luego dividiendo entre 02, obtenemos

ms .
= = (721
Algo interesante que se encuentra de este tipo de sistemas es que cada una de las fluctuaciones es
contribucién de su propia variable, una de las razones por la que el sistema tiene esta caracteristica
se debe a que el sistema es descrito puramente por una distribucién de Poisson (para cada
variable). Debido a que los promedios son proporcionales a las variables deterministas (z;) = Qu;
entonces las fluctuaciones solo dependeran del inverso de 2, entonces cuando el tamano del
sistema sea lo suficientemente grande las fluctuaciones se volverdn muy pequenas, lo que hace
que en los sistemas deterministas no se tomen en cuenta, sin embargo, cuando el sistema es
pequeno estas fluctuaciones son relevantes. Dado que hemos considerado que las fluctuaciones
intrinsecas son todas aquellas debido a los elementos que conforman nuestro sistema, podemos
decir que las fluctuaciones que hemos calculado son intrinsecas. Nos gustaria recalcar que las
fluctuaciones que hemos calculado son validas para cualquier tipo de redes que cumpla las
condiciones que mencionamos. Las fluctuaciones en el estado estacionario nos daran una idea de
que modelo es el mas correcto, es decir, que tipo de funcién de Hill es la que mejor coincide con
las fluctuaciones del estado estacionario, esto lo veremos més adelante con un ejemplo en particular.

El modelo que desarrollamos en esta seccién podria decirse que es el caso mas general cuando
estan conectamos mas de dos moédulos, incluso contiene al modelo que ya presentamos, podemos
ahora analizar cualquier red genética aplicando estas ideas tan solo es necesario conocer los pa-
rametros de nuestra red y la matriz de conexiones. Incluso es posible usar la funcién de Hill con
correcciones estocésticas, por lo que esperamos encontrar resultados més cercanos al determinista

7.3.1. Elementos para simulaciéon

Podemos realizar las simulaciones de nuestro sistema a través de dos métodos, el primero
emplear el algoritmo de Gillespie (usando cualquier funcién de Hill excepto la que contiene
correcciones estocasticas) y de ahi inferir los promedios y las fluctuaciones de las variables
del sistema, lo otro es emplear a la aproximacién determinista y al teorema de fluctuacion
disipacion (TFD) (usando cualquier funcion de Hill, particularmente la que contiene correcciones
estocésticas), a continuacion, mostraremos cada uno de estos métodos.
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Algoritmo de Gillespie

Con todo lo anterior ya tenemos el desarrollo tedrico para poder escribir el programa que realice
las simulaciones del sistema, de hecho ya tenemos una muy buena parte ya hecha en el capitulo
anterior asi como en el primer caso que hemos analizado en este capitulo, para hacer simulaciones
con este algoritmo es necesario la matriz estequiométrica y el vector de propension del sistema,
para ello construiremos cada uno de estos, primero nos fijamos en las reacciones que suceden en
cada uno de los nodos, para cada uno de los nodos se tendria la siguiente matriz estequiométrica
y su correspondiente vector de propension

Sn - 5 Vp = {lenH;(th)y'ymnmnak3nmn77P7Lpn}7

por lo que ahora el vector de propension y la matriz estequiométrica de todo el sistema sera

S; 0 0
0 S 0
S = , v=A{v1,va...,vn}, (7.25)
0
0 0 Sn

con estos elementos podemos implementar el algoritmo de Gillespie para redes genéticas, para
saber como seria la dindmica de estos sistemas analizaremos uno de estos a continuacion.

Aproximacién determinista

La otra forma de modelar a las redes de regulacion genética es a través de la aproximaciéon
determinista y el TFD, aunque se seguird usando a S que aparece en (7.25), mientras que el vector
de propension se le tomara el limite determinista para encontrar las tasas de reaccion, de tal manera
que obtendremos algo similar a

tn = {klnH; (pAl’ Q)’Ym" mna k?mmn; ’Yp,,LpAn} (726)

aqui las variables g,,, m, y p, denotan las concentraciones deterministas, la funcién de Hill seria
la determinista o la que considera correcciones estocésticas. En general usaremos los siguientes dos
elementos para este tipo de redes

Si 0 0
0 Sy ... 0
S = ? : te = {t1,toutn}. (7.27)
0
0 0 .. S,

A continuacioén, analizaremos un sistema en particular para ver qué resultados se obtienen.

7.3.2. Reloj activador-represor

Un buen ejemplo de una red genética donde podemos aplicar el modelo que hemos desarrollado
es el reloj activador-represor, primero analizaremos el sistema usando el algoritmo de Gillespie
usando la funcion de Hill determinista, posteriormente la aproximacion determinista y el TFD,
usando la funcion de Hill determinista y la que contiene correcciones estocasticas. Debido a que en
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Figura 7.8: Reloj activador-represor.

este modelo uno de los moédulos se va autoactivando y entonces participan dos tipos de protefnas
sobre uno de los modulos, una representacion grafica de esto puede verse en la figura 7.8.
Con ayuda de la imagen anterior construimos la matriz de conexiones del sistema

Ajj = : (7.28)

sobre el moédulo A una proteina sintetizada por el modulo B actiia como supresora al mismo
tiempo la proteina sintetizada por el médulo A actiia como activadora, mientras que una proteina
sintetizada por el modulo A acttia como activadora sobre el modulo B. Con ayuda de la ecuacion
maestra que hemos derivado en esta seccion calcularemos la ecuacién maestra del sistema, donde los
elementos que necesitamos son los parametros y la matriz de conexiones. Asumimos que ki; = k1,
ademés n1; = N2 = nop = 2y noe = 0, B11 = B21 = 1, B1; = 0,0004 por lo que la ecuacion
maestra sera

2
OP(mi,pi, t : ;
OP D) S (12 (30,0 P~ 1 1t) — H P i)
=1
+ 2L o 1, i) = T P, i, 1)
Toi T24
+ ksim; P(my, pi — 1,t) — kgim; P(mg, pi, t)
i+ 1 i
+ 2L i, i+ 1,8) — pfp(m“p“t)) ' o
T3i T3

Siendo las funciones de Hill de la siguiente manera

P1 nu
B1 (m> + g
nii ni2 nai *
1+ () + () 1+ (24)

Estas funciones las encontramos de acuerdo con (7.17). Vamos a usar también la que contiene
correcciones estocésticas, aunque omitiremos escribirlas. Lo que falta ahora es simular este sistema,
empezaremos por usar el algoritmo de Gillespie y usaremos una funciéon de Hill determinista,
para esto volvemos a escribir un programa en Python el cual se es muy similar al empleado
en el caso del represilador. Al hacer la simulacion estocéstica de un solo proceso obtenemos lo
que se observa en la figura 7.9, podemos observar claramente la presencia de fluctuaciones en el
sistema, debido a que hemos usado un tamano de sistema relativamente pequenio estas fluctua-
ciones son mas marcadas, ademas se observa que la concentraciéon de las especies bioquimicas oscila.

Hy(p1,p2,Q) = H2(p1, Q) = (7.30)

También analizaremos y cuantificamos las fluctuaciones de este sistema usando nuevamente he-
rramientas computacionales y el algoritmo de Gillespie, de donde haremos inferencias estadisticas.
Lo que se obtiene de la simulacién esta en 7.10, la linea verde muestra el promedio de las variables
sobre el ensamble, mientras que las lineas punteadas nos dicen en que intervalo se encontraran la
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mayoria de las fluctuaciones del sistema. Las fluctuaciones de estas cantidades se mantienen esta-
bles, aunque como vemos generan una banda muy amplia, lo que estd completamente en contra de
lo que se obtendria en el estado estacionario, ya que las fluctuaciones dependerian de g, ademas,
la dindmica de las concentraciones parece tender a un valor estacionario, cuando se espera que el
sistema presente oscilaciones.
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Figura 7.9: Reloj activador-represor. Simulacion estocéstica usando al algoritmo de Gillespie y la
funcion de Hill determinista, en la primera figura se observa la concentraciéon de ARm, en la segunda
la concentracion de las proteinas. Se han usado los siguientes parametros: ny; = nia = noy =2,
Q= 180, kll = 250, klz = 307 apg = 0,0004 T2 = %, 731 — %7 T32 — 1, kgl = 17 kgl =3.

Ahora analizaremos el mismo sistema, pero ahora usando las ecuaciones diferenciales que se
derivan de la aproximacion determinista y el teorema de fluctuacion disipacion (TFD), construimos
su correspondiente programa en Python (se puede revisar la carpeta de Drive para ver el archivo
con nombre arelojar.ipynb). Primero empleamos a la funcién de Hill determinista, los resultados
que obtenemos se pueden ver en la figura 7.11 a). Lo primero que nos gustaria remarcar es que al
usar el TFD el tiempo de computacion se reduce draméaticamente. En esta figura las lineas verdes
corresponden a las concentraciones deterministas, mientras que las lineas rojas punteadas crean
una banda en donde se podria encontrar las fluctuaciones del sistema. En este caso las concentra-
ciones deterministas y las fluctuaciones difieren mucho a comparacion de lo que se obtuvo a través
del algoritmo de Gillespie, en este caso las fluctuaciones son mas pequenias. Tenemos una banda
de fluctuaciones mas grandes asociadas al ARm de la proteina Pj, una posible razon se debe a que
tanto las fluctuaciones de P; y P, afectan a m;. Aunque la dinamica de nuestro sistema ya presenta
oscilaciones mas marcadas atn esté lejos de lo que podria obtenerse realmente si se considera el
tamano de las fluctuaciones en el estado estacionario, por lo que a continuacion volveremos a simu-
lar el sistema solo que ahora emplearemos una funcion de Hill que incluya correcciones estocasticas.

Usando nuevamente a la aproximacion determinista y al TFD, pero ahora con la funcion de
Hill con correcciones estocasticas, simulamos el sistema, lo que obtenemos se puede observar
en la figura 7.11 b). Lo primero que observamos es que ahora el tamafio de las fluctuaciones
se ha reducido considerablemente con respecto a las figuras 7.10 y 7.11 b), una de las razones
se debe al tipo de funcion de Hill que hemos usado, en esta ultima hemos usado a la funcion
de Hill con correcciones estocasticas, por lo que al momento de usar el TFD se han omitido
algunos términos. De hecho, este ultimo resultado que hemos obtenido se acerca més a lo obtenido
con las ecuaciones deterministas. Como hemos venido mencionando el usar la funcién de Hill
con correcciones estocasticas es la més correcta si se quiere considerar un sistema estocastico,
esto también se puede ver porque en el estado estacionario o cerca del estado estacionario las

z

fluctuaciones deberian de depender como \g , v el modelo que més se acerca a esto es en el que
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Figura 7.10: Reloj activador-represor. Dindmica de las concentraciones deterministas y las fluctua-
ciones a partir de simulaciones estocasticas con tamano de ensamble= 10000, en las figuras de la
parte superior se observa la dindmica de los ARm s, en las de abajo la de las proteinas. Las lineas
verdes representan las concentraciones deterministas, las lineas rojas punteadas la banda en donde
se encuentran las fluctuaciones. Se han usado los siguientes parametros: ni; = nis = noy =2,
Q =180, k11 = 250, k12 = 30, g = 0,0004 7o; = 3, 731 = 5, Ts2 = 1, ko1 = 1, koy = 3.

se uso la funcion de Hill con correcciones estocasticas.

Con estos ejemplos nos damos cuenta que las herramientas y desarrollos que hemos hecho hasta
este punto nos permiten modelar la dindmica de los circuitos genéticos estocasticos, promediar sus
concentraciones sobre un ensamble si se usa el algoritmo de Gillespie, ademas de cuantificar las
fluctuaciones de las especies bioquimicas involucradas, esto bajo dos formalismos, el algoritmo de
Gillespie y el TFD, mas atin hemos dado una banda alrededor del promedio en cual se encontraran
la mayoria de las fluctuaciones, esta cuantificacion se realiza durante toda la evolucion dinamica
del sistema. Incluso tenemos la libertad de elegir el tipo de funciéon de Hill ya que hemos hecho
una derivacién exacta de su apariciéon como tasa de propension en los sistemas estocasticos, siendo
la funcién de Hill con correcciones estocasticas las que nos da resultados mas exactos, ya que si se
usa la determinista existe una sobreestimacién de la concentraciéon de las moléculas, asi como el
tamarfio de las fluctuaciones (esto se recalca mas en el reloj activador-represor). Las fluctuaciones
de nuestros sistemas tienen una banda perceptible debido a que nuestros sistemas son pequenos,
para sistemas més grandes esta cantidad se ira atenuando. Con todo el formalismo, los métodos
y las ecuaciones desarrolladas en este capitulo nos permiten estudiar redes cuya estructura sea

mas compleja y/o contengan un nimero mayor de moédulos, aunque esto lo dejamos para trabajos
futuros.
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(b) Funciéon de Hill con correcciones estocasticas.

Figura 7.11: Reloj activador-represor. Se ha modela la dindmica y las fluctuaciones del sistema
usando la aproximacion determinista y el TFD, en la figura (a) se ha usado la funcion de Hill
determinista, en (b) la funcion de Hill con correcciones estocésticas. Tanto para (a) y (b) las figuras
de la parte superior se observa la dindmica de los ARm s, en las de abajo la de las proteinas. Las
lineas verdes representan las concentraciones deterministas, las lineas rojas punteadas la banda en
donde se encuentran las fluctuaciones. Se han usado los siguientes parametros: ny; = nis = no; =2,
Q= 180, kll == 250, k12 = 30, apg = 0,0004 T2 = %, 731 = %, T32 = 1, le = 1, kgl =3.
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Capitulo 8

Conclusiones y resultados

Revisamos las redes de regulacion genética y la retroactividad, nuestro analisis fue orientado a
cuantificar las fluctuaciones del sistema usando un modelo estocastico, para ello hemos desarrollado
algunos métodos, obteniendo resultados importantes.

En el capitulo 3 de analisis estocastico hemos propuesto un algoritmo para encontrar la
forma de la distribucion estacionaria para un sistema de vida y muerte multivariable, ya
que estamos particularmente interesados en las distribuciones estacionarias (por la funcion
de Hill), este algoritmo es valido cuando el sistema es al menos débilmente reversible y tiene
deficiencia cero, este método es una alternativa a los escasos que actualmente se muestran en
la literatura. También hemos usado una aproximacién a segundo alrededor del promedio para
derivar las ecuaciones deterministas de los procesos de vida y muerte multivariable, obteniendo
las ecuaciones diferenciales derivadas de la ley de accion de masas deterministas, pero ahora
con términos que se deben a correcciones estocasticas, estas correcciones se desprecian cuando
el sistema se vuelve lo suficientemente grande. Ademas, de esta aproximacion hemos derivado
una definicion de fluctuacion, la definicién que hemos propuesto depende tnicamente de la
varianza y el tamano del sistema, también derivamos un conjunto de ecuaciones que serian
equivalentes al teorema de fluctuacion disipacion (TFD) (4.20), aunque en nuestras ecuaciones
aparece un término correctivo (comparado con el TFD usual) que desaparece cuando el sistema
es lineal. La derivacién que hemos hecho muestra enfoque alternativo para analizar los sistemas
estocésticos y permite una mejor comparaciéon con su contra parte determinista, ya que con es-
tas ecuaciones es posible analizar la dinamica y las fluctuaciones del sistema de manera simultanea.

Con las herramientas desarrolladas analizamos la dinamica y las fluctuaciones de las redes
quimicas y/o bioquimicas, particularmente a la retroactividad en los sistemas estocésticos. En
la segunda mitad del capitulo 2 estan algunas derivaciones deterministas y se encuentra una
expresion para la retroactividad que es valida para cualquier red de reacciones quimicas. En
aras de cuantificar la retroactividad en los sistemas estocasticos en la parte final del capitulo 4
mostramos una expresion para la retroactividad que incluye correcciones estocasticas (4.41), para
derivar la retroactividad se considera que algunas reacciones se encuentran equilibrio, entonces las
contribuciones estocasticas al sistema seran las mismas que cuando el sistema se encuentre aislado.
Para ilustrar el efecto de la retroactividad analizamos el proceso de fosforilacion/desfosforilacion,
en donde hemos encontrado como se comporta el sistema a nivel estocastico, aiin mas, hemos
cuantificado las fluctuaciones del sistema a través de la aproximacion determinista y al TFD, entre
los resultados que hemos obtenido se encuentra que las fluctuaciones del sistema que tiene mas
retroactividad son mayores en comparaciéon con el sistema que tiene menos retroactividad, una
posible razéon de porque pasa esto podria deberse al hecho que la interacciéon entre los dos médulos
es mayor, por consiguiente las fluctuaciones entre estas se amplifica, este resultado se observa
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durante toda la dindmica. También hemos calculado la distribucién estacionaria del sistema,
entonces podemos determinar de manera exacta las fluctuaciones en el estado estacionario, de esto
se puede notar que cuando mas retroactividad haya mas fluctuaciones habra.

En el capitulo 6 hemos derivado la versiéon estocéstica de la funciéon de Hill. Primero hemos
construido una ecuacién maestra a partir de la cual hemos derivado las ecuaciones de Hill usuales
(6.24), debido a que tenemos la ecuaciéon maestra de nuestro sistema podemos calcular de manera
exacta las fluctuaciones de esta funcion (6.28), es importante mencionar que hasta donde sabemos,
no se habian calculado las fluctuaciones. Ademas, estos céalculos solo son validos cuando aparece
solo el proceso de Hill (las reacciones de donde se deriva la funcion de Hill). Es indispensable
conocer el como aparecen las funciones de Hill en procesos més complejos o en la que participen
maés reacciones, entonces hemos derivado algunas variantes de la funcion de Hill a la cual hemos
nombrado semi-determinista, estocéstica y semi-estocastica, estas derivaciones se hacen en aras
de explicar la manera de como se introduce la funcién de Hill determinista en los sistemas
estocasticos. Finalmente mostramos como aparece esta funciéon dentro de un proceso estocéstico
a partir de consideraciones mas sisteméaticas, notar que esta ultima derivaciéon es la més exacta,
esta derivacion tiene sus limitantes al hacer simulaciones de Gillespie, caso contrario cuando se
toma el limite determinista ya que nos permite hacer una derivacion més limpia de la funcion de
Hill. De esto tultimo obtenemos una nueva funcién de Hill con correcciones estocasticas, cuando el
tamano del sistema se vuelve grande se recupera la version usual, esta nueva funciéon de Hill podra
ayudar a dar una descripciéon més precisa de la dindmica celular, principalmente en las redes de
regulacion genética. Esta funcion que hemos derivado permitira cuantificar mejor la dinamica de
las concentraciones y cuantificar mejor las fluctuaciones de los sistemas bioquimicos que involucren
la funcion de Hill. Con ayuda de [37] describimos una manera de obtener una ecuacion de Hill méas
realista considerando que existen estados intermedios entre la uniéon de una enzima y una proteina,
y ademés fluctuaciones, por lo que obtenemos las funciones de Hill con correcciones estocasticas,
aunque solo hemos considerado el caso en el que existen procesos intermedios a través de la union
secuencial e independiente. Estas funciones nos permitirian estudiar sistemas mas pequenios y
cuantificar de manera mas exacta las fluctuaciones.

En el capitulo 7 hemos construido la ecuaciéon maestra de una red de regulacion genética,
debido a que ya hemos hecho una derivacion sistematica de la funcién de Hill, tenemos la libertad
de usar alguna de la que hemos encontrado, como nos interesa la dindmica y las fluctuaciones
del sistema realizamos un anélisis con el algoritmo de Gillespie (usando la funcion de Hill
determinista), la aproximacion determinista y el TFD (usando la funcion de Hill determinista y la
que contiene correcciones estocasticas). Primero nos enfocamos en un tipo de redes de regulacion
en la cual una sola proteina acttia como represora o activadora sobre otro moédulo. Debido a
que tenemos la ecuacién maestra se puede calcular la distribucién de estos sistemas en el estado
estacionario, para ello usamos el algoritmo que hemos desarrollado y obtenemos una distribucion
que es la multiplicacion de varias distribuciones de Poisson, con esta distribuciéon calculamos
los promedios deterministas y las fluctuaciones, las fluctuaciones en el estado estacionario nos
permitirdn determinar que modelo es méas exacto. Nos enfocamos en analizar el represilador,
realizamos tres diferentes simulaciones, primero usamos al algoritmo de Gillespie, después a la
aproximacion determinista y al TFD usando la funcion de Hill usual y la que tiene correcciones
estocéasticas. En la simulacion que usa la funcion de Hill con correcciones estocasticas es la que
presenta resultados maés satisfactorios ya que esperamos que cerca de los puntos estacionarios
las fluctuaciones dependan como % (Z son las concentraciones deterministas) y es el sistema
con la funcién de Hill con correcciones deterministas la que lo hace. También analizamos una
red estocastica de regulacion genética en donde ahora varias proteinas actiian como factores de
transcripcion (represoras y activadoras), la tnica diferencia que tenemos con el primer sistema
que analizamos es la forma de la funcion de Hill, su ecuacion maestra, los promedios y fluctuacion
tienen una estructura muy similar al primer caso analizado. Para este tipo de sistemas nos
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enfocamos en analizar el reloj activador-represor, primero usamos el algoritmo de Gillespie
para inferir la dindmica del promedio de las concentraciones de las proteinas y el ARm y las
fluctuaciones del sistema, los resultados que obtenemos se alejan completamente de lo esperado en
la contra parte determinista, modificando radicalmente la dindmica del sistema y la magnitud de
las fluctuaciones. Posteriormente usamos la aproximacion determinista y el TFD, empezando con
una funcion de Hill determinista, en este caso obtuvimos que la dindmica de las concentraciones
ya presenta oscilaciones, aunque las fluctuaciones aun eran grandes. Finalmente, con la funcion de
Hill con correcciones estocasticas, los resultados que encontramos muestran que el sistema sigue
una dinamica oscilatoria y la banda de fluctuaciones es pequena, lo que va de acuerdo con lo que
se obtiene en las fluctuaciones del estado estacionario. De estos resultados podemos decir que el
introducir la funcién de Hill determinista en un sistema estocéastico sin una correcta justificacion
impide cuantificar adecuadamente las fluctuaciones, ya que existe una sobreestimacion de estas,
como se puede observar de las simulaciones del reloj activador-represor.

Algunos temas para desarrollar en el futuro a partir de este trabajo seria analizar diferentes
redes de regulacion genética en particular e incorporar fluctuaciones extrinsecas, podemos analizar
algunas redes de regulaciéon de algunas plantas o enfermedades, permitiendo disefiar farmacos y
terapias que consideren la presencia de fluctuaciones intrinsecas y extrinsecas. También podemos
emplear a la aproximacion determinista y la variante del TFD para modelar la dindmica y cuantifi-
car las fluctuaciones de cualquier red quimica, siempre y cuando sigan a la ley de acciéon de masas,
incluso podemos llegar a hacer uso del tercer momento central.
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Apéndice A
Teorema de fluctuaciéon disipacion

Aqui derivaremos al teorema de fluctuacion-disipacion de la manera en la que se acostumbra a
hacer en la literatura, para ello nos apoyaremos de [18] usando la aproximacion de Van Kampen.
Recordar que estamos analizando una red de procesos quimicos, por lo que se tendrian que usar la
ecuacion maestra que se obtuvo en los procesos de vida y muerte multivariable

P(Sj,t) = QZ (Sj +Tji) P(Sj + Ty, t) — £ (S5)P(S;, 1)
+ t(S; = ) P(S; — Tji t) — t; (S;)P(S;,1)) . (A1)

(Para més detalles de la derivacion de esta ecuacion y las variables involucradas revisar el capitulo
de analisis estocastico). Podemos reescribir a esta ecuacion con ayuda de unos operadores E, estos
operadores acttian de la siguiente manera

E‘f(x) = f(z + a), (A.2)
nuestra ecuacién maestra se reescribird como
d,P(S;,t) = Z [[E " 1] 7 (S)P(S;,t) + HEFw — 1| t;7(S;))P(S;,t) | . (A.3)
J

Ahora realizaremos una expansiéon de Van Kampen, o también conocida como aproximaciéon lineal
de ruido (LNA) [24], se supone que el sistema es lo suficientemente grande por lo que el nimero
de particulas del sistema se puede aproximar como

Sj = QSj + \/QO% (A4)

donde s; corresponde a la concentracion determinista, mientras que a; corresponde a las fluctuacio-
nes del sistema, se elige de esta manera porque esto va de acuerdo con los resultados experimentales.
Ahora aplicamos esta consideracion sobre cada uno de los elementos de la ecuacién maestra.

1.- Suponemos que podemos escribir a la distribuciéon de probabilidades en términos de las
fluctuaciones, es decir

P(Sj,t) = P(O‘j’t)v (A'B)

por lo que entonces la derivada temporal que tenemos en (A.3) se transforma usando la regla
de la cadena,

8, P(S;,t) = 0, P(ci;, t) — Q2 5;0, P, t) = O, P(cry, 1) (1 — Q2 ;). (A.6)
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2.- Las tasas de propensiéon se pueden aproximar como

O ppt,
7o, BT (52), (A7)

65(S)) ~ RPE(s)) + Y Q7 %y
l

siendo R]D i(sj) las tasas deterministas.

3.- Nos fijamos que los operadores E** se pueden aproximar como
k2 82
1+ — — . A8
Z f@al 20 ; ; OaOog (A-8)
Sustituyendo a (A.5,A.6,A.7, A.8) en (A.3), obtenemos

B P(ay,t)(1-Q2 &) =

0 Il 0?2
> ({Z et T 2 2 Gaa,

i 1

r
Zrlzfi l1 s Zzaalaaé

_1 0
<R?+(Sj) +ZQ 2@1881Rf)+(5j)) P(oy, 1)

<RD o)+ 3207 bar L RD- (sg)> Play, >>,
(A.9)

esta relacion se debe de cumplir para cualquier 2 que sea lo suficientemente grande, por lo que

L . . . . 1
los términos se tienen que igualar uno a uno, primero nos fijamos en aquellos que dependen de {2z
y obtenemos

s1= ) Tui (R (s)) = RY™(s5) (A.10)
l

estas son justo las ecuaciones deterministas. Ahora nos fijamos en los otros términos que no de-
penden de 2 y despreciamos a los que dependan de Q’%, obteniendo finalmente

Ot P(ayj,t) —Z<Z Azz [ozzP(ozj, 1+ = Z Zlaaaaa [P(Oéj7t)]>,

0 _
Ai; (S5) =;sz88] [t5(S5) =t (S))],

Biu(S;) Y Tylui [t5(S;) + i (S5)] (A.11)

esta expresion es una distribuciéon de probabilidad para las fluctuaciones del sistema, también es

ecuacion diferencial parcial de tipo Fokker-Planck, en algunos casos puede resolverse de forma ana-
litica y es mucho més sencillo de obtener su solucién numeérica [18]. Debido a que las fluctuaciones
no se pueden calcular directamente del sistema, se tiene que usar sus covarianzas o varianzas para
determinarla, y como ya tenemos una distribuciéon de probabilidad la usaremos. Hay que recordar
que la covarianza esta definida como

o*(z,y) = (zy) — (2) (y) (A.12)

entonces con ayuda de la primera expresion de (A.11) calculamos estos términos, en este caso los
promedios serfan sobre todos los posibles valores de «;, es decir haremos uso de integrales, por lo
que, integrando por partes, finalmente llegaremos a

0
ot
A y B denotan a las matrices que aparecen en (A.11), debido a que esta relacion es sobre las
fluctuaciones, se le conoce como el Teorema de Fluctuacion-Disipacion [24].

= Ao? +*AT + B, (A.13)

146



Apéndice B
Funcion de Hill general

A continuacion, derivaremos una funcion de Hill que se usara en redes de regulacion genética
cuando en un moédulo de transcripcion/traduccion participen mas de una proteina como factor de
transcripcion, para eso recordemos que el proceso de transcripcion es como en la figura siguiente.

5’ - 3
3 | — 5
Accessory - 73_7_1“\
factors J
Promoter RNA
complex Initiation polymerase

e J
S~
.
Elongation
Nascent
transcript

5 //_’r_""-\
: \ yﬂ&? L\[‘; .
T~ —J

l Elongation
/‘_‘*—_'\i
\/\ Q
g:)?-} \fl_:
&J’\JI

Termination

'
N

Full-length transcript

Figura B.1: Proceso de transcripcion [15].
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Pero ahora la region promotora puede ser afectado por unos factores de transcripciéon similar a
como se observa en la siguiente figura.

Repressor Transcripti
Promoter

DNA + mRNA
. Repressor

Activator Repressor

. Basal Transcription Activator Transcrip

i
'
1
H Promoter
DNA|:'I> Promoter |:> mRNA i DNA:> + |:> mRNA
1 v Activator
1
'

Figura B.2: Regulacion genética. En la primera figura se observa la sintesis del ARm sin que
participen factores de transcripciéon. En la segunda figura participan factores de transcripcion de
activacion que propician la sintesis del ARm. En la tercera figura participan factores de transcrip-
cion de supresion que inhiben la sintesis del ARm.

A partir de estas dos imagenes derivamos un conjunto de reacciones bioquimicas que nos des-
criben la actividad de la promotora hasta sintetizar a un ARm. Para esto suponemos que dos
tipos de proteinas P; y P, actiian como factores de transcripciéon como activadoras y supresoras
respectivamente.

)\+
Unién basal: G + P, = GP,.
AL

K
Factor de transcripcion activador: n1 P, + B, & Py, .

1

ks
Factor de transcripcion supresor: noPs + P & Py, .
ko

A3
Unién con factores de transcripcién: G + Prp, &= GPryp, .
Ay

Sintesis basal del ARm: GP. %R
Sintesis del ARm con factores de transcripcion: GFPyp, %R

G representa al gen, P, a la promotora, R al ARm, GP, a la unién del gen a la promotora,
Py, v Prp, cuando el factor de transcripcion se ha unido a la promotora. La primera reaccién
que tenemos en la parte de arriba es un proceso reversible que nos dice que el gen se une a la
promotora estén o no los factores de trascripcion. La segunda reacciéon es también un proceso
reversible en el que los factores de transcripcion se unen a la promotora de tal manera que crean
una nueva molécula que hace que la sintesis del ARm sea mas rapida. En la tercera reaccién el
factor de transcripcién crea una nueva molécula de tal manera que esta no se pueda unir al gen.
En la curta reaccién el gen G se une a la molécula P,,, . Finalmente, las dos ultimas reacciones
nos dicen como se va sintetizando el ARm a través de un proceso de una sola direccién.

Usamos la ley de acciéon de masas para construir un conjunto de ecuaciones diferenciales que
describan las concentraciones de nuestro sistema, para ello g representa la concentracion del gen,
pr & concentracion la promotora, r a la concentracion ARm, s; a la concentracion de GP,., so v S3
a la concentracion de P, v Prp, respectivamente, s4 a la concentraciéon de GP,,, . Las ecuaciones
diferenciales que obtenemos son las siguientes,
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Funcién de Hill general

dSl _

E :Ai_gpr - >\1 S1,

ds _ _

dit2 :kii_p?lpr - kl S2 — /\;—952 + /\1 S4,

d83 —

E :k;pgzpr - kQ S3,

d84 —

dt :>\3_9$2 — A Sa,

Do\ gp £ AT — kPl 4 ko — kP 4 kg
at 1 9Pr 1 1P 1 Dr 2 Do 2 Drs
dr

E :6181 —+ 5254, (B].)

a partir de estas ecuaciones diferenciales podemos ver que tenemos una cantidad conservada, la
concentracién inicial de promotoras es constante pg = p, + S1 + S2 + s3 + s4. De las reacciones que
tenemos consideramos que las 4 primeras se encuentran practicamente en equilibrio, por lo que
las primeras cuatro ecuaciones diferenciales se consideran en equilibrio, de donde obtenemos las
siguientes condiciones

/\-‘r
s1="Lgp, = Aigpr,
)‘1
+ nl

1
$2 :kip?lpv» = K”l AT DPrs

kJr pn2
83 = k_p2 pr - an,Pm
)\+
S4 )\—gSQ = A2g$o. (B.2)
2

Nuestro objetivo es encontrar una relacion que describa a s; y s4 en términos de los factores de
transcripcion y la sintesis basal, ya que estos estan estrechamente relacionados con la sintesis del
ARm como se puede ver en (B.1), entonces con ayuda de las relaciones anteriores podemos escribir
lo siguiente

S1 S1
Hl = = ’
Po  Prt+S1+52+ 83+ 354
Hy =22 = o (B.3)

Po  Pr+s1+Ss2+ S35+ ss

al evaluar las cantidades obtenidas en (B.2) en estas relaciones obtenemos

)\
H, = 19 ,
1+)\19+ + 712 +)\29Kn1
)\Qg n
Hy = s . (B.4)
14+ Mg nz + )\29 Knl

Recordar que la sintesis del ARm esta dado por el termino é1s1 + 254, por lo que ahora tendremos

S S
0151 + 02854 = 51]00}71 + 52]30174 = 61poH1 + dopoHo = H, (B.5)
0 0
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Funcién de Hill general

donde
Pyt py!
d1poAig + 52p0)\2gﬁ BoKo + Bi1 T
H= R = i et (B.6)
L+ dg+ @ + o +Aogidm 14+ Ko+ Bar e + Boagder

(Bo = d1po, Ko = Mg, Bi1 = daporag, P21 = (1 + Aag), oz = 1) esta funcion de H que hemos
definido corresponderia a la funcion de Hill de nuestro sistema, nos dird como se va sintetizando el
ARm en términos de los factores de transcripcion P; y P», ademés de una constante basal Kj. A
Bo se le conoce como la velocidad de sintesis basal. Ahora podemos dar una generalizaciéon de esta
expresion, para ello suponemos que tenemos un sistema con m proteinas que actia tanto como
activadoras o supresora, entonces nuestra funcion de Hill generalizada sera de la forma

n; q
BoKo + >, Bij (;’n])
Hg - Jn]- b

1+K0+2jﬁ2j%

(B.7)

hemos agregado una ¢ en el numerador, debido a que si la proteina acttia como activadora ¢ = 1,
mientras que si actia como supresora g = 0. De esta manera hemos realizado una generalizacion de
la funcion de Hill y que serda muy util para analizar cualquier médulo de transcripcion/traduccion
en el que participen muchas proteinas. Podemos incluso introducir correcciones estocésticas a esta
funcién de Hill, solo sera necesario cambiar a p;-” de la siguiente manera

TL7’ TL]‘ n_172
Py = p; + 0% (py,pi)ni(ng — Dp) 7, (B.8)

este cambio se hace de acuerdo con la forma en la que se obtuvo la funcién de Hill con correcciones
estocasticas.
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Apéndice C

Calculo de la deficiencia

A continuacién, mostraremos como se transforman las redes de procesos bioquimicos para que
tengan deficiencia cero (y sean al menos débilmente reversibles) y asi el método para encontrar la
distribucion estacionaria pueda ser aplicado. Hay que recordar que la deficiencia se calcula como
A = |C|—1—s, donde |C| es el niimero de reactantes y reactivos, [ es el nimero de clases de enlace
del grafo de red, y s es la dimension del subespacio estequiométrico de la red.

C.1. Fosforilacion

C.1.1. Casol

Primero trataremos al proceso de fosforilacion/desfosforilacion cuando no existen procesos in-
termedios, recordar que las reacciones que describen a este proceso son las siguientes

Z+X8 74X, Y+ X, 87+ X,
o k(1)

Xp+p = Xpp, 0= Z, (C.1)
kogf 5

obtenemos los siguientes valores |C| = 8,1 =4 y s = 3, por lo que ahora la deficiencia serda A =1,
si ahora usamos las ideas de [20] y modificamos nuestras reacciones de la siguiente manera

klz
X = X,

kay

=
—~

o~
=

kon
X, +p = Xpp, 0
kogs

Z, (C.2)

=1l

(siendo z y y las concentraciones de Z y Y respectivamente), ahora volveremos a calcular la
deficiencia, con |[C| = 6,1 = 3 y s = 3, obtenido A = 0, por lo que ahora podremos aplicar
el método que hemos desarrollado para encontrar la forma de la distribucion estacionaria. Algo
similar se harfa cuando existen procesos intermedios.
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Calculo de la deficiencia
C.2 Redes de regulacion genética

C.2. Redes de regulaciéon genética

Los calculos que realizaremos son vélidos para los dos tipos de redes que analizamos. Hay que
recordar que las reacciones que describen estos sistemas son

0" ARm 22 proteina,
ARm % 0,
proteina 2% 0. (C.3)

estas reacciones corresponden a un solo modulo de transcripcion/traduccion (MTT), calculamos su
deficiencia con |C| =7,1 =3y s = 2, obteniendo A; = 2, por lo que para una red con n médulos
obtendremos A, = 2n, si ahora usamos las ideas de [20] y modificamos nuestras reacciones de la
siguiente manera

ki1H
0 =2 ARm,
TYm

kg?"
0 = proteina. (C4)
p

donde r es la concentracion del ARm, ahora tendremos |C| = 4,1 =2y s = 2, obteniendo A; =0,
y para una red de regulaciéon genética con n moédulos tendremos A, = 0, por lo que ahora ya
podremos determinar la distribucién estacionaria del sistema.
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Apéndice D
Proceso de vida y muerte

Usando el formalismo de operadores resolvemos el problema de vida-muerte de manera analitica,
recordar que encontrar una solucién a este problema es particularmente complicado. En el problema
de vida y muerte se supone que unos individuos (o particulas) son creadas a una tasa fija, mientras
que estos mueren en proporcion a los que estan vivos, es decir, tienen una transiciéon de probabilidad
similar a

W x|z’ t) = tT(2)0p w1+t (2)0p0r 1. (D.1)

donde tT = 7 y t~ = 7oz, por ahora no introduciremos estas cantidades explicitamente. Por
ahora explicaremos de manera general como son los pasos para resolver esta ecuaciéon usando el
formalismo de operadores, y sorprendentemente tiene una gran similitud con lo que esta presente
en los cursos de mecanica cuantica. Nuestro sistema solo tiene 2 procesos, por lo que ahora nuestra
ecuacion maestra tomara la siguiente forma

O P(z,t|',t) =tT(x—1)P(x—1,t|lz",t" )+t (x+ D) P(x+ 1,t|a", ') — [tT(2) +t~ (2)]P(x, t|2', 1),
(D.2)

simplificamos un poco la notacién tenemos,
Ops(t) = 7 (x = Dpo-1(t) + 7 (z + Dpasa(t) — [tF(2) + ¢ (2)]pa (). (D.3)

En base a la notacion usada en el capitulo 3 aplicamos esta ecuacion sobre un ket |z) y sumamos
sobre esta variable

S 0pa(t) &) = 3t (@ = Dpacr (8) ) + 32t (@ + Dpaa (0 [2) — S5 (@) + ¢ (@)]pa(t) |2)

xT
(D.4)
aunque no hemos definido los limites de esta suma es bastante obvio que la suma empieza de cero,
yva que el minimo nimero de individuos es cero, simplificando la relaciéon anterior,

01G() =Y por (Ot (@) [ + 1)+ por ()t (2") [a” = 1) =D pe (D)t () +t ()] ) . (D.5)
Ahora suponemos que existen un conjunto de operadores que son de la siguiente forma

a|z) =t (z)|z—1), a'|z) = t"(2) & + 1),

b~ |z) =t (z) |z), b ) =t (2) |2), (D.6)

se tiene ademas la propiedad a~ [0) = 0 (la cota de la suma que hemos mencionado). Como
ya hemos mencionado en la seccion anterior el objetivo de definir operadores de esta manera es
para hacer aparecer al ket |G(t)). Estos operadores tienen un gran parecido con los operadores de
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Proceso de vida y muerte

aniquilacion y creacion presentes en el problema del oscilador cuantico [21], con estos operadores
(D.5) se simplifica

0 |G@)) = (aT +a” —bT —b7)|G(t)) = —L|G(1)). (D.7)
Esta ecuacion es muy similar a la que se encuentra en mecanica cuantica [21], més concretamente
muy parecida a la ecuacion de Schrodinger, en el lado derecho de esta ecuacién ningtn operador
depende del tiempo podemos solucionarlo facilmente de la siguiente manera:
primero suponemos que existe un operador de evoluciéon de tal manera que

IG(t)) = U(t)|G(0)), (D.8)
por lo que ahora solo faltaria encontrar este operador de evolucién, y este es justo
U(t) = exp(—Lt). (D.9)

En el caso en el que el operador L dependa del tiempo, y su conmutador a tiempos diferentes sea
diferente de cero, uno podria usar las series de Dyson (aunque se tendria que cambiar ligeramente la
notacion para hacerla mas entendible) para mas detalles de como solucionar esto se puede ver [21].
Este operador L que hemos usado para simplificar un poco la notacion podria englobar un gran
nimero de operadores, ademas se podria usar incluso cuando estéan involucradas muchas variables o
procesos de varios pasos. Ahora nos enfocamos con mas detalle es este problema, primero volvemos
a escribir nuestra ecuacién maestra

Opa(t) = M1pa—1(t) + 72(x + Dpey1(t) = [n1 + 72(2)]pa (1) (D.10)

En base a la notacion usada en la seccion anterior y las relaciones que aparecen en (E.4), aplicamos
a la ecuacion anterior un ket |z) y luego sumamos sobre esta variable

Yo 0wa(t)le) =Y mpem1(t) J2) + D (@ + Dperr () |2) = Y1 +72(2)]pa () |2), (D-11)

x

En base a esta ecuacion suponemos que nuestros operadores acttian de la siguiente manera (para
el caso de procesos de vida-muerte)

a”|z)=xlr—1), atlx) =z +1), (D.12)

en el caso del operador de aniquilaciéon se ve que la disminucién es de manera lineal, mientras que
la creacion es constante, de estas relaciones se calcula que el corchete de Poisson de los operadores

el cual es
[a”,at] = 1. (D.13)

Ademas, es facil mostrar la siguiente relacion a~a~ |z) = z |x), esta sera de utilidad a continuacion.
Con estos operadores ahora tendremos la siguiente ecuacion

d
= 1G() = —L|G()). (D.14)
Donde el operador L esta dado como

—L=-ma"—ya +b"+b" =ata o —mat —ypa +y1 =72 (" - 1) <a - z;) . (D.15)

Ahora definimos unos operadores de aniquilacion y creacion

¢t = (at —1), ¢ = (a— = 71) , (D.16)
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Proceso de vida y muerte

el objetivo de tener operadores de creacién y aniquilacién es poder resolver el problema de una
manera similar al oscilador armonico, con estos operadores finalmente tenemos

L= —yctc. (D.17)
Estos operadores tienen el siguiente conmutador
[, ct] =1, (D.18)

y nos recuerdan mucho a los operadores escalera usados al solucionar el oscilador armoénico, por lo
que se tendria una base |c) tal que se cumple

Lc) = yalcle) (D.19)

con esto evaluamos (D.9), por lo que ahora

U(t) = exp(— ZZ |y ("] exp(—Lt) |c') ('] = Z |c") exp(—v2lot) (], (D.20)

podemos expandir también al ket |G(0)) en la base del ket |¢) de la siguiente manera |G(0)) =
Y. Aclc), con esto la expresion (D.8) sera

G(t)) = exp(—alet)Acc) . (D.21)

C

Ahora veremos c6mo son estos eigenvalores, para esto vemos que los conmutadores seran
[L,ct] = yoc™, [L,c7] = —7y2c™, (D.22)
por lo que al desarrollar siguiente
Let o) = (¢" L+ 72¢™) |6 = (Lo + 1)(e* |e)), (D.23)
de este resultado podemos inferir (procedemos de manera similar con a™)
tle) = le+ 1), ¢ ey =cle—1), (D.24)
de estos resultados podemos obtener lo siguiente
ey = (¢*)70), (c7)]0) =0, (D.25)

si recordamos lo que se hace en mecénica cuantica con los operadores escalera, existe una corres-
pondencia entre los operadores escalera y la posicion y la velocidad, de hecho, es la representacion
de los operadores en otra base,

at — s, a” — 0,

por lo que ahora suponemos que para nuestro sistema existe una base en donde la proyecciéon es
tal como en las relaciones anteriores, de hecho se puede mostrar que esta corresponde a la base |s),
para verlo uno puede recordar lo que se hace cuando se usa la funcién generatriz para resolver la
ecuacioén maestra, por lo que los otros operadores seran

c_—>(s—71>, ct = (s—1),

V2

con ayuda de las relaciones anteriores y de (D.25) obtenemos

(sle) = (s] (c*)"[0) = (s = 1)" (50}, (D.26)
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Proceso de vida y muerte

se ha aplicado el operador en el bra, para encontrar el (s|0), aplicaremos ¢~ como a continuacion

(s]e]0) = 0= ( — j) (510} (D.27)

por un lado, lo aplicamos sobre el |0) y por el otro sobre (s|, esta es una ecuacion diferencial

. . 1)s o
tiene como solucion (s|0) = N e<”2 , el factor N es una constante de normalizacién, con lo que
finamente tenemos

(sle) = (s — 1)° Ne(3)®, (D.28)

ahora calculamos (c|s),

ds ds , (L)S
) = '\ = —— N — e -1 C]\/v v D.2
St = (ele) = f 5 (el (1) = 55 (els) (s = 1 Vel (D.29)
para que se cumpla el teorema integral de Cauchy se tiene que elegir

1 ei(%)s
(cls) = Nm, (D.30)

calculamos ahora lo siguiente {c|z) y (z|c) con ayuda de las relaciones (E.4), (D.28) y (D.30)

(ele) = 2= (cls) (slo) =

— (s +1)%, (D.31)

%ds 1 e_(%)s w_j{ds/ 1 e_(%)<s/+l>

NG L amN (o

aplicando el teorema integral de Cauchy

11 _(m)< c! e | = s ©
— Nge (wz 2 (Cf l)'l'aS' l |:e (72) :|9/:0 8@ [(5’ + 1) ] '—0
_lo@s L ()T e
NE Z(c—l)!l!( w) (x—l)'e(x )

_ %e*(%) <_ <%)>Z ﬁ (ﬁ;)l & ! e = . (D.32)

1=0

El término del sumatorio puede ser evaluado usando algtn sistema computacional (en este caso
se usa Mathematica) se encuentra que es proporcional a la funcién hipergeométrica generaliza

—1)¢ ! <
(eloy = 072 - (3F) (ﬂ) Ale, z), (D.33)
N Y2
la z se define como z = min{z, c}, la funcion A(c,x) se define como a continuacion
- 72,2F2 L—z;c—z—l—l,m—z—&—l;ﬂ) - 7271F1 —z;|x—c|+1;7—1)
Ao ) 2B 2) () an( %) sy
zl(e — 2)l(x — 2)! 21|z — c|)!

En esta expresion se ve como depende de la funcion higrométrica confluente y hay una variable
que se tiene que introducir dependiendo de los valores de x y c. Ahora calculamos el siguiente
termino y procedemos de una manera similar que el termino anterior,

s s (s—1)° e(%)s
(@le) = § 22 als) () = f o= =D R (D.35)

21
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Proceso de vida y muerte

aplicando el teorema integral de Cauchy

= % (m ic'l)'l'a: l |:e(%)9:| aé [(S _ 1)61570
=0 5=0
il xz—1
= ﬁ (%) (c . i (D0 =), (D.36)

reacomodamos el termino dentro del sumatorio y volvemos a usar Mathematica con lo con lo que
finalmente tenemos

(z]c) = (-1)%!1\7(%)96/1(@7 z). (D.37)

Con esto encontramos que esta expresion aun depende de las funciones hipergeométricas. Con los
célculos anteriores ya se puede encontrar el valor de la variable A., por lo general podemos suponer
que p;(0) = dz,4, es decir existe algin determinado nimero y de elementos en el instante ¢ = 0,
para calcular esta variable nos fijamos en el ket |G(t)) en t = 0 y luego aplicamos (c|,

= (G(0) = () fele) = (el = T2 () (1) e (D.39)

V2

regresando a la expresion (D.21) podemos encontrar a p,(t) al contraer con (z|, entonces
Dz (t) = (|G(t) Zexp —vyact)Ac (zc) . (D.39)
Sustituyendo (D.38) y (D.37) en esta altima expresion

e} T+c
= Z eyl eiWCtef(jw) <::1) A(c,y)A(e, z). (D.40)
2
c=0

Con este resultado también podemos ver que el factor IV, es innecesario y podemos haberlo
eliminado. El estado estacionario es aquel cuando el parametro ¢ crece (o tiende a infinito), por lo
que en (D.40) casi todos los términos del sumatorio tienden a cero, el Gnico termino que no tiende
a cero es el que corresponde al eigenvalor ¢ = 0, por lo que podemos considerarlo como el estado
estacionario de nuestro sistema, entonces la p, estacionaria de nuestro sistema sera

pe(8) =yl (33) (”) AQ9)A0.2) = 3 () (2] (D.41)
Y2 €Z: Y2

Este resultado es justo una distribuciéon de Poisson, con la particularidad que las gammas pueden

tomar muchos valores, ademas esta solo depende de la razén entre las gammas.

En la figura D.1 se puede observar una grafica de la distribuciéon del proceso de vida y muerte,
aqui se observa como la distribucién de probabilidad se acerca al estacionario relativamente rapido.
Con ayuda de los resultados también es facil obtener la ecuacién generatriz de nuestro sistema, el
cual nos ayudaria a obtener de manera mas sencilla el promedio la variable x y su varianza. Para
encontrar la funcion generatriz

G(s,t) = Zemp Yact) A (slc) . (D.42)

Sustituyendo (D.38) y (D.26) en esta tltima expresion

oo

=5 (gt ee e (G3) <E>CA(C, y)(s — 1)ce(3), (D.43)

Y2

c=0
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Proceso de vida y muerte

Distribucion de probabilidad

P(x,t)

entos)

6
4 elem
de
2  (namer®

Figura D.1: Distribucién del proceso de vida y muerte de una variable a lo largo del tiempo.

Recordar que se cumple lo siguiente

S 2 S
iy = 240, @2(0) — ) = 298 (pagy

Calculamos la primera expresion por lo que tenemos

(x(t)) = (3;) (1— ylA(L, y)e ") = G;) (1 + ((3?) y— 1) e-72t> : (D.45)

esta expresion corresponde al promedio de la variable x, esta expresion de hecho coincide exacta-
mente con la solucién determinista, ahora para calcular la varianza primero tenemos que calcular

(@2(1)) — (a(t)) = (”) (1 - 291A(L y)e " + YA, )22, (D.46)
Y2

con ayuda de este resultado finalmente podemos calcular la varianza sera (o2(t) = (22(t)) — (2(t))?)

2
a?(t) = (%) (1 -yl A(L,y)e ") + (%> (A(2,y) — ylA% (1, y))yle 27" (D.47)
72 72

Podemos ver como el promedio de variable x tiende a una constante a tiempos muy grandes, de
igual manera que la varianza, de hecho, como hemos mostrado la distribucién estacionaria es una
de Poisson por lo que a tiempos grandes se obtiene un promedio y varianza correspondiente a
la distribucion de Poisson. Con este ultimo resultado ya podemos calcular las fluctuaciones en el
sistema, el cual seria

2

7= (2) 0= aatme )+ (2) (es) - e apme = (0.48)
Y2 Y2

cuando tomamos el limite de ¢ tendiendo al infinito se recupera las fluctuaciones en el estado esta-

cionario. En esta expresion se puede observar que al principio las fluctuaciones estan influenciadas

por la condicién inicial.

El formalismo de operadores resulta ser bastante conveniente para resolver de forma analitica
la ecuacién maestra, sin embargo, no siempre es posible hacer uso de los operadores de creaciéon y
aniquilacién como los hemos usado aqui, aun asi, existen varios problemas en los cuales se podria
aplicar este formalismo.
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Apéndice E

Modelo estocastico de un MTT

A continuacion, haremos un analisis estocastico de un solo MTT, similar a lo que se encuentra
en la figura E.1. Para el analisis nos enfocaremos en encontrar de manera analitica la distribucién
de probabilidad del sistema, més ain, encontraremos a la funciéon generatriz de donde se pueden
inferir varias cantidades estadisticas.

fm—— = m e m e mmmm e
1
x |

"1
Input funtion 1

I:ﬁ> () :
1

1

1

1

1

1

1 Y
Transcription => Translation :F>

1
1
e |

Figura E.1: Médulo de trascripcion/traduccion [8].

Nos centraremos en analizar el modelo estocéstico que esta en [30], en este ejemplo se analiza
un moédulo que se encuentra completamente aislado, donde los procesos que ocurren dentro son de
la siguiente forma

k}+
. A .k k .
Gen inactivo 2 Gen activo =5 ARNm 3 proteina,
ky
ARNm 2% 0,
L
proteina — 0. (E.1)

La primera relaciéon nos habla sobre como primero se activa y desactiva el gen a través de un
proceso de tipo telégrafo aleatorio, después de que los genes estédn activos estos se copian para
producir el ARm (proceso de transcripcion), después de esto el ARm sintetiza la proteina (proceso
de traduccion), aunque este modelo no es tan realista principalmente en la parte de la activacion
de los genes, sin embargo, sera suficiente para conocer un modelo estocastico del MTT. Todas esto
se pone con més detalle en las siguientes reacciones, con g denotando a los genes activos, m al
ARm, p a la proteina,
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Modelo estocastico de un MTT

kT
Activacién genética: g — g+ 1

N " ki g
Desactivaciéon genética: g — g — 1

Trascripciéon: m kif m+1
Degradacion de ARm: m ™% m — 1
Traduccién: p Yp+1

Degradaciéon de la proteina: p LY p—1

De las reacciones anteriores se desprende la siguiente ecuaciéon maestra, asumiendo que el proceso
es Markoviano y ademés los siguientes tiempos de actividad genética 7 = 1%* + ki, mientras
1

que T = i y T3 = % son los tiempos de degradacion del ARm y la proteina respectivamente,
p

hemos supuesto que hay un niimero méaximo de copias de un gen que pueden ser activados ¢g"*%,
en muchos modelos g™** oscila entre 1-8,

dP(g,m,p)

dt =k (g™ — g+ 1)P(g — 1,m,p) — ki (¢ — g)P(g, m, p)

+ky (g+1)P(g+1,m,p) — ky gP(g, m,p)

+1
+ mT P(g,m+1,p) — ?P(g, m,p) + k2gP(g,m + 1,p) — k2gP (g, m, D)
2 2
p+1 D
+ ksmP(g,m,p — 1) — kamP(g,m,p) + W P(g,m,p+1) — —P(g,m,p). (E.2)
3 3

Ahora resolveremos estas ecuaciones desde la perspectiva de operadores, similar a las ideas presen-
tadas en [11], ademas resolvemos en el apéndice un ejemplo con este método y de donde tomaremos
algunas ideas. Consideramos las siguientes convenciones

g™ oo oo
szl |$7, - Z Z Zp(g,m,p)(t) |g,m,p>7 (ES)

g=0 m=0p=0

los sub-indices engloban tanto al gen(g), el ARNm(m) y a la proteina(p), en este orden en especifico.
Se ha adoptado una notaciéon que es muy comin en mecanica cuantica [21], se puede recuperar la
notacion con la funciéon generatriz de la siguiente manera (estos resultados se obtienen de acuerdo
con la notacion de Dirac)

(s|G(1) = G(s, ), (2] G(8)) = pa(D),
(sla) = s, (els) = <
<JJ|$/> = 531‘,90’7 (E4)

a la ecuacion (E.2) se le aplica un ket y se le suma sobre todos los posibles x; = g, m, p, obteniendo

S 1y — 57 (ko - 1~ 97 Plg — Lom.p) ) + KF (9 — 97) Plg. ) [z2)

dt
T; T;
m+1 m
+ p P(g,m+1,p)|z;) — *P(gym,p) [z:) + kagP(g,m + 1,p) |x:) — k2gP (g, m,p) |s)
p+1
+ kamPlg,m,p = 1) |ai) — kamP(g.m.p) |o:) + % Plg,m.p-+ 1) foi) = 2 P(g,m.p) ) )

(E.5)
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Modelo estocastico de un MTT

Ahora definimos el siguiente conjunto de operadores

ar lg)=glg—1), af lg) =lg+1),
ay [m) =m|m—1), a3 |m) =|m+1),
5 lp)=plp-1), aj Ip) =Ip+1),

b |g> —glg+1), (E.6)

se puede ver como los operadores actiian cada uno sobre diferentes variables, para ser precisos es
una notacion tensorial la que se usa (para méas detalles ver [26]), por lo que ahora sera suficiente
con analizar el corchete de Poisson de la siguiente manera,

[a’177a;r} = [a;,a;] = [a?jva;:] =1 (E7)

Con estos resultados ahora reescribimos a (E.5), simplificamos esta expresion introduciendo g =
+ —_
Gy @y,

% IG(1)) = ki g™ al |G(1) + k{ b1 |G(1) + ki (afar —g™*") |G(1)) + ki ay |G(t)) — Ky afay |G(1))

1 _ 1 _ _ _
+ % 1G(1)) — 72“;“2 G(t)) + k2ai ay a3 |G(1)) — afay |G(1))

_ _ 1 1,
+ ksag az ag |G(t)) — ksazay |G(1)) + 2,0 [G(1) — ;Sacfaa 1G(2)) - (E.8)
reacomodamos términos (y = 2—1;)
1
160 =it (<60 (o + 120 ) (o + 50 ) - 25 40 ) 60y
1 _ _ _ 1 _
+ - a3 )ay |G(t)) + k2ai ay (a3 — 1) |G(t)) + ks(ag — 1)az ag |G(t)) + U af )ag |G(1)) .

(E.9)

introducimos el siguiente conjunto de operadores inspirados en lo que se ha hecho en el apéndice
para el proceso de vida y muerte, con el objetivo de formar operadores escalera similares a los que
se encuentran en el problema del oscilador armoénico cuéntico

max

bf:af+g , b+:a1+i
1—v 1—v
by =a;, b =ai — 1,
by =asz, by =ai —1, (E.10)
ahora tendremos
d _ max 1 _
S160) =it (<o nerer - £ vo - Lonng 6o
o max - o 1 -
+ (lw (b1+ - ﬁ) (b1 - f—ﬁ) bf + ksbg (b b3 +by) — gbibg) Gy,  (B11)

suponemos que existe una base (|7, k,[)) de tal manera que los operador actiian aqui de manera

similar a los operadores escalera, por la definicion de (E.10) estos operadores aun cumplen corchetes
de Poisson similar a los operadores (E.6) por lo que de inmediato se encuentran las siguientes
relaciones,

by [k) = k|k—=1), by |k) = |k + 1),
by |)=11—1), b |ly =1+ 1). (E.12)
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Modelo estocastico de un MTT

Con esto en mente podemos expandir a [G(t)) = >_ G’ 1(t) |7, K, 1), podemos ir un poco mas
lejos y proponemos el siguiente anzatz,

l

TG, () 1,k 1) (E.13)

|G(t)) = Ze—(k;((v_lmgyf
jkl

la estructura esté inspirada en la solucién del problema de vida y muerte que aparece en el apéndice,
sustituimos nuestro anzatz en la ecuacion (E.11), con lo cual obtenemos

pNE )15,k = Kb+ ke (b7 — —=) (b7 — £ ) b + kabd (633 +05) ) G N
j’,k’,l’()lJ, :)* Z 1 b1+ k2 1T T 1 = 5 + 33(2 2+2) j’,k’,l'(t)‘]v 7>4

jkl G 1—v 1—v

(E.14)

aplicamos a la relacion anterior un bra (I, k, j| por la izquierda, con lo que finalmente obtenemos

Gina(t) = kT T Gyt (t) + ko Y T 50510 Gyr g a(8) + ks D TR o611, Gopr o (b).
j/

P K
(E.15)
Donde
1 . ./ . .’ . ./
D)= Glbali")y = > Glbilg) (ali"y = = D g Gilg + 1) (gli")
g=0 g=0
max gme mazx
2"’: ] +*L 77'97 i — 1 + 2 779 ./
w2y =0l (o - ) (o - £ ) ) > al (1 = 12 Y 1o ol (37 = 95 ) 1),
i = (k|63 by + by [K') = K (O s + Gpr—1)- (E.16)

La estructura de (E.15) es muy similar a una ecuacion diferencial matricial por lo que su solucion
sera.

G(t) = Gpu(t) = (W TR itksT )t § (E.17)

Donde I}, = 6x—1,,» y I = 6;—1,» son matrices, por lo que ahora solo queda calcular los términos
A = Aj 1, omitiremos gran parte del desarrollo debido a que ya hemos la hemos calculado en el
apéndice, para ello solo daremos algunos detalles de como proceder. Con (E.17) nuestra solucion
sera

(o) = S e O (ODi D) )i, )1k, (E.18)

jkl

para calcular el término A; ;; primero nos fijamos en lo siguiente (I, k, j|G(0)) = A; 1, mientras
que por otro lado |G(0)) = Zg m ppgm,p(O) |g,m, p), en general muchas veces para las condiciones
iniciales se asume que nuestro sistema tiene algtin niimero determinado de elementos, tal como que
todas las variables empiezan en cero, aunque esto aplicaria para este problema, nosotros tomaremos
como condicion inicial algo mas general pg . (0) = 09,90 0m,mo0p,po» juntando todo tenemos

Aj,k,l = <la k;]|G(O)> = Z pg,m,p(o) <lv k7j|ga map> = <la k7j|907m03p0> s (Elg)

g,m,p

por la forma de esta ecuacién uno puede calcular cada una de manera independiente, es decir
cambiaremos un poco la notacion (para mas detalles ver [21, 26] )

<l7 k7j|goa m07p0> = <]|gO> <k|m0> <l|p0> : (E20)
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En la parte final se realizan los calculos detallados para cada una de estas cantidades, se obtiene
lo siguiente (y3 =

177)

(ilg) = e T (4s)T (—rsg™ VI AL 9, 2),  (9ld) = 31 (—3)? (139™) Av (G, 9, 2),

m)! 1 k! k—m
(klm) = me(m — k), (mlk) = ﬁm(*l) 0(k —m),
_ p! 1 I —m

) ) ] 2¢O TE B (— 2| g— A1y 2 g™
la z se define como z = min{g,j}, 41(4,9,2) = (cmie™) lz!(l‘(g_zjll;]! IHs9 ), con estos
resultados finalmente tendremos

maz : ! !
Ag = e (yqg) (—y3™ )0 A4 (4, go, 21) (%H(mo - k)) %9@0 =),

(mo — k) (po — 1)
de las relaciones (E.21) se calcula de inmediato las siguientes cantidades

max

9N g (vs) T (g™ ) T AL g +1,2) A (5 9, 2),
g=0

max

F},j/ — j'!e*“/“/s(g

gmuz
T2 =g 30 + Y ((g+1) (Glg+ 1) (g + 115") — v3s (ilg) (g + 115")) +vys (ilg + 1) (gli")) »
g=0

ya con todos estos resultados y con ayuda de (E.18) calculamos la distribucion de probabilidades,
al multiplicar por un bra (p,m, g| del lado izquierdo, obteniendo

AR TRy mazxy, k , L
Pomap(t) = 3 e (D00 ™ DR L) G (1) (pm gl k1) (E.22)
7.k,

Podemos calcular la funcion generatriz de nuestro sistema, para ello usamos (E.18) y al multipli-
camos por un bra (s1, sg, s3|, con lo que obtenemos

(.t _1V)4 max k1
G(s1,52,83,1) = E e (k" ((=Ds+nag™ )+

gkl

VG k(1) (1 — 1Y€ (55— 1) (s5 — 1) (E.23)

Con esta funcion resulta relativamente sencillo calcular los promedios y varianzas de cada una

de las variables, lo que posteriormente facilitaria cuantificar las fluctuaciones del sistema. Primero
calcularemos el promedio de cada una de estas variables:

l9) = (6_(%(%1)))&6:1,0,0(75) - 773G0,o,0(t)> efwse_(kfr%gmw)ﬂ

(m) = 67(khwmu%)tGo,170(t)e_W3,

(py = e~ (9™ )t o )e s, (E.24)
mientras que para calcular la varianza primero necesitaremos lo siguiente,
(6") = (26_2(k;r(7_1>)tG270’0(t) + 2yyse” (TG o o(8) + 735y — 1)Go,o,o(t)) e~ (K vag™ )t
(m?) = <2e_(%)tgo’270(t) + Go,l,o(t)) e—wvse—(kfw:sg’"“-s-%)t’

(p*) = (267(

. . . 2
por lo que ahora la varianza de cada una de las variables sera o? = (22) — (x)*, pero como nos

2
interesa las fluctuaciones, de inmediato las calculamos como n? = E;g -1

|~

maz | 1

) Gooa(t) + Go,o,l(t)) ee (s e (E.25)

9

)
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E.1 Célculos para el modulo de transcripciéon

— ty— —(kt(y—
(26 2(ky (v 1>)tG2,0,0(t)+2773e G 1))tG1,0,0(t)+’Y’73(7’Ys*UGO,O,O(t))

— - 17
g (e— (krh_l))tGl,o,o(t) _ 77300,0,0(t)) ’ e—V13e” (ki vagman)t
2 @g(%)temo(t) + Go,l,o(t))
= 57(k1+”39maw+%)tG3’1,0(t)e*W73 o
, (26_(%)tG0,0,2(t) + GO,O,l(t))
Mp = _(kr%gmm_k%)tg‘ao’l(t)e—w»yg -1, (E.26)

estas relaciones muestran las fluctuaciones sobre cada una de las variables que estan presentes en
el sistema, si uno quisiera conocer las fluctuaciones de todo el sistema sumaria las tres cantidades
anteriores y luego sacaria la raiz cuadrada.

E.1. Calculos para el médulo de transcripciéon

A continuacion, detallaremos los calculos para (j|g), (k|m) y (l|p), de igual manera para (g|j),
(m|k) v (p|0), dos de ellos son parecidos por los calculos se reducen, primero nos enfocaremos en
(j]g), para ello partimos de las siguientes relaciones

bl =1i+1), by li) =jli—1), (B.27)
de estos resultados podemos obtener lo siguiente usando estos resultados se tiene
) = (1) 10), (b7) 10) =0, (E.28)

si recordamos lo que se hace en mecanica cuantica con los operadores escalera, existe la siguiente
correspondencia

at — s, a” — Os,
por lo que nuestros operadores serén (y3 = ﬁ)
by = (0s +77s), bf = (s +9™"3), (E.29)

por lo que ahora suponemos que existe una base en donde la proyeccién es tal como en las relaciones
anteriores, se puede mostrar que esta corresponde a la base |s), entonces

(sls) = (a1 (61" 10) = (s + g™*73)’ (5[0}, (E-30)
para encontrar el (s|0), aplicaremos b; como a continuacion
(s]by'10) = 0 = (0s +773) (s10) , (E.31)

Esta es una ecuacion diferencial tiene como solucion (s|0) = Ne~773% el factor N es una constante
de normalizacion, con lo que finamente tenemos

(s14) = (s + g™*" )’ Ne 175, (E.32)
ahora calculamos (c|s),
ds ds ;
R — YA _ . -/ _ . max J —YY3S8 .
St = l) = § g Gls) 617 = § 5 Gl (54 g™ Ne ™, (£:33)
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Modelo estocastico de un MTT
E.1 Calculos para el modulo de transcripciéon

para que se cumpla el teorema integral de Cauchy se tiene que elegir
1 V38

(jls) = J+1

(E.34)
N (s + gmazys)

calculamos ahora lo siguiente (j|g) y (g|j) con ayuda de las relaciones (E.4), (E.32) y (E.34)

Gy ds B ds 1 eV 38 g ds' 1 3’9 v3) , maz_ g
(Jlg) —7{%<]|8> (slg) —fﬁﬁws _?{%iﬁw(s = 9" s)?,

(E.35)
aplicando el teorema integral de Cauchy
(lg) = 1 8], [ Y3 (s’ =g™ " y3) (s' — gmaw,yg)g]
N s s'=0
_1 1 =773(g™ " 3) o9 yy3s’ ! ’ maz,_ \9
= %7 Z gt [ =)
11 —’Y’Ys(gm(m"/ ) j—l g' max g—1
= 0(g—1)(— . E.36
Nl Z D (v73) -1 (=1 (=9"""s) (E.36)

El término del sumatorio puede ser evaluado usando algtn sistema computacional (en este caso
use Mathematica) obteniendo

—yy3(g™m®

78) (’773)J (773gmaz)gA1(jag7z)v (E37)

la z se define como z1 = min{g,j}, ademas la funcion A;(j, g, z) esta definida como

(Jlg) = e

(=7139™*) " 2Fa(l,—zg — 2+ L,j — 2+ 1;9939™) _ (=139™*") T 1Fi (=29 — il + 1,9939™)

A '7 b = . .
1092 Ag— 21 - =)l g — i
(E.38)
Ahora calculamos el siguiente termino
N ds N ds (s+ g y3)d N~ 7738
(ali) = § 5o (als) 6li) = f 5 , (8.39)
aplicando el teorema integral de Cauchy
S E g max J ,—v3s
(glih = 101 [(s + g™ ) ]
— —yv3s 11 max j
gl Z —l 1 o [6 e ]s:0 05 [(5+g 7‘Q’)J]szo
- .7' max j —
= NZ o (9 G Y 0 =, (E.40)

reacomodamos el término dentro del sumatorio y volvemos a usar Mathematica con lo con lo que
finalmente tenemos

(9l3) = 3{(=773) (139™*") Ar(j, 9, 21)- (E.41)

Procedemos de manera similar para calcular los brakets relacionados con b, (valido también para
by )

by |e) = |k + 1), by |c) =k|k—1), (E.42)

de estos resultados podemos obtener lo siguiente usando estos resultados se tiene

k) = (b3)" 10), (b7) 10) =0, (E.43)
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E.1 Célculos para el modulo de transcripciéon

si recordamos lo que se hace en mecanica cuéntica con los operadores escalera, existe la siguiente
correspondencia

— S, a — as,
por lo que los otros operadores seréan
by — Os, by — (s —1), (E.44)

por lo que ahora suponemos que existe una base en donde la proyeccion es tal como en las relaciones
anteriores, se puede mostrar que esta corresponde a la base |s), entonces

k
(slk) = (s] (b3)"10) = (s — 1)" (s]0), (E.45)
para encontrar el (s|0), aplicaremos b; como a continuacion
(s[b310) = 0 = B, (5]0) (E.46)

Esta es una ecuacion diferencial tiene como solucion (s|0) = N, el factor N es una constante de
normalizacién, con lo que finamente tenemos

(slk) = (s = )" N, (E.47)

ahora calculamos (k|s),

Siae = (HIK) = § 5 (hls) (sI1) = § 22 (hls) (s = D" N, (E.43)

271 273
para que se cumpla el teorema integral de Cauchy se tiene que elegir

waz;@;&ﬂ, (E.49)

calculamos ahora lo siguiente (k|m) y (m|k) con ayuda de las relaciones (E.4), (E.47) y (E.49)

ds’ 1 1

ds 1 1 1 (
2mi N (s/)k+1

i = f g h) G = 2 L = f

aplicando el teorema integral de Cauchy

s+, (E.50)

(k|m o [(s+1)™] L L!Q(m — k) (E.51)

yoil _L
T NE s'=0 " N E!(m — k)

Ahora calculamos el siguiente termino

_fds _ [ ds(-1N
k) = § 5% (mls) sl = o C D (8.52)
aplicando el teorema integral de Cauchy
(mlk) = — 0 [(s 1) L:O = i D0 = m). (E.53)
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