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Resumen

En este trabajo se presenta un anélisis de la ecuaciéon de difusion de Fick y su relacion con la
ecuacion de Smoluchowski. Se deduce dicha ecuaciéon y se muestra su aplicacion para la determi-
nacion del desplazamiento cuadratico medio traslacional de un micronadador, para tiempos t que
satisfacen las condiciones t < i yi> i’ donde D, representa el coeficiente de difusion rotacio-
nal. Se presenta una comparativa del desplazamiento cuadréatico medio a tiempos cortos y largos
para distintos microorganismos.

Adicionalmente, se realiza un anélisis teorico de los procesos estocasticos involucrados en el
desarrollo de la ecuacion de Fokker-Planck y su relacién con la ecuacién de Langevin, lo cual
permite obtener la ecuacién de movimiento rotacional de una molécula lineal con momento dipolar
.

Finalmente, se presentan resultados extrapolados a la regiéon macroscopica concernientes al
movimiento de un dipolo magnético montado en un dispositivo Hexbug, inmerso en un campo
magnético producido por dos bobinas. Mostrando el desplazamiento cuadratico medio para cada
dipolo en el sistema considerado.

Palabras claves: Movimiento browniano, ecuacion de Fick para la difusion, coeficiente de difu-
sion, dindmica de particulas coloidales, escalas temporales en procesos de difusion, ecuacion de Smo-
luchowski, funcion de densidad de probabilidad, comportamiento de micronadadores esféricos, ecua-
cion de Langevin, interaccion entre dipolos magnéticos, desplazamiento cuadrdtico medio (MSD),
efectos de campos magnéticos.
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Introduccion

La examinaciéon del 6évulo vegetal no impregnado, cuya descripciéon se publicdé a principios de
1826, condujo a Robert Brown a dirigir su atencién a la estructura del polen. En 1828, Brown
redact6 un panfleto titulado “A brief Account of Microscopical Observations made in the Months of
June, July, and August, 1827, on the Particles contained in the Pollen of Plants; and on the general
Ezistence of active Molecules in Organic and Inorganic Bodies.” [7], cuya publiacion oficial nunca
fue realizada, aunque si impresa en 1828 por el “Edinburgh Journal of Science”. Segin Brown, sus
investigaciones surgieron como un intento de encontrar el modo de acciéon del polen en el proceso de
impregnacion. La primera planta examinada fue Clarkia Pulchella, cuyo polen contiene particulas
cuyo tamano va desde ﬁ pulgadas hasta ﬁ pulgadas [§].

Mientras examinaba el polen de la planta bajo el microscopio, Brown observé que las particulas
de polen exhibian un movimiento constante y caoético en el agua. Este movimiento parecia ocurrir
independientemente de cualquier influencia externa detectable, como corrientes de agua u otras
perturbaciones identificables en ese momento. Como lo expresa Brown, [7, p. 2], “While examining
the form of these particles immersed in Water, I observed many of them very evidently in motion;
their motion consisting not only of a change of place in the fluid, manifested by alterations in their
relative positions, but also not unfrequently of a change of form in the particle itself; a contraction
or curvature taking place repeatedly about the middle of one side accompanied by a corresponding
swelling or convezity on the opposite side of the particle. In a few instances the particle was seen
to turn on its longer axis. These motions were such as to satisfy me, after frequently repeated
observation, servation, that they arose neither from currents in the fluid, nor from its gradual
evaporation, but belonged to the particle itself.”

Brown destacé dos caracteristicas fundamentales de este fenémeno. La primera se refiere al mo-
vimiento incesante de los granos de polen, incluso después de mantenerlos aislados en un contenedor
durante un largo periodo de tiempo. La segunda se refiere a la replicabilidad de este movimiento
incesante en objetos inanimados. Brown concluyé que dicho movimiento no se originaba en la vida,
sino en las particulas mismas [10].

Entre los anos de 1905 y 1908, Einstein publicé cinco articulos relacionados con el movimiento
browniano. El primer articulo incluye los fundamentos de su teoria, mientras que el cuarto articulo,
publicado en 1907, Einstein menciona las dificultades experimentales de medir las velocidades del
movimiento browniano. En los articulos publicados en 1905 y 1906, Einstein aborda las causas y pro-
piedades del movimiento browniano. En particular, el articulo de 1905 titulado On the Movement of
Small Particles Suspended in Stationary Liquids Required by the Molecular-Kinetic Theory of Heat
examina como los cuerpos de tamano microscopico suspendidos en un liquido exhiben movimiento
debido a los movimientos térmicos moleculares, sugiriendo una posible relaciéon con el movimiento
browniano [15, 10].



Resumen

Marian Ritter von Smolan Smoluchowski fue uno de los primeros cientificos en utilizar con
éxito la teoria cinética para estudiar el movimiento browniano. Smoluchowski comenz6 su trabajo
sobre el movimiento browniano en 1900, pero no publicé sus resultados hasta 1906, en parte debido
a la publicacion del trabajo de Einstein en 1905. Smoluchowski esperaba disponer de més datos
experimentales para respaldar su teorfa. En su articulo On the Kinetic Theory of the Brownian
Molecular Motion and of Suspensions, Smoluchowski determiné el coeficiente de difusion utilizando
un enfoque cualitativo basado en el concepto de camino libre medio. Este enfoque llevo a una
discrepancia con los resultados obtenidos por Einstein en 1905, con una diferencia de un factor de
g—‘%. Adicionalmente, Smoluchowski calcul6 el segundo momento del desplazamiento, el cual difirio

por un factor de \/g en comparacion con el resultado de Einstein.

Entre 1913 y 1915, Smoluchowski estudié el movimiento browniano en el espacio de configuracion
para particulas bajo la influencia de una fuerza externa. Particularmente, las fuerzas fueron de tipo
constante (e.g. gravedad) y de lineales de tipo restaurativo [29, 10].

La expresién provista por Smoluchowski tiene la siguiente forma:

Of (x,t) _ 0 {e— i’;?a% [Jﬁf@,t)]}

o Dax
donde f(x,t) representa el nimero de particulas por unidad de volimen, U(z) es el potencial de la
fuerza en consideracion y D es el coeficiente de difusion.

El trabajo de Smoluchowski se centré en la medicion de la distribucion espacial de las par-
ticulas brownianas, confirmando que la teoria desarrollada por él y por Einstein se ajustaba al
comportamiento del movimiento browniano.

En 1908, Paul Langevin publicé un articulo titulado On the Theory of Brownian Motion, en el
cual aplico la segunda ley de Newton al estudio del movimiento browniano, identificando dos tipos
de fuerzas involucradas. La primera se refiere a la fuerza ejercida por las colisiones de las moléculas
sobre la particula browniana, modelada estocasticamente como una fuerza aleatoria markoviana.
La segunda fuerza estéa relacionada con la viscosidad del fluido en el que se encuentran inmersas
las particulas brownianas, modelada utilizando la expresion de fuerza de viscosidad propuesta por
Stokes. La ecuacion proporcionada por Langevin en su articulo tiene la forma m% = 767ruai—f +X
y su solucién conduce al mismo coeficiente de difusion D hallado por Einstein [24, 10].




Capitulo 1

Ecuacion de Smoluchowski

1.1. Ecuacion de difusion de Fick

La ecuacion de difusion de Fick es fundamental para el entendimiento de los procesos de difusion
en sistemas libres de campos externos. Esta ecuacion establece una base conceptual esencial para el
analisis de la difusion en condiciones isotropicas. Su integracion en el estudio permite una compren-
sion detallada de los mecanismos bésicos de la difusion, creando un marco teoérico solido sobre el
cual se pueden incorporar efectos adicionales, como los campos magnéticos, que afectan al sistema.
De este modo, la ecuacién de Fick proporciona el fundamento necesario para el desarrollo de teorias
més complejas y la investigacion de fenémenos de difusion bajo influencias externas. A partir de
estas consideraciones, se procede a estudiar la ecuacion de difusiéon en un espacio sin restricciones
espaciales, es decir, en un entorno libre.

Considérese un conjunto de n particulas brownianas suspendidas en un fluido. Para un intervalo
de tiempo 7, que es breve en comparaciéon con el periodo total de observacion, pero lo suficien-
temente largo como para que los desplazamientos de las particulas sean observables en intervalos
consecutivos, se define A. En este contexto, A representa la distancia recorrida a lo largo del eje
unidimensional x durante el tiempo 7.

Consecutivamente, se define dn = n¢(A)dA como el ntimero de particulas brownianas cuyo
desplazamiento esta dentro del intervalo (A, A + dA). En la expresion precedente, n representa el
namero de particulas brownianas, ¢(A) representa la funcion de densidad de probabilidad de que
la particula se encuentre a una distancia A respecto de su posicion inicial después de que haya
transcurrido un tiempo 7.

Se establecen dos propiedades fundamentales para la funcion de densidad de probabilidad ¢(A):

1. La funcion de densidad de probabilidad ¢(A) debe ser simétrica respecto a los desplazamientos
de la particula, i.e.: ¢(A) = ¢(—A).

2. La funcién de densidad de probabilidad debe ser normalizable, i.e.: ffooo dp(A)dA =1

La primera propiedad refleja la ausencia de preferencia en la direccion del desplazamiento de la
particula a lo largo del eje unidimensional z, indicando que la probabilidad de que la particula se
desplace hacia el lado positivo o negativo del eje es idéntica. (Esta propiedad sera fundamental en
etapas posteriores.)



Ecuaciéon de Smoluchowski
1.1 Ecuacion de difusion de Fick

Sea f(x,t) el namero de particulas por unidad de voltumen, contenido por el sistema. Dada la
conservacion del nimero de particulas contenidas por el sistema, la evolucion de la distribucion de
las particulas entre x + Ax para un tiempo que va de t a t + 7 se expresa como:

flz, t+71) :/ flz+ A H)p(A)dA (1.1)
Con base en la variable 7, se realiza la siguiente expansion en serie de Taylor para f(z,t + 7):
of T2 0%f

Dado que 7 es un escalar de magnitud menor al tiempo total de observacion, los términos de orden
mayor o igual a dos son despreciables.

Anélogamente, con base en la variable A, se realiza la siguiente expansion en serie de Taylor
para f(z + A,t):

f(erA,t)%f(x,t)JrA—erf—Jr... (1.3)
La sustitucion de las expresiones 1.2 y 1.3 en la ecuacién 1.1 conduce a la siguiente expresion:

10%f

a o0 a oo oo
fla,t) +¢67{ ~ f(z,1) /_Oo H(A)dA + 8;31/_00 Ap(A)dA + 5@/_OO A?G(A)AA +... (1.4)

Considerando que la funcion de densidad de probabilidad ¢(A) esta normalizada, la integral
que multiplica el primer término del lado derecho es igual a 1. Ademas, la integral que multiplica
el segundo término consecutivo presenta un integrando impar. Esto se deduce del hecho de que la
funcion de densidad de probabilidad es par, es decir, ¢(A) = ¢(—A) y el factor que multiplica a
esta funcion de densidad de probabilidad es A, que puede adoptar valores positivos para despla-
zamientos de la particula hacia el lado positivo del eje unidimensional x, y valores negativos para
desplazamientos hacia el lado negativo del eje x.

La eliminacion de las integrales con A elevada a las consecuentes potencias impares se repite.
Adicionalmente, los términos con A elevada a potencias pares mayores que dos son insignificantes
debido a la magnitud del escalar A.

Denotando por la letra D al coeficiente de difusion, tal que D = % ffooo %2 (A)dA, de deduce
la ecuacion de difusion de Fick:

8f_82f{1/°°A2 }(:)Gf_ 0 f

SHA)A| & T2 =Dy (1.5)

ot 02

T J-s0

La ecuaciéon de difusiéon también puede formularse en términos de la funciéon de densidad de

probabilidad P(z,t) como 8P§f’t) = Dazgw(f’t). Definiendo jp = —D% como el flujo o densidad

. ., e . OP(a,t j -
de corriente, la ecuacion de difusion de Fick puede expresarse como % = —867—5. La solucion

correspondiente se presenta en dos formas distintas. El primer método de soluciéon consiste en
la aplicacién de transformadas de Fourier e integracién sobre el plano complejo, mientras que
el segundo consiste en la la aplicacion tanto de transformadas de Fourier como de Laplace y la
respectiva integracion sobre el plano complejo. El primer método se muestra a continuacion (para
ver el desarrollo alterno, consultar el Apéndice C.3).
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Considérese un conjunto de particulas en
movimiento browniano con una posicién inicial
o y sin dispersion en el medio. Esta condicion
inicial se describe mediante la funcién de distri-
bucion P(z,t = 0) = §(x — x0), donde J es la
funcién delta de Dirac.

De acuerdo con las transformadas directas
e inversas de Fourier establecidas en las ecua-
ciones C.1 y C.2, correspondientes a la primera
convencion del Apéndice C.1, se procede a apli-
car la transformada de Fourier a la ecuacion de
difusion. Este enfoque facilita el tratamiento de
las derivadas parciales presentes en la ecuacién
original, permitiendo su reformulacién en tér-
minos de las variables de frecuencia.

o (52)-o (p222) -

oo 92
ap(z7t)6ik1dx _ D/ 0 g(x’t)ezk‘xdx

Distribucién de probabilidad P(x, t) para diferentes valores de t

Figura 1.1: Evolucion temporal de P(z,t) para
una particula browniana en espacio libre.

: (1.6)

ot T

Al aplicar la integracion por partes dos veces sucesivas a la integral en el lado derecho de la

ecuacion 1.6, se deduce que:

gt/_oo P(x,t)e?**dx = —Dk2/

— 00

P(z,t)e**dr <

aP(k,t)

_ 2
5 = ~DK*P(k.1)

(1.7)

La solucién a la ecuacion 1.7 es de la forma P(k,t) = Poe_Dkzt7 con Fy una constante sujeta a
la cqndici(’)n ipicial P(z,0) = §(x — a:o).‘ Dado que P(k,t = 0) = [*_ P(k,t)e’*dx = [ §(x —
zg)e*dr = e'*70 se deduce que Py = e***0. Por consiguiente:

P(k,t)=e

—Dth-‘r’ik‘ﬂL’U (18)

En virtud de la transformada de Fourier inversa (ver la ecuacion C.2), se obtiene que:

P(z,t) =

1 oo
2 J_ o

o~ DR?t+ikzo—ika . (1.9)

La solucion de la ecuacion (1.9) (véase el desarrollo en el Apéndice C.3, ecuacion (C.14)) es:

v—x)2 [ (w—2q)]? z—x0)?
P(x,t) = 2i T / e—Dt[k+l o | dk = \/4171%@—7( 2 (1.10)
m oo 7r

La grafica de la funcién de densidad de probabilidad para distintos valores del tiempo ¢ se muestra

en la Figura 1.1.

Partiendo de la expresion hallada para P(z,t), mostrada en la ecuacion 1.10, se deduce que el
desplazamiento cuadratico medio tiene una expresion de la forma [22]:

o0

((alt) ~ 2(0))?) = |

—00

(x—x0)*P(x, t|x)dr = /

> 1 _ (z—=g)?

e iDt
Var Dt

(z—z0)? [ dr = 2Dt (1.11)

— 00
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Dado que el coeficiente de difusiéon D aparece tanto en la expresion de la funcién de densidad
de probabilidad como en el desplazamiento cuadratico medio, se presenta un método para deducir
este coeficiente. A continuacion, se detalla la deducciéon del coeficiente de friccion de Stokes, que es
esencial para la expresion del coeficiente de difusién D hallada por Einstein.

1.1.1. Coeficiente de friccidén de Stokes

Considérese un flujo incompresible constan-
te bidimensional sujeto a las ecuacion V-u = 0, .
donde u = (ug, uy,0) es un campo vectorial que

ﬂ
representa la velocidad del fluido. A

Imponiendo la existencia de una funcién
real 1) que satisfaga las condiciones % = Uy,

8—w:

— %5, = Uy y partiendo de la ecuacion V-u =0, \/
entonces: v

0 0 o (0 0 0 - &
7z gy 0 = 3 (5 )+ (o) =
4 4 4 (1.12) Figura 1.2: Representacion del flujo de un fluido

alrededor de una esfera.

La funcion ¢ : R — R describe el flujo de un
fluido a lo largo de cualquier curva que conecta
a dos puntos P; y P» definidos sobre el plano
2y y se denomina funciéon de flujo (Ver Figura 1.2). Tal funcion satisface las siguientes propiedades:

1. 9 es constante a lo largo de una linea de corriente de fluido.
2. La taza de cambio es igual a la diferencia entre los valores de las funciones de flujo respectivas.
Dado un vector v tangente a una linea de flujo bidimensional dada por y = f(z), donde las

componentes cartesianas del vector son v = (v, vy ). Por la relacion de tridngulos semejates existente
entre las diferenciales dx, dy y las respectivas componentes del vector v, v, y vy, se deduce la

relacién': % = z—y, por lo tanto, v,dy — vydx = 0. Partiendo de las relaciones instauradas para las
componentes v, y vy, es decir, % = Uy, f% = uy, entonces:
N o
—dr+ —dy=0 1.13
B oy Y (1.13)

Dada v una funcién real continua, se cumple que dy = g—fdx + z—fdy, cuya comparaciéon con la
ecuacion anterior implica que dy = 0, por lo tanto ) = cte a lo largo de la linea de corriente.

Se parte de la ecuacién de Navier-Stokes ¢ V?u = Vp,, asi como de la ecuacién de incompresibi-
lidad del fluido V - u = 0 para deducir la forma de la funcion de fllujo ¢ y en consecuencia calcular
la fuerza hidrodinamica de arrastre del fluido sobre la particula coloidal.

1Considérese un triangulo rectangulo cuya hipotenusa es la magnitud del vector v y cuyos catetos estan dados
por las componentes v; y vy. Analogamente, se consideran las diferenciales dx y dy, correspondientes a los catetos

de un tridngulo semejante de mejor tamano al anterioemente mencionado. Por tridngulos semejantes, se deduce que
dy _ vy
dz = wvg
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Estableciendo la condicién de que el campo vectorial de velocidad del fluido u sea bidimensional,
con componentes u = (u,(r,0), up(r, 0),0) y utilizando la incompresibilidad del fluido, V-u = 0, se
deduce que:

0 0 0
T—Qa(ﬂur) + W%(serﬁue) =0« §(r2$en9ur) + %(menng) =0 (1.14)
Para la satisfaccion de la ecuacion 1.14, se establece que u, = Wlew% Vv ug = _rsine g—f, donde

la funcién de flujo ¥ se introduce como parte de las componentes para dar soluciéon a la ecuacion
1.14.

Para una esfera inmersa en un campo vectorial de velocidad del fluido, se establecen las siguientes
condiciones de frontera:

1. El fluido no se desliza alrededor de la esfera, es decir, ug(r, ) |,.=r= 0.

1 o
Rsenf Or

lr—r=0 (1.15)

2. No hay penetracion del fluido al interior de la esfera, es decir, u,(r,0) |,.=r= 0.

1 oy

© Tosend 90 lr=r=0 (1.16)

3. Para r — oo, el flujo sea uniforme con rapidez us [1].

La tercera condicion de frontera establece que para r tendiendo al infinito, las componentes u, ~
Uoso COS O ¥ Ug ~ —Ux sin B respecto a la base unitaria en coordenadas esféricas, T, 6, respectivamente.
Por lo tanto,

1 o 1 oy
Up (1, 0) |r—00= Uspco80 = ey -y ug(r,0) |rs00= —Usosent = ~reend Or (1.17)
Resolviendo para 1 en la ecuacion para la componente w,., se obtiene que ¥(r, ) = %umr256n29+cl

(esto implica que %g = usor?senf + cy).
Por otra parte, resolviendo para v en la ecuacion para la componente ug, se obtiene (como
2

paso intermedio) que %r = unorsen?d, por lo que ¥(r,0) = %umr sen?d + cy. Por lo tanto, cuando

r — 00, la funcion ¢ cumple con la siguiente relaciéon de proporcion:

1
(1, 0) |rooo~ §u007‘2867129 (1.18)

Partiendo de la existencia de una funcién indeterminada f(r), se propone que la funcion i sea de
la forma 1(r, 0) = f(r)sen?0.

Adicionalmente, se sabe de la ecuacién de Navier-Stokes que Vp = pV2u. Dado el descono-
cimiento que se tiene sobre la funcién escalar de la presién p, se aplica el operador rotacional a
ambos lados de la ecuacion, por lo que V x Vp = pV x V?u. Debido a que el rotacional del
gradiente de una funcién escalar es 0, entonces V x V2u = 0. Partiendo de la identidad para cam-
pos vectoriales V2u = V(V -u) — V x (V x u) y con base en la condicién de incompresibilidad

(V -u = 0), su sustitucion en la ecuacion anterior implica que V x [V x (V x u)] = 0, donde
d d
u= (ur(rv 0)7 U‘@(r’ 0)’ O) = (r%lene %’ - rselna 8717{}’ 0)'
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En virtud de la expresion V x [V x (V x u)] = 0 desarrollada en coordenadas esféricas, se
obtiene como consecuencia el siguiente resultado?:
9> senbd (1 9\]
s il S = 1.2
[61"2 + r2 00 (sen@ 89)} v=0 (1:20)

Se habfa propuesto ¥(r, ) = f(r)sen?6, cuya insercién en la ecuacién 1.20 conduce a:

9? senfl O 1 0 2

s Utesen®t) 4 52 5 (g (oentn)) | =0 (121
N 2982f(r) sent O sendeost () 2 ; .

sen 92 2 50 \ send senfcosl f(r = .

d2f(r) 2f(r)]” a2 f(r)  2f(r)]?
2pt SN 2 _ o _

= {sen 0 12 sen” =5 } 0= [ 2 2 } 0 (1.23)
Proponiendo f(r) « ¢,r™ con ¢, una constante y n € R, la primera derivada es f' = nepr™ ! y

f" =n(n—1)c,r" 2, entonces:

Aplicando nuevamente el mismo operador tomando en consideracion que ¢ = cp(n —
23 [+ 1)(n—2)]y g’ =caln—2)(n—3)r""*[(n+1)(n—2):

d? 2
{ dgi(zr) B 5;(27”)] =" (n=2)(n-3)(n+1)(n—2) —2(n+1)(n—2)] =0 (1.25)
d?g(r)  29(r) n—d
And { ETC I } =n+1)n-2)n—1)mn—-4)cr"*=0 (1.26)
De donde se deduce que n = —1,n =2, n =1y n =4, por lo tanto:
P = {C;l + e + cor? 4 cart| sen?0 (1.27)
r

Para garantizar la compatibilidad de esta ecuacién con la ecuacion 1.18, se requiere que ¢4 = 0,
c2 = “5=. Adicionalmente, para satisfacer las condiciones impuestas sobre u, y ug presentadas en
1.15 y 1.16, se requiere que:

1 oy df(r) df(r) 2
ug = — |p=r=0= lr=r=0< lr=p= [—c_177 % + 2 + 2¢37] [;,=p=0
rsenf Or dr dr
(1.28)
2Consultar el apéndice D.1, ecuacién D.9, para ver el desarrollo completo.
Tras desarrollar V x [V x (V x u)] = 0 en coordenadas esféricas, se obtiene la siguiente expresion:
9 seng & (1 9\]°
| —= — — =0 1.19
Plorr T2 5 (seneaeﬂ ¥ (1.19)

Debido a que la base vectorial @ es distinta de 0, entonces el escalar que la multiplica es cero.




Ecuaciéon de Smoluchowski
1.1 Ecuacion de difusion de Fick

Por lo tanto, c_1R™2 + ¢3 + 2c3R = 0. Anéalogamente,

1 oy

= ——— |,g=0= f(r) |,er=0=c_ 1R '+ R+ c3R*=0 1.29

r 7"2867’19 89 |r R f( ) |7“ R 1 2 3 ( )

Por lo tanto, c_1 R~ +ca R+ c3R? = 0, que en conjuncién con la ecuacién c_1 R™2+co+2c3R =0,
3

se obtiene como solucion c_; = %. Y como c3 = “5*, entonces c_1 = %UOOR?’. Similarmente,

co = *T‘SuooR. La sustitucion de estos coeficientes en la ecuacién 1.27, conduce a la expresion:

1R3 3R 2
U(r,0) = [uoo4r - UOOTT + uwg] sen’0 (1.30)

Por lo que se concluye que la funcién de flujo es:

R?® 3R

Con base en las ecuaciones para u, y ug presentadas en 1.17, y tomando las derivadas parciales con
respecto a 6 y r de 1 en 1.31, se deduce que:

3R 1R? 3R 1R?
Uy = Uoo [1 55 + 273] cosf vy upg= —uUs [1 —i7 " 4r3} senf (1.32)
La ecuacion de la presion® del fluido esta dada por la expresion P = Po, — % "'“Tig"RcosG . Similarmente,
las componentes del tensor de tensiones sobre una, esfera son? ¢,, = —P +2pu 88“;‘ , teg = ,ur% (“79) +
Lou 1, 33).

La tension en direcciéon de la fuerza neta que actta sobre la esfera es t = t,.cosf — tggsent =
— P, cosf + %WTOO Integrando sobre toda la esfera, se obtiene la fuerza total F' que actta sobre la

esfera es:

2 ™
F:/ /tﬁ%MMM:&WMM (1.33)
0 0

Se concluye que arrastre sobre la esféra de radio R (que en este contexto representa a una par-
ticula coloidal), inmersa en un fluido a velocidad constante estd dado por 6muR, teniendo como
consecuencia que F' = 6rpRus [20, 37].

A continuacion, se llevara a cabo la deducciéon del coeficiente de difusion segin la relacion de
Stokes-Einstein, utilizando el coeficiente de arrastre derivado en esta seccion.

1.1.2. Coeficiente de difusion de Einstein

Determinado el coeficiente de friccion de Stokes, el cual es crucial para la expresion definitiva
del coeficiente de difusién D, se expone a continuacion la deduccion de esta constante.

Considérese un contenedor lleno de agua con una membrana semipermeable de 4rea A situada
en la mitad del contenedor. Al introducir un conjunto de particulas brownianas en el lado izquierdo
de la membrana semipermeable, la membrana se desplaza hacia la derecha debido a que la presién
en el lado izquierdo de la membrana, P quierda, €5 mayor que la presion en el lado derecho, Pperecha-

3Ver el apéndice E para la deduccién de dicha ecuacion.
4Consular el apéndice E para el desarrollo de las expresiones mostradas a continuacion
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Para restablecer la membrana a su posicién inicial, se aplica una fuerza de magnitud Frquilibric =
(Praquierda — Pperecha)A, que acttia desde el lado derecho hacia el lado izquierdo de la membrana.
Adicionalmente, considérese un volumen arbitrario de agua V' = AAz (con Az una distancia
definida a lo largo del contenedor), que contiene N particulas brownianas. Dado que la fuerza de res-
tauracién de la membrana, Frquilibrio, acttia sobre las particulas, estas se encuentran sometidas a una
fuerza promedio expresada como: fg = % [Plzquierda - PDerecha] A= @ [PIzquierda - PDerecha] A.

Definiendo f como el ntimero de particulas por unidad de volumen, es decir, f = %, se tiene que

fE se puede expresar como fr = m [Plzquierda — Pperecha] A. Tomando Az — 0, se deduce
N Az
la relacion fgp = %i—f y de acuerdo con la ecuacién para gases ideales, PV = N kg7, entonces

-1 d (N)y_ 1 df
fe = kade (V) - kasz'

En adicién a la fuerza fgr producida por la diferencia de presiones, se sabe que una particula
inmersa en un fluido con velocidad %, esta sujeta a un arrastre en direccién opuesta a la direccién
de la velocidad. Por consiguiente, la fuerza de arrastre, farrastre, €S igual a —6muR.

., .. . . 2
La ecuacién de movimiento para las particulas brownianas se expresa como m‘éT”; = farrastre+JE-

En condiciones de equilibrio, la aceleracion es nula, por lo que se deduce que fr = — farrastre- Dado

que la fuerza de arrastre esta relacionada con la velocidad a través de farrastre = —’yi—f, se concluye
fe _ dz

que 7% = 7.

Las particulas experimentan dos tipos de flujo. El primero se refiere al flujo asociado al ntumero

de particulas por unidad de volumen que tienen una velocidad i—f. Este flujo se puede expresar

dz f(x)LE _ kT df &

COMO JVelocidad = f(x)a = . El segundo tipo de flujo, jg, esté relacionado con

v fe dz v
la difusion y se expresa como jp = —D%(;).
En el equilibrio, J = jveiocidad + jB = 0, por lo que ’CBTT%(;) = Dd'égf), concluyendose que el
coeficiente de difusiéon D cumple con la relacion D = GkﬂBHg.

1.2. Fundamentos de la ecuacion de Smoluchowski

La ecuaciéon de Smoluchowski, concebida por Marian Smoluchowski en 1906, emerge como un
instrumento fundamental en la descripcion de la dindmica de particulas inmersas en un medio
liquido, particularmente en el contexto de particulas coloidales. Esta ecuacion diferencial parcial
describe la evolucion temporal de la funcion de densidad de probabilidad P, (z|xg), que representa
la probabilidad de que una particula browniana, partiendo de una posicion inicial xg, se encuentre
en la posicion x después de n pasos [36]. Esta ecuacion incorpora consideraciones relevantes como
la difusion y la mutua interaccion de particulas bajo la influencia de un potencial de interaccion.
Su formulacién matemética se presenta como una ecuaciéon de convecciéon-difusion®.

La incorporacion de esta ecuacién permite analizar la dindmica de micronadadores sujetos a
movimiento browniano bajo la influencia de campos externos asi como en ausencia de esta.

La dinamica del sistema se estudia bajo tres consideraciones requeridas para el uso del formalis-
mo de Smoluchowski. El primer requerimiento se denomina “Limite sobreamortiguado” (Overdamped
limit) y consiste en la despreciabilidad de la inercia de las particulas en comparacion con las fuerzas
de fricciéon que actian sobre ellas. El segundo requisito se refiere a la escala de tiempo en la que
se estudia el movimiento browniano. Este consiste en describir la posiciéon de las particulas en un

5La conveccion se refiere al transporte advectivo de particulas inducido por un flujo, mientras que la difusién
describe el movimiento aleatorio de las particulas en su entorno.

10



Ecuaciéon de Smoluchowski
1.2 Fundamentos de la ecuacion de Smoluchowski

tiempo mayor que el tiempo de relajacion del momento traslacional 7p,, el cual estd dado por la
expresion 7p, = M “donde M representa la masa de la particula y v es el coeficiente de friccion.
Finalmente, el tercer requisito es que el nimero de Reynolds sea bajo, lo que sugiere que el flujo es
laminar. En este régimen, las fuerzas viscosas predominan sobre las fuerzas inerciales.

1.2.1. Particulas Coloidales

Una particula coloidal es una sustancia solida o liquida finamente dividida con dimensiones que
suelen oscilar entre 1 nanémetro y 1 micrometro, dispersa en un medio continuo (gas, liquido o
solido). Estas particulas exhiben movimiento browniano y estan estabilizadas contra la agregacion
mediante diversas fuerzas, como la repulsion electrostatica, el impedimento estérico o las fuerzas de
van der Waals [21].

Manifestandose en un estado intermedio entre soluciones genuinas y suspensiones gruesas, las
particulas coloidales se caracterizan por el movimiento browniano, resultado de encuentros ince-
santes con moléculas solventes. Este comportamiento dindmico, dirigido por la agitacion térmica,
desempenia un papel fundamental en la estabilidad coloidal y la regulacién de fenémenos de trans-
porte.

En resumen, las particulas coloidales emergen como componentes esenciales dentro de sistemas
a escala nanométrica, delineando propiedades distintivas que enlazan de manera fluida las escalas
molecular y macroscopica.

1.2.2. Escalas de Tiempo

En el marco de la dinamica coloidal, la expresiéon “escala de tiempo” se emplea para describir el
lapso temporal durante el cual se desenvuelven los fenémenos y procesos inherentes a las particulas
coloidales. Este término encapsula la duracion en la cual se manifiestan eventos cruciales, como el
movimiento Browniano, la segregacion y la difusion, dentro del sistema coloidal.

La diversidad de intervalos temporales en los que se desenvuelven las particulas coloidales del
soluto en una solucién puede ser clasificada en dos grupos distintos, uno asociado con la inercia de
masa de los coloides y otro que abarca periodos de difusion.

Tiempo de Relajacion del Momento Traslacional

Considérese una particula coloidal inmersa en un solvente de comportamiento continuo, que
tiene una velocidad inicial vy y un momento inicial Py = mvg en el tiempo ¢t = 0. Suponiendo
que la particula estd libre de interacciones causadas por colisiones con otras particulas coloida-
les y de fuerzas originadas por campos externos, la tnica fuerza que actta sobre ella es la fuerza

de friccién con el fluido, dada por F., = —vv, cuya relacién se puede expresar equivalentemente
por % [mv(t)] = —yv, la cual, a partir de las bases i, j y k se descompone en las siguientes tres
ecuaciones: & [mv,] = —yvy, & [mu,] = —yv, v & [mv.] = —yv. vy la solucién para particulas co-

loidales con masa m constante y coeficiente de friccion «y constante se expresa mediante la expresion
V; = v07ie_%t, para i = 1, 2, 3, respectivamente.

Introduciendo la notacion 7p, = %7 designada como el tiempo de relajaciéon del momento tras-
lacional, la ecuacién anterior puede ser expresada de la siguiente manera:

t

Vi = Uo,ie_ TPr (134)

11
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El decremento en el momento de una particula coloidal se ve influenciado por el tiempo de
relajaciéon del momento, 7p,. Esta magnitud se define a partir de la siguiente expresién para una
esfera con radio R, densidad de masa p y coeficiente de friccion de Stokes v = 671 R, donde 7
representa la viscosidad del fluido:

4 p3 2
o = 3 R°p _ 2pR
" 6mnR 9n

(1.35)

Las constantes de tiempo 7p,., que caracterizan el comportamiento dindmico de particulas coloidales
con radios en el rango de nandémetros a micrémetros, presentan valores convencionales del orden de
un nanosegundo.

En la practica, el diAmetro de una particula coloidal estd en el rango de 1 nm a 1000 nm.
Particularmente, para una particula de radio 100 nm, densidad de masa p = 25 = 20002—%,
inmersa en agua con viscosidad de n = 0,89 cP = 0,00089 Pa - s y temperatura 7' = 298 k , el
tiempo de relajacion del momento traslacional tiene el valor aproximado 7p, ~ 4,9 x 1079 s. Es

evidente que 7p, es del orden de nanosegundos [37].

Tiempo de Relajacion del Momento Angular

La nocién de tiempo de relajacion del momento angular hace referencia al lapso temporal en
el cual el movimiento rotacional de las particulas coloidales logra alcanzar un estado de equilibrio.
La significancia de este parametro en los sistemas de particulas coloidales radica en su papel fun-
damental al describir el movimiento Browniano rotacional, el cual es inducido por las fluctuaciones
térmicas del entorno circundante.

Considerando una esfera con velocidad angular inicial €2y en el instante ¢ = 0, inmersa en un
solvente que aplica una fuerza de friccion F¢ sobre la particula , la segunda ley de Newton conduce

a la siguiente relaciéon dinamica:

d

— [IQ(t)] = —<2 (1.36)
dt

Tal ecuacién puede expresarse de forma equivalente mediante las siguientes tres ecuaciones:
% [IQ,] = —CQy, % Iy = —CQy y % [IQ,.] = —(Q.. La solucion general correspondientes a
estas ecuaciones tiene la siguiente expresion:

Qi = QO e 10 (137)

donde i = 1, 2, 3, respectivamente.

El tiempo de discipacion del momento angular debido a la friccion de la esfera con el solvente
se puede expresar mediante la expresion 7p, = % Por ende, la solucién a la ecuacion 1.37 se puede
expresar como:

Q= Qe P (1.38)

La disminucién en el momento angular de una particula coloidal se encuentra influida por el
tiempo de relajacién del momento, 7p,. Esta magnitud se define a través de la expresiéon para una
esfera con radio R, densidad de masa p y ceficiente de friccion ¢. Al emplear el resultado I = %RZ
para un cascarén esférico (ver el apéndice B, ecuacion B.1) y considerar que el coeficiente de friccion

2

2
3 R .
es ¢ = 8mnR3, se deduce que 7p, = §;27Rg. Expresando la masa con base en la densidad de masa p,

12
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se obtiene que m = p - %WR?’, enconces I = % (p~ §WR3) R2 = %WpR?

%WpR5 B pR?

T T SRR T Toy

(1.39)
Comparando con el tiempo de relajacién del momento traslacional, se llega a la conclusiéon de que
traslaciones y rotaciones de la esfera decaen en la misma escala de tiempo [37].

1.2.3. Funciones de Densidad de Probabilidad

La funcién de densidad de probabilidad, cominmente conocida como PDF por sus siglas en
inglés, se denota por P(x,t). Su definicion requiere que P(x, t)dx represente la probabilidad de que
una variable aleatoria x asuma un valor en el intervalo (x, x + dy) para un instante de tiempo t.

La PDF es fundamental para modelar la distribucién estadistica de las particulas coloidales en
términos de posicién y orientaciéon a lo largo del tiempo, por lo que debe cumplir con requisitos
clave, como la normalizaciéon, asegurando que la integral sobre todo el espacio de posibles valores
sea igual a 1, reflejando la certeza de la existencia de la particula en alguna ubicacién y orientacion.

Sea r € R3 definido como r = a7 + yj + z/%, donde r representa el vector de posicion del
centro de masa de una tnica particula coloidal en cualquier instante de tiempo t. La relacion entre
la funcién de densidad de probabilidad y el vector de posicion del centro de masa, r, se expresa
como P = P(r,t). La expresion matematica dada, P(r,t)dr = P(x,y, z,t)dxdydz representa la
probabilidad, en el instante de tiempo t, de hallar al centro de masa dentro del elemento de volumen
dr cuya posicion es r.

El promedio de cualquier funcion f(r) se calcula por:

FE)(H) = / dr f(x) P(r, 1) (1.40)

donde r denota la variable asociada a la funcion f(r) y la integral se lleva a cabo sobre todos los
posibles estados de posicion del centro de masa r de la particula coloidal.

Sea 0t € R? definido como i = senfcosgi + senfsend + cosbk, tal que0<0<mTy0<¢<2m.
Este vector @i representa la orientacion de una sola particula coloidal y esta definido para cada
instante de tiempo ¢. La relacién de la funcién de densidad de probabilidad con la orientacion G de
la particula coloidal se expresa como P = P(ii,t), donde P(i,t)da = P(Q,t)senfdfd¢ representa
la probabilidad, en el instante de tiempo t, de hallar a la orientaciéon dentro del elemento de area
du = senfdfde.

El promedio de cualquier funcion f (i) se calcula por,

F@))(t) = / dif(8)P(d, 1) (1.41)

donde @ representa la variable asociada a la funcion f() y la integral se realiza sobre todos los
posibles estados de orientaciéon @ de la particula coloidal.

1.2.4. Ensamble Candnico

El ensemble constituye un concepto holistico que engloba sistemas macroscopicos idénticos, los
cuales se encuentran en todos los estados posibles bajo condiciones especificadas. Estas condiciones
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abarcan factores externos, como volumen y temperatura, asi como caracteristicas internas, tales
como el namero de particulas de cada tipo. La naturaleza intrinseca del ensemble se ve determinada
por sus interacciones con el entorno, definiendo asi las condiciones, entendidas como un conjunto
de variables independientes, que regulan los sistemas macroscopicos dentro del conjunto.

Un ensamble canénico en el contexto de la mecanica estadistica es un constructo teérico utili-
zado para caracterizar el comportamiento estadistico de un sistema que esta en equilibrio térmico
con un reservorio infinito de calor a temperatura constante. Dentro de este ensamble, se le permite
al sistema intercambiar energia con el reservorio mientras se mantiene aislado de cualquier otra in-
fluencia externa. La funciéon de distribucién de probabilidad para el ensamble candnico se define por
la distribucién de Boltzman, que especifica la probabilidad de que el sistema ocupe un microestado
particular a una temperatura determinada [43].

1.3. Ecuacion de Smoluchowski

Considerando una coleccién infinita de sistemas macroscopicos idénticos, aislados del entorno,
donde cada sistema contiene el mismo ntimero de moléculas de un fluido y mantiene temperatura
y volumen constantes, y que incorpora una unica particula coloidal inmersa en el solvente, denomi-
naremos a esta configuracion como un ensamble NVT. La aislacion del ensamble con respecto a su
entorno implica la ausencia de intercambio de calor, masa o volumen entre el ensamble y su entorno.
Postilese r como el vector de posicién del centro de masa de una
sola particula coloidal en relacién con el sistema macroscopico
al que pertenece. Para un determinado instante de tiempo t, la
posicién del centro de masa para cada particula coloidal en su
respectivo sistema del enamble candénico se puede representar
mediante una distribucién de puntos en R3.

Sea ®; : D C R? = R? la parametrizacién de una superficie,
donde D es algtin dominio de R?. La imagen de ®; esta dada por
la expresion ®,(D) = 9Y. El volumen encerrado por la frontera
07T sera representado por Y. Consultar la Figura 1.3. Figura 1.3: Superficie tridimen-

Adicionalmente, considérese @1 como el vector de orientacién sional cerrada con flujo de parti-
de una sola particula coloidal en su respectivo sistema macros- culas coloidales, indicado por fle-
copico. Para un determinado instante de tiempo t, la orientaciéon chas hacia afuera y hacia aden-
para cada particula coloidal en su respectivo sistema del ensam- tro. nds denota un vector unita-
ble canénico se puede representar por una distribuciéon de puntos rio perpendicular a un elemento
en R? definida sobre una esfera unitaria. de superficie de area ds.

Sea @, : D' C R? — R? la parametrizacién de una superficie,
donde D’ es algiin dominio de R?. La imagen de ®5 estd dada
por la expresion ®5(D’) = A. Sobre esta superficie, se introduce la frontera arbitraria A, la cual
esta definida como un subconjunto del plano bidimensional R? y se sittia sobre la superficie esférica
unitaria. Consultar la Figura 1.4.

Sea N(t) una funcion de R — R que describe el ntumero de puntos N dentro de un volumen Y
en relacion con el tiempo t. La conexion con la funcion de densidad de probabilidad P(r,1,t) se
establece mediante la siguiente expresion integral, donde du denota un elemento diferencial de area
sobre la superficie esférica (y no un vector):
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N(t) = /T dr /A diP(r, 1) (1.42)

Por lo que la evoluciéon temporal del ntimero de particulas contenidas por el volumen es:

dN(t) _OP(r,u,t)
I z/Tdr/AduT (1.43)

Sea j(r,t) el vector cuya magnitud corresponde al nimero de puntos que atraviesan una unidad
de area superficial en Y por unidad de tiempo. La superficie es perpendicular a la direccion de
7, y el vector se orienta a lo largo de la velocidad térmica local promedio de las particulas, cuya
expresion es la siguiente:

J(r,t) =v(r,t)P(r,t) (1.44)

Debido a que la componente perpendicular al vector normal definido sobre la frontera 0T no
contribuye al flujo de puntos tanto al interior como al exterior de la precedente, se considera la
proyeccion de j(r,t) sobre el vector normal a la frontera OY. Se define:

Jtras(T,t) = Doy - v(r, 1) P(r, ) (1.45)

Adicionalmente, se define 5(11,t) como el vector cuya magnitud repre-
senta al niimero de puntos que atraviesan una unidad de longitud por
unidad de tiempo respecto la frontera arbitraria A definida sobre la
esfera unitaria. Su expresion se describe como,

(0, t) = a—uP(ﬁ, t) (1.46)

ot

Considerando que la componente perpendicular al vector normal, de-
finido sobre la frontera JA, tiene una influencia marginal en el flujo
de puntos tanto hacia el interior como hacia el exterior de la regiéon
previamente mencionada, se procede a considerar la proyecciéon de
7(11, t) sobre el vector normal a dicha frontera OA. Esta proyeccion se Figura 1.4: Curva cerrada

deﬁne de la Siguiente manera: 61\ Sobre una esfera unita_
P ria. nga es el vector normal

u . A .
Jrot (0, ) = figp - EP(@ t) (1.47) unitario y [ es el tangencial.

Sea I un vector unitario tangente a la frontera A orientado en sentido
antihorario. Dado el vector unitario de orientacién i, se cumple la relaciéon figa = I x @. Por
consiguiente,
" SO o
Jrot(0,1) = (1 X u) . EP(u,t) (1.48)
Sea un conjunto de tres vectores distintos cualesquiera, representados por i, v, w, se utiliza la
identidad (@ x ¥) - @ = @ - (¥ x ). Por consiguiente:

da

Jrot(0,t) =1 (ﬁ X dt) P(r,,t) (1.49)
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La ecuaciéon 1.43 es equivalente a:

N(t
dN(?) = —% dS/ dd [Jtras) /drj{ dl [Jrot) (1.50)
di £3% oA

Donde el signo negativo que precede a ambas integrales tiene su origen en el decremento de proba-
bilidad de hallar a la particula tanto al interior de la frontera Y como de la frontera JA.
Derivado de las ecuaciones 1.47 y 1.49, se obtiene:

dJ(\ift( :_?gTdS/dunaT v(r,t)P(r,t)] /drfi%dl{ (uxd>P(r,ﬁ,t)] (1.51)

@d]zt(t) :—/Adﬁ ) a8 (Br) - (v(e.)Plr.) /drngdll ( ) P ) (1.52)

Al aplicar el teorema de Stokes, se deduce® que:

_/Adﬁ?ir ds (ﬁar)~(v(r,t)P(r,t))—/Tdr/Avﬁx <ﬁ>< ﬁ) P(r,1,t)-(d)da (1.53)
/du ) a5 (e) - (v(e.0).)P(r.) /dr/ { ( xfi‘:ﬂp(r,ﬁ,t)da

En virtud de la propiedad A - (V x B) = (4 x V) - B, se establece:

/dungdS fior) /dr/ [uxV ( = ﬂp(r,ﬁ,t)da

(1.54)
Se define el operador de rotacién como R = 01 x V De manera anéloga, la velocidad térmica de
rotaciéon promediada sera denotada por € = @ x §%. Por consiguiente:
dN(t)

e /A i § a5 (hge) - (v(e.1) Plr.0) - /T dr /A (R-Q)P.and  (155)

Al aplicar el teorema de la divergencia, se deduce que:

- /A di /Y V- [v(r, ) P(r, )] dr — /T dr /A (R-Q)Pe.andn  (156)

—/Tdr/Ade{V-[v(r,t)P(nt)]—i— (RQ) P(r,ﬁ,t)} (1.57)

6Para establecer la igualdad, definimos al operador rotacional por: Vg = E)u i+ W] + 88 k
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Comparando con la ecuacion 1.43, se concluye que [18, 14]:

% — V- [v(r,)P(r,t)] - R [QP(r, i, 1)] (L.58)

Con base en la ecuacion de continuidad 1.58 para una velocidad térmica de rotaciéon promediada
Q) = 0, se deduce que, para obtener la ecuacion de difusion de Fick, es decir, % = DV?2P(r,t),
se debe cumplir la igualdad J(r,t) = v(r,t)P(r,t) = —DVP(r,t).

En el formalismo de Smoluchowski, se argumenta que la presencia de una fuerza F(z) genera
una corriente advectiva, denotada por jaq, dada por el producto de la funciéon de densidad de
probabilidad y la velocidad promedio de la particula coloidal, es decir, jaq = (&) P. Esta corriente,
junto con la corriente browniana jg, obtenida en la deduccion de la ecuaciéon de difusion de Fick,
constituyen un flujo neto denotado por J, de manera que J = jaq + jB:—Dg—I; + (&) P.

Sea F el conjunto de fuerzas que actian sobre una particula coloidal, excluyendo las fuerzas
inerciales y de friccién. Entonces, F7° = F — (v = 0. La velocidad promedio de la particula bajo

la influencia de la fuerza F es v = % Por lo tanto, se deduce que J = —D% + %P(:r7 t). Dada
la ecuacion de difusiéon de Fick en la forma %—f = —%, se deduce que

oP 0 0P 1 ou(x)
E__Dax { P]’

donde la igualdad (D = kpgT se deriva de la mecénica estadistica, como se mostrara en la
siguiente subseccion. Por lo tanto:

- ox

OP(z,t) 0 OP(z,t) 1 Ov(z)
5 D [ 9r kT on P(x,t)]. (1.59)

Esta ecuacion se conoce como la ecuacion de Smoluchowski en una dimension. Para extender-
la a tres dimensiones, se deduce que J(r,t) = —D [VP(r,t)+ P(r,t)VV(r)], donde g = kB#T
Sustituyendo esta expresion en la ecuacion 1.58 para €2 = 0 se obtiene:

OP(r,t)

e DV - [VP(r,t) + BP(r,t)VV(r)]. (1.60)

1.3.1. Fuerza browniana

Es fundamental destacar que la escala de tiempo difusiva permite ignorar a las fuerzas inerciales
que actian sobre las particulas coloidales consideradas. La fuerza neta ejercida sobre la particula
browniana puede tomarse como la fuerza de fricciéon ejercida sobre tal particula, por lo que:

F(r,t)
¢

Donde v(t) es la velocidad traslacional promedio de las particulas coloidales. Partiendo de la ecua-
cion 1.58 con un vector de orientacion 0 igual al vector nulo, se obtiene que:

P(r,t) B F(r,t)
ot _V'[_ ¢

F(r,t) = F(r,t) = —(v(t) & v(t) = —

(1.61)

P(r, t)] (1.62)
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Partiendo de la ecuacion de difusion de Fick para P(r,t), representada por la ecuacion % =

DV - VP(r,t) y comparando con la ecuacion 1.62, se deduce que:

F(r,t F(r,t
V. {— (2’ )P(mﬁ)] = DV -VP(r,t) = DVP(r,t) = — (2’ ) pe,) (1.63)
1
F =—(D P 1.64
= F(r,1) = ~(DO) e VP, ) (1.64)
Finalmente:

F(r,t) = FB7(r,t) = —(D{)V [InP(r,t)] (1.65)

Para describir las fuerzas que actian sobre una particula en movimiento browniano, excluyendo
las influencias de campos externos, se utiliza la notacion FB". Estas fuerzas se denominan fuerzas
brownianas. Para analizar la influencia de una fuerza ejercida sobre la particula coloidal, inducida
por un campo externo al sistema, se parte del supuesto de que dicha fuerza es derivable a partir
de un potencial. La adicién de esta fuerza junto con la fuerza browniana FB" permite considerar
todas las fuerzas relevantes que actiian sobre la particula. Este enfoque posibilita, en ciertos casos,
la determinacion de la funcion de densidad de probabilidad P(r,t).

Considérese un campo eléctrico de magnitud constante que actta sobre una particula browniana
en direccién del eje z, descrito por la expresion E = Eok. La fuerza producida por el campo eléctrico
sobre la particula browniana se expresa como F, = qul} = —¢V(Eyz). Por lo tanto, la fuerza neta
que actta sobre el sistema es F(z,t) = —¢DVInP(z,t) — qV(FEyz), cuya sustitucion en la ecuacion
1.62 permite deducir que:

OP(z,t

# =V |DVInP(z,t) + %V(Eoz) (1.66)
La solucién de la ecuacién 1.66, bajo las condiciones 3§§q =0y DVInFPey(z, 1)+ EV(Epz) = 0 [22],
se obtiene de la siguiente manera. Dado que DV In P, (2) = —%V(Eoz), se sigue que % = —%.

_aBg= . ..
Por lo tanto, P.q(z) = %e p¢  donde 2’ es una constante de normalizacion.

Por otra parte, en la mecénica estadistica, la probabilidad dada por la aproximacién de Boltz-
mann es FPeq ~ e Be(Mt) — %e’ﬂ‘b(m), donde 8 = éT, ¢(7,t) es un potencial arbitrario y z es una
1

_aEgz _ = .
Le~™"P¢ con P, = le po(T5t) permite
N kpT Lo
“B=  Esta relacion coincide con

. . ¢ —aBgz
el valor hallado por Einstein para D. Por lo tanto, se concluye que Pq(z) ~ e *&7 .

constante de normalizaciéon. La comparacion de Pey(z) =
deducir que el coeficiente de difusiéon cumple con la relacion D =

1.4. Ecuacién de Smoluchowski para N particulas

Considerando una coleccién infinita de sistemas macroscopicos idénticos, aislados del entorno,
donde cada sistema contiene el mismo niimero de moléculas de un fluido y mantiene temperatura y
volumen constantes, y que incorpora N particulas coloidales inmersas en el solvente, denominaremos
a esta configuraciéon como un ensamble. La aislacion del ensamble con respecto a su entorno implica
la ausencia de intercambio de calor, masa o volumen entre el ensamble y su entorno.

Postilese 'V como el vector de posiciéon del centro de masa de la N-ésima particula coloidal en
el sistema macroscopico al que pertenece.
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Similarmente, considérese 1 como el vector de orientacién de la N-ésima particula coloidal

uniaxial en relaciéon con el sistema macroscopico al que pertenece.
La ecuacion de Smoluchowski para N particulas es [18]:
N
OP(r,0) . A N
T = =YV Y AN 0] + By (2P e, 0]} (1.67)
=1

En la escala difusiva, las coordenadas del momento traslacional y angular estan en equilibrio
con el bano térmico de las moléculas del solvente. Se tiene que las fuerzas y torcas que actuan sobre
la particula cumplen con:

dv; H I Br
dQ;
m—dxj = TJH + le + TJBT =0 (1.69)
Considerando que las fuerzas adoptan una configuracion especifica, se establecen las siguientes
expresiones para las fuerzas actuantes en el sistema: Ff = —VVj, F; =—-v; O(r NoaN), F37 =
—kBT Vrj InP
De manera anéloga, se establecen lab siguientes definiciones para los momentos de la fuerza
presentes en el sistema: TJH = —7.Q;, Tj =R, SORN aN) y TjB’” = —kgTR,inP.
En primer lugar, se presenta la ecuacion:
—yev; = V; 0N, aY) — kpTV,, InP =0 (1.70)
La cual es equivalente a:
v, = BDt [fvj@(rN *N) — kpTV,, In P (1.71)
donde se han introducido las constantes f = — y Dy = kf:—tT
De forma anéloga,
—7,Q; — R;®(RYN — kpTR,;inP) =0 (1.72)
De esta deduccion se obtiene la expresion:
Q; = BD,(-R,;® — kpTR,InP) (1.73)

La dinadmica del sistema se expresa mediante la siguiente ecuacion diferencial:

oPEN N 1) O N &N A A N &N 5 N &N
LY {Dtvr] BV, @@, 0N 1) + Vo] + DR, - [5Rj<1>(r Lo, 1) +RJ} } PN a1
j=1
(1.74)
Donde se introduce el operador L4 de la siguiente manera:
N
LV, a) =Y {Dt BV, &N, 4N 1) + Ve ] + DR, - [5Rj<1>(rN, a t) + Rj] } (1.75)
J=1
Finalmente, se obtiene la relaciéon expresada de manera compacta:
oP(xN,al ¢
% = £, PN, ,t) (1.76)
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1.4.1. Ecuacion de difusion de un micronadador esférico

La locomocién y el transporte de microorganismos en fluidos son aspectos fundamentales de la
vida. La capacidad de moverse permite a los microorganismos buscar alimentos, evitar depredadores
y formar colonias, siendo esencial para su supervivencia. En la microescala, el movimiento de los
micronadadores ocurre en condiciones de bajos nimeros de Reynolds, donde la viscosidad y la
friccion del fluido predominan sobre la inercia.

Entre los ejemplos destacados de micronadadores se encuentran los espermatozoides, bacterias
como Escherichia coli, Euglena, rotiferos y diversos protozoos como Paramecium y Amoeba (con-
sultar las Figuras 1.5 y 1.6). Estos organismos unicelulares presentan tamafios que varian desde
unos pocos hasta varias decenas de micrémetros. Su morfologia y dimensiones estan adaptadas
para optimizar la eficiencia en la locomocion a través de fluidos viscosos.

Los mecanismos de movimiento de estos
microorganismos son variados y complejos.
Las bacterias utilizan flagelos para impulsar-
se, mientras que los espermatozoides se des-
plazan gracias a la ondulacién de su cola. Los
protozoos, como los paramecios, emplean ci-
lios para nadar. Estos métodos de locomo-
cion son esenciales para la quimiotaxis, el mo-
vimiento dirigido en respuesta a gradientes
de sustancias quimicas, permitiendo a los mi-
croorganismos localizar fuentes de alimento.
Ademas de la quimiotaxis, otros fenémenos co-
mo la gravitaxis y la fototaxis juegan roles cru-
ciales en la adaptacion de los microorganismos

a su entorno. La gravitaxis es el movimiento en  Figura 1.5: Espermatozoide. Imagen proporciona-
respuesta a la gravedad, mientras que la foto- (a por el Centro para el Control y la Prevencion

taxis es el movimiento hacia &reas con mayor Je Enfermedades (CDC), dominio ptblico.
iluminacién, importante para organismos foto-

sintéticos [16].

La comprensién de la locomocién de los mi-
cronadadores no solo es fundamental para la
biologia y la ecologia, sino que también tiene
aplicaciones en medicina y ingenieria, como el
desarrollo de microrobots y sistemas de entrega
de farmacos a nivel celular. Ademés, el movi-
miento de los micronadadores puede ser influen-
ciado por el movimiento browniano, que descri-
be la trayectoria aleatoria de particulas suspen-
didas en un fluido debido a las colisiones con
las moléculas del liquido. Este comportamien-
to estocastico es relevante en la microescala y
es descrito matematicamente por el modelo de
Smoluchowski, permitiendo analizar y predecir
el comportamiento de los micronadadores en di-
versas condiciones.

Figura 1.6: Bacteria E. coli, amplificada. Foto por
fkfkrErbe, colorizacion digital por Christopher
Pooley. Dominio publico.
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Las particulas brownianas activas, a diferen-
cia de las pasivas, se alejan del equilibrio debido
a su propio impulso. Estos procesos biologicos que tienen lugar en sistemas no equilibrados pueden
ser analizados efectivamente a través de la teoria de micronadadores, proporcionando una compren-
si6én mas profunda de sus dinamicas en ambientes complejos.

Considerando la fuerza de friccion que acttia sobre la particula en el fluido, F" = —(v + Cvot,
y la fuerza browniana FB" = — (’““BTT) (VIn P, el equilibrio entre ambas fuerzas conduce a la

siguiente expresion:

—( (v —volt) — kgTViInP =0 (1.77)

Postulando:
v =00 — D;VinP(r,a,t) (1.78)

donde D; = k8T denota el coeficiente de difusion traslacional.
Adicionalmente, el balance de momentos de fuerza se expresa como:

7T =B L 7h — _KpTRInP(r,,t) — 7,2 =0 (1.79)

—KpT\ 4 o 1 L
Q= ( o ) RinP(r,0,t) = D, (P(r,ﬁ,t)) RP(r,i,t) (1.80)

Sustituyendo en la ecuacion” 1.58:

1

=—V - (vP(r,0,t)a — D,VP(r,a,t)) — R - [DT (W> RP(r, 1, t)] P(r,0,t).

(1.82)

OP(r, 1)
ot

Esta ecuacion corresponde a la ecuacion de difusion para un micronadador esférico.

1.4.2. Desplazamiento cuadratico medio de un micronadador esférico

Multiplicando por r2 a la partial con respecto a t de la funcién de densidad de probabilidad
P(r,0,t) y realizando una integracion respecto a las variables r y i, respectivamente:

/dr%dﬁﬁ%P( ; [/ dr?{dﬁﬁP (r, t)] d< Tdt> () (1.83)

La igualdad precedente equivale a la siguiente expresion:

% <r?>(t)= tW(t) = —/dr%dﬁrQV-[voﬁP]+Dt/drj{dﬁr2V2P+DT/dr%dﬁrQRQP
(1.84)

"La ecuacion de Smoluchowski:
OP(r,4,t)
ot

=-V.(vP(r,i,t)) — R - (QP(r,11,t)) (1.81)
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En virtud de la ecuacion® E.14, la ecuacion® E.21 y la ecuacion!® E.32 (mostradas en el Apéndice
E.1 sobre los teoremas integrales de Stokes y Gauss):

/dr?{duvguPrut )-Vr +Dt/drj{duPrutV2r2+D /dr?{duPrutR22
85)

Desarrollando la expresion Vr2:

0
I [riri] ex = (1i0ki + 1i0k;) € = 2ri0pie, = 2rpey, (1.86)
k
Adicionalmente: 52 o (o(rir)
2,.2 T
2.2 R — 1.
V " 87"}€2T " 87“k < 87“; ) 6 ( 87)

= dvzt(t) = / dr jf da (ve0P(r, &, 1))-Vr+D, / dr ]{ daP(r, 0,t)(6)+D, / dr f daP(r, @, t)R2r?

(1.88)
dI/L/t(t) — 20, / dr j'{ da(a - 1) P(r, 4, t) + 6D, / dr % daP(r, 1) (1.89)

Por lo tanto:

dW (¢
%:2U0<ﬁ-l‘>(t)+6Dt (190)
Partiendo de la ecuaciéon 1.82:
OP(r,u,t R
% = —V - [vpdP(r,0,t)] + DtV2P(r, 1) + DTR2P(1-7 i, 1) (1.91)

Multiplicando ambos lados de la ecuaciéon por < @i -r > e integrando con respecto a r y 1, respec-
tivamente:

%<u r> :—vo/drj{du<u r> V- [aP(r,a,t)]
+Dt/dr7{da <i-r>V2P(r,,t)
+ Dr/dr?{da <i-r>R*P(r,a,t) (1.92)
En el primer término del lado derecho de la ecuacion 1.92, se definen G(r) = [aP(r,q,t)] y
f =< t-r >. En virtud de la ecuacion E.14, < 4 -r > V. [0P(r,4,t)] = — [QP(r,q,t)] V- <

- r >. Analogamente, para el segundo término de la ecuacion 1.92, se parte de las ecuacion E.21,
concluyendo que < @ -r > V2P(r,{,t) = P(r,,¢)V? < @ - r >. Para el tltimo término, se parte
de la ecuacion E.32. Por consiguiente:

= /drfdaﬁp(r,ﬁ, t)-V < tr > +Dt/dr7{daP(r7ﬁ7t)V2 <dr>+D, /dr?{dﬁP(r,ﬁ,t)RQ <fr>
(1.93)

Sf()V: G(r) = —G(r) - Vf(r)
Yg(r)V2f(r) = f(r)V2g(r)
Yg(mR?f(a) = f(@)R?g(a)
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Tomando en cuenta que Ra = —2a:

[N

&<ﬁ-r>(t)=vo—2DT<ﬁ~r>(t) (1.94)

Se asume que en t = 0, la particula coloidal esté en el origen:

d<t-r>(t) d[-2D, <t -r > (t)]
=dt =dt 1.95
w_2D, <a-r>® 7 22D, [y 2D, <@t > (0)] (1.95)
t r 1 t
:>/ d|— ln(UOQDT<ﬁ~r>(t))} :/ dt (1.96)
0 L 2DT 0
t
= [In(vg—2D, <t-r>(t)]| =-2Dit < In(vg—2D, <t-r > (t))—In(vy) = —2D,t (1.97)
0
—2D,. <1 —2D, <1~
In ['UO r<u-r> (t)} — oDt e Vo r<<u-Tr> (t) _ 6—2Drt (1.98)
20) Yo
Finalmente: v
o —2D,
<t-r> ()= 2D; [1—e2Pr7] (1.99)
Sustituyendo en la ecuacion 1.90 para el desplazamiento cuadréatico medio:
dW(t) v —2D,t
=6D — (1 — r 1.1
i 6D; + D, ( e ) (1.100)
t t
W(t) = /t 6D, + v* (1—e 2P| dt — W(t) = |6D; + vo” t| 4 o2 (e2Drt)
0 LD, LD, , 2D .
(1.101)
La expresion completa del desplazamiento cuadratico medio es:
—2D,t
W(t) = |:6Dt+ DJ t+@{ -1} (1.102)

Considerando tiempos pequenos, de magnitud ¢ < ﬁ, se puede expandir en serie de Taylor!! la
ecuacion 1.102 y despreciar los términos con exponente de orden mayor a dos, entonces:

W(t) = {6Dt + ;ﬂ t+ 2%22 [(1 + (—2D,t) + % (—2Drt)2> NE— 1] (1.103)

(1.104)

2 4Dr2t2
= 6Dyt t+ —— |1 —2D,t =1
= 6D, +D + DQ[ et ]

1 La expansién en serie de Taylo de la exponencial centrada en 0 es: e® =14 x + %22 + ...
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2 2 2 2,2 2 2
Vo vo*(2Dyt)  wo® 4Dt v5 v5 2.9
= t) =6Dt + —1t — . =6Dt+ —t — —t t .. (11
W(t) = 6D, + 5 20,2 D2 3T 6Dst+ 5t = ot vt + (1.105)

El desplazamiento cuadratico medio W (t) para tiempos t < %= donde la particula no ha tenido
tiempo de ejercer rotaciones, tiene la siguiente expresion:

W (t) = 6Dyt + vo*t* + ... (1.106)

Para tiempos grandes, de magnitud ¢t > ﬁ’ se consideran los primeros términos de la ecuacién
1.102 (pues el namero uno al final est4 multiplicado por el cociente Di < t), por lo tanto:

’U02

D,

W(t) = |:6Dt + ] t=6Dgyt (1.107)

Entre los ejemplos destacados de micronadadores fueron mencionados los espermatozoides, que se
desplazan a una velocidad promedio de entre 30 y 100 nm/s [27], con una velocidad tipica de 75
nm/s; las bacterias como Escherichia coli, que nadan a velocidades que varian entre 10 y 30 pm/s
[4], con un valor promedio de 20 pm/s; Fuglena [5], un protista flagelado que puede moverse a
velocidades de 100 a 200 pm/s, alcanzando una velocidad tipica de 150 pm/s; los rotiferos, que
presentan velocidades de entre 200 y 500 pm/s [17], con una velocidad promedio de 350 pm/s; los
protozoos como Paramecium, que nadan a velocidades de 100 a 500 pm/s [13], con un valor tipico
de 300 nm/s; y Amoeba, que se mueve mediante pseudopodos a velocidades de 10 a 20 nm/s [26],
con un promedio de 15 nm/s. Estos organismos unicelulares presentan tamanos que varian desde
unos pocos hasta varias decenas de micrometros. Su morfologia y dimensiones estan adaptadas para
optimizar la eficiencia en la locomocion a través de fluidos viscosos. Para el caso presente, todos
estos organismos se modelan como esferas inmersas en un fluido a una temperatura de T' = 303
K y con una viscosidad del fluido de corte de n = 1 x 10® kg/m-s. Las graficas correspondientes
a las expresiones presentadas en las ecuaciones 1.106 y 1.107 se muestran en las figuras 1.7 y 1.8,
respectivamente.
Desplazamiento Cuadratico Medio (MSD) para diferentes velocidades

Desplazamiento Cuadrético Medio (W) para diferentes velocidades o (t>>1/Dr)
(t << 1/Dt) 16

—— Spermatozoides (v_0 = 75 pm/s)
Spermatozoides (v_0 = 75 pm/s) Escherichia coli (v_0 = 20 um/s)
o . _ —— Euglena (v_0 = 150 um/s)
400000 Escherichia coli (v_0 = 20 pm/s) 2y Rotiferos (v.0 = 350 pm/s)
Euglena (v_0 = 150 pmy/s) = 10| — Paramecio (v_0 = 300 pmy/s)
Rotiferos (v_0 = 350 pm/s) —— Amoeba (v_0 = 15 pm/s)
Paramecio (v_0 = 300 um/s) o
200000 Amoeba (v_0 = 15 pm/s) 506

500000

300000

BN

W(t) (pm?)

100000 0.2

0 o 2 4 6 8 10
000 025 050 075 100 125 150 175 2.0 t (segundos)
t (segundos)

Figura 1.8: Grafica del desplazamiento cua-
dratico medio en funciéon del tiempo para
tiempos largos.

Figura 1.7: Grafica del desplazamiento cuadratico
medio en funcion del tiempo para tiempos cortos.

24



Capitulo 2

Ecuaciéon de Langevin

La ecuaciéon de Langevin ofrece una descripcion detallada del movimiento de particulas al com-
binar efectos deterministas con fuerzas aleatorias originadas por el entorno térmico. En el contexto
del movimiento Browniano bajo la influencia de campos externos, esta ecuacién se adapta para
incluir el impacto de dichos campos en las particulas en movimiento.

El empleo de la ecuacion de Langevin permite analizar como los campos magnéticos afectan
el comportamiento difusional y las propiedades estadisticas del movimiento browniano. Este enfo-
que tebrico proporciona una base sélida para examinar los efectos emergentes y las caracteristicas
dindmicas de los sistemas en presencia de campos externos, facilitando asi una comprensién méas
profunda de la dinamica de las particulas en estos entornos.

Sin embargo, aunque la ecuacion de Langevin proporciona una descripcion precisa del movimien-
to individual de las particulas, en muchos casos es mas ttil estudiar como cambia la distribucién
de probabilidad de la posicion y velocidad de estas particulas a lo largo del tiempo. Aqui es donde
la ecuacion de Fokker-Planck resulta fundamental. Esta ecuacion describe la evoluciéon temporal de
la distribuciéon de probabilidad de encontrar una particula en un estado particular.

La ecuacion de Fokker-Planck permite pasar de una descripcion centrada en las trayectorias
individuales de las particulas a una méas amplia, enfocada en cémo se distribuyen estas trayectorias
en el espacio de fases. Esto es particularmente 1til para entender el comportamiento colectivo de un
gran nimero de particulas y sus respuestas a influencias externas, como los campos. Proporcionando
una vision estadistica del movimiento de las particulas, la ecuacion de Fokker-Planck facilita el
analisis de fenémenos complejos y la prediccion de comportamientos en sistemas fuera del equilibrio.

Una de las razones para introducir la ecuacion de Fokker-Planck antes de la ecuaciéon de Langevin
en el presente trabajo es que la ecuacion de Fokker-Planck se utilizara como método de comparacion
para verificar algunos resultados de la teoria de la ecuacion de Langevin. Este enfoque comparativo
permitira validar y corroborar los hallazgos teéricos obtenidos mediante la ecuaciéon de Langevin
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2.1. Fundamentos de la ecuacion de Fokker-Planck

2.1.1. Conceptos en probabilidad
Espacio muestral

Sea el espacio muestral asociado a un experimento. {2 es el conjunto de todos los posibles
resultados del experimento. Dada w € €2, donde () representa el espacio muestral asociado a un
experimento aleatorio, los elementos individuales w se denominan eventos elementales, resultados
elementales o resultados muestrales.

Sea B C 2, un subconjunto denominado evento. Con base en dos eventos B, C' C €2, el conjunto
de elementos pertenecientes a B 'y C se denota por BC' y se denomina interseccion.

Por tltimo, el complemento del conjunto C' se representa por C, y se define como C' = Q — C
[30].

Probabilidad condicional

Cada vez que se observa nueva evidencia, se adquiere informacién que puede incidir en el grado de
creencia o incertidumbre que se tiene sobre la ocurrencia de un evento. La probabilidad condicional
aborda la pregunta: ;Como debe actualizarse la creencia en funcién de la evidencia observada
personalmente?.

La probabilidad condicional de que el evento B ocurra dado que el evento C' ha ocurrido con

P(C) > 0, se cuantifica mediante la expresion P(B | C') = % siy solosi P(BC) = P(B|C)P(C).

Eventos independientes

Sean B, C' C () dos eventos. Estos eventos se consideran independientes si y solo si la probabilidad
de su interseccion es igual al producto de sus probabilidades individuales. Simbolicamente, P(BC) =
P(B)P(C) o P(BC) = P(B).

Dados B,C,D C €, los tres eventos son independientes si la probabilidad de su interseccion es
igual al producto de sus probabilidades individuales. P(BCD) = P(B)P(C)P(D).

Variable aleatoria

Dado un experimento con espacio muestral {0 compuesto por eventos elementales w (es decir,
w € ), se define por variable aleatoria a una funcion X : 2 — R. La variable aleatoria asigna un
namero a un evento, es decir, X(w) = x.

Media, varianza y momento

La media de una variable aleatoria X se define como el valor esperado de X y se denota como
E[X], p o < X >. Para una variable discreta, se calcula como la suma ponderada de cada valor
posible de X multiplicado por su probabilidad. Para una variable continua, se integra el producto
de X y su funcién de densidad de probabilidad. Poniendo enfasis en una variable continua, el valor
esperado de X estara dado por: < X >= [ ap(z)dz, donde p(x) denota a la funcion de distribucion
de probabilidad de la variable aleatoria X.

La varianza de una variable aleatoria X mide cuénto se extienden los valores de X alrededor
de su media. Se denota como Var(X) o 2. Para una variable continua, se integra el cuadrado de
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la diferencia entre X) y la media, multiplicada por la funciéon de densidad de probabilidad, i.e.,
la varianza estd dada por la expresion: 02 = [X— <X >]2 =< X% > — < X >2 Para cada
variable aleatoria X, si X es integrable, E[X]k < o0, donde k£ un entero positivo, entonces el k-
ésimo momento de X esta dado por E(X)¥, también denotado por < X* > [23]. Particularmente,
los momentos centrales seran denotados por p y estaran dados por: p =< (X— <X >)k >.

2.1.2. Procesos estocasticos

Sea X, : 2 — R una variable aleatoria distinta para cada valor de v € S C R. La funcién
X : 8 xQ — R dada por X, (w) = X(w,7) se denomina proceso estocéstico con conjunto indexante
S y se denota por X = {X,;v € S}. Un proceso estocastico es una familia de variables aleatorias
indexadas por una variable real.

Sea t,, € R conn € N. Para cada valor distinto ascendente de n, se asigna un valor decrecreciente
a la variable t, es decir®, t; >ty > ... > t,,_1 > t,, . Partiendo de una familia de variables aleatorias
X(w, t1), X(w,t2), X(w,t3),....X(w, t,), la funciénes de distribucion de probabilidades relacionadas
con los valores x,, y t, correspondientes a la variable aleatoria X(w,t,) se denotan por p;(x1,t1),
p2(w1.t1; w2, t2), p3(w1, t1; 2, 12523, 13) .., Pu(@1, 15 2, t2; T3, 35 .5 T, £y), TESPectivamente.

Se tiene que py (z1,t1)dz; representa la probabilidad de que la variable aleatoria X (w, t1) tenga el
valor z1 en el rango dzq. Andlogamente, ps(x1,t1; T2, ta)drday representa la probabilidad conjunta
de que las variables aleatorias X (w, t1) v X(w, t3) tangan los valores x1 y z2 en el rango de dx; y
dz, respectivamente [30].

Una de las propiedades de las funciones de distribucion de probabilidades es la compatibilidad
de las probabilidades de indice inferior j con la de indice superior j + 1. Tal propiedad se denomina
criterio de compatibilidad y se expresa mediante la expresion:

pi(x1,t1; ez, ty) = /ijrl(CClatl;-~~§xjvtj;mj+1»tj+1)dxj+l (2.1)
Las funciones de densidad probabilidad conjunta se definen mediante la expresion:

Pr(T1, 155 T tn) = Dok (1, 015 o5 Tl T | Tt 1 Lot 15 o5 Ty B )Pk (kg 1, Lo 1 -5 Ty )
(2.2)

2.1.3. Clasificacion de procesos estocasticos
Proceso completamente aleatorio

Un proceso completamente aleatorio es una collecién de variables aleatorias indexadas por un
parametro, elemento de los reales, cominmente el tiempo, tal que para cualquier conjunto limitado
de valores temporates t,,, las variables aleatorias asociadas son independientes entre si. Simbélica-
mente, pp (21,115 ... Tn, tn) = p1(z1, t1)p1(22, t2)...p1(Tn, tn).

La probabilidad condicional para un proceso completamente aleatorio de expresa mediante la
expresion: pi ,—1(z1,t1 | 2,2, ...; Tn,tn) = p1(z1,t1).

1Se ha tomado la convencién de denotar los tiempos méas grandes por un subindice que corresponde a los primeros
nameros naturales, siendo los tiempos més pequenos los que tienen un subindice que corresponde al valor més grande
del conjunto considerado.
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Proceso estacionario

Un proceso estocastico se denomina estacionario si su funcién de distribucion es independiente
del origen del tiempo [30], es decir:

pj(x1,t + 851,82 + 8500525, + 8) = pj(@r, ti; 2e, b2 .. s 25, ;) para toda j (2.3)

Proceso estacionario en sentido estricto

Un proceso estocastico X (w, t,,) es considerado estacionario en sentido estricto, abreviado como
SSS por su sigla en inglés (Strict Sense Stationary), si sus propiedades estadisticas son indepen-
dientes de cualquier desplazamiento en el origen del tiempo. Esto implica que para que un proceso
sea denominado estacionario en sentido estricto, es necesario que X (w,t,) v X(w,t, + s) tengan
las mismas estadisticas para cualquier valor de s [35].

De esta definicion, se sigue que la funcion de distribucion es independiente del origen del tiempo,
es decir:

pj(xl,tl + S;(El,tg + S; ...;(L'j,tj —+ S) :pj(l'l,tl;l'g,tg; ..‘;l'j,tj) (24)

Proceso de Markov

Un proceso de Markov es un proceso estocéstico con una memoria condicionada a cualquier
instante de tiempo inmediato precedente al argumento temporal consecuente. La memoria de un
proceso de Markov que considera a un so6lo valor del tiempo inmediato condicionado al precedente
del tiempo equivale a decir que el futuro del proceso es independiente del pasado. Tal propiedad se

ejemplifica mediante la expresion?:

pl,l(xna tn|xn—la tn—l) = pl,n—l(xnv tn|yn—17 tn—l; w3 L1, tl) (25)

Sin embargo, en este texto se toma la convencion de tomar los tiempos como t, < t,—1 < ... <
ta < t1, por lo que se utiliza la expresion: pi (1,61 | @2,t2) = pra—1(z1,t1 | T2, 8255 Tn, tn).
Pin—1(1,t1 | T2, t2; i T, ) = p1,1(x1, 81 | T2,t2), donde 3 es el tiempo inmediato precedente al
tiempo a t1 [30].

La funciéon de distribucion de probabilidades conjuntas se expresa mediante la relacion:

Pn(Z1, b3 @2, to; o5 Ty ty) = pra (21,81 | T2, t2)p1,1 (22, b | 23, 3)...0p1,1(@n—1, tn—1)P1(Zn, tn) (2.6)

Que expresa la dependencia de la funcién de distribucion de probabilidad en argumentos consecu-
tivos del tiempo, sin considerar mas alla del primer tiempo.

2.1.4. Ecacion de Chapman-Kolmogorov

Dada una funcion de distribucién de probabilidades conjuntas para tres tiempos distintos, deno-
tados por t1, to y t3, ordenados de izquierda a derecha en orden descendente, se parte de la ecuacion

2Segiin la obra titulada “STOCHASTIC PROCESSES IN PHYSICS AND CHEMISTRY?” escrita por N.G. Van
Kampen, se define un proceso de Markov como un tipo de proceso estocastico que exhibe la propiedad donde, para
cualquier secuencia de n tiempos sucesivos (t1 < t2 < ... < ty)
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2.2 y de la propiedad p1,1(z1,%1 | X2,t2) = p1,n—1(21,t1 | 2,t2;...; 2y, t,) para obtener la relacion:

p3(x1,t1; T2, ta; T3, 3)
= p12(z1,t1 | T2, to; 3, t3)p2(22, to; 3, t3) (2.7)
=pri(z1,t1 | 2o, t2)p11(xa, ta | 23, t3)p1(xs, t3)

En virtud del criterio de compatibilidad expresado en la ecuacion 2.1, se realiza una integraciéon
en el lado derecho de a precedente ecuaciéon respecto al valor xo y se utiliza la ecuaciéon 2.2:

= pa(@1, ti; s, t3) = pra(@n, t | @3, t3)p1(as, ts) (2.8)
Aquello debe ser igual a la integracion del lado izquierdo de la ecuacion 2.7:
=pi1(x,ti | @3, t3)p1(xs, t3)

= /p1,2<331,t1 | @2, to; 3, t3)p2 (22, ta; 3, t3)dxs
= /pl,l(ﬂﬁl,tl | x2,t2)p11 (w2, ta | v3,t3)p1 (23, t3)dT2

Por consiguiente, se deduce la ecuacion de Chapman-Kolmogorov:

pra(i,tr | 23,t3) = /P1,1(»T1,t1 | 22, t2)p1,1(w2, b2 | T3, t3)dxs (2.9)

La cual es valida para tiempos discretos y continuos.

2.2. Ecuacion de Fokker-Planck

Sea X = {X(t);¢ > 0} un procesos estocastico de Markov con valores de ¢,, ordenados de derecha
a izquierda en orden ascendente, t; > to > t3. Por ser un proceso de Markov, la funcion de
distribucién de probabilidad satisface la propiedad p1 1(z1,%1 | ®2,te; 3, t3) = p1.1(21,t1 | 2, t2).

Adicionalmente, se asume que X (¢) es un proceso homogéneo en el tiempo ¢, es decir, p1 1(x1, t1+
s;xa,ts + 8) = p1,1(z1,t1; T2, t2).

Partiendo de los argumentos de la funcién de distribuciéon de probabilidad presentada en la
ecuacion 2.9, se definen 1 = y, 20 = z y r3 = x. Analogamente, se definen t; = 0,to = t y
ts3 =t + At.

En virtud de las definiciones precedentes e invirtiendo el orden de los argumentos de p, se obtiene
la siguiente relacion:

o0

pra(z,t+ At]y,0) = / p11(zt |y, 0)pra(x,t + At | z,t)dz (2.10)

— 00

Denotando pi 1(x,t + At | 2,t) = p1.1(x, At | 2), entonces:

p1a(z, At |y,0) = / p11(z,t |y, 0)p11(x, At | 2,0)dz (2.11)

Sea n(z) : R — R una funcién arbitraria que satisface las condiciones: lim,_, ., n(z) =

0,1im, 4 n(x) = 0 y cuya n-ésima derivada % existe para z — £oo.
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Se parte de la siguiente expresion [9]:

|t Pt g — [ e g (PRSI ZR ) g0y

— 00 —0o0

Realizando un intercambio (no trivial) del limite con la integral:

8p1 Opra(z,t|y) y) VI Y _
= [P g g [ Gt At - patet ) 1)

Utilizando la identidad de Champman-Kolmogorov presentada en la ecuacion 2.9:
3 1 oo o0
=t g | @t lipate e ALz = n@patet ) bas] 210
At—0 At | J_ o o

Utilizando la convencion py 1 (z,t + At | 2,t) = p11(z, At | 2):

=ty | [ @t lmate a9z @t fas] )

At—0 At | J_ o oo

Realizando un cambio en el orden de integracién para el primer término de la ecuacién anterior y
requiriendo que x — z en el segundo término:

— 00 — 00 — 00

= lim {/00 {/OO n(@)p11(z,t | y)p11(z, At | z)dx} dz — /00 n(z)p1,1(z,t | y)dz] (2.16)

En virtud de la normalizacion requerida para p11(z, At | 2), tal que [*_ py1(x, At | z)de = 1:
= tim [ ety [ e st @) - ) | (2.17)
*A%IEO Al o P15t | Y 700101,1 z, 2)\nx n\z))axr 0 dz .

Considerando la expansion en serie de Taylor de n(z) alrededor del punto z = 2:

(@) =n(z) + (z — 2) dz(;) - +%d dff T (2.18)

y sustituyendo en la ecuacion 2.17:

1 o0 o0
= dm, 5| [ ottt [ a2 {ae)

(2.19)

+(x—z)d27f) ) +%dzz(f) ) +...—n(z)}dxdz}
bl oot ()] o
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Sea an(z,At) = [7 (z — 2)"pri(z, Atlz)dz y sea D"(2) = limasoniagan(z,A) =
Umaso a7 [ oo, P (@, At | z)e=a

[ a2t g [ e [ S0

1
oo oo dx

dz y requiriendo que D™(z) = 0 para n > 2, entonces:

d*n(z)

2
+ D*(z2) 102

r=z

x_j dz (2.21)

Integrando por partes el primer término de la ecuacién 2.21 y repidiendo la integracién por

partes una segunda vez sobre el segundo término (para mas detalles referirse al apéndice A.2 y
A.6):

N / 8191 1 xtt | ?/) _ (2.22)
[ Gt P @)+ [ @] a) i et D) s

2.3. Ecuacién de Langevin

Una vez introducida la ecuaciéon de Fokker-Planck, se deduce la ecuacién de Langevin y se
derivan algunos resultados. Es fundamental presentar la ecuacion de Fokker-Planck antes de la
ecuacion de Langevin, ya que la primera se empleara para corroborar ciertos resultados obtenidos
posteriormente.

Partiendo de una particula coloidal en movimiento con velocidad v, inmersa en un medio viscoso
de viscosidad (. La fuerza promedio ejercida sobre la particula debido a la interaccién con el medio se
denota como F(y y estd dada por la relacion F(y = —(v. Considerando ademéas una fuerza residual
fluctuante denotada por I'(t), se cumple, por la segunda ley de Newton, la siguiente relacion:

MY — v (2.23)
dt
Se establecen las siguientes hipotesis estadisticas sobre las propiedades de I': En primer lugar, se
supone que I'(t) representa una fluctuacion respecto a la media, de modo que su valor esperado
es cero, es decir, (I'(t)) = 0. En segundo lugar, I'(t) se considera un proceso estacionario con
un tiempo de correlacion relativamente pequeiio, tal que la correlacion entre I'(t) y T'(t + s) se
describe mediante la relacion (I'(t) - T'\(t + s)) = (I'?(t))#(s), con ¢(s) una funcién con un pico muy
pronunciado alrededor de s = 0 [29].
Al realizar el producto punto del vector de posicion r con la ecuaciéon 2.23 y calcular el promedio
estadistico de ambos lados de la ecuacion, se elimina la fluctuacion I'(¢). Como resultado, se obtiene
que:

d?r dr
e Iy - e 4 2.24
L 220
Se sabe que d(gf) =29 . r. Adicionalmente, § dtz r= %dzd(trf) — dr. 4t en consecuencia:
1d*(r-r) dr dr 1d(r-r) 1d%(r-r) 1d(r-r) dr dr
~furn ar - S0y e — M(EE Sy (22
< 2 A2 dt dt )= <2 dt ) <2 de? )+l 2 dt ) < dt dt ) (2.25)
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Por el teorema de equiparticion, (%M v?) = %kT, entonces:

1d%(r-r) 1d(r-r)
G TG

Para r una funcion continua y diferenciable sobre el intervalo promediado, se puede definir y = (r-r),

) = 3kT (2.26)

obteniendo la ecuacion diferencial ((LQ + %% — % =0, cuya solucién® es (r-r) =oc1 +cee Tt +
Glzj/WJ{/IMt. Dada la condicién incial de que la soluciéon sea 0 para ¢ = 0, se concluye que:
6kT
(r3(t)) = Tt + Be®™! —1) (2.28)
El valor de la constante B es 6]”2#.

Para tiempos ¢t > %, el desplazamiento cuadratico medio sigue la relacién aproximada (r?(t)) ~

%t, mostrando una dependencia lineal con respecto a t. Este resultado es comparable al obtenido
para el caso unidimensional a partir de la ecuaciéon de difusiéon de Fick, que se expresa como
((z(t) — 2(0))?) = 2Dt, como se presenta en la ecuacion 1.11. La diferencia en los factores (2 en
lugar de 6) se debe a que el resultado con el factor 6 corresponde al caso tridimensional, mientras
que el factor 2 corresponde al caso unidimensional.

2.4. Coeficientes de friccion y difusion

La ecuaciéon de Langevin mas general esta dada por la expresion:

dec)
dt

Si g es una constante, la ecuaciéon 2.29 se denomina ecuacion de Langevin con término de ruido
aditivo. Por otro lado, si g = g(£(¢),t), la ecuacion 2.29 se denomina ecuacion de Langevin con un
termino de ruido multiplicativo [9].

Denotando la variable ¢ por ¢’ y realizando una integracion respecto al tiempo ¢’ para un intervalo
(t,t+7) con T > 0, se obtiene:

= h(&(t), 1) + g(£(t), )L (?) (2.29)

t+7 / i+
/ diit/ ) ar' = / (&), 1) + g(€(t), )0 (1)] dt!
t ) (2.30)

t+1
Lt T) — £(l) = / (€, ) + g(&(t)), )T (1)] dt

3 Sea a = % y B = 6;61 , por lo que dt2 + ozdy = B. Asumiendo que 8 = 0, entonces dtQ + Oc = 0, por
lo que se propone como solucién y = cge”"t. Sin embargo7 se ha asumindo que 8 = 0. Asi que a contlnuaci(’)n se
asumen soluciones de tipo constante. De no resultar tutil, se procede con la propuesta de una solucién lineal, asi
sucesivamente.

Proponemos una segunda solucién y2 = ¢, con ¢ una constante. Para la ecuacién igualada a 3, dtéj +a5? = f, se
observa que la constamte 3 deberia ser 0. Como no pude ser posible (a menos que la temperatura sea el 0 absoluto)7
se procede con la propuesta de una soluciéon y3 = Dt, cuya sustitucién en la ecuacién igualada a S implica que
D= g, asi que una combinacién lineal de ambas soluciones conduce a:

B

y=c1+coe 4 =t (2.27)
a
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Se parte de la expansion en serie de Taylor centrada en el tiempo ¢ para las fucniones h(£(t),t')
y g(§(t'),t'), respectivamente, definiendo £(t') = 2’ = z(t') [31]:

Me). ) =new). )| ey~ P MEOLD
(z(t),t) (x(t),t) (z(t),t)
(2.31)
y
ge@) ) =o€ t)|  +le) —en XERD) g QEOO]
((t),t) ((t),t) ((t),t) (2.32)

La sustituciéon de los desarrollos en serie de Taylor para h y g en la expresion mostrada en la
ecuacion 2.30 conduce a la siguiente expresion:

+ ) — e 21

t+1
£t +7) &) :/t lh(é(t’)vt')

(z(t),t) (x(t),1)
/ /
+W—ﬂ@ﬁﬁiﬁ +...|dt
ot
(z(t),1)
e dg(&(t'),t")
w0 e e)  rle) - o)
¢ (x(t),t) z (x(t),t)
! !
+W_ﬂ@&§;il +.. | re)ar
b (@(t).1)
Partiendo de la ecuaciéon 2.30 escrita en la forma:
t/
g@@—g@%:/ [R(ER"), ") + g(E"), )T (¢")] dt” (2.33)
t

y sustituyendo en la ecuacion 2.4, entonces:

t+1 t
ga+ﬂ—aw=1‘ V@w»w(u)+{l‘M@wmwww@wmﬂwwmwﬂ

Oh(E(t'),t')
ox’

On(E(t'), ')

o dt’

+ [t —1]
(z(t),1)

t+7
+[ F@wxw

dg(&(t'), ')
oz’

+...
(z(t),t)

p (2.34)
+{l w@wmﬂv+mawxﬂwuwm%]

(z(t),t)

9g(E(t'), 1)

o r)dr

+ [t —t]
(z(t),1)

+...

(z(t)t)

Desarrollando los factores presentes en el integrando, distribuyendo los signos de integraciéon en
cada término, multiplicando por el inverso de 7, tomando el promedio y evaluando el limite de
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ambos lados de la ecuaciéon cuando 7 — 0 (para una consulta detallada del desarrollo, refiérase al
Apéndice E.2), se deduce que:

DO(e(t), 1) = ttg “EFDZEO = ey 1 p2ED)1)
o ! N (R

g(&t),t")  (2.35)

Estos dos términos coinciden con los dos primeros términos que estan entre paréntesis en la ecuaciéon
de Fokker-Planck en la convension de Stratonovich.

De manera similar, para determinar el segundo coeficiente D(?)(£(t),t), se presenta el desarrollo
siguiente:

D®(&(t), ) =

2! 750 T

l lim <[£(t+7-) —f(t)} >:| 2' }—% |:2D/ / f(t”),t)(S(t—t”)dt,dt/l—f—O(Tz

(2.36)

Para garantizar la correspodencia con los términos entre corchetes de la segunda expresiéon

sumada en la ecuacion %—f = ag [h + 1Fgg ] P+ 7L 5 652 [ 2] P, ha de cumplirse que tal limite sea

igual a:
DO (E(t), 1) = & 1y SECFD ZEOF > ey (2.37)

21 70 T

2.4.1. Ecuacién no lineal de Langevin en varias dimensiones

Partiendo de un conjunto de N variables aleatoria, {{(¢)} = {&1, ..., €N}, la ecuacion de Langevin
asociada a tal conjunto de variables aleatorias toma la forma:

&i(t) = hi [{E(D} 1] + g1 {EWD} 1 T5(0) (2.38)

para I';(t) que cumple las siguientes propiedades [9]: (I';(¢)) = 0y (I;(¢)T;(t)) = 2D6;;0(t —t').
Intercambiando la variable ¢ por la variable ¢’ en la ecuacion 2.38 e integrando respecto a la
variable ¢’ sobre el intervalo (¢,t+ 7):

T qe. (4 t+7
[P —sen -0 = [ U0 (@) AT (239

Se parte de la expansion en serie de Taylor para las funciones h; [{£(t')},¢'] v gi5 [{£(t)}, 1], res-
pectivamente [9, 31].

Para ({£(¢)},t) un punto cercano al punto ({£(t')},t’), la expansion en serie de Taylor de las
funciones mencionadas es:

0

) — (0] {3§(t)h () ,t’}} \ o (240

B HEW) o) = (). |
(&@),t")
Definiendo al conjunto de N variables {£(¢)} = {&1(t), &2(t), ..., &n(8) } = {z}, entonces:

(£@®):t")

hi [{€(#)} ] = hi [{x}, '] + [&(t) — xk] hi [{x} .t + (2.41)
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Anéalogamente,

9i5 {EW) Y '] = gij [{x}, 8] + [&x (') — 2] a%kgij [{x}, T+ ... (2.42)

La sustitucion de los desarrollos en serie de Taylor (presentados en las ecuaciones 2.41 y 2.42) en
la ecuacion 2.39 conduce a la siguiente expresion:

t+7
Lt+71)—&(t) = / {hz {x}, ¢+ [&(t) — xp] %hi {x},t]+.. } dt’
b (2.43)
- {gij [ 1+ [66(F) = ) gy )0+ } 0 ()

Se sustituye la diferencia & (¢') — 2 con base en la relacion presentada en la ecuacion 2.39. Por lo
que:

t47
&(tw)—@(t):/t { [{x},¢]

+...}dt’

o[ ot [ it o ey e o

X aimkgij [{X} s tl] + .. } Pj (t/)dt,

0

[ e ) ) 0 | Do

(2.44)
Distribuyendo los signos de integraciéon para cada término dentro del integrando, multiplicando
por el inverso de 7, tomando el promedio y tomando el limite en ambos lados de la ecuaciéon cuando
7 — 0 (para ver mas detalles de este procedimiento, referirse al Apéndice E.3), se deduce que:

DO (e(e), 1) = ding ECEDZEO) s hi((x) )+ Dy () 05 ({1 0) (2:49)

7'—>0

El desarrollo de la suma implicita sobre k, en la ecuacion 2.45, toma la forma:
0 0 0]
i=h;+D i——3ij i——3ij i——Gij 2.46
xT; i + {gljawlgj +92jax291 +gi’)jawggj} ( )

El desarrollo de la suma implicita sobre el indice j conduce a la expresiéon final:
xi=h;+D 9 i1+ 0 i2 + o,
i =Ny g11 o2y gi1 T g12 o7y gi2 T 913 o2y gi3
0 0 0
+ {9218@91 +g228x292+9238w29 3] (2.47)

I P I
g31 O3 gi1 T 932 s gi2 T g33 Oz 9i3
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2.5. Movimiento Browniano rotacional de una molécula lineal
con momento dipolar p
Considérese una molécula lineal con momento dipolar x, con momento de inercia aproximado a

0 debido a la region difusiva de la que se ha partido desde los primeros capitulos. Se parte de las
siguientes ecuaciones dinamicas para la particula [9]:

it = w(t) x u(t) (2.48)
donde w representa la velocidad angular de la particula.
Tw(t) 4+ Cw(t) = A(t) + p(t) x E(¢) (2.49)

donde I=0 y A representa la fuerza fluctuante que actia sobre la particula.

Cilt) = A(t) x u(t) + [u(t) x E)] x (1) (2.50)
El desarrollo del primer término en la ecuacion 2.50 conduce a la expresion A(t) x p(t) = [A2pés —
Asp&alit[Asp€s — A1 ps] g+ [ p€a — A2 €1k, que en conjuncion con la expresion [u(t) x E(t)]x p(t) =

[~ pis Esli + [~ paps Es)j + (13 Es + p3Eslk = [~ p2Esli + [~y Es]j + [u*Es + p? Es]k, se obtienen
las siguientes componentes:

p€r(t) = ¢ Aapbs — Aape) — (TP EEL(£)Es(t)

péa(t) = ¢ Papbs — Aipés] — (TP EE(DE(D) (2.51)

pés(t) = ¢ \pbs — dopés] — CTHUPE 65+ &
Con base en la expresion para 51, presentada en la ecuacion 2.51 y partiendo de la ecuacién? 2.38,
se deduce que gia\y = %Az, G133 = f%Ag, giiA1 = 0y finalmente hy = —¢ ' uEE(t)Es(2).
Anéalogamente, goi A1 = —%3)\1, goodo = 0, gogAz = %)\3 v hy = —C 1uE&(t)€3(t). Por tltimo,

9313 = %27 322 = —%, g33A3 =0y hy = (B3 + &3]
Las expresiones para g;; se pueden expresar més convenientemente en notacién matricial como:

&: 13
g1 912 913 05 ?3 _5?2
g1 g2 g3 |=|—-¢ 0 % (2.52)
931 932 933 %2 —% 0

Partiendo de la ecuacion 2.47, de los coeficientes hallados para g;; expresados en la matriz, la
ecuacion 2.52 y de las expresiones para hi,ho y hs, se obtiene lo siguiente:

& =—C'"uE&&% — D <2

&
¢
€ = (T UuEEE — D (252

)
; ) (2.53)
: &3

&=—C'uE(1-6)-D <2C>

4Como recordatorio: & (t) = h; [{£(t)}, ] + gij {E@D)}, ] T;(t)
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Para un entorno en dos dimensiones el movimiento de una particula activa se compone de tres
procesos: proceso de difusion aleatoria, fuerza autopropulsada y toca para el caso de particulas con
quiralidad.

Una particula coloidal esférica de radio R inmersa en un solvente experimenta una difusion
traslacional con coeficiente de difusion translacional:

_ KBT
~ 6mR

t

(2.54)

Para una autopropulsién de la particula coloidal, un término de velocidad se considera, asi co-
mo la orientaciéon ¢. La particula coloidal con quiralidad experimenta una difusién rotacional con
coeficiente de difusiéon rotacional:

KgT
- 8mR3

La orientaciéon de la particula coloidal experimenta una velocidad angular €.

En la mecanica estadistica y la termodinamica, la relacion de Einstein conecta el coeficiente de
difusion D con la temperatura T, la constante de Boltzmann k y la movilidad u de las particulas:
D = pkT. La movilidad p es una medida de qué tan rapido se mueve una particula en respuesta a
una fuerza aplicada. Puede definirse como la relacion entre la velocidad de deriva de la particula y la
fuerza aplicada. En muchos sistemas fisicos, especialmente en el contexto del movimiento browniano,
la movilidad ¢ a menudo se considera inversamente proporcional al coeficiente de friccion 7, i.e.,
W= % La sustituciéon de este resultado en la relaciéon de Einstein conduce a la expresion D = %,
tal que y representa el coeficiente de arrastre de Stokes, donde v = 67nr. En algunos contextos
simplificados o idealizados, el coeficiente de friccién ~ podria ser absorbido por otras constantes o
considerado como unidad para fines de normalizacién, lo que lleva a la forma simplificada D = kT

A continuacion se presenta un caso bidimensional correspondiente a las ecuaciones 2.52 y 2.50.

Para tal contexto, se utilizara D = 6’:3;7,.

Considérese [9] w = wk, = p(&1i+ &7), A = Mk y E = Ei para la ecuacion Ci(t) = A(t) x
ult) + [a(t) x B(£)] x u(t) A A

El desarrollo del primer término toma la forma A x pé = [=Au&]i + [Auéi1]j. Similarmente,
[ x E] x p& = [P Eli + [—p?&16E]j. La sustitucion de estos términos en Cfu(t) = A(t) x pu(t) +
[1(t) x E(t)] x p(t), conduce a las expresiones: (uéy = (1?63 E — Muba] y Cuéa = by — p616E.

Debido a que p = (€114 €27), donde € es un vector de magnitud 1, entonces el producto punto
we o leva a que p?(€2 + €3) = p?. Por lo tanto, £3 = 1 — &7, obteniendo las expresiones:

- (2.55)

o = (A — i El
Una forma de satisfacer la condicion (£ + €2) = 1 es que & = cosfl y £ = senf.
La primera relacion en la ecuaciéon 2.56 se puede expresar como dc%f(t) = —\(t)¢ " tsenf(t) +

¢l u(1—cos?0(t) = —A(t)¢ " tsenf(t)+( L usen?0(t) = —A(t)( " tsend(t)+( L pE(2=52528). Similar-
mente, la segunda relacion se puede expresar como ds%f(t) = (A(t)cosO(t) — usend(t)cosh(t)E] =
(YA (t)cosO(t) — pE=22%]. Se concluye que:

(2.57)

dc%te(t) F T B (22021) = _\(#)¢ sind(t)
ds%te(t) n C_lliE% = (TIA(t) cosO(t)
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Multiplicando ambos lados de la expresion para %f(t) (en la ecuacién 2.57) por el name-
s 2 dcos 6(t) . dcos 6(t) -dsin 6(t)
ro complejo ¢ y sumando con la expresion para =3, se obtiene que ~—3 -~ + i—g— +
¢C'ukE (% + 2%) = (7I\(t)(send + icosh). Considerando el cambio de variable r = e~
se obtiene la siguiente expresion:
ar(t) | uE, ., AWr()
— ()" —1] = — 2.58
e e -1 = =2 (2.58)
De acuerdo con la propuesta de Van Kampen [44], (C(y)L(t)) = $C(y)C'(y), donde L(t) es un
término de ruido. Por lo que (M) = kTC(%)QT%r = _TkTr. Se concluye que:
dr(t) uE 5 kT
—r@) -1 =—-—— 2.59
e+ el — 1= =220 (259)

Cuando el campo eléctrico E = 0, la solucion de la ecuacion es r = rge” ¢ ',
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Capitulo 3

Determinaciéon experimental del
desplazamiento cuadratico medio
para dipolos magnéticos inmersos en
un campo magnético externo

3.1. Justificacién del experimento

El estudio de las particulas autopropulsadas comenzé como un esfuerzo para simular el com-
portamiento de enjambres de animales a gran escala. Este campo fue inaugurado por el trabajo
pionero de Craig Reynolds en 1987, quien desarrollé simulaciones del comportamiento grupal en
animales. Posteriormente, Tamés Vicsek y su equipo ampliaron estos conceptos en 1995 al introdu-
cir modelos colectivos, tal como se describe en sus publicaciones fundamentales [38, 45]. A partir
de estos y otros estudios similares, surgi6 la necesidad de modelar el comportamiento de particulas
autopropulsadas. Numerosos trabajos han abordado la dinAmica sobreamortiguada de microparti-
culas autopropulsadas a través de la teoria del movimiento browniano [3]. No obstante, diversas
observaciones experimentales recientes subrayan el papel crucial que juega la inercia en sistemas de
materia activa macroscopica [11, 12, 6, 40].

Recientemente, la dindmica de la materia activa macroscopica ha cobrado una relevancia signi-
ficativa. En este contexto, se han empleado dispositivos conocidos como wvibrobots o Hexbugs, cuya
dinamica se modela utilizando el concepto de particulas brownianas activas, también denominadas
particulas autopropulsadas (self-propelled particles) [25, 2, 34, 28, 19]. En particular, el estudio
de [48] extiende el formalismo de particulas brownianas autopropulsadas a la escala macroscopica,
como se detalla: “... presentamos un modelo para relacionar sisteméticamente el movimiento obser-
vado a corto y largo plazo con las predicciones del modelo de particulas brownianas activas, no solo
en la materia granular, sino también en otros sistemas de particulas activas.”

El experimento descrito en dicho estudio consistié en particulas autopropulsadas confinadas
dentro de una celda circular de aluminio, equipada con una tapa acrilica, a la que se le aplicaba
una vibracién. El didmetro de la celda circular era de 203 mm. Las particulas utilizadas eran de
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resina termoestable ABS, con una base cuadrada de 6.28 + 0.04 mm y una altura méaxima de 3.9
+ 0.1 mm.

La celda contenia una pared de 4.76 mm de altura en su borde exterior. En el caso considerado,
la auto-propulsién de las particulas se origina de mecanismos distintos a los que se observan en
microparticulas autopropulsadas. En la escala macroscopica, tanto la propulsion como el ruido
provienen de fuentes no térmicas. No obstante, el estudio concluye que, dado que la distribucién del
ruido se aproxima a una distribucién gaussiana y, dado que el formalismo de Langevin asume que el
ruido es gaussiano y no correlacionado en el espacio, el movimiento de las particulas granulares puede
considerarse una manifestacion macroscopica del movimiento browniano activo. Ademés, sugiere que
estos hallazgos son aplicables a otros tipos de materia activa. De manera particular, el estudio de
las particulas en movimiento vibratorio descrito en el articulo es comparable al comportamiento de
los Hexbugs analizados en la presente investigacion, siendo dicho articulo una justificaciéon para la
extrapolacion del formalismo de micronadadores (en el caso microscopico) al caso macroscopico.

Justificacion de la Introducciéon de Dipolos Magnéticos de 12 mm de Didmetro en el
Experimento

En esta investigacion, se han empleado dipolos magnéticos de 12 mm de didmetro para examinar
la difusion de estos dipolos en un dispositivo locomotor, bajo la influencia de campos magnéticos
externos aplicados al sistema. La seleccion de esta escala se fundamenta en las siguientes razones:

= Relevancia para el Modelo Teérico: La escala de 12 mm de didmetro permite una compa-
racion efectiva entre los resultados experimentales y las predicciones tedricas. A este tamano,
los efectos magnéticos son lo suficientemente pronunciados para validar el modelo sin intro-
ducir complicaciones adicionales derivadas de dimensiones extremas.

= Facilidad Experimental: Los dipolos magnéticos de 12 mm son manejables en un entorno de
laboratorio, lo que facilita la realizacién de experimentos precisos y controlados. Esta escala
permite una manipulacion adecuada y la obtencién de datos confiables sin las dificultades
asociadas con tamanos excesivamente pequenos o grandes.

= Visualizacion y Aplicacion: La escala elegida permite una visualizacién clara de los efec-
tos de las fuerzas externas sobre los dipolos, lo cual es crucial para interpretar los datos
experimentales y comunicar los resultados de manera efectiva. Ademas, esta escala facilita la
conexién con aplicaciones practicas en sistemas reales.

En resumen, los dipolos magnéticos de 12 mm de didmetro proporcionan una base solida y
practica para experimentar y verificar los modelos tedricos relacionados con el comportamiento de
los dipolos bajo la influencia de fuerzas externas, asegurando la relevancia y aplicabilidad de los
resultados obtenidos en esta investigacion.

3.2. Diseno experimental

3.2.1. Objetivo del Experimento
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El objetivo principal de este experimento es
analizar el impacto de la presencia de dipolos
magnéticos adheridos a dispositivos conocidos
como Hexbugs en su comportamiento locomo-
tor cuando interactian varios de ellos entre si,
ademas de investigar como un campo magnéti-
co externo influye en el comportamiento alea-
torio de estos dispositivos, comparando con los
resultados obtenidos en condiciones de campo
magnético externo ausente.

Especificamente, se tiene como objetivo
comparar y analizar de manera cuantitativa las
posiciones de cada uno de los Hezxbugs, registra-
das cada segundo durante un intervalo continuo
de cincuenta segundos, con el fin de identificar
patrones en su respuesta a las diversas configu-
raciones magnéticas.

3.2.2. Materiales

Figura 3.1: Imagen de un Hezbug, un microrobot
con motor de vibraciéon utilizado en el experimen-
to para simular el movimiento de particulas auto-
propulsadas.

1.

© »®» X o

Bandeja de cartéon con una anchura de diecinueve centimetros, una altura de ochenta y cuatro
centimetros y una profundidad de tres centimetros. Adicionalmente, una caja de cartéon con
treinta centimetros de altura y anchura, en conjunciéon con una profundidad de diez y siete
(17) centimetros.

. Seis unidades de dispositivos HEXBUG nano®) fabricados por Spin Master. Ver la Figura

3.1

Seis iméanes circulares de neodimio con didmetro de diez milimetros (12 mm) y anchura de
cinco milimeters (5 mm).

Montura de plastico fabricada mediante impresion 3D, con las siguientes especificaciones:

Arandela exterior con un radio interno de 46.5 mm y un diametro externo de 47.5 mm, con
una altura de 8 mm. Ver la Figura 3.2.

Arandela interior con un didmetro interno de 13.5 mm y un didmetro externo de 15 mm. Ver
la Figura 3.3.

Cuatro cilindros de conexién entre arandelas con 2 mm de diametro. Ver la Figura 3.4.

Dos bobinas de Helmholtz constituidas por alambre de cobre esmaltado de calibre 24, con
didmetro de 45 cm y 300 vueltas de alambre.

Fuente de alimentacion de CC digital Goldstar GP-4303D 0-30 voltios.
Cuatro cables Plug a Plug tipo banana.
Lampara de iluminacion fluorescente o lampara de luz LED.

Tabla de madera con altura de 40 cm, anchura de 80 cm y profundidad de 2 cm.
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10. Un pliego de papel bond blanco (sin cuadricula) en conjunto con pegamento en barra.
11. Una barra de plastilina color rojo.

12. Tripode para teléfono movil con una cabeza giratoria de 360 grados, en conjunto con un
teléfono movil equipado con cdmara.

Figura 3.2: Diseno de montu- Figura 3.3: Arandela exterior Figura 3.4: Arandela interior
ra para iman. con altura de 8 mm. con altura de 4 mm.

3.2.3. Procedimiento

1. Se utilizaron dos bobinas fabricadas con alambre de cobre esmaltado de calibre 24 (SWG .559
mm) y cuatro cables Plug a Plug de tipo banana para realizar la conexién en serie de las
bobinas, segin se muestra en la Figura 3.5. Posteriormente, se establecié una separacion fija
de 70 cm entre ambas bobinas sobre una tabla de madera.

Finalmente, se procedi6 a realizar la conexién de las terminales de las bobinas a la fuente de
alimentacion digital de corriente continua.

(0,0) to[L, 1=L, o-*] ++(2,0);
(2,0) to[L, 1=L, *-o] ++(2,0);
(0,0) — ++(0,-1) node[ground] ; (4,0) — ++(0,-1) node[ground] ;
at (0,-0.5) +; at (4,-0.5) —; at (2,-0.5) V;

Figura 3.5: Circuito de dos bobinas de Helmholtz conectadas en serie.

2. Con base en las dimensiones especificadas de altura, anchura y profundidad de la bandeja de
carton, se procedié al recorte de tres piezas de papel bond con dimensiones de 19 cm por 84
cm, 87 cm por 3 cm y 87 por 3 cm, respectivamente. Estas piezas fueron disenadas para cubrir
tanto la superficie interior (a fondo) de la bandeja como los costados de la bandeja de carton,
que posee una altura de 3 cm. El proposito de este procedimiento fue prevenir la exposicion
del color natural de la caja de carton.

Después de verificar la alineacion precisa de las piezas de papel bond en las superficies laterales
y de fondo, se procedi6 a adherirlas utilizando pegamento en barra.
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. Tras fijar la posicién de las bobinas con respecto a la tabla de madera, se procedio6 a introducir
la caja de carton de dimensiones 10 cm x 30 cm x 30 cm en el espacio entre ellas. Seguidamente,
se coloco la bandeja de carton de dimensiones 19 cm x 84 ¢cm x 3 cm dentro de los aros dentro
de los aros formados por las bobinas, posicionandola sobre la caja mencionada anteriormente.

. Fijada la bandeja de cartén dentro de los aros de las bobinas, se procedié a colocar la tabla de
madera sobre una mesa. Acto seguido, se instal6 un tripode para teléfono movil en la misma
mesa, girando la cabeza rotatoria noventa grados desde la posicion vertical para asegurar
un enfoque adecuado de la bandeja de cartén. Posteriormente, se fijo el teléfono movil al
tripode, orientando la caAmara hacia la bandeja. De manera similar, se asegur6 la lampara de
iluminacién fluorescente en la parte trascera del teléfono moévil, permitiendo la realizacion de
grabaciones sin obstruir la abertura de captura.

. Utilizando una bola de plastilina con un didmetro aproximado de un centimetro y un disposi-
tivo Hexbug, se procedi6 a colocar la plastilina sobre el revestimiento superior del dispositivo.
A continuacioén, se insert6 una arandela de 12 mm, correspondiente a la montura de plasti-
co fabricada mediante impresion 3D, sobre la capa de plastilina. El objetivo era asegurar la
fijacién de la montura en la superficie del Hezxbug y cubrir toda la longitud del dispositivo
con el didmetro de la montura, garantizando su fijacién en el punto medio de la longitud del
dispositivo locomotor.

. Establecida la posiciéon de la montura de plastico y con base en un iman de neodimio girado
a noventa grados respecto al punto de contacto de su cara de mayor area con una superficie
horizontal plana, se procedié con la inserciéon del iméan en el interior de la arandela de 12
mm, realizando su fijacién con la misma plastilina de sujeciéon de la montura plastica. Pos-
teriormente, un revestimiento de papel bond fue colocado tanto en los bordes externos de la
montura como en la tapa superior a la plastilina de sujeciéon, evitando la exposicion de los
colores inherentes a los Hexbugs y a la montura de plastico.

. Partiendo del revestimiento de papel bond sobre la tapa superior a la plastilina de sujecién,
se coloco un circulo de plastilina con cinco milimetros de didmetro en el centro del papel.

Los procedimentos descritos en los puntos 5 y 6 fueron repetidos para las cinco dispositivos
locomotores restantes.

. Se procedi6é activando y depositando cada uno de los Hezbugs sobre la bandeja de cartoén,
realizando la activacion secuencial de estos dispositivos para cinco repeticiones sucesivas, hasta
alcanzar un total de seis dispositivos activos. Durante este proceso, se realizé la grabacion
del movimiento de los dispositivos tanto con como sin la influencia de un campo magnético
generado por una corriente de tres amperios.
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Capitulo 4

Resultados

4.1. Movimiento de un dipolo sin interaccién con campo mag-
nético externo

Considérese un conjunto de N puntos (z;,y;) para ¢ = 1,2,..., N, asignados a la posicion de
una particula dipolar en el tiempo t,. Se define Ax; = z(t; + 7) — x(¢;) como el desplazamiento
en el eje x de la particula dipolar en el tiempo t; para un tiempo de retraso (lag time) 7, donde
1 =1,2,..., N. De manera analoga, se define Ay; = y(t; + 7) — y(¢;) como el desplazamiento en el
eje y de la particula dipolar en el tiempo ¢; para un tiempo de retraso 7, donde ¢ = 1,2,..., N.

Para una particula desplazandose durante un de tiempo ¢y_., se define el desplazamiento cua-
dratico medio (DCM o MSD, por sus siglas en inglés) mediante la siguiente expresion:

N-—1 N—T1
DOM() = 5 3 (8wt duf} = g 3 {fatt+ ) w0+ s+ 1) = (e}
(4.1)

Con base en la Tabla E.1, ubicada en el
Apéndice E.4, la cual presenta cincuenta pares
ordenados de la forma (z;,y;), correspondientes
a las posiciones de un dispositivo Hexbug con
un dipolo magnético incorporado, sin la influen-
cia de campos magnéticos externos (ver Figu-
ra 4.1), se calcula el desplazamiento cuadratico
medio (DCM) en funcién del tiempo de retardo
T, para 7 con los valores considerados de 1, 2,
3, ..., 30.

Consecutivamente, se presenta la Figura 4.2, que muestra una grafica del logaritmo natural del
desplazamiento cuadratico medio correspondiente, graficado en funcion del logaritmo natural del
tiempo de retardo 7 [47], con valores de 7 = 1,2,3,...,30.

Para convertir a unidades fisicas, se ha considerado el didmetro del circulo de plastilina adherido
a la superficie opuesta a la plastilina que fija la montura de plastico y el dispositivo Hexbug. El
didmetro promedio de este circulo es de 7 mm.

Figura 4.1: Trayectoria del dispositivo Hexbug a
lo largo de 50 segundos.
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Adicionalmente, se ha considerado la longi-
tud del circulo de plastilina en unidades de pi-
xeles, basada en el video utilizado para la me-
dicién de las posiciones del dispositivo Hexbug.
De acuerdo con el software ImagelJ, esta longi-
tud es de 18 pixeles. Dado que 7 mm correspon-
den a 18 pixeles, se concluye que 1 pixel equivale
a 0.38 mm en el sistema fisico. Por lo tanto, se
concluye que el desplazamiento cuadréatico me-
dio correspondiente al dispositivo Hexbug tiene
unidades de pixeles® = (0,38 mm)?2.

Considerando la ecuacién DCM = at®, don-
de a, o son constantes y DCM, ¢ son variables
adimensionales [47], se obtiene que In(DCM)
In(a) + aln(t). Definiendo x In(t), y
In(DCM), y b = In(a), se obtiene la expresion
equivalente y = ax+b. Dado que la ecuacion de
la regresion lineal correspondiente a la Figura
4.2 es y = 0,85x+6,44, se concluye que o = 0,85
y a = 5%, Por lo tanto, DCM = ¢6-44¢0:85,

4.1.1. Movimiento de dos dipolos

externo

Regresion lineal de DCM vs T para un dipolo sin campo magnético
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Figura 4.2: Gréfica del logaritmo natural del des-
plazamiento cuadratico medio (DCM) contra el
logaritmo natural del tiempo de retardo 7 corres-
pondiente a un dipolo sin la interacciéon de campos
magnéticos externos.

sin interaccién con campo magnético

Partiendo de un sistema compuesto por dos dispositivos Hexbug, cada uno con un dipolo magné-

tico montado en su superficie y sin interacciones magnéticas externas sobre el sistema, se registran
cincuenta pares ordenados (z;,y;) (con ¢ = 1,2,..., N = 50), correspondientes a las posiciones
obtenidas a intervalos de un segundo durante cincuenta segundos para cada uno de los dipolos. Las
trayectorias correspondientes a cada uno de los dipolos se muestran en la Figura 4.3.

La trayectoria en color rosa seréd referida
como “Primera trayectoria”, mientras que la
trayectoria en color azul serd designada como
“Segunda trayectoria” en la Figura 4.4.

Dado que la ecuacién de la regresion li-
neal correspondiente a la grafica 4.4a es y =
0,66246,54, se obtiene que o = 0,66 y a = %%,
Por lo tanto, se concluye que el desplazamien-

to cuadratico medio tiene una expresion de la
forma DCM = 6544066,

De manera analoga, la ecuacién de regresion
lineal en la Figura 4.4b es y = 1,242+4,62. Esto
implica que o = 1,24 y a = e*%2. Por lo tanto, el
desplazamiento cuadratico medio del segundo dispositivo Hexbug se calcula como DCM = e

Figura 4.3: Trayectorias de dos dispositivos
Hexbug con dipolos magnéticos incorporados.
La trayectoria en rosa se denomina “Primera
trayectoria”, mientras que la trayectoria en azul
se denomina “Segunda trayectoria”.

4,6241,24
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Regresion lineal de DCM vs T para dos dipolos sin campo magnético
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(b) Grafica del logaritmo natural del desplaza-
miento cuadratico medio (DCM) contra el loga-
ritmo natural del tiempo de retardo 7 corres-

pondiente al segundo dipolo sin la interaccion
de campos magnéticos externos.

(a) Grafica del logaritmo natural del desplaza-

miento cuadratico medio (DCM) contra el loga-

ritmo natural del tiempo de retardo 7 corres-

pondiente al primer dipolo sin la interacciéon de
H campos magnéticos externos.

Figura 4.4: Desplazamiento cuadratico medio de dos dipolos mutuamente interactuantes sin influen-
cia de campo magnético externo.

4.1.2. Movimiento de tres dipolos

externo

sin interaccién con campo magnético

Partiendo de un sistema compuesto por tres
dispositivos Hexbug, cada uno con un dipolo
magnético incorporado y sin influencia de cam-
po magnético externo sobre el sistema, se regis-
tran cincuenta posiciones obtenidas a intervalos
de un segundo durante cincuenta segundos. Las
trayectorias de cada uno de los dipolos se pre-
sentan en la Figura 4.5. La trayectoria rosa se
denomina “Primera trayectoria”, la azul se de-
nomina “Segunda trayectoria” y la trayectoria
en blanco se denomina “Tercera trayectoria”.

El desplazamiento cuadratico medio de cada
dispositivo Hexbug se calcul6 para tiempos de
retardo 7 con valores de 1, 2, ..., 30. La Figura 4.6 muestra la grafica del logaritmo natural del
desplazamiento cuadratico medio dividido por (0,38 mm)? frente al logaritmo natural del tiempo
de retardo 7 dividido por un segundo.

Debido a que la ecuaciéon de la regresion lineal correspondiente a la Figura 4.6a es y = 1,18z +
6,15, se obtiene que o = 1,18 v a = €%1°. Por lo tanto, el desplazamiento cuadratico medio
correspondiente a la primera trayectoria tiene una expresion de la forma DCM = 8:15¢1:18,

Similarmente, partiendo de la ecuacion de regresion lineal correspondiente a la Figura 4.6b, se
obtiene que o = 0,99 y a = "3, Por consiguiente, el desplazamiento cuadratico medio correspon-
diente a la segunda trayectoria tiene una expresion de la forma DCM = e723¢0:99,

Figura 4.5: Trayectorias de tres dispositivos Hex-
bug con dipolos magnéticos incorporados: en
rosa, “Primera trayectoria”; en azul, “Segunda
trayectoria”; en blanco, “Tercera trayectoria”.
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4.1 Movimiento de un dipolo sin interaccién con campo magnético externo

Regresi6n lineal de DCM vs T para tres dipolos sin campo magnético Regresion lineal de DCM vs T para tres dipolos sin campo magnético Regresién lineal de DCM vs T para tres dipolos sin campo magnético
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Figura 4.6: Desplazamiento cuadrético medio de tres dipolos mutuamente interactuantes sin in-
fluencia de campo magnético externo.

Finalmente, la ecuacién de la regresion lineal correspondiente a la Figura 4.6¢ permite deducir
que a = 0,91 y @ = €¢"%!. En consecuencia, el desplazamiento cuadratico medio correspondiente al
tercer dispositivo Hexbug tiene una expresion de la forma DCM = 610,91,

4.1.3. Movimiento de cuatro dipolos sin interaccién con campo magné-
tico externo

Partiendo de un sistema compuesto por cua-
tro dispositivos Hexbug, cada uno con un dipo-
lo magnético incorporado en su superficie y con
campo magnético externo al sistema ausente,
se registran cincuenta pares ordenados (z;,y;),
correspondientes a las posiciones del dispositivo
cada segundo durante un intervalo de cincuenta
segundos. Las trayectorias de cada dispositivo
se muestran en la Figura 4.15.

Las trayectorias de color rosa, azul, blan-
co y café se denominardan como “Primera
trayectoria”, “Segunda trayectoria”, “Tercera trayectoria” y “Cuarta trayectoria”, respectivamente.

Figura 4.7: Trayectorias de cuatro dispositivos
Hexbug con dipolos magnéticos incorporados.

El desplazamiento cuadratico medio correspondiente a cada dispositivo Hexbug fue obtenido en
funcion del tiempo de retardo 7 con valores de 1,2,3...,30.

La Figura 4.12 muestra cuatro graficas del logaritmo natural del desplazamiento cuadratico
medio dividido por (0,35 mm)? frente al logaritmo natural del tiempo de retardo 7 dividido por un
segundo. Cada grafica corresponde a un dispositivo Hexbug diferente.

Partiendo de la ecuacion de regresion lineal mostrada en la Figura 4.8, y = 0,872+5,50, se deduce
que a = 0,87 y a = ¢>°°. Por lo tanto, el desplazamiento cuadrético medio dividido por (0,35mm)?
(correspondiente al primer dispositivo Hexbug), tiene una expresion de la forma DCM = 550087,

Adicionalmente, de la ecuacion de regresion lineal mostrada en la Figura 4.9, y = 0,28x+8,32, se
deduce que o = 0,28 y a = €%32. Por lo tanto, el desplazamiento cuadrético dividido por (0,35mm)?
(correspondiente al segundo dispositivo Hexbug), tiene una expresion de la forma DCM = ¢8:32¢0:28,
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Figura 4.12: DCM de cuatro dipolos mutuamente interactuantes sin campo magnético externo.

Anélogamente, partiendo de la ecuaciéon de regresion lineal mostrada en la Figura 4.10, y =
1,24z + 4,41, se deduce que @ = 1,24 y a = e**'. En consecuencia, el desplazamiento cuadratico
medio dividido por (0,35mm)? (correspondiente al tercer dispositivo Hexbug), tiene una expresién
de la forma DCM = e*41¢1:24,

Finalmente, partiendo de la ecuacion de regresion lineal mostrada en la Figura 4.11, y = 1,25x +
6,22. Por consiguiente, el deplazamiento cuadratico medio dividido por (0,35mm)? (correspondiente
al cuarto dispositivo Hexbug), tiene una expresion de la forma DCM = e6:22¢1:25,

4.1.4. Movimiento de cinco dipolos sin interaccién con campo magnético
externo

Partiendo de un sistema compuesto por cin-
co dispositivos Hexbug, sin influencia de cam-
po magnético externo al sistema, se hallan cin-
cuenta pares ordenados (z;,y;) correspondien-
tes a la posiciéon de cada dipolo en intervalos
de un segundo durante cincuenta segundos. La
trayectoria de cada dipolo se muestra en la Fi-
gura 4.13. La trayectoria en rosa se designa Figura 4.13: Trayectorias de cinco dispositivos
como “Primera trayectoria”’, la trayectoria en Hexbug con dipolos magnéticos incorporados sin
azul se identifica como “Segunda trayectoria”, interaccién con campo magnético externo.
la trayectoria en blanco se denomina “Tercera
trayectoria”, la trayectoria en café se denomina “Cuarta trayectoria” y la trayectoria en amarillo
se distingue como “Quinta trayectoria”.

La Figura 4.14 muestra cinco graficas del logaritmo natural del desplazamiento cuadratico medio
dividido por (40mm)? frente al logaritmo natural del tiempo de retardo 7 dividido por un segundo.

La ecuacién de regresion lineal mostrada en la Figura 4.14a, y = 0,40x + 7,90, permite deducir
que o = 0,40 y a = €7?°. En consecuencia, se concluye que el desplazamiento cuadratico medio
correspondiente al primer dispositivo Hexbug tiene la expresion DCM = e790¢0:40,

Similarmente, con base en la ecuacion de regresion lineal mostrada en la Figura 4.14b, y =
0,40z + 7,90, se deduce que o = 0,40 y a = %Y. Consecuentemente, el desplazamiento cuadratico
medio correspondiente al segundo dipolo tiene la expresion DCM = e790¢0:40,
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Figura 4.14: DCM de cinco dipolos mutuamente interactuantes sin campo magnético externo.

Anéalogamente, con base en la ecuacion de regresion lineal mostrada en la Figura 4.14c, y =
0,752 + 6,48, se deduce que a = 0,75 v a = €%78. Por lo tanto, el desplazamiento cuadratico medio
correspondiente al tercer dipolo tiene la expresion DCM = e5:78¢0:75,

En adicién, la ecuacién de regresion lineal mostrada en la Figura 4.14d, y = 0,97x+ 3,16, conduce
aque a = 0,97y a = e>'%. Por lo tanto, el desplazamiento cuadratico medio correspondiente al
cuarto dipolo tiene la expresion DCM = 3:16¢0:97,

Finalmente, la ecuaciéon de regresion lineal presentada en la Figura 4.14e, y = 1,27z + 6,66,
sugiere que o = 1,27 y a = %%, Por lo tanto, el desplazamiento cuadratico medio correspondiente
al quinto dipolo tiene la expresion DCM = ¢8-:66¢1.27,

4.1.5. Movimiento de seis dipolos sin interaccién con campo magnético
externo

Partiendo de un sistema compuesto por seis
dispositivos Hexbug con dipolos magnéticos in-
corporados y en ausencia de campos magnéticos
externos al sistema, cincuenta pares ordenados
(x4, y;) son obtenidos, un par cada segundo du-
rante un intervalo de cincuenta segundos. Las
trayectorias se muestran en la Figura 4.15.

Las trayectorias en color rosa, azul, blan-
co, café y amarillo mantienen las denominacio-
nes establecidas anteriormente. Adicionalmen-

Figura 4.15: Trayectorias de seis dispositivos Hex-
bug con dipolos magnéticos incorporados sin in-
teracciéon con campo magnético externo.
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Figura 4.16: Desplazamiento cuadratico medio de seis dipolos mutuamente interactuantes sin in-
fluencia de campo magnético externo.

Con base en la ecuacion de regresion lineal mostrada en la Figura 4.16a, y = 1,50x + 5,65, se
deduce que o = 1,50 y a = %%, Por lo tanto, el desplazamiento cuadratico medio correspondiente
al primer dipolo tiene la expresion DCM = ¢5:65¢1:50,

Respecto a la Figura 4.16b, la ecuacion de regresion lineal es y = 0,562 + 7,40, por consiguinte,
a = 056 y a = €0 Se concluye que el desplazamiento cuadritico medio correspondiente al
segundo dipolo tiene la expresién DCM = 7404956,

Partiendo de la Figura 4.16¢, la ecuacion de regresion lineal es y = 1,58z + 3,88. Por lo tanto,
a =158y a=e>38. Se concluye que el desplazamiento cuadratico medio correspondiente al tercer
dipolo tiene la expresiéon DCM = 3-88¢1:58,

Analogo al caso anterior, la ecuacién de regresion lineal mostrada en la Figura 4.16d es y =
0,84z + 7,23. Por consiguiente, a = 0,84 y a = e"?3, sugiriendo que el desplazamiento cuadratico
medio correspondiente al cuarto dipolo tiene la expresion DCM = e723¢0:84,

Adicionalmente, la ecuacion de regresion lineal mostrada en la Figura 4.16e es y = 1,03z + 4,80.
Por lo que se deduce que el desplazamiento cuadratico medio correspondiente al quinto dipolo tiene
la, expresion DCM = +80¢1,03,

Finalmente, la ecuacion de regresiéon lineal mostrada en la Figura 4.16f, y = 1,44z + 5,25,
sugiere que el desplazamiento cuadratico medio correspondiente al sexto dipolo tiene la expresion
DCM = 61’44t5’25.

o1



Resultados

4.1 Movimiento de un dipolo sin interaccién con campo magnético externo

4.1.6.
externo al sistema

Partiendo de un sistema compuesto por un
dispositivo Hexbug con un dipolo magnético
incorporado, bajo la influencia de un campo
magnético externo, cincuenta pares ordenados
(z4,ys;) son obtenidos, correspondientes a la po-
sicion del dispositivo cada segundo durante cin-
cuenta segundos. La trayectoria del dispositivo
se muestra en la Figura 4.17.

A continuacion, se presenta la Figura 4.18,
que muestra una grafica del logaritmo natural
del desplazamiento cuadratico medio dividido
por (0,37mm)?, graficado en funcién del loga-

Movimiento de un dipolo en presencia de un campo magnético

Figura 4.17: Trayectoria de un dispositivo Hexbug
con dipolo magnético incorporado a lo largo de 50
segundos.

ritmo natural del tiempo de retardo 7 dividido por un segundo, (con 7 que toma valores de

r=1,2,3,...,30).

Dado que la ecuacion de regresion lineal co-
rrespondiente a la Figura 4.18 es y = 0,94z +
7,06, se deduce que o = 0,94 y a = €%, Por lo
tanto, DCM = 7:06¢0.94,

4.1.7. Movimiento de dos dipolos
en presencia de un campo magné-
tico externo al sistema

Partiendo de un sistema compuesto por dos
dispositivos Hexbug, cada uno con un dipolo
magnético incorporado y bajo la influencia de
un campo magnético sobre el sistema, se regis-
tran cincuenta pares ordenados (z;,y;), corres-
pondientes a las posiciones obtenidas a interva-
los de un segundo durante cincuenta segundos
para cada uno de los dipolos. Las trayectorias
correspondientes a cada uno de los dipolos se
muestran en la Figura 4.19.

La trayectoria en color rosa sera referida co-
mo “Primera trayectoria”, mientras que la tra-

Regresion lineal de DCM vs T para un dipolo con campo magnético
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Gréfica log-log de DCM contra 7 co-

rrespondiente a un dipolo con influencia de campo
magnético externo.

yectoria en color azul seré designada como “Segunda trayectoria” en la Figura 4.19.

Dado que la ecuaciéon de la regresion li-
neal correspondiente a la Figura 4.20a es y =
1,39246,78, se obtiene que & = 1,39 y a = %78,
Por lo tanto, se concluye que el desplazamien-
to cuadratico medio tiene una expresion de la
forma DCM = ¢6:78¢1:39,

De manera analoga, la ecuaciéon de regresion

Figura 4.19: Trayectorias de dos dipolos magnéti-
cos con campo magnético externo.
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Figura 4.20: Desplazamiento cuadratico medio de dos dipolos mutuamente interactuantes con in-
fluencia de campo magnético externo.

lineal en la Figura 4.20b es y = 1,35z + 5,88.

Esto implica que o = 1,35 y a = ¢>88. Por

lo tanto, el desplazamiento cuadratico medio del segundo dispositivo Hexbug tiene la expresion
DCM = 5:88¢1:35,

4.1.8. Movimiento de tres dipolos en presencia de un campo magnético
externo al sistema

Partiendo de un sistema compuesto por tres dispositivos Hexbug, cada uno con un dipolo mag-
nético incorporado y bajo influencia de un campo magnético externo sobre el sistema, se registran
cincuenta posiciones obtenidas a intervalos regulares de un segundo durante cincuenta segundos.
Las trayectorias de cada uno de los dipolos se presentan en la Figura 4.21.

La trayectoria rosa se denomina “Primera trayectoria”, la azul se denomina
“Segunda trayectoria” y la trayectoria en blanco se denomina “Tercera trayectoria”.

El desplazamiento cuadratico medio de cada
dispositivo Hexbug se calculé para tiempos de
retardo 7 con valores de 1, 2, ..., 30. La Figura
4.22 muestra tres graficas del logaritmo natural
del desplazamiento cuadratico medio dividido
por (0,41 mm)? frente al logaritmo natural del
tiempo de retardo 7 dividido por un segundo. ~ Figura 4.21: Trayectorias de tres dispositivos

Debido a que la ecuacion de la regresion li- Hexbug con dipolos magnéticos incorporados: en

neal correspondiente a la Figura 4.22a es y = 1083, “Primera trayectoria”; en azul, “Segunda
1,062-+6,80, se obtiene que a = 1,06 y a = 680,  trayectoria”; en blanco, “Tercera trayectoria”.

Por lo tanto, el desplazamiento cuadrético me-

dio correspondiente a la primera trayectoria tiene una expresion de la forma DCM = ¢6:80¢1,06,
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Figura 4.22: Desplazamiento cuadratico medio de tres dipolos mutuamente interactuantes con in-
fluencia de campo magnético externo.

Similarmente, partiendo de la ecuacion de regresion lineal correspondiente a la Figura 4.22b, se
obtiene que o = 1,13 y a = €. Por consiguiente, el desplazamiento cuadratico medio correspon-
diente a la segunda trayectoria tiene una expresién de la forma DCM = e%79¢1:13,

Finalmente, la ecuaciéon de la regresion lineal correspondiente a la Figura 4.22c permite deducir
que o = 1,45 y a = €>°8. En consecuencia, el desplazamiento cuadratico medio correspondiente al
tercer dispositivo Hexbug tiene una expresion de la forma DCM = 558145,

4.1.9. Movimiento de cuatro dipolos en presencia de un campo magné-

tico externo al sistema

Partiendo de un sistema compuesto por cua-
tro dispositivos Hexbug, cada uno con un di-
polo magnético incorporado en su superficie y
en presencia de un campo magnético externo
al sistema, se registran cincuenta pares orde-
nados (z;,y;), correspondientes a las posiciones
del dispositivo cada segundo durante un inter-
valo de cincuenta segundos. Las trayectorias de
cada dispositivo se muestran en la Figura 4.23.

Las trayectorias de color rosa, azul, blanco
y café se denominaran como “Primera trayectoria’, “Segunda trayectoria”, “Tercera trayectoria” y
“Cuarta trayectoria”, respectivamente.

El desplazamiento cuadratico medio correspondiente a cada dispositivo Hexbug fue obtenido en
funcién del tiempo de retardo 7 con valores de 1,2,3...,30.

La Figura 4.28 muestra cuatro graficas del logaritmo natural del desplazamiento cuadratico
medio dividido por (0,38 mm)? frente al logaritmo natural del tiempo de retardo 7 dividido por un
segundo. Cada grafica corresponde a un dispositivo Hexbug distinto.

Partiendo de la ecuacion de regresion lineal mostrada en la Figura 4.24, y = 1,572 + 5,39,
se deduce que o = 1,57 y a = €39, Por lo tanto, el desplazamiento cuadratico medio dividido
por (0,38mm)? (correspondiente al primer dispositivo Hexbug), tiene una expresion de la forma
DCM = 65’39t1"57.

Figura 4.23: Trayectorias de cuatro dispositivos
Hexbug con dipolos magnéticos incorporados.
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Figura 4.28: Desplazamiento cuadratico medio de cuatro dipolos mutuamente interactuantes con
influencia de campo magnético externo.

Adicionalmente, de la ecuacion de regresion lineal mostrada en la Figura 4.25, y = 1,512+5,52, se
deduce que a = 1,51 y a = €2, Por lo tanto, el desplazamiento cuadratico dividido por (0,38mm)?
(correspondiente al segundo dispositivo Hexbug), tiene una expresion de la forma DCM = 5:52¢1:51,

Anélogamente, partiendo de la ecuaciéon de regresion lineal mostrada en la Figura 4.26, y =
1,502 + 5,46, se deduce que a = 1,50 y a = ¢>*5. En consecuencia, el desplazamiento cuadratico
medio dividido por (0,38)? (correspondiente al tercer dispositivo Hexbug), tiene una expresion de
la forma DCM = 546150,

Finalmente, partiendo de la ecuacion de regresion lineal mostrada en la Figura 4.27, y = 1,25x +
6,22. Por consiguiente, el deplazamiento cuadratico medio dividido por (0,38mm)? (correspondiente
al cuarto dispositivo Hexbug), tiene una expresion de la forma DCM = e6:22¢1:25,

4.1.10. Movimiento de cinco dipolos en presencia de un campo magnético
externo al sistema

Partiendo de un sistema compuesto por cin-
co dispositivos Hexbug, bajo la influencia de un
campo magnético externo al sistema, se hallan
cincuenta pares ordenados (z;,y;) correspon-
dientes a la posicién de cada dipolo en interva-
los de un segundo durante cincuenta segundos.
La trayectoria de cada dipolo se muestra en la
Figura 4.29. La trayectoria en rosa se designa Figura 4.29: Trayectorias de cinco dispositivos
como “Primera trayectoria”, la trayectoria en Hexbug con dipolos magnéticos incorporados.
azul se identifica como “Segunda trayectoria”,
la trayectoria en blanco se denomina “Tercera trayectoria”, la trayectoria en café se denomina
“Cuarta trayectoria” y la trayectoria en amarillo se distingue como “Quinta trayectoria”.

La Figura 4.30 muestra cinco graficas del logaritmo natural del desplazamiento cuadréatico medio
dividido por (40mm)? frente al logaritmo natural del tiempo de retardo 7 dividido por un segundo.

La ecuacion de regresion lineal mostrada en la Figura 4.30a, y = 1,13z + 5,41, permite deducir
que a = 1,13 y a = e>*!. En consecuencia, se concluye que el desplazamiento cuadratico medio
correspondiente al primer dispositivo Hexbug tiene la expresion DCM = e>41¢1:13,
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Figura 4.30: Desplazamiento cuadratico medio de cinco dipolos mutuamente interactuantes con
influencia de campo magnético externo.

Similarmente, con base en la ecuaciéon de regresion lineal mostrada en la Figura 4.30b, y =
1,78z + 5,18, se deduce que o = 1,78 y a = €>'®. Consecuentemente, el desplazamiento cuadratico
medio correspondiente al segundo dipolo tiene la expresion DCM = e%18¢1:78,

Anélogamente, con base en la ecuacion de regresion lineal mostrada en la Figura 4.30c, y =
1,40z + 4,62, se deduce que o = 1,40 y a = e*52. Por lo tanto, el desplazamiento cuadratico medio
correspondiente al tercer dipolo tiene la expresion DCM = ¢462¢1:40,

En adicién, la ecuacién de regresion lineal mostrada en la Figura 4.30d, y = 1,07x+2,37, conduce
aque a = 1,07y a = €237, Por lo tanto, el desplazamiento cuadratico medio correspondiente al
cuarto dipolo tiene la expresion DCM = e237¢1:07,

Finalmente, la ecuacion de regresion lineal presentada en la Figura 4.30e, y = 1,27z + 6,66,
sugiere que o = 1,27 y a = %%, Por lo tanto, el desplazamiento cuadratico medio correspondiente
al quinto dipolo tiene la expresion DCM = ¢8:66¢1.27,

4.1.11. Movimiento de seis dipolos en presencia de un campo magnético
externo al sistema

Partiendo de wun sistema compuesto por seis dispositivos Hexbug con dipolos
magnéticos incorporados y en presencia de un campo magnético externo al siste-
ma, cincuenta pares ordenados (z;,y;) son obtenidos, un par cada segundo durante
un intervalo de cincuenta segundos. Las trayectorias se muestran en la Figura 4.31.

56



Resultados
4.1 Movimiento de un dipolo sin interaccién con campo magnético externo

Las trayectorias en color rosa, azul, blanco,
café y amarillo mantienen las denominaciones
establecidas anteriormente. Adicionalmente, la
trayectoria en azul rey se denomina “Sexta
trayectoria”.

Con base en la ecuaciéon de regresion lineal

mostrada en la Figura 4.32a, y = 1,80z + 3,84, Figura 4.31: Trayectorias de seis dispositivos Hex-
3,84 bug con dipolos magnéticos incorporados.
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Figura 4.32: Desplazamiento cuadratico medio de seis dipolos mutuamente interactuantes con in-
fluencia de campo magnético externo.

Respecto a la Figura 4.32b, la ecuacion de regresion lineal es y = 1,70x + 3,55, por consiguinte,
a = 1,70 y a = e>%. Se concluye que el desplazamiento cuadratico medio correspondiente al
segundo dipolo tiene la expresion DCM = ¢3:55¢1:70,

Partiendo de la Figura 4.32c, la ecuaciéon de regresion lineal es y = 1,94z + 4,10. Por lo tanto,
a =194y a= e Se concluye que el desplazamiento cuadréatico medio correspondiente al tercer
dipolo tiene la expresion DCM = e*10¢1:94,

Analogo al caso anterior, la ecuaciéon de regresion lineal mostrada en la Figura 4.32d es y =
1,92 + 3,64. Por consiguiente, o = 1,92 y a = ¢>%4, sugiriendo que el desplazamiento cuadratico
medio correspondiente al cuarto dipolo tiene la expresion DCM = 364192

Adicionalmente, la ecuacion de regresion lineal mostrada en la Figura 4.32e es y = 1,55z + 4,47.
Por lo que se concluye que el desplazamiento cuadratico medio correspondiente al quinto dipolo

o7



Resultados
4.1 Movimiento de un dipolo sin interaccién con campo magnético externo

tiene la expresion DCM = e*47¢1,55,

Por ultimo, la ecuacién de regresion lineal mostrada en la Figura 4.32f, y = 1,77z + 4,28,
sugiere que el desplazamiento cuadratico medio correspondiente al sexto dipolo tiene la expresion
DCM = 64’28t1’77.

De acuerdo con [47], el exponente de Hurst, denotado por H, se define a partir del exponente «
al que esta elevada la variable ¢, mediante la relacion H = 5.

Segun este criterio, se identifican las siguientes regiones en funciéon del valor de H:

= Si H > 1, el proceso de difusién se encuentra en la region denominada “Super Balistica”.
» Cuando H =1, el proceso esté en la region balistica.

= Para H > %, se observa una regiéon superdifusiva.

» SiH = %, se clasifica como una region de difusién normal.

= Cuando H < %, el proceso se ubica en la region subdifusiva.

= Finalmente, si H = 0, se habla de una regiéon de confinamiento.

La figura 4.33 muestra los valores del exponente « para cada dipolo considerado en los experi-
mentos. Las agrupaciones de barras azules, dispuestas una al lado de la otra, representan el nimero
de dipolos en el sistema, y el valor del exponente correspondiente esté graficado. Por ejemplo, la
primera barra azul indica el valor de o para un tnico dipolo sin la influencia de un campo magné-
tico. Similarmente, las dos barras azules situadas en posiciones sucesivas representan los valores de
« para un conjunto de dos dipolos en el sistema.
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Figura 4.33: Valores del exponente «. Las barras azules ilustran las agrupaciones de dipolos en el
sistema sin la presencia de un campo magnético externo, mientras que las barras rojas reflejan las
agrupaciones de dipolos sometidas a la influencia de un campo magnético externo.

58



Resultados
4.1 Movimiento de un dipolo sin interaccién con campo magnético externo

Distribucion de los Exponentes de Hurst en Diferentes Regiones
Subdifusiva

Confinamiento
Super Balistica

Balistica I
Difusién Normal

66.7%

Superdifusiva

Figura 4.34: Porcentaje de regiones a las que pertenecen los dispositivos locomotores.

En virtud de las consideraciones anteriores, se presenta la figura 4.34, en la cual se indica que
el 66,7 % de los dispositivos Hezbug se desenvuelve en la region superdifusiva.

4.1.12. Ampliacién de resultados

En virtud de garantizar la reproducibilidad del experimento planteado al inicio de esta seccién,
se propone un montaje experimental contituido por un dos bobinas de Helmholtz comerciales.
Adicionalmente, con el fin de facilitar la identificacién de tendencia o patrones correspondientes
a la dinamica de los dispositivos locomotores Hexbug, mediciones adicionales del desplazamiento
cuadratico medio fueron realizadas.

Concretamente, las mediciones del DCM como funcién del tiempo de retardo T presentadas en
las subsecciones anteriores fueron extendidas a un sistema compuesto por una bandeja de cartén
con anchura de 19 centimetros y una altura de 15 centimetros'. Adicionalmente, fue realizada la
sustitucion de las bobinas correspondientes al montaje experimental anterior por dos bobinas de
Helmholtz de la marca PASCO, cuyo modelo puede consultarse en [41], asi como las respectivas
instrucciones de conexion.

La inclusiéon de este modelo de bobinas tiene dos implicaciones, las primera, como se ha men-
cionado, permite que el experimento pueda ser replicado con base a modelos estandarizados, la
segunda corresponde a la uniformidad del campo magnético entre ambas bobinas para distancias

1Tales dimensiones fueron elegidas con base en las dimensiones de separacién entre dos bobinas de Helmholtz de
la marca PASCO, como se hace notar a continuacién.
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de separacion de magnitud aproximadamente igual al radio de una bobina, y debido a que el dia-
metro de las bobinas de Helmholtz de la marca PASCO tienen un didmetro de 30 centimetros, la
distancia fija de 15 cm en separacion produce un campo magnético que tiende a ser uniforme entre
las dos bobinas?.

Partiendo de las constricciones impuestas por la caja de cartén, un dispositivo Hexbug fue
depositado en su interior.

Con base en una camara de grabacion sujeta en la parte superior de las bobinas de Helmholtz
mediante un tripode, grabaciones de diez segundos han sido realizadas. Dos casos han sido considera-
dos, consistiendo el primero de la nula interaccién del dispositivo locomotor con campos magnéticos
externos®, tinicamente su desplazamiento.

Partiendo de la configuracion descrita, veinte mediciones (grabaciones) han sido realizadas.

En adicién al caso anterior, una corriente promedio de 2,01 amperes a un voltio fue suministrada
al conjunto de bobinas conectadas en serie. Subsecuentemente, veinte mediciones (grabaciones) del
desplazamiento fueron realizadas.

Tomando como base el analisis de puntos de trayectoria provistos por el software ImageJ (tal y
como en el experimento anterior), fue realizado el célculo del desplazamiento cuadratico medio en
funcion del tiempo 7.

La gréfica del logaritmo natural del DCM (adimensional) como funcién del logaritmo natural
del tiempo 7 (adimensional) se presenta en la figura 4.35, donde cada grafica se muestra con un
color distinto, senalando la diferencia entre cada medicion.

En relacién con la primera medicién, la ecuacion de regresion lineal correspondiente es y =
1,722 + 5,73. Similarmente, para la segunda medicion, y = 1,67x + 5,79. Anédlogamente a los casos
subsecuentes, las regresiones lineales halladas son: y = 1,69z + 5,76, y = 1,72z 4 5,66 ,y = 1,662 +
5,83, y = 1,692 + 5,73 y = 1,592 + 5,94 y = 1,68z + 5,76 y = 1,44z + 6,97 y = 1,26z + 7,42
y=151x+591y =1512+6,09y = 1,62x+5,31 y = 1,81x+3,73 y = 1,54x+6,20 y = 1,552+ 5,80
y=1,7lx+ 5,66 y = 1,60z + 5,91 y = 1,71z + 5,63 y = 1,69z + 5,84.

Dada la notacion y = Ln(DCM) y « = Ln(t) y partiendo de que Ln(DCM) = aln(t) +Ln(a), se
concluye que el valor promedio de o corresponde a & = 1,449. Analogamente, el promedio de Ln(a)
corresponde a Ln(a) = 5,2575. Se propone como ecuacion de regresion lineal al conjunto de veinte
mediciones a la ecuacion Y, = 1,449x 4 5,2575. Tal ecuacion de regresion puede ser observada en la
Figura 4.35.

En analogia al caso anterior, veinte mediciones del DCM para un dispositivo Hexbug inmerso
en un campo magnético fueron realizadas. La gréfica del logaritmo natural del DCM adimensional
como funcion del tiempo 7 (adimensional) se presenta en la Figura 4.36.

Respecto a la primera medicién del DCM para un Hexbug inmerso en un campo magnético
externo, la ecuacion de regresion lineal es y = 1,6z + 5,84. Similarmente, para la segunda medicion,
y = 1,93x + 4,12. Para la tercera mediciéon, y = 0,972 + 8,07. Para las mediciones subsecuentes, la
ecuacion de regresion lineal es: y = 1,88z + 4,16, y = 1,06 + 8,08, y = 1,80x + 4,01, y = 1x + 8,08,
y = 1,900 + 4,12, y = 1,10z + 8,08, y = 1,87z 4+ 3,80, y = 1,83z + 4,25, y = 1,06z + 8,14,
y = 1,900 + 4,10, y = 191z + 4,10, y = 1,88z + 4,22, y = 1,87z + 3,89, y = 1,292 + 6,34,
y=0,722x + 8,33, y = 1,93z + 4,07, y = 1,84z + 4,25.

Con base en la ecuaciéon adimensional propuesta Ln(DCM) = aLn(t) 4+ Ln(a) y partiendo del
valor promedio del coeficiente a de cada ecuacion de regresion, @ = 1,78 asi como el valor promedio
Ln_(a) = 5,01 se deduce que el ajuste lineal promedio corresponde a Y, = 1,78z + 5,01.

2Una discusién con consideraciones adicionales puede hallarse en [42]
3Se ignoran efectos de campo magnético terrestre

60



Resultados
4.2 Comparaciéon de resultados del primer, segundo y tercer capitulo

Un dipolo sin interaccion con campo magnético externo
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Figura 4.35: Veinticinco mediciones del desplazamiento cuadratico medio

En virtud de las ecuaciones de regresion lineal para los casos en ausencia y presencia de influencia
magnética externa, Y7 = 1,449z + 5,2575 y Y5 = 1,78z + 5,01, se deduce que el exponente de Hust
(definido como H = §) para el primer caso tiene el valor H; = 0,72 < 1. Subsecuentemente,
el segundo exponente de Hurst, asociado con el segundo conjunto de mediciones tiene el valor
H,; = 0,89 < 1. Estos hallazgos sugieren, en concordancia con los datos presentados en la subseccion
anterior, que tanto los dispositivos Hexbug sin interacciéon con campo magnético externo como con
influecia de este, se desenvuelven en la regiéon superdifusiva. Esta sugerencia concuerda con los
datos presentados en la Figura 4.34, donde se present6 que el 66,7 % de los dispositivos locomotores
también pertenecieron a la region superdifusiva.

4.2. Comparaciéon de resultados del primer, segundo y tercer
capitulo

Tomando como punto de partida el formalismo de Smoluchowski, presentado en el primer ca-
pitulo, la expresién del desplazamiento cuadratico medio hallada en la escala microscopica pa-
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Un dipolo bajo influencia de campo magnético externo
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Figura 4.36: Veinte mediciones del DCM bajo interacciéon con campo magnético producido por
bobinas

ra micronadadores fue W(t) = [GDt + ”Do—j} t+ 2”%22 {e=2P+* —1}, cuya expansion en serie de

Taylor alrededor del tiempo 0 permitié deducir dos expresiones, W(t) = 6Dt + v*t?> + ... y
Wi(t) = [6Dt + %] = 6Dpgysst. Esta ultima corresponde a tiempos largos y presenta linealli-
dad en el tiempo. Por otro lado, la ecuacién cuadratica en t resulta importante, pues se halla una
extrapolacion de dependencia cuadratica en la escala macroscopica para un intervalo que suele estar
entre los 0 segundos y los 5 segundos.

Con base en el segundo capitulo, el anélisis del movimiento browniano rotacional de una molécula

lineal con momento dipolar ;¢ permite deducir la ecuacién de movimiento 92 4 %[7‘@)2 -1 =

dt
f’“TT(r), la cual se ocupa como modelo de analogia para proponer una dependencia angular en el

movimiento browniano de un dipolo magnético microscopico. La de dependencia angular a escalas
macroscoOpicas también resulta importante para la dindmica macroscopica, como se ha hecho notar
por el experimento.

Una segunda analogia de la dindmica entre dipolos eléctricos y magnéticos puede hacerse con
base en la ecuacién de Langevin, para el movimiento browniano de una particula coloidal cargada,
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inmersa en un campo magnético constante definido por B = Byk. La ecuacion es:

sz—aV—FQVXB—l—f
c

donde o = 67 R represemta el coeficiente de arrastre con el medio de inmersion y & representa
el efecto de las fluctuaciones térmicas sobre la particula. Particularmente, la componente z es:

2 1
% = _7% + Efz(t)
Partiendo de la independencia de la fuerza aleatoria con la media de z y con base en la relacion
%m<v§> = %k BT, se concluye que el desplazamiento cuadratico medio de un coloide moviéndose en
direccién del eje z es:

2kpT
() - 20) = oo

Asi como en el caso presentado para el formalismo de Smoluchowski, este ultimo resultado también
presenta una dependencia lineal en el tiempo. Para ver una comparacion entre resultados hallados
con el formalismo de Smoluchowski y Langevin, ver la Tabla 4.1.

Tanto la expresion W (t) = [6Dt + %} t+ 2’%23 {6—2D7\t _ 1} como (22(t)—22(0)) = Zl;;;gt — 9Dt
coinciden en la caracteristica de linealidad temporal con las ecuaciones de regresion lineal halladas
en los experimentos del ultimo capitulo, discrepando tinicamente en los factores de pendiente m
y coeficiente adivido b (como es de esperarse, por tratarse de distintas escalas). Tal dependencial
lineal hallada experimentalmente también toma sentido para tiempos largos.

Como se hizo notar al inicio, en el caso experimental dependencias cuadraticas en intervalos entre
0 segundos y 5 segundos (aproximadamente) fueron halladas para el desplazamiento cuadrético
medio. También siendo consistente con la dependencia cuadratica W (t) = 6Dyt + vo%t? + ... hallada
en el formalismo de Smoluchowski. Por obvias razones, tal comparaciéon sélo es equiparable en el
exponente de t, no en los coeficietes constantes multiplicativos, cuyo valor est4 influenciado por la
escala.

t=2Dt
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Tabla 4.1: Similitudes y diferencias entre el formalismo de Smoluchowski y Langevin

Aspecto

Formalismo de
Smoluchowski

Formalismo de Langevin

Descripcion de movimiento

Describe el movimiento de
particulas coloidales,
considerando la difusion y la
dindmica de los fluidos.

Modela el movimiento de
particulas bajo la influencia de
fuerzas aleatorias escocasticas y

de friccién.

Ecuaciones de
Desplazamiento Cuadratico
Medio

Para micronadadores, utiliza la
expresion exponencial:
W(t) = 6D, + 37| t +

21%2? {e—zD,.t _ 1}.

Para particulas dipolares sujetas
a fuerzas fluctuantes se usa la

expresion:
(22(t) — 22(0)) = Z2ft = 2Dt

Escalas de Tiempo

Proporciona expresiones para
tiempos cortos y largos,
mostrando linealidad en el
tiempo para tiempos largos:

W(t) = 6D, + "] t = 6Dyt

Generalmente se utiliza para
describir el movimiento en
escalas de tiempo intermedias,
con énfasis en la naturaleza
estocéstica del movimiento.
Para tiempos medianos:
(22(t) = 2%(0)) = B=Ft = 2Dt

Dependencia Angular

Se centra en el desplazamiento
en una dimension, aunque puede
extenderse a mas dimensiones.

Introduce la dependencia
angular, especialmente relevante
para sistemas como moléculas
lineales con momentos dipolares.

Aplicaciones

Utilizado para modelar el
comportamiento de
micronadadores y el

desplazamiento cuadratico

medio.

Aplicable en el analisis de
sistemas con movimiento
browniano rotacional y otras
dindmicas estocésticas.
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Capitulo 5

Conclusiones

En el estudio de la dinamica de particulas coloidales en un fluido bajo la influencia de un campo
eléctrico constante a lo largo del eje z, con una intensidad Ey, la funcion de densidad de probabilidad
obtenida mediante el formalismo de Smoluchowski muestra una dependencia proporcional descrita

—qEqg=z
por: Pq(z) ~ e *57 . Este resultado indica que, en equilibrio térmico, la distribucién de la particula

a lo largo del eje z sigue una funcién exponencial.
—qBEgz
En detalle, la expresion e ¥87  revela que la probabilidad de localizar la particula en una posicién

z especifica decrece exponencialmente con el incremento de z, dado que gEy es positivo.

Otra forma de analizar esta distribucion es considerando la energia potencial, dada por U(z) =
—qFpz. Cuando tanto el campo eléctrico Ey como la carga ¢ son positivos, la energia potencial
se vuelve mas negativa a medida que z aumenta. Como resultado, la probabilidad de encontrar
la particula en posiciones més altas disminuye. En otras palabras, aunque la particula tiende a
moverse hacia posiciones mas altas, es menos probable encontrarla en esas alturas debido a la
mayor “dificultad” asociada a alcanzar esas posiciones. Este analisis ilustra como el campo eléctrico
afecta la distribuciéon espacial de las particulas coloidales, presentando la posible configuraciéon de
sus posiciones a lo largo del eje z. Este resultado es extrapolable con el caso magnético.

En cuanto a los dipolos magnéticos incorporados en los dispositivos Hezbug, los resultados
experimentales indican que la orientaciéon del dipolo en relaciéon con el campo magnético influye
significativamente en la direcciéon de movimiento de los dispositivos. A diferencia de las particulas
coloidales con carga neta positiva o negativa tratadas como conductores, que siguen una direccién
determinada en un campo eléctrico sin importar su orientacién, los dipolos magnéticos no tienen
una trayectoria fija. Su orientaciéon respecto al campo magnético afecta directamente su direccion
de desplazamiento, y cualquier cambio en esta orientacion puede modificar significativamente su
trayectoria. Esto sugiere que, de existir una funciéon de densidad de probabilidad para los dipolos
magnéticos como a macroescala, esta dependeria de manera crucial tanto de la posiciéon como de
la orientacion del dipolo. En una analogia, resultados similares han sido detallados para la escala
microscopica, especificamente en el contexto del desplazamiento cuadratico medio rotacional de una
particula browniana con momento dipolar p, como se documenta en [46, 39.

Por otro lado, como se observa en la figura 4.34, los dispositivos Hexbug muestran un compor-
tamiento de difusiéon caracterizado por una region subdifusiva. La grafica de barras en la figura 4.33
sugiere que el exponente «, obtenido a partir de la pendiente de la regresiéon lineal del logaritmo
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Conclusiones

natural del desplazamiento cuadratico medio adimensional en funcién del tiempo de retardo 7, para
los dispositivos Hexbug sometidos a campos magnéticos, generalmente supera el valor de 1. En
contraste, el exponente o correspondiente a las regresiones lineales de los dipolos en ausencia de
campos magnéticos externos, en su mayoria, no supera el valor de 1.

Esto sugiere un cambio en el comportamiento de difusion cuando los dipolos estan sujetos a
campos magnéticos, lo que podria estar relacionado con una mayor movilidad o diferente dinamica
de los dipolos en comparaciéon con la ausencia de campos magnéticos.

En ausencia de campos magnéticos, los valores del exponente a no suelen superar 1, lo que
refuerza la idea de un comportamiento subdifusivo predominante en esas condiciones. En contraste,
la presencia de campos magnéticos parece inducir un comportamiento diferente, posiblemente mas
cercano a la difusion normal o incluso superdifusiva, dependiendo del valor del exponente «. Tal
cercania es corroborada por los resultados presentados en la subseccién “ Ampliacion de resultados”,
donde veinte mediciones para casos de interacciéon y no interaccién con campos magnéticos produ-
cidos por bobinas conducen al mismo resultado de superdifusividad.

El analisis a escala macroscopica ha revelado similitudes significativas en la forma grafica del
desplazamiento cuadratico medio, tanto en la escala microscépica como en la macroscopica. Una
de tales similitudes corresponde a un comportamiento balistico, cuya caracteristica principal es
el comportamiento cuadratico DCM o t2. Como se puede ver de en la mayoria de graficas del
desplazammiento en un promedio de los primeros 5 segundos, tal comportamiento se hace evidente.
Esta escala ha permitido no solo una comparacion efectiva entre los resultados experimentales y las
predicciones teoricas, sino también una manipulacién detallada y una visualizacién precisa de los
efectos magnéticos.

Por tanto, los resultados de esta investigaciéon no solo sugieren una correspondencia en la repre-
sentacion grafica del desplazamiento cuadréatico medio entre las escalas macroscopicas y los modelos
teodricos a escala microscopica, sino que también destacan implicaciones practicas significativas para
la comprensién del comportamiento de los dipolos bajo la influencia de fuerzas externas, incluso en
ausencia de una comparaciéon directa con las escalas microscopicas.

En conclusion, estos resultados destacan la complejidad del comportamiento de difusion en siste-
mas con diferentes tipos de campos externos y ofrecen una base solida para futuras investigaciones.
Se recomienda investigar en mayor profundidad cémo otros factores, como la intensidad del campo
magnético y la geometria del sistema, afectan el comportamiento de difusién y la dindmica de los
dispositivos Hexbug. Ademéas, seria beneficioso desarrollar modelos tedricos que integren tanto la
posicién como la orientacion dipolar de los dipolos magnéticos para obtener una comprension mas
completa de su comportamiento bajo diversas condiciones, incluyendo la interaccién de miltiples di-
polos. En este contexto, se han realizado intentos de incorporar estos factores a escala macroscopica,
como se detalla en [32].
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Apéndice A
Integracion por partes

Partiendo de la expresion [ p1, 1(2 t|y)D(z )d"(w |s—~» dz, se definen u = py 1(2,t | y) D (2)

ydv= 22| dz. Porlo que, du= 2 [pl,l(z(;ot | y) D' (2)] dz y v = 0(x) |a=-= 1(2).
Aplicando la relacién ffooc udv = uw |2, — f_oo vdu:

. dn(z x 9

[ et 190 O | ds = et 19000 = [ ) [pra(ent | )D'(2)] 0z
(A1)

Por la hipoétesis de que lim,_, 1., n = 0, entonces:

[ Gt o T e as = [ a0 @] d (1)

— 00

Analogamente, considerando f pra(z,t | y)D?(2 (d ) le=~ dz, se definen u = py1(2,t |
y)D?%(2), dv = (d?;(f)) |z=» dz. Por lo tanto, du = % [pl 1(z,t | y)D?(z )] dzywv= (dz(xw ) lo=zs

entonces:

|t 10 () foms

= (A.3)
=p1(z,t| y)D2(2)ch)17(;) o=z —/ d?;(xx) los % [p11(2t | y)D*(2)] dz
- /jo dz(;) o= % [pra(z,t | y)D?(2)] dz (A1)

Nuevamente, definiendo u = £ [p11(z,t | y)D?(2)] v dv = dZ—(;) |z=» dz, se obtienen du =

68722 [p11(z,t | y)D*(2)] dz y v = n(z) |s=== n(2), por lo tanto:

00 2

=— [(aaz [p11(2,t | y)D?*(2)] n(z)> [ —/_OO n(@) [o=- % [p11(z,t | y)D?(2)] dz|  (A.5)
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Integracion por partes

Por lo tanto:

T it 1902 (SN | da =y [T n@) e L (et | D ()] 42 (AS)
dx 0z

— 00 — 00
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Apéndice B
Momento de 1nercia

B.1. Cascaroéon eférico

Partiendo de una esfera en R3 y tomando en cuenta que el momento de inercia de un anillo es
Ionito = M R?, se tiene que dI = r2dm.
Utilizando el hecho de que dm = odA, entonces:

dI = r* {ocdA} (B.1)
Por lo que:
I= /E . #RQTQdA (B.2)
Cuya equivalente ecuacion es:
I= / r? { R2Sen0dode)} (B.3)
TR? Jpstera

Tomando en cuenta que senfl = 1, entonces:

2 27 T
= mE / / Senfdfde (B.4)
0 0

2

Cuya solucién es:

2
I= gng (B.5)

B.2. Esfera so6lida

Partiendo de que el diferencial de masa dm = pv donde:

m m

P = 3TR3 (56)
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Momento de inercia
B.2 Esfera solida

Considerando una esfera tridimensional de radio R, masa m, densidad de masa p, se tiene que
dv = 72z, por lo que dm = prz?dz. Y debido a que dI = %dmac2 = % (p?TZ‘QdZ) 22, entonces:

I= /_Z {;pwx4dz} (B.7)

R
I= %/_R {pratdz} (B.8)

Utilizando el cambio de variable 22 + 22 = R2, entonces:

I= /R {p7r (R* - 22)2}dz (B.9)

-R

Lo que equivale a:

Cuyo desarrollo lleva al resultado:

2
I= 5mRZ (B.10)

Usando el hecho de que I = %mRs, se llega a que:

I 2mR?
¢ 5¢

(B.11)

TPy
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Apéndice C

Transformadas de Fourier y Laplace

C.1. Transformada de Fourier

C.1.1. Primera convencion

Las transformadas de Fourier presentadas en esta convencion se diferencian de las de la segunda
convencion, que se encuentran debajo de esta subseccién, por el signo que multiplica el argumento

de la exponencial.

Transformada de Fourier: . Z {f(z,t)} = f(k,t) = / f(x)e ™ da

1 [ ;
Transformada de Fourier inversa: f(t) = o / f(k)e ke dk
™ —0o0

C.1.2. Segunda convencién

. 1 [ .
La transformada de Fourier inversa: .# ! {f(k)} () = f(z) = 2—/ f(k)e*=dk
71— — 00

C.2. Transformada de Laplace

210} = Fls) = / " Fyetat

donde el parametro s es generalmente complejo con expresion s = s1 + Sa.

Propiedades de .Z: )
ZA{f()} = sf(s) - f(0)
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Transformadas de Fourier y Laplace
C.3 Integral Gausiana

7 {Sia} - .7

cont >0y Re(s) > —a.

C.3. Integral Gausiana

C.3.1. Integral de exponencial compleja

. ., _ 2 . .
Con base en el argumento de la exponencial de la ecuacion P(x,t) = % ffcoo e~ Dk t+ikzo—ikz .
se propone la siguiente expresion equivalente:

ik ik
_ Dkt + ikay — ike = —Dt [k2 _ Yo Lt x]

Dt Dt

Bt o)+ (Z'(g;fO))Q - (“g;f@ﬂ (C5)

=Dt

Por lo tanto:

1 —e-202 [ _pilppiE=e0]?
P({,C,t): %e%/ e Dt{k'i'/ 2Dt0] dk (Cg)

En funcién de la integral presentada en la ecuacion C.9, consideramos la siguiente integral de
linea sobre el plano complejo:

j{e_“(z_%)z dz (C.10)
r

donde a = Dt y w =  — 9. Ademaés, I" = =1 + 2 + 73 + 74 representa una curva cerrada en el
plano complejo (ver Figura C.1).

Im(s)

3

V4 Y2

Re(s)

—R 71 R

Figura C.1: Curva sobre el plano complejo recorrida en sentido antihorario.

Seany; =z con —R<z <R, 72=R+iycon0<y< 32 y3=x+i5 con —-R<x <R,y
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Transformadas de Fourier y Laplace
C.3 Integral Gausiana

74 = —R+iy con 0 <y < 5% La integral mostrada en C.10 se expresa como:
R i % . w _R 0 ; w
%e—a(z—%fdz :/ o—a(e—52)? daz+/2 o—alRti(y—22)] z’dy+/ oo’ dx—i—/ o—a[-R+i(y—3)]° idy
r -R 0 R Z
(C.11)
En relacion con la segunda y cuarta integral se sabe que:
/2“ o—a[R+i(y—2)) idy| < /2“ ‘efa[RJrz‘(yf%)]Q’ dy < M -1 = e~ go(30)° . QB (C.12)
0 0 a

. — 2 w )2 o . .
Tomando el limite cuando R — oo, e~ @8 ¢a(z2)” . 50— 0. Un caso similar se repite para la
cuarta integral. Adicionalmente, de acuerdo con la ecuacién C.20, mostrada en la siguiente seccion,
e e~ dy = /T
—00 - a’
Con base en los anteriores argumentos y partiendo del Teorema de Cauchy! en el contexto de

integrales de linea en analisis complejo, se concluye que:

/ e—ale=5)" g — \/? =0& / emala=%)" qz = \/? (C.13)
—oo a —o0 @

Por lo anterior, se concluye que:

z—x0)? o jlr—T 2 z—zg)? z—zg)?
P(a?,t) = ie_( 4D‘2) / e_Dt [k'H( 2Dt0)} dk = i Le_( 4D?) = ! 6_% (Cl4)
2m oo 27 \| Dt Van Dt

C.3.2. Integral Gausiana

Considérese la integral Gausiana:

o 22 Bx o0 _ 2,.2_;'_5,.
dee™ ¥ " = dpe™ @@ TPE (C.15)

—00 — 00

Completando cuadrados para el argumento de la exponencial:

2 2
—a?z? + B = — {a®2® — Bz} = —a® {x2 — (f;x} =—a? { (x — é) — (;22) } (C.16)

Sustituyendo en el argumento de la exponencial:

/OO dze= " e = /OO dxe_az{@_?%?)z_(%y} = /Oo dwe=" (v 722) 0 (722)° (C.17)

— 00 — 00 —0o0

ITeorema de Cauchy: Si una funcién f(z) es analitica en y sobre una regién simplemente conexa D y T' es una
curva cerrada contenida en D, entonces

ﬁf(z) dz = 0.
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Transformadas de Fourier y Laplace
C.3 Integral Gausiana

Sea u = x — 5., entonces:

o0 2 2 2 B 2 o0 2 2

/ doe™ % ef* = ¢ (327 due™ ™ (C.18)
— 00 — 00

Cuya solucion es:
2( B \2 o0 2.2 e 2(_B \2
e® (2(»2) due @V =YX ¥ (2(12) (019)
oo e

/ dre=o’e opz = VT ol () (C.20)

C.3.3. Método alterno de soluciéon para P(z,t)

La solucion a la ecuacion de difusion de Fick se deriva considerando que todas las particulas
coloidales inicialmente se encuentran en el origen del sistema de coordenadas para t = 0. En el caso
unidimensional de la coordenada cartesiana x, esto se expresa como P(z,0) = d(x — x¢), tal que

Usando la transformada de Fourier [véase C.1] para variables espaciales y la transformada de
Laplace [véase C.2| para variables temporales, la ecuacion 1.5 se transforma al dominio de Laplace
de la siguiente manera:

OP(x,t)| 0?P(z,1) COP(x,t) o, © OP(z,t) 4

De acuerdo con la propiedad? mostrada en la ecuacién C.6, se obtiene la expresion 315(33,3) —
P(x,0) = D% J5° P(z,t)e~*'dt. De acuerdo con la definicién de la transformada de Laplace (ver

la ecuacion C.5), el lado derecho de la igualdad se convierte en D%if . Por consiguiente:

DQQP(JJ, s) d%P(x, s)

sP(x,s) — P(z,0) = 5z sP(x,s) — 0(x — xz0) = D 52 (C.22)
Transformando la ecuacion al donimio de Fourier (ver la ecuacion C.3):
oo ] 0o ] 0o aQP ]
s/ P(x,s)e"*ody — / §(z — xzo)e *odx = D/ @e"kxdx (C.23)
—o0 —0o0 —00 oz
Definiendo u = e~ y dv = 82§ig’s)dx e integrando por partes® dos veces consecutivas, se concluye
que sp(k, 5) — e~ kw0 = —Dk2]3(k, s). (La notacion: P indica que la transformada de Fourier se ha
aplicado a P, en concordancia con la notacion presentada en la ecuacion C.3. )
Entonces: .
p e C.24
P(k,s) = ——— .
(hes) = 2 (C.24)

Aplicando las transformadas inversas de % y .Z a P(k,s) (ver las ecuaciones C.4 y C.7),
respectivamente:

2La expresién mostrada en la ecuacion C.6 es: 2 {f'(t)} = sf(s) — f(0)
3% udv = wo|® — [0 vdu
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Transformadas de Fourier y Laplace
C.3 Integral Gausiana

P(a,t)y =7 {2 b5} =77 {e—ikrog—l {g,ﬁw}} T

(C.25)
R —ikao 431&} ke _ L [T Dk ik(—wo)
= P(x,t) = 5 [m dk [e e e = o N dke e (C.26)
En consecuencia, se obtiene?:
1 [ 22 1 T _pifiz—=0)]?
- —(VDt)?k? jik(z—zo) — = [T Dt[ 2Dt }
P(x,t) o [W dke e 5\ Di° (C.28)
Se concluye que:
1|
P(z,t) = e (C.29)

Var Dt

Para el caso de tres dimensiones, la expresion incluye un factor de W, y la exponencial
vy

involucra vectores.

1 > 2,2 7 (= = 1 T - \5*50\2>
_ —(VDt)°k? ik (T—To) _ ( iDt
P(z,t) = (2m)372 /_OO dke e = @ Di¢ (C.30)

4Se ha empleado la solucién de una integral gaussiana en la siguiente forma:
oo 2(_ B8 \2
/ dpe—o?e*+he _ VT o (50) (C.27)
oo e

Para una explicacion detallada, se remite a la seccion C.3.
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Apéndice D

Triple rotacional actuando sobre u

D.1. Triple rotacional actuando sobre u

Se sabe que el campo vectorial u tiene la forma:

uf-[ ! 5“"%9[ ! aw]ﬂam

r2sinf 90  rsind or

El cual también se puede expresar de forma equivalente como:

u=vx | Loy

rsenf

La verificacion de este resultado es la siguiente:

r rd  rsendd
u=V x L o 0 2 7 —u=+% 1w
rsenf r2send | or T?S) aqf r2senf 00

Asi que el rotacional de u, se expresa como:

qu:Vx[Vx< v @)}
rsenf

y su desarrollo esta dado por:

rd rsenf@

r
3 a 9 5 0?
Vxu=—— or 960 By = — L4 7,(/)
r2senf | | oy 1 o rsend | Or?
r2Zsenf 060 (rsen& W) 0
Por lo tanto:
v\ _ %) 3271& sen@é
v X {V . (rsen9<p =Vxu= rsent | Or? T 06

(s

4[] o

rsenf Or

(D.3)

(D.4)

n sen@é 1 %
r2 00 \ senf 00

(D.5)

()] @9




Triple rotacional actuando sobre u
D.1 Triple rotacional actuando sobre u

Notese el siguiente patron, en la ecuacion D.6 el rotacional fue aplicado dos veces sobre (rsfnG ),

dando como resultado el operador {83722 + send % (2 %)} actuando sobre 1), multiplicado por el

), ie., [gjf + Sff_,"e % <selm9 %’)} ( 2 ) Se deduce que al aplicar el rotacional

rsent

¥

rsenf

") 0? sen 0 1 0 0% senb O 1 oy

VX[V (Vxu)] = (1) ( rsen9> {87"2 * r2 00 <sen9 89)} {87“2 * r2 00 (sen9 89)}

(D.7)

Ahora, recuérdese que se aplicé la ecuacion de Navier-Stokes en la forma Vp = pV2u y tras

aplicar el rotacional a ambos lados de tal ecuacién para eliminar p, se obtiene que uV x V2u =0.Y

como existe la identidad para campos vectoriales: VZu = V(V-u) —V x (V x u), tal que V-u =0

debido a la condicion de incompresibilidad, se concluye que uV x [-V x (V x u)] = 0. Pero como
el desarrollo de esta tltima expresion se muestra en la ecuaciéon D.7, entonces:

% iQ sen 0 1 J 6271& senf 0 1 o B
(rsen@) {87"2—’— r2 96 \ send 90 or? * r2 06 \ senf 00 =0 (D-8)

Debido a que el vector base ¢ no puede ser cero, se deduce que:

término (— by
rsen

dos veces consecutivas al siguiente término, V x [V X (ﬁ)}, se debe obtener que’:

1 9% [ 9%y ) 199 0 o 19 [Jo*w 0 0 1 9y _
rsent [W{BTQ _|_Si7274 %(sen@%)}_ksig %(sen@%{w_ksig %(sen@%)})} - 0 y
tal operacién se denotara por:
0?2 senf O 1 9\]°
— — |l v=0 (D.9)
or r2 00 \ senf 00

1Puede realizarse todo el calculo, al final se llega al mismo resultado
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Apéndice E

Componentes del vector de estrés

Con base en la ecuacion D.9, presentada en el apéndice D.1, se define E?

2
[ N elne%) . Asi que la ecuacién D.5 se puede expresar en forma equivalente como

V xu = [0,0, =5 E%)]. Adicionalmente, con base en la identidad V*u = V(V-u) -V x (V x u)
y partiendo de la expresion Vp = pV?u, entonces Vp = [~V x (V x u)] (debido a la condicién
de incompresibilidad), por lo que:

£ 0

3
r2senf rsenf T I 1o 9 . 1 2
Vo= -pV x (Vxw=-—u| 20 "B b o S (5
% %9 7%?21# r2send 00 rsenf Or
(E.1)
Por lo tanto:
Op, 10p; 1 0op. w0, o . w0 e A
o= Z(B*)i — Z(B*)0 E.2
or ot T r oo + rsenf 0¢S0 r2send 049( V)t rsent) 07"( V)0 +0¢ (E.2)

Tras igualar componente a componente, de acuerdo a las bases vectoriales, las siguientes expre-
siones son obtenidas:

dp o0 s 1op_ 1m0 o

L —_(E E.3

or r2send 80( ¥) r00  rsenf 87“( ¥) (E-3)
Por otro lado, se sabe de la ecuacion 1.31 que ¢ = “5= [rQ + 123 312” sin? 0. Si se efectua la accion

del operador E? sobre 1, se obtiene que E%1) = 2uooRr Lsen?6, cuya sustitucién en las expresiones
presentadas en la ecuacion E.3 permite hallar que:
dp 3 uuooR Op  3pusR
— (2c0s8) v —
or 2 00 2r2
Integrando ambos lados de la primera expresion presentada en E.4 con respecto a r conduce a la

expresion p = 23 e 1650 + ¢q. Mientras que la integracion de la segunda expresion con respecto a
3 uuoc R

ent (E.4)

cosb.

0 conduce a la expresion p = 3 B2t cosf +cz. Por lo tanto, se concluye que P = Py,
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Componentes del vector de estrés
E.1 Teorema integrales de Gauss y Stokes e integraciéon parcial

E.0.1. Componentes del tensor de estrés

De acuerdo con la obra titulada Computational Aerodynamics del autor Andrew Ning, las com-
ponentes del tensor de tensiones (stress tensor) tienen la forma:

Ou;  Ouy 24 Ouy,
i = — — — 0. E.
tij = n <8xj + 89:1-) 3 axkéj (E.5)

Y dada la presencia de un fluido incompresible, gg’; =V .u = 0, sblo se trabaja con el primer

término. Adicionalmente, se resta el término P, denominado presion, el cual es la media de la tres
tensiones normales a un punto, i.e. P = —1(t11 + tag + t33).[1]
Partiendo de las componentes del tensor de tensiones en coordenadas esféricas:

ou, 0 3R 3R3
t'rv- =—-P+ QILL o = t,m. =—-P+ 2,&5 |:UOQ2T2 - 27‘4:| |7-:0 cost (EG)
Debido a que P = Py, — %“uijcose, entonces:
3 puse R 31 1
trr = —Pso + 51“3%2 cosf + 2,uuoogﬁcosﬁ — 3uoo,uﬁcose (E.7)
Por lo tanto,
3 puse R
trr = —Ps + §MR2 cost (E.8)
Por otra parte,
0 (ug 1 Ouy
— — —_— — = E.
tos urar(r>+r80 (E.9)
0 (1 R? 3R uw o R 3R
a_ - — Uoo o0 o oo r= 9 S an | T Yoo 0 ]- a2 o r=
uR@r(r( oo 0 4r3+u 4r)>| R sen +R89[ Hoosent ( +2r3 27“>:|| r
—BUse  BUso 5 —6 500
tog = [42 — :R} senf) — umu@sene = [4R — MZR ] senf) (E.10)
Se concluye que:
tgg = —2p send (E.11)
00 — 3 Ruoo .

E.1. Teorema integrales de Gauss y Stokes e integracion par-
cial

Sea W una region elemental en el espacio, simétrica y sea W la superficie cerrada preservadora
de la orientacion, que acota al volaimen W. Adicionalmente, sea F'(r) un campo vectorial continuo
definido en W.

Dada f(r) : R® — R una funcién escalar y G(r) un campo vectorial tal que F(r) = f(r)G(r), se
tiene que:

/ drV - [f(r)G(r)] = / drf(r)V - G(r) Jr/ drG(r) - Vf(r) (E.12)
w w

w
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Aplicando el teorema de la divergencia de Gauss al lado izquierdo de la ecuacién E.12:

/ F(r)-dS = / drf(r)V - G(r) +/ drG(r) - Vf(r) (E.13)
ow w w

Considerada una superficie S de radio R — oo, la divergencia evaluada en tal superficie tiende a 0,
por lo que se decuce que:

/drf(r)V -G(r) = f/er(r) -Vf(r)= f(r)V-G(r) = —-G(r) - Vf(r) (E.14)

Por otro lado, sea g(r) : R — R una funcién escalar. Definiendo F(r) = f(r)Vg(r) donde f y g
son escalares, se tiene que!:

/ drV - [f(r)Vyg(r)] = / drVf(r) - Vg(r) +/ drf(r)V2g(r) (E.16)
w w w
Aplicando el teorema de la divergencia de Gauss al lado izquiero de la igualdad:
/ [F(r)Vg(r)] - dS = / drVf(r) - Vg(r / dr f(r)V2g(r) (B.17)
oW

Para una superficie S de radio R — oc:

*/ drVf(r) - Vg(r) = / drf(r)V?g(r) = —V[f(r) - Vg(r) = f(r)VZg(r) (E.18)

w w
Intercambiando las fuciones f(r) y g(r) en la ecuacion E.16, entonces F(r) = g(r)V f(r)

/ drV - [g(r) - / ArVg(r) - Vf(r / drg(r)V2f(r) (E.19)

= - / drVf(r) - Vg(r / drg(r)V2f(r) = —Vf(r) - Vg(r) = g(r)V*f(r) (E.20)
Se la ecuacion E.18 y la ecuaciéon E.20 se concluye que:

FV2f(r) = f(r)V?g(r) (E.21)

Sea S una superficie orientable de clase C? dada por z = f(x,y) para (x,y) € D C R?), una
regién a la cual aplica el teorema de Green. Adicionalmente, sea F un campo vectorial de clase C*
definido sobre S.

Definiendo F(i1) = f(1)G(11) y dS = 6dii, entonces 2 :

/ Vs x B - dS = / dits - [Va x F()] (E.22)
S S

1Usando la siguiente relacion:

V.F(r) =V [f(r)Vg(r))] = Vf(r) - Vg(r) + f(r)VZg(r) (E.15)

2Donde V4 = au i+ au j+ sz y el diferencial du = sen6df
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Aplicando el teorema de Stokes:
/ dat - [Vy x F(d)] = / F(r)-dl (E.23)
s as
En virtud de la propiedad a - (b x ¢) = (a x b) - ¢ y partiendo de que R =4 x Vg, entonces:

/ dit - [Vg x F(@)] = / di [t x V] - F(q) (E.24)
S S

Considerando una superficie S de radio R — oo, las el campo vectorial @ tiende a 0:

.-./daé-F(ﬁ) =0 (E.25)
S

Adicionalmente, definimos F (@) = f(1)G(1), entonces:

/Sdaé. [f(0)G ()] /duf /duG - Rf () (E.26)
Dada S una superficie de radio R — oo, se cumple que:
/Sdﬁf(ﬁ)R- G(i) = —/SdaG(ﬁ) ‘Rf(0) = f(@WR-G(d) = —G(d) - Rf(d) (B.27)
Ahora sea F(it) = f()Rg(a), entonces:
/S daR - [f(ﬁ)fzg(ﬁ)} - /S daRf (@) - Rg(d) + /S daf(a)R2g (@) (E.28)

Dada S una superficie de radio R — 0o, entonces:

/ daRf(4) - Rg(d) = /S daf(a)R%g(a) = —Rf (1) - Rg(1) = f(2)R7g(1) (E-29)
Intercambiando f y g F (i) = g(@) Rf (i), por lo que:
/SdﬂR- [g(ﬁ)Rf(ﬁ)} - /SdaRg(ﬁ) CRf(a) + /S dag(a)R2 f () (E.30)
- [[daRs@) - Ro(w) = [ aig(@) (@) = ~Rf@) - Re(d) — g@RES@) (31
Finalmente, de las ecuaciones E.29 y E.31 se concluye que:
g(@Rf(@) = f(0)R?g(a) (E.32)
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E.2. Coeficientes de fricciéon y difusion

Al desarrollar los integrandos en la ecuacion y distribuir los simbolos de integracion, se deduce
que:

t+7
if@+ﬂ—aw=/’ BEW), )

t+1  pt’ hEW).
dt’ +/ / h(g(t”),t”)ia (&( /)’ ) de” ¢’
(2(t).1) v ot (2(t).1)

/ / // // (tl/) ah(ga(tll)7 t/) dt// dt/
r (x(t),1)
! !
n / v — 1 ah(f(t/) ) ar’
t ot (@(),1)
L) dt
<w<t> t>

B(E("), ¢)D(E) dt" dt
(E(f) t)

_|_

/

[ / "l

. ‘ 83:
t’ 69
/ ax' (2(t).1)

I
+/ dg(€(t).t)

ot’

_|_

g(&(t"), t") T (") (t') dt” at’

r()dt
((t),)

Por lo tanto:

§(t+7) = £(t) = Th(E(t),t')

(w(t) t)

ah( /H_T/ // // dt”dt

‘% (2(t),)
8h( at / / // // (t//) dt// dt/ (E'Sg)

(z(t),t)
72 Oh(E(t), )
2 e
+...
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t+71
4 / €)Y  T)ar
¢ (2(),t)

! !
Jr ag(f@(t l)’ t ) / / t” t” (t/) dt// dt/
T (z(t),t)

ag(f(t/), tl) o // // " / " 34 (E'34)
t YO(ET(t) dt” dt
(z(t),t) / /

ox’

9g(E(t'),t') /
+ e hr) t — )0(t') dt
oY <m<t>,t)/t oo

Dadas las condiciones < I'(t) >=0 y < TL(t") >=2Do(t' — "), se cumple que la expresién
j; ), F(t”) (tHdt")y = 2th (E@M),t")[0(¢" —t')]dt” Adicionalmente, se parte de la
propledad fioo f(x)é(x — a)dz = f(a), cuya expresion particulas es ffa f(@)d(z —a) = f(a) con
f(x) definida y distinta de cero en el intervalo (—a,a). Su forma equivalente se expresa como
Jo f(x)é(x — a) = 1 f(a). Por lo tanto, 2D f: g(&@N), ") [S(t" — )] dt”" = Dg(£(t), t).

Ahora, antes de proceder con el siguiente argumento, sera empleada la ecuacion de Fokker-Planck
bajo las reglas concebidas por Stratonovich.

Con base en la ecuacién no lineal de Langevin con ruido multiplicativo en la forma %(tt) =
h(&) + g(&)T'(t), la division de toda la ecuacion entre g(€) conduce a la propuesta del cambio de

variable £ = [ g(g)df, h = }ngg y P(&) = P(£)g(€), el cual al aplicarse a la ecuacién de Fokker-

Planck, adquiere la forma %—f = 88571(5)?(5) + @%}f (referirse a [44]). La conversion de esta

ecuacion a las variables originales, conduce a la expresion: 22 = —3—5 [h+ 3Tgg'| P+ % 652 [?] P

Esta ecuacion corresponde a la ecuacion de Fokker-Planck segiin la convencién de Stratonovich

Una forma de garantizar la correspondencia de los primeros dos términos entre paréntesis en la
ecuacion de la ecuacion de Fokker-Planck (en la convension de Stratonovich) con los términos de la
ecuacion E.33, es si todos los términos de la ecuacién E.33 con excepcion del primero y pendltimo
término, son cuadraticos o de mayor orden en 7. Tras multiplicar por el inverso de 7, tomar el
promedio en ambos lados de la ecuacién y tomar el limite cuando 7 tiende a 0, se obtiene que:

i DOy o),y 4 28O0 » tw Dg(e(t), £)dt’ + .
(E.35)
= DO (E(r), 1) = tim STV ZED > ey gy pPICELDN ey iy (m.36)
70 T Oz (@(t).)
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E.3. Ecuacién no lineal de Langevin en varias dimensiones

Distribuyendo los signos de integraciéon se obtiene la siguiente expresion:

&(HT)—&(??)—/HT i ({x},t")dt’ +/ / B, (08", 1" ai S ({x}, ) de"ae’
e / s (€Y TS 0) s () )
+ / " gi; ({x}, ) (¢")dt’ + / o / "), t" 8ig” ({x},t)T;(t)dt"dt
/ / i3 (€)1 aa i ({x} ) T4 ()05 ()"t

(E.37)
Tomando el promedio en ambos lados de la ecuacién E.37, multiplicando por el inverso de 7 y
tomando el limite cuando 7 tiende a 0 (i.e. se calcula la derivada por definicién y la cual serd
denotada por #; posterioremente) :

li &) Z&®) 1fm1{< / N at / HT/ ).t aikhi ({x}.¢) de"d’

T—0 T T—0 T
// // 1 8 / 1 !
" / gig (), £) T(¢)at + / / i (E0). ) 5y () ) T ()"t
t+7
/ / 93 (€ "»”)*gw({x} £) 0, ()T (¢)ar"

(E.38)

T—0 T =0T

i g " " 0 / " / 1" 34 (E,39)
=[] o € s (O T 0T (@)a

Se partio de la ecuacion de Langevin asociada al conjunto de N variables aleatorias {{(t)},

la cual esta relacionada con una ecuaciéon de Fokker-Planck basada en las reglas concebidas por
! PR P

Stratonovich (similar a la ecuacion % = fa%h(ﬁ)P({) + @%5). Por analogia al caso de la

seccion anterior, para garantizar la correspondencia con los primeros dos términos de tal ecuaciéon
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para N variables aleatorias {£(t)}:

T—0

lm (&i(t+ 77)_ &) _ hs

donde se ha retomando la propiedad (I';(¢)I';(t")) = 2D0d;;0(t — t').

= DW(&(t),t) = lim

E.4. Tabla de posiciones de un dispositivo Hexbug sin influen-

(it +7) = &)

T7—0 T

cia de campo magnético externo

t+7r ot
({x},t)+ lim 1/ / 5”2D6(t/—t")gkz({x},t)igij({x},t)dt”dt’
=0T J, ¢ oxy,
(E.40)

— &5 = h({x} ) + Doy ({x} ,t>%gij<{x},t> (E.41)

E.4.1. Medicién 1
Tabla E.1: Medicién 1
ETIQUETA | TRACK ID | POSICION X | POSICION Y | POSICION Z
1ID7495 0 353.0844156 95.05844156 0
1ID7496 0 351.5 96.5 0
1ID7497 0 382.1807018 60.06140351 0
1D7498 0 417.3444444 28.41111111 0
1D7499 0 452.8990268 12.04987835 0
ID7500 0 471.0899281 20.94604317 0
ID7501 0 480.1618357 38.89371981 0
ID7502 0 483.5024876 61.55223881 0
ID7503 0 482.8645084 71.91486811 0
ID7504 0 480.8645084 96.91486811 0
ID7505 0 482.1736597 83.09440559 0
ID7506 0 473.8645084 107.9148681 0
1ID7507 0 459.6573333 112.2466667 0
ID7508 0 424.5272727 114.5121212 0
ID7509 0 385.0298246 117.4614035 0
ID7510 0 351.0844156 118.0584416 0
ID7511 0 323.5916667 119.0375 0
ID7512 0 300.8755869 119.6784038 0
ID7513 0 283.3403756 120.1666667 0
1ID7514 0 265.3359788 120.6904762 0
ID7515 0 245.6989247 121.3010753 0
ID7516 0 221.5 121.4047619 0
1ID7517 0 200.2435897 122.3525641 0
ID7518 0 135.5606061 124.4292929 0
ID7519 0 173.1535948 123.2647059 0
ID7520 0 85.60045662 125.1073059 0

Continia en la siguiente pagina
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Tabla E.1 — Continuaciéon de la pagina anterior

ETIQUETA | TRACK ID | POSICION X | POSICION Y | POSICION Z
ID7521 0 36.1627451 122.8411765 0
ID7522 0 7.598901099 52.84432234 0
ID7523 0 5.52 96.54666667 0
ID7524 0 29.125 16.72727273 0
ID7525 0 16.75085911 26.01890034 0
ID7526 0 47.97252747 13.97985348 0
ID7527 0 46.97252747 13.97985348 0
ID7528 0 47.97252747 13.97985348 0
ID7529 0 47.97252747 13.97985348 0
ID7530 0 48.1037037 13.85185185 0
ID7531 0 48.1037037 13.85185185 0
ID7532 0 48.1 13.77843137 0
ID7533 0 48.1037037 13.85185185 0
ID7534 0 48.1037037 13.85185185 0
ID7535 0 48.125 13.72727273 0
ID7536 0 48.1037037 13.85185185 0
ID7537 0 48.18913858 13.61610487 0
ID7538 0 48.18913858 13.61610487 0
ID7539 0 48.1037037 13.85185185 0
ID7540 0 48.18913858 13.61610487 0
ID7541 0 47.99621212 13.78409091 0
ID7542 0 48.8815261 13.32730924 0
ID7543 0 48.1037037 13.85185185 0
ID7544 0 48.47491039 13.29569892 0
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