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Introduccion

Un aspecto a destacar de la teoria topos es que podemos llegar con diferentes
descripciones a lo que un topos es, dependiendo de la direccién en que nos apro-
ximemos a la materia. Sin embargo, a pesar de las diferentes descripciones que
podamos dar, su interconexién es tal que es imposible apreciar completamente a
cualquiera de ellas por si misma.

La nocion original de topos nace en los «Seminaire de Géometrie Algébrique du
Bois Marie», durante el ano 1963-64, encabezados por A. Grothendieck, que tenian
como objetivo resolver las conjeturas de Weil. Aqui los topos eran considerados
como «espacios generalizadosy, convenientes para cargar con las exdticas teorias de
cohomologia requeridas en geometria algebraica. Podemos ver esta postura en la
siguiente cita de SGA4, pag. 301:

«Comme le terme de topos lui-méme est censé precisément le suggérer, il semble
raisonnable et légitime aux auteurs du présent séminaire de considérer que l'objet
de la Topologie est l’étude des topos (et non des seuls espaces topologiques).»

Un topos fue definido a ser una categoria de haces sobre un sitio y la eleccion
del nombre se debi6é a que un gran nimero de construcciones topoldgicas pueden
generalizarse a estas categorias de haces abstractos. Entre los resultados mas im-
portantes que se obtuvieron estd el Teorema de J. Giraud que muestra que toda
categoria de haces puede ser completamente caracterizada por propiedades de exac-
titud y condiciones de tamano. Estas categorias son las que actualmente conocemos
como topos de Grothendieck.

Por la misma época en 1963, F. W. Lawvere se habia enbarcado en el atrevido
proyecto de dar una fundamentacién puramente categoérica de todas las matemati-
cas, empezando con una axiomatizaciéon apropiada para la categoria de conjuntos.
Cuando Lawvere gir6 su atencién a los topos de Grothendieck, vio que estos admi-
tian construcciones basicas de la teoria de conjuntos, tales como la formacion de un
conjunto potencia y un conjunto de funciones entre dos conjuntos. Casi al mismo
tiempo, M. Tierney vio que el trabajo de Grothendieck podria llevar a un estudio
axiomatico de la teoria de haces. Subsecuentemente, Lawvere y Tierney trabajaron
juntos y llegaron a la nocién de topos elemental. Es de esta manera en que un topos
es considerado como un «universo de conjuntos generalizadoy.

Podemos decir que el modo en que nosotros nos aproximaremos a la materia
es mas algebraica, debido a la gran analogia que existe entre varios conceptos en
algebra y en teoria de topos. Por ejemplo, definimos un anillo (conmutativo) como
un conjunto dotado de una operacién de suma y una operaciéon de producto que
satisfacen ciertas ecuaciones y donde ambas operaciones se relacionan en la llamada
ley distributiva; un morfismo de anillos es una funcién que preserva la suma y el pro-
ducto. Un topos es una categoria que tiene todos los colimites y limites finitos, que
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v INTRODUCCION

también satisface una especie de «ley distributivay; un morfismo (algebraico) de to-
pos es un funtor que preserva colimites y limites finitos. Una propiedad importante
de las categoria que llamamos algebraicas, es la existencia de objetos libres. Recor-
demos que el anillo libre puede construirse en dos pasos: primero, dado un conjunto,
construimos el monoide conmutativo libre sobre dicho conjunto; a continuaciéon, so-
bre el conjunto subyacente del monoide libre, construimos el grupo abeliano libre.
Entonces pasa que este grupo abeliano tiene un producto que lo convierte en anillo,
que no es otro que el anillo monoide. El topos libre tiene una construcciéon parecida:
dada una categoria pequena, realizamos su completaciéon finita libre, y sobre esta
categoria que ya tiene limites finitos, realizamos su cocompletacion libre.

Este aspecto algebraico del topos esta mejor motivado por la teoria de marcos.
De hecho, para A. Joyal, la teoria de marcos es el buen inicio a la teoria de topos.
Todo lo que sucede en la teoria de marcos se repite exactamente en la teoria de topos.
Para ver esta afirmacion, en el capitulo 1 desarrollamos la teoria basica de marcos;
mientras que el capitulo 2 estd dedicado a mostrar los andlogos correspondientes a
los conceptos introducidos en el capitulo previo.

Muchos objetos en matematicas poseen una doble naturaleza (o varias), depen-
diendo de la categoria en la que se encuetren. Asi, un algebra booleana, que es un
objeto de naturaleza algebraica, también tiene aspecto geométrico, ya que puede
ser visto como un espacio topolégico compacto, Hausdorff y totalmente disconexo.
Esta es la famosa dualidad de Stone. Ahora bien, aunque no nos introduciremos a
su estudio, no esta de mas decir que los locales representan el lado geométrico de los
marcos. También es conveniente usar un término distinto para referirnos al aspecto
algebraico de un topos (de Grothendieck), que como ya mencionamos, naci6 siendo
considerado un espacio generalizado, esto es, como un objeto geométrico. Usaremos
el término logos para este fin; es decir, logos y topos son el mismo objeto, y usaremos
uno o el otro nombre dependiendo de como lo estemos considerando. La elecciéon de
la terminologia esta motivada por el juego sobre la palabra topo-logia. En realidad,
en muy pocas ocasiones volveremos a encontrar la palabra «toposy, pues, como ya
mencionamos, nuestra aproximacion a la materia serd méas algebraica.

Por supuesto, los anillos conmutativos también puede verse como objetos geo-
métricos. El apéndice A estd dedicado a este fin. Estos son los llamados esquemas
afines, que son la materia prima con los que construyen los esquemas, los objetos
de estudio de la geometria algebraica en la actualidad.

Terminamos con unas observaciones para el lector. Una referencia al Teorema
2.1.5 se refiere al Teorema 1.5 del capitulo 2; dentro del capitulo 2 esto es abreviado
a 1.5. La referencia 0.3 se refiere al capitulo 0, secciéon 3 y dentro del capitulo sélo
hacemos referencia a la seccién en cuestion.
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Capitulo 0

Preliminares

Asumimos que el lector estd familiarizado con aquellos conceptos que podriamos
decir, forman el corazén de un primer curso de categorias, tales como categoria,
funtor, transformaciéon natural, limite, adjuncién y monada; y por supuesto, todos
los resultados importantes que acompanan a dichos conceptos, asi como también
varios resultados elementales que muchas veces son dejados como ejercicios para
que el estudiante se familiarice con el modo de trabajar en la materia. Todo esto
puede hallarse en cualquier texto de teoria de categorias.

Colimites filtrantes y subcategorias reflexiva también son temas basicos en teo-
ria categorias que pueden llegar a tocarse o no dependiendo de los intereses del
curso. Por si acaso, dedicamos las secciones 1 y 2 para introducir estos temas.

Los haces llegaron a ser la herramienta favorita de Grothendieck para hacer
matemaéticas. Todo su trabajo estd repleto de ellos. Ademas, son el ejemplo que dio
origen y desarrollo a la teoria de topos. Asi que es conveniente tener al menos un
pequeno panorama de esta teoria. Nos encargamos de esto en la seccién 3.

1. Colimites Filtrantes

En el contexto de limites y colimites de funtores, usualmente consideramos
que los funtores estan definidos sobre categorias pequenas, y frecuentemente, sobre
categorias finitas. En este contexto, los funtores son también llamados diagramas.
Esta es la manera en que pensaremos al hablar de limites y colimites.

DEFINICION. Una categoria J es filtrante si todo funtor D : I — J con I
finita, tiene un cocono en J. Equivalentemente

1) J no es vacia;
i1) para cualesquier dos objetos j, j' en J, existe k en J y flechas

J~

ii1) para cualesquier par de flechas paralelas u,v: 7 — jen J, existe ken J y
una flecha w : j — k tal que wu = wv como en el diagrama

e

1 k

Cuando J es un copo suele llamarsele dirigido, en lugar de filtrante y las condi-
ciones se resumen a que cualesquier dos elementos a, b en J tienen una cota superior
(no necesariamente una menor cota superior).

1



2 0. PRELIMINARES

Por un colimite filtrante entendemos al colimite de un funtor definido sobre
una categoria filtrante. Clasicamente, los colimites eran definidos sobre copos (o
preodenes) dirigidos.

En lo posterior, nos veremos en la necesidad de calcular colimites filtrantes
de funtores valuados en Set, la categoria de conjuntos y funciones, por lo que es
conveniente tener una descripcién de ellos. Para este fin, consideremos una categoria
filtrante J y un funtor F' : J — Set de J a Set. El colimite de F' se construye
como sigue: tomamos la unién disjunta W = HjEJ Fj de los conjuntos F'j; sobre
W definimos una relacién ~ diciendo que = en Fj estd relacionado con y en Fj’
si y solo si existe k en J y flechas v : j — k, v : j — k tales que Fu(z) =
Fu(y). Entonces ~ es una relacion de equivalencia y uno realmente puede ver que
el cociente L = W/ ~ junto con las funciones k; dadas por las composiciones
Fj— W — W/ ~ es el colimite de F.

Es facil ver que todo conjunto es el colimite filtrante del diagrama de todos sus
subconjuntos finitos.

La importancia de los colimites filtrantes radica en el siguiente resultado bien
conocido.

TEOREMA 1.1. En Set, colimites filtrantes conmutan con limites finitos; es
decir, dado un funtor F : 1 x J — Set con I finita y J filtrante, el morfismo
canonico

colimj hm, F= hmz colimj F

es un isomorfismo.
DEMOSTRACION. Ver [12], pag. 214, Teorema 1.

DEFINICION. Sea C una categoria localmente pequena que tiene colimites
filtrantes. Un objeto ¢ en C es finitamente presentable si el funtor Hom(e, ) :
C — Set preserva colimites filtrantes.

TEOREMA 1.2. Un colimite finito de objetos finitamente presentables es finita-
mente presentable.

DEMOSTRACION. Consideremos un funtor ' : I — C con I finita, donde cada
objeto Fi es finitamente presentable y supongamos que el colimite de F' existe.
Dado un colimite filtrante [ = colim;c;, tenemos

Hom(colim; F'i, colim,¢;) = lim,Hom (F¢, colim c;)

= lim;colim;Hom(F'%, ¢;)

1

= colim;lim;Hom(F%, c;)

= colim;Hom(colim, F'i, ¢;).

2. Subcategorias Reflexivas

Una subcategoria A de B es plena cuando el funtor inclusiéon A < B es pleno.
Decimos que una subcategoria es repleta si todo objeto en la categoria grande que es
isomorfo a un objeto en la subcategoria, también pertenece a esta tltima. Por una
subcategoria refleriva de B entendemos a una subcategoria plena y repleta A para
la cual el funtor inclusién tiene un adjunto izquierdo B — A llamado refiector.

Si G : D — C es un funtor pleno y fiel, entonces correstringiendo G a su
imagen G : D — G(D) obtenemos una equivalencia de categorias. Si en lugar de
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G (D) consideramos a la subcategoria D’ de C que contiene a todos aquellos objetos
isomorfos a algin G(d), d en D, todavia seguimos teniendo una equivalencia de
categorias. Una adjuncion F' 4 G es llamada una reflexion si el adjunto derecho G
es pleno y fiel. Cuando tenemos una reflexion F - G, siempre consideraremos la
equivalencia entre D y D’ como la acabamos de describir.

TEOREMA 2.1. Para una adjuncion F:C__—_—_—=D:G con F -G, se cumple:

1) G es fiel si y solo si cada componente ¢q : FGd — d de la counidad ¢ es
un epimorfismo;

ii) G es pleno si y solo si cada €4 es un monomorfismo que se escinde, esto
es, cada €4 tiene una inversa izquierda.

En consecuencia, G es pleno y fiel si y sélo si cada eq es un isomorfismo.
DEMOSTRACION. Ver [12], pag. 90, Teorema 1.

COROLARIO 2.1.1. Para una reflexion F:C_—_—D:G conn:1— GF y
€: FG — 1 la unidad y counidad de la adjuncion, respectivamente, tenemos que

i) F lleva a cada componente de la unidad n a un isomorfismo, es decir, para
cada ¢ en C, Fn. es un isomorfismo.
i) Para cada d en D, ngq es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Se sigue por las identidades triangulares ep o F'n = 1p, Geo
ne = lg y que cada componente de la counidad € es un isomorfismo.

Por ultimo, si T = (T, n, u) es una moénada sobre C que es idempotente, esto
es, donde la multiplicaciéon i de la ménada es un isomorfismo, entonces podemos
hacernos de una subcategoria reflexiva de C, a saber, aquella generada por los
objetos «fijosy de T, es decir, los objetos ¢ de C tales que T'c = ¢, siendo el mismo
funtor T el reflector.

Estos tres conceptos, subcategoria reflexiva, reflexién y ménada idempotente,
son esencialmente lo mismo.

Las subcategorias reflexivas tienen propiedades que no necesariamente poseen
aquellas que simplemente son subcategorias. Por ejemplo, si B es una categoria
completa y A una subcategoria reflexiva de B, entonces A también es completa.
El mismo enunciado se cumple si cambiamos la palabra «completa» por «cocom-
pletay. En este ultimo caso, el reflector B — A preserva todos los colimites, por
ser adjunto izquierdo. Pero no tenemos como garantizar que el reflector también
preserva todos los limites que existen en B. Cuando el reflector preserva limites
finitos es un caso de especial interés, como veremos en los temas posteriores.

2.1. Localizacién. En general, localizar es esencialmente un proceso de agre-
gar inversos formales a una estructura algebraica (ver A.1). En el caso que ahora nos
ocupa definiremos la localizacién de una categoria C con respecto a una coleccién
de flechas R.

DEFINICION. Sea C una categoria y R una coleccién de flechas de C. La
localizacion de C con respecto R estd definida, salvo equivalencia de categorias,
como una categoria C/R con un funtor ¢* : C — C/R que es universal entre todos
aquellos funtores C — D que envian a todas las flechas en R a isomorfismos.

Desde el punto de vista de las flechas de C, el nombre de localizacién queda
perfecto, pues representa la idea de una operaciéon que convierte a todas las flechas
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de R en isomorfismos. Pero desde el punto de vista de los objetos, ¢* : C — C/R
es realmente un cociente, que identifica el dominio y codominio de las flechas a — b
en R. Este segundo punto de vista es mejor para nuestros propésitos y realmente
diremos que C/R es el cociente de C por R. La notacion que usamos es precisamente
por este hecho, distinta a C[R~!] usada cominmente.

Cuando la coleccién de flechas R de C es un conjunto, la localizacién siempre
existe; mas atn, si C es pequena, asi lo es C/R. (para detalles, ver [4] vol. 1, cap.
5).

Ahora mostraremos que, salvo una equivalencia de categorias, toda subcatego-
ria reflexiva es un cociente con respecto una cierta colecciéon de flechas.

TEOREMA 2.2. Sea A una subcategoria reflexiva de B con reflector F : B — A
y R la coleccion de todas las flechas f en B tal que F f es un isomorfismo. Entonces
B/R existe y es equivalente a A.

DEMOSTRACION. Primero mostremos que para cada b en B, cada componente
1y de la unidad es un miembro de R. Por 2.1, cada componente de la counidad
€, : FKa — a es un isomorfismo, donde K : A — B denota el funtor inclusion.
Ahora, por una de las identidades triangulares, tenemos epp o F'ip = 1gp. Se sigue
que F'n, es la inversa de epyp, luego F'n, es un isomorfismo, asi que, efectivamente,
N, estd en R.

El funtor F hace a cada flecha f en R invertibleen A y si G: B — C es un
funtor tal que cada G f es un isomorfismo, entonces existe un funtor G:A— C,
dado por la composiciéon GK, que satisface GF = GKF = G, puesto que G, en
particular, invierte a cada componente de la unidad : 1 — KF.

De la identidad triangular nx o Ke = 1k, tenemos que para cada a en A, 1k,
es la inversa de Ke,, luego Ge, = G(nxt) = (Gnra)~'. Ahora, para cualquier
fia—d en A,

Gf=Glew o FKfoe )
= Glea) o GFK ) 0 Gley )
= (Gnga) P o GKFK f o Gngq.

Se sigue que G esta completamente determinado por G, el funtor que invierte a
cada flechas en R; por la inclusion K : A — B de A en B, y por la unidad
de la adjunciéon F' 4 K. Esto demuestra la unicidad de G. La demostracion estd
completa.

Una localizacion refleziva es una localizaciéon ¢* : C — C/R tal que ¢* tiene
un adjunto derecho pleno y fiel. La existencia de un adjunto derecho pleno y fiel
a ¢* nos permite identificar a todo cociente con una subcategoria reflexiva. Por
otro lado, el Teorema 2.2 nos dice que toda subcategoria reflexiva nos otorga una
localizacion reflexiva. Por una localizacion exacta izquierda entendemos a una loca-
lizacion reflexiva ¢* : C — C/R en la que el funtor ¢* preserva limites finitos. La
frase «exacta izquierday es cominmente usada para decir que un funtor preserva
limites finitos, pero nosotros no la usaremos para ninguin fin.

Ya hemos mencionado que cuando en una reflexion F' 4 G, el funtor F' preserva
limites finitos, es de especial interés para nosotros.
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TEOREMA 2.3. Sea A una subcategoria reflexiva de B con reflector F: B — A
y R la coleccion de todas las flechas de B invertidas por F. Entonces son equiva-
lentes:

i) F preserva limites finitos;
ii) R es estable bajo pullbacks, es decir, en un cuadrado pullback

p
a

st v estd en R, entonces también u es un miembro de R.

f
—_—

Q%@‘

_—
g

DEMOSTRACION. Ver [4] vol. 1, pag. 218, Proposicion 5.6.1.

2.2. Subcategorias de Objetos Locales. Hemos visto que toda subcate-
goria reflexiva es un cociente con respecto a las flechas invertidas por el reflector.
En esta seccién daremos otra presentacion de una subcategoria reflexiva.

DEFINICION. Un objeto x en una categoria C es local con respecto a una flecha
f:a—bde C sila funcion inducida

f* : Hom(b,2) — Hom(a, z)

es biyectiva. En otras palabras, para cada flecha h : a — z existe una tnica flecha
g:b— xtal que h = gf.

Decimos que z es local con respecto a una coleccion de flechas R de C, o més
breve, que x es R-local, si es local con respecto a cada flecha de R. Denotamos por
CF® a la subcategoria plena (y repleta) de C que consiste de todos aquellos objetos
locales con respecto a R.

Intuitivamente, esto dice que desde el punto de vista de z, las flechas en R son
isomorfismos.

TEOREMA 2.4. Sea A una subcategoria reflexiva de B con reflector F : B — A
y R la coleccion de todas las flechas de B invertidas por F. Para un objeto x de B,
las siguiente condiciones son equivalentes:
i) x estd en A;
1) x es local con respecto a R;
iii) = es local con respecto a ny, para cada b en B.

En otras palabras, A es la subcategoria plena B de B.

DEMOSTRACION. Como A es una subcategoria reflexiva de B, tenemos una
adjuncién F' 4 K, donde K es el funtor inclusion A < B, F' el reflector y n: 1 —
KF,e: FK — 1 la unidad y counidad de la adjuncién, respectivamente.
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Sea x un objeto en A 'y f : a — b una flecha en R. Dada h : a — =z,
hacemos la composicién con 7, y obtenemos una tnica flecha b’ : Fa — Fx tal
que 7z o h = h' o f, como en el diagrama

a—2" KFa Fa
\ \
I Kh'=n' I'n’
Nz oh ¥ Y
KFz. Fz
y puesto que 7ng, = 7, es un isomorfismo (Corolario 2.1.1), tenemos que h =

nytoh' on,. Sea u: Fa — x la adjunta izquierda de h. Recordemos que h esta
dada como h = Kuon, = uon,. Se sigue que u = Ku=n,1oh'
Como f estd en R, F'f es un isomorfismo, y por la naturalidad de 7, tenemos
que 7, = (KFf)" 'm0 f , luego
h=Kuon,=Kuo(KFf) tomnof,

es una factorizacion de h a través de f. Veamos que tal factorizacion es tnica.
Supongamos que ¢,¢’ : b — x = Kz son dos morfismos tales que gf = h = ¢'f.
Entonces Fgo Ff = Fg' o Ff y como Ff es iso, Fg = Fg'. Por la naturalidad de
7, tenemos 1y, 09 = KFgom, = KFg om, = nk, og', y dado que ng, = 1y es
iso, obtenemos que g = ¢'.

Que i7) implica ii7) es claro, ya que cada componente de la unidad 7 pertenece
a R.

Ahora bien, si z es local con respecto a cada componente de la unidad, entonces,
en particular, x es local con respecto 7,.. Asi que para la identidad 1, de z, existe una
tnica flecha o : KFr — x tal que aon, = 1,. Como nyoaon, =n, = lgp,0n,
y dado que 7, es universal, tenemos que 7, o « = lgp,. Por tanto, n, es un
isomorfismo, con lo cual obtenemos que x estd en A, por nuestro supuesto que
subcategorias reflexivas son repletas. Esto demuestra que #ii) implica i) y completa
demostracion.

Asi, toda subcategoria reflexiva es la subcategoria de objetos locales respecto
a la coleccion de todas las flechas invertidas por el reflector. El llamado problema
de la subcategoria de objetos locales consiste en hallar condiciones bajo las cuales
dada una categoria C y una coleccién de flechas R de C, CF es una subcategoria
reflexiva de C. Daremos una solucién hasta el capitulo 2, cuando hablemos de
categorias presentables.

Supongamos que R es una coleccién de flechas de C y que la subcategoria C
de objetos R-locales es reflexiva. Entonces el Teorema 2.4 nos dice que CF = C*,
donde ¥ denota la coleccion de todas las flechas invertidas por el reflector. Ahora
bien, si el cociente ¢* : C — C/R es una localizacion reflexiva, entonces C/R es
equivalente a una subcategoria plena de C. Nos gustaria que dicha subcategoria
fuera CT y efectivamente, demostraremos que este es el caso.

TEOREMA 2.5. Sea C una categoria y R una coleccion de morfismos de C. La
reflexion sobre los objetos R-locales, si existe, tiene la propiedad universal de una
localizacion de categorias con respecto a funtores adjuntos izquierdos que invierten
a R.

DEMOSTRACION. Que C es una subcategoria reflexiva de C significa que te-

nemos una adjunciéon F: CZ——>= C%: K , donde K denota el funtor inclusién y
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F 4 K. Decimos que un morfismo f : a — b es R-local si para cada objeto R-local
x de C, tenemos una biyeccion

Hom(f, )= f* : Homg(b,z) — Home(a, z).

Mostremos que los morfismo R-locales son precisamente los morfismo que son lleva-
dos a isomorfismos por el reflector F'. Para esto consideremos el siguiente diagrama
conmutativo:

*

Homc (b, ) _r . Homc(a, z)

l |

Homgr (Fb, Fx) hd Homgr(Fa, Fzx).

donde flechas verticales son biyecciones puesto que, para cada ben C y  en C*,

Homc (b, z) = Homgr (F, z) FAK
>~ Homgr (Fb, KFKx) Nie = Ny €8 180
>~ Homgr (Fb, Fz), Fx=KFKzx.

Cuando f es R-local, la funcion (Ff)* es biyectiva, luego, por la inmersion de

Yoneda (CF)oP — SetcR, Ff es un isomorfismo. Reciprocamente, si F f es un
isomorfismo, entonces f* es biyectiva, luego f es R-local.

Ahora consideremos una adjuncion L: C—=D:G, con L 4 G, tal que L
invierte a cada morfismo en R. Por la biyeccién natural

Homp (Le, d) =2 Home (¢, Gd)

para cada c en C y d en D, tenemos que G toma valores en CZ. En efecto, para
cada g:¢c—> ¢ en Ry den D, la funcion ¢* : Homg (', Gd) — Homg(c, Gd) es
biyectiva, ya que tanto las flechas verticales, asi como la funcién (Lg)* en diagrama
abajo, son biyecciones.

*

Home (¢, Gd) —— Home (¢, Gd)

| |

Homp (Lc, d) —>(L 2 Homp(Le, d).
g
Ahora mostremos que L invierte a todos los morfismos R-locales, es decir, a todos
los morfismos invertidos por F. Si f : @ — b es R-local y d es un objeto en D,
tenemos que (Lf)* es biyectiva (ver diagrama abajo), luego, por la inmersion de
Yoneda (D)°° —s Set®, Lf es un isomorfismo.

Home (b, Gd) A Home (a, Gd)

l |

Homp (Lb, d) N Homp (La, d).

Que F' posee la propiedad universal de una localizacion de categorias se sigue por
el Teorema 2.2.
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Se sigue que, si el cociente ¢* : C — C/R es una localizacion reflexiva y C
es una subcategria reflexiva de C, entonces C/R y C' son categorias equivalentes,
ya que ambos funtores ¢* y el reflector F' : C — CT tienen la propiedad universal
entre aquellos funtores que invierten a R.

.

C

C/R

o 7

TEOREMA 2.6. Sea A una subcategoria reflexiva de B con reflector F: B — A
y R la coleccion de todas las flechas en B invertidas por F. Supongamos que en B,
cada flecha se factoriza como un monomorfismo sequido de un epimorfismo fuerte
y que el reflector F' preserva limites finitos. Bajo estas condiciones, para cualquier

objeto x de B, = estd en A si y sdlo si x es local con respecto cada monomorfismo
en R.

Para la definiciéon de epimorfismo fuerte ver 2.1.1.

DEMOSTRACION. Ver [4] vol. 1, pag. 226, Proposiciéon 5.6.4.

3. Teoria de Haces

A continuacién presentamos la teoria basica de haces de conjuntos. Uno también
puede definir haces de grupos abelianos, anillos (como en A.2.3), etcétera, y cada
resultado que veremos es vélido para cualquier tipo de haces, con sus respectivas
modificaciones.

3.1. Espacios Fibrados. Sea X un espacio topolégico. Un espacio fibrado
sobre X es una funcién continua con codominio X. Un espacio fibrado f: A — X
sobre X usualmente lo denotaremos como un par (A, f). Un morfismo de espacios
fibrados f: A — X, g: B — X es una funcion continua o : A — B que hace

conmutar al tridngulo
A—2 B
X /
X.

Dados morfismos de espacios fibrados (A, f) —— (B,g) vy (B,g) N (C,h), la
composicion Sa es un morfismo de (A, f) a (C, h), ya que h(Ba) = (hf)a = ga = f.
B

A—=2s>B—>C

A

X.

Denotamos a la categoria de espacios fibrados sobre X por Sp/X, donde Sp denota
a la categoria de los espacios topologicos y funciones continuas.

Es conveniente pensar a un espacio fibrado (A4, f) como una familia de conjuntos
{A.}zex indizada por X, siendo cada A, la fibra f~1(x) sobre x; al espacio A como
la unién disjunta II,_x A, de los A;, y f enviando a cada A, en x.
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Decimos que un espacio fibrado (A, f) es un espacio haz si f es es un homeo-
morfismo local, esto es, para cualquier a en A, existe una vecindad abierta N de a
y una vecindad abierta U de f(a) tal que la restriccion de f en los abiertos N y
U es un homeomorfismo. Los espacios haz forman una subcategoria de Sp/X que
denotamos por LH/X.

3.2. Prehaces. Sea (A, f) un espacio fibrado sobre X. A cada abierto U de
X le asociamos el conjunto

L(A, f)U)={U — A€ Sp| fs=i},

de secciones continuas de f sobre U, donde ¢ : U — X es la inclusién de U en
X.Si U, V son abiertos de X con V C Uy s: U — A es una seccién sobre U,
entonces la restriccion s|y de s a V' es una seccion sobre V, ya que para cada x en
V, fs|lv(x) = fs(x) = x, que no es otra cosa que la inclusion de V' en X. Asi que
tenemos una funcion restriccion pY : T(A, f)(U) — T(A, £)(V) dada por s — s|y-.
También podemos ver que si W C V C U son abiertos de X, entonces p§, = pi;,p%.

I(A, f)(U) v T(A, f)(W)

Pv Pw

LA, (V).

En efecto, para cualquier s en T'(A, f)(U), plyp¥(s) = (s|v)|w. Luego, para cada
zen W

(slv)lw () = slv(z) = s(x) = slw (z) = py () ().

También es claro que pY es la identidad en I'(4, f)(U). En otras palabras, para
cualquier espacio fibrado (A, f) en Sp/X, la asignacion T'(4, f) : O(X)°? — Set
que manda a cada abierto U de X al conjunto I'(A, f)(U) de secciones de f sobre
U y a cada contencién de abiertos V' C U a la restriccion pY : T'(4, f)(U) —
I'(A4, f)(V), es un funtor, luego, I'(A, f) es un objeto de SetO(X)Op, la categoria de
funtores con valores en Set definidos sobre O(X)°P

Ahora veamos que todo morfismo de espacios fibrados (A, f) -~ (B, g) nos da
una transfomacion natural I'(A, f) — T'(B, g) entre los funtores I'(A4, f) y I'(B, g).
Sea U un abierto de X y s en I'(4, f)(U) una secciéon de f sobre U. Entonces la
composicion as es una seccion de g sobre U, esto es, as esta en I'(B, g)(U) como
facilmente comprobamos: g(as) = (ga)s = fs = .

A—2> B

SN A

U—"—=X.

Ahora debemos ver que para cualesquier abiertos U, V de X con V' C U, el cuadrado

L'(A, f)(U) —=T(B,g)(U)

pgl lp/xf’

T(A, f)(V) —=T(B,g)(V)
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conmuta, donde a, denota la composicién con « a la izquierda. Esto significa que
para cualquier s en I'(A, f)(U), (as)|v = a(s|v), algo que es claro.

De este modo, tenemos un funtor I' : Sp/X — Set®)™
(A, f) == (B,g) = I(A, f) = T(B,qg).

definido como

DEFINICION. Sea X un espacio topologico. Un prehaz (de conjuntos) sobre
X es un funtor F' : O(X)°® — Set, donde O(X) es el copo de abiertos de X
considerado como una categoria. Llamamos a cada elemento s en F'(U) una seccion
de F en U, y restriccion a la funcién pY : F(U) — F(V), para cada par de
abiertos V' C U. Denotamos por Psh(X) a la categoria de prehaces sobre X, esto
es, Psh(X) = Set®0)™,

En el caso general, se define un prehaz (de conjuntos) como un funtor F :
C°? — Set, donde C es cualquier categoria pequefia, no necesariamente la colec-
cion de abiertos de un espacio topologico y Psh(C) = Set©”” denota la categoria
de prehaces sobre C.

3.3. Haces. Para cualquier funcién continua g : X — Y y cualquier abier-
to U de X, la restricién g|y de g a U sigue siendo continua. Ahora supongamos
que {U;};er es una cubierta abierta del espacio X. Si para cada abierto U; tenemos
definida una funcién continua f; : U; — Y, entonces existe a lo mas una funciéon
continua f : X — Y tal que f|y, = fi, es decir, si tal f existe, es Gnica. Garanti-
zamos la existencia de dicha funcién f si asumimos que fi|v,nv; = fjlv.nu;, para
cada par i, j en I. Entonces definimos f(z) = f;(z), para cada z en U;.

Ahora consideremos el caso en el que (A, f) es un espacio fibrado sobre X, U
un abierto de X y {U; };cr una cubierta abierta de U, esto es, U = | J,;; U;. Si para
cada abierto U; tenemos definida una seccién s; : U; — A con s;|u,nu; = $jlv.nu;,
entonces la tnica funcién continua s : U — A que existe, también es una seccion
de f, como mostramos a continuacién: si x es un elemento de U, entonces x esta
en algan Uj;, luego

fs(@) = f(s(x)) = f(s

esto es, fs es la inclusion de U en X.

v,(2)) = fsi(z) =z,

DEFINICION. Sea X un espacio topoldgico y F' un prehaz sobre X. Decimos
que F' es un haz si satisface las siguientes condiciones:

i) si para cualquier cubierta abierta U = | J,; U; de un abierto U y cualesquier

secciones s, s’ en F(U) tales que para cualquier i en I,

U U
Pu; (s) = PU,-(S/)a

entonces s = s'.
i) Sipara cualquier cubierta abierta U = J;; U; de un abierto U y cualquier

familia {s;};cr de secciones con s; en F(U;), tales que

Ui U;
Pu,nu; (si) = PU.nU, (s5)
para cualesquier 4, j en I, entonces existe una seccion s en F(U) tal que

pg(s) = s;, para todo 7 en I.

Un prehaz F' que solamente cumple i) se llama separado. Es comtn definir un
haz en un solo enuciado que incluye ambos i) y i) de la definicién anterior como
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sigue: decimos que F' es un haz si dada cualquier cubierta abierta U = | J;.; U; de
un abierto U y cualquier familia {s;};c; de secciones con s; en F(U;), tales que

U; _ Uj
Pu;nu; (5¢) = Pu;nu; (s5)
para cualesquier 4, j en I, entonces existe una tnica secciéon s en F(U) tal que
pg, (s) = si, para todo i en I.
Existe incluso un modo mas pulcro de dar la condicién de haz arriba. Para esto
notemos que la sucesién {s;}ics es un elemento del producto [[,.; F(U;), mientras

que las asignaciones {s;};cs — {PgimUj (si)tier y {sitier — {ngmUj (sj)}ier definen
dos funciones b, ¢ de [];c; F'(U;) al producto [ (; jyery; F(Ui N Uj). Luego, si F es
un haz, la funcion a : F(U) — [[,c; F(Us) dada por s — {p{j. (s) = si}ics es un
igualador de b y c. Reciprocamente, si para toda cubierta abierta U = (J,.; U; de
cualquier abierto U, el diagrama

b
(1) FU)—=[[Fw)—= [] Fwinvy
iel ¢ (ielx]

es un igualador, entonces F' es un haz.

De la discusion dada al principio de la seccion, se sigue que T'(4, f), con (a, f)
un espacio fibrado, no solamente es un prehaz sobre X, si no que es un haz. Escri-
bimos Sh(X) para la categoria de haces sobre X y morfismos las transformaciones
naturales entre ellos. Luego, Sh(X) es una subcategoria plena de Psh(X).

3.4. Tallos y Gérmenes. La representacion de un haz F' como un haz de
secciones I'(F') de un conveniente espacio fibrado depende de la idea de germen de
una funcién. Procedemos a definir dicho concepto.

DEFINICION. Sea F' un prehaz sobre un espacio topolégico X y x un elemento
de X. Denotemos por V, a la coleccién de todas las vecindades abiertas U de x.
Definimos el tallo F, de F en el punto x como

F, = colimyey, F(U) = colim,cpy F(U).

El tallo F, viene equipado con funciones F(U) — F,. Luego, para s en F(U), con
U una vecindad abierta de x, escribimos s, para denotar la imagen de s en F), y la
llamamos el germen de s en x.

Notemos que V, es un copo dirigido con el orden opuesto dado por la conten-
cion. El siguiente teorema es una reinterpretacion de la construccion de un colimite
dirigido en este contexto (ver seccién 1).

TEOREMA 3.1. Cada germen e en F, es la imagen de alguna seccion s en F(U),
para alguna vecindad abierta U de x, esto es, e = s,. Ademds, dos gérmenes S, t;
en Fy, cons en F(U) yt en F(V) digamos, son iguales s, = t, si y sdlo si existe
una vecindad abierta W de x contenida en U NV en la cual s y t coinciden, es
decir, plijny (s) = plyay (1)

Si s, s’ son dos secciones en F'(U) con s = ', entonces es claro que, para todo
xenU, s, =s.. En el caso en que F es un haz tenemos el reciproco:

TEOREMA 3.2. Sea X es un espacio topoldgico y F un haz sobre X. Para
cualquier abierto U y s, s’ en F(U), tenemos que s = s’ si y sdlo si para todo = en
U, sy = s,.
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DEMOSTRACION. En efecto, supongamos que s, s’ son dos secciones en F(U)
tales que, para cada x en U, sus respectivos gérmenes s, y s, en x son iguales.
Entonces, para cada = en U, existe una vecindad abierta U, de x contenida en U
tal que p{ (s) = pp_(s') (Teorema 3.1). Asi, tenemos una cubierta abierta U =
Uzev Uz de U y secciones s, s en F(U) tales que pf (s) = pf (). Por i) de la
condicién de haz, concluimos que s = s'.

3.5. Teorema Fundamental de la Teoria de Haces. Lo siguiente que
haremos es mostrar que para cada prehaz F sobre X existe un espacio haz L(F)
y que cualquier morfismo f : F' — G de prehaces nos otorga un morfismo L(f) :
L(F) — L(G) entre los correspondientes espacios haz L(F) y L(G). Para hacer
dicha construcciéon consideremos la coleccion {Fy},ex de los tallos de F' en cada
punto z de X y denotemos L(F) = II,cx F, a la union disjunta de los tallos F,.
El conjunto L(F') viene acompafiado con una correspondiente funciéon proyeccion
p: L(F) — X a X que envia a cada tallo F, a z.

Ahora procedemos a topologizar a L(F') especificando los subconjuntos de L(F')
que seran la base para una topologia. Consideremos cualquier abierto U de X. Si
s es un elemento en F(U), entonces tenemos una funcion § : U — L(F) dada
por z — s,. Los conjuntos de la forma §(U) = {s, € L(F) |z € U} son los que
buscamos, esto es, ellos forman una base para una topologia sobre L(F"). En efecto,
que la union de los conjutos §(U) es todo L(F) es inmediato, ya que todo elemento
e en L(F) estéd en algtn tallo F, y e = s, para algin s en F(U), con U una vecindad
abierta de 2. Ahora tomemos e en §(U)N#(V), con s en F(U) y t en F(V). Entonces
los gérmenes de s y t coinciden en x = p(e), es decir, e = s, = t,, asi que existe
una vecindad W de z contenida en U NV en la que p¥,(s) = p¥(t) (Teorema 3.1),
luego € = pY,(s). = piy (t)x esta en pl, (s)(W) C 3(U) NE(V).

Con esta topologia sobre L(F'), la proyeccion p : L(F') — X es una funcién
continua. Méas aun, p es un homeomorfismo local, ya que para cualquier e en L(F),
existe un abierto bésico 5(U) que contiene a e y donde p|;) tiene inversa continua
3.

Ahora mostremos que todo morfismo de prehaces f : F© — G nos otorga
un morfismo L(f) : L(F) — L(G). Para cada x en X definimos una funcion
fz : Fr — G entre los tallos F, y GG, como sigue: primero, cualquier germen e
en F, es de la forma e = s,, para algiun abierto U y s en F(U); luego, fu(s) es una
seccion en G(U),y fu(s): un germen del tallo G. Asi que definimos f,(e) = fu(s)z-
Si e = t, para algtin ¢ en F(V'), entonces existe un abierto W C U NV en el que

P (s) = ply(t). Se sigue que
P fu(s) = fwpiy (s) = fwpw (8) = piy fr (1),

esto es, las seciones fy(s) y fv(t) coinciden en W, y por consiguiente, fy(s), =
fv(t)z, asi que nuestra funcion esta bien definida. Como L(F') es la union disjunta
de los tallos F, las funciones f, : F, — G, nos otorgan una funciéon L(f) :
L(F) — L(G) que es continua y que hace conmutativo al tridngulo
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En resumen, existe un funtor L : Psh(X) — Sp/X.
Estamos listos para enunciar el Teorema Fundamental de la Teoria de Haces.

TEOREMA 3.3.

1) El funtor L : Psh(X) — Sp/X es adjunto izquierdo al funtorT : Sp/(X) —
Psh(X) y L preserva limites finitos.
i) Para cada prehaz F, la unidad de la adjuncion n: F — TL(F) (que es la
asignacion s — §) es un isomorfismo si y solo si F' es un haz.
i1i) Para cada espacio fibrado f : A — X, la counidad de la adjuncion
e : LT(A, f) — (A, f) es un homeomorfismo si y sélo si f es un ho-
meomorfismo local.

DEMOSTRACION. Ver P. T. Johnstone, [7], pag 172 Teorema 1.5.

COROLARIO 3.3.1.

i) Los funtores T y L se restringen a una equivalencia de categorias entre
Sh(X) y LH/X.

1) La inclusion Sh(X) — Psh(X) tiene adjunto izquierdo I'L : Psh(X) —
Sh(X) que preserva limites finitos conocido como el funtor haz asociado o
el funtor hacificacion.

i1i) La inclusion LH/X — Sp/X preserva limites finitos y tiene por adjunto
derecho al funtor LT : Sp/X — LH/X.

DEMOSTRACION. Ver P. T. Johnstone, [7], pag 173, Corolario 1.5.

3.6. Haz Sobre una Base de la Topologia. Ahora mencionaremos un
método para la construccién de haces sobre un espacio X a partir de cierta in-
formacién dada sobre los abiertos de una base para la topologia sobre X. Sea B
una base para la topologia O(X) sobre X y supongamos que B es cerrada bajo
intersecciones finitas. Decimos que un prehaz F' : B°? — Set sobre los abiertos de
la base B es un haz si cumple que para cualquier cubierta abierta U = | J,o; U; de
un bésico U por bésicos U; en B, el diagrama

FU)—=][rw)— [ FWinUy

—_—
icl (i,5)eIxI

es un igualador (donde las flechas estan definidas como en el diagrama (1) arriba),
es decir, F' cumple la condicién de haz sobre los abiertos de la base B. Denotamos
por Sh(B) a la categoria de haces sobre B. Ahora notemos que cualquier prehaz
sobre X se restringe a un prehaz sobre B del modo obvio; mas atn, todo haz
F : O(X) — Set sobre X se restringe a un haz sobre B. Este proceso nos define
un funtor r : Sh(X) — Sh(B).

TEOREMA 3.4. Para cualquier base B de la topologia sobre un espacio X, la
restriccion r : Sh(X) — Sh(B) es una equivalencia de categorias.

DEMOSTRACION. Ver S. Mac Lane, I. Moerdijk, [13], pag 69, Teorema 3.

En otras palabras, el Teorema 3.4 nos dice que para obtener un haz sobre todo
el espacio topoldgico, es suficiente con tener los datos de un haz definido solamente
sobre los abiertos de una base B de la topologia de dicho espacio. Este resultado es
muy util ya que uno tiene mayor control sobre los abiertos de una base que de un
conjunto abierto arbitrario del espacio.
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3.7. Cambio de Base. Dada una funcién continua f : X — Y y un prehaz
F sobre X, podemos definir un prehaz f, sobre Y, llamado la imagen directa de F’
por f como

(f«F)(U)=F(f~Y(U)), U un abierto de Y’

Y = pﬁjggg, para abiertos V C U.

Ademés, si F' es un haz, asi lo es fuF; y sin : F — G es un morfismo de
prehaces sobre X, entonces tenemos un morfismo f.n : fo F — f.G definido para
cada abierto U de Y como (f«n)u = ny-1(yy. Si consideramos a las colecciones de
abiertos O(X) y O(Y) de X y de Y, respectivamente, como categorias, entonces la
funcion f=1: O(Y) — O(X) es un funtor, y el funtor imagen directa f.F no es
otro que la composiciéon

-1
o) L 0(x) L Set.
Con la misma funcién continua f : X — Y, pero ahora con un prehaz G sobre

Y, construimos un haz f*G sobre X como sigue: Dado GG, consideramos el espacio
haz (LG, p) y obtenemos un diagrama

LG

|

X T> Y
de funciones continuas. Ahora tomamos el pullback

F——LG

donde F = {(e,z) € LG x X | p(e) = f(x)} dotado con la topologia heredada por
la topologfa producto en LG x X y p' : E — X, E — LG las restricciones a F
de las proyecciones sobre X y LG, respectivamente.

El par (E,p’) es un espacio haz, es decir, p’ es un homeomorfismo local, asi
que al tomar las secciones sobre cada abierto U de X, obtenemos un haz I'(E, p’).
Entonces definimos f*G = T'(E,p’), llamado la imagen inversa de G por f.

TEOREMA 3.5. Sea f: X — Y wuna funcion continua. Entonces tenemos un
par de funtores
fx
Sh(X) Sh(Y)
~F
con f* - f.. Ademds f* preserva limites finitos.

DEMOSTRACION. Ver S. Mac Lane, I. Moerdijk, [13], Teorema 2 y 3, pag. 101
y 103, respectivamente.



Capitulo 1

Marcos

1. Reticulas

1.1. Copos. Sea A un conjunto. Un orden parcial sobre A es una relacion
binaria < que es reflexiva, antisimétrica y transitiva, esto es,

i) para todo a en A, a < q;
i1) para cualesquier a ,ben A, sia <by b < a, entonces a =0,y
ii1) para cualesquier a, b, cen A, si a <by b < ¢, entonces a < c.

Por un conjunto parcialmente ordenado (copo) entendemos a un conjunto A dotado
de un orden parcial.

Sea A un copo y S un subconjunto de A. Decimos que un elemento a en A es
un supremo para S, y lo escribimos como a =\/ S, si

1) a es una cota superior para S, es decir, s < a para todo s en S, y
2) si b es otra cota superior para S entonces a < b.

La propiedad i¢) arriba nos asegura que el supremo de S, si existe, es unico. Si S
consta de solo dos elementos a, b, escribimos a Vb en lugar de \/{a, b}, y escribimos
0 = \/ 0 para el supremo del conjunto vacio. Claramente 0 < a, para cada a en A.
Por ultimo, un morfismo de orden es una funcién entre copos que preserva el orden.

1.2. Semirreticulas. En un copo A en el que todo subconjunto finito tiene
un supremo (luego existe el elemento 0 en A), podemos definir una operacién binaria
V:AxA— Acomo (a,b) — aVb. La operacion V satisface

i) aVa=a
i) aVb=>bVa
iti) aV (bVe)=(aVb) Ve
i) aV0=a.
Ademas
v) aVb=">bsiysoélosia<b,

para todo a,b,c en A. Esto es, (A,V,0) es un monoide conmutativo en la que todo
elemento es idempotente. Reciprocamente,

TEOREMA 1.1. Si (A,V,0) es un monoide conmutativo en el que todo elemento
es idempotente, entonces existe un unico orden parcial < sobre A tal que a V b es
el supremo de a y b y 0 < a, para todo a en A.

Un copo A en el que todo subconjunto finito tiene un supremo, (o bien, que
tiene todos los supremos finitos) es llamado una sup-semirreticula. Un morfismo
de sup-semirreticulas f: A — B es una funcién que preserva todos los supremos
finitos, en particular, f(a VvV b) = f(a) vV f(b) y f(0) =0.

15
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1.3. Reticulas. Dualmente, en un copo A podemos considerar la nocion de
infimo, inicamente volteando las desigualdades en todo lo hecho arriba. Escribimos
A S, aAby 1 para las correspondientes versiones en inf-semirreticulas de \/ S, aVb
y 0. Una reticula es un copo A en el que todo subconjunto finito tiene un infimo
y un supremo. Esto es equivalente a decir que A es un conjunto dotado de un par
de operaciones binarias V y A y un par de elementos distinguidos 0 y 1 tal que
(A,V,0) y (A,A, 1) son (sup e inf) semirreticulas, y que los 6rdenes inducidos por
las operaciones V y A son opuestos uno del otro.

TEOREMA 1.2. Sean (A, V,0) y (A, A, 1) semirreticulas. Entonces (A,V,A,0,1)
es una reticula si y solo si la ley de absorcion
aN(aVb)=a=aV (aAD)
se satisface, para todo a,b en A.
1.4. Reticulas Distributivas. Existen muchas reticulas en las que se satis-
face la llamada ley distributiva
(2) aAN(®dVe)=(aAb)V(aAc).

Si pensamos a A como un producto y a V como una suma, entonces esta identidad
no es més que la ley distributiva usual en los anillos. Sin embargo, una reticula que
satisface (2) también satisface la ley distributiva dual a VvV (bAc) = (aVb) A (aV c).
En efecto,
(aVb)A(aVe)=((aVd)ANa)V ((aVb)Ac)

=aV((anc)V(bAc))

=(aV(anc)V(bAc)

=aV (bAc),

aplicando (2) dos veces y la ley de absorcion.

TEOREMA 1.3. Sean a,b,c elementos en una reticula distributiva A. Entonces
existe a lo mds un x en A tal quex Na=byxVa=c

DEMOSTRACION. Supongamos que z e y satisfacen las condiciones en el Teo-
rema. Entonces
r=xA(zVa)
=zANc=zA(yVa)
=(xAy)V(zAa)
=(zAy)Vb.

Comob<zAha<zyb<yAa<y,tenemos que b <z Ay, luegox = (zAy)Vb=
x A y. Analogamente llegamos a que y = x Ay y por tanto x = y.

1.5. Algebras Booleanas. En cualquier reticula, un elemento x que satis-
face tAa =0y zVa =1 es llamado un complemento de a. Luego, el Teorema
1.3 nos dice que en una reticula distributiva, los complementos son tnicos, siempre
que existan. Un dlgebra booleana es una reticula distributiva A mas una operacion
unaria = : A — A tal que —a es el complemento de a.
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1.6. Algebras de Heyting. Otra clase de reticulas con las que nos encon-
traremos son las llamadas 4lgebras de Heyting. La siguiente discusién nos servira
de motivacién. Sean a,b elementos en un algebra booleana A y consideremos al
elemento —a V b. Entonces para cualquier c en A, si ¢ < —a V b, tenemos que

cha<aA(-aVb)
=(aA-a)V(aAD)
=0V (aAb)=aAbd
<b;

reciprocamente, si ¢ A a < b, entonces

—aVb>-aV(cha)
=(-aVec)A(—aVa)
=(-aVe)Al
c

Y

Luego, —a V b es el mayor elemento en A tal que (—a V b) A a < b, es decir, si ¢ es
otro elemento tal que ¢ A a < b, entonces ¢ < —a V b. Una reticula A es un dlgebra
de Heyting si para cada par de elementos a,b de A, existe un elemento a — b tal
quec<a—bsiysolosicAha<b.

2. Sup-reticulas

Hasta ahora so6lo hemos considerado copos que tienen ya sea supremos o in-
fimos finitos y hemos visto que estos objetos pueden ser definidos por medio de
operaciones finitarias que satisfacen ciertas ecuaciones. Ahora consideraremos a co-
pos con supremos o infimos arbitrarios, es decir, copos en los que cualquiera de sus
subconjunto (ya no solo finito) tiene un supremo o infimo. De hecho, si un copo
tiene todos los supremos, entonces también tiene todos los infimos y viceversa.

TEOREMA 2.1. Un conjunto parcialmente ordenado A en el que todo subcon-
junto S de A tiene un supremo también tiene todos los infimos.

DEMOSTRACION. Sea S un subcojunto de A. Consideremos el conjunto 7' de
todas las cotas inferiores de S'y sea a = \/T. Ya que cada s en S es una superior
para T', tenemos que a < s, luego a es una cota inferior para S, y por como fue
definido, es la mayor de tales cotas. Por lo tanto a = A S.

Obviamente la versién dual también se cumple. Un copo en el que cualquier
subconjunto tiene un supremo es llamado una sup-reticula. Esta es la generalizacién
a supremos arbitrarios de las sup-semirreticulas. Su versién dual, esto es, un copo
en el cualquier subconjunto tiene un infimo le decimos una inf-reticula. Por dltimo,
un copo en el cualquier subconjunto tiene un supremo y un infimo se llama una
reticula completa.

Por el Teorema 2.1, pudiera parecer que no necesitamos hacer una diferencia
entre tales objetos. Sin embargo, debemos hacer una urgente observaciéon. Como las
sup-reticulas son la generalizacién a supremos arbitrarios de las sup-semirreticulas,
definimos a un morfismo de sup-reticulas como una funcion f : A — B que
preserva supremos arbitrarios y lleva al cero de A en el cero de B. Aun cuando A
tiene al elemento 1 =\/ A4, no exigimos que el supremo del conjunto {f(a)|a € A}
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sea el elemento 1 de B (aunque puede pasar). Una misma discusion es para las inf-
reticulas. Un morfismo de reticulas completas es una funcién que preserva supremos
e infimos arbitrarios y manda cero en cero y uno en uno. Asi, las categorias de sup-
reticulas, inf-reticulas y reticulas completas, tienen los mismos objetos, pero es
cuando consideramos a sus morfismos cuando llegan diferir.

2.1. Operador de Cerradura. Un modo de ver a una sup-reticula A es
como una categoria (pequena) que tiene todos los colimites. Luego, un morfismo de
sup-reticulas f : A — B es un funtor que preserva todos los colimites. Se sigue, por
el Teorema del Funtor Adjunto, que f tiene un adjunto derecho f, : B — A, y la
unicidad salvo isomorfismo del adjunto, en este contexto se convierte simplemente
en unicidad. Es facil ver que f, esta definido como

fo0) = \[{z € A| f(z) <b}.

Entonces la composicion 8 = f,f nos define una monada sobre A, es decir, 8 es
una funcién sobre A que satisface: i) 3(a) < B(b); ii) 8%(a) < B(a), y iii) a < B(a),
para todo a,b en A. Por i) y iii) tenemos que B(a) < 3%(a) y puesto que A es un
copo, obtenemos i)’ 32(a) = B(a), usando 4i). Una funciéon definida sobre un copo
que satisface 7), 1)’ y i) se conoce como un operador de cerradura.

Sea 5 : A —> A un operador de cerradura definido sobre una sup-reticula A y
sea

Ay ={ac A|fla) = a}.

Claramente Ag esta contenido en la imagen de 3, y ya que 4% = 3, deducimos que
Ap = imf. También tenemos que Ag es cerrado bajo infimos arbitrarios. En efecto,
Sea S un subconjunto de Ag y consideremos su infimo A S en A (este elemento
existe ya que A es una sup-reticula). Sabemos que A S < s, para toda s en S.
Por i), B(AS) < B(s), pero s = B(s), de modo que B(/\S) es una cota inferior
para S, luego B(AS) < AS. Por iii) tenemos que AS < B(AS) y por tanto,
NS =B(A\S).

Hemos visto que el infimo de un subconjunto S de Ag es el mismo que en A.
Sin embargo, el supremo de S en A no necesariamente es el mismo que en Ag. Pero
S tiene un supremo en Ag, a saber, 3(\/S). Esto se debe a que s < \/ .S < 3(V 5)
para todo s en S, es decir, 5(\/ S) es una cota superior para S en Ag; y siten Ag
es otra cota superior para S, entonces \/ S < t, y asi, 8(\/ S) < B(t) = t. Luego,
considerando a Ag como una sup-reticula, la funcion 8 : A — Ag (la correstriccion
de 8 a su imagen, puesta con el mismo nombre) llega a ser un morfismo de sup-
reticulas suprayectivo y para cualesquier a en A y b en Ag, es claro que

a <bsiy solosif(a) <b.
Esto dltimo nos dice que la inclusién Ag < A es el adjunto derecho de S.

TEOREMA 2.2. Fxiste una biyeccion entre la coleccion de todos los subconjuntos
cerrados bajo infimos de una sup-reticula A y la coleccion de todos los operadores
de cerradura 3 : A — A.

DEMOSTRACION. Si 8 es un operador de cerradura sobre A, entonces ya vimos
que Ag es un subconjunto de A cerrado bajo infimos. Ahora bien, si () es un
subconjunto de A cerrado bajo infimos, entonces la funcién r : A — A definida
por

r(a):/\{er|a§x}
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es un operador de cerradura sobre A. Para ver esto, primero notemos que r(a) es un
elemento de @, para todo a en A y que dado = en Q, r(z) = z; en otras palabras,
Q = imr. Se sigue que r%(a) = r(r(a)) = r(a). Ahora, como a es una cota inferior
del conjunto {x € Q | a < z}, tenemos que a < r(a). Por dltimo, si a < b, entonces
el conjunto {z € Q| b < x} esta contenido en {x € Q | a < z}; luego, el infimo de
{z € Q| a < z} es, en particular, una cota inferior de {x € Q |b < z}, y por tanto,
r(a) < r(b). De hecho, la correstriccion r : A — @ de r a @ es el adjunto izquierdo
a la inclusion @Q < A de @ en A. La biyeccion ahora es evidente.

Los subconjuntos cerrados bajo infimos de una sup-reticula A tienen un orden
natural dado por la contencién. Asimismo, existe un orden parcial en la coleccion de
todos los operadores de cerradura sobre A definido como o < 8 si y sélo si a(a) <
B(a), para todo a en A. Ahora bien, si @ y @ son subconjuntos de A cerrrados
bajo infimos con @ C @', entonces para todo a en A, el conjunto {z € Q | a < z}
esta contenido en {z € Q' |a <z}, luego A{zr € Q' |a <z} < AN{z € Qla <=z}, es
decir, r'(a) < r(a), donde r y ' son los correspondientes operadores de cerradura
de Q y Q’, respectivamente. Reciprocamente, si a < 8 son operadores de cerradura,
entonces Ag C A,. En caso contrario, existe ap en Ag que no estd en A,, luego
Blag) = ag < N{z € As|ap < z} = a(ag), una contradiccion. Se sigue que la
biyeccion en el Teorema 2.2 es una funcién que invierte el orden.

2.2. Cocientes de Sup-reticulas. Una congruencia sobre una sup-reticula
A es una relacion de equivalencia R C A X A que también es una sup-reticula con
la misma operacién de tomar supremos de A x A. Dada una sup-reticula A y R una
congruencia sobre A, el conjunto cociente A/R es una sup-reticula y la proyeccion
p: A — A/R es un morfismo de sup-reticulas que es universal entre todos los
morfismos de sup-reticulas f : A — B que respetan la congruencia R, esto es,
si f(a) = f(b) para todo (a,b) en R, entonces existe un tnico morfismo de sup-
reticulas f : A/R — B tal que fp = f. Esta propiedad caracteriza completamente
a la sup-reticula cociente A/R, salvo isomorfismo.

Un morfismo de sup-reticulas f : A — B siempre nos define una congruencia
R sobre sobre A definida como

(a,b) € Rsiy solosi f(a) = f(b),

y cuando f es suprayectiva, B = A/R. Asi que, basicamente todo morfismo supra-
yectivo f: A — B de sup-reticulas es la proyeccion p: A — A/R de A sobre un
cociente A/R.

TEOREMA 2.3. Eziste una biyeccion entre los cocientes de una sup-reticula A
y los operadores de cerradura de A.

DEMOSTRACION. Si f: A — B es un cociente de A, entonces ya hemos visto
que la composicion f, f es un operador de cerradura sobre A, donde f, : B — A
es el adjunto derecho de f. Reciprocamente, si $ es un operador de cerradura,
entonces 5 : A — Apg es un morfismo de sup-reticulas suprayectivo. Como el
adjunto derecho de 3 es la inclusién Ag < A, tenemos que la composicién

AL A5 A
es precisamente (3, el operador de cerradura con el que empezamos. Asi que s6lo nos

falta demostrar que dado un cociente f : A — B de A, existe un isomorfismo de
sup-reticulas Ay, ; — B. Por una de las identidades triangulares de la adjuncién
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f A f« tenemos que ff.f = f; como f es suprayectiva, ff. = 1p, y de esta ultima
igualdad obtenemos que f, es inyectiva. Por otro lado, como

App=im(fof) = fif(A) = fo(B) = im .,

el morfismo f, : B — Ay, s es un isomorfismo de orden, y por consiguiente, un
isomorfismo de sup-reticulas.

Dados dos cocientes f: A — B, g: A — C de una sup-reticula A, decimos
que g < f siy solo si existe un morfismo h: B — C' tal que hf = g.

Esto nos define un orden parcial sobre la coleccién de todos los cocientes de A.
Ahora, si f y g son cocientes de A con g < f, entonces f.h. = g., por la unicidad
de g, luego

Ag*g =img, = imf.h, C Af* = Af*f'

Reciprocamente, si Q y Q" son subconjuntos de A cerrados bajo infimos con Q C @',
entonces sean 7 y r’ los respectivos adjuntos izquierdos de las inclusiones QQ < Ay
Q' — A. Pero la inclusién Q C Q' también tiene un adjunto izquierdo k : Q' — Q
y es tal que kr’ = r, nuevamente por la unicidad del adjunto en este contexto.

, 9
A/
k

o

Q.

asi, r < r’ y la biyeccién entre los subconjuntos cerrados bajo infimos de A y sus
cocientes es un isomorfismo de orden. En resumen,

TEOREMA 2.4. Para cualquier sup-reticula A, existe una biyeccion entre los
siguientes conjuntos:

1) la coleccion de todos los cocientes de A;
1) la coleccion de todos los subconjuntos cerrados bajo infimos de A, y
iit) la coleccion de todos los operadores de cerradura de A.

La biyeccion entre i) y ii) preserva orden y las de i) con iii), y ii) con iii) invierten
el orden.

Con este Teorema, hemos identificado a cada cociente de una sup-reticula A
con un conveniente subconjunto @ de A. Ahora describiremos explicitamente como

es el cociente de A por la congruencia generada por un subconjunto arbitrario de
A x A.

TEOREMA 2.5. El cociente de una sup-reticula A por la congruencia generada
por un subconjunto R de A x A coincide con el subconjunto

Q ={x € A| paratodo (a,b) € R, a <x ssi b<z}.
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DEMOSTRACION. Veamos que @ es cerrado bajo infimos. Sea .S un subconjunto
de Q. Entonces, para cualquier (a,b) en R,

ag/\SssiagsparatodosenS

ssi b < s para todo s en S
ssi b < /\S.

Asi, A S estd en A. El cociente r : A — @ satisface que para cualquier (a,b) en
R,

r(a)z/\{xEQ|a§x}

= NzeQlb<a)
=r(b).

Ahora supongamos que 7’ : A — @’ es un cociente de A tal que r'(a) = 7'(b), para
todo (a,b) en R (aqui estamos suponiendo que @’ es un subconjunto de A cerrado
bajo infimos arbitrarios). Si x estd en @’ y (a,b) en R, entonces

a<wzssir'(a) <z
ssir’(b) <
ssib <.

Luego, Q' C @, o traducido a los cocientes, ' < r. Es decir, existe un tnico
morfismo k : Q — Q' tal que kr = r'.

2.3. La Sup-reticula Libre. Ahora abordaremos la construccion de sup-
reticulas libres sobre un conjunto y sobre un copo. Pero antes veremos quién es la
sup-semirreticula libre generada por un conjunto.

TEOREMA 2.6. La sup-semirreticula libre generada por un conjunto X es el
conjunto KX de todos los subconjuntos finitos de X, con la operacion de supremo
dado por la union.

DEMOSTRACION. En efecto, tenemos una funcion nx :— KX dada por z —
{z}. Ademas, cada subconjunto S de KX puede ser expresado de manera tnica
como la unién de todos los conjuntos unitarios {z}, con = en S. Luego, cualquier
funcién f : X — A de X a una sup-semirreticula A, se extiende a un unico
morfismo de sup-semirreticulas f : KX — A que asigna a cada S en FX el

elemento \/, g f(2).
Una demostracién analoga nos dice que

TEOREMA 2.7. la sup-reticula generada por un conjunto X es el conjunto po-
tencia PX de X, con la operacion de supremo dado por la union.

Una construccién mas elaborada se requiere para mostrar la existencia de sup-
reticulas libres sobre un copo. Empecemos recordando que un subconjunto I de
un copo P es un conjunto inferior si siempre que a estd en I y b < a, entonces b
estd en I. Denotemos por DP a la coleccion de todos los subconjuntos inferiores
del copo P. Es facil ver que DP es cerrado bajo uniones, asi que es una sup-
reticula; pero también es cerrado intersecciones arbitrarias. Ademaés, tenemos un
evidente morfismo de orden y : P — DP que asigna a cada a en P el conjunto
L@)={beP|b<al.
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TEOREMA 2.8. La sup-reticula libre generada por un copo P es el conjunto DP
con la operacion de supremo dado por la union.

DEMOSTRACION. Solo nos resta ver que todo morfismo de orden f : P —
A, con A una sup-reticula, se extiende a un tnico morfismo de sup-reticulas f :
DP — A. Dado tal f, definimos f : DP — A como f(S) = \/{f(s)|s € S}.
Evidentemente, fy = f; también es claro que f es un morfismo de orden. Para
ver que f es un morfismo de sup-reticulas, debemos mostrar que para cualquier
coleccion {S;}ier con S; en DP, f(U,c;S:) = V,e; f(Si). Escribamos s; para el
elemento f(S;) en A. Para cada s en Uier Si existe algtin indice i en I ta que
f(s) <'s;, asi que

F(Us) =V 1seUsd < \isilier,
€S icl

y la otra desigualdad es gracias a que f es un morfismo de orden. Si f': DP — A
es otro es otro morfismo de sup-reticulas tal que f'y = f, entonces, dado que cada
S en DP puede ser expresado como S = J,cg 4 (@), tenemos que

7 =r(U+@)=U @ = fua@=F(U + @) = £).
acs acs acs acsS

Con esto terminamos la demostracion.

3. Marcos

Un marco es una reticula completa A que satisface la ley distributiva arbitraria

a/\\/Sz\/{a/\s|s€S},

para todo a en A y todo subconjunto S de A. Un morfismo de marcos es una
funciéon f: A — B tal que

F(0)=0, flanb)=fla)Af(b),
=1, 1/ 9 =\1{f(s) |5 €8},

para cualesquier a,b en A y cualquier subconjunto S de A.

Para cada elemento a de un marco A podemos considerar la funcion a A () :
A — A. La ley distributiva arbitraria nos dice a A () preserva todos los supremos,
luego a A () tiene un adjunto derecho a — ( ), esto es, para todo by c en A,

aNc<bsiysoblosic<a—b.

asi que todo marco A es un élgebra de Heyting.

3.1. Nucleus. Un morfismo de marcos f tiene un adjunto derecho f, que
preserva infimos arbitrarios, luego, la composicion f, f preserva infimos finitos. Un
operador de cerradura j : A — A sobre un marco A que ademés cumple que
jland) =j(a) A j(b) para todo a,b en A es llamado un nucleus.

TEOREMA 3.1. Para un nucleus j : A — A sobre un marco A, el conjunto
Aj ={a € A|jla) =a} es un marco y j : A — A, es un morfismo de marcos,
cuyo adjunto derecho es la inclusion A; — A.
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DEMOSTRACION. Ya sabemos que A; es una reticula completa, donde los infi-
mos en A; coinciden con los de A y los supremos estdn dados como j(\/ S) para
cualquier subconjunto S de A;. Ademaés es claro que j(1) = 1 y que el elemento
menor de A; es j(0). Con esta descripcion de los elementos de A; y dado que j
preserva infimos finitos, ya sélo nos resta ver que A; satisface la ley distributiva
arbitraria para demostrar el Teorema. Para ello sean a en A; y § C A;. Entonces

aAYSza/\j(\ZS)

| =j(a>Aj(\A/S)
a/\\A/S)
\/{a/\s|s€S})
)

aNs|seST.

i(
i(
Aj
El Teorema queda demostrado.

TEOREMA 3.2. Existe una biyeccion entre los nucleus de un marco A y los
subconjuntos B de A tales que

1) B es cerrado bajo infimos arbitrarios y
1) para cualesquier a en A yb en B, a —4 b estd en B.

DEMOSTRACION. Si j es un nucleus de A, entonces sabemos que el conjunto
A; es cerrado bajo infimos. Veamos que para cualquier a en Ay ben A; el elemento
a —4 bestd en A;. En efecto, como a —4 b < a —4 b, entonces a —4 bAa < b,
luego j(a =4 b) Ajla) =j(a —=abAa) <jb) =by asi, jla) < jla—ab) =4 b
Como j tiene por adjunto derecho a la inclusion, la altima desigualdad es equivalente
aa<jla—ab)—>absiysolosijla—ab)Aa<bsiysolosijla —4b) <a—4b.
Puesto que a —4 b < j(a —4 b), obtenemos la igualdad, y con ello, que a —4 b
estd en A;.

Ahora supongamos que B es un subconjunto de A que satisface i) y 7). Por 4),
existe un operador de cerradura j sobre A tal que A; = B y j adjunto izquierdo
a la inclusion i : A; — A. Asi que solamente nos falta demostrar que j(a A b) =
j(a)Aj(b). De las desigualdades aAb < a'y aAb < b, obtenemos que j(aAb) < j(a)y
jlanb) < j(b), luego j(anb) < j(a)Aj(b). Ahora mostremos que j(a)Aj(b) < j(anb).
Pero

Jjla) Ag(b) < jlaAb)ssijla) <jb) —ajlanbd) definicion
ssia < j(b) =4 jlaAnb) g
ssia Aj(b) <jlaAnbd) definicién
ssi j(b) <a—a4 jlaAb) definicion
ssib<a-—ajland) Jj iy ii)
ssiaANb<jlaAbd) definicién.

La biyeccioén se sigue del Teorema 2.2.
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3.2. Cocientes de Marcos. Como en las sup-reticulas, los cociente de mar-
cos estan en biyeccion con las congruencias de marcos (relaciones de equivalecia que
son a la vez submarcos) y todo morfismo suprayectivo de marcos es basicamente
una proyeccion a un marco cociente. Ahora mostraremos que cualquier cociente de
marcos también estd completamente determinado por un nucleus.

TEOREMA 3.3. Para cualquier marco A, existe una biyeccion entre los nucleus
sobre A y los cocientes de A.

DEMOSTRACION. Dado un cociente f : A — B de A, tenemos un nucleus f.f.
Reciprocamente, dado un nucleus j : A — A, obtenemos un morfismo suprayectivo
de marcos A — A; (Teorema 3.1) y es claro que el nucleus inducido por este
morfismo suprayectivo es nuevamente j. Asi que solo nos falta demostrar que dado
un cociente f : A — B de A, existe un isomorfismo Ay ; — B. Por una de las
identidades triangulares de la adjuncién f - f, tenemos que ff.f = f; como f es
suprayectiva, ff. = 1p, y de esta ultima igualdad obtenemos que f, es inyectiva.
Por otro lado, como

Af*f =im(f.f) = fof(A) = f«(B) = imf.,

el morfismo f, : B — Ay, ¢ es un isomorfismo de orden, y por consiguiente, un
isomorfismo de marcos.

En resumen,

TEOREMA 3.4. Para cualquier marco A, existe una biyeccion entre los siguien-
tes conjuntos:

1) la coleccion de todos los cocientes de A;
i1) la coleccion de todos los subconjuntos B de A cerrados bajo infimos y tales
que dados a en A yb en B, a —4 b estd en B.
iii) la coleccion de todos los nucleus sobre A.

La biyeccion entre i) y ii) preserva orden y las de i) con iii), y ii) con iii) invierten
el orden.

Tal como lo hicimos para sup-reticulas, describimos el cociente ) de un marco
A por la congruencia generada por un subconjunto R de A x A. Decimos R C Ax A
es inf-estable si para cualquier a en A y cualquier (b,c) en R, (a Ab,a A c) estd en

R.

TEOREMA 3.5. Sea A un marco R un subconjunto inf-estable de A x A. FEl
cociente de A por la congruencia generada por R estd dado por el subconjunto

Q ={x € A| paratodo (a,b) € R, a <x ssi b<z}.

DEMOSTRACION. Por 2.5 y 3.4, solamente tenemos que demostrar que dados a
en Ay zen Q, a—4 x estd en Q. Sea (b, c) en R. Entonces

b<a—y xssianb<z
ssiaAc<zx

ssic<a-—acx.
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3.3. El Marco Libre. El marco libre FX sobre un conjunto X puede ser
construido en dos pasos. Primero notemos que la inf-semirreticula libre generada
por X es KX°P, la sup-semirreticula libre KX considerada con el orden opuesto.
Otra cosa que debemos notar es que el conjunto DP de subconjuntos inferiores de
un copo P, con las operaciones de unién e intersecciéon de conjuntos, es un marco.

Ahora construimos el marco libre F'X sobre un conjunto X como sigue: to-
mamos la inf-semirreticula libre K X°P sobre X; sobre K X°P construimos la sup-
reticula libre D(K X°P). Entonces pasa que D(K X°P) es el marco libre sobre X.
De hecho, demostraremos lo siguiente:

TEOREMA 3.6. El marco libre generado por una inf-semirreticula A es el marco
DA.

DEMOSTRACION. Uno facilmente puede ver que la funcién y : A — DA,
a —] (a) es un morfismo inf-semirreticulas. Si f : A — B es otro morfismo de
inf-semirreticulas, con B un marco, entonces definimos una funcién f :DA— B
como f(S) = \/{f(s)|s € S}, que es un morfismo de orden y es el tnico que extiende
a f. Asi que sblo no resta ver que f es un morfismo de marcos. Ya sabemos que f
preserva supremos arbitrarios; ahora, dados S, T en DA,

Fis)yn f(r) = (\/{f(S) s e S}) AVirw reTy)

=\{f(s)Af(t)|seSyteT} ley distributiva
= \/{f(s At)|seSyteT} f preserva infimos
:\/{f(u)|u€SﬂT} SyTestanen DA
= f(SNT).

La demostraciéon esta completa.






Capitulo 2

Logos

1. Categorias Presentables

Una categoria presentable es una categoria cocompleta que, a pesar de ser
generalmente grande, todavia puede ser controlada por datos pequenos. Dicho de
otra forma, este tipo de categorias posee un conjunto de generadores tal que todo
objeto es un colimite de un funtor que toma valores en dicho conjunto. En la
literatura es comun, en especial aquella que pertenece al siglo pasado, encontrarlas
con el nombre de categorias localmente presentables.

1.1. Generadores. Recordemos que en una categoria, un epimorfismo es
reqular si es el coigualador de un par de flechas. Ahora mencionamos otros tipos de
epimorfismos que usaremos.

DEFINICION. Un epimorfismo f : a — b en una categoria es
1) extremo si siempre que f se factoriza como f = ¢ op con ¢ un monomorfismo,
entonces i necesariamente es un isomorfismo.
i1) fuerte si para cada cuadrado conmutativo

f

—

a b
/
/
%
c d

—_—
g

con g un monomorfismo, existe una (tnica) flecha w : b — ¢ tal que u = wf y
qw = .

Uno puede verificar directamente que cada epi regular es extremo. O bien,
primero ver que cada epi regular es fuerte y luego mostrar que cada epi fuerte es
extremo. Cuando la categoria tiene pullbacks, epi fuerte y epi extremo son conceptos
equivalentes. También es sabido que un morfismo que es a la vez mono y epi extremo
(fuerte) es un isomorfismo; y que si una composicién fg es epi extremo (fuerte),
entonces f es epi extremo (fuerte).

Estos tipos de epimorfismos nos ayudaran a definir los distintos tipos de con-
juntos de generadores de una categoria.

DEFINICION. Un conjunto de objetos G en una categoria £ es un conjunto
de generadores para & si para cualquier par de flechas paralelas f,g : a — b, la
igualdad fu = gu para toda la flecha v : xt — a, con x en G, implica que f = g.

Cuando € es localmente pequena, esto es lo mismo que decir que la coleccién de
funtores {Hom(z, )}seq es colectivamente fiel, esto es, para cualesquier morfismos
fyg:a — b, si Hom(z, f) = Hom(z, g) para todo = en G, entonces f = g.

27
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En una categoria £ con coproductos tenemos una forma de caracterizar a un
conjunto de generadores. Para ver esto consideremos un conjunto GG de objetos de
E. Para cualquier objeto a de &, todas las flechas u : * — a con dominio algin z
en G y codominio a las podemos ver en una sola flecha

€q - H domu — a,
u:r—a
y denotamos por k, : ¢ — [],,.,_,, domu al morfismo canénico de x al coproducto
que cumple €, o k, = u. Entonces G es un conjunto de generadores si y solo si €,
es un epimorfismo. En efecto, supongamos que G es un conjunto de generadores.
Sean f,g:a — b un par de flechas paralelas tales que f o€, = g o ¢,. Entonces

fou:foeaoku:goeaoku:gou

para cualquier flecha u : © — a, asi f = g. Reciprocamente, si €, es un epimorfismo
y f,g: a — b son un par de flechas con fowu = g owu para cualquier v : x — a,
con x en GG, entonces

foe ok, =fou=gou=goe,0k,.

Se sigue que foe, = goeg,, por la propiedad del coproducto; y dado que ¢, es epi,
concluimos que f y ¢ son iguales.

DEFINICION. Sea £ una categoria con coproductos y G un conjunto de objetos
de £. El conjunto G es un conjunto de generadores extremo si para cualquier objeto
a de &, el morfismo ¢,, definido como arriba, es un epimorfismo extremo.

Es claro que lo que significaria que un conjunto de generadores sea regular o
fuerte. Luego, si & tiene coproductos y pullbacks, conjunto de generadores extremo
y conjunto de generadores fuerte son conceptos equivalentes.

TEOREMA 1.1. Si & es localmente pequenia y tiene coproductos, entonces G es
un conjunto de generadores extremo si y sdlo sila coleccion de funtores {Hom(x, )} cq
es conjuntamente fiel y conjuntamente refleja isomorfismos.

DEMOSTRACION. Supongamos que G es un conjunto de generadores extremo.
Asi que los funtores Hom(x, ) son conjuntamente fieles. Para ver que reflejan
isomorfismos conjuntamente, supongamos que, dada f : a — b en &, las funciones
fx = Hom(z, f), con = en G, son biyectivas; esto es, para cualquier v : * — b
existe una unica flecha u, : © — a tal que v = f o u,,. Por la propiedad universal
del coproducto, existe una tunica flecha g : Hng domv — a tal que g o k, = u,

ky
r— H domuv

v:x—b

g
\
Y

a.
Ya que para cada indice v:z — b, fogok, = fou, = v, tenemos que ¢, = fog,
y puesto que €, es epi extremo, se sigue que f es epi extremo. Sélo resta mostrar
que f es un monomorfismo para concluir que es un isomorfismo. Sean «, 8 : ¢ — a
tales que fa = fB. Entonces para cualquier w : * — ¢, faw = fPw, luego

aw = Pw, ya que f, es biyectiva, y concluimos que o = 3 porque G es un conjunto
de generadores.
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Ahora supongamos que el conjunto de funtores {Hom(z, )},cq €s conjuntamen-
te fiel y conjuntamente refleja isomorfismos. Que la coleccion es conjuntamente fiel
implica que para cualquier a en &, €, es epi. Para ver que ¢, es extremo, suponga-
mos que €, = mo p, con m un monomorfismo. Mostremos que m es un isomorfismo
demostrando que todas las funciones Hom(x,m), con = en G, son biyectivas. Cla-
ramente las funciones mencionadas son inyectivas. Si el dominio de m es ¢, esto es,
m : ¢ —> a, entonces la funcion Hom(z, m) es m, : Hom(z, ¢) — Hom(x, a). Que
Hom(z, m) es suprayectiva es debido a que, dada u : £ — a, existe pok, : x — ¢
tal que mopok, = ¢, 0k, = u, asi que m, es suprayectiva y la demostracion esta
completa.

Todavia existe otra nocién de conjunto de generadores de la que tendremos
oportunidad de hablar. Recordemos que dado un objeto a de &, la categoria £/a de
objetos sobre a tiene por objetos flechas f : b — a de £ con codominio a, que lo
escribimos como par (b, f), y un morfismo de (b, f) a {(c,g) es una flecha h : b — ¢
de £ que hace conmutar al tridngulo

p__ .
NS
a.

De esta construccién obtenemos un evidente funtor U : £/a — &, (b, f) — b.
Cuando G es un conjunto de objetos de £ podemos considerar la subcategoria plena
A de £ generada por G y para cualquier objeto a de &£, considerar la subcategoria
plena A/a de £/a. Vemos que a junto con las flechas f :  — a, con 2 un miembro
de G, forman un cocono para el funtor U : A/a — €. Entonces decimos que G es
un conjunto de generadores denso, si para cada objeto a de &, este cocono descrito
es el colimite de U.

Supongamos que G es un conjunto de generadores regular, es decir, el morfismo

€, es el coigualador de algtn par de flechas f,g : b — ]_[Zﬁ)a domu y consideremos
el siguiente diagrama:

f
H domv —2= b H domu —== a.

vix—b 9 u:r—a

Ya que €, es un epimorfismo, tenemos que ¢, es el coigualador de foe, y goep. Asi,
hemos presentado al objeto a como el coigualador de dos flechas definidas entre
dos productos de los objetos generadores. En una categoria con coproductos, todo
conjunto de generadores denso es un conjunto de generadores regular. Esto se debe
a que todo colimite puede ser visto como un conveniente coigualador de un par de
flechas entre dos coproductos. El reciproco se cumple cuando los coproductos son
universales (ver seccion 2) y la categoria tiene pullbacks.

1.2. Objetos Presentables. Un cardinal infinito A es regular si no puede
ser expresado como una suma més pequena que A de cardinales mas pequenos que
A, es decir, si T es un conjunto con |[I| < Ay {\;}ier es cualquier coleccion de
cardinales con \; < A, entonces ;5 \; < A. Un resultado de la teoria de conjuntos
nos dice que hay «suficientes» cardinales regulares:

dado un conjunto {\;}ic; de cardinales, existe un cardinal reqular A > \;, para
cada i en I.
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Sea A un cardinal regular. Por una categoria A-pequenia entendemos a una
categoria I cuya coleccion de flechas tiene cardinalidad estrictamente menor que A.
Una categoria J es A-filtrante si todo funtor F': I — J, con I A-pequena, tiene un
cocono en J. Equivalentemente,

1) J es no vacia;
i1) para cualquier coleccion {d;};c; de objetos de J, con |I| < A, existe un
objeto d en J y morfismos f; : d; — d, y
i1i) para cualquier coleccion de flechas {f; : a — b};cr de J, con |I| < A,
existe un objeto c en J y una flecha g : b — c tal que gf; = gf;, para todo
i, jen I.

Notemos que toda categoria A-filtrante es a-filtrante, para cada cardinal regular
a < A. Por un colimite \-filtrante en una categoria £, entendemos al colimite de
un funtor D : J — & definido sobre una categoria A-filtrante J. Se sigue que cada
colimite A-filtrante es también un colimite a-filtrante, para cada cardinal regular
a < A. Por dltimo, un A-limite (A-colimite) en £ es el limite (colimite) de un funtor
D :1— &, donde I es A-pequena.

Cuando consideramos al cardinal regular X, obtenemos los conceptos de cate-
goria filtrante y colimite filtrante vistos en 0.1. Ya que una categoria A-filtrante es,
en particular, filtrante, podemos usar la misma construccién del colimite filtrante
de conjuntos para construir colimites A-filtrantes de conjuntos. Otro resultado que
obtenemos por sustituir «finito» por «estrictamente menor que A» es el siguiente:

TEOREMA 1.2. Sea A\ un cardinal reqular. En Set, \-limites conmutan con
A-colimites filtrantes.

Y como este, muchos resultados mas.

DEFINICION. Sea &£ una categoria localmente pequena que tiene colimites -
filtrantes. Un objeto a en & es \-presentable si el funtor Hom(a, ) : &€ — Set
preserva colimites A-filtrantes. Un objeto a es presentable cuando es A-presentable,
para algun cardinal regular A.

Otra vez, cuando consideramos el cardinal infinito Ry, obtenemos el concepto de
objeto finitamente presentable visto en 0.1. Notemos que cada objeto A-presentable
es k-presentable para cada cardinal regular x > .

TEOREMA 1.3. Sea £ una categoria localmente pequena y A un cardinal regular.
En &, un A-colimite de objetos \-presentables es \-presentable.

DEMOSTRACION. Ver Teorema 0.1.2.

Cuando a es A-presentable y {k; : a; — 1| j € J} es un colimite Afiltrante,
tenemos el isomorfismo canoénico

colim;Hom(a, a;) — Hom(a, )
obtenido por las funciones Hom(a, k;) : Hom(a, a;) — Hom(a, ()
Hom(a, a;) — lim Hom(a, a;)
—J

‘ .

| 180
A

Hom(a, ).

Hom(a,k;

Entonces podemos demostrar que
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i) para cada morfismo f : a — [, existe un morfismo ¢ : a — a; tal que
i1) si t1,t2 : @ —> a; son dos morfismos tales que k; o t; = k; o tp para algun
morfismo canédnico k; : a; — [ del colimite, entonces existe un morfismo
kji ta; — a4 tal que kijitl = k?jitg.
Reciprocamente, un objeto a que satisface las condiciones ¢) y i¢) para todo colimite
Mfiltrante, es A-presentable.

Un conjunto X es finitamente presentable en Set si y s6lo si X es finito. Su-
pongamos que X es finitamente presentable. Como X es el colimite del diagrama
de sus subconjuntos finitos, la identidad 1x se factoriza a través de uno de los sub-
conjuntos finitos, luego X es finito. Reciprocamente, dado X finito, consideremos
un colimite filtrante {u; : A; — Y |j € J} en Set. Para cada funcién f: X — Y
y cada elemento = de X, existe un indice j, en J tal que f(x) estd en la imagen de
de i, (recordar la construccién de un colimite filtrante en Set). Como X es finito
y J filtrante, existe un cocono {u, : j, — k |z € X} en J de los j, con vértice k.
Asi, f(X) C uk(Ag) y esto implica que f se factoriza a través de pg. Supongamos
que g,h : X — Ay cumplen que pg o g = f = pg o h. Dado x en X, los elementos
g(z) y h(x) coinciden en el colimite Y, luego, existe una flecha u : k — i en J tal
que A, (g(z)) = Ay (h(x)). Esto termina la demostracion de la afirmacion hecha al
principio del parrafo.

1.3. Categorias Presentables.

DEFINICION. Una categoria localmente pequena £ es A-presentable, con A un
cardinal regular, si

1) & es cocompleta;
i1) existe un conjunto G de objetos A-presentables;
iii) cada objeto de £ es un colimite M-filtrante de un funtor que toma valores
en G.

Una categoria £ es presentable si es A-presentable, para algin cardinal regular \.

Una definiciéon equivalente que podemos encontrar es que una categoria & es
A-presentable si es cocompleta y tiene un conjunto de generadores fuerte formado
por objetos A-presentables.

Notemos que una categoria A-presentable £ es k-presentable para todo cardinal
regular £ > X. Ademas, ya que cada a en &€ es de la forma a = colim;c sa; con J A-
filtrante y a; en G, podemos elegir un cardinal regular x mayor que Ay |J|, luego a
es un k-colimite de objetos k-presentables, y por tanto, a es k-presentable (Teorema
1.3). En pocas palabras,en una categoria presentable, cada objeto es presentable.

EJEMPLO.

a) La categoria Set de conjuntos y funciones es finitamente presentable. Es
cocompleta, cada conjunto es el colimite filtrante del diagrama de sus ub-
conjuntos finitos y existe, salvo isomorfismo, solamente un conjunto (nu-
merable) de conjuntos finitos.

b) La categoria FinSet de conjuntos finitos y funciones no es finitamente
presentable, ya que no es cocompleta.

¢) Sea C una categoria pequefia. La categoria Psh(C) = Set®” de prehaces
sobre C es presentable. En efecto, Set®” es cocompleta; la coleccién de
funtores representables es un conjunto de generadores denso (todo prehaz
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es el colimite de funtores representables), luego, un conjunto de generado-
res fuerte. Que Hom(a, ), con a en £ es presentable, es porque el funtor
Nat(Hom( ,a), ) : Set®” —» Set es naturalmente isomorfo al funtor
evaluaciéon Fv, en a y este ultimo preserva todos colimites, en particular,
colimites A-filtrantes.

TEOREMA 1.4. Sea \ un cardinal reqular y € una categoria A-presentable. Sea
A la subcategoria plena de £ generada por el conjunto G de objetos \-presentables.
La cerradura plena C de A en £ bajo \-colimites existe y tiene las siguientes pro-
piedades:

1) C es equivalente a una categoria pequena;
11) C tiene A-colimites y son calculados como en &;
1i4) cada objeto en C es A-presentable;
iv) para cada objeto a de &, la categoria C/a es \-filtrante;

v
v) los objetos de C constituyen en £ una familia de generadores densa.

—_ — — —

DEMOSTRACION. Ver [4] vol. 1, pag. 258 y 259, Lemas 5.2.4 y 5.2.5.

Dada una subcategoria plena, pequena C de una categoria &, definimos un
funtor

I:&— Set®”

que asigna a cada objeto a en &, el funtor Hom( ,a) : C — Set (la restriccion a C
del funtor representable Homg( ,a) : £ —> Set) y a cada morfismo f: b — ¢ de
£ la transformacion natural f, = Hom( , f) : Hom( ,b) — Hom( , ¢) (nuevamente,
Hom( , f) es la restriccion de Homg( , f) a C). Este funtor preserva colimites -
filtrantes si y solo si cada objeto de C es A-presentable. Ademas, I" es pleno y fiel
si y solo si C es una familia de generadores densa (para detalles, ver [1]).

TEOREMA 1.5. Para cualquier funtor A : C — & de una categoria pequenia
C a una categoria cocompleta &, el funtor R : & — Set® ! definido por Ra =
Homge (A( ), a) para cada a en &, tiene un adjunto izquierdo.

DEMOSTRACION. Para demostrar la existencia de un adjunto izquierdo L al
funtor R, mostremos que dado P en Setcop, existe un objeto LP de £ y una flecha
universal P —s R(LP) = Hom(A( ), LP). Sea pues P en Set®” y consideremos
la llamada categoria de elementos de P, denotada por fc P (o algunas veces solo
escrita como [ P), que tiene por objetos pares (¢,z) con ¢ un objeto de Cy z
en Pc, y un morfismo de (¢/,z’) a (¢,x) es una flecha de f : ¢ — ¢ de C tal
que Pf(z) = 2’. Tenemos un evidente funtor = : [ P — C dado por (¢,z) — c.
Como & es cocompleta, el funtor A o 7 tiene un colimite {y. o) : Ao m(c,z) =
A(c) — e (¢,z) € [ P}. Este colimite nos define una transformaciéon natural
w: P — Hom(A( ),e) definida para cada ¢ en C como pu. : Pc — Hom(A( ),a),
T fegy Si@ P — Hom(A( ),a) es otra transformacién natural, entonces
para cada objeto ¢ de C y x en Pc (luego un objeto (¢,z) en [ P) obtenemos
una flecha ¢.(x) : A(c) — a en £. Esta coleccion de flechas indizadas por los
objetos (¢, ) de fP forman un cocono para A o m, luego, existe una tnica flecha
@ : e — atal que p.(r) = Qo ). La flecha @ nos induce una transformacion
natural @, : Hom(A( ),e) — Hom(A( ),a) y es tal que para cada ¢ en C, el
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tridngulo
Pe—t5 Hom(A(c),e) T H(c,x)
X \Lg’ﬁ*c —V|V
Hom(A(c),a) Pc(T) = D0 fi(ez)

conmuta. En otras palabras, ¢, o u = . Esto termina la demostracion.
COROLARIO 1.5.1. Toda categoria presentable £ es completa.

De hecho, demostraremos algo mas, a saber, que toda categoria presentable es
equivalente a una subcategoria reflexiva de Set® p, de lo cual se sigue el resultado.

DEMOSTRACION. Si £ es una categoria A-presentable, tomamos C en el Teore-
ma anterior a ser la cerradura bajo A-colimites de su conjunto de generadores y el
funtor A como la inclusion C — £. Entonces el funtor R llega a ser el funtor I' y
dado que C es una familia de generadores densa, I' es pleno y fiel. Se sigue que &
es equivalente a una subcategoria reflexiva de Set®” y por tanto £ es completa.

COROLARIO 1.5.2. Para una categoria &, las siguientes condiciones son equi-
valentes:

i) & es equivalente a una subcategoria reflexiva de una categoria presentable;
it) € es equivalente a una subcategoria reflexiva de Setcop, para alguna cate-
goria pequena C;
iii) &€ es cocompleta y tiene una subcategoria densa.

DEMOSTRACION. Que i3¢) implica i) ya lo hemos observado en el Corolario
anterior y i7) implica ) es claro, asi que s6lo debemos demostrar que #) implica 7).
Supongamos que £ es equivalente a una subcategoria reflexiva A de una categoria
A-presentable B. Obviamente A es cocompleta y es facil ver que la imagen bajo el
reflector B — A de la subcategoria densa de B (que es la cerradura bajo colimites

Mfiltrantes de la categoria generada por los generadores de B) es una subcategoria
densa de A.

Sea &£ una categoria A-presentable y G su conjunto de generadores. Aun cuando
la subcategoria plena generada por G no sea densa, podemos considerar su cerradura
bajo A-colimites, que ya es una subcategoria densa. Asi que para una categoria
presentable se cumplen los incisos del tltimo Corolario.

1.4. Reflexion Sobre Objetos Locales. Recordemos que el problema de
la subcategoria de objetos locales consiste en hallar condiciones bajo las cuales dada

una categoria £ y una colecciéon de flechas R de £, £F es una subcategoria reflexiva
de &.

TEOREMA 1.6. Sea € una categoria cocompleta en la que cada objeto es presen-
table. Dado un conjunto R de flechas de £, la subcategoria E® existe y es refleriva

en E.
DEMOSTRACION. Ver [4] vol.1, pag.198, Teorema 5.4.7.

COROLARIO 1.6.1. Sea £ una categoria presentable y R un conjunto de mor-
fismos de £. La subcategoria ET es reflexiva en &.
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Hemos comenzado con una categoria cocompleta £ en la que todos sus objetos
son presentables y un conjunto R de flechas de &, y vimos que la categoria &7
de objetos R-locales es una subcategoria reflexiva de £. También sabemos que
toda subcategoria reflexiva es la subcategoria de objetos locales con respecto a
la coleccion ¥ de todas las flechas invertidas por el reflector (Teorema 0.2.4), asi

que £® = £*. A continuacién veremos qué relacion existe entre las colecciones R y
3.

DEFINICION. Sea £ una categoria cocompleta y ¥ una coleccion de mosrfismos
de £. Decimos que X es cerrada bajo colimites cuando, dada una categoria pequena
J, un par de funtores F,G : J — £ y una transformacion natural n : FF — G, si
todos los morfismo n; : F)j — Gj estan en X, entonces el correspondiente morfismo
colimF'j —» colimGj también pertenece a X.

TEOREMA 1.7. Sea £ wuna categoria cocompleta en la que todo objeto es pre-
sentable. Consideremos una coleccion R de flechas de £ y la correspondiente sub-
categoria reflexiva EF de objetos R-locales. La coleccion ¥ de todos los morfismos
invertidos por el reflector & — ER es la menor coleccion de flechas de £ con las
siguientes propiedades:

i) X contiene a R;

i1) todos los isomorfismos pertenecen a X;

iii) si dos lados de un triangulo conmutativo estdin en X, entonces el tercer lado

también lo estd;

iw) X es cerrada bajo colimites.

DEMOSTRACION. Ver [4] vol. 1, pag. 205, Teorema 5.4.10.
1.5. Cocompletaciéon Libre.

DEFINICION. Sea C una categoria.

i) Una cocompletacion libre de C consiste de una inmersion F : C — C de
C en una categoria cocompleta C tal que cualquier funtor A : C — &, con
& cocompleta, se extiende a un funtor A:C—¢ que preserva colimites,
unico salvo isomorfismo natural.

1) Sea A un cardinal regular. Una cocompletacion \-libre de C consiste de una
inmersion E : C —s C que preserva todos los A\-colimites que existen en C
en una categoria cocompleta 6, de modo que cualquier funtor A: C — &
que preservan todos los A-colimites de C, con £ cocompleta, se extiende
aun funtor A : C — & que preserva colimites, tinico salvo isomorfismo
natural.

Como toda construccion universal, la cocompletacion libre (A-libre) de una
categoria, cuando existe, es tinica, salvo una equivalencia de categorias.

Cuando C es una categoria pequena, la cocompletacion libre siempre existe y
estd dado por el funtor de Yoneda.

TEOREMA 1.8. Para una categoria pequena C, el funtor de Yoneda y: C —
Set®” es la cocompletacion libre de C.

DEMOSTRACION. Sea A : C — £ un funtor a de C a una categoria cocompleta
£. En 1.5 hemos demostrado que el funtor Homg (A( ), ) : & — Set®” tiene un
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adjunto iquierdo L : Set®” — ¢ y por tanto L preserva colimites. Veamos que el
diagrama

C Y- 8etC”

!

conmuta. Recordemos que L estd definido como LP = colimA o wp, para cada P
en SetC”. Si P es un funtor representable y. = Hom( ,c), entonces la categoria
de elementos fyc de y. tiene un objeto terminal, a saber, el par (¢, 1.). Es facil
ver que el colimite de un funtor con dominio una categoria pequena que tiene un
objeto terminal esta dado por evaluar tal funtor en el objeto terminal. En nuestro
caso, el colimite de funtor Aom,, es el objeto colimAom, = Aomy (c,1.) = A(c).
Entonces, para cada ¢ en C, tenemos

Loy, = colimA o, = A(c).
Si L' : Set®” — & es otro funtor que preserva colimites tal que Loy = A,
entonces

L'P = L' (colimy o wp(c,x))
colimL’ oy o wp(c,x)

colimA o p(c,x) = LP

1

1%

lo que exhibe la unicidad de L.

Hemos visto que toda categoria pequena tiene una cocompletaciéon libre. Tam-
bién podemos demostrar que tienen una cocompletacién A-libre, para cualquier
cardinal regular .

Sea C una categoria pequena y A un cardinal regular. En Set®” consideremos
aquellos funtores F' : C°? — Set que preservan todos los A-limites que existen
en C°P. Estos funtores con transformaciones naturales entre ellos forman una sub-
categoria plena de Set€” que denotamos por C*x. Esta categoria tiene buenas
propiedades. Por ejemplo, es completa y cocompleta, los A-limites conmutan con -
colimites filtrantes y es una subcategoria reflexiva de Set®”. Como sabemos, todo
prehaz F' : C°? — Set es un colimite de funtores representables; este colimite es
Miltrante si y solo si F' preserva A-limites (para detalles, ver [4] vol. 1).

Ya que los funtores representables Hom( ,a) : C°? — Set preservan todos
los limites que existen en C°P, tenemos una correstriccion del funtor de Yoneda
y : C — C* | que sigue siendo una inmersion.

TEOREMA 1.9. Para cualquier cardinal reqular \, el funtor y : C — CLex es
la cocompletacion \-libre de C.

DEMOSTRACION. Ver [1], pag 37, Proposicion 1.45.

2. Logos

Las categorias presentables son el andlogo en categorias a las sup-reticulas.
Los marcos son, en particular, sup-reticulas en las que supremos arbitrarios se
distribuyen sobre infimos finitos. Los anédlogos de los marcos seran, por supuesto, los
logos. Ahora veremos cudles son las condiciones extra que una categoria presentable
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debe cumplir para que podamos llamarla un logos. No es de extranar que alguna de
estas condiciones sea una que podriamos considerar un tipo de «ley distributivay.

2.1. Colimites Universales. Consideremos una categoria £ con pullbacks
y un funtor F': J — &. Dado un cocono (a,u) = {p; : F; — ¢q|j € I} para F' y
un morfismo f : b — a en &, calculamos los pullbacks

®j
G, —2>F,

J
luj
a

|

de cada flecha p; : F; — a con f. Paracadaw:j — k en J, tenemos que Fy,0¢; :
Gj — Fi y v; : Gj — b son un par de flechas tales que p4, 0 (Fy, 0;) = fov;, por
tanto, existe una tnica flecha G, : G; — G, como vemos en el diagrama abajo.

-

f

e
G, d F;
 Gu \f
h Pk ‘
Gy F
vj 2%}
Vi 1223
b 7 a

Las asignaciones j — G y u — G, determinan un funtor G : J — &; las flechas
vj : G; — b, un cocono (b, v) sobre G, y las flechas ¢; : G; — Fj, una trans-
formacion natural ¢ : G — F. Ahora supongamos que (a, 1) es el colimite de F.
Decimos que {a, ) es un colimite universal si para cualquier morfismo f : b — a,
el cocono (b, v) es un colimite del correspondiente funtor G.

TEOREMA 2.1. En Set, los colimites son universales.

DEMOSTRACION. Ver [4] vol.1, pag. 85, Teorema 2.14.2.

Recordemos que para cada flecha f : b — a tenemos el funtor cambio de
base f*:E/a — £/b dado por (¢ — a) — (b X, ¢ — b). Para una categoria £ con
productos, un cocono en la categoria £/a es un colimite si y solo si el correspondiente
cocono en & (obtenido por olvidar las flechas al objeto a) es un colimite. En efecto,
el funtor U : £/a — £ tiene un adjunto derecho a x _ : &€ — & /a, luego, preserva
colimites. Ahora supongamos que

@y

{(z; B a) 25 (gD a)|je T}

es un cocono en &/a tal que {o; : x; — ¢ |j € J} es un colimite en &. Si

{(z; Rt a) i, (r N a)|j € J} es un cocono en &£/a, por la propiedad universal del
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colimite {¢; : ; — ¢|j € J}, existe una tnica flecha v : ¢ — r tal que 3; = yo;.

Bi
m
Tj——>=q— —>T

Luego, en una categoria cocompleta y con limites finitos £, todos los colimites
son universales si y sélo si el funtor cambio de base f* : £/a — £/b preserva todos
los colimites, para cada flecha f : b — a. Notemos que cuando el colimite es un

coproducto, tenemos
b Xa H(Ej = Hb Xa ZTj,

es decir, el pullback se distribuye sobre el coproducto, como lo podemos constatar
con el diagrama a continuacion.

bXa X 7 Z g
~ [\
bxa [z [Iz;
£ 15
g/ g
b a.

7
Un coproducto ¢ = [[z; de una familia de objetos x; en £ es disjunto si cada

morfismo canoénico k; : ; — [[z; es un monomorfismo y para cada i # j, el

pullback x; X4 x; es el objeto inicial de £. Por ejemplo, en Set los coproductos son
disjuntos.

2.2. Relaciones de Equivalencia. Sea £ una categoria con limites finitos.
Una relacion de equivalencia sobre un objeto a de £ es un monomorfismo r —
a X a que satisface los usuales axiomas de reflexividad, simetria y transitividad,
expresados apropiadamente por medio de flechas. Pero dar una flecha r — a X a
es mismo que dar un par de flechas r —==a en €£.

u
DEFINICION. Decimos que un par de flechas r —= a en £ es
v

1) una relacién si (u,v) : ¥ — a X a es un monomorfismo.
) reflexiva si existe w : a — 7 con vw = 1, = vw.
i1i) simétrica si existe s: 1T — r con us = vy vs = u.

1) transitiva si existe t : v X, r —> r, con 7 X, 1 el pullback

21

P2
T Xqg?T —>7T

pli l

7”—>v a

tal que ut = upy y vt = vps.
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El par nicleo de un morfismo f: a — b es el pullback
r a

mJ{ if
a b

de f consigo mismo. Uno puede comprobar facilmente que el par ntcleo py, p2 de
f es una relacién de equivalencia. También es facil ver que

P2
e ——

.

f

i) si f es el coigualador de algun par de flechas y f tiene par nucleo p1, p2,
entonces f es el coigualador de p1, ps;

i1) si p1, p2 es el par nicleo de f y p1, po tienen un coigualador ¢, entonces
p1, p2 es el par nicleo de q.

Una relaciéon de equivalencia es efectiva si es el par ntcleo de algin morfismo.
En Set, dada una relacion de equivalencia R C A x A, podemos formar el conjunto
cociente A/R y obtenemos el diagrama
P1 q
R A—— A/R,
P2
donde py(a,b) = a y pa(a,b) = b, para todo (a,b) en R. El coigualador de p; y
p2 es el cociente de A por la menor relacion de equivalencia que contiene a los
pares (p1(a,b), p2(a,b)), con (a,b) en R, es decir, su coigualdor es ¢. Por otro lado,
q(a) = q(b) siy solo si (a,b) estd en R, lo que indica que p;, ps es el par nicleo de
q. Esto muestra que en Set, las relaciones de equivalencia son efectivas.
Ahora estamos en condiciones para dar los axiomas de Giraud para un logos.

DEFINICION. Una categoria presentable £ es un logos si

1) los colimites son universales;
i1) los coproductos son disjuntos;
ii1) todas las relaciones de equivalencia son efectivas.

Un morfismo de logos es un funtor &€ — F entre logos que preserva todos los
colimites y limites finitos.

Un ejemplo inmediato de un logos es la categoria Set de conjuntos. Otro ejem-
plo de logos es la categoria Psh(C) = Set®” de prehaces sobre C. Esto debido
a que limites y colimites en Psh(C) se construyen puntualmente. En particular,
cuando C = O(X) es la coleccion de abiertos de un espacio topologico X, Psh(X)
es un logos. También veremos que la categoria Sh(X) de haces sobre X es un logos,
haciendo uso de que el funtor haz asociado preserva limites finitos. Ya que dicho
funtor también preserva todos los colimites, tenemos nuestro primer ejemplo de un
morfismo de logos.

3. Logos de Haces

Esta seccion esta principalmente dedicada a la construccién de un logos muy
importante, a saber, el logos de haces, que es una localizacién exacta izquierda de
la categoria de prehaces Psh(C) = Set®” sobre una categoria pequena C. Fue J.
Giraud quién mostré que todo logos es equivalente a un logos de este tipo. Siguien-
do nuestra aproximacién algebraica a la teoria, podemos dar una presentacién de
un logos como un par (C,J) donde C es una categoria pequenia (el conjunto de
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generadores) y J un conjunto de flechas (las relaciones). Sin embargo, siendo fieles
a la historia y a la practica comin, presentamos el logos de haces por medio de lo
que se conoce como un sitio. Esto hard evidente su lado geométrico, como ya lo
vimos en 0.3.

3.1. Topologia de Grothendieck. La nocién de prehaz se generaliza fa-
cilmente sobre cualquier categoria pequena C como un funtor P : C°? — Set.
Ahora, para definir un haz sobre C reemplazamos la nocion de cubierta abierta por
una familia de flechas {f; : ¢; — c}ier con codominio ¢, que llamamos cubierta
de c. Un haz P sobre un espacio topoldgico requiere que para cualquier cubierta
abierta {U; };c; de un abierto U y cualquier coleccion {z;};cr con x; en P(U;) tales
que x; y x; coinciden en la interseccion U; N Uj, para todo 4, j, los elementos x;
puedan ser «pegadosy en un unico elemento x en P(U) con z — z;, para todo i.
Para lo que nos interesa, podemos reemplazar la interseccion U; NU; por el pullback
¢i X¢ ¢j (suponiendo que C tiene pullbacks, por supuesto) como en el diagrama

qij
Ci XeCj —>C;j

pijl lfj

c; ———>c.

fi

Aplicando P obtenemos el siguiente cuadrado conmutativo

Pe——" o Pc;

sz‘L lpqz'j

Pc; —;.P(ci Xe Cj).
¥

Entonces la condicion de haz se traduce en que para cualquier cubierta {f; : ¢; —
c}ier de ¢ y cualquier coleccién {z;}icr, con z; en P(c;), tal que P(p;;)(z;) =
P(g;j)(x;) para todo 4, j en I, existe un tunico = en Pc ta que Pf;(z) = ;.

Es posible desarrollar una teoria de haces incluso en el caso en que la categoria C
no tenga pullbacks, usando como cubiertas a ciertas colecciones de flechas llamadas
cribas.

DEFINICION. Sea C una categoria y ¢ un objeto de C. Una criba S sobre c es
una familia de flechas con codominio ¢ tal que

f € S implica que fg € S,
siempre que la composicion fg esté definida.

Es facil ver que dada una criba S sobre ¢ y h : d — ¢ cualquier flecha de C,
la coleccion

h*S={g|codg=dy hg € S}

es una criba sobre d. Mas aun, si h estd en S, entonces h*S es la criba mdzima
sobre d, es decir, h*.S consiste de todas las flechas con codominio d. Esto tltimo es
porque h = ho 1y, esto es, 14 esta en h*S, y porque toda flecha g con codominio d
puede verse como 140 g.
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DEFINICION. Una topologia de Grothendieck sobre una categoria pequena C
es una funcién J que asigna a cada objeto ¢ de C una coleccion Je de cribas sobre
c de tal manera que
i) la criba maxima t. = {f | codf = ¢} esta en Je;
1) (azioma de estabilidad) si S es una criba sobre ¢ y h: d — ¢ es cualquier
flecha de C, entonces h*S esta en Jd, y

i7i) (azioma de transitividad) si S estd en Jcy R es una criba sobre ¢ tal que
para cualquier h : d — c en S, h*R estd en Jd, entonces R pertenece a
Je.

Diremos que una criba S es una cubierta de ¢ (o J-cubierta si necesitamos ser mas
especificos) si S estd en Je, para una topologia J sobre C.

OBSERVACION.

1) Si S estd en Jc y R es una criba sobre ¢ que contiene a S, entonces R
también estd en Jec. En efecto, para cualquier h : d — c en S, h*S es
la criba maxima sobre d. Como h*S estd contenida en h*R, h*R debe
ser la criba méxima sobre d, asi que h*R esta en Jd. Por el axioma de
transitividad, concluimos que R estd en Jec.

2) Si S es una cubierta de ¢ y si para cada f : dy — ¢ en S existe una criba
Sy en Jdy, entonces la coleccion

Q={fglfeSygeSs}

también es una cubierta de c. Basta con notar que @ es una criba sobre
c tal que para cualquier f en S, Sy C f*Q. Entonces por 1), f*() esta en
Jdy y por iii), se sigue que () esta en Je.

3) Dadas cribas S y R en Je, su interseccion S N R también estd en Je. Para
ver esto, sea h : d — ¢ en S. Entonces es facil ver que h*(S N R) = h*R.
Por ii), tenemos que h*(S N R) esta en Jd, y por iii) se sigue que SN R
estd en Jc.

En general, habra muchas topologias de Grothendieck que puedan asignarsele
a una categoria. Entre ellas esta la topologia minima, en la cual las tnicas cribas
cubrientes son las cribas méximas t., y la topologia mdzrima, en la que cada criba
es una cubierta.

En el caso de un espacio topolégico X, una cubierta abierta de un abierto U
es una coleccion {U;}icr de abiertos de U tales que U = (J,;.; U;. En general, la
familia {U;};er no es una criba sobre U, pero genera a una criba S, digamos, la
coleccion de todos aquellos abiertos V' contenidos en U con V' C U;, para algan U;.
Entonces podemos definir una topologia de Grothendieck J sobre O(X) diciendo
que S estd en J(U) si y sélo si U esta contenido en la unién de todos los abiertos
en S.

Las topologias de Grothendieck estdn parcialmente ordenadas por la inclusién.
Uno puede demostrar facilmente que dado un conjunto de topologias de Grothen-
dieck {.J, | € A} sobre una categoria pequefa C, su interseccion (), 4 Jo también
es una topologia y es el infimo de las J,. Se sigue que cualquier conjunto de topo-
logias de Grothendieck también tiene un supremo.

Existe una manera mas categoérica de dar la definicién de topologia de Grothen-
dieck, por medio de subfuntores de funtores representables. Para una categoria
pequena C, un subfuntor de P : C°? — Set estd definido como otro funtor
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Q@ : C°? — Set con @c un subconjunto de Pc y para cada flecha f:d — ¢, Qf
es la restriccion Qf = Pf : Qc — Qd de Pf. Es facil demostrar que para toda
criba S de ¢, tenemos un subfuntor S — Hom( ,¢) de Hom( ,c¢), donde Sd es el
conjunto de todas las flechas f de S con dominio d; reciprocamente, todo subfuntor
S — Hom( ,c) de Hom( ,c¢) nos define una criba S sobre ¢, siendo esta la unién
de todos los conjuntos Sd, con d en C, y esta correspondencia es biunivoca. Ahora
damos la definicién de topologia de Grothendieck en términos de subfuntores de
representables.

DEFINICION (Topologia de Grothendieck, Segunda Version). Una topologia de
grothendieck J sobre una categoria pequenia C es una funcién que asigna a cada
objeto ¢ de C un conjunto Jc¢ de subfuntores del funtor representable Hom( ,c¢)
tales que

i) para cada c en C, Hom( ,c) esta en Jc;
i7) (estabilidad por cambio de base) En un cuadrado pullback

S ——S

| |-

Hom( ,d) h*—>Hom( ,C)
=Yn

con h:d— ¢, siS estd en Jc, entonces R estéd en Jd, y
iii) si S estd en Je y R es un subfuntor de Hom( ,c¢) tal que para cualquier
h:d— cen S, h*R esta en Jd, entonces R pertenece a Jc.

3.2. Haces Sobre un Sitio. Una categoria pequenia C dotada con una topo-
logia de Grothendieck es llamada un sitio, que suele denotarse como un par (C, .J).
Podemos definir un haz sobre un sitio (C, J) similar a como lo hacemos para espacios
topologicos. Como siempre, un prehaz sobre (C,J) es un funtor P : C°P — Set
y Psh(C) = Set®” es la categoria de todos los prehaces sobre (C,J). Si P es un
prehaz y S es una cubierta de un objeto ¢ de C, una familia compatible para S de
elementos de P, es una funcién que asigna a cada f:d — c en .S un elemento x¢
de Pd de tal modo que, para cualquier flecha g : e —> d,

Pg(l'f) = Tfg,
donde x4 es el elemento de Pe correspondiente a la flecha fg de la criba S. Una
fusion de tal familia compatible es un elemento x en Pc que cumple

Pf(x) =y,

para cada f en S. Entonces P es un haz precisamente cuando, para cualquier criba
cubriente S de un objeto ¢ de C y cualquier familia compatible {z;} cg, existe
una unica fusiéon x en Pc; y P es un prehaz separado si la condicién se satisface
cuando sustituimos «existe una tinicay por «a lo més unay, es decir, si x, y en Pc
satisfacen que Pf(x) = Pf(y) para todo f en S, entonces = = y.

Justo como en los espacios topoldgicos, podemos definir un haz por medio de
un diagrama. En este caso, requerimos que para cada objeto ¢ de C y cada cubierta
S de ¢, el diagrama

(3) P(c) —*= H P(domy) i H P(domg)

fes fg fes
dom f=codg
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sea un igualador de conjuntos. Aqui a es la funcion a(z) = {Pf(x)}ses; el segundo
producto corre sobre todos los pares componibles f, g, con f en S; la funcién b
es la obtenida por las flechas [[;.g P(domf) — P(domf) — P(domg), y c estd
dada por {z¢}res — {Pg(xy)}. Asi, para cada x = {zf}es en [[ ;g P(domf), la
f, g-componente de b(x) y ¢(x) es

b(x)f,g = Tfg, c(x)rg = Pg(zy) .

Si el diagrama (3) es un igualador, entonces decimos que P satisface la condicion de
haz con respecto a la cubierta S. Usamos esta version para demostrar que limites
de haces son haces.

TEOREMA 3.1. Sea (C,J) un sitio e I — Psh(C), i — P, un funtor. Si todos
los P; son haces, entonces limP; es un haz.

DEMOSTRACION. Sea S una cubierta de un objeto ¢ de C. Por hipédtesis, tene-
mos un diagrama igualador

b
Pi(e) == [] Pitdomf) —= ] Pi(domg),
fes © fg fes
dom f=codg
para cada i en I. Ya que los limites conmutan con limites, obtenemos un diagrama
igualador

b
limP;(c) —*= H lim P;(dom f) H lim P;(domyg).
fes © 19 fes
dom f=codg
Concluimos que limP; es un haz.

Todavia existe otro modo de definir un haz sobre un sitio. Si J es una topologia
de grothendieck sobre C, ¢ un objeto de C y S en J¢, entonces una familia com-
patible {zs}res de elementos de P para la cubierta S de ¢, es lo mismo que una
transformaciéon natural S — P. Luego P es un haz si y s6lo si para cada subfuntor
S de Hom( ,c¢), cualquier transformacién natural S — P se extiende de manera
tnica a Hom( ,¢)

(4) S ———— Hom( ,¢)

e
e
e
e
ya

P.

Con esta ultima definicion es facil ver que todo prehaz es un haz con la topologia
minima. Por otro lado, ya que en la topologia maxima Jy;, cada subfuntor de
Hom( ,c¢), con c en C, esta en Jys(c), en particular, el subfuntor §) — Hom( ,c) es
un miembro de Jys(c). Ya que 0 es el objeto inicial en Psh(C), la condicién de haz
sobre un prehaz P se reduce a la existencia de un unico morfismo Hom( ,c¢) — P.
Por el Lema de Yoneda, esto significa que Pc es un conjunto con un solo elmento.
Asi que el tnico haz es el objeto terminal en Psh(C).

TEOREMA 3.2. Para cualquier prehaz P, existe una tinica topologia Jp mds
grande para la cual P es un haz.
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DEMOSTRACION. Definimos Jp diciendo que S esta en Jp(c) si y sélo si para
cada h : d — ¢, cada morfismo h*S — P se extiende a un tnico morfismo
Hom( ,¢) — P. No es dificil demostrar que Jp es una topologia y que P es un
Jp-haz para dicha topologia. Si J es cualquier otra topologia para la cual P es un
J-haz, entonces cada S en J(c) también esta en Jp(c).

Se sigue que existe una unica topologia mas grande para la cual cada prehaz
de una coleccién dada de prehaces es un haz. En particular, definimos la topologia
candnica sobre C a ser la topologia mas grande para la cual todos los funtores
representables son haces; una topologia J para cual todos los funtores representa-
bles son J-haces es llamada subcandnica y siempre estd contenida en la topologia
canoénica.

3.3. Funtor Haz Asociado. Los haces sobre un sitio (C, J) forman una ca-
tegoria, que denotamos por Sh(C, J), con morfismos las transformaciones naturales,
que obviamente es una subcategoria plena de Psh(C). Como sucede con los preha-
ces sobre un espacio topologico, tenemos un funtor hacificacion ¢* : Psh(C) —
Sh(C, J) que convierte a todo prehaz en un haz.

Sea P un prehaz sobre C (mejor dicho, sobre un sitio (C, .J)). La construccion
del funtor ¢* : Psh(C) — Sh(C, J) se realiza en dos pasos: primero construimos
un prehaz PT a partir de P, que no necesariamente es un haz, pero mostraremos
que PT es un prehaz separado. Luego demostraremos que P es un haz si P ya era
en un principio un prehaz separado. Entonces definimos el funtor ¢* como

¢"(P) = (PT)".

Sea pues P un prehaz, ¢ un objeto de C y S en Je. Denotamos por Comp(.S, P)
al conjunto de todas las familias compatibles para la cubierta S de c¢. Observamos
que si S y R son cubiertas de ¢ con R C S, entonces tenemos una funcién de
Comp(S, P) a Comp(R, P) mediante la asignacién {zs}res — {xs}ser. Entonces
definimos P en ¢ como el colimite filtrante

P*(c) = colimge j.Comp(S, P),

donde Jc estd ordenado con el orden opuesto dado por la inclusiéon. En otras pa-
labras, un elemento de PT(c) es una clase de equivalencia de familias compatibles,
donde dos familias compatibles {z¢}recs v {yg}ger son equivalentes si existe T en
Jeccon T'C SN R tal que x5 = yy, para todo f en T.

Para ver cual es la asignacién en flechas consideremos un morfismo h : ¢/ — ¢
en C. Entonces h*S esté en J¢, asi que podemos considerar el conjunto Comp(h*S, P)
de familias compatibles para la cubierta h*S de ¢’. Algunas flechas f de S son de la
forma f = hf’, con f’ en h*S, asi que podemos definir una funcién Comp(S, P) —
Comp(h*S, P) como {zf}fes — {xnp }en-s. Luego, la composicion

Comp(S, P) — Comp(h*S, P) — colimgr¢ s Comp(S’, P)

es una funcion de Comp(S, P) a PT(c'). Se sigue que existe una tnica funciéon
P*(h) : PT(c) — P*(c), que es precisamente aquella que manda a la clase de
{xf}res en Pt (c) ala clase de {zpf }freps en PT (). Esta asignacion en objetos
y flechas hacen a PT un prehaz sobre C.

La construccion P +— P7T es funtorial de la categoria Psh(C) en si misma,
pues dado cualquier morfismo ® : P — @ de P a @, si S es una cubierta de ¢
y {zf| f:d— c € S} es una familia compatible de elementos de P, entonces la
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coleccion {®4(xs) | f : d = c € S} es una familia compatible de elementos de @,
gracias a la naturalidad de ®.

d Pd 24 Qd Yy SE—
gT PQL ng I I
e Pe — Qe Tpg > Pe(z5y) = Qg(Pa(xy)).

e

Esta coleccion de funciones ®F : Pte — Q% para cada ¢ en C, que asocia a
la clase de {z; | f:d — c € S} ala clase de {®q(zy) | f:d — ¢ € S}, es una
transformacion natural de P+ a Q™.

Para cada prehaz P tenemos un morfismo canénico n : P — P71 definido,
para cada cen C y x en Pc, como

ne(z) ={Pf(x)| f €tc},

donde t. es la criba maxima sobre c.

LEMA 3.3. Sea P un prehaz sobre un sitio (C, J). Entonces

i) P es separado si y sélo sim: P — Pt es un monomorfismo;
i1) P es un haz siy sélo sin: P — PT es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Supongamos que P es un prehaz separado. Si x, y en Pc son
tales que n.(x) = 1.(y), esto es,

{Pf(l”)}fem = {Pf(y)}fetc

entonces, como P es separado, = y. Ahora supongamos que 7 es un monomorfis-
mo. Sea S es una cubierta de ¢ y z, y en Pc tales que Pf(x) = Pf(y) para todo
f en S. Notemos que las familias {Pf(x)};es y {Pf(x)}ser, son equivalentes y
lo mismo pasa con las familias {Pf(y)}res y {Pf(y)}set,. Como Pf(x) = Pf(y)
para todo f en S, n.(x) = n.(y) y por tanto x = y.

Para el inciso 4i), primero supongamos que P es un haz y mostremos que para
todo ¢, 1. es biyectiva. Consideremos cualquier clase de equivalencia {z}scs en
PTec, con S una cubierta de c. Como P es un haz, existe un tGnico x en Pc tal que
Pf(xz) = zy, para todo f en S. Esto nos dice que la clase de {z}cg coincide con
ne(x), esto es, ne(x) = {xf}ses y por tanto 7. es biyectiva. Reciprocamente, dada
cualquier cubierta S de ¢ y cualquier familia compatible {xf}tcg, consideremos la
clase de {zf}scs en Pte. Puesto que 7). es una biyeccion, existe un tnico x en Pc
tal n.(z) coincide con la clase de {zs}seg, esto es, Pf(x) = x; para todo f en S,
y asi P es un haz.

LEMA 3.4. Si P es un prehaz y F un haz, entonces todo morfismo ® : P — F
se factoriza de manera unica a través de n como ® =no ®:

p—", pt

>
kw

F.

DEMOSTRACION. Veamos como definir &)C para cada c en C. Un elemento x en
P*c es una clase de equivalencia de una familia compatible {x s} rcs para alguna
cubierta S de c. Si f:d — c estd en S, entonces x¢ es un elemento de Pd, luego
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Oq(xy) estd en Fd. La coleccion {®q(xy)|f: d — ¢ € S} es una familia compatible
de elementos de F'. Como F' es un haz, existe un tnico y en F'c tal que

Ffy) = ®a(xy)
para todo f :d —» c en S. Asi que definimos ® : P*¢ —s Fe como {zs}res — v,
donde y es hallado como arriba. Veamos que ® = ® o7. Para cada cen C y x en
Pe, ne(x) = {Pf(z)| f: d = ¢ € t.}. La coleccion {®g(Pf(x))| f:d — ¢ € t.}

es una familia compatible de elementos de F', que es un haz, por tanto, existe un
tnico y en Fe tal Ff(y) = ®4(Pf(z)). Pero 40 Pf(z)) = Ff o ®.(x), asi que

Pe(z) =y =2.({Pf(2) | f €tc}) = Pcone(x).
LEMA 3.5. Para cualquier prehaz P, Pt es separado.

DEMOSTRACION. Sea ¢ un objeto de C y T cualquier cubierta de ¢. Supon-
gamos que x e y son elementos de PTc tales que PTh(x) = P*h(y), para todo
h en T. Debemos demostrar que x = y. Si {zs}rer ¥ {Yg}ges, con R, S en Je,
son representantes de x e y, respectivamente, la igualdad PTh(x) = PTh(y) para
h:c — cenT, es laigualdad de las clases {xpy | f' € AR} = {yny | ¢’ € B*S}
en PTc, lo que significa que existe una cubierta 7, C h*R N h*S de ¢ tal que
Thk = Ynk, para todo k en T},. Por el inciso 2) de la observacion que sigue a la
definicién de topologia de Grothendieck, la colecciéon

Q={hk|heTykeT}

es una cubierta de de ¢, y facilmente podemos ver que @ C RN S. Asi, @ es una
cubierta de c contenida en R y en S, en la que x5 = y; para todo f en @, por
tanto, x =Y.

LEMA 3.6. Si P es un prehaz separado, entonces Pt es un haz.

DEMOSTRACION. Sea ¢ un objeto de C, S una cubierta de ¢y {xs | f:d —
¢ € S} una familia compatible para S de elementos de PT. Debemos demostrar
que existe una fusiéon y en Pt (c) de la familia {x | f : d — ¢ € S}. Para cada
f:d—>cen S, cada x; en Pd es una familia compatible de elementos de P

xy={xp4|g:e—>deSt}, xpq4€ Pe

para alguna cubierta Sy de d. Por otro lado, que {xs| f : d = ¢ € S} es una familia
compatible de elementos de PT, significa que para cualquier morfismo h : d' — d,
P*h(xy) = x¢p, esto es, las familias

{zsng 19" €Sy} ~A{asnglg € Spn}
pertenecen a la misma clase de equivalencia. Esto significa que existe una cubierta
T¢n C h*SyNsgp de d en la que
(5) Tfhk = Tfhk
para todo k en Ty j. Observemos que para cada f : d — c en la cubierta S de
¢, existe una cubierta sy de d, luego la familia @ = {fg|f € Sy g € Sf} es una
cubierta de c¢. Entonces definimos una familia compatible y para esta cubierta Q
como
(6) Yfg = Tfg
para cada fg en ). Antes de ver que y asi definida es, efectivamente, una familia
compatible, mostremos que esta definiciéon es independiente de la factorizacion fg.
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Supongamos que fg = f'¢’, con f, f' morfismos en S, gen Sy y g’ en Sy. Entonces,
sit:d — destden Ty, NTy o tenemos

Pt(xfg) = xfgt Xy es una familia compatible
= Tfqyt por (5)
=Tprgry por hipétesis
=Tfgt por (5)
= Pt(xy 4) xy es una familia compatible.

Como P es separado y dado que Ty, NTys o es una cubierta de d’, concluimos que
xf,g=1xy q. Asi, y esta bien definida por 6. Que y = {yx | h € Q} es una familia
compatible se sigue porque cada xy es una familia compatible.

Para terminar, tenemos que ver que la clase de y en P*c es una fusién de la
familia {xf | f : d — ¢ € S}, es decir, para cada f : d — cen S, Pt f(y) = xy, 0
bien, que

PHf(y) ={ym|he f'Q} v xp={zs4]9€ Ss}
representan al mismo elemento de P*d. Pero esto realmente sucede, ya que Sy esté
contenido en h*@, por la manera que definimos a @), y para cualquier g en Sy,
Yfg = Tfg, por 6. Esto demuestra la existencia de una fusién y su unicidad se debe
que P es separado (Teorema 3.5). Hemos demostrado que PT es un haz.

TEOREMA 3.7. La inclusion Sh(C, J) — Psh(C) tiene un adjunto izquierdo
q¢* : Psh(C) — Sh(C,J), conocido como el funtor hacificacion (o funtor haz
asociado). Ademds, ¢* preserva todos los colimites y limites finitos.

DEMOSTRACION. Como anunciamos al principio de la seccién, definimos el fun-
tor ¢* como ¢*(P) = (PT)*. Por los Lemas 3.5 y 3.6, este funtor, efectivamente,
nos otorga un haz. Para cada prehaz P, composicién

P12 pt IS (phyt

es un morfismo de P a ¢*P que es universal entre todos aquellos morfismos de
P aun haz F (Lema 3.4). Esto es precisamente que ¢* es adjunto izquierdo a la
inclusion.

Por ser adjunto izquierdo, ¢* preserva todos los colimites. Para ver que preserva
limites finitos, notemos que es suficiente con mostrar que la construcciéon P — Pt
preserva este tipo de limites. Fijamos ambos, un objeto ¢ de C y una criba S en
Je, asi que tenemos un funtor Comp,(S, ) : Psh(C) — Set dado por P —
Comp,(S, P). Ya que una familia compatible {x}scs de elementos de P es lo
mismo que una transformacion natural S — P de S a P, tenemos un isomorfismo
natural entre los funtores Comp,(S, ) = Nat(S, ), luego, Comp.(S, ) preserva
todos los limites que existen en Psh(C), ya que Nat(S, ) lo hace. Sabiendo esto y
dado que PT¢ = colimge j.Comp(S, P), si I — Psh(C), i — P; es un funtor, con
I es finita, entonces

(limP;) " (¢) = colimge j.comp(S, lim; P;)
2 colimge jclim; Comp(S, P;)
= lim;colimge 7.Comp(S, P;)
=~ lim; P (c).
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El resultado se sigue del hecho que los limites en Psh(C) se construyen puntual-
mente.

3.4. Categorias de Haces son Logos. En esta seccion siempre estaremos
considerando una categoria de haces Sh(C, J) sobre un sitio (C, J). Nuestro obje-
tivo aqui es demostrar que

TEOREMA 3.8. Toda categoria de haces sobre un sitio es un logos.
Comenzamos con el siguiente Lema
LEMA 3.9. Toda categoria de haces es completa y cocompleta.

DEMOSTRACION. Que Sh(C,J) es completa se sigue de 3.1. Para ver que es
cocompleta tomamos el colimite D de un funtor con valores en Sh(C, J) en Psh(C)
y luego aplicamos el funtor hacificacion.

Una manera més sencilla de demostrar el Teorema anterior es notando que
el funtor ¢* exhibe a Sh(C,J) como una subcategoria reflexiva de Psh(C). Con
esto obtenemos atn méas que solo decir que Sh(C, J) es una categoria completa y
cocompleta, a saber,

LEMA 3.10. Toda categoria de haces es presentable.

DEMOSTRACION. Pues sabemos que los funtores representables son un conjunto
de generadores (denso) en Psh(C) y su imagen bajo ¢* otorga un conjunto de
generadores (también denso) de Sh(C, J), cada uno de ellos siendo presentable.

LEMA 3.11. En una categoria de haces, los colimites son universales.

DEMOSTRACION. La propiedad se mantiene en Psh(C) puesto que en Set los
colimites son universales y en Psh(C) los colimites se construyen puntalmente. Co-
mo el funtor ¢* preserva colimites y pullbacks, la propiedad se traspasa a Sh(C, J).

LEMA 3.12. En una categoria de haces, los coproductos son disjuntos.

DEMOSTRACION. Evidentemente, los coproductos son disjuntos en Set. Copro-
ductos, pullbacks y objetos iniciales son calculados puntualmente en Psh(C); luego,
los coproductos son disjuntos en Psh(C). Como ¢* preserva, coproductos, pullbacks
y objetos iniciales, la propiedad se traspasa a Sh(C, J).

LEMA 3.13. En una categoria de haces, las relaciones de equivalencia son efec-
tivas.

DEMOSTRACION. Sea u,v: F ——Z G unarelacion de equivalencia en Sh(C, J).

Entonces u,v: F ——= G es también una relacion de equivalencia en Psh(C). Si
p: G — Q es el coigualador de u, v en Psh(C), entonces u, v es el par nucleo
de p, ya que las relaciones de equivalencia en Psh(C) son efectivas. Como cada
componente de la counidad € : ¢*i = 1 es un isomorfismo (donde ¢ denota el
funtor inclusion Sh(C, J) < Psh(C)), obtenemos que eélp : G — ¢*@Q también
es el coigualador de u, v. Més ain, u, v es el par ntcleo de ¢*p o 651 y por tanto,
u,v: FF——Z G es una relaciéon de equivalencia efectiva en Sh(C, J).
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Fue Giraud quien mostré que todo logos es equivalente a una categoria de haces
sobre un sitio. La demostracién puede consultarse en cualquier texto de teoria de
topos.

Existen muchas mas propiedades categoricas que poseen los logos de haces. Por
ejemplo, en este tipo de categorias, limites finitos conmutan con colimites filtrantes.
También cumplen que todos los monomorfismos (epimorfismos) en tales categorias
son regulares. Se sigue que todo morfismo que es a la vez monomorfismo y epimor-
fismo, inevitablemente es un isomorfismo. Otra propiedad que cumplen es que todo
morfismo se factoriza como un epimorfismo (regular) seguido de un monomorfismo,
y esté factorizacion es unica salvo isomorfismo.

3.5. El Logos de Haces es una Localizacién Exacta Izquierda. Hemos
definido un prehaz P sobre un sitio (C, J) a ser un haz si dado ¢ en C y un subfuntor
S de Hom( ,c) en Je, cada transformacion natural S — P se extiende de manera
tnica a Hom( , ¢), como en el digrama

S ——— = Hom( ,¢)

e
e
e
e
ya

P.

Esto significa que la categoria Sh(C, J) de haces sobre el sitio (C, J) es precisamente
la categoria Psh(C)” de objetos locales con respecto a las flechas en la topologia
J. Si denotamos por X a la coleccion de todas los morfismos invertidos por el funtor
hacificacién, entonces Psh(C)’ = Psh(C)*, ya que Psh(C)” es una subcategoria
reflexiva de Psh(C), y dado que ¢* preserva limites finitos, concluimos que ¢* :
Psh(C) — Sh(C, J) es una localizacién exacta izquierda.

3.6. El Logos Libre. Vimos que el funtor de Yoneda y : C — Psh(C) es
la cocompletacion libre de una categoria pequena C. También vimos que el mismo
funtor y correstringido a la subcategoria C®* de los prehaces que preservan -
limites es la cocompletacién A-libre de C. En particular, cuando A = R, omitimos
el subindice Xy y decimos que C** es la, cocompletacion finita libre de C.

Para obtener la completaciéon finita libre de una categoria pequena C proce-
demos de la siguiente manera: dada C, consideramos la cocompletacién finita libre
(C°P)™** de su categoria opuesta C°P. Entonces C= ((CoP)Lex)*" es la completa-
cion finita libre de C.

Después de estas observaciones, la construccién del logos libre sobre una ca-
tegoria pequena C se sigue facilmente. En efecto, dada una categoria pequena C,
consideramos su completacion finita libre <(_3 y, a continuacion, realizamos la cocom-
pletacion libre Psh(g) de C. La categoria Psh(<(_3) es un logos y tiene la propiedad
de que cualquier funtor F': C — & de C a un logos € se extiende de manera tnica
a un morfismo de logos F : Psh(<(_3) — £

)

C—> C — Psh(

)TO

N F
N
F N

|
\
y

E.
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La demostracion de que F es un morfismo de logos est4 fuera del alcance del presente
trabajo, asi que lo dejamos para un estudio posterior. Una cosa que debemos notar
es que el logos libre no siempre existe para toda categoria pequena C. Pero su
existencia esta garantizada si la completacion finita libre g de C sigue siendo
pequena.






Apéndice A

Dualidad Anillos Conmutativos-Esquemas Afines

1. Localizacion de Anillos

Sea R un anillo conmutativo con 1y S un subconjunto multiplicativo de R, esto
es, 1 estd en S y si s1, so son elementos de .S, entonces su producto s;s, también
es un miembro de S. Sobre el producto cartesiano R x S definimos una relacién ~
de la siguiente manera:

(r,s) ~ (r',s") siy solo si existe t € S tal que trs’ = tr's.
La relaciéon ~ es de equivalencia: (r,s) ~ (r,s) ya que 1rs = 1rs; si (r, s) ~ (17, 5),
entonces existe ¢ en S tal que trs’ = tr's, pero esto significa exactamente que
(r',s") ~ (r,s); por ultimo, si (r,s) ~ (r',s') y (r',s") ~ (v, s"), entonces existen
t1, to en S tales que t1rs’ = t17's y tor's” = tor”s’, luego
(titas")rs" = titor'ss” = titar”ss’ = (t1tas’)r”s,

esto es, existe t3 = t1t28’ en S tal que tzrs” = t3r”s, y por tanto (r,s) ~ (r”,s").
Denotamos por R[S~!] al conjunto cociente R x S/ ~ y por r/s a la clase de
equivalencia de (r, s). Hacemos al conjunto R[S™!] un anillo conmutativo con 1 =
(1,1) y con la suma y producto definidos como

r o rs’+r's vl !

s s ss' ss  ss’

Llamamos al anillo R[S™!] la localizacién de R con respecto de S.

Existe un morfismo canénico « : R — R[S~!] dado por r + /1. Notemos que
bajo este morfismo, la imagen de cada elemento s en S es invertible en S™'R con
inverso 1/s. El morfismo « es universal entre todos aquellos morfismos de anillos
que hacen invertible a cada s en S, esto es, si ¢ : R — A es un morfismo de anillos
tal que para cada s en S, (s) es invertible en A, entonces existe un tinico morfismo
de anillos @ : R[S~!] — A tal que el diagrama

R —%= R[S
I
A

conmuta, es decir, ¢ = Pa. El morfismo @ estd dado por /s + o(r)p(s)~t. Esta
asignacion esta bien definida, pues si /s’ y /s’ representan a la misma clase,
entonces existe t en S tal que trs’ = tr's, luego p(t)p(r)e(s’) = (t)p(r)p(s).
Multiplicando por ¢(t)"*p(s)"tp(s’)~! a ambos lados de la igualdad, obtenemos
que p(r)p(s) " = p(r)p(s') .

EjemMPLO. Para cada elemento f en R tenemos un conjunto multiplicativo
{1,f, 72, f3,...}. En este caso es més comtn denotar por Ry a la localizacién de

51
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R con respecto a {1, f, f2, f3,...}. También notemos que el complemento R — P
de un ideal primo P de R es conjunto multiplicativo. En este caso denotamos a la
localizacion de R con respecto a R — P como Rp y nos refererimos a ella s6lo como
la localizacion de R en P.

TEOREMA 1.1. El anillo Rp es un anillo local, es decir, tiene un inico ideal
mdazimo.

DEMOSTRACION. Sea mp = {p/s|p € Py s ¢ P}. Veamos que mp es el unico
ideal maximo de Rp. Que mp es un ideal de Rp es inmediato, ya que si p/s, p’/s’
estan en S, entonces p/s+p'/s' = (ps' +p's)/ss’ estd en mp, y para cualquier r/s"”
en Rp, tenemos que (r/s")(p/s) = (rp)/(s”s) también es un elemento de mp.

El ideal mp es propio, pues el elemento 1/1 en Rp no esta en mp. Ademas, si
I es un ideal propio de Rp y x/s es un elemento de I, entonces x esta en P. De lo
contrario x estd en R — P, asi que z/s es invertible, luego I = Rp, lo que es una
contradiccion.

2. Espectro Primo de un Anillo

2.1. Espectro de un Anillo. Sea R anillo conmutativo con 1. Asociamos
con R un espacio topologico como sigue: Denotamos por SpecR al conjunto de todos
los ideales primos de R, y para cualquier ideal I de R, definimos el conjunto

V(I)={P €SpecR|I C P}.

TEOREMA 2.1.
i) V(0) = SpecR y V(R) = 0);

i) V(Xxea ) =Maea VIN);
i) V(IJ) = V(I) UV(J).

DEMOSTRACION. El inciso %) es porque todos los ideales tienen al 0 como uno
de sus elementos y porque todos los ideales primos de R son propios.

Para ii) notemos que si la suma ), Ix estd contenida en un ideal primo P,
entonces P contiene a cada uno de los sumandos Iy, asi que P esté en cada V (I))
es decir, P esta en la interseccién (., V(Ix). Podemos regresar sobre los mismos
pasos recordando que ), Iy es el menor ideal de R que contiene a cada .

Por dltimo, como IJ estd contenido en ambos ideales I y J, tenemos que
cualquier ideal primo P que contiene a I o a J, también contiene a I.J. Por otro
lado, si P es un ideal primo que contiene a IJ, entonces P contiene a I o contiene
a J y asi obtenemos iii).

Se sigue que la coleccion de todos los subconjuntos de la forma V' (I) de SpecR
con I un ideal de R, son los conjuntos cerrados de una topologia sobre SpecR.
Esta topologia es conocida como la topologia de Zariski o topologia espectral y el
espacio topologico SpecR con la topologia de Zariski lo llamamos el espectro primo
del anillo R.

2.2. Base Para la Topologia de Zariski. Par cada f en R definimos el
conjunto

D(f)=R—-V(Rf)={P €SpecR| f & P}.

TEOREMA 2.2. La coleccion {D(f) | f € R} es una base para la topologia de
Zariski sobre SpecR. Ademds cumple que D(f) N D(g) = D(fg).
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DEMOSTRACION. Los conjuntos abiertos de SpecR son de la forma U = SpecR—
V(I), con I un ideal de R. Luego, debemos demostrar que si P estd en U, en-
tonces existe un D(f), con f en R, tal que P € D(f) C U. Sea pues P en
U = SpecR — V(I). Asi que I no esta contenido en P, es decir, existe un ele-
mento f de I que no estd en P, pero esto significa precisamente que P estd en
D(f). Notemos ademas que el ideal Rf esta contenido en I, asi que V(I) C V(RSf),
luego SpecR — V(Rf) C SpecR — V(I), es decir, D(f) C U.

Que D(f)ND(g) = D(fg) es porque los ideales R(fg) y (Rf)(Rg) son iguales,
luego V(Rf)UV(Rg) =V (R(fg)), por 2.1iii).

Lo que sigue es mostrar que la asignacién R +— SpecR que asocia a cada anillo
a su espectro primo es funtorial. Para ello consideremos un morfismo de anillos
¢ : R — S. Entonces para cada ideal primo @ de S, su imagen inversa ¢~ *(Q) bajo
 es un ideal primo de R. Esto nos permite definir una funcién ® : SpecS — SpecR
como Q +— ¢~ 1(Q). Para revisar la continuidad de ® consideremos un abierto bésico
D(f) en SpecR. Entonces

71 (D(f)) = {Q € SpecS | ®(Q) € D(f)}
={Q € SpecS | f ¢ 2(Q) = v~ 1(Q)}
={Q € SpecS | ¢(f) € Q}
=D (p(f)-

Asi que, efectivamente, ® es continua y Spec : CRing — Sp es un funtor.

2.3. Haz Sobre specR. El espectro SpecR de un anillo R no contiene sufi-
ciente informacién como para recuperar al anillo. Para lograr esto agregamos més
estructura al espectro definiendo sobre él un haz de anillos. Primero notemos que a
cada abierto bésico D(f) de SpecR podemos asociarle un anillo, a saber, la localiza-
cién Ry. Para ver que esta asignacion estd bien definida veamos que si f y g son dos
elementos de R que nos dan los mismos bésicos, es decir, D(f) = D(g), entonces
los anillos Ry y Ry, si bien no son iguales, al menos, son isomorfos. Ahora bien, si
tenemos la contencion D(g) € D(f), entonces V(f) C V(g), luego el radical v/Rg
del ideal Rg esta contenido en el radical v/Rf de Rf (recordemos que el radical
VT de un ideal T de R es la intersecciéon de todos los ideales primos que contienen
a I; equivalentemente, el conjunto de aquellos 7 en R tales que r™ esta en I, para
algtin entero n > 0). Como g esta en /Rg C /Rf, existe n > 0 tal que g" es un
elemento de Rf, esto es, g" = af, para algtin a en R. Reciprocamente, si g" = af
para algiun a en R y un entero n > 0, entonces D(g) C D(f).

Usamos lo anterior para obtener, a partir de la contenciéon D(g) C D(f), un
morfismo Ry — R, definido como r/f™ +— a™r/¢g"™. Para definir el morfismo
usamos el siguiente truco:

r _amr _amr _ amr _a’r

fram e (af)m o (gm)m o g
Si tenemos la otra contencién, entonces existe k > 0 y b en R tal que f* = bg y
luego, un morfismo R, — Ry dado por s/g' + bls/f*. La composicién Ry —
Ry, — Ry es la identidad, ya que para cualquier elemento r/f™ en Ry, tenemos
que 7/ f™ = a™r/g"™ s bV (a™r) ) fF7 y las fracciones r/f™ y bV (a™r) ) 0
representan al mismo elemento de Ry. En efecto, r/f™ = bnma™y [ fRrm sy sélo
si existe t en {1, f, f2,...} tal que tf™b"™ma™r = trf*"™ lo que es cierto ya que
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rb"ma™ fm = rb"" (a f)™ = rb"m g™ = r(bg)"™ = r f¥"™ con t = 1. Anélogamen-
te se muestra que la composicion Ry — Ry — R4 es la identidad en R4, y por
tanto Ry = R,.

Denotemos por B a la coleccion de los abiertos basicos D(f) de SpecR. Las
consideraciones de arriba nos permiten definir un prehaz D(f) — Ry sobre B. Mas
ain, ya que D(f) N D(g) = D(fg), si D(f) = U;c; D(fi) es una cubierta abierta
de D(f) por abiertos basico D(f;), entonces se puede demostrar que el diagrama

Ry — HRfi - H Rfifj
iel (i,5)eIxTI

es un igualador (Ver I. G. Macdonald, [11], Proposicion 5.1, pag. 37), esto es,
tenemos un haz de anillos Op definido sobre B que asocia a cada abierto basico
D(f) el anillo de fracciones Ry y a cada contencién D(f) C D(g) el morfismo
Ry — R, definido como arriba. Puesto que existe una equivalencia de categorias
Sh(B) y Sh(SpecR) (Teorema 0.3.4), tenemos que el haz Op se corresponde con
un haz OSpeCR (o bien, O para mas corto) sobre todo el espectro SpecR de R.
Notamos que en el caso particular en el que tomamos al abierto D(1) = SpecR,
tenemos que R = Og(SpecR), asi que hemos recuperado al anillo R, al menos hasta
isomorfismo.

2.4. Espacios Anillados. Recordemos que un morfismo de anillos ¢ : R —
S nos induce una funcién continua ® : SpecS — SpecR dada por Q — ¢~ 1(Q).
Ademas, para cada abierto basico D(f) de SpecR, tenemos que ®~1(D(f)) =
D(¢(f)). Ahora bien, bajo el morfismo R - S — Se(f), €l elemento f en R
es invertible en S, (s, por tanto, existe un tinico morfismo ¢ : Ry — S,(y), 0
bien, ¢ : Or(D(f)) — Os(®~1(D(f))) poniéndolo en términos del abierto D(f)
de SpecR.

R— >Ry
\

® | ¢
y

S ——Sp(s)-

DEFINICION. Un espacio anillado es un par (X, Ox), donde X es un espacio
topolégico y Ox un haz de anillos Ox sobre X. Un morfismo de espacios anillados
(X,0x) — (Y, Oy) consiste de una funcién continua ¢ : X — Y y un morfismo
0: Oy — (Ox). del haz Oy al haz imagen directa (Ox)..

Asi que cada anillo R tiene asociado un espacio anillado (SpecR,Og) y todo
morfismo de anillos ¢ : R — S nos provee de un morfismo de espacios anillados
(SpecS,0Og) — (SpecR,Og) con funcion continua subyacente ® : SpecS —
SpecR y morfismo de haces 6§ : Op — (Og). definido en cada abierto abierto
basico D(f) por Ops) : Ry — Sy(y), que enseguida mostramos que cumple la
condicion de naturalidad. Si D(f) y D(g) son abiertos de SpecR con D(g) C D(f),
entonces g" = af para algin a en R y n > 0. Luego ¢(g9)" = ¢(a)e(f), asi
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obtenemos el cuadrado
Op(s)

Ry —=S4()
Ry GD(: Se()
con las siguientes asignaciones:
Ry —Su(5) — Setg) y Ry — Ry — Sp(g)
o e(r) L ela)me(r) v ar  p(a™r)
e e(f)m p(g)mm fregmn (g™

lo que significa que el cuadrado conmuta, que es precisamente lo que queriamos.

DEFINICION. Un espacio anillado isomorfo a (SpecR, Op) para algan anillo R,
es llamado un esquema afin.

El haz Op tiene otras propiedades que veremos a continuacién. Sea P un ideal
primo del anillo R y f cualquier elemento de R que no estid en P. Consideremos
los anillos Rp y Ry. En Rp todos los elementos que no estdn en P son invertibles,
en particular, aquellos del conjunto {1, f, f2, f3,...}. Luego, existe un morfismo
ay : Ry — Rp. De este modo obtenemos una familia de morfismos {af : Ry —
Rp}tgp. El anillo Rp junto con los morfismos ay constituyen el colimite de la
familia {R¢}rgp. Se sigue que el tallo del haz O sobre SpecR en el punto P no es
otro que la localizaciéon de R en P, esto es,

ORyp = colimfngf = RP‘

Sea (SpecsS, Og) ((I)—’GQ (SpecR,Og) el morfismo de espacios anillados que pro-
viene del morfismo de anillos ¢ :— S y @ un ideal primo de S. Sabemos que ®(Q)
es un ideal primo de R y es claro que bajo el morfismo R 2.5 — S, cada
elemento f en R que no estd en ®(Q) es invertible en en Sg, por tanto, existe un
morfismo Rg(g) — S entre los anillos locales Rg () y Sq, es decir, tenemos un
morfismo O ¢(g) — Os,q entre los tallos Or Q) ¥ Os,q-

Si recordamos que el ideal maximo mgg) de Rg(g) es la coleccion de todas
aquellas fracciones ¢/r con g en ®(Q) y r en R — ®(Q), entonces tenemos que el
morfismo Rg (o) — S manda a cada g/r en mg(q) a la fraccion ¢(q)/o(r), donde
©(q) es un elemento de Q y ¢(r) no esta en @, es decir, p(q)/p(r) es un elemento
del ideal de méximo mq de Sq. En resumen, el morfismo Rg(g) — S manda al
ideal maximo mg(g) de Rg(g) en el ideal maximo mg de Sq. Este es un ejemplo
de lo conoce como un morfismo de anillos locales.

DEFINICION. Decimos que un espacio anillado (X, Ox) es un espacio geomné-
trico si para todo x en X, los tallos Ox , son anillos locales, es decir, tienen un
unico ideal maximo que denotamos por m;. Un morfismo de espacios geométricos
(X,0x) — (Y,0Oy) es un morfismo de espacio anillados (¢, 6) con la propiedad
adicional que para todo x en X, el morfismo de tallos

0 : Oy#,(g;) — OXJ

es un morfismo de anillos locales, esto es, 8,(my(x)) C m,. Denotamos por GSp
a la categoria de los espacios geométricos y morfismos entre ellos.
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2.5. Adjuncién GSp-CRing.

TEOREMA 2.3. Sea (X,0x) un espacio geométrico y R un anillo. Para ca-
da morfismo de anillos t : R — Ox(X), existe un inico morfismo de espacios
gemétricos (g,G) : (X,0x) — (SpecR, OR) tal que el tridngulo

R —"=+ Og(SpecR) (SpecR, OR)
| A
| GspecR I (9,G)
¢ y \
S Ox(X) (X,0x)

conmuta. Es decir, el morfismo R — Ogr(SpecR) es universal de R al funtor
O : GSp — CRing que toma secciones globales.

DEMOSTRACION. Seat: R — Ox(X). Construyamos el morfismo de espacios
geométricos

(X,0x) D (SpecR, Or).

Primero definamos la funcién continua g : X — SpecR. Tal funcién debe asignar
a cada z en X un ideal primo de R. Ahora bien, dado el haz Ox sobre X y = en
X, consideremos el tallo Ox ;. Dicho tallo es un anillo local, con ideal maximo m,
y ademas tenemos un morfismo Ox (X) — Ox 5. Luego, la composicion

R L) Ox(X) — OXJ

es un morfismo de R a Ox , que vamos a denotar por t;. Como m, es un ideal
primo de Ox 4, t; ' (m,) es un ideal primo de R. Asf que definimos g : X — SpecR
por x > t; 1 (my).

Lo que sigue es ver que g es continua. Para ello consideremos f en R. Entonces
t(f) en Ox(X) es una seccién sobre X y para cualquier z en X, t,(f) es el germen
de t(f) en el punto x. Sea

U={zeX|ts(f) & ma}.

Mostremos que el conjunto U asi definido es un conjunto abierto de X. Para este
fin, notemos que si x es un punto de U, entonces f' = ¢,(f) es una unidad en Ox ,,
es decir, existe un germen ¢’ en Ox , tal que f'¢’ =1, donde ¢’ = s,, para alguna
seccion s en Ox (V) y V una vecindad abierta de x. La restriccion de ¢(f) a V' (que
seguimos denotando por ¢(f)) y por tanto el producto ¢(f)s, es una seccién sobre
V cuyo germen en el punto = es (¢t(f)s)y = t(f)sz = f'¢’ = 1. Obviamente la
seccion 1 en Ox (V) también tiene por germen el 1 en el punto z (el segundo 1 es
la identidad del tallo Ox ;), es decir, los gérmenes de las secciones ¢(f)s y 1 en el
punto x son iguales, luego, existe una vecindad W, de x contenida en V' en la que
las restricciones de ¢(f)s y 1 en W, son iguales (Teorema 0.3.1). Se sigue que para
todo y en W,
t(f)ysy =1,

es decir, el germen t(f), de t(f) en el punto y es una unidad en el tallo Ox ,,
equivalentemente, ¢(f), no esta en el ideal maximo m, de Ox ,. En otras palabras,
para cada z en U, existe una vecindad W, de z tal que para todo y en W, t(f),
no esta en m,. Esto es, hemos demostrado que U es vecindad de todos sus puntos,
y por tanto, un conjunto abierto de X.
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Ahora bien, dado que D(f) es un abierto basico de SpecR y
g~ (D(f)) = {z € X | g(z) € D(f)}
={reX|f¢glx)=1t;"(m:)}
={z € X [ta(f) € ma}
= U’
concluimos que la funcién g es continua.

Para cada f en Ry x en U como arriba, podemos restringir la seccion ¢(f) en
Ox(X) a cada abierto W, y en cada anillo (’)X( ») tenemos que tal restriccion
tiene un inverso w. También es claro que si u y 1’ son inversos de la restricciéon de
t(f) en W, y W,, respectivamente, entonces las restricciones de u y w’ en W, "W,
son iguales, por la unicidad del inverso multiplicativo. Por la condiciéon de haz, existe

una seccién e definida sobre U = (J, ., W tal que la restriccién de e en W, es u,
y puesto que para todo x en U,

(t(fle)e = t(f)aes = to(flus = 1,
tenemos que t( f ) 1 (Teorema 0.3.2), es decir, e es el inverso multiplicativo de
t(f) en Ox(U) = Ox (g~ f)))- Se sigue que el morfismo

R -5 0x(X) 2% 0x(U)
invierte a f, por tanto, existe un tnico morfismo
Or (D(f)) = R — Ox(U) = Ox (971 (D(f)))

como en el diagrama
R
tl

Esta familia de flechas nos definen el morfismo de haces Og N (Ox), requerido.
Observamos que para el abierto D(1) = SpecR, la composicion

R = Or(SpecR) — Ox(X)

es precisamente t.
R —"— Op(SpecR)
tl
'
Ox(X) Ox (X).

Para cada z en X, g(z) = t;'(m,) es un ideal primo de R, y el morfismo
ty : R — Ox, invierte a cada elemento f de R que no estd en g(z), asi que que
existe un morfismo G, : Ry(,) = OR g(2) — Ox - Sirecordamos que los elementos
del ideal maximo mgy(,y de Op 4(,) son de la forma /s con r en g(x) y s en R—g(z),
entonces vemos que G, manda a r/s en t,(r)/t,(s), con t,(r) en my y t,(s) en el
complemento de m,. Concluimos que para cada z en X, G, es un morfismo de

anillos locales, que es lo restaba para demostrar que (g,G) no solamente es un
morfismo de espacios anillados, sino un morfismo de espacios geométricos.
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Ahora abordamos la unicidad. Para ello mostremos que el proceso de construir
el morfismo de espacios anillados (X, Ox) — (SpecR, Or) a partir de un morfismo
de anillos R — Ox (X)) como descrito arriba, es el inverso a tomar el morfismo de
anillos Og(SpecR) — Ox (X) y componerlo con el isomorfismo R —~+ Or(SpecR).
Comencemos pues con un morfismo de espacios geométricos

(X,0x) ‘L) (SpecR, OR).

Entonces tenemos un morfismo R — Ox (X), como lo acabamos de describir, que
llamamos ¢; y tal morfismo ¢ nos otorga un morfismo de espacios geométricos

(X,0x) YD (SpecR, Or).

Veamos que los morfismos (¢',G’) y (g, G) son iguales, esto es, ¢’ =gy G' = G.
Ahora bien, para cada x en X, ¢'(z) y g(z) son ideales primos de R, donde g(z) =
t71(mgz) y m, es el ideal méximo del anillo local Ox .. Si ¢'(x) # g(x), entonces
existe un f en R tal que f estd en ¢’(z) y no esta en g(z), o viceversa. En el primer
caso, es decir, si f estd en g'(z), entonces f no es invertible en Og 4 (), ni mucho
menos en Ox ., ya que Gl (mgy (z)) € m,. Por otro lado, como f no estd en g(z),
tenemos que f es invertible en Ox ;, lo que es una contradiccién. El segundo caso
es anélogo, por lo que concluimos que ¢’ = g.
Ahora notemos que para cada f en R, tenemos un par de morfismo

Gp(y)

Ry =0r(D(f) ___ ~0x (97 (D(f))) = Ox (¢ HD(f))) .
G

donde ambos hacen invertible a f, asi que deben ser el mismo morfismo. Con es-
to obtenemos que G = G’. Un argumento similar sirve para demostrar que los
morfismos de anillos locales

Go

OXw

Org) 2 Ox,
G/

@

son iguales. Esto completa la demostracion.

Terminamos con la siguiente observacién: en realidad, la imagen del funtor Spec
estd contenida en la subcategoria Aff de esquemas afines y morfismos de espacios
geométricos de GSp. Luego, de la adjuncién que acabamos de demostrar, se sigue
que si (X,0x) es un esquema afin, esto es, (X,0x) = (SpecS,Og) para algin
anillo .S, entonces

Aff((SpecS, Og), (SpecR, Or)) = CRing(R, Os(SpecS)) = CRing(R, S).
Es decir, el funtor Spec : CRing — Aff es pleno y fiel, y ya que todo esquema

afin es isomorfo a un espacio anillado (SpecR, Og), para algtn anillo R, obtenemos
la dualidad que da nombre a este apéndice.
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