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Introduccion

A finales del siglo XVIII, se desarrollaron los primero trabajos para enten-
der y predecir el crecimiento de organismos vivientes; entre los més célebres
tenemos por ejemplo, el modelo geométrico de Thomas Malthus, [25], y el
modelo logistico de Pierre Francois Verhulst, publicado bajo el titulo No-
tice sur la loi que la population suit dans son accroissement, véase
[43]. Este ultimo modelo considera que el crecimiento poblacional es expo-
nencial al principio, pero que al cabo de un tiempo aparece la competicion
entre los miembros de la poblacién por los recursos existentes, frenando el
crecimiento y alcanzando una cota en el numero de efectivos.

La ecuacion logistica en su forma discreta ha mostrado ser, a pesar de
su simplicidad, uno de los objetos mas fascinantes de la matematica como
lo muestra el articulo de Robert May, [28|. Al igual que sus antecesores May
establecié un modelo demografico que describe en tiempos discretos la evolu-
cion de una poblacion a partir del conocimiento de la misma en un instante
inicial. Mateméaticamente, el modelo logistico, en su forma discreta, se rige
por una ecuacion en diferencias de la forma:

Ty = :ux(n—l)(l - x(n—l))) (]‘)

donde x,, es un numero entre cero y uno que representa la proporciéon de
poblacion existente al maximo de poblacion posible.

May comprobd que al cambiar los valores del tinico pardmetro de la
Ecuacion 1, ésta presentaba soluciones muy distintas y a veces muy com-
plejas, ademas de presentar una gran cantidad de soluciones de acuerdo al
valor del parametro que se consideraba. Estos cambios de comportamiento
fueron estudiados de manera paralela por Mitchell Feigenbaum, quien en
sus articulos [12, 14, 13| muestra la existencia de las llamadas constantes
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INTRODUCCION iii

de Feigenbaum, cocientes que aparecen en los diagramas de bifurcacion de
esta teoria. Los diagramas de bifurcacion son los valores limite de sucesiones
del tipo z,41 = Af(x,), donde f es una funcion real, definida positiva, tres
veces derivable sobre [0,1] y con un tnico valor maximo sobre este intervalo.
El valor de estas constantes es independiente de la funcién,fenémeno que se
conoce en la literatura como Universalidad.

Por otra parte, también se ha mostrado la veracidad de la Conjetura de
Fatou; [15], [23], en la familia logistica, es decir, que el conjunto de pardme-
tros con un ciclo atractor es un conjunto abierto y denso en el espacio de
parametros (0,4]. En [18] Jakobson probo que los parametros estocésticos
forman un conjunto de medida positiva respecto a la medida de Lebesgue.
Este resultado representa el estudio ergédico del comportamiento de las 6r-
bitas generadas por los elementos de la familia logistica, mostrando que en
la familia logistica existen pardametros que admiten una tinica medida SBR.

Las medidas SBR deben su nombre a Sinai, Bowen y Ruelle y tienen su
origen en la Mecénica Estadistica. En 1968, Sinai construy6 para los difeo-
morfismos de Anosov ciertas particiones llamadas particiones de Markov,
[38]. Estas particiones le permitieron identificar puntos en el espacio fase
con configuraciones de sistemas lattice de dimension uno. En [39], desarrollo
para sistemas de Anosov una Teoria de Gibbs analoga a la Mecénica Es-
tadistica. Las medidas SBR son casos especiales de medidas de Gibbs. Casi
simultaneamente, Bowen extendi6 la construccion de particiones de Markov
a los atractores Axioma A, [6]. Ruelle, por su parte en [36] introdujo los
conceptos de equilibrio y el principio variacional al Axioma A. En general,
que un sistema dindmico posea una medida SBR p significa que existe un
subconjunto S de medida positiva de Lebesgue tal que, para todas las 6rbitas
generadas por los elementos de S, la medida p esta dada por

n—1

1
p= i oD s

donde ¢ es la medida de Dirac. Un caso particular, de medidas SBR son las
medidas absolutamente continuas, y a aquellas funciones que admiten una
medida absolutamente continua, se les conoce como estocéasticas.

La existencia de una medida SBR es un problema dificil a nivel mateméti-
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co. Al contrario de las medidas ergodicas, no hay resultados generales sobre la
existencia de medidas SBR. El ejemplo mas general para el cual su existencia
puede ser probado es para los atractores Axioma A, véase [36]. Para el caso
de Sistemas Dinamicos Discretos en la familia logistica se ha mostrado que
la medida de Lebesgue en (0,4] de los parametros regulares y estocasticos es
total, [24]. En términos de la existencia de medidas SBR se puede decir que,
los parametros que admiten una medida SBR en la familia logistica forman
un conjunto de medida total en el espacio de pardmetros.

El estudio del comportamiento de la familia logistica ha sido fructifero,
abarcando diferentes ramas dentro de los Sistemas Dindmicos. Por otra parte,
derivado nuevamente de un trabajo de Dinamica Poblacional, véase [20],
surge la Familia Logistica Alternada. Esta familia modela el crecimiento
poblacional de una especie de insecto en la época de reproduccion (prima-
vera) y de bajas temperaturas (invierno).

El modelo se rige por la composicién alternada de cualesquiera dos fun-
ciones de la familia logistica, esto es, un elemento de la familia logistica al-
ternada es de la forma F,, , = f,o fy con f,(z) = ax(l—2x)y fi(x) = bx(1—x).

Los sistemas dindmicos alternados vistos como un objeto matematico son
una rama nueva de la matemaética, cuyo estudio se ha llevado a cabo en los
trabajos realizados por A. Radelescu, [33],[34], y por Blé-Castellanos- Fal-
coni en 2011, [4]. En el primer trabajo se estudié el comportamiento de la
entropia via los huesos, el cual fue un concepto introducido en [30] para el
estudio de polinomios ctbicos, y en el segundo se estudio la conexidad de los
parametros regulares.

Un aspecto interesante en el modelo logistico alternado es que, la familia
logistica es un subconjunto de esta nueva familia de funciones. Asi, en el
espacio de parametros de la familia logistica alternada existen parametros
estocasticos, regulares y Feigenbaum en un conjunto de medida cero. Por
lo que en esta tesis, se investigan las propiedades que se preservan de la
familia logistica en la familia logistica alternada obteniéndose los siguientes
teoremas:

1. Los pardmetros estocasticos en la familia logistica alternada forman
un conjunto de medida positiva en el espacio de parametros de la
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familia logistica alternada. En particular, se muestra que la composicion
alternada de dos pardmetros estocasticos es un parametro estocastico.

2. Los parametros regulares y estocasticos forman un conjunto de medida
total en los huesos y en una vecindad de los huesos.

3. Los parametros de Feigenbaum existen en la familia logistica alternada.

4. Para la region en la cual la familia logistica alternada tiene un tnico
punto critico, los diagramas de bifurcaciéon asociados para un a fijo,
convergen en la métrica de Hausdorff al diagrama de birfucacion de la
familia de funciones Fy,, con b € (0, 4].

Estos resultados son abordados en detalle a lo largo de esta tesis y se
distribuyen de la siguiente manera; en el Capitulo 1 se presenta de man-
era sucinta algunos resultados derivados del estudio de la familia logistica
(parametro de Feigenbaum, tipos de orbitas, bifurcaciones, entre otras).

En el Capitulo 2 se estudia la existencia de parametros que admiten una
medida absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue (estocas-
ticos), y la medida de dichos parametros en el espacio de parametros; lo cual
es una generalizacion del teorema de Jakobson, este estudio forma parte de
un articulo a publicarse en la revista Pioneer Journal of Mathematics
and Mathematical Science; [3].

En el Capitulo 3 se aborda la probleméatica de describir las caracteristi-
cas de los atractores para esta familia. Sin embargo, dicho estudio se realiza
para los huesos, concepto que introdujera Tresser y Milnor en [30] para fun-
ciones cibicas.

Por ultimo, en el Capitulo 4 se investiga el comportamiento del diagrama
de bifurcacion de la familia logistica alternada, por lineas.



Capitulo 1

La familia logistica

En este capitulo se presentan algunos resultados relacionados con el es-
tudio de la familia logistica, y que serén utilizados a lo largo de esta tesis.

1.1. Propiedades Basicas

La familia logistica esta definida por la siguiente regla de correspon-
dencia:

ful@) = pa(l — ),
donde p indica el crecimiento de una poblaciéon con recursos limitados. Grafi-

camente esta funcion es una parabola, que intersecta al eje z en (0,0) y (1,0),
véase la Figura 1.1.

Figura 1.1: Grafica de la funcion logistica f, con u=3.2.
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Para valores de p entre 0 y 4, la altura de la parabola estara contenida
en el intervalo cerrado [0,1], véase Figura 1.2.

- a=4 —

/ N
=25
s N

-~ a=15 -

Figura 1.2: Graficas asociadas a los elementos de la familia logistica.

Algunas propiedades de la familia logistica son:
Proposicion 1.1.1 La familia logistica satisface:

1. Para cada parametro p € (0,4], se tiene
Ju(0) =0 = fu(1).

2. La familia logistica es una familia creciente de funciones, es decir, para
todo x € (0,1) y py < po se satisface:

fﬂl(x) < f/m(x)'

3. Sic=1/2yp € (0,4], entonces la funcion f, es estrictamente creciente
en [0, c| y estrictamente decreciente [c, 1].

4. Para cada parametro p € (0,4], la derivada Schwarziana, en simbo-
los S(f.)(z), es negativa siempre que x # ¢, donde

_ Dh@)Dfe) = 3D, (@)
(Dfu(@))’

5. Existenl > 1, L > 0 y una vecindad U (c) tal que

S(fu)(z)

|.CU—C|Z_1

7 SIDful2) |= Ljz—c|™

para todo x € Ulc).
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Demostracion: (1) Si u € (0, 4], entonces

fu(0) =0(1 = 0) = 1(1 = 1) = f,(1).

Ahora probemos el inciso (2). Sean xo € (0,1) y u1, 2 € (0,4] tales que
p1 < e, entonces

fun (X0) = pizo(1 — x0) < pawo(1 — 20) = fu, (0)-

Mostremos el inciso (3). Sean = € (¢,1) y p € (0,4] dado que = > % se
sigue que 1 — 2z < 0, por lo que Df,(x) = p(1 —2z) < 0 de lo que se sigue
el resultado.

Ahora veamos la veracidad del inciso (4). Si zo € (0,1) con zy # 3,
entonces,

D3 fu(20) D fu(0) — 3 D? fu (x0)
S(fullwo) = ===

(1.1)
= —6u% <0,

para todo p € (0,4].

Finalmente mostremos el inciso (5). Si 1=2 y L > 8, entonces

|z —5 |

1 1
g <lpu@)|=pll-2w]=2u]o -5 |<8|lz—7| M

Observacion 1.1.2  (a) Cuando el punto critico de una funcion satisface
el inciso 5 de la Proposicion 1.1.1 se le llama punto critico no plano.

(b) Dado que la familia logistica es un polinomio, en particular, es una
funcion de clase C.

Antes de dilucidar sobre la iteraciéon de la familia logistica se probaréd que
la familia logistica es una familia de funciones no singulares, recordar que,
si (92, f, B, \) es una espacio de probabilidad se dice que f es una funciéon no
singular con respecto a una medida A si A(A) = 0 implica que A(f~1(A)) =0
para todo A € B, donde B denota a la o—algebra de Borel de ).
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Proposicion 1.1.3 La familia logistica es una familia de funciones no sin-
gqulares.

Demostracion. Sean f, un elemento de la familia logistica y A un ele-
mento en B, donde B es la o—élgebra de Borel de [0, ¢], tal que A(A) = 0.

Dado que A(A) = 0 por definicion tenemos que para cada € > 0 existe
una familia numerable de subintervalos cerrados R; de [0, 4] tales que:

g
(1) ACUZ Ry Y2 AMR) <e
() S5 AR <

Dado que R; es un subintervalo de [0, ], entonces para todo i los subin-
tervalos R; son de la forma [a;, 4] para 0 < o; < 3; < §. Més atin, f, es una
una funcion unimodal en [0,1] por lo tanto satisface:

(a) Existe la funcion inversa f, de f, con dominio en [f,(a;), fa(5i)]

(b) f.Y(R;) es un subintervalo cerrado en [0,1], para cada .

Ast, foH(Ri) = [fgHau), £ (8)] = [0i,mi] U [&, 0], para cada i. De la
Formula de Cardano, se sigue que 0;,&; < o v 0, 0; < ;. Asi,

ZA(fa_l(Ri)) = ZA([%%]U[@,@]) < 22)\([%:@']) = QZfa_l(Rz') <€

Por lo tanto, A(f~!(A)) = 0. De lo que se se sigue la proposicion.ll

En otro orden de ideas, de ahora en adelante se estudiard el compor-
tamiento de la n—ésima iterada de los elementos de la familia logistica, donde
la n—ésima iterada de f, en el punto inicial xy se define como:

gfu o fuo---o fu)(xo).

n veces




1. La familia logistica D

Si iteramos un elemento de esta familia, observaremos la dindmica dis-
creta que genera la funcién. Como se menciond anteriormente, para iterar
una funcién se necesita un valor inicial zy, a la imagen de zy bajo f,, le
llamamos x1, luego x5 = f,(z1). Por lo tanto, obtenemos una sucesion {x, }
de ntmeros reales tal que z,, = f,(z,-1).

Una forma sencilla de visualizar la iterada de una funcién, es trazar la
funcion identidad y la funcién f,, comenzamos a dibujar lineas siguiendo los

puntos (o, Zo), (o, fu(r0) = 1), (x1, 1), (71,22 = fu(21)), (v2, 2), (T2, T3),
(x3,23), y asi sucesivamente, véase la Figura 1.3.

Figura 1.3: Iteracion de xg = 0.855 bajo fy5.

En la iteracion de una funcién se observa un caso particular, como el
que se presenta en la Figura 1.3, esto es, para algin n € N se satisface que
fi(wg) = x. Cuando la 6rbita de un punto z, satisface estas condiciones
recibe el nombre de 6rbita periédica. En particular, si consideramos n =1
obtenemos los puntos fijos de f,. Por otra parte, el punto Misiurewicz,
se presenta cuando la ecuacion, f™(x) = f"T™(z) se satisface para algunos
enteros positivos n y m.

Para cada p € (0,1] la funcion f, tiene a 0 como tnico punto fijo en el
intervalo [0, 1], véase la Figura 1.4.
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Figura 1.4: Elementos de la familia logistica con un solo punto fijo.

Considerando la iterada bajo f, con u € (0,1] de cualquier condicion
inicial x, como lo muestra la Figura 1.5, vemos que converge a cero, es-
to es, la cuenca de atraccion de 0 que se define como {x € [0,1]
my, oo 1) (x) = 0} y es |0,1], formalmente la demostracion puede encon-
trarse en [9].

Figura 1.5: Orbita de zy = 0.25,0.5,0.8 bajo fo.s.

A medida que incrementamos el valor de pu, el comportamiento de las ite-
radas cambia, como lo muestra la Figura 1.6, y con ello la cuenca de atraccion
de las condiciones iniciales, generando que la dinamica de f, sea atraida a la
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interseccion de la parabola con la linea identidad, véase Figura 1.7.

-2
A aa as
- a8 .1 _as
E ~ . = . _/—
H \'\ 2 / \\\ a2
N, K )
[X] L a [X] L ] w o £
E E Sbwz. n
a2
A ] as
s
- 18 # - 08 Fa %, as
el woasl S \ " a4
I Ay / ‘\ .1
2/ N i \ a2
!
4 1 4 1 K ] F] El
x ) ez
=& -
A ] / a8
st /S il I é] e 8
W oS \ L
\ I \ .
2 ) azff y a3
{ Y !
3 e 3 ] o £
i ) ez
L1}
A aa 8
- kg - ae L]
-:E A ‘E & I = A
!
2 [.E] J.-" 3
] e ] ] E] E]
A. ) ez

Figura 1.6: La iterada de 0.2 bajo distintos valores p.

En la Figura 1.6 observamos que el atractor estd cambiando, los cual se
debe a que un punto atractor satisface las siguientes condiciones:

1. El punto z, es un punto fijo de f,, es decir, f,(zo) = 0.

2. El valor absoluto de su derivada es menor o igual a uno.

Las dos condiciones se satisfacen para los parametros p € (1,3) y
o = 1 — L. Sin embargo, cuando p = 3 podemos observar un cambio como
lo muestra la Figura 1.8.
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1 A
f”
d/,'
-
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4’/-’
8.6 e
.
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8.4 S -
) L B
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Figura 1.8: Gréafica de la funcién f3 y su segunda iterada.

Si examinamos valores mayores a 3, podemos observar que la grafica de
la funciéon fﬁ intersecta la linea identidad en cuatro puntos distintos, véase
Figura 1.9. Si consideramos la iteracion de la funcion logistica para parédme-
tros p mayores a 3, veremos que el ciclo de periodo 2 atractor esta dado
precisamente por los puntos donde fi interseca a la linea identidad, véase
Figura 1.10.

Resolviendo la ecuacion fg (o) = o, podemos encontrar los elementos del
2-ciclo: Dado que f72(x0) = pu(pao(1 — po))(1 — pao(1 — pao)), esta expresion
es un polinomio de grado cuarto, cuyas raices son:

Ll (p=3)(ut1)
p 2u '

0,
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8.4

0.z

Figura 1.9: Grafica de la funcién f3 y su iterada f2.

1 s

a.6 . s

8.2 a.4 N3 0.8 1\

Figura 1.10: Gréfica de f3;y f3,.

Dado que Oy 1— ; son los puntos fijos de f,, entonces Pl (;_3)(““) son

los elementos del ciclo peridédico de periodo 2. Mas atn, estos ultlmos resultan
ser atractores para 3 < u < 1+ V6 , v repulsores para los pardmetros mayores
a 1 + v/6. Para dichos parametros, es posible determinar numéricamente la
existencia de ciclos periodicos atractores de periodo 4, encontrando los ceros
del polinomio, de grado 8, fj(x) = x. Geométricamente hablando, podemos
asegurar la existencia de estas soluciones observando el comportamiento de la
grafica de la funciéon fﬁ con la funcién identidad, como lo muestra la Figura
1.11.

Observacioén 1.1.4 (a) Si f, es una funcion regular, entonces los elemen-
tos del ciclo satisfacen que el w limite de casi todo punto en [0,1] con-
verge a uno de ellos.
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| ,r’/\. TN
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Figura 1.11: Grafica de la funciéon f5;.

(b) La orbita periddica generada por un punto xqy se clasifica, de acuerdo a
su multiplicador, esto es el valor de la derivada en xo, en tres tipos:

(i) Atractora si 0 <| Df"(zg) |< 1;
(ii) Repulsora si | Df"(zo) |> 1;
(iii) Neutral si | Df"(xq) |= 1.

Lema 1.1.5 Una orbita de periodo n para algin n € N es super atractora

st, y solo si % es un elemento de la orbita.

Demostracion: Sea {x1, s, ..., z,} un ciclo super atractor de periodo n,
si, y solo si D f}!(z;) = 0 para algtin 1 < i < n si, y solo si [[;_; Df(x;) =0
si y solo si para algin ¢ € {1,...,n} Df(z;) = 0 si, y sblo si para algin
ie{l,...n}x; = % [ |

Observacion 1.1.6 Para endomorfismos continuos del intervalo en general,
el lema anterior afirma que una orbita es super atractora si, y solo si el punto
critico de la funcion es un elemento de la orbita.

Dado que la familia logistica es una familia de polinomio cuadréticos
con derivada Schwarziana negativa, es posible saber algunos elementos que
constituyen a la cuenca de atraccién como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 1.1.7 [/0] Sea f un endomorfismo continuo de un intervalo com-
pacto I clase C® con derivada Schwarziana negativa, entonces:
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(a) La cuenca de atraccion de cualquier punto periddico contiene ya sea un
punto critico de f o un punto de la frontera de I.

(b) Cada punto periddico neutral es atractor.

(c) No ezisten intervalos de puntos periddicos.

Por otra parte, retomando el comportamiento de dindmico tenemos que
a medida que aumenta el periodo del ciclo, el grado del polinomio también
lo hace, asi que determinar los elementos del ciclo de manera explicita se
convierte en una tarea del Analisis Numérico. Este fenémeno genera la exis-
tencia de 6rbitas periédicas de periodo 2, para todo k € N, generandose asi
una sucesion de parametros p, tal que f,, tiene un ciclo periédico atractor
de periodo 2". Mas aun, dado que esta sucesion es acotada y creciente y por
ende, convergente. Al parametro de convergencia de la sucesion de pardme-
tros {u,} se le denomina parametro de Feigenbaum.

Numéricamente M. Feigenbaum demostré que el parametro que lleva
su nombre, denotado por i, es igual 3.5699456.... asi p. < 4. Una de-
mostracion de este hecho se hace a continuaciéon para ello es necesario enun-
ciar la siguiente definicién y un teorema técnico.

Definicion 1.1.8 Sean m,n € N. Consideremos el siguiente orden en el
conjunto de los nimeros naturales, llamado orden de Sharkovskii,

3=5=T7=-->=2n+1>=-->=6>=10=14>---=2x (2n+1) >
= 2 X3 2T XD 2T X T e =2 X (2n41) = e = 20
ce= 2% 1.

Teorema 1.1.9 ([37], Teorema 6) Sea f : I — I una funcion continua
en el intervalo cerrado I, la cual tiene una drbita de periodo n. Sin = m en
el orden de Sharkovskii entonces [ tiene una orbita periodica de periodo m.

Ahora demostraremos que (o, < 4, para esto es necesario enunciar y
demostrar los siguientes lemas.

Lema 1.1.10 Para cada polinomio de la familia logistica, existe ¢ € [—2, i]
tal que f, y g. = x* + ¢, son topoldgicamente conjugados. De hecho, la con-
Jugacion es una funcion afin de la forma ax + b.
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Demostracion: Queremos demostrar que se satisface la siguiente ecuacion

¢ofu=gcod
¢(pz(l — x)) = ge(az +b)
a(pz(l —z)) +b = (ax +b)* +¢
apx — apx’ + b = a’x* + 2abx + b* + .
Para que la igualdad se cumpla necesitamos:

2

—ap =a
ap = 2ab
b="b>+c.
Resolviendo obtenemos que sib =5, a=—puyc= 4 — “72, entonces f,

es conjugada a g.. Lo que concluye la demostracion del lema.l
Lema 1.1.11 La funcion f, tiene un ciclo de periodo tres.

Demostracién: Por el Lema 1.1.10, f; es conjugada a un polinomio
cuadratico de la forma g., donde ¢ = —2. Por ende, fJ y ¢%,. son conjugados
también (este hecho, se demuestra por induccién sobre n.)

Si g_o tiene un punto periddico de periodo tres, entonces f, también lo
tiene. Para obtener el ciclo de periodo tres en g_o basta resolver la ecuacion
g%5(z) = . De ésta tltima ecuacién se obtiene que sus raices son:

{—1,2,—-1.8794,0.3473,1.5321, —0.44504, —1.8019, 1.247},

donde {0.3473, —1.8794, 1.5321} es un ciclo de periodo tres para g_s.
Por ende, f; tiene un ciclo de periodo tres; lo que demuestra el lema.

Proposicion 1.1.12 En la familia logistica, el pardmetro de Feigenbaum
satisface que 3 < pioe < 4.
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Demostracion: Dado que la sucesion {u,} es monétona creciente, se
tiene que {y, } es una sucesion convergente y converge a sup fi,. Asi, i, < oo
para todo n € N. Por lo tanto, . > 3.

Si suponemos que fio, = 4, entonces por el Teorema 1.1.9, f,,  soélo tiene
orbitas periddicas de periodo 2", para todo n € N.

Por el Lema 1.1.10, f; tiene un ciclo de periodo tres y por el Teorema
1.1.9 tiene ciclos de todos los periodos, lo cual contradice que fy solo tiene
ciclos de periodo 2", para todo n € N. Por ende, . < 4. B

La dindmica de la familia logistica en el parametro ., es dificil de de-
scribir y de entender en comparacion a lo que hemos explicado anteriormente,
porque el w—limite de casi todo Lebesgue = € (0, 1) bajo f,_ es un conjunto
de Cantor de medida cero. Una demostracion detallada de esta proposicion,
sobrepasa el cometido de este apartado por lo que solo daremos una descrip-
cion de la dindmica del mismo.

Si observamos detenidamente para cada n € N podemos encontrar 2"
intervalos cerrados I7', - - - , I3, tales que f, _ envia los puntos ciclicamente de
un intervalo al siguiente. Asi, f,. (I]") = 17 ¥ fu.(I3.) = I7.

Las 6rbitas periodicas repulsoras de periodo 2771, .-+, 2,1 se encuentran
entre los espacios de los segmentos, por lo que eventualmente cualquier punto
excepto los elementos de estos ciclos son enviadas a algin I]' y eventualmente
son enviados a I donde permanecen para cualquier n. Los 2"*! intervalos
It y las érbitas repulsoras de periodo 2" estdn contenidas en el intervalo
I, entonces podemos considerar [ := {x € I"™ Vn € N}. Dicho conjunto
es cerrado y no vacio (pues es la interseccion anidada de conjuntos cerrados
y no vacios) e invariante bajo f,. (por construcciéon). De hecho, es posible
mostrar que la longitud de los intervalos I™ converge a cero cuando n — oc.
Por ende, I* es un conjunto de Cantor.

1.2. El diagrama y la constante de Feigenbaum

Si representamos en unos ejes los puntos a los que converge la 6rbita
del punto (1/2) bajo la aplicacion logistica, para los diferentes valores del
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parametro u, se obtiene el diagrama de bifurcaciéon que recoge en cierto sen-
tido el comportamiento de toda la familia logistica. El hecho de utilizar siem-
pre el punto 1/2 para detectar los atractores se basa en que cuando existe un
ciclo atractivo, el punto 1/2 siempre estéa en la cuenca de atraccion del ciclo,
véase Figura 1.12.

n
29 30 3% 32 33 34 35 36 3T 38 39 40
: I A (i | G I (e |

X

ERRER

u, =267,

Figura 1.12: Diagrama de bifurcaciéon de la familia logistica.

Si denotamos por m; = 3,my = 1++/6, ..., a los puntos en que se produce
la duplicacion del periodo en la curva logistica y definimos dj := my1 — my

y Dy = diku para todo k € N, tenemos:

Dy = 4.7514..., Dy = 4.6562..., Dy = 4.6682..., D, = 4.6687...

Se puede probar que D := lim D, = 4.6692016091029.... A este valor D
se le llama constante de Feigenbaum o constante del caos.

La constante de Feigenbaum es universal en el sentido de que si reem-
plazamos f, por otra funciéon unimodal (esto es, con un tnico punto critico)
se repite el fendbmeno de duplicacién de periodos. Estos ocurrirdn en puntos
diferentes a los de la aplicacion logistica y por lo tanto el punto m., de entra-
da al caos sera distinto. Sin embargo, el valor de D sera el mismo que para
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la aplicacion logistica.

1.3. Comportamiento tras el punto de Feigen-
baum

Si observamos el diagrama de bifurcacion que acabamos de construir se
observa que con posterioridad al paranetro de Feigenbaum ocurren diferentes
tipos de comportamiento, a saber:

1. Para ¢=3.627 aparece una orbita periédica atractora de periodo 6.
2. Para ¢=3.702 aparece una 6rbita periodica atractora de periodo 7.

3. Para ¢=3.74 aparece una orbita periddica atractora de periodo 5.

Para ¢=3.83.. aparece una orbita peridédica atractora de periodo 3 que se
transforma en una oOrbita periddica atractora de periodo 6 y ésta en una de
periodo 12, repitiéndose todo el esquema anterior de duplicacién del periodo
a una escala mucho mas reducida.

Consideremos el punto a; = 3.6785 que corresponde con el punto en que
confluyen las dos ramas. Equivalentemente, si recorremos los parametros en
sentido decreciente, a; puede considerarse como un punto en el que una fran-
ja se divide en 2. En primer lugar, observamos que a; se caracteriza porque

2 (1/2) es igual al punto fijo de f,,.

Para observar lo que tiene de particular el punto a; consideramos las
graficas de fy y de f2.

La grafica de fZ contiene dos cuasiparabolas (en realidad son curvas de
cuarto grado) cuya imagen rellena el cuadrado correspondiente y que son
por lo tanto equivalentes a la grafica de f;. Segiin disminuye el parametro, la
altura de las cuasiparabolas disminuye y las imagenes de los intervalos ya no
son los intervalos completos. El comportamiento def. para valores un poco
menores que a; va a ser un reflejo, con alternancia entre esos dos intervalos,
del comportamiento de f. para valores un poco menores que 4.
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Figura 1.13: Grafica de la funcion f,,.

02 04%06 08 1

02 04x06 08 1

Figura 1.14: Grafica de la funcion fy y f2.

A la derecha de a; se pueden ver franjas, progresivamente maés finas, cor-
respondientes a 5-ciclos, 7-ciclos, ... , atractores. Por otra parte, estas franjas
se repetiran, correspondiendo a 2 - 3-ciclos, 2 - 5-ciclos, 2 - 7-ciclos, ... , en el
intervalo (as,a;). Andlogamente, en (as, az) apareceran franjas correspondi-
entes a ciclos de periodo de la forma 2k con k un ntmero natural impar y
asi sucesivamente. Estos, junto con los ciclos atractores de periodo 2k que
aparecian en la franja (0,m) nos dan ciclos atractivos de todos los periodos
posibles.

Finalmente, para entender completamente la dinamica de la curva logis-
tica en [0,4], tnicamente nos faltaria por estudiar lo que ocurre a la derecha



1. La familia logistica 17

de aj.

En esta region observamos que se alternan regiones cadticas con fran-
jas que corresponden a periodos atractores. Existen un ntmero infinito de
tales franjas. La mas prominente de éstas corresponde a un 3-ciclo atractor
y sucede para valores del parametro entre = 1 + /8 ~ 3.828 y ¢ ~ 3.857.
Observamos que en esa franja vuelve a ocurrir el fenémeno de duplicaciéon
del periodo, visto para ¢ € (0,m,), aunque ahora todo sucede con relacion
a fq,. En un momento dado, ese 3-ciclo atractor se convierte en repulsor a
la vez que aparece un 6-ciclo atractor, y asi sucesivamente, siguiendo inter-
valos cuya longitud esta regida por la constante de Feigenbaum, hasta llegar
a un punto, equivalente a my,, situado cerca de p = 3.8415. Esto ocurre
simultaneamente en las tres ramas.

Para ver con un poco mas de detalle como es la evolucion de las érbitas
en esta franja vamos a considerar los valores del parametro en p = 3.828,
= 3.82842 y = 3.839 situados, respectivamente, justo antes de la franja,
en el extremo izquierdo y en el interior, aunque antes de la duplicacion del
periodo. Veamos en la Figura 1.15 las series de tiempo de 1/2 en estos 3
casos.

1.4. Sensibilidad a condiciones iniciales y expo-
nente de Lyaunov

En general, la series de tiempo asociadas a las érbitas generadas por los
elementos de la familia no presentan un comportamiento tan predecible co-
mo el caso de los parametros en (0, ito) pues para g = 3.7 la orbita de las
condiciones iniciales xo = 0.45 y xy = 0.451 a pesar de que las condiciones
iniciales se encuentran cercanas una de la otra, las 6rbitan divergen, véase
Figura 1.16. Este comportamiento se conoce como sensibilidad a condi-
ciones iniciales.

Otra manera de apreciar la sensibilidad a condiciones iniciales es observar

la evolucion de un pequeno intervalo de condiciones iniciales, véase Figura
1.17.
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Figura 1.15: Series de tiempo de p = 3.828, y = 3.82842 y = 3.839.

La sensibilidad a condiciones iniciales puede ser calculada mediante el
exponente de Lyapunov. Dada una condicion inicial zy, consideramos
un punto cercano xy + 0, donde la separacion inicial § es extremadamente
pequena. Sea d,, la separacion después de n iteraciones. Si

| 6n [ doe™,

entonces A es llamado el exponente de Lyapunov.
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Figura 1.16: Sensibilidad a condiciones iniciales.
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Figura 1.17: Sensibilidad a condiciones iniciales.

Una formula precisa y util para A en una condicién inicial xg es la si-
guiente:

n—o0

n—1
A= lim [%Zln | Df() 1],
=0

que en el caso de la familia logistica se convierte en:

n—1
1
)\:7}1—?;0 [E;Inh’—%mﬂ].
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La Figura 1.18 muestra el exponente de Lyapunov para la familia logis-
tica, para los parametros p tales que 3 < pu < 4. Podemos observar que A
permanece negativo para u < pu* =1+ \/6, y se aproxima a 0 en los puntos
que corresponde al doblamiento de periodo. Los picos negativos corresponden
a los 2" ciclos. El comienzo del caos es visible cerca de p = p*, donde A > 0.

Figura 1.18: Comportamiento de A para 3 < p < 4.

1.5. Analisis de la funcién logistica f, con
p=4

En el caso cuando p = 4 tenemos que la evolucion de las graficas de las
iteraciones de f4 esta dada por la Figura 1.19.

Se observa que hay puntos peridédicos repulsores de todos los periodos
posibles y que ademas éstos son densos, esto es, sea cual sea el subintervalo
que escojamos existe siempre un punto periédico en ese intervalo, Figura 1.20.

Por otra parte, a pesar de esta componente de regularidad, la imagen de
cualquier subintervalo, por pequeno que sea, acaba siendo todo [0,1], lo cual
puede observarse en la Figura 1.21.

El anélisis del comportamiento de las 6rbitas para la funciéon fy, se realiza
considerando el nimero de veces que un elemento de la érbita visita una
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Figura 1.19: Iteraciones de f;.
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Figura 1.20: Comportamiento de f;.

vecindad dada, asi como el ntiimero de iteradas en las que permanece en la
vecindad. Para ps; debemos considerar la division del intervalo de la forma
k—1 k
N 'N
Contemos el numero de eventos que caen en [, para ello es necesario
contar el nimero de iteradas xg, x1,--- , T, que caen en el intervalo I. Sea

I = ), k=1,---,N.
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02 04x06 08 1
Figura 1.21: Tteracion de un subintervalo J bajo f;.
ny este nimero. Como queremos producir un conteo que sea independiente

de la longitud de la 6rbita m, y, contando que la érbita tiene m-+1 elementos,
definimos

. nkN
Nk = mal
Estos ntimeros varian entre 0 y N por definicién, sumando hasta N,

m+n+---+nv=N.

En otras palabras, % puede ser interpretada como una probabilidad: es
la probabilidad que acertemos correctamente (sin célculo alguno) los inter-
valos Ij, en los cuales un elemento de la érbita cae, escogida aleatoriamente
de los primeros m + 1 elementos de la 6rbita de xy. Ahora podemos graficar

columnas con peso 1 y ancho ]%, en un histograma como el que se muestra
en la Figura 1.22.

A medida que incrementamos el niimero de subintervalos N y la longitud
m de la oOrbita, el efecto serda una suavizacion de la forma como se muestra
en la Figura 1.22. En el limite se obtiene la region acotada por la curva:

1
v(r) = ———. 1.2
() = ———= ) (1.2)
En este caso, las orbitas generadas bajo f4, pueden ser estudiadas me-
diante la medida de probabilidad, [ v donde v es como en (1.2). Mas atn,
como medida de probabilidad [ v es invariante y absolutamente continua.

Asi, la pregunta natural a plantearse es jqué condiciones debe satisfacer un
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Figura 1.22: Histograma de la funcion fy.

elemento de la familia logistica para que admita una medida de probabilidad
invariante y absolutamente continua?.

Claramente, el parametro no puede ser regular porque por la Observaciéon
1.1.4 casi todo punto en la medida de Lebesgue converge a un elemento del
ciclo atractor, tampoco puede ser Feigenbaum por ser el w—limite un con-
junto de Cantor. Asi nuestra interrogante se reduce a responder ;bajo qué
condiciones una funcién posee orbitas cuyo comportamiento tenga que estu-
idiarse de manera ergddica? Para responder a esta interrogante, enunciamos
la siguiente definicién y su correspondiente teorema.

Definicion 1.5.1 Sea f un endomorfismo continuo del intervalo [0,1] dec-
imos que f satisface la condicion Collet-Eckmann, (CE), si existen k >
0, A > 1 tales que | Df}(c) |[> kA™.

Teorema 1.5.2 ([9], Teorema 1.4) Sea f un endomorfismo continuo del
intervalo [a,b]. Si f satisface la condicion Collet-Eckmann entonces f admite
una medida invariante absolutamente continua.

En general, dar ejemplos de endomorfismos continuos que satisfagan la
condiciéon CE no es simple, sin embargo, el siguiente teorema facilita la tarea.

Teorema 1.5.3 ([31], Teorema 1) Sean f un endomorfismo continuo de
un intervalo compacto I S-multimodal sin puntos atractores, y 'V C I un
conjunto abierto que contenga todos los puntos criticos de f. Entonces existen
C,~ > 0 tales que si x, f(x),---, f"1(x) &€ V, entonces | Df"(z) |> Ce™™.



1. La familia logistica 24

Mids aiin, existe K < 1 tal que si J es un intervalo tal que f*(J)N V =0
fork=0,1,--- ,n—1, entonces

| Df" (@) |
Dfw| ="

Observacion 1.5.4 Del Teorema 1.1 y el Teorema 1.5 se sigue que una
funcion Misiurewicz satisface la condicion CE.

Definicién 1.5.5 Sea f es un endomorfismo continuo del intervalo [a,b] tal
que admite una medida invariante absolutamente continua, (miac), entonces
a f se llama funcion estocdstica.

En términos puramente de Teoria Ergodica, es posible caracterizar la
existencia de parametros estocasticos mediante el siguiente teorema.

Teorema 1.5.6 ([41], Teorema 1) Sea (2, B,n) un espacio de medida con
medida normalizadan, f una funcion no singular de 2 en si misma. Entonces
los siguientes enunciados son equivalentes.

1. Euxiste una medida normalizada f—invariante la cual es absolutamente
continua respecto a .

2. Ezxisten 6 >0, ya, 0 < a < 1, tales que

n(E) < 5 = supren(f(E)) < a, ¥ E € B.

Como hemos visto anteriormente en la familia logistica se presentan varios
comportamientos dindmicos. Por ello, es necesario realizar una clasificacién
de los mismos. Recordar que un punto critico de f, es el punto x donde la
derivada se anula, esto es, Df,(z) = 0.

Teorema 1.5.7 ([5], Teorema 2) Sea f, un elemento de la familia logis-
tica. Entonces el w limite de casi todo punto en [0,1] satisface una de las
siguientes condiciones:

1. Es un ciclo atractor (regular).

2. es un ciclo de intervalos que contienen al punto critico (estocdstico).
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3. Es un conjunto minimal tal que el punto critico es recurrente (Feigen-
baum).

Por otra parte, si consideramos una familia de funciones definida en un
compacto [a,b], denotada por FU, esto es, una familia de funciones de clase
C? tal que cada elemento g, € FU satisface lo siguiente:

1. Tiene un tnico punto critico cuadratico;

2. Tiene un punto fijo xy el cual satisface que es repulsor y zop = a o
ro = b;

3. La funcion (z,a) — (gu(z), Dfu(x), D*f,(2)) es una funcién de clase
ch

Teorema 1.5.8 (Benedicks-Carleson) (/10], Teorema 4.6.1) Considere-
mos una familia FU y a, € FU tal que f,, es Misiurewicz y no tiene ciclos
periodicos atractores. Mds aun, supongamos que

d
%(xa - fa(c)) 7é 0
en a = a,. Entonces existen constantes Cy, v > 0 y un subconjunto E de
parametros que tienen a a, como un punto de densidad tal que para cada
a € F,
| D" f,(a) |> Cye”" paratodon > 1.

Como consecuencia de este teorema se obtiene el Teorema de Jakobson,
que estudia los pardmetros estocasticos solo para la familia logistica. Sin
embargo, para esta familia es posible determinar algunas otras propiedades
como la entropia y los puntos de densidad. Antes de enunciar el Teorema de
Jakobson es necesario definir el concepto de entropia.

Definiciéon 1.5.9 1. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y f un en-
domorfismo continuo de X.

Dados € > 0 y n € N; se dice que un subconjunto S C X es (n,e)
separado si:

paraz,y € S,z #£y= Im:0<m <n, tal qued(f"(z); f"(y)) > e.
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2. Sea H(f,n,€) el nimero maximal de (n,e) conjuntos separados. La
entropia algebraica de [ se define como:

z 2 1 . .
h(f) = 6h_)nghlrnsupﬁlogH(f,n, €).

Corolario 1.5.10 (Jakobson) (/10/, pp. 403) Sea f, : [0,1] — [0,1], n €
0,4], la familia logistica. Para {f,} existe un subconjunto A C [0,4] de
medida de Lebesgue positiva con las siguientes propiedades:

1. St € A, entonces f, tiene una medida invariante absolutamente con-
tinua con entropia positiva.

2. El pardmetro ;. = 4 es un punto de densidad de Lebesgue de A, esto es,

i 2AO =64 (1.3)

e—0 €

Si bien el Teorema de Benedicks-Carleson proporciona una generalizacion

del Teorema de Jakobson, en [19] se muestra una condicién necesaria y su-

ficiente para la existencia de miac’s y, en [42] se muestra un enunciado que

considera un espectro mas amplio de funciones los cuales enunciaremos a
continuacion.

Teorema 1.5.11 (Keller) (/10/, Teorema 5.3.2) Sea

f:[-1,1] = [-1,1] una funcion unimodal no plana en el punto critico ¢
con deriwada Schwarziana negativa. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. f tiene una miac;

2. El exponente de Lyapunov es positivo para casi todo x.

Definiciéon 1.5.12 Sea {f.} una familia de funciones a un pardmetro de
clase C?%. Decimos que 3 es un pardmetro Tsujii si satisface las siquientes
condiciones:

1. Todos los puntos criticos de fg son no degenerados.

2. Los ciclos periddicos de fz no son atractores.
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3. fz satisface que existen K >0 y o > 1 tales que

| Df"(f(c)) |= K a”, paran € N.

4. liminf, ., log | dfs(f5(n)) |= 0, para cualquier valor critico n de fg.

d. Z;’OO % # 0 para cualquier valor critico ¢ de f; cuandot = [ y

F:]0,1] x [0,1] — [0,1] dado por F(x,a) = fa(z).

Teorema 1.5.13 ([42], Teorema 4.5) Sea {gs}scpan una familia de fun-
ciones continuas de clase C* de un conjunto compacto en si mismo. Si la fa-
milia tiene un pardmetro de Tsujii, entonces existe un subconjunto T C [a, D]
tal que:

1. La medida de Lebesque de T es positiva.

2. Casi todo pardmetro t € T es un punto de densidad de Lebesque.



Capitulo 2

Medidas SBR en la ()—familia

El presente capitulo versa sobre la existencia de funciones estocasticas
en la ()—familia. La familia logistica alternada o )—familia es la familia
de funciones cuarticas en la que cada elemento de la familia es de la forma
Fup = fao fi, donde f,(z) = ax(l — )y fo(x) = bx(l — z) con a,b € (0,4].
Por lo que, el espacio de parametros para la (Q—familia es el conjunto (0, 4]?,
el cual se denotara por Ig.

2.1. La familia logistica alternada

La familia logistica alternada se diferencia de la familia logistica en di-
versos aspectos, que van desde el grado de la familia hasta la dimension del
espacio de pardmetros.

A simple vista los cambios dindmicos que se presentan en la familia logisti-
ca alternada como subconjunto de la ()—familia no deberian ser significantes;
sin embargo, un primer cambio que tiene la ()—familia respecto a la familia
logistica es la forma de iteracion grafica. Del Capitulo 1, sabemos que la it-
eracion grafica en el caso de la familia logistica se genera con la interseccion
alternada de la grafica de la funcion con la funcién identidad, en el caso de la
(Q—familia se consideran las graficas de las funciones f, y f, como lo muestra
la Figura 2.1.

Otra diferencia que presenta la (Q—familia con la familia logistica es el
orden de la periodicidad de los puntos fijos. Para ilustrar este hecho conside-

28
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N

/

L~

\

Figura 2.1: Iteracion gréfica en la (Q—familia.

remos 1 = 3, para este parametro se sabe que es un parametro de bifurcacion
de doble periodo, sin embargo, visto como un elemento de la familia logistica
alternada F33 es un parametro de bifurcacién tangencial.

El cambio en el comportamiento dindmico de F33 se debe a que la funcién
v . [0,1] x [0,4]> — [~1,1] dada por v(wg, jt, 1) = DF(x0) = (=2 + p)?,
donde zp = 1—1/p, es un punto fijo de F),,. Como la derivada es no negativa,
la funcion F),, es creciente, véase Figura 2.2.

10F

Figura 2.2: Grafica de la funcion DF),,.

Asi, el cambio en el multiplicador de las orbitas periddicas genera un
cambio sustancial en la forma del diagrama de bifurcacién, como lo muestra
la Figura 2.3.
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Apa1 =1 (1= ) Xy

Figura 2.3: Diagrama de bifurcacion de la familia de funciones F),,.

En el sistema alternado ambas funciones afectan el comportamiento de
la orbita de una condicién inicial zy. Uno de los efectos de este proceso
desemboca directamente en el concepto de orbita periodica, cuya definicion
formal se da a continuacion.

Definicion 2.1.1 El conjunto de puntos {xy, -+ ,x9,} tales que
o By B I I B, B,
recibe el nombre diorbita.
A pesar de la diferencia en el nimero de elementos de un ciclo peridédico
de periodo n en la @)—familia y la familia logsitica, existe una relacion entre

las orbitas periddicas de una funcion logistica f, y las correspondientes dior-
bitas en la familia alternada F,,, como lo muestra el siguiente lema.

Lema 2.1.2 ([7], Teorema 1.3) Un punto es periddico de periodo 2n en
la QQ—familia si, y solo si es de periodo n o 2n en el sistema sin alternar.

2.2. Resultados basicos de la ()—familia

En esta seccion enunciamos algunos resultados bésicos de la ()—familia .
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Definiciéon 2.2.1 Sea f un endomorfismo continuo del intervalo [0,1], se
dice que f es l-modal si existen m puntos distintos cy, ..., ¢y en (0,1) tales
que en cada intervalo (¢;, civ1), la funcion es estrictamente creciente o decre-
ciente, alternando el tipo de monoticidad.

Proposicion 2.2.2 En la QQ—familia las siguientes afirmaciones son vdli-
das:

1. St (a,b) € (0,4] x [0,2], entonces F,; es una funcion unimodal.
2. 8i (a,b) € In\ [0,4] x (0,2], entonces F,; es una aplicacion 3-modal.

Demostracién: Sean I, y I}, elementos de la ()—familia, entonces los
puntos criticos de Fy,, y [}, son:

1 b+ V-2 b— VB2 —2b

g6 % T Ty

1 a+va*—2a a—+va*—2a

S A AL

2 2a 2a
respectivamente.

Por ende, &, # 0 and &, # 0 son numeros reales si, y s6lo si a > 2y
b > 2, respectivamente. De lo cual se sigue la proposicion. B

El comportamiento modal descrito en el lema anterior, se observa de
manera mas clara en el espacio de pardmetros como lo muestra la Figura 2.4.

A continuaciéon mostraremos las propiedades de los puntos criticos de la
(Q—familia.

Lema 2.2.3 Los puntos criticos de la QQ—familia son no planos.

Demostracion: Dado que cada elemento de la ()—familia es la composi-
cion de polinomios, entonces la ()—familia es una familia de funciones de
clase C'™ funciones, por lo cual existe un n € N tal que D" f,,(¢;) = yo, ¥
donde ¢; son los puntos crficos de la Q — familia v yo es una constante, de
lo que se sigue el resultado.l

Lema 2.2.4 Para todo (a,b) € I\ ({2} x (0,4] U (0,4] x {2}) se cumple
que, los puntos criticos de la Q)Q—familia son no degenerados.
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Figura 2.4: Comportamiento modal.

Demostracion: Sea(a,b) € I\ ({2} x (0,4]U (0, 4] x {2}), entonces por
la regla de la cadena, tenemos que

D*F, () = —2ab(b(1 — 22)* + (1 — 2f,(z)))
asi por la Proposicion 2.2.2 debemos considerar dos casos.

Caso 1. Si (a,b) € ([0,4] x (0,2)), entonces el tnico punto critico es 3, y es
no degenerado dado que

D2Fa7b(%) = —2ab(1 — sz(%)) = —2ab(1 — g) #0, b#2.

Caso II. Si (a,b) € Ig )\ ((0,4] x (0,2)), entonces los puntos criticos de
F,; son % y &9p. Por el caso anterior, solo resta probar la afirmaciéon para &y,
y &, la cual realizaremos solo para el punto critico &, para el punto critico
&1 la demostracion es analoga.

Dado que:
1 b? — 2b b? — 2b 2
PR S z - 2 _
DFab<2 5 > 2ab( 2 + b(l +bVvb 2b> , (2.1)

2
y —2ab(—vb26’2b+b(1 + bvb? — 2b> ) es distinto de cero para todo b € (2,4)
se sigue el lema.ll
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Observacion 2.2.5 Si un elemento de la QQ—familia es una funcion tres
modal, con puntos criticos cy,co Y %, entonces ¢; € w(ca).

Las siguientes definiciones y resultados, se pueden encontrar en [21].

Definicion 2.2.6 ([21], Condicion C) Una funcion real f definida en un
intervalo [a,b] se llama una C'—funcion si f es continuamente diferenciable
y su derivada f tiene las siguientes propiedades:

(a) La derivada de f, Df, satisface que para todo x,y € [a,b] con x # y
existen a > 1 y C' > 0 tales que | Df(z) — Df(y) | C || x —y ||*
(Condicion de Hélder).

(b) El nimero de puntos criticos a; de f es finito.

(¢) Ezisten nimeros positivos k= (k™) tales que

| f(x) |

log k()

|z —a; |

es acotada en una vecindad izquierda (derecha) de a;.

Teorema 2.2.7 (|21], Teorema 2) Sea f un endomorfismo continuo del
intervalo, con f una C—funcion tal que admite una medida p invariante
absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue (miac), u es de
entropia positiva si, y solo si se sastisface la formula de Rohlin; esto es,

) = [ 1og| DF | du.

Antes de proseguir es necesario enunciar la siguiente definicién y un teo-
rema.

Definiciéon 2.2.8 Sea f un endomorfismo continuo del intervalo [a,b] y sea
J C [a,b], se dird que J es un intervalo errante si f*(J)N fi(J) =0, para
toda 1 # k, ambos mayores o iguales a cero y el w—Ilimite de J no es una
orbita periodica.

Teorema 2.2.9 ([10], Teorema 4A) Sea f un endomorfismo continuo del
intervalo cerrado [a,b] tal que sus puntos criticos son no planos, esto es, los
puntos criticos satisfacen la Observacion 1.1.2, entonces f no tiene intervalos
errantes.
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Teorema 2.2.10 Cada miembro de la QQ—familia es una familia de C'— fun-
ctones no singulares y sin intervalos errantes.

Demostracion: La demostracion de este teorema se realizara en tres pa-
sos; en el primero estableceremos que la ()—familia es una familia no singular,
en el segundo que es una familia de C'—funciones y por tltimo que no tiene
intervalos errantes.

Paso I. La ()—familia es una familia de polinomios cuarticos no
singular.

Sea C' € B de medida de Lebesgue A\ cero. Entonces por la Proposicion
1.1.3 se sigue que

Mg (fH(f71C)) = 0.
De lo que se tiene el resultado.
Paso II. La @Q — familia es una C'—familia.
Dado que Fj, es un polinomio cuértico, por ende, es una funciéon dife-
renciable con a lo mas tres puntos criticos; por lo que se cumple la propiedad

(2) y solo falta demostrar (1) y (3) de la Proposicion 2.2.2. Primero de-
mostraremos que F,; es 1—Hdlder, esto es, para todo z,y € (0, 1] se tiene:

| DFop(z) = DFay(y) |=O( = —y |).

Calculando la derivada de F},; obtenemos que:

DF, () = —ab(4bx® — 6bx* + 22(b+ 1) — 1).
Asi,

| DFa,b(m)_DFa,b(y)|§ 1696| r—y ’

De la regla de cadena se desprende que:

DF, ,(x) = ab(1 — 2f,(x))(1 — 22) = 2ab(1 — 2f,(x)) (- - g;) (2.2)
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Para probar la condiciéon (3) de la Definicion 2.2 es necesario considerar
dos casos:

Caso 1. El parametro (a,b) € (0,4] x (0,2].

Por la Proposicion 2.2.2, sabemos que % es el iinico punto critico de Fy,.

Sea U := [%, %] una vecindad derecha de %, entonces para cada elemento

en U se cumple:

m%' _ ‘logl 2ab(1—2fb(x))(‘:v—%) |‘

| %—.% ‘ ‘ r— 3
< log 16 + log 2+ | log(fu(x)) | .
Dado que log(fy(z)) es una funcién continua en [1,3], entonces existe
¢ €[4, 2] tal que

13
log(fy(x))| < loa(f(E)] Vo € |3

Asi,
| DFap(x) |
| z— 5 |
Caso II. El parametro (a,b) € Q\ ((0,4] x (0,2]).

En este caso, F}; tiene tres puntos criticos, a saber:

1 1 b+V0?*—2b 1 Vb2 —=2b
S = s
2 2 2b 2 2b

Cuando el punto critico es igual a % aplicamos el caso anterior.

13
< log 16 +log 2 + [log(fu(§))| Vo € [

! - 9.
| log 274]

La demostracion de esta proposicion para el punto critico &1, es analoga
para &gp. Por esta razon, probaremos el teorema soélo para &qp.

Consideremos o := —b;; 2y [i—a, 55) una vecindad de a entonces:
log | DFas(@) | ‘ _ ‘log | 2ab(1 — 2f,(x))(x — 1) |‘
| 2 — (%_O‘)| |JI—%—|—0¢]

< log | 16(1 — 2f,(x)) || +

log | = — ~ || +
(0] Xr — —
& 2

1
+log|x—§+oz|.
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Como el caso anterior la funciéon log | 16(1 — 2f,(x) | alcanza un valor
maximo en §. Mas atn, log | 2 — 5 | y log | z+ 3+« | tiene un valor méximo
p1y p2 respectivamente. Entonces

| DFap() |
log ’
[ 2= (5—0) |

2

< &+ p1+pe
Lo cual prueba la afirmacién para ambos casos.

Paso III. La ()—familia no tiene intervalos errantes. Dado que la
(Q—familia es una familia de funciones de clase C'™°, y los puntos criticos son
no planos, entonces por el Teorema 2.2.9 se sigue el paso.ll

2.3. Parametros estocasticos en la ()—familia

En este apartado se estudiara la existencia y medida de los parametros
estocasticos en la ()—familia. Para ello, se mostraré que existe un conjunto
P C Ig, de medida de Lebesgue positiva tal que para toda (a,b) € P, Fy
admite una miac. Ademéas P = U%_,C; donde:

(a) Oy = {(a,b) € (0,4] x (0,2] : F,;, admite una miac}
(b) Cy = {(a,b) € (ca,2] % (0,2] : Fy admite una miac},
(c) Cy:={(a,b) € (0,2] x (0,4] : F,, admite una miac} y
(d) Cy = {(a,b) € (b,2] x (0,4] : F,, admite una miac},
(e) Cs:={(a,b): fuy f, admite una miac};

= {(

son subconjuntos de I no vacios y de medida de Lebesgue positiva en Ig.

2.3.1. Construccion del conjunto @

Para construir los subconjuntos C, Cs, C5 y C} se introducira el siguiente
concepto.

Definicién 2.3.1 Sea o un pardmetro en (0,4] fijo.
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1. Un hilo h, en I es la funcion
[y :(0,4] = I
definida por I'y(b) = Fi.
2. El parametro o es la punta del hilo h,.

Geométricamente los hilos son ilustrados en la Figura 2.5.

Figura 2.5: Hilos en el espacio de parametros.

Observacion 2.3.2 Una consecuencia de la definicion anterior, es la exis-
tencia de una laminacion en el espacio de pardmetros, en la cual la familia
de funciones resultante depende de un solo pardmetro.

Como sabemos una laminacion es un espacio Hausdorff X junto con
una cubierta {U;} de subconjuntos de abiertos y funciones coordenadas
¢; : Uy — T; x D;, donde D; es homeomorfo a un dominio en un espacio
euclideano y T; es algun espacio topoldogico.

Lema 2.3.3 Sean hy y hy hilos. Entonces en los hilos existen subconjuntos A
y B de parametros estocdsticos con medida positiva de Lebesque en los hilos

Demostracion: Sea (a;,2) un elemento de Ay y consideremos el hilo
ha, 2. Asi, cada elemento en hg, o es una funcion 1 — modal, h;, donde h;
estd definida por h;(z) = f,,2—;, j € (0,2]. Por tltimo, dado que Fj, es una
funcion de Misiurewicz y h; es una familia de funciones FU, entonces por el
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Teorema 1.5.8 se sigue el resultado.ll

Ahora, procederemos a mostrar que los parametros estocésticos en la
() —familia forman un conjunto p de medida positiva en I, antes de ello
probaremos los siguientes lemas técnicos.

Lema 2.3.4 El pardmetro (4,2) es un parametro de Tsujii para los hilos 1y
Y 1a,2-

Demostraciéon: Para mostrar este lema es necesario mostrar primero que
(4,2) es un parametro de Misiurewicz, esto, esto, probar que existen n,m > 0
tales que Fiy(3) = Fi'3™(3). Sin =2y m =1, entonces

F2a(5) = SRt (5)0) = £1(0) =0 = F,(3).

Por otra parte, % es un punto critico no degenerado por el Lema 2.2.4.
Dado que Fj 5 es una funciéon de Misiurewicz entonces por el Teorema 1.1
no puede tener puntos periddicos hiperbdlicos, y por la observaciéon 1.5 Fy o

satisface la condiciéon CE.

Dado que Fj2 es un pardmetro Misiurewicz con periodo igual a uno y
preperiodo igual a dos, entonces para todo n > 2 se cumple que D fy2(f75(1))
es igual a 8. Asi,

’ . ]' n ’ . 1
h}gg}lf - log | D fa2(fio(1)) |= h}f_l)golf - log 8 = 0.

Por tltimo, consideremos (4,2) como elemento del hilo 1,;. Entonces, la
serie

> abF(Cj, b)
Df,(faz(cr))’

donde ¢; corresponde a la iterada de % bajo Fj 5 es convergente porque

Jj=

o

8 —dcj — 200? + 24c§ — 86?
Dfis(faz(cr))

i 8bF<fZ,b(C>7b) _

_3_T7_5
= Dfis(fazlar)) 4 2 8 8

M-

I
)

lo que demuestra el lema. W
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Lema 2.3.5 Sea {h;};c(0,2 como antes. Entonces esta familia de polinomios
cudrticos satisface las hipdtesis del Teorema 1.5.

Demostraciéon: Como sabemos Fj 9 es un elemento de la familia, y por
el Lema 2.3.4 es una funciéon Misiurewicz, entonces por el Teorema 1.5 se
sigue el lema.Hl

Corolario 2.3.6 Si C; := {(a,b) € (0,4] x (0,2] : F,, admite una miac}
y Cy := {(a,b) € (cx0,2] X (0,2] : Fop admite una miac}, donde cs corrre-
sponde al pardmetro de Feigenbaum de la familia Fy o, entonces los conjuntos
C1 y Cy son no vacios.

Demostracion: El Lema 2.3.5 puede ser aplicado a cada elemento de A,.
Asi, para cada elemento (a;,2) € Ay obtenemos ¥; C (0,2] de medida posi-
tiva respecto a la linea, tal que para cada (o, 8;) € ¥; fa, 5 admite una miac.

Un argumento andlogo se puede dar para la familia {fi;}sc0,. Asi, al
considerar C; y Cy como en la hipotesis, entonces por construccion los con-
juntos C y C5 son no vacios. B

Observacion 2.3.7 La construccion de los subconjuntos C3 y Cy es andloga
a la realizada para los subconjuntos Cy y Cs.

Lema 2.3.8 La medida de Lebesque en (0,2] x (0,4] de los conjuntos Cs5 y
Cy es positiva.

La demostracion de este hecho es analoga a la dada para C; y Cs.

Lema 2.3.9 Sea F,; un elemento de la familia logistica alternada, tal que
fa y fo admiten una miac. Entonces F,;, admite una miac.

Demostracion: Sea B el algebra de Borel en (0,1]. Dado que f, v f
son funciones continuas entonces son funciones medibles para el espacio de
medida ((0,1],B8,\). Sea B € B, puesto que f, admite una miac, entonces
por el Teorema 1.5 existen 0 > 0, y 0 < a < 1, tales que

A(B) < 6 = suppen(f, *(B)) < a.

Si denotemos por A; a f,}(B) se satisface que
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A(Ar) <o (2.3)

Por otra parte, dado que f, admite una miac, y f, Y(A}) € B, entonces
por el Teorema 1.5 existen §; > 0,y 0 < # < 1, tales que

MA)) < 6 = suprenf; "(A) < B.

De la ecuacion (2.3) tenemos que A\(A;) < a. Asi, al considerar a; :=
min(a,d1) y By == f, (A1), tendremos

A(B1) < B. (2.4)

En conclusion, existen 6 > 0, y o € (0, 1), tales que

AF,,(B)) < a. (2.5)

Ahora, si consideramos A, := f;}(B;) € B, al aplicar nuevamente el

Teorema 1.5, se concluye que existen d, > 0, y 0 < By < 1, tales que

A(A) < 8y = suprenA(f, *(A2)) < Bo.

Dado que A\(As) < 07 por la desigualdad (2.5), entonces basta considerar
ay = min(ay,d2) y obtenemos una desigualdad similar a (2.3). De hecho
podemos seguir con este argumento para cada n € N, y obtenemos una
sucesion de conjuntos A, y B, tales que

ME, ' (Bn)) < ap,con 0 < oy, < 1. (2.6)

Por la ecuacion (2.6) y por construccion sabemos que para todo n € N,
f, "(Bn) v fi."(A,) son conjuntos medibles que pertenecen al soporte [,
y B, de la miac de las funciones f, y f,, respectivamente. Sin embargo,
By = U Ji y Ba = Uj_H; donde {J;} y {H;} son ciclos de subinterva-
los en (0, 1] para f;, y f,, respectivamente. Mas atin, 0 < A(J;),A\(H;) < 1
para todo i € {1,--- k} y 7 € {l,---,n}, entonces para todo n € N,
a, < max; ;{\(J;), \(H,)} para algan J; y H;.

Entonces tenemos:

supnenF ;' (B) < sup,c yan < max{A(J;), A(H;)}.
) 'Z/,‘]
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(4,4)

(0,0) (4,0)

Figura 2.6: Regiones del espacio de parametros Ig.

Asi, @ :=sup,c ya, < 1.

Por ende, del Teorema 1.5 tenemos que F,; admite una miac, y se con-
cluye la prueba del lema.l

Observacion 2.3.10 En términos de hilos, el lema anterior nos dice que
dados dos hilos hy y hy tales que las puntas ag y by son estocdsticas y hyMNhy =
(ag,bo), entonces (ag, by) €s un pardmetro estocdstico.

Para construir los subconjuntos Cf, - -- , Cy, el espacio de parametros se
ha sido dividido en tres regiones, 2; = (0,2] x (0,4], Q2 = (0,4] x (0,2] y
Q3 = 1o\ (21 U ). En las regiones €y y €y se utilizé el hecho que los
parametros en estas regiones dependen de la modalidad de la familia, y en
Q3 se utilizo el hecho que las funciones F,;, y Fy, son conjugadas. Las regiones
Qq, Q5 y €3 se encuentran ilustradas en la Figura 2.6.

2.3.2. Medida del conjunto @

Lema 2.3.11 Los conjuntos C; definidos anteriormente, son de medida de
Lebesgue positiva en el espacio de pardametros.

Demostracion: La demostracion de este lema lo haremos por casos.
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Caso I. Los conjuntos () y (5 son de medida positiva respecto
a )\2.

Por el lema anterior y la Observacion 2.3.6 se sigue que

Ci:= A X UgealNy = Uges A X A,.

Asi,

X(C1) = Aa(UacaA X Aa) = > do(Ax A)
acA

= D AAAA)

acA

= AA) D AMAL) > 0.

acA

Para el subconjunto Cs, tenemos Cy = Ugea,Ag X Ay, y la prueba es
similar a la realizada para el subconjunto Cj.
La prueba para los conjuntos C5 y Cy es analogo al caso anterior.

Caso II. La medida de los conjuntos C5 y Cj es positiva.

Por construccion de C, tenemos que Cs = A x A, entonces
ACs) = M x T') = AM(I)A(T") > 0. La demostracion de la afirmaciones
para el subconjunto Cjg, es andloga. B

2.3.3. Propiedades ergodicas de los elementos en p

Con los lemas anteriores, se ha probado que las funciones estocasticas
existen y forman un conjunto de medida en lg. Por lo que a continuacién,nos
enfocaremos en las propiedades que poseen las miac que admiten las fun-
ciones.

Lema 2.3.12 Si (uy, p2) € C; coni = 1,..,6, entonces f,, ., tiene entropia
positiva.
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Demostracién: Sea f,,,, un elemento en C; para algin i € {1,...,6}.
Sabemos que f,,,, admite una miac, n. Mas aun, f,, ,, restringida al soporte
de 1 es una funcién de tipo unimodal, el exponente de Lyapunov es estricta-
mente positivo. Por ende, iy, = v > 0, de lo que se sigue el lema.l

Ahora, estamos en condiciones de probar la siguiente proposicion para el
caso de la (Q)—familia, para ello enunciaremos un teorema.

Teorema 2.3.13 Una medida invariante ergodica con entropia positiva es
miac si y solo si la formua de Rohlin es vdlida, esto es,

h(u) = / log | Df | dp.

Proposicién 2.3.14 Si F,;, admite una miac ji, entonces

h(Fup) Z/log | Df | dp.

Demostracién: Dado que p es una miac entonces es una medida ergodi-
ca y por el Lema 2.3.12 tiene entropia positiva, entonces del Teorema 2.3.13
se sigue la proposicion. B

Dado que cada elemento en los conjuntos C; admite una miac entonces
por el Teorema de diferenciacion de Lebesgue casi todo parametro en la me-
dida de Lebesgue C; es un punto de densidad de Cj, para un explicaciéon mas
detallada el lector puede consultar [27].

2.3.4. Puntos de densidad de p

Tomando en cuenta los resultados obtenidos en las subsecciones anteri-
ores, a continuaciéon mostraremos los puntos de densidad de los subconjuntos
C;, y por ende de p. Probaremos la existencia los puntos de densidad para
cada subconjunto C; como lo muestra el siguiente lema.

Lema 2.3.15 El conjunto Ay = {(a,2) : a € (0,4] : F,p admite una miac}
es el conjutno de puntos de densidad del conjunto C.
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Demostracion. Por construcciéon cada elemento del conjunto
A ={(a,2):a € (0,4] : F,; admite una miac}
es un punto de densidad del subconjunto h,, N Cf.

De la definiciéon de C y del hecho que cualquier familia de conjuntos
medibles {E,} en R™ tales que cada elemento de la familia tiene un punto
de densidad z,, se tiene que U,z es el conjunto de puntos de densidad de
U Fo- Asi, Ay es el conjunto de puntos de densidad de C;. B

Observacion 2.3.16 Analdgamente, se demuestra el Lema 2.3.15 para los
conjuntos Cy, C3 y Cy. Del argumento anterior, se siguen las propiedades de
los puntos de densidad si los consideramos como los puntos de densidad de
la familia de funciones unimodales.

Lema 2.3.17 Sea (pu,p2) € Ig tal que fu, ., €s una funcion Tsujii, en-
tonces el parametro (u1, p2) es un punto de densidad para Cy y Cy respecto

a )\(0,4} x(0,2]+

Demostracion: La prueba de este lema se sigue del Lema 5.3 en [2]| y la
construcciéon de C7 y Cs. B

En el caso de los subconjuntos C5 y Cg, debemos recordar que tanto Cf
como Cy pueden ser considerados desde dos puntos de vista diferentes, esto
es, como un elemento en un hilo y como un elemento en el producto carte-
siano. Estas consideraciones son importantes dado que queremos entender el
comportamiento de los puntos de densidad que probaremos en el siguiente
lema.

Lema 2.3.18 Sean t y ty parametros de Tsujit en la familia logistica, en-
tonces (t1,t2) es un punto de densidad para Cs y Cg respecto a Ao,4x(0,2-

Demostraciéon: Para probar este lema, usaremos el concepto de hilos
y consideraremos el espacio de parametros con la topologia producto. Sin
pérdida de generalidad solamente consideraremos elementos de la base de la
forma U x U donde U es un conjunto abierto en la topologia euclideana en
(0,4], esta restriccion de la topologia producto es metrizable por la métrica
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Moo 1= M&Xy, ze vi] 1 |, | 22 |}

Por otra parte, debemos recordar que la medida de Lebesgue en el espacio
de parametros es la medida producto de (0,4] con si mismo. Por ende, para
concluir utilizaremos el limite 2.3.15. Asi,

Be ; 5 ; ) -6
i 2Bt t2) 0C5) 1 Aalt —eta X (b2 — e, 1] N A X A/\z(tQ —eta] = 1.
=0 Ag(Be(t,2)) e 0 A2((t1 — €] x (t2 —¢€])

Por lo tanto, (t1,ts) es un punto de densidad de C;5. B

2.3.5. Teorema de Jakobson alternado

En esta subseccién enunciaremos y probaremos, con ayuda de los resul-
tados obtenidos en las subsecciones anteriores, la generalizacion del Teorema
de Jakobson, en el siguiente teorema.

Teorema 2.3.19 (Blé-Cano-Estrada) (Teorema de Jakobson alternado)
En la Q—familia existe un subconjunto o de pardmetros estocdsticos de me-
dida positiva tales que:

1. Casi todo parametro en @ es un punto de densidad de p.

2. Cada elemento en p tiene entropia positiva.

Demostracién. Sea p = US_,C; por el Corolario 2.3.6 sabemos que
cada uno de los conjuntos C; corresponde a parametros estocésticos. Por
otra parte, por la Proposiciéon 2.3.11 sabemos que cada uno de los conjuntos
C; es de medida de Lebesgue positiva, por lo que

6

/\Q(@) = )\Q(U?:1Ci) = Z AQ(Ci) > 0.

=1

Del Lema 2.3.18 se sigue que cada elemento en C; es un punto de densidad
respecto a la medida de Lebesgue, y por ende, en . Un argumento analogo

se sigue para la entropia por el Lema 2.3.12. De lo que se sigue el teorema.
|
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Observacion 2.3.20 FEl Teorema 2.3.19 puede enunciarse y demostrarse
para familias de funciones alternadas en general, es decir, considerar la fa-
milia de funciones originadas por la composicion de dos o mds funciones
unicriticas a un pardmetro.



Capitulo 3

Huesos: definicién y propiedades

3.1. Introducciéon

En el presente capitulo definiremos el concepto de hueso de periodo 2n
para cualquier n € N, y mostraremos las propiedades dindmicas que poseen
los parametros que pertenecen a estos conjuntos.

Comenzamos definiendo el concepto de hueso.

Definicién 3.1.1 Sea n € N. Un hueso derecho de periodo 2n, denotado
por Bay,, se define como la curva algebraica que consta de los puntos de la for-
ma {(a,b) € Ig : F1(3) = 3}. Andlogamente se define un hueso izquierdo,
considerando funciones de la forma Fy,.

Observacion 3.1.2  (a) De la definicion de hueso y del hecho que Fy, y
Fy, son conjugadas, se sigue que los huesos derechos e izquierdos tienen
las mismas propiedades, por lo que es suficiente con estudiar los huesos
derechos.

(b) Un elemento del hueso es el pardametro que cumple:
%f#l‘g&fg}f#"'gl'gn_lf#%f'a..—)%.

Antes de mostrar las propiedades de los huesos, definiremos los elementos
que constituyen un hueso.

Definicion 3.1.3 Sean n € N y By, un hueso de periodo 2n. Un pardmetro
(a,b) € By, es llamado:

47
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Figura 3.1: Grafica de la tienda truncada para a = 0.5.

(1) Bicritico si los puntos criticos ¢y y ca de F,, satisfacen que la di-orbita
de ¢y es periodica y co pertenece a ésta.

(ii) La epifisis de By, sib= 4.

3.2. Geometria del hueso

Con el proposito de estudiar la geometria de un hueso de cualquier perio-
do, es necesario enunciar el siguiente concepto.

Definiciéon 3.2.1 La familia de tiendas truncada alternada, denotada
por Ty, se define como Ty, : [0, 1] — [0, 1] por Ty := T,0Ty, donde a,b € (0, 1]
y T, es un endomorfismo a trozos del intervalo cerrado [0,1] dado por:

2 e [0,5);
To(z) = a r e [2, =9

%7 2 b
2(1—x) ze[41].

2

Observacion 3.2.2  (a) La familia de endomorfismos continuos T, defi-
nidos anteriormente, es llamada la familia de tiendas truncadas.
La grdafica de uno de los elementos de la familia de tiendas truncadas
se ilustra en la Figura 3.1.

(b) Los huesos de periodos 2n se definen de manera andloga para la familia
de tiendas truncadas alternadas.
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T
T

/
T

Figura 3.2: Iteracion gréfica de xp = 0.2 bajo Ty 50.75.

(¢) Dada una condicion inicial zo, la drbita de xy bajo un elemento de la
familia de tiendas truncadas alternadas se realiza de manera andloga
al caso de la QQ—familia, véase Figura 3.2.

Para comenzar nuestro estudio de los huesos de la tiendas truncadas
mostraremos en el siguiente lema que son conjuntos no vacios.

Lema 3.2.3 Sea By, un hueso de periodo 2n para las tiendas truncadas, para
alguin n € N. Entonces en el hueso Bsy, existe un unico pardmetro bicritico.

Demostracion. Sea m € N, entonces la di 6rbita de periodo 2m de la
tienda truncada alternada es el conjunto de puntos de la forma

1 1
= b s =),
{a,l’l,.l?z, 727 y & 2}

donde los términos x; = 2a, x5 = 2(1 — 2a), r3 = 2(2(1 — a)) y asi sucesiva-

. . _ 1 ¥ _ )
mente. Entonces existe un 1 < j < 2m tal que x; = 35,y Ta’b(xl) = x; esta
iltima expresion es una expresion algebraica con variable a.

Por tanto, existe una tnica soluciéon respecto a a para el término x;.
Anélogamente, podemos obtener el valor de b.

Asi, el valor bicritico existe y es unico.l.
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Observacion 3.2.4 Por la construccion dada en el lema anterior, se de-

sprende que un parametro bicritico en las tiendas truncadas alternadas se da

precisamente para los valores a b, tales que la grdfica de 17" y T se inter-
1

sectan exactamente en 3

Lema 3.2.5 [?] Los huesos en la familia de tiendas truncadas alternada son
la union de tres segmentos de linea.

Observacion 3.2.6 La relevancia de los Lemas 3.2.3 y 3.2 radica en que los
huesos de las tiendas truncadas alternadas y los huesos de la QQ— familia son
homeomorfos, para una demostracion véase [?].

Continuaremos nuestros estudio de los huesos en I con los siguientes
teoremas

Lema 3.2.7 Para cualquier hueso de cualesquier periodo, no existe un pard-
metro (a,b) diferente del pardmetro bicritico tal que en F,j, coexistan dos
dindmicas superatractoras del mismo periodo.

Demostracion: Sean m € N, By, un hueso de periodo 2m y [ el
parametro bicritico de Ba,,.

Supongamos que existe un parametro « distinto de 3 en Bs, tal que en
F,, coexisten dos ciclos superatractores del mismo periodo. Entonces se sat-
isface que oo << 8 0o a >> 3, donde >> denota el orden lexicografico en los
elementos del hueso Bs,,.

Supongamos sin pérdida de generalidad que o >> (. Dado que el valor del
multiplicador de la 6rbita O, depende continuamente de los parametros y
los parametros regulares son estables bajo pequenas perturbaciones, entonces
para todo § que satisface que [ << ¢, Fjs tiene una érbita estable de periodo
2m con multiplicador estrictamente mayor a cero, esto implicaria que existe
una vecindad U tal que «, 5,0 € U tal que el valor del multiplicador crece y
decrece , pues F,, tiene unaoérbita superatractora lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, no coexisten 6rbitas superatractoras del mismo periodo. B
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Teorema 3.2.8 Un hueso es una curva tipo conica en el espacio de pardme-
tros, tal que el minimo de la curva corresponde a un punto bicritico e inter-
secta a la frontera del espacio de Ig en dos epifisis distintas.

Demostracion: La demostracion de este teorema se seguira de la de-
mostracion de las siguientes afirmaciones.

Afirmacion 1. Si m € N, entonces el hueso B, intersecta a la frontera de
@ en exactamente dos puntos de la forma (o, 4) y (5,4).

Esta afirmacion se desprende de manera inmediata del Lema 3.2.

Afirmacién 2. Un hueso de periodo 2m, denotado por Bs,,, es una curva
diferenciable.

Dado que B,,, es una curva algebraica, del Teorema de la Funcién Implici-
ta se sigue que salvo en la singularidades de la curva ésta es una variedad, ,
véase [16].

Afirmacién 3. El hueso By, visto como curva en I tiene una tnica singu-
laridad que corresponde al parametro bicritico.

Supongamos que la singularidad « de Bs,, no es el parametro bicritico 3.

Sea 7 : By, — R dada por (a,b) — Waé—i@ donde ¢y es un punto criti-
co de Fy;, distinto de ¢;. Recorriendo el hueso tenemos que 7 es una funcién
monoétona decreciente definida en un compacto, entonces existe un parametro
(o, B) tal que el valor de Df, g(cz) es minimal.

Dado que Df, g(c2) = 0, esto implica que tiene una orbita superatractora
de periodo 2m, lo cual contradice el Lema 3.2.7.

De las afirmaciones anteriores se sigue que B, es una curva con una
dnica singularidad. W

Observacion 3.2.9 El Teorema 3.2.8 nos dice que para dibujar un hueso en
el espacio de pardametros solo basta conocer tres puntos: la articulacion y las
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epifisis y que dos huesos derechos de periodo 2n y 2m, respectivamente, son
disjuntos.

3.3. Propiedades dinamicas de los elementos de
un hueso

Una vez que hemos investigado la geometria de los huesos, en la presente
subseccion mostraremos las propiedades dindamicas que poseen los parametros
en los huesos.

Teorema 3.3.1 ([8], Teorema 7.1) Sean («, 3) en (2,4]* tal que en la fun-
cion fo 5 coexisten atractores. Entonces fo 5 |a,, cont € {1,2} y A; un atrac-
tor, es casi-simétricamente conjugado a un elemento de la familia logistica.

Corolario 3.3.2 Sean B y B dos huesos del mismo periodo, y sean (o, §) €
By (&,pB) € B, entonces Fo 5 y F, 5 son cuasi-simétricamente conjugados.

Demostraciéon: Por el Teorema 3.3.1 para todo (a,b) € @ para el cual
coexisten dindmicas, existe un ¢ € (0, 4] tal que F,; es cuasi simétricamente
conjugado a cz(1l — z).

Dado que solo existen tres posibles dindmicas para la familia logistica,
entonces cada elemento en un hueso es cuasi-conjugado a un elemento de
la familia logistica, y del hecho que la casi-conjugacién es una relacion de
equivalencia se sigue el corolario. B

Lema 3.3.3 Sean Bs, y Bs,, dos huesos. Entonces Ba, y Ba,, se intersectan
en 0, 1, 0 2 puntos.

Demostracion: Dado que la interseccion de Bs, y Ba, son soluciones en
comin que tienen las ecuaciones algebraicas que dan origen a los huesos, las
cuales por el Teorema de Bezout, véase [16], es a lo més mem(2n,2m), donde
mcm es el minimo comtn miltiplo de m y n.

Sin embargo, los huesos restringidos a () son curvas de tipo cuadréatico.
Por tanto, la cardinalidad de Bs,, N Bs,, corresponde a la interseccion de dos
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Figura 3.3: Ejemplo de un hueso tangente.

curvas de tipo cuadraticos, es decir, 0, 1 6 2 puntos. B

Dado que sabemos el niimero de veces que dos huesos se intersectan, nos
resta saber las configuraciones posibles en las que un hueso B,,, derecho y un
hueso By, izquierdo se intersectan, véase Figura 3.3.

Observacion 3.3.4 Respecto a la interseccion de dos huesos en [4] se probé
que el hueso de periodo 6 intersecta a los huesos de cualquier periodo.

3.4. Curvas de Feigenbaum

Del Capitulo 1 sabemos que los pardmetros de Feigenbaum existen y son
el puntos de acumulaciéon de pardametros regulares de periodo 2™ - n, para
todo m,n € N. Mostraremos que en el caso de la ()—familia ademés de la
existencia de los parametros de Feigenbaum, éstos forman una curva. Para
ello, es necesario, enunciar algunos conceptos previos.

Definicion 3.4.1 Sea vy una curva en (0,4]?. Diremos que v es una curva
de Feigenbaum si satisface:

1. Existe un tnico (o, B) € v tal que F, 5 tiene un dnico atractor de tipo
Feigenbaum. 1im,, o0 (Gpo2n, bipozn) = (o, B), donde (20, byazn) es la
sucesion de pardmetros bicriticos de los huesos de periodo 2m para algin
m € N.
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2. Para cada elemento (a,b) en vy distinto a (o, B) en la correspondiente
funcion F,, coexisten dindmicas, donde una de ellas es de tipo Fei-
genbaum.

Teorema 3.4.2 Las curvas de Feigenbaum existen en Ig.

Demostracion: Por el Corolario 3.3.2 basta considerar los huesos que
intersectan a la diagonal de @).

Sea Bs, un hueso de periodo 2n que intersecta a la diagonal, entonces
Bs,, intersectan a la diagonal en dos pardmetros c¢; y ¢o tal que tanto ¢; y co,
considerados como elementos de la familia logistica, tienen un ciclo atractor
de periodo m y 2m respectivamente.

Si denotamos por B2, a los huesos que intersecta a la diagonal en los
puntos de doblamientos de periodo de la ventana de periodo m. Por el Lema
1.5 para cada m € N existen ¢y, ¢om : [0,1] — Iy homeomorfismos tales
que ¢;,([0,1]), i € {1,2}, corresponde a la partes decreciente y creciente de
B3 respectivamente.

Asi, la sucesion de funciones ¢1,, ¥y ¢2,, convergen puntualmente a una
funcién continua @i ¥ P20, respectivamente.

Por construccion, ¢, U ¢os €s una parametrizacion de la curva limite
B, que intersecta a la diagonal en los parametros de Feigenbaum de las
ventanas de periodo n y 2n y la frontera de I en dos parametros distintos,
para demostrar que esta curva es un hueso solo resta probar la siguiente afir-
macion.

Afirmacion. Existe un parametro bicritico Feigenbaum, es decir, existe un
parametro tal que el omega limite de ambos puntos criticos pertenecen a un
atractor de Feigenbaum.

Del Lema 2.3.6 sabemos que el parametro bicritico en un hueso es el punto
critico de la curva en @), entonces para cada n € N existe una sucesiéon aco-
tada de parametros bicriticos (o, 8,) del hueso Bs,. Entonces, cada punto
limite existe y pertenece al interior de Iy dado que dicha sucesién es con-
vergente a un parametro « en la frontera de ) entonces d(«, A) = 0, donde



3. Huesos: definiciéon y propiedades 55

A = {(a,b) € I : a =b} lo cual es una contradiccion porque By, N A # (.

Por otra parte, por el Lema 3.3.2 sabemos que Fi,, ,) existe p,, € (0,4]
tal que Fl,, g,) es casi-simétricamente conjugado a f,, , con j, un pardmetro
superatractor de periodo n. Asi, para cadan € N p,, converge a un parametro
de Feigenbaum de lo que se sigue la afirmacion.

Por lo tanto, B,, es un hueso en la que una dindmica es un atractor de
Feigenbaum. A

Corolario 3.4.3 En la Q—familia existen parametros en los que coexisten
dos atractores de tipo Feigenbaum.

Demostracion: Por la Observacion 3.3.4 sabemos que para cada n € N
se satisface que el hueso By intersecta a By, por ende, para mostrar la afir-
macion basta mostrar que By, N Bs # (). Para cada n € N existe al menos un
parametro a,, tal que By, N Bg = a, esto implica que a, € Bs,, por Lema
3.4.2 se desprende que a,, — a,,, para un unico a,, € Q.

Por lo tanto, B, N Bg = a... Esto implica que en B, se realizan todas
las dinamicas, de lo que se sigue el lema. Il

3.5. Propiedad regular o estocastica
en la ()—familia

A continuacioén se investiga la propiedad regular 6 estocastica en los hue-
SOS.

Teorema 3.5.1 Si B, es un hueso de periodo 2n, entonces los pardmetros
requlares y estocdsticos son de medida total en el hueso. Mds atn, existe una
vecindad tubular del hueso, llamada carne, en la que los pardmetros requlares
y estocdsticos son de medida total.

Demostracioén: Si («, 5) € Ba,, entonces f, g tiene a lo més dos atrac-
tores Ay, Ay; tales que f,p |a, es casi-simétricamente conjugada a un ele-
mento de la familia logistica. Asi, A; es un atractor regular, estocéstico o tipo
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Feigenbaum.

Como A; y A no son simultdneamente atractores de tipo Feigenbaum,
y (a, B) € Ba,, entonces A; es un atractor regular de periodo 2n. Méas atn,
A1 corresponde a la cuenca de atraccion de una Orbita superatractora. Asi,
existe una vecindad V alrededor de (a, ) tal que todo elemento en V es
regular de periodo 2n.

Por el Teorema regular o estocastico de Lyubich, casi todo elemento en
la familia logistica es regular o estocastico. Por tanto, en Bs, se satisface el
teorema, y en la vecindad V se satisface por un argumento analogo. B

Teorema 3.5.2 Sean Bs, y Ba,, dos huesos que se intersectan en a lo mds
dos puntos «, (B tales que o corresponde al pardmetro bicritico. Entonces la
region acotada por la interseccion de los dos huesos, o su carne, es una region

de estabilidad.

Demostracion: Cuando los huesos By, v Bs,, son tangentes, el punto de
tangencia es el parametro bicritico. Asi, la region de estabilidad de los huesos
es estable. Por otra parte, cada elemento en la carne del hueso B, es regular
por definicién y los dos puntos en los que intersecta al hueso By, también
lo son. Mas atn, en la regiéon acotada por la interseccion de la carne de Bs,
y el hueso By, determina la region de estabilidad del hueso By,. Por lo que
la region acotada por el hueso By, v la carne es una regiéon de estabilidad.
Anal6gamente se sigue para la region acotada por la interseccion de la carne
del hueso Bs,, con Bs,.

Por otra parte, cuando los huesos son secantes y uno de los puntos de
interseccion es el punto bicritico.Lla demostracion de este caso se sigue del
caso anterior. ll



Capitulo 4

Diagrama de bifurcacion por hilos

En este capitulo mostraremos el Teorema regular o estocastico de Lyu-
bich. para pardmetros que no pertenecen ni a un hueso ni a su carme. Tam-
bién, daremos una descripcion de las regiones de estabilidad en el espacio de
parametros.

En el Capitulo 2, se mostré que el espacio de parametros de () se divide
en tres regiones, y que en cada una de ellas el comportamiento dindmico
es distinto. Comenzaremos estudiando la regién de unimodalidad, €2 que se
define como Q := {(a,b) : f, es unimodal}, véase Figura 4.1.

Figura 4.1: Region €2 en Q).

En la region () investigaremos las zonas de estabilidad, asi como, el com-
portamiento del diagrama de bifurcaciéon por hilos.

o7



4. Diagrama de bifurcacién por hilos 58

4.1. Nacimiento de bifurcaciones

En la region ) consideremos los hilos horizontales y los verticales, lo que
con lleva a la creaciéon de un rayado en el espacio de pardmetros, como lo
muestra la Figura 4.2.

Figura 4.2: Rayado en el espacio de parametros.

Cada fibra es una familia de funciones cuarticas unimodales y a un para-
metro, en la cual es posible estudiar su correspondiente diagrama de bifur-
cacion. El diagrama, contiene codificada la informacion dindmica de la familia
asociada al diagrama.

De la Figura 4.3 a la Figura 4.6 se observa que a medida que el valor del
hilo crece el diagrama asociado cambia y con ello el nimero de bifurcaciones.
Dicho comportamiento nos permite introducir la siguiente definicion.

Definicién 4.1.1  (a) Dada un hilo v en Q al diagrama generado por dicha
familia se le llama diagrama de raiz v, y se denotard por a,.

(b) Las ramas de un diagrama es el mayor periodo de una drbita supera-
tractora que tiene el diagrama, el orden de las orbitas es el dado por la
U —sucesion.

(c) La cispide de un diagrama corresponde al punto de interseccion de un
diagrama de raiz v con la linea l,4 0 1o, y que se denota por cus(v).
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Figura 4.3: Diagrama de bifurcacion para la fibra a=1.1.

Figura 4.4: Diagrama de bifurcacion para la fibra a=1.2.

Figura 4.5: Diagrama de bifurcacion para la fibra a=2.4.

Figura 4.6: Diagrama de bifurcacion para la fibra a=3.2.
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Rama

\I '>caspide

Figura 4.7: Diagrama de bifurcacion de raiz 3.5 y sus elementos.

(d) La clase de un diagrama es el valor de la entropia de la cispide del
MiSMo.

En la Figura 4.7 se puede apreciar un diagrama y sus elementos.

4.2. Los diagramas de bifurcacién como grafos

Para proseguir nuestro estudio debemos considerar al diagrama de bi-

furcacion como un grafo, para ello enunciaremos los siguientes teoremas de
Teoria de Grafos.

Definicién 4.2.1  (a) Un grafo dirigido G consiste en un conjunto V' de
vértices (o nodos) y un conjunto E de aristas (o arcos) tal que cada
arista e € FE se asocia con un par ordenado de vértices, véase Figura
4.8. 8i G es una grafo dirigido con vértices V' y aristas E, se escribe G

~ (V, E).

(b) Un grafo con nimeros en las aristas (como en la Figura 4.9) se llama
grafo ponderado.
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Figura 4.9: Grafo ponderado.
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(¢c) Un grafo G es conexo si dados cualesquiera dos vértices v y w en G,
existe una trayectoria de v a w.

(d) Sean Gy y G dos grafos. Diremos que Gy y Gy son isomorfos si existe
una funcion f biyectiva del conjunto de vértices de G al conjunto de
vértices de G que satisface lo siguiente: los vértices v y w estdn unidos
por una arista en Gy si, y solo si los vértices f(v) y f(w) estdn unidos
por una arista en Gs.

Con las definiciones anteriores enunciamos el concepto de drbol.

Definicion 4.2.2 Sea T un grafo. Diremos que T' es un drbol si, y solo st
T es un grafo conexo tal que para cualesquiera dos vértices u y v existe una
arista que une a u y v.

Definicién 4.2.3 Sean v € (0,2) y a, el diagrama de bifurcacion de raiz v.
Entonces asociado a a, existe un unico drbol T cuya raiz es v, los vértices
corresponden a los pardmetros de bifurcacion y las aristas corresponden a los
pardmetros entre dos pardmetros de bifurcacion.

Lema 4.2.4 Sean a, y a, dos diagramas tales que los valores de sus cispides
y ramas son finitos e iguales. Entonces a, y a,, son isomorfos.

Demostraciéon: Para la demostracion de este lema, basta considerar la
construccion anterior para cada diagrama, y la funcién biyectiva f se obtiene
de mandar aristas en aristas y vértices en vértices. B

Observacion 4.2.5 Ellema anterior nos dice que dos diagramas homeomor-
fos pertenecen a la misma ventana del diagrama con raiz horizontal cuatro.

Las Figuras 4.10 y 4.11 muestran dos diagramas de bifurcaciéon que son
homeomorfos.

Corolario 4.2.6 Ewiste una tinica sucesion creciente de diagramas {H,}, .
salvo homeomorfismo, tal que para todo n € N en H,, nacen dindmicas.

Demostracion: Sea n € N, y sea H,, el diagrama con cispide igual a
n, entonces existe una vecindad V alrededor de la ciispide tal que para todo
elemento en V las cuspides tienen valor n. Asi, en H,, y H; nacen las mismas
dindmicas y sus diagramas asociados son homeomorfos por el Lema 4.2.4. De
lo que se sigue la demostracion.ll
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Figura 4.10: Diagrama de bifurcaciéon para la fibra a = 0.9.

Figura 4.11: Diagrama de bifurcaciéon para la fibra a = 0.91.

4.3. La region de conexidad

La demostracion de los lemas anteriores, nos permiten estudiar el siguiente
conjunto.

Definicion 4.3.1 Al conjunto de pardmetros requlares de periodo m se le
llama conjunto de estabilidad de grado m.

Teorema 4.3.2 (Conexidad del conjunto de estabilidad) EI conjunto
de estabilidad de grado m para cualquier m € N es conezxo.

Demostracion: Por una parte, sabemos que dado cualquier hilo la dinami-
ca es ordenada. Por otra parte, para cualquier m tanto los elementos de la
orbita de periodo m como el eigenvalor A de la misma dependen de manera
continua de los pardmetros de lo que se sigue que la funcion dada por:

7y : Ul — Per[m, A,

donde Ul es el conjunto de parametros regulares en los hilos y Per[m, A] de-
nota una orbita de periodo m y eigenvalor A. La funciéon 7, es una funciéon
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monoétona creciente. Por lo tanto, si consideramos 7 y 7_; para cualquier m
obtenemos las regiones deseadas, la cual al estar contenidas en el espacio de
pardmetros y acotadas por una curva son conexas. ll

4.4. Convergencia de diagramas de bifurcacion
cn IQ

En esta seccion mostramos el teorema de convergencia de diagramas de
bifurcacion .

Teorema 4.4.1 El diagrama de bifurcacion de la familia unicritica {f... »}
b fijo y a € (0,4] converge en la métrica de Hausdorff al diagrama de bifur-
cacion de f.. o cuando b tiende a dos.

Demostracion: Por el Corolario 4.2.6 podemos considerar sin pérdida de
generalidad a un tnico elemento, C,, , de ctspide n, para todo n € N. Entonces
la sucesion C,, con n € N es una sucesion con las siguientes caracteristicas:

1. Para todo n, C, es un continuo.

2. Para todo n, nacen dindmicas de manera creciente.

Maés atin, se cumple que para todo x,, € C,, converge a un elemento x en Cy
considerando (R?, dg) como métrica, donde dg denota la métrica producto en
(0,4]2 y cualquier sucesién de elementos tiene una subsucesién convergente
y su limite en Cy de lo que se sigue la demostracion.ll

Observacion 4.4.2 Cabe mencionar que el teorema anterior solo es vdlido
para las regiones de Ig donde la QQ—familia es unimodal, para el subconjunto
de pardmetros en el cual la familia es multiodal el comportamiento es distinto
pues en esta region coexisten atractores.



Apéndice A

Topologia dinaAmica y teoria
ergoddica

A.1. Topologia dinamica

A lo largo de estas lineas asumimos que la bina (X,d) es un espacio
meétrico y que f: X — X es una funcién continua (respecto a la métrica
d.) La pareja (X, f) define entonces un sistema dinamico topoldgico al
cual aplicamos los conceptos que se expondran a lo largo de este apéndice.

Dicho esto, se presentaran los conceptos bésicos de dinamica topologica.

Definicion A.1.1 Un conjunto A C X se dice itnvariante hacia adelante

si f(A) C A.

Observacion A.1.2 Si A es un invariante hacia adelante, entonces f"(A) C
A, VneN.

Definicion A.1.3 Un conjunto A C X, se dice invariante si f(A) = A.

Definicién A.1.4 Sea x € X. El w—limite de z, denotado por w(x), es el
conjunto de todos los puntos a donde convergen subsucesiones de la orbita de
x.

Proposicion A.1.5 ([1], Lema 1.4) Sea x € X. El w—Ilimite de z, es un
congunto cerrrado e invariante hacia adelante. Mds aiun, si X es un conjunto
compacto, entonces w(x) es un conjunto compacto no vacio e invariante.

65
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Definicion A.1.6 Un conjunto compacto e invariante A se llama topologi-
camente transitivo si existe x € A tal que w(z) = A.

Definicion A.1.7 Sea A un conjunto topologicamente transitivo. A se dice
minimal bajo [ siw(x) = A, para todo x € A.

Observacion A.1.8 Elterminal minimal de la definicion anterior es apropia-
do dado que, la condicion de minimalidad implica que, para cada x € A, el
w—limite mds pequeno que contiene a x es el conjunto A,o en otras palabras
que A no contiene subonjuntos propios no vacios, compactos e invariantes.

Definicion A.1.9 Un conjunto compacto e invariante A se llama Liapunov
estable si, para cada vecindad abierta U de A, ewiste una vecindad abierta

V C U tal que f"(V) C U para todo n € N.

Definicion A.1.10 Un conjunto compacto e invariante A se llama asin-
toticamente estable si es Liapunov estable y existe una vecindad W de A
tal que w(x) C A para todo x € W.

A.2. Teoria ergoédica

Definicion A.2.1 Una medida invariante p es una medida de probabi-
lidad definida sobre el dlgebra de Borel de X tal que u(f~*(B)) = u(B)
para cualquier conjunto medible B. Si f~'(B) = B ( méd 0) implica que
w(B) =0 o 1, entonces u es ergodica.

Observacion A.2.2 1. La notacion A = B mdéd 0 significa que la difer-
encia simétrica AAB tiene p—medida cero.

2. En la literatura, a las funciones f también se les llama f-invariantes.

Observacion A.2.3 Si (X, d) es un espacio métrico compactoy f : X — X
es una funcion continua, existe al menos una medida ergodica cuyo soporte
es X, el lector interesado puede consultar [26], [11], o [44]. Recordemos que
el soporte de una medida es el subconjunto cerrado mds pequeno de X de
medida total, véase [35].
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En lo sucesivo solo consideraremos medidas invariantes por las razones
que se explican a continuaciéon. Dado que se desea estudiar las propiedades
estadisticas y probabilistas de las 6rbitas generadas por un sistema dinamico,
se necesita calcular promedios en el tiempo. De hecho, algunas propiedades
bésicas como los exponentes de Liapunov (mide el promedio de divergencia
de orbitas cercanas) o la entropia métrica (mide el promedio de la informa-
cion generada por las observaciones de un sistema) pueden ser vistos como
promedio de tiempo.

Maés especificamente, con frecuencia se desea dar una respuesta total a
la siguiente pregunta: ; Con qué frecuencia una 6rbita visita una region dada?.

Para formular esta pregunta de manera mas precisa, se considera una
transformacion f del espacio X, que preserva la medida u, y sea A un ele-
mento de la o—algebra de X. Entonces definimos:

Vi(x) =nof{i:0<i<n,fi(zx) € A} (A.1)

1

v, = —Vo(2), x € X, (A.2)
n

donde no.{-} denota al nimero de elementos en el conjunto. Asi, V,,(z) de-

nota el nimero de visitas de un conjunto A después de n iteraciones.

Ahora si consideramos n suficientemente grande, nos gustaria saber cuan-
do el limite

0(x) = limy—00vn () (A.3)

existe. La existencia de este limite se desprende de un resultado de Teoria
Ergodica, conocido como el Teorema Ergédico de Birkhoff-Khinchin
(B-K). En términos generales el Teorema B-K establece que, si f preserva
una medida p y g es cualquier funciéon p—integrable en X, entonces el limite

lim 23" f(g @) = F) (A4)

existe para p—casi todo punto z € X, f(z) es integrable y f(g(z)) = f(z),
donde esté definida.
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Observacion A.2.4 Si escogemos f = xa, donde x4 denota a la funcion
caracteristica de A, entonces + S f(gH(x) = valx) y por ende el Teore-
ma B-K garantiza la existencia del limite A.J,para p—casi todo punto v € X.

Una vez estbalecido el Teorema B-K, es posible dar una definicion alter-
nativa a medida ergodica a saber:

Definicion A.2.5 Una medida i1 es ergodica si la funcion f definida en el
Teorema B-K es una constante.

Una demostracion de la equivalencia entre la Definicion A.2.1 y la Defini-
cion A.2.5, puede consultarse en [11].

A.3. Consecuencias topolégicas y dindmicas

Proposiciéon A.3.1 ([1], Proposicién 1.3.3) Sea A C X un conjunto com-
pacto e invariante. Sea (1 una medida soportada en A; denotemos por S, C A
a su soporte. Entonces:

(a) S, es un conjunto compacto e invariante.

(b) Si ademds suponemos que p es una medida ergddica, entonces S, es
topologicamente transitiva.

Ahora presentamos dos resultados que proveen caracterizaciones de la es-
tabilidad de Liapunov y de estabilidad asintotica en términos de propiedades
de vecindades de un conjunto compacto e invariante A.

Lema A.3.2 ([1], Lema 1.3.8) Sean X un espacio métrico localmente com-
pacto, f: X — X una funcion continua y A un conjunto compacto e invari-
ante Liapunov bajo f. Entonces cualquier vecindad abierta U de A contiene
una vecindad W invariante hacia adelante de A.

Lema A.3.3 ([1], Lema 1.3.9) Sean X un espacio métrico compacto, f :
X — X una funcion continua y A un conjunto compacto e invariante. En-
tonces A es asintdticamente estable si, y solo si X tiene una base de vecin-

dades compactas {WyYaes tal que f(W,) C Wy y N2 f"(W,) = A.
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A.4. Atractores

En este apartado generalizaremos el concepto de punto fijo atractor, dire-
mos que un conjunto compacto C' C X es un atractor si existe un con-
junto abierto U que contiene a C'y f(U) € Uy C = N, f*(U). Se
sigue que f(C) = C, dado que f(C) = N, f"(U) C C; por otra parte,
C=m, f"(U) = f(C), porque f(U) C U. Mas ain, la oérbita de cualquier
x € C converge a C, esto es, para cualquier vecindad abierta que contenga
a C, existe N > 0 tal que f"(x) € V para todo n > N. Para ver es-
to, observamos que X esta cubierto por V' junto con los conjuntos abier-
tos X \ f*(U), n > 0. Por compacidad, existe una subcubierta abierta
finita y dado que f(U) C f*"Y(U), concluimos que existe N > 0 tal que
X =V U(X\ f0)) para todo n > N. Asi, f*(x) € f*(U) C V, para todo
n> N.

La cuenca de atraccion de C es el conjunto BA(C) = f~"(U).

Un conjunto abierto U tal que U es compacto v f (U ) C U es llamado
una region de atrape para f. Si U es una region de atrape para f, entonces
Np>of™(U) es un atractor.

Los ejemplos més sencillos de atractores son: la cuencas de atracciéon de
los puntos fijos atractores y los ciclos atractores.

Muchos sistemas dindmicos no tiene atractores tan simples, como es el
caso del atractor de Lorenz, véase [22]. Para este sistema dinamico la region
de atrape contiene al cero pero no a los dos puntos repulsores. El atractor
contenido en U es llamado el atractor de Lorenz para mayor informacion
sobre este atractor el lector interesado puede consultar [45].

En términos puramente topoldgicos, esta es la definicion mas utilizada
en la literatura de Sistemas Dindamicos. Sin embargo, existen algunas otras
definiciones de atractor en las que se incorporan y eliminan condiciones de
estad definicién, las cuales comenzamos a presentar a continuacion.

Definicion A.4.1 Sea X un espacio métrico compacto y f un endomorfismo
continuo de X. Un conjunto compacto e invariante A se llama un atractor
asintoticamente estable si:
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(a) A es asintoticamente estable.

(b) A es topoldgicamente transitiva.

Teorema A.4.2 ([1], Teorema 1.4.6) Sean X un espacio métrico local-
mente compacto y localmente conexo y f un endomorfismo continuo de X.
Supongamos que A es un atractor asintoticamnte estable para f. Entonces A
consta de una cantidad finita de componentes conexas las cuales son ciclica-
mente permutadas.

Las siguientes definiciones de atractor fueron propuestas por Milnor en
[29], las cuales conjugan Topologia y Teoria de la Medida.

Definicion A.4.3 Sean X una variedad de dimension finita y f un endo-
morfismo continuo de X y pu una medida de Borel equivalente a la medida
de Lebesgue. Un conjunto compacto e invariante A C X se dice que es un
atractor minimal de Milnor si:

(a) su cuenca de atraccion B(A) tiene medida positiva;

(b) no existe ningiin subconjunto propio A° C A tal que B(A") y B(A)
difieren por un conjunto de p medida cero.

Definicion A.4.4 Sean X una variedad de dimension finita y f un endo-
morfismo continuo de X y u una medida de Borel equivalente a la medida de
Lebesgque. Un conjunto compacto A C X compacto e invariante se dice que
es un atractor minimal de Mzilnor si:

(a) su cuenca de atraccion B(A) tiene medida positiva;

(b) no existe ningiin subconjunto propio A° C A tal que B(A') tiene u
medida positiva.

Observacion A.4.5 Una conjetura inmediata entre las distintas definiciones
de atractor es que los atractores asintoticamente estables son atractores min-
imales de Milnor. De hecho, la motivacion para la definicion de atractores
minimales de Milnor fue generalizar el concepto de cuenca de atraccion des-
de un punto de vista puramente topologico a punto de vista de Teoria de la
medida. La situacion, sin embargo, es mds sutil de lo que parece. La cuen-
ca de un atractor asintoticamente estable es abierta y asi es un conjunto de
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medida positiva, véase [17]. La condicion (a) de la Definicion A.4.3 es asi
satisfecha. Sin embargo, hasta el momento no se ha probado que la transitivi-
dad topologica implique la condicion (b). La razon es que estdn definiciones
se enmarcan en el contexto topoldgico y en el contexto de medida, respecti-
vamente. Sin embargo, los conceptos dual de categoria de Baire y medida de
Lebesgue son campos independientes, véase [32].

La siguiente definicién no introduce un nuevo concepto de atractor, es
méas un especializacion de la definicion de Milnor a un caso de particular
interés.

Definicion A.4.6 Un conjunto compacto e invariante A es esencialmente
asintoticamente estable o un atractor Melbourne si existe un conjunto
C' tal que, dada una vecindad U de A y para cualquier o € (0,1), existe una
vecindad V C U de A tal que:

(a) todas las orbitas que inician en V\C' permanecen en U y son asintdticas

a A,

(b) A()\‘?‘\/?) > «, donde X\ denota a la medida de Lebesgue.

Dados un atractor de Milnor A para un endomorfismo continuo f : X —
X de una variedad compacta X, consideremos el promedio de Birkhoff de
una funcién continua ¢ : X — X sobre la érbita que comienza en x :

L(6.2) = lim 3 6(7(x)).
=0

Supongamos que el limite existe y es independiente de x para casi todo
elemento en B(A) o, al menos, en un subconjunto B C B(A) de medida
positiva. Entonces L es un funcional lineal continuo en C(X,R.) Mas ain,
es positivo y normalizado. Por el Teorema de representacion de Riesz define
una Unica medida de probabilidad u tal que

1
lim —
n—oo 1

> olr' @) = [ odn) (A5

para todo ¢ € C(X,R) y casi todo # € B. Esta consideracion es la base de
la siguiente definicion.
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Definicion A.4.7 Sean X un espacio localmente compacto y f un endomor-
fismo compacto de X que admite un atractor minimal de Milno. Si existe una
medida ergodica p cuyo soporte es A y tal que la Ecuacion A.5 se satisface
para todas las funciones continuas ¢ y casi todo x € B, donde B es un con-
gunto de medida positiva de Lebesgue, entonces p es llamada una SBR y A
un atractor SBR.



Conclusiones

El presente trabajo doctoral tuvo como objeto a la @Q—familia o fa-
milia logistica alternada, la cual es una familia de funciones de derivada
Schwarziana negativa a dos pardmetros. En esta familia se investigo la ex-
istencia de medidas SBR, via la existencia de medidas absolutamente conti-
nuas.

Ademas, se probd que los parametros estocasticos forman un conjunto de
medida de Lebesgue positiva, con lo cual se prueba la validez del Teorema
de Jakobson para sistemas dinamicos alternados reales, y en general, para
sistemas dinamicos fibrados.

La generalizacion del Teorema de Jakobson para la familia alternada,
permite conjeturar en la ()—familia la propiedad de regular o estocastico.
Respecto a esta conjetura se ha obtenido una respuesta parcial, con la ob-
tencion de los siguientes resultados:

1. La existencia de parametros tipo Feigenbaum.

2. Una descripcion cualitativa de los atractores que coexisten en esta fa-
milia.

3. La medida de los pardmetros regulares y estocéasticos en algunas sub-
regiones de Ig.

Falta mostrar la propiedad de regular o estocastico para el espacio de
parametros en su totalidad. Por otra parte, otro aspecto interesante a inves-
tigar en esta familia es, usando técnicas reales la demostracion de la conjetura
de Fatou, es decir, demostrar que los parametros regulares forman un conjun-
to abierto y denso en el espacio de parametros, para ello es necesario estudiar
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la combinatoria de los pardmetros de Feigenbaum en Ij.

Mas atin, en lo concerniente a las medidas SBR en la ()—familia se conje-
tura que si dos parametros iy y pe son estocasticos, entonces su composicion
alternada es un parametro estocastico y el coeficiente de densidad de la me-
dida es el producto de los coeficientes de densidad de la medida de p; y

H2-
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