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Introduccion

as enfermedades que afectan tanto a la poblacién de humanos como a la poblacién de

animales han sido y siguen siendo un problema prioritario de salud publica en todo el

mundo. Las matematicas junto con otras disciplinas juegan un papel importante en el
entendimiento de la dindmica de las enfermedades, en particular la modelacién matematica
ha sido una herramienta indispensable para entender, predecir y controlar las enfermedades
emergentes y reemergentes.

El trabajo de investigacién estd enfocado en la modelacién matematica de enfermedades
transmitidas por vectores, cuyo interés principal se centra en el estudio de la enfermedad
transmitida por el mosquito Aedes aegypti; dengue. En el presente trabajo, hemos planteado
modelos matematicos para la dindmica de transmisién, incidencia del dengue y movimiento de
ciertos criaderos del mosquito Aedes aegypti. Ademas, presentamos estrategias para el control
del mosquito, para lo cual planteamos un modelo matematico para la dinamica del ciclo de vida
del vector transmisor de la enfermedad, en el cual incorporamos control mecanico y quimico en
las dos fases de desarrollo; acuatico y adulto. En dichos modelos se han considerado dos aspectos
fundamentales en la dinamica de la enfermedad; la estacionalidad y la diapausa. Los modelos
matematicos presentados nos permiten establecer la relacién que existe entre la incidencia del
dengue y la densidad del mosquito Aedes aegypti.

Para cumplir nuestros objetivos este trabajo de investigacién esta dividido en cinco capitulos,
en el primer capitulo presentamos los aspectos generales de la enfermedad.

En el segundo capitulo, se plantea un modelo matematico con retraso para la dinamica del
dengue en un estado endémico. Para modelar la enfermedad en la poblacién de humanos se ha
utilizado un modelo tipo SIR (Susceptible, Infectado y Recuperado), y para la dinamica del ciclo
de vida del mosquito Aedes aegypti se ha utilizado un modelo tipo SI (Susceptible e Infectado),
en el cual se han considerado las dos etapas de desarrollo en el ciclo de vida del vector; la fase
acuatica (huevo, larva, pupa) y la fase aérea o imago.

El modelo tipo SIR-SI se construye con base en supuestos basicos de la dinamica de la en-
fermedad en los humanos y vectores, produciendo un sistema de siete ecuaciones diferenciales
con retardo. El modelo del estado endémico se puede reducir a un modelo de seis ecuaciones
diferenciales, para posteriormente desacoplarlo en un sistema de dos y cuatro ecuaciones di-

ferenciales, respectivamente. El primer sistema estd asociado a la dinamica del ciclo de vida



del mosquito Aedes aegypti en sus dos fases de desarrollo. El segundo sistema corresponde a
la dindmica de la enfermedad, el cual considera a la poblacién de humanos y a la poblacién de
vectores infectados en sus dos etapas de desarrollo; acuatica y aérea. Se presenta el analisis
cualitativo de los sistemas, ademaés se presentan las condiciones de estabilidad para las estados
estacionarios.

En el tercer capitulo introducimos un modelo matematico que incluye estacionalidad y
diapausa, dos factores importantes en la dinamica de la enfermedad del dengue. Se presenta el
analisis numérico del sistema de dos ecuaciones correspondiente a la poblacién de vectores.

En el capitulo cuatro se construye y analiza un modelo matematico para la dinamica del
dengue, el cual estd enfocado en la movilidad de los criaderos en estado de diapausa. Se realiza
un andlisis que considera cuatro posibles escenario, la introduccion del vector a una nueva region,
la aparicién de un brote de dengue, la induccién y mejora de un estado endémico, el comercio de
neumaticos como una medida de control de la enfermedad, apariciéon de la enfermedad en una
nueva regién libre de ella por el movimiento de neumaticos ,y finalmente, se presenta un caso de
estudio con datos de la movilidad de neumaticos de Puerto Rico.

Por otra parte, en el capitulo nimero cinco se construyen dos modelos con control 6ptimo para
el ciclo de vida del mosquito Aedes aegypti. Debido a que no existe una vacuna para la enfermedad
del dengue, la forma mas efectiva de reducir las infecciones por dengue consiste en reducir la
poblacion de vectores mediante el uso de larvicidas y adulticidas, asi como también la eliminacién
de ciertos criaderos del vector.

En el modelo para el ciclo de vida del mosquito hemos introducido dos tipos de controles;
quimico y mecanico. El primer control consiste en aumentar la mortalidad de la poblacién de
vectores tanto en la etapa de desarrollo acuatica como en la aérea mediante la aplicacién de
larvicidas y adulticidas, respectivamente. En el segundo control; mecanico, nos permite reducir el
numero de lugares disponibles para que el mosquito oviposite.

Usando teoria de control 6ptimo determinamos la existencia, unicidad y caracterizacién del
control 6ptimo. Ademas, presentamos diversas estrategias para la implementacién de los dos tipos
de control, en la cual desarrollamos una metodologia para determinar la mejor combinacién de
los diferentes tipos de control realizando un anélisis de costo-beneficio. Finalmente presentamos
los efectos del control del mosquito en la incidencia del dengue.

Por 1ltimo presentamos las conclusiones de este trabajo.
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CAPITULO

Dengue

1.1. Introduccion

lo largo de la historia de la humanidad, las epidemias han sido una de las principales
preocupaciones para el ser humano, ya que diversas enfermedades se extendieron rapi-
damente asolando a poblaciones enteras provocando cambios demograficos considerables.

La epidemiologia teérica tuvo un crecimiento exponencial gracias a los trabajos desarrollados
por Koch, Pasteur, entre otros. Este avance permitié conocer los mecanismos de transmisién
fisicos involucrados en una enfermedad, lo cual facilit6 el desarrollo de modelos matematicos
para explicar la propagacién de una enfermedad en una poblacién [8].

Los primeros intentos que se dieron para modelar matematicamente la propagacién de una
enfermedad fueron realizados en 1760 por el matematico Daniel Bernoulli, quien present6 un
modelo matematico para estudiar la efectividad de la técnicas del calculo de variaciones aplicados
al estudio de la viruela, dicho planteamiento surgié de un problema real y sus conclusiones
se relacionaron con acciones practicas que influyeron en las politicas de salud de esa época
[8]. Hammer en (1906) postulé que el curso de una epidemia depende de la tasa de contactos
entre individuos susceptibles e infectados, esta idea se convirtié en uno de los conceptos mas
importantes en la epidemiologia matematica, la ley de accién de masas de la epidemiologia, la
cual postula que la tasa a la cual una enfermedad se propaga es proporcional al nimero de
individuos susceptibles por el nimero de individuos infecciosos [8}, [82]].

Ronald Ross, durante sus investigaciones de incidencia y control de la malaria, desarroll6
un modelo matematico para la malaria, demostré que al reducir la poblacién de mosquitos la
enfermedad desapareceria, este trabajo fue galardonado con el premio Nobel en Fisiologia y

Medicina . Por otra parte, Kermack y McKendrick en 1927 presentaron un modelo matematico
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CAPITULO 1. DENGUE

donde introdujeron generalidades como lo son: las tasas variables y de recuperacion, y el resultado
més importante obtenido en su trabajo es el teorema del umbral, el cual postula que la densidad
de individuos susceptibles debe superar un valor critico para que un brote epidémico se produzca
[8, 82].

En el siglo XIX se le empieza a prestar atencion a las enfermedades causadas por vectores, en
especial a las enfermedades transmitidas por mosquitos, que son los causante de enfermedades
como el paludismo, fiebre amarilla, malaria, dengue, entro otras. En el siglo XX se da a conocer la
etiologia viral y los mecanismos de transmision de la enfermedad del dengue. El primer registro
probable de dengue, proviene de una enciclopedia médica clinica de la dinastia Chin de 265 a 420
d.c., se le llamo veneno de agua y se le atribuia a insectos voladores asociados al agua. En 1789
se presenta el primer reporte donde por primera vez se utiliza el término fiebre rompehuesos por
los sintomas que se presentan [46]. En 1906 se descubri6 su transmision por Aedes aegypti, en

1918 fue comprobada y en 1944 se logré el aislamiento de su agente causal [46].

Asi pues, las enfermedades transmitidas por vectores constituyen uno de los problemas mas
importantes y prioritarios de salud publica, en especial el dengue, ya que se ha extendido a
muchos paises que anteriormente no tenian este problema, ya que en 1950 solo nueve paises
reportaban dengue y en la actualidad se encuentra en mas de 100 paises. Por ello, el dengue
es la enfermedad con mayor repercusion en los humanos, transmitida por artrépodos [93]. Mas
aun, dadas las condiciones que necesita el mosquito para su supervivencia y reproduccion, la
enfermedad se ha vuelto endémica en las zonas tropicales y subtropicales, lo cual representa a
una poblaciéon aproximada de 2.5 millones de personas que se encuentran en riesgo de contraer

dengue [93]].

1.2. Caracteristica de la enfermedad del dengue

El dengue es la enfermedad viral aguda mas importante de los humanos transmitida por
artrépodos, siendo el mosquito vector hembra Aedes aegypti el principal transmisor de la
enfermedad [93]], también el mosquito Aedes albopictus es capaz de transmitir la enfermedad.

El dengue es causada por la picadura de un mosquito hembra infectada por cualquiera de
los serotipos DENV-1-DENV-4. El agente etiolégico es el Denguevirus (DENV), el cual ha sido
agrupado con base a criterios clinicos, biolégicos e inmunolégicos en cuatro serotipos DENV-1,
DENV-2, DENV-3 y DENV-4, recientemente, se ha mencionado la existencia de un 5° serotipo
[91]l. El virus del dengue pertenece al género Flavivirus, familia Flaviviridae, que incluye otros
virus como el de la fiebre amarilla, la encefalitis, entre otros [44]. Los cuatro serotipos del dengue
se encuentran antigenamente relacionados, pero se distinguen lo suficiente como para que la
infeccién causada por un serotipo confiera inmunidad para el serotipo que afecta a la persona en
la epidemia. A corto plazo la inmunidad cruzada contra los otros serotipos se desarrolla, pero solo

dura unos cuantos meses. Por tanto, teéricamente una persona puede tener cuatro infecciones
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1.2. CARACTERISTICA DE LA ENFERMEDAD

de dengue, una por cada serotipo [44]; sin embargo en la practica se observa que cuando existe
un brote epidémico, en el medio ambiente sélo circula un serotipo a la vez, aunque en zonas
endémicas se observa la presencia de mas de un serotipo lo cual favorece la aparicion de cuadros

hemorragicos.

1.2.1. Descripcion del vector Aedes aegypti

El Aedes aegypti es originario del continente Africano, se conocen tres variedades principales,
el Aedes aegypti tipo A, Aedes aegypti ssp. formosus 'y Aedes aegypti variedad queenslandesis.
La variedad del tipo A es la que se encuentra distribuida en todo el mundo y probablemente la
que existe en México, la variedad formosus solo se encuentra en ciertas regiones africanas y se
diferencia por su taxonomia y biologia selvatica [84]]. Mientras que el vector Aedes albopictus es
de origen Asiatico, se distribuye desde Japén, Corea, y las islas del pacifico sur de Asia hasta

algunos paises europeos [84].

Figura 1.1: Mosquito Aedes aegypti.

El Aedes aegypti tiene una amplia distribucién en las zonas tropicales y subtropicales, se
localiza en areas que se encuentren a una altitud menor a 1200 msnm. En América la mayor
altitud registrada con presencia de Aedes aegypti corresponde a Colombia con 2200 msnm. En el
caso del mosquito Aedes albopictus (Tigre Asiatico) que es de origen Asiatico, se ha comprobado
que su introduccion en América fue a través de la importacion de llantas usadas procedentes de
los paises Asiaticos, que contenian huevecillos en diapausa y fue introducido a México a través de
los Estados Unidos en 1985 [84, 131], /45| 160), [84].

Dadas las condiciones minimas de supervivencia que necesita ambas especies, y debido a
la resistencia que presenta a la inanicién y desecacion, los hace mosquitos de presencia muy
comun y continua, asi como de elevadas densidades poblacionales durante las épocas lluviosas

con temperatura y humedad estables [84].

1.2.2. Ciclo de vida

Los mosquitos Aedes aegypti y Aedes albopictus son holometabolos, por tanto presentan dos

etapas bien diferenciadas en su ciclo de vida. La fase acuatica que corresponde a los estadios
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inmaduros (huevo, larva y pupa) y la fase aérea que corresponde al mosquito maduro o imago.
= Fase acuatica.

La fase acuatica comprende la evolucién de los tres estadios inmaduros; huevo, larva y pupa.
Los huevecillos de Aedes aegypti son depositados por las hembras en las partes humedas de
los criaderos, es importante hacer notar que los huevecillos son resistentes a la desecacién por
varios meses (diapausa), por lo que las formas larvarias y adultos pueden desaparecer cuando
los criaderos se secan y reaparecer cuando los criaderos se mojan. La diapausa permite la
presencia de periodos sin mosquitos y su reaparicion en épocas de lluvias, también permite el
desplazamiento de los criaderos secos a lugares alejados del sitio original. El tiempo promedio de
maduracién es de 1 a 3 dias, siempre y cuando estén himedos y a una temperatura entre 25 y
30°C [84].

Las larvas tiene cuatro fases evolutivas inmaduras o estadios (estadio I, II, III y IV). La
duracion de los cuatro estadios larvarios en condiciones 6ptimas es de 5 dias en promedio, la
escasa alimentacion no impide la supervivencia de las larvas debido a que presentan mecanismos
de almacenamiento de nutrientes [84].

El periodo larvario se puede prolongar si se disminuye la temperatura por debajo de los 16°C,
si la larva se mantiene en estas condiciones por mas de 24 horas morira, por el contrario si se
aumenta la temperatura hasta 34°C se obtendra un desarrollo méas rapido, pero su maduracién

se afecta a temperaturas mayores, muere si sobrepasa los 40°C.

QUARTO ESTADIO
DA LARVA

Figura 1.2: Estadios inmaduros del mosquito Aedes aegypti.

La dltima fase evolutiva acuatica de la larva corresponde al estadio IV en el cual se transforma
en pupa, que se caracteriza por tener una forma de coma; la pupa esta envuelta en un exoesqueleto
queratinoso impermeable y corresponde a la maduracién del nuevo adulto o mosquito y tiene una
duracién aproximada de 1 a 2 dias [84]]. Durante esta etapa no se alimenta y permanece mucho

tiempo en la superficie del agua respirando.
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El tiempo total del periodo acuéatico tiene una duracién de 7 a 10 dias aproximadamente, pero
puede prolongarse a mas del doble de tiempo, cuando la temperatura disminuye o los alimentos
son escasos, o bien se reduce hasta 5 dias cuando hay alimento y la temperatura oscila entre los
25y 34°C [84].

Aedes albopictus presenta una fase acuatica similar a la del Aedes aegypti, aunque las larvas
y pupas de Aedes albopictus resisten bajas temperaturas. El promedio total de la fase acuatica
es similar a la del Aedes aegypti si se mantienen las condiciones antes mencionadas, pero puede
llegar a ser hasta 3 semanas si la temperatura varia entre 14 y 18°C. En la figura 1.2 podemos

observar la evolucién de los estadios inmaduros del mosquito Aedes aegypti.
= Fase aérea: mosquito adulto o imago.

La fase aérea que corresponde al adulto o imago del Aedes aegypti inicia cuando emerge de la
ultima fase acuatica (pupa). El mosquito es facil de reconocer por los colores y manchas que son
caracteristicas de su especie, como se puede observar en la figura 1.1.

El Aedes aegypti en condiciones naturales sobrevive en promedio de 15 a 30 dias, se alimenta
aproximadamente cada 3 dias. La variacién de la temperatura, humedad, y la altitud pueden
variar los rangos del ciclo de vida de los mosquitos, a temperaturas inferiores a los 4°C y
superiores a los 40°C no sobreviven [84]. En la figura 1.3 podemos observar el ciclo completo del

mosquito Aedes aegypti.

¥ = adulio
LM
o

Crvaiad Mok, wivwisobemlificalin Dalor oo

Figura 1.3: Ciclo de vida del mosquito Aedes aegypti.

» Criaderos.

Los cuerpos de agua donde se lleva a cabo la fase acuatica del mosquito Aedes aegypti y
Aedes albopictus son cominmente 1lamados criaderos. En general son producidos por el hombre y
ubicados dentro o en la periferia de las casas. Todo recipiente capaz de contener agua y con la

presencia del mosquito puede convertirse en criadero.
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El nivel socioeconémico es un aspecto que determina el tipo de criaderos que se pueden
encontrar en los domicilios, ademéas aspectos como una inadecuada infraestructura urbana
basica como lo son los servicios de agua potable, recoleccion de basura producen las condiciones
favorables para la presencia del mosquito Aedes aegypti. Estas son algunas de las razones por
las cuales se presentan variaciones en las densidades de mosquitos, claro sin olvidar los cambios
climaticos.

La hembra Aedes aegypti deposita sus huevecillos alrededor de las partes himedas de los
cuerpos de agua. Tiene preferencia a ciertos tipos de criaderos para realizar la oviposiciéon, ésta
depende de su oxigenacion, temperatura, humedad, disponibilidad de alimento, luz, capacidad y
estabilidad del agua, color y olor, entre otros aspectos [84].

El Aedes albopictus tiene criaderos similares al Aedes aegypti, pero prefiere aguas mas
obscuras y con cierto material organico, a pesar de que no se han realizado observaciones
adecuadas para caracterizar sus habitats se cree que esta especie de mosquito aprovecha los

criaderos naturales.

1.2.3. Alimentacion y reproduccion

La etapa adulta es una fase en la vida del insecto especializada en la alimentacién, reproduc-
cién y dispersion. El ciclo de vida del mosquito adulto o imago se ve afectada por aspectos como
el clima, humedad y temperatura ya que condicionan sus habitos alimenticios, de reproduccién
y de reposo (endofilia o exofilia). Una vez que el mosquito hembra Aedes aegypti ha emergido
de la dltima fase acuatica realiza su primer alimentacion entre las primeras 20 y 72 horas, las
subsecuentes alimentaciones se realizan en promedio cada 3 dias con el objetivo de completar el
ciclo gonotrafico [84].

La hembra Aedes aegypti se alimenta de sangre de mamiferos, roedores y aves (hematéfago);
que detectan por estimulos visuales, movimientos, tamaio, humedad, olor (secrecién de la piel),
temperatura de la piel, concentracion de diéxido de carbono, entre otros.Prefiere realizar sus
actividades alrededor del hombre (antropofilico) y alimentarse de su sangre. Los machos se ali-
mentan de néctares de plantas que se encuentran a su alrededor. Generalmente el apareamiento
se realiza cuando la hembra busca alimentarse, por ello los machos se posan sobre los animales de
los que se alimenta la hembra; una vez finalizada la cépula e inseminada la hembra, el esperma
que obtiene es suficiente para fecundar todos los huevecillos que produce durante su existencia
no aceptando otra inseminacién adicional, incluso no teniendo mas contacto con machos debido a
la presencia de la espermateca [84]].

Después de la alimentacion con sangre; si es exitosa, una hembra puede producir entre 50 y
100 huevecillos en cada ovipostura, si la alimentacién es escasa se producen menos huevos por
lote y si la alimentacion es muy reducida no las produce. La hembra gravida busca un sitio con
agua en donde poner los huevos los cuales los distribuye en diferentes criaderos [84]].

En el caso del mosquito Aedes albopictus su alimentacion es antropofilica y exofagica, el radio
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de desplazamiento es de 200 metros alrededor de los criaderos, se alimentan una sola vez en cada
ciclo gonotréfico y el lapso de ovipostura es de 4 a 6 dias. En ocasiones prefiere alimentarse de
animales de sangre fria, a diferencia de Aedes aegypti produce una cantidad mayor de huevecillos
y sobrevive mas tiempo de 4 a 8 semanas, se ha observado que la hembra sobrevive mas tiempo
que el macho y resiste las variaciones de temperatura y humedad ambiental. Prefiere los criaderos

naturales; axilas de los arboles, hojas de las plantas, huecos de rocas entre otros [88].

1.3. Prevencion y control de la enfermedad del dengue

La diseminacién de la enfermedad esta asociada indirectamente al desplazamiento de un
individuo infectado de un lugar a otro, y sobre todo el factor mas importante es la expansién del
mosquito en su forma inmadura (huevecillo) lo cual ha ocurrido por el comercio de neuméaticos
usados, en donde facilmente se acumula agua de lluvia. Estos son algunos aspectos que han
facilitado la expansién del mosquito a lugares donde anteriormente no se observaba [22, [31]]. El
dengue se ha expandido tanto en areas rurales como urbanas, debido al crecimiento rapido de la
poblaciéon, la migracién rural-urbana, una inadecuada infraestructura urbana basica como lo es
la deficiencia de servicios basicos como el agua potable, asi como en el aumento del volumen de
residuos sélidos como lo son plasticos, llantas, latas y otros articulos que sirven como habitat de
las larvas y que han propiciado condiciones favorables para una presencia continua del mosquito
y una posible epidemia.

Uno de los principales obstaculos para los programas de control de vectores es la resistencia
del Aedes aegypti en su fase inmadura a la desecacién, ademés permiten la posibilidad de que
sean transportados a grandes distancias en recipientes secos. Aunque existiera una eliminacién
exitosa de los adultos y de larvas podria haber una reinfestacion a través de los huevos que se
encuentren en estado latente.

Puesto que hasta la fecha no se cuenta con una vacuna segura, eficaz y econémica para la
enfermedad del dengue, la principal manera de enfrentar la enfermedad es mediante el control de
vectores y usando medidas preventivas esta iltima es aplicada principalmente en los humanos,
pues los brotes epidémicos son prevenibles si la poblacion mantiene viviendas, edificios, centros
de trabajo libres del vector, el uso de mosquiteros en puertas, ventanas y sobre todo el uso de
mosquiteros para dormir en zonas endémicas asi como también aplicar una cantidad moderada
de algin repelente contra insectos en la piel, estas son algunas medidas preventivas que la
poblacion humana puede tomar para evitar las picaduras del mosquito.

El control de la transmision del virus del dengue depende por completo del control del
mosquito Aedes aegypti, la forma mas apropiada de controlarlo es mediante la eliminacién de los
habitats de los mosquitos (control mecanico) o la implementacion de larvicidas y adulticidas en
la poblacién acuatica y aérea del mosquito (control quimico), existen otro tipos de controles que

se encuentran explorando en la actualidad, tal es el caso del control genético; introduccién de
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mosquitos machos estériles en la poblacién y el control biolégico; introduccion de depredadores

naturales del mosquito es su etapa acuética.
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CAPITULO

Modelo matematico para el estado

endémico

2.1. Introduccion

odelos matematicos han sido usados para estudiar el impacto de la transmisién me-

cdnica del dengue en la poblacién huésped-vector [35]. Algunos modelos incluyen

transmision vertical y periodos de maduracién [11] 18, 19, 20, 511, . Otros modelos se
han enfocado en estudiar la relacién entre dos serotipos y su coexistencia [36, [38], considerar a la
poblacién humana variable [34], poblacién humana constante y poblacién de vectores variable
[33]. La importancia de la estructura de la poblacién ha sido estudiada en modelos que dividen a
la poblacién humana de acuerdo a estructura de edades y condicién fisica [72, [73]. Trabajos rela-
tivamente recientes han explorado la variacién de la temperatura en la poblacién de vectores con
el objetivo de estudiar qué parametros entomolégicos estan correlacionados con la temperatura
[87]. Finalmente los modelos matematicos han sido usados para demostrar que la transmisién
vertical en situaciones endémicas es importante para la persistencia del virus si la infeccién
vertical supera el 20 — 30 %, mientras que en una situacién epidémica la transmisién vertical

acelera el curso del brote [1].

En esté capitulo presentamos un modelo matematico que analiza la importancia de la transmi-
sion vertical y los periodos de incubacién en ambas poblaciones en la dindmica de la enfermedad
del dengue. Ademas se introduce una funcién que describe la saturacion de los criaderos, a
diferencia de [62] que presenta un modelo para la dindmica del dengue sin transmisién vertical

en el cual se basa el presente capitulo.
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2.2. Descripcion del modelo

2.2.1. Informacion preliminar

Formularemos un modelo general para la dinamica de la enfermedad del dengue para el
estado endémico. Denotamos por S, I y R a la poblacién de humanos susceptibles, infecciosos
y recuperados. La poblaciéon de mosquitos la dividimos en: mosquitos hembra maduros (m),
mosquitos hembra maduros susceptibles (mg), mosquitos hembras maduros infectados (m;),
mosquitos en estado inmaduro; pupas (p), mosquitos en estado inmaduro susceptibles (p;s) y
mosquitos en estado inmaduro infectados (p;). En la tabla se puede observar la descripcion

de cada una de las clases.

Poblaciéon Descripcion

S Poblacion de humanos susceptibles.

I Poblaciéon de humanos infecciosos.

R Poblacién de humanos recuperados.

m Poblaciéon de mosquitos hembras adultos.
mg Poblaciéon de mosquitos susceptibles.
m; Poblacién de mosquitos infectados.

p Poblacion de pupas.

Ps Poblacion de pupas infectadas.

pi Poblacién de pupas infectadas.

Cuadro 2.1: Clasificaciéon de la poblacién correspondiente al modelo endémico.

Supondremos que la poblacién total de humanos es constante y la denotamos por N, de
lo anterior se deduce que la tasa de natalidad y mortalidad son iguales. La clase de humanos
susceptibles (S) se incrementa debido a la tasa de natalidad nN, disminuye por la mortalidad
a una tasa per capita n y por los humanos que pasan a la clase de los infecciosos (I) a una tasa
de transmision a. Se introduce un retardo en la ecuaciéon que describe la dinamica de la clase
de humanos susceptibles. En el instante de tiempo # los humanos susceptibles han sido picados
por un mosquito infeccioso hace 71 unidades de tiempo, es decir, 71 es el tiempo que los humanos
susceptibles necesitan para convertirse en infecciosos. De modo que la incidencia de nuevas
infecciones por esta via esta determinado por aWs (t—711), donde % es la fraccion de humanos
disponibles para ser infectados y 71 es el periodo de incubacién intrinseco (aproximadamente 4-7
dias). En la clase de individuos susceptibles, los individuos pueden ser asintomaticos y no ser
conscientes de que han contraido el virus.

Por otra parte, los humanos de la clase infecciosa (I) pueden transmitir la enfermedad a los
mosquitos susceptibles (mg), esta clase es disminuida por los humanos que mueren por causas
naturales 1l o por individuos que se recuperan a una tasa per capita y. Este periodo infeccioso
(periodo virémico) tiene una duracién promedio de cinco dias [56), [84].

La clase de los humanos recuperados (R) se compone de aquellos individuos que son inmunes

de manera permanente a un serotipo del dengue, esta clase disminuye por los individuos que
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mueren por causas naturales nR.

En la poblacion de vectores, consideramos que los mosquitos nunca se recuperan de la
enfermedad, por lo tanto toda su vida son capaces de transmitir el virus del dengue. La clase de
vectores susceptibles( ms) aumenta debido a la tasa de desarrollo de la etapa inmadura xwps,
donde «x representa la fraccién de mosquitos hembra. Por otra parte, esta clase disminuye por
los mosquitos que mueren emg y por los mosquitos que se convierten en infecciosos. Siguiendo la
idea propuesta en [51]], los mosquitos susceptibles comienzan a transportar el patégeno después
de ponerse en contacto (picar) a un humano susceptible a una tasa § y un tiempo de retraso
es introducido en las ecuaciones que describen la dinamica de la poblacién de vectores. En el
momento ¢ los mosquitos susceptibles han picado a un humano infeccioso hace 79 unidades
de tiempo, es decir, 72 es el tiempo que necesita un mosquito susceptibles para convertirse
en infeccioso después de haber picado a un humano infectado. Asi, el término de incidencia
del mosquito infeccioso viene dado por el término ﬁ%ms(t —T2), donde 72 es el periodo de
incubacién extrinseco (aproximadamente 8-12 dias).

Los mosquitos infecciosos (m;) puede transmitir la enfermedad a los humanos susceptibles
(S), esta clase se incrementa debido a la tasa de desarrollo xwp;. Esto ocurre debido a que los
mosquitos hembra infectadas ovipositan una fracciéon de huevos infectados v dicho mecanismo es
conocido como transmisién vertical o transovarica, dicha clase disminuye por los mosquitos que
mueren a una tasa e, es decir, em;.

La clase de pupas no infectadas (ps) se incrementa en {y¢pm(£)w (’%), donde y es la fraccién
de huevos que se convierte en larvas, { es la fraccién de larvas que se convierten en pupas, ¢
es el nimero de huevos ovipositados por dia por cada mosquito hembra, y v (%) describe la
saturacion de los criaderos en la etapa inmadura, donde C representa la capacidad de carga
de los criaderos. La funcién v es continua, diferenciable y decreciente en [0, 1] y satisface que
w([0, 1)) < [0, 1], w(0) =1 y w(1) = 0. Por otra parte, (1 —v) es la fraccién de huevos susceptibles
ovipositados por un mosquito hembra infectada. La clase de pupas no infectadas disminuye
debido a la mortalidad de su clase, la cual ocurre a una tasa per capita 7 y por las pupas que se
convierten en adultos a una tasa per capita w.

Finalmente, la clase de pupas infectadas (p;) se incrementa por los huevos que se convierten
en pupas infecciosas v{y¢m;(t)w (%), y dicha clase se ve disminuida por las pupas que mueren
a una tasa ¢ y por las que se convierten en adultos a una tasa w. En la tabla puede encontrar

un resumen de los parametros del modelo endémico.

2.2.2. Formulacion matematica

El modelo que se presenta consiste de un sistema de siete ecuaciones diferenciales con retardo,
las tres primeras corresponden a la dinamica de la enfermedad en la poblacién humana y las
ultimas cuatro corresponden a la dindmica de la enfermedad en la poblacién de mosquitos. El

sistema se reduce a un sistema de seis ecuaciones y éste se puede desacoplar en dos sistemas de
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Parametro Descripcion

n Tasa de natalidad y mortalidad en humanos.
Y Tasa de recuperacion.
T Tiempo de incubacién promedio de la enfermedad en humanos y

mosquitos. i =1,2.
Tasa de picadura efectiva, por dia.
Capacidad de carga de los criaderos.

R
=

Funcién de saturacion del estadio inmaduro.

~—

v (B2
Numero de huevos depositados por dia por un mosquito hembra.
Tasa de mortalidad de mosquitos maduros.

Tasa de mortalidad del estadio inmaduro.

Tasa de desarrollo del estadio inmaduro (pupa) al maduro.
Proporcién de hembras en la poblacion total de mosquitos.
Proporcién de huevos que se convierten en larvas.

Proporcion de larvas que se convierte en pupa.

Proporcién de huevos infectados por transmisién vertical.

TR R E NS A

Cuadro 2.2: Parametros para el modelo endémico.

orden dos y cuatro, respectivamente.

El diagrama que describe la transicién entre clases y la interaccién entre mosquitos y humanos

para la enfermedad de fiebre por dengue se presenta a continuacion.

-
:

é It —13)

m B N
LA =v)gm !
Kwp; f ’ KWps \4
P | M Je—— mg | T s
vxpm; l {xpms
p; em; emg Ttps

Figura 2.1: Diagrama de flujo para el modelo endémico.

De acuerdo a las hipétesis y parametros presentados, se introducen las ecuaciones diferencia-

les que modelan la dindmica de la enfermedad en la poblacién de humanos.
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dS(t) i(t—11)

7 :nN—a%S(t—ﬁ)—ﬂS(t);

dI)  mit-t) . o

= = @S () I - Y @.1)
dR(t) _ B

ar yI(¢)—nR(t).

También se presentan las ecuaciones de la dinamica de la enfermedad en la poblacién de

vectores.

dmg(t I(t—
"Zl—t() = rops)- p N”)msu—rz)—ems(t);
% = Kwpi(t)+ﬁI(t_TZ)ms(t—rz)—emi(t);
dps
pslt) (X(pbms(t)u/(&)+(1—V)CX¢mi(t)W(&)_(”'H”)ps(t); (2.2)
dt C C
dpilt) o (B .
i v(xgbm,(t)u/(—c) (T +w)pi(?).

Del hecho que la poblacién total de humanos se considera constante e igual a N se deduce que
las tasas de natalidad y mortalidad son iguales y ademas, se puede determinar R(¢) en cualquier
instante de tiempo a partir del conocimiento de S e I, dado que N = S(¢)+I(¢)+R(¢), asi el sistema

anterior se puede reducir a la siguiente forma.

@ By o™ 51— psi

@) dé(tt) = a’""(jv_ " gt~ 1)~ 1oy yIw)

3) dn;;(t) =1<pr—ﬂl(t_T2)ms(t—72)—€ms(t)?

(4) dn;;(t):Kwpi+ﬁ¥ms(t—12)—emi(t); (2.3)
5) d’;s;t) = (X(PmsW(l%) +(1‘V’57C"’m"(t)‘”(%) ~rr et

®) d’;it(t) - V(X(PmiW(l?) (T +w)pi(8).

Por otra parte, si denotamos el total de la poblacién de vectores hembra en estado adulto
por m(t) = mg(t)+ m;(¢) y el namero total de pupas por p(t) = ps(¢) + p;(¢), entonces al sumar
las ecuaciones (3) y (4), (5) y (6) del sistema (2.3) se puede desacoplar el sistema de ecuaciones

obteniéndose un sistema independiente para las variables m y p:
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d’:;;t) =kwp(t) —em(t) = F(m, p);
dp(t t
% :Cmbm(t)l/f(}%) —(m+w)p(t) = G(m, p). @4

Una vez obtenido m(t) y ps(¢) a partir de la relacion mg(¢t) = m(t) —m;(¢) y ps(t) = p(t) — p;(¢),
obteniéndose que depende tinicamente de los individuos susceptibles e infectados y de la poblacién

de mosquitos y pupas infectadas, asi se obtiene el siguiente sistema.

% =nN - QWSU— 71) —nS(t);

dé(tt) - “mi(zv_ Tl)s(t—fl)—nl(t)—yl(t);
% =Kwpi(t)+ﬁ¥(m—mi)(t—rg)—emi(t); (2.5)
% =vixpm;@)y (I%) —(m+w)p;@).

2.3. Analisis cualitativo

Esta seccién esta dedicada al analisis cualitativo de los sistemas (2.4) y (2.5) deducidos en la

seccién anterior.
2.3.1. Analisis del sistema correspondiente a los mosquitos

En lo que sigue se presentara el analisis cualitativo del sistema (2.4) correspondiente a la
poblacién de vectores.

2.3.1.1. Espacio de solucion

Las condiciones iniciales para el sistema (2.4) son m =0y 0 < p <C, donde C es la capacidad

de carga de los criaderos. Asi la region de interés biolégico es:
Q={m,p)eR2: m=0y0<p<C).

A continuacién se enuncia un teorema que garantiza que las soluciones del sistema (2.4) per-

manecen en la region de sentido biolégico cuando las condiciones iniciales se toman en esta region.

Teorema 2.1. Si las condiciones iniciales cumplen que m(0)=mg =0, p(0)=po=0y mo+po >0,
entonces la correspondiente solucién del sistema (m(t), p(t)) satisface m(t) >0, p(t) >0 para
todo t > 0.

Mads atin, para cualquier condicién inicial (mg, pg) € Q, se cumple (m(t), p(t)) € Q para todo
t>0.

24



2.3. ANALISIS CUALITATIVO

Demostracion. Iniciaremos la demostracion de la primera parte del teorema. Si multiplicamos

la primer ecuacién del sistema (2.4) por p(t) y la segunda ecuacion por m(t) se obtiene que

d
p(t) Z:t) = xwp’(t)-ept)m(2);
dp(t ¢
m(t)Z—() = {ypmi(tyy (I&) —(m + w)p()m(2);
t C
al sumarlas se obtiene
203D 4y 2D kwp2(®) + Cydpm2(tyy (M) —(e+ 71+ 0)mB)pd).
dt dt C
Por lo tanto
dm(t)p(t t
% +(e+m+wm)pt) = 1<wp2(t)+()((,bm2(t)w(¥). (2.6)

Puesto que mo =0y po =0 se sigue kwp>(t) +C)((pm2(t)w(1%) > 0 para todo t = 0, ya que de
otra forma, existiria un t* > 0 tal que p(t*) = m(t*) =0y (m(¢), p(¢)) seria la solucién idénticamente
nula, de donde se concluiria que pg = mg =0 lo cual contradice el hecho de que pg+ mg > 0.

Entonces, de podemos concluir que:

dm(?)p(t)

It +(e+m+w)m(t)p(t) >0, para todo t >0

y multiplicando a ambos lados de la desigualdad por €™+t se obtiene %(m(t)p(t)e(””“")t) >0,
para todo t > 0 e integrando entre 0 y t a cada lado de esta tltima desigualdad se llega a:

—(e+m+w)t

m(t)p(t) > mopoe , para todo t >0y, por lo tanto

m(t)p(t) >0, paratodo t>0. 2.7)

Pero como uno de los dos valores mg 6 pg debe ser estrictamente positivo, entonces también lo
serd la correspondiente funcién m(t) 6 p(t) para todo t en el intervalo [0,5] con 6 >0, y de
también tendrd que ser positiva en ese intervalo la otra de las dos funciones.

Entonces ambas funciones tendrdn que mantenerse estrictamente positivas para todo t > 0 pues
de lo contrario tendria que existir algun punto £ = 6 donde ambas se anulardn simultdneamente
lo cual contradiria la desigualdad 2.7).

Para la demostracién de la segunda parte del teorema supondremos que existe algiin t tal que
p(H) =C, sea t1 es el primer valor de t > 0, donde p(f1) = C. Entonces para t < {1 obtenemos que
p(t) < C, asi p'(£1) = 0. Por otra parte, p'(£1) = ¢pm(f1)w(1) — (7 + w)p(f1) = —(m + w)C <0, lo cual es

una contradiccion. Entonces, obtenemos que p(t) < C para todo ¢t > 0. B

Corolario 2.1.1. Si las condiciones iniciales cumplen que m(0) =my =0, p(0)=po=0y mo+po >
0, existen K1 y Ko tal que para la correspondiente solucion del sistema (2.4) (m(t), p(t)) se satisface
que m(t)<Kjiy p(t) < Ko para todo t > 0.
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Demostracion. Caso 1: De la primer ecuacion del sistema y del hecho que 0 < p <C, se

obtiene que

dm
E+€m =xwp <kwC < C,,

es decir, ‘fi—’? +em < C,, al multiplicar ambos lados de la desigualdad por et podemos obtener
(meft) = C,e.
Al integrar ambos lados de la desigualdad en el intervalo [0,t] se obtiene

m(t)et —m(0) < %(eet -1),

es decir,
C
m@t) <m(0)e ¢ + =2(1—e ).
€

Por lo tanto
C
m@)<mgy+—2. (2.8)
€

Ahora, de la segunda ecuacion del sistema y del hecho que m es acotada se deduce la

siguiente expresion

d Co Co
LG wp =Cpmy () = oy @mo+ =) = (xplmo + ) =K,
es decir,
d
d—f +(r+w)p<K.
Al multiplicar ambos lados de la desigualdad por la expresion e @ se obtiene

(pe(ﬂ+w)t)’ < Ke(rH—w)t

integrando ambos lados de la desigualdad en el intervalo [0, t], se obtiene

p(t)e(ﬂ+u))t _p(o) < K (e(ﬂ+w)t _ 1)’
T+w
de donde se deduce que

—(n+w)t+ K (1_e—(7r+w)t).

t)< poe
p(B)=po T+w

Por lo tanto

(2.9)

£)<p,+ .
P(&)=po T+w

De las ecuacion [2.8]y 2.9 obtenemos que m(¢) y p(¢) son acotadas para todo t > 0 para los cuales

exista la solucion. Asi, podemos concluir que todas las condiciones iniciales en Q) estdn acotadas.
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Caso 2: Para el caso 2 consideremos p, = C y m, = 0. Para demostrar esta parte supondremos
que en ningin momento p, < C entonces de la segunda ecuacion del sistema [2.4|obtenemos que
dp

Tt <—(m+w)p,

al resolver la expresion anterior obtenemos que p(t) < p,, por lo tanto podemos concluir que p(t) es

acotada.

2.3.1.2. Numero de descendencia basico

A continuacién se calcula el nimero de descendencia basico de los mosquitos (tasa neta
reproductiva). En epidemiologia, la matriz de siguiente generaciéon es un método utilizado para
derivar el nimero de reproduccién basico, para un modelo compartamental de la propagacion
de enfermedades infecciosas. Para calcular el nimero de reproduccion basico mediante el uso
de una matriz de siguiente generacién, toda la poblacién se divide en n compartimentos en los
que hay m < n compartimentos infectados (ver [27, [16]). Usando este método podemos escribir el
sistema(2.4) como § = F — U, es decir,

i= , 5= , U=
p 0 (m+w)p —Cxpmy (§)
Las matrices Jacobianas F' y V, asociadas con § y ‘U respectivamente, en el punto de equilibrio

libre de poblacion de vectores m =0, p =0 son:

0 xw € 0 % 0
F= , V= , V= ,
¢ 1
0 0 _CX(P (7 +w) e(nﬁ(l()u) Tto
Kolyd  xw
e(m+w) 7w+
K=FvV!l=
0 0
Los valores propios de la matriz K son 0 y :&iﬁ;, asi la tasa neta reproductiva esta dada por:
_ Kwlx¢ (2.10)
e(m +w) '

Este parametro nos proporcionara la informacién necesaria para conocer la estabilidad del
sistema (2.4), y Rjys es el nimero promedio de mosquitos que se generan a partir de un sélo
mosquito hembra durante su periodo de vida.

De la misma forma que en [32], podemos interpretar este parametro de la siguiente manera:

1
nT+w

Qe
€

tiempo promedio que la pupa sobrevive y % es el tiempo promedio de su permanencia, como tal,

es el nimero promedio de huevecillos depositados por un sélo mosquito hembra. es el
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Kw
T+w

maduro, y, del producto de la primer y tltima fraccién, obtenemos el R ;.

entonces es la probabilidad de que un huevecillo tenga éxito para convertirse en un mosquito

2.3.1.3. Puntos de equilibrio

En esta seccién se determinaran los estados estacionarios del sistema (2.4) siguiendo los

métodos establecidos en la literatura [15] (30} [68]]. Para ello del siguiente sistema de ecuaciones

Kwp —em =0;
P

C)—(n+w)p=0;

Cxmy

. . ., Kw . . .
despejamos m de la primer ecuacién, con lo cual obtenemos que m = Tp y al sustituir dicha

expresion en la segunda ecuacién obtenemos que

w(ﬁ)—(mw)):o.

(CX(/”“O
p € C

{xpxw
€

Por lo tanto, podemos concluir que p =0 6 v (&) - (m+w) =0, lo cual implica que

v (&)= ?;(;K“L’U), es decir,

1
w(—):R—M. (2.11)
Por lo tanto, obtenemos que los estados estacionarios son (0,0) y (72, p), donde m = %‘5 y ademas

se debe de satisfacer la ecuacion (2.11).

2.3.1.4. Estabilidad de los puntos de equilibrio

En lo que sigue presentaremos el analisis cualitativo del sistema (2.4) considerando primera-
mente la capacidad de carga de los criaderos infinita, y posteriormente consideramos que tiene
un valor finito Cj.

Cuando la capacidad de carga de los criaderos es infinita obtenemos el siguiente sistema

lineal.

dm(t) _ )
T Kwp(t) —em(t);

d

ar® _ Cxpm(t) — (m + w)p(2);
dt

donde
_ {xxwd
M= .
e(n+w)

es el umbral de crecimiento 6 nimero de descendencia basico de los mosquitos. Este parametro

permitira caracterizar la estabilidad en sentido de Lyapunov [68] de los estados de equilibrio.
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1. Si Ry #1, la tnica solucién estacionaria es la trivial (0,0), la cual es estable, si Ry <1e

inestable, si Ryr > 1.

2. Si Rjr =1 hay infinitas soluciones sin interés biolégico relevante.

Por otra parte, si la capacidad de carga del criadero es constante (Cg), obtenemos el siguiente

sistema.

dm(t) B )
e Kwp(t) —em(t);
dp(t) p@))

Dicho sistema tiene dos posibles soluciones estacionarias, la trivial (0,0) y la de coexistencia

%”;)) = ﬁ y, por lo tanto, esta solucion existe, siy

s6lo si Ry =1 ya que la funcién V¥ sé6lo toma valores entre 0 y 1. A continuacién enunciamos un

(m, p) la cual debe de satisfacer la condicién 1//(

teorema sobre la estabilidad de los estados estacionarios.
Teorema 2.2. 1. Si Ry >1 el sistema (2.12) admite dos soluciones estacionarias:

1) La solucién trivial (0,0), que corresponde a un punto silla inestable.

i) La solucidn no trivial (m,p) que es un nodo localmente asintéticamente estable.

2. Si0< Ry <1, el sistema (2.12) admite solo la solucion trivial (0,0) en Q la cual es un nodo

localmente asintéticamente estable.

Demostracion. Las propiedades de estabilidad de (0,0) estdn dadas por los valores propios de

la linearizacion del sistema (2.4) alrededor de este punto, que viene determinada por la matriz

DF(0,0) =
(yp —(m+w)

Calcularemos la raices de su polinomio caracteristico

M re+n+od+e(m+w)(1-Ry)=0

que son de la forma

1
Ae=Slrs Vo), (2.13)

donde y=—(e+n+w)<0, E=y2—4yy y =e(m+w)1-Ry) > 0.
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s Si Ry <1, entonces 1-Rpr >0, asi y >0y 0 <. Entonces obtenemos dos valores propios de
la forma A_ < A4 <0, de donde podemos concluir que la solucién estacionaria es un nodo

localmente asintéticamente estable.

= Si Ry >1, entonces 1 —Rpy; <0, asi y <0y >0, luego A_ <0y Ay >0, asi, la solucion

estacionaria es inestable y corresponde a un punto silla.

De la misma manera las propiedades de estabilidad de (i, p) estdn dadas por las propiedades
de los valores propios del la linearizacion del sistema (2.4) alrededor de este punto que viene

determinada por la matriz

DF(m,p) =
wl) Emy (&) -(n+w)

Sus valores propios satisfacen la ecuacién cuadrdtica

2 (xo 667«!7~
A (”’”“"c— ‘”(co))”‘ Co (c—o)

+ e(n+w)(1—RM1//(C£)) =0
0

y son de la forma donde

Yy = —(e+n+w—%—;pﬁzw'(cio)),
~ ~ B,_exd (_)
¥ = e(m+w)l RMW(COJ) Co Co)’
§ = Y -4
Como v (CL) = L entonces obtenemos que:
Y = —(e+7r+w—cx—¢rhw(p))<0,
Co Co
e (_)
X = Co my Co >0,
¢ = Y -4y
Es decir,
- R ed
& = (€+7T+(1) Co my Co Co Co

2
+4e(m+w)>0

Cxep 7
[(e (m+w))+ = Co (C_o)

De lo anterior podemos concluir que A— < 1. <0, por lo tanto la solucion estacionaria (1, p) es

un nodo localmente asintéticamente estable. B
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Por otra parte, haciendo uso del criterio de Dulac-Bendixon (ver[A.I)), demostramos que el

sistema (2.4) correspondiente a la poblacién de vectores no tiene soluciones periédicas de interés.

Teorema 2.3. Para todo Rjy; > 0 el sistema (2.4) no tiene soluciones periédicas en la region de

interés biologico Q.

Demostracion. Para demostrar el siguiente teorema haremos uso del criterio de Dulac-Bendixon
presentado en [68] (ver|A.1). Para ello consideremos las funciones F(m,p) y G(m,p) (ver (2.4)),

ambas funciones son diferenciables, de donde obtenemos:

oF

—_— = _6,

om

oG _ (X(,b / (p(t)) _

_Op = my el (r + w).

p®)

Puesto que (p (t)) es una funcion decreciente, entonces Y ( 1] (p (t))

) <0, por lo tanto *5-my

GF GG

0ya que m 20y —(e + 71+ w) < 0. Entonces, podemos concluir que 3 - <0 para todo (m,p) € Q.

Por lo tanto, el sistema (2.4) no tiene soluciones periddicas en Q. I
A continuacién enunciaremos un resultado referente a los sistemas cooperativos.
Definicion 2.1. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales auténomo
x=f(x)

donde f es un campo vectorial en un subconjunto abierto D cR™. f es un sistema cooperativo si y

fl

solo si >0parai#j

Proposicion 2.3.1. El sistema (2.4) es un sistema cooperativo.

Demostracion. Consideremos nuevamente las funciones F(m,p) y G(m,p), ambas funciones
del sistema (2.4) son diferenciables de donde obtenemos que % =xw>0y % =(ypy (%) >0las

cuales son positivas. Por lo tanto, podemos concluir que el sistema (2.4) es un sistema cooperativo i
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2.3.1.5. Bifurcacion

Notemos que

p

C)—1:0 (2.14)

RMW(
corresponde a la ecuacién de bifurcacién del sistema (2.4), 1a cual se satisface para la coordenada

p de la solucién estacionaria que corresponde a la coexistencia de la poblacion de vectores (172, p)

p

C)—1=O (2.15)

RMW(

Por tanto, el umbral de crecimiento del vector, R/ es el parametro de bifurcacién del sistema,
si Ry < 1, la solucién estacionaria de coexistencia del sistema (2.4) es estable y si Ry > 1 es
inestable. (ver[2.2)

Cabe notar que el analisis cualitativo correspondiente al sistema (2.4) se ha podido realizar
debido a que el retardo correspondientes al periodo de incubacion extrinseco se ha podido eliminar

debido al desacople del sistema, realizando asi el analisis de estabilidad en sentido de Lyapunow.

2.3.2. Modelo II

Para continuar con el analisis del sistema (2.5) se realizé la revisién de ecuaciones diferencia-
les con retardo [9, 28]. En lo que sigue se presentara el analisis cualitativo correspondiente al

sistema (2.5)).

2.3.2.1. Espacio de solucion

Las condiciones iniciales del sistema son: $=0,1=0,0<m; <m, 0<p; <p, donde
0 < p <C. Recuerde que m;, p; ¥ C denota la poblacién de mosquitos adultos y pupas infectadas
y la capacidad de carga de los criaderos, respectivamente. Asi la region de interés epidemiolégico

del sistema (2.3) esta determinada por la regién:

Z={(S,I,mi,m,pi,p)€l]%§: §=20,I=z0,m=0,0=m;<m,0<p;<py0<p<Cj}

2.3.2.2. Puntos de equilibrio y estabilidad

Recuerde que en la seccién anterior se obtuvo el siguiente sistema al realizar el desacople
correspondiente de

32



2.3. ANALISIS CUALITATIVO

% :"N‘“Ws(t—m—nsux

di(tt) _ ami(; Tl)S(t—rl)—nI(t)_ﬂ(t);
% =Kwpi(t)+ﬂ¥(m—mi)(t_m)_emi(t); @5
% = v(}(¢mi(t)1//(1%) — (T +w)p;(®).

Las soluciones del sistema estan relacionadas con las soluciones estacionarias del sistema
(2.4), debido al desacoplamiento que se hizo del sistema [2.3] Las soluciones de se obtienen
al sustituir las soluciones estacionarias del sistema (2.4); (0,0) y (/1z, p), en las ecuaciones del
sistema (2.5)).

Iniciaremos con el andlisis de estabilidad con la soluciéon estacionaria (0,0), para ello al
sustituirla en el sistema obtenemos:

ds) .

are

el m+I)

dm;(t) o pgl®
— = xkwpi(t) ﬁle(t) em;(2);
dp;(

l;l—t() = v{ypmi(t) -+ w)pi(@).

al igualar a cero las ecuaciones anteriores se obtiene:

n(N —8) = 0; (2.16)
-n+NI=0; (2.17)
Kwpi_(ﬁ%"'é')mi =0; (2.18)
vi{x¢m;—(m+w)p; =0; (2.19)

de la expresion [2.16| se obtiene que N =S, de se obtiene que I =0. Si I =0, entonces de
se obtiene —em; +kwp; = 0, de donde p; = ->m; al sustituirla en la ecuacién se obtiene

(r+w)e
Kw

v{xp— M)mi =0 se deduce que m; =06 v{yp—

™ =0, es decir, v = RLM’ si m; = 0 podemos

concluir que p; = 0. De todo lo anterior se obtiene la siguiente solucién (V,0,0,0), dicha solucién
estacionaria nos indica que no existen humanos ni mosquitos infectados, es decir, el total de la
poblacién humana es susceptible. Si RLM =1 en este caso la unica solucién estacionaria con sentido
epidemiolégico es (0,0) por tanto no existe poblacién de vectores en estado adultos e inmaduros,

por tanto se obtiene la solucién (N, 0,0,0).
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En estecaso S =N, I =0, m; =0y p; =0 es la correspondiente solucién estacionaria del
sistema (2.5) y por lo tanto cuando linealizemos alrededor de esta solucién estacionaria obtenemos

el siguiente sistema:

dS(t)
—— =n(N-S@®));
7z n( )
dI(t)
_— I1(2);
P m+I@);
dn;;(t) =xwpi(t)—em;(?); (2.20)
dp;(t
Zt ) _ vExpm(t) — (m + w)p;(t).
Al realizar el cambio de variable x(¢) = S({) - N en la primer ecuacién del sistema (2.20)
obtenemos
dx(t)+N)
_— = — t N
77 nx(t);
con lo cual se obtiene el siguiente sistema
d(x(t)+N)
_— t N
o nx(t);
dI(t)
_— = I(2);
= m+I@);
dn;;(t) =xwp;(t)—em;(t); (2.21)
dp;i(t)
I:i—lt =v{y¢m;(t)— (1 +w)p;(t);

en lo que sigue analizaremos la estabilidad de la solucién trivial (x,1,m;,p;) =(0,0,0,0) del
sistema (2.21)).

Teorema 2.4. La solucidn estacionaria libre de enfermedad (N,0,0,0,0,0) del sistema de ecuacio-

nes completo (2.3) es localmente asintéticamente estable en X si y sélo si Ry < 1.

Antes de iniciar la demostracién del teorema introduciremos algunas definiciones que seran

de ayuda para su demostracion.

Definicion 2.2. La solucion (x(t),1(t),m;i(t), pi(t)) es estable si para cada € > 0 existe un § >0
tal que si |xg| <6, Im(i)l <9, Ip?l <0, |Ig] < & existe tg > 0 tal que si t >ty se cumple que |x(t)| <k,
I <€, Im;(®)| <€, |p;(®)| <€, donde (x(t),I1(t),m;(t), p;(?)) es la solucién del sistema (2.21) que
satisface la condicion inicial x(0) = xo, m;(0) = m?, pi(0)= p?, 1(0) =1I,.

Por otra parte, diremos que una solucién estacionaria es asintéticamente estable si satisface

las siguientes condiciones.
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Definicion 2.3. La solucién trivial del sistema (2.21) es asintéticamente estable si ademds
de ser estable existe un valor a > 0 tal que si |xy| < a, Im?I < a, Ip?I < a, |Iy| < a, entonces

lim x(¢) = lim I(¢) = lim m;(¢£) = lim p;(#)=0
t—o0 t—o00 t—o00 t—o0

Demostracion. A continuacion veremos bajo que condiciones la solucién trivial del sistema
(2.21) es asintoticamente estable.

Con respecto a x(t) no hay problema dado que la solucién de la primer ecuacién referente al
sistema (2.21) es x(t) = xge ™.

Con respecto a m; y p;, basta ver que la matriz

—€ Kw
(2.22)
( (yp —(m+w) )

tiene valores propios con parte real negativa. Los valores propios de esta matriz son las raices de

la ecuacion cuadrdtica:

M te+nm+o)d+e(m+w)1-Ry)=0 (2.23)

los cuales son siempre reales negativos, por lo tanto podemos concluir que tenemos un nodo
localmente asintdéticamente estable (ver seccion )

Por otra parte, respecto a 1(t) la solucién de la ecuacién de los infectados en el sistema es
1) = Ioe V% Por lo tanto, podemos concluir que la solucion estacionaria libre de enfermedad
(N,0,0,0,0,0) del sistema es asintoticamente estable. B

Por otra parte al considerar la solucion estacionaria (7, p) en las ecuaciones del sistema (2.5))

se obtiene el siguiente sistema.

0 o - - ) o

I GRCR
% :Kwpi(t)+ﬁ¥(ﬁz—mi)(t—Tg)—emi(t); (2.24)
% = fo¢mi(t)w(‘¥) —(m+w)p;(@).

Por otra parte, si Ry > 1 el sistema tiene dos puntos estacionarios, el trivial y el de
coexistencia. Siguiendo un procedimiento analogo a lo presentado anteriormente, es decir, al
sustituir la soluciones estacionarias de en hemos obtenido los siguientes soluciones
estacionarias.

Para el estado estacionario trivial (0,0) de[2.4 hemos determinado que el estado estacionario
de2.5les:
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g N((mp+ne+ey)m+w)— 1 +y)xoviyd)
b np( + w) ’
Ir = _ N(e(m +w)—koviyd)
v Bt +w) ’
mt = NN ((en +ey)(m + w) — (M + ) KOV xP))
" a((nf+en+ey)m+w)—(n+7)xKovixp)’
* _ Npvixg(en+ey)(m +w) = (n+ P)Kovixd)
Piy a(m + w)(nf+en+ey)m +w)— (n+7)xKovixp)’

Mientras que para el estado estacionario de coexistencia (72, p) de hemos determinado

que el estado estacionario para|2.5|es:

N2(—(xovixd +yxwv{xd)y (%) + (B +en+ey)m+w))

Sy = B(m +w)ma+N1)
_ Nn(Wnxevixg+ Nyxevix$yy (&) + (hap- Nen-Ney)x +0)
I = Bl +w)ma+Nn)
. N(Nnxwv{xd + Nykov{xyd)w (%) +(maf—Nen—Ney)(m + w))
M T a(—(nxkwvl{xd +ykwviyd)y (g) +(B+en+ey)m+w))
. v xd((Nnxwv{xd + Nyxov{yd)w (%) +(Mmaf—Nen—Ney)m+w)y (%)
b;, =

a(m + w)(—Mxwv{yd + yxov{yd)y (g) + (B +en+ey)m+w))
donde 1 = %ﬁ yw(%) = RLM'
Con base a lo anterior obtenemos que las soluciones del sistema [2.3] son:
(N,0,0,0,0,0), (N107m701ﬁ70)) (SI,II’m_m;)m;’p‘_p?l,p;) y (S;,I;,nﬁ—m;,m;,ﬁ—p;,p;)
2.3.2.3. Numero reproductivo basico

Ahora determinaremos el namero reproductivo basico de nuestro modelo, para ello haremos

uso del método expuesto por [16, 271, podemos escribir el modelo completo como ¢ =3 —*U.

1 a S~ 71) (n+pI@®
i: pi ) 8:: V(X(,bml(t)W(%) , m: (7T+w)pl(t)
. I(t—75)
m; B=x2Ems(t—12) —xwp;(t)+em;(t)

Las matrices Jacobianas F' y V, asociadas con § y*U respectivamente, en el equilibrio libre de

la enfermedad S=N, ps=p,ms=MyI=p;=m; =0 son.
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0O O a n+y 0 0

F=| 0 0 vypy(5) |, V=] 0 @+w) 0 |,

1
0 e(;z(fw) €
0 i) 5
K=V 0 Raw(e) S0y
BM
—N(n+y)) 0 0

Los valores propios de K son 11 =0, A2 y A3, donde A2 3 tiene la siguiente forma.

Map
VR (8) | VR (B)? + 4ty
’ 2 - 2
Asi, debido a que Ry es el radio espectral de la matriz K, es decir, el maximo de los médulos

de los valores propios de K. Por tal razon, el nimero reproductivo basico es:

M
_VRuy (¢) 4 \/("RMW(%))2 +4N_e(:;fy>

2 2

0

2.3.3. Analisis numérico

En la siguiente seccién presentamos los resultados numeéricos del modelo completo de siete
ecuaciones diferenciales, es decir, los sistemas[2.1]y[2.2] deducidos al inicio de este capitulo. En
dichos sistemas se ha considerado un retardo correspondiente a una semana en la poblacién de
humanos y de dos semanas en la poblacién de vectores, cada uno de ellos representa el periodo de
incubacién de la enfermedad en las poblaciones. Los valores considerados para la simulacién se

muestran en la tabla[2.3]

La figura[2.2l muestra las soluciones numéricos del sistema [2.1] correspondiente a la poblacién

de humanos con un periodo de incubacién 7.
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1000

900 - = Susceptible
== Infected
Recovered

800 -

600 [ b

500 - q

human population

300 [ b

0 50 100 150
time (days)

Figura 2.2: Poblacién de humanos con un retardo de 1 semana

La figura [2.3|muestra las soluciones del sistema [2.2|correspondiente a la poblacién de vectores

con su periodo de incubacién 79.
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Figura 2.3: Poblacién de vectores con un retardo de 2 semana
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En las figuras se muestras los casos de dengue reportados en el 2014 para los estado
de Baja California sur, Morelos, Michoacan, Chiapas y Jalisco, respectivamente contra los casos
de dengue que nuestro modelo pronostica. En la figura[2.4] se observan los caso reportados en
2014 (linea azul) y los casos de dengue que pronostica nuestro modelo (linea roja) para el estado

de Baja California Sur (izquierda) y Morelos (derecha).

Baja California Sur Morelos
T T T T

1000

Infected human population
a
2
8

Infected human population

I I I I I f I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60
time (weeks) time (weeks)

Figura 2.4: Casos de dengue reportados en el 2014 y la poblacién de humanos infectados pronosti-
cados usando el modelo matematico.

La figura[2.5| muestra los casos de dengue reportados en el 2014 (linea azul) y los casos de
dengue que pronostica nuestro modelo (linea roja), figura derecha superior corresponde al estado
de Chiapas, lado izquierdo superior corresponde al estado de Michoacéan, y finalmente la figura

inferior central representa al estado de Jalisco.

Parametro Valor Referencia
n 0.0002 Estimado.
Y 1/7 [11
T1, T9 1, 2 semanas 561
a,p 0.67 [1]
C 1000 Estimado
¢ 10 132
€ 0.05 [321
T 0.07 [321
) 0.05 [321
K 0.5 Estimado
x 0.5 [42] [43]
14 0.8 [42] [43]
v 0.3 [1]

Cuadro 2.3: Valores de los parametros para el modelo endémico.
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Figura 2.5: Casos de dengue reportados en el 2014 y la poblacién de humanos infectados pronosti-
cados usando el modelo matematico.
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CAPITULO

Modelo matematico con

estacionalidad y diapausa

3.1. Introduccion

1 mosquito Aedes aegypti es el principal transmisor de la enfermedad del dengue, el
riesgo de infecciones esta directamente relacionado con la densidad de la poblacién del
mosquitos. Por lo tanto, se piensa que la causa principal de los brotes estacionales de
dengue es el aumento de la poblacién del mosquito durante el periodo del brote. A su vez, la
variabilidad de la poblacién de mosquitos puede ser causada por la alternancia entre condiciones
ambientales favorables y desfavorables que afectan a la poblacién del mosquitos. Estas condiciones

son producidas por los patrones climaticos estacionales de un lugar particular.

Existen varios trabajos que modelan las enfermedades transmitidas por mosquitos que expli-
can los patrones estacionales usando informacién entomolégica. Se ha descubierto que pequerios
cambios en los parametros pueden desencadenar cambios en la dinamica de la enfermedad del
dengue [39, [79]. Siguiendo la misma linea, Esteva y Yang presentan un modelo que tomé en
cuenta la dependencia de la temperatura en los parametros entomolégicos para evaluar su efecto
sobre la incidencia del dengue [37]. Massad y Forattini calcularon el aumento de la densidad de
los mosquitos adultos Anopheles, asumiendo funciones dependientes de la temperatura en las
tasas de los ciclos de vida del mosquito. La principal conclusién de este estudio fue que el aumento
de la densidad de las hembras adultas como consecuencia del aumento de la temperatura estuvo
relacionado con un aumento del riesgo de malaria [58]. De manera similar, hay algunas investi-

gaciones que muestran la sensibilidad del mosquito Aedes aegypti a factores ambientales como
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temperatura y lluvia [4]. Ademas, como la temperatura influye en cada etapa del ciclo de vida
del mosquito se estudié mediante la representacién de las transiciones y las tasas de mortalidad
como funciones explicitas de la temperatura [40], y 1a dependencia de la temperatura de otros
parametros entomoldgicos se han encontraron por experimentos de laboratorio [94) (95| 96l
Para cumplir con los objetivos de este capitulo, se considera un modelo dinamico del ciclo de
vida del mosquito Aedes aegypti en el cual los parametros entomolégicos son dependientes de
la temperatura y la capacidad de incubacién puede variar con el tiempo segun la precipitacion.
Se analiz6 la poblacion predicha de mosquitos tanto para la estacionalidad; temperatura y la

precipitacion, ademaés de su accién simultianea.

3.2. Modelo matematico sin estacionalidad

El sistema desacoplado de dos dimensiones obtenido en el capitulo 2] se puede obtener de
manera independiente al considerar los siguientes aspectos.

Consideramos dos etapas principales del ciclo de vida de Aedes aegypti, la etapa aérea, que
corresponde a los mosquitos maduros (imago) y una etapa acuatica, en el cual solo consideramos
a los huevecillos de mosquito. Nuestro modelo s6lo considera a la poblacién de los mosquitos
hembras el cual es representada por (m), ya que son las dnica que pueden transmitir la enfer-
medad del dengue, y (p) representa la poblacién pre-adulta de mosquitos, especificamente los

huevecillos.

¢ (&)

m p

T =

Figura 3.1: Diagrama de flujo que describe el ciclo de vida del mosquito Aedes aegypti.

 —

Observe que la tasa de oviposicién estda determinada por ¢mw(p/C), donde ¢ es la tasa de
oviposicién intrinseca, y ¢ es una funcién continua, decreciente y diferenciable que describe
la saturacién del sistema y satisface w([0, 1]) < [0, 1], w(0) =1, w(1) =0 y al igual que en los
capitulos anteriores C representa la capacidad de carga de los criaderos.

La poblacién de mosquitos hembra (m) aumenta en consecuencia a la tasa de desarrollo per
capita w, es decir, la velocidad a la que un mosquito en su etapa inmadura se hace adulto, pero
disminuye en consecuencia con su tasa de mortalidad per cépita e. Por otra parte, y representa la
fraccion de larvas que se convierten en pupas, { representa la fraccién de pupas que se convierten
en mosquitos adultos, y x representa la fraccion de mosquitos adultos que son hembras. La
poblacién de mosquitos pre-adultos disminuye de acuerdo al cambio de su propia poblacién,

es decir, la transicion a la etapa madura y su tasa de mortalidad, w y 7, respectivamente. La

42



3.3. ANALISIS NUMERICO

dinamica de ambas etapas descritas anteriormente se modelan con las siguientes ecuaciones

diferenciales

dm(t) B )

3 KCxwp(t) —em(?);

dp(t) p@))

~ar - qu(t)w(—c ) (m+ w)p(2). 3.1

Cabe hacer notar que este nuevo sistema difiere un poco al sistema (2.4) ya que como se
describe en las linea anteriores p en este capitulo representa la poblacién de huevecillos del
mosquito Aedes aegypti, ya que en esta seccion introduciremos el efecto de diapausa, y dicho

efecto ocurre en la poblacién de huevecillos.

Parametros Descripcion

Tasa de oviposicion.

Tasa de mostalidad del mosquito adulto.

Tasa de mortalidad de los huevecillos.

Tasa de maduracion de los huevecillos.
Proporcién de mosquitos hembra en la poblacién.
Tasa de transicion de larvas a pupas.

Tasa de transicion de pupas a adultos.

NR R & 8 oS

Cuadro 3.1: Descripcion de los parametros del modelo para el ciclo de vida del vector.

El analisis cualitativo correspondiente al sistema es similar al analisis cualitativo del
sistema [2.4] (ver seccién [2.3).
El numero de descendencia basico (tasa neta reproductiva) se obtiene siguiendo el mismo

procedimiento presentado en el capitulo

_ Koy

M= e(m+w) (3.2)

3.3. Analisis numérico

Para realizar el analisis cualitativo del sistema [3.1|correspondiente a la poblacién de vectores

hemos considerado la siguiente funcién y (l%) = (1 - ’%), con lo cual obtenemos el siguiente

sistema.

dm(t) .
e Kkwp(t) —em(t);
dp(t) B p(t)) B
TE —Cx¢m(t)(1 < (T +w)p(?). (3.3)

En lo que sigue, se desmostrara que el sistema (2.4) y el sistema (3.3) son estructuralmente

estables al considerar la funcién ¥ (’%) = (1 - ’%)
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3.3.1. Estabilidad estructural

Existe una caracterizacién para estabilidad estructural de sistemas de dos dimensiones

(Teorema de Peixoto) [67, [68] que a continuacién se enuncia.

Teorema 3.1. Sea f un campo vectorial €7 - en una variedad compacta, bidimensional y dife-

renciable M. Entonces [ es estructuralmente estable en M si y solo si
» El niimero de puntos criticos y ciclos son finitos y cada uno es hiperbdélicos;
s No existen trayectorias que conecten puntos sillas, y
» El conjunto Q) consiste de puntos criticos y ciclos limite solamente.

Observacion: Si el espacio de fase es un plano, entonces, por el teorema de Poincaré-Bendixon
los tnicos conjuntos limites posibles son: puntos criticos y ciclos limite, es decir, el conjunto Q

solo consistira de puntos criticos y ciclos limite solamente.

Por otra parte, recuerde que un punto de equilibrio x, es llamado punto de equilibrio hi-

perbdlico de x = f(x) si ninguno de los valores propios de la matriz A = D f(x,) tiene parte real cero.

Proposicion 3.1.1. Los sistemas (2.4) y (3.3) son estructuralmente estables en Q)

Demostracion. En lo que sigue demostraremos que el sistema (3.3) es estructuralmente es-
table, tal sistema tiene dos puntos de equilibrio, el trivial (0,0) y el de coexistencia (1,p) =
(Ckw (RM—I) C(RM—I))
€ Ry ’ Ry .
Las propiedades de estabilidad de (0,0) y (m,p) estdn dadas por los valores propios de la
linealizacion del sistema (3.3) alrededor de dicho punto.

Cuando Ry < 1 el sistema sélo tiene un punto estacionario, la solucién trivial (0,0) el cual tiene

valores propios negativos, entonces podemos concluir que la solucién estacionaria (0,0) es un nodo
asintdticamente estable en sentido de Lyapunov. Cuando Ryr > 1 el sistema tiene dos puntos de
equilibrio (0,0) y (m, p). Si Ry > 1 la solucién trivial (0,0), es un punto silla inestable, el segundo
punto de equilibrio (i, p) es un nodo localmente asintéticamente estable. Por lo tanto podemos
concluir que el sistema tiene dos puntos criticos hiperbélicos. Mds aiin, el sistema tiene un
punto silla en la region de interés bioldgico 2, entonces, no es posible que existan trayectorias que
conecten puntos sillas. Finalmente, el conjunto Q consiste solamente de puntos criticos ya que nos
encontramos con un sistema de dos dimensiones. Por otra parte, con base al andlisis de estabilidad
del sistema |2.4|presentado en la seccion 2.3|y al andlisis de estabilidad de|3.3|podemos concluir

que los sistemas son estructuralmente estables. B
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3.3.2. Espacio de fase

Los valores de los parametros para la poblacion de vectores se reportan en la literatura y
fueron tomados de [32] ver tabla

Parametros | ¢ € b4 0] K X 4
10 0.05 0.07 0.05 0.5 0.5 0.7
10 0.05 0.07 0.01 0.5 0.5 0.7

Valores

Cuadro 3.2: Valores para los parametros entomolégicos para el sistema (3.3) [32, (42, 43]].

Consideramos un sistema sin dimensiones, la figura muestra el diagrama de fase para el
sistema (3.3). Si Rjs > 1 el sistema cuenta con dos puntos de equilibrio, uno de ellos corresponde
a un punto silla y el segundo a un nodo. Por otra parte, si Ry < 1 el sistema cuenta con un
s6lo punto de equilibrio el cual es un nodo, en la figura podra observar el diagrama de fase
correspondiente. En la seccién (2.3) se encuentra el analisis de estabilidad correspondiente al

modelo I.

Figura 3.2: Plano de fase de la dinamica del ciclo de vida del mosquito mosquitos. Izquierda:
Ry > 1, x =0.5, w =0.05, ¢ =10, ¢ =0.05, 7 =0.07, { =0.7 y y =0.5. Derecha: Ry < 1, x =0.5 ,
0 =0.01, ¢ =0.4,€=0.05y 7=0.07,{ =0.7 y y =0.5 [32].

3.3.3. Region de atraccion

Mediante simulaciones numéricas se ha determinado la regién de atraccién del sistema (3.3).

La figurg3.3|muestra los resultados numéricos obtenidos al considerar diferentes condiciones
iniciales en el sistema [3.3|para determinar el tiempo que necesita cada una de las trayectorias en
llegar a una vecindad de 0.001 del estado estacionario estable cuando Ry > 1y Ry < 1.

Cuando Ry < 1 (figura se tienen las condiciones para la eventual eliminacién de la
poblacién de vectores, pero el tiempo que necesita el sistema para llegar a una vecindad del
punto estacionario trivial es lo suficientemente grande (entre 40 y 140 dias) como para que las
condiciones ambientales cambien y nos encontrarnos en el segundo sistema cuando R s > 1 (figura

[3.4), entonces la poblacién de vectores crecerd nuevamente hasta alcanzar el estado estacionario

45



CAPITULO 3. MODELO MATEMATICO CON ESTACIONALIDAD Y DIAPAUSA

<
38

Time (days)
3

@
S

( ,

05
P

“o

08 06

02 o

Figura 3.3: Superficies obtenidas del sistema al considerar diferentes condiciones iniciales.
Izquierda: Rjs > 1. Derecha Ry < 1.

estable de coexistencia que sera entre 10 y 70 dias. Por lo tanto, el niimero bésico de descendencia
no es un criterio suficiente para determinar el incremento o decremento de la poblacién de
la poblacién de vectores, ya que las condiciones ambientales pueden cambiar (estacionalidad) y
esto puede causar un aumento en la poblacién de vectores atin y cuando se tengan las condiciones
R)s < 1 para la eventual eliminacion del vector y en consecuencia el riesgo de que un brote de

dengue ocurra puede ser mayor.

1

0 0.2 0.4 P 0.6 0.8 1

1

0 0.2 0.4 P 0.6 0.8 1

)
S
®3 -

5 -

n< o a
@
=3

n<pa

40

Figura 3.4: Izquierda: Si R > 1 el sistema (3.3) necesita entre 10 y 70 dias para llegar a una
vecindad del estado estacionario estable. Derecha:Si Rjs < 1 el sistema (3.3) necesita a lo mas
aproximadamente 140 dias para llegar a una vecindad del estado estacionario estable.

3.4. Modelo matematico con diapausa

En ciertos lugares se ha observado que después de una temporada sin mosquitos, reaparecen
en un brote de dengue. Una posible explicacién a esto es que en época de sequia, los criaderos
secos y la poblacién de mosquitos maduros se extinguen, estas condiciones desfavorables obligan
a algunos huevos a entrar en estado de diapausa donde pueden sobrevivir por largos periodos de
tiempo (hasta un ano) [89]]. En la préxima temporada, cuando hay condiciones més favorables, es

decir, los criaderos secos que tienen huevos en estado de diapausa almacenan agua nuevamente
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lo cual permite que estos huevos continien desarrollandose, permitiendo que la poblacién de
mosquitos vuelva a crecer. M4s aun, debido a la transmisién vertical algunos huevos que se
encuentran en estado de diapausa pueden estar infectados, esté favorece la aparicién de nuevos
casos de la enfermedad en una etapa diferente aiin cuando no exista humanos infectados con el
virus [1,[35] 48] 57, 63].

Con el fin de verificar y cuantificar el efecto de la diapausa en los brotes estacionales tenemos
que extender el modelo para incluir la poblacién de huevos en estado de diapausa. Representare-
mos esta poblacion con a. Hay una fraccion de los huevos que pertenecen a la fase pre-adulta p
que entran en la etapa de diapausa si el criadero se seca, esto sucede con una tasa proporcional a
la tasa de cambio de la precipitacién P. El nimero de huevos que pueden entrar en estado de
diapausa también debe ser proporcional a la densidad de huevos en los criaderos, es decir, x p/C.
De la misma manera, el nimero de huevos en estado de diapausa que pueden regresar a un
estado normal son proporcionales a su densidad en los criaderos a/C. Por tltimo, existe una tasa
de mortalidad per capita de huevos en diapausa §. Este modelo puede escribirse con el siguiente

sistema de ecuaciones diferenciales,

d’;ft) = xolyp®)—em(?),
dp(?) @) ~ A
3t - <pm(t)w( C (n+w)p(t)+aCP, (3.4)
da(t) A .
oy = aCP oal(t),
A=p si P<0 and
A=a de otra manera

3.5. Casos de estudio: México

Se analizaron algunas regiones con brotes estacionales de dengue en México con el fin de
encontrar la correlacion estadistica entre la incidencia del dengue y la poblacién de mosquitos.
También encontramos los factores mas importantes que conducen a los brotes de la poblacién de
mosquitos y por lo tanto los incrementos de riesgo de dengue.

Se obtuvieron los datos de dengue de enero de 2014 a diciembre de 2014 a nivel estatal
de DGE-SINAVE [25]. Los datos incluyen todos los casos notificados de dengue. Concentramos
nuestro estudio en ocho estados de México: Baja California Sur, Chiapas, Guerrero, Sonora,
Colima, Oaxaca, Sinaloa y Michoacan. Presentamos la relacion entre la incidencia de dengue y la
poblacién de mosquitos teniendo en cuenta la temperatura y la precipitacion.

Suponemos que el riesgo de transmisién del dengue y, por tanto, la incidencia del dengue
tienen una relacion lineal con la poblacién de vectores. Con esta suposicién, una simple correlaciéon

de Pearson entre la poblacion de mosquitos pronosticada y la incidencia del dengue nos permite

47



CAPITULO 3. MODELO MATEMATICO CON ESTACIONALIDAD Y DIAPAUSA

probar el mecanismo principal de los brotes. En la figura 3.5 se muestran los resultados obtenidos

en Baja California Sur y Oaxaca respecto a la prediccién de poblacién de mosquitos vs incidencia

de dengue.
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Figura 3.5: Casos de dengue reportados en 2014 y la poblacién de mosquitos pronosticada por el
modelo [[70].

Por otra parte, en el estado de Michoacén, como se puede observar en la figura |3.6|el mecanis-
mo de diapausa influye mas en este estado, ya que en caso de no considerarlo nuestro modelo
predice que no habria poblacién de vectores, caso que es imposible, ya que como se observa el

estado de Michoacan presenta casos de dengue.

Michoacan Michoacan
0.0025 60 0.18 60
. A e
0.16 \
—~
0.0020 . 502 014 .« \ 50£
. o ’ \e S
o .. 403 Q012 . \ 408
a 0.0015 - . . o u A . \ o
3 S %010 A \ 8
o \ o
2 . 30e £ I\ L \ 302
T e . ~ 008 / [ * -
2 0.0010 T 2 / [ o
e a g J a
£ LI 20, £006 / VR . 20
] / . U
“ . a 0.04 J  ee % a
. . .
0.0005 . . BRIt . oo fw0®
. . 0.02 . / . \
. vn. . .. .u . .. . . . . .. /.4 . .. . . \u
0.0000 s se o 0 0.00 e oo, ==al0
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
time (weeks) time (weeks)

— Forecasted mosquito population ® Reported dengue cases

Figura 3.6: Casos de dengue reportados y poblacién de mosquitos pronosticada para el estado
de Michoacan durante 2014. Izquierda: Prediccion del modelo sin considerar el mecanismo de
diapausa. Derecha: Prediccién del modelo considerando el mecanismo de diapausa [70].
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CAPITULO

Modelo matematico que incluye

movilidad de los criaderos

4.1. Introduccion

1 dengue es una de las enfermedades transmitidas por vectores mas difundidas, con
aproximadamente 2,5 mil millones de personas en riesgo de infeccién y 50 millones
de infecciones por afo [93]. El dengue es endémico en méas de 100 paises tropicales y
subtropicales [47]. La enfermedad del dengue es una de las enfermedades re-emergentes facil
de propagacién [21]], 1a cual impone una carga econémica aunado a la salud deteriorada de las
personas afectadas. Dos especies de mosquitos son responsables de la transmisién del virus
a través de picaduras. El vector mas comun es Aedes aegypti, pero el mosquito asiatico Aedes
albopictus es cada vez mas importante debido a la rapida expansién de la distribucién global que

abarca la mayoria de las regiones tropicales [12, [75].

Los neumaticos de segunda mano se comercializan tanto a nivel local como global. En paises
con mosquitos Aedes aegypti, los neumaéticos a menudo almacenan el agua de lluvia y huevecillos
[75], 97]l, proporcionando excelentes habitats para huevos y larvas, frecuentemente infectados
con ambas especies [5, [49]. Los neumaticos han sido un importante mecanismo de dispersién
tanto para los mosquitos como para el virus del dengue. Aedes Albopictus es originario de Asia,
pero invadi6 el Nuevo Mundo en la década de 1980 a través de neumaticos usados importados y
por las plantas de bambu [12], [47]. Actualmente est4 presente en 20 paises de América [12]]. E1
comercio internacional de neumaticos usados también se ha visto implicado en la introduccién
del vector Aede albopictus a Europa [59].
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Aedes aegypti fue eliminado en 1960-1970 en el continente americano [64]]. Sin embargo,
los cambios sociales y econémicos subsiguientes en America latina han permitido la rapida
reinfestacion del vector y del virus del dengue en toda la regién (ver figura 6.1). De 1960 a 1990,
la producciéon anual de neumaéticos aumenté de 2 a 17 millones [17l, sugiriendo que la gestién de
su movimiento, disposicién y reciclaje podria ser un importante modulador de la dispersion del
dengue. Por ejemplo, entre 1981 y 1996, Cuba carecia de transmisién del dengue, el municipio de
Santiago de Cuba fue reinfestado en 1992 por Aedes aegypti transportado en neumaticos [53].

Dos procesos desempeiian un papel importante en la transmision del Aedes aegypti y el dengue
a través de neumaticos. La primera es la etapa de diapausa en el ciclo de vida del mosquito,
que permite a los huevos sobrevivir largos periodos en condiciones desfavorables, incluyendo
la desecacién [89]]. También se produce la transmisién vertical o transovarica del dengue, con
hembras infectadas que pasan el virus a sus huevos [1,35], 48|, 567, [63]. Los adultos que emergen
son por lo tanto capaces de transmitir la enfermedad sin primero interactuar con un huésped
infectado [21],[46]l, causando brotes de dengue en zonas libre de la enfermedad.

En este capitulo evaluamos el rol del transporte de neumaticos que contienen huevos infecta-
dos causando brotes en dreas que de otra manera estarian libres de ambos vectores y dengue. El
modelo matematico presentado se construye en dos parches, que representan una zona rural con
dengue endémico y una zona urbana cuya dindmica comienza como libre del vector y de la enfer-
medad. Incorporamos la transmisién vertical, diapausa durante el transporte, y la eficiencia del
procesamiento de neumaticos. A través de esto se generan escenarios en los que (a) los mosquitos
se introducen y establecen en la region pero sin causar un brote de dengue, (b) se produce un
brote de dengue, (c) se crea un estado endémico efectivo debido a la afluencia continua de huevos
infectados, y (d) la infeccion se incrementa mediante el aporte adicional de vectores infectados via
transporte de neumaticos. Con el fin de evaluar la gestién del manejo de neumaticos, se presenta
un caso de estudio de la aplicacion de un programa para reducir los tiempos de procesamiento
de neumaticos. Demostramos que si se regula eficazmente, una reduccién en el tiempo que los

neumaticos se almacenan podria ayudar en el control del dengue.

4.2, Descripcion de modelo

Nuestro modelo tiene como objetivo capturar la dinamica de la fiebre del dengue tanto en
humanos como en mosquitos hembras. La poblacién humana total N permanece constante. Las
poblaciones se dividen en secciones rurales y urbanas, con movimientos que ocurren sélo en los
neumaticos que contienen huevos. Los sistemas en los dos parches difieren principalmente por la
pérdida y ganancia de huevos de las zonas rurales a las urbanas. La poblacion human total en la

zona rural Ng y la drea urbana Ny son constantes. La tabla[4.1] describe cada una de las clases

La clase de humanos susceptible tiene una tasa de natalidad per capita 1, y una tasa de

mortalidad per capita idéntica 1, lo que significa que la poblacién general permanece estable a
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Poblacion Descripcion

Sgr Humanos susceptibles en el area rural.

Ip Humanos infectados en el area rural.

Rp Humanos recuperados en el drea rural.
Su Humanos susceptibles en el area urbana.
Iy Humanos infectados en el area urbana.
Ry Humanos recuperados en el area urbana.
Mgr Mosquitos susceptibles en el area rural.
Mg Mosquitos infectados en el area rural.
Eggr Huevos susceptibles en el area rural..
Er Huevos infectados en el area rural.
Mgy Mosquitos susceptibles en el area urbana
My Mosquitos infectados en el area urbana.
Egsy Huevos susceptibles en el area urbana
Ery Huevos infectados en el area urbana.

Cuadro 4.1: Variables de estado para el modelo con movilidad.

través del tiempo. Los individuos de esta clase se convierten en infecciosos de acuerdo con la
tasa de picadura de vectores infectados a. Los vectores se infectan debido a la interacciéon con
humanos infecciosos con una tasa de contacto idéntica a. La velocidad a la que los humanos se

recuperan de la infeccién, después de lo cual se vuelven permanentemente inmunes es .

En contraste, los mosquitos nunca se recuperan de la enfermedad. Nuestro modelo sélo
considera la fraccién x de los mosquitos que son hembras, ya que los machos no transmiten
la enfermedad. Las poblaciones de mosquitos aumentan a través de la eclosién del huevo de
acuerdo con la tasa de desarrollo w y los individuos mueren con una tasa €. Los mosquitos hembra
ovipositan a una tasa ¢ y los huevos tienen una tasa de mortalidad intrinseca 7. Si un mosquito
hembra ya esta infectada, una fracciéon v de sus huevos ovipositados estan infectados (transmisién
vertical o transovarica). Los criaderos tienen una capacidad de carga C, donde a € {r,u}, y r es

un area rural y u un area urbana.

El nimero de neumaticos transportados del area rural al area urbana por unidad de tiempo
es r y 0 es el nimero medio de neumaticos en el area rural. Por lo tanto rE;r/0 es la tasa de
movimiento del huevo. Durante el transporte una fraccién y de huevos sobreviven. W(1,/74)
es la fraccion de huevos en los neumaticos que pudieron eclosionar como adultos antes de ser
eliminados por el proceso de reciclaje del neumatico. Por lo tanto, es una funcién del tiempo de
almacenamiento (75) antes del procesamiento del neumatico y el tiempo de desarrollo del huevo
(14). ¥ debe ser una funcién tal que cuando 75 = 0 entonces ¥ = 0, mientras que 75 es mayor que
el tiempo de desarrollo de los huevos 75, 1 debe acercarse a uno. El diagrama de flujo del modelo
se muestra en las figuras 4.1y [4.2] La tabla[4.2 muestra un resumen de los parametros.

Siguiendo las hipétesis y parametros definidos anteriormente, el sistema de ecuaciones

diferenciales que modelan la dinamica del dengue en el area rural esta dado por:
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Parametros Descripciéon

Tasa de natalidad y mortalidad natural per cdpita en humanos.

Tasa de recuperacion per capita.

Tasa de picadura efectiva, por dia.

Capacidad de carga de los criaderos donde a € {r,u}, y r es un drea rural y u un area urbana.

Numero de huevos ovipositados por dia para cada mosquito hembra.

Tasa de mortalidad per cdpita de los mosquitos adultos.

Tasa de mortalidad per capita de los mosquitos inmaduros.

Proporcion de huevos infectados por transmisién vertical.

Tasa de desarrollo de las etapas inmaduras a maduras.

Fracciéon de mosquitos que son hembras.

Tasa de transporte de huevos per capita.

Fraccién de huevos que sobreviven al transporte.

w(ts/Tq) Fraccion de huevos en neumaticos que pudieron continuar su desarrollo antes del procesamiento del neumaético
Ts,Td Tiempo de almacenamiento de los neumaticos y tiempo de desarrollo de los huevos

merR e <Noela=s

Cuadro 4.2: Parametros para el modelo con movilidad.
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Figura 4.1: Diagrama de flujo para el modelo de dengue con movilidad en el area rural.

. Sg
Sr = nNgr- a—RMIR —nSR,

N
. S
I = a—RMIR—(TI"‘Y)IR,
Ngr
Rr = yIr-nRpg,
. I
Msp = xwEsp—a-—2-Mgg-eMgg,
Ngr
. Ir
M]R = KLL)EIR+(X—MSR—€M1R,
Ngr
. E E r
Esg = ¢Mgr (1——R)+(1—v)ng1R (1——R)—(n+w+—)ESR,
C. C, 0
. E
Eigp = V¢M[R(1——R)—(H+w+£)E1R.
C, 0

Mientras que las ecuaciones diferenciales que modelan la dindmica de la enfermedad del

dengue en el area urbana estdn dadas por:
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nSy nly nRy
vly
—_ Sy | — ] _ Ru
niy A :
I .
1 1
My ! ; Iy
— —M
a My Su: !«BNU su
LA veMy
l b oMy
- Ew Mu < Msy — Esy Je——
r <¢T (—E r e
v Kw —
Vs /T)E| v su g X (Ts/T)Ese
nEy eMyy €Mgy nEgy

Figura 4.2: Diagrama de flujo para el modelo de dengue con movilidad en el area urbana.

. Sy
Sy = UNU—aN—MIU—ﬂSU,
U

. S
Iy = a_UMIU_(TI"'Y)IU,
Ny

Ry = yly-nRy,

) I
Msy = xwEsy-a~——Mgsy -eMgy,
Ny
. Iy
M]U = KwE1U+a—MSU—€M1U,
Ny

Esy = ¢Mgsy

l—ﬁ—U)+(1—v)¢>M1U(1—€—U)—(n+w)ESU+...

u

r T
EXU’(_S)ESR,
Td
. EU r Ts
Eijy = voMiyp|l-—|-(n+w)Ev+-xv|—|EIR.
C, 6 Td

Donde

Nr =Sgr+Igr+Rp,
Ny =Sy+Iy+Ry,
Mpr =Mgsgr +Mir,
Er=Eggr+Eir,
My =Msy + My,

EU :ESU +E1U.

El modelo tiene en cuenta explicitamente el tiempo de movimiento y almacenamiento de

los neumaticos. Nuestro estudio se centra en las condiciones necesarias para cuatro posibles

resultados. Escenario I considera la introduccién al area urbana de los mosquitos de una zona
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rural. En el escenario ] un brote de dengue surge en el area urbana como consecuencia de la
introduccién del mosquito y el virus en huevos infectados. El escenario 111 induce o mejora un
estado endémico en el area urbana a través de la constante introduccion de huevos de mosquitos
infectados. Por dltimo, en el Escenario IV, consideramos cémo la regulacién del mercado de
neumaticos de segunda mano podria actuar como una medida de control del dengue. Para
demostrar los impactos de la propagacién del dengue se calculan los casos secundarios de dengue
generados en el area urbana como resultado de un sélo caso en area rural. Esta cantidad puede
utilizarse como medida preliminar del impacto de controlar el movimiento de los neuméaticos
durante los brotes de dengue. Finalmente, aplicamos nuestro modelo a un estudio especifico
del sistema de manejo de neumaticos en Puerto Rico usando datos de la Autoridad de Residuos
Solidos (ADS) [2].

4.3. Analisis

4.3.1. Introduccion de la especie en una region libre de vectores

El transporte de un sélo lote de neumaticos puede conducir a la introduccién de una poblacién
de mosquitos de las zonas rurales a las urbanas. Para obtener las condiciones en que esto puede
ocurrir, determinamos el niimero de descendencia bdsico urbano (ver apéndice R}, mediante
el método de la matriz de siguiente generacién [16, 27]. Si R}, > 1, entonces la poblacién de
mosquitos es capaz de establecerse a partir de un pequefio nimero de huevos, mientras que si las
condiciones ambientales causan RJL{,., < 1 entonces la poblacién de mosquitos eventualmente se
extinguira. En un solo lote de neumaticos N7 , el numero de huevos viables que llegan al area

urbana esta dado por:

w T E7 w T R -1C
n+ww(é)XNT7R - n+ww(£)XNT %er Fr
donde -~ es la probabilidad de que un huevo eclosione en un mosquito adulto, E, es el estado
estacionario de huevos en el area rural, R, es el nimero de descendencia bdsico rural (ver
apéndice , y )(1//(;—2) es la fracciéon de huevos que sobreviven antes de completar el ciclo de
procesamiento del neumatico.

La introduccién de una especie de mosquito se producira cuando se satisfagan las siguientes

condiciones:

4.1

and
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La primera condicién indica que una poblacién de mosquitos es sostenible en el area urbana,
mientras que la segunda condicién representa el transporte de mas de un huevo exitoso.

Si el reciclaje de neumaticos se convierte en un mercado establecido con un flujo constante
de neumaticos desde el area rural a la urbana, entonces el tiempo de espera Tj; antes de la
introduccién de una especie de mosquito de la poblacién rural a la urbana es dado por la inversa

de la tasa de introduccién de huevo:

-1

Ty = (E)Rfrw_lﬁ

R >1. 4.2
) R, 6 pard fm (4.2)

T+w

4.3.2. La aparicion de un brote de dengue

Si la introduccién continua de neumaticos tiene lugar desde una zona rural endémica de
dengue a la zona urbana, un brote de dengue podria ocurrir por el transporte de huevos infectados.
Para que esto ocurra las condiciones se deben cumplir, pero también requiere que el niimero
reproductivo bdsico sin transmision vertical en el drea urbana R > 1. Su valor viene dado por

u_ [a_PBN 1 " . .
Ry=1/% G (ver apéndice . En esto omitimos la transmisién vertical ya que su efecto es
insignificante al comienzo de un brote. Asi:

a_PN__ 4 (4.3)
e (n+y)M*
debe cumplirse ademaés de (4.1).

El tiempo de espera caracteristico antes de un brote T, es dado por el inverso de la tasa

efectiva de introducciéon de mosquitos hembras infectados:

-1
T, =

E*
=, (E) —IR (4.4)
T+ w Tq) 0

donde §yv (;_;) es la fraccién de huevos importados con éxito, ;-“- es la probabilidad de que un
huevo eclosién en una hembra mosquito antes de morir de causas naturales.
En el caso de la introduccién de un solo lote de neumaticos N , ademas de (4.1) y ([4.3), se

debe satisfacer la condicién siguiente:

KW Ts E;R
N —|—==>1 4.5
o TXW(Td) 0 > (4.5)

Esto indica con eficacia que mas de un mosquito hembra infectada necesita ser introducida.

4.3.3. Inducir y mejorar un estado endémico

Por otra parte, cuando R < 1, la infestacién de dengue no es autosostenible, pero debido a la
introduccién continua de huevos infectados en neumaticos de una zona rural endémica puede

inducir un estado endémico en el area urbana. Este estado no se mantiene por la dindmica
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intrinseca de la enfermedad en el 4rea urbana y cesara si se interrumpe la introduccién de huevos

infectados ver figuras[4.3]y
En esta situacion, el nimero esperado de casos de dengue en un momento dado I;; esta

determinado como

oo My
U_M* -N n
U Uq

donde M7, es el estado estacionario de los mosquitos infectados en el area urbana.

(4.6)

y E7; esta dada por
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Figura 4.3: Inducir un estado endémico. Es posible inducir un estado endémico de dengue ain
cuando Rj < 1 (Regién I) si hay un flujo continuo de neumaticos de una zona rural endémica. Si
la enfermedad ya es endémica, el transporte de huevos mejorara el estado endémico (Region II).
H-= g 1Y (;—2) representa la variacion de los parametros de flujo de neumaticos [69].

Cuando el dengue ya es endémico en el area urbana, la importacion continua de neumaticos
puede aumentar el numero de personas infectadas (ver figuras[4.3|y[4.4). El nimero de infecciones
A u
en un momento dado esté dado por (4.6) cuando R > 1.

4.3.4. El mercado de segunda mano como una medida de control del dengue

Si los neumaticos son procesados inmediatamente o al menos poco después de llegar a la zona
urbana; 75 << 74, la introduccién del dengue no ocurre. Esto se debe a que los huevos mueren
durante el procesamiento del neumatico antes de la eclosion.

En el area rural, la disminucién del nimero de huevos reduce el niimero reproductivo bdsico
rural (ver apéndice R y por lo tanto el nimero de casos de dengue se reducen. Para que esto
ocurra, la reduccion de huevos en el area rural deberia cambiar la abundancia de descendientes
de R, >1a R}, < 1. Si esto no sucede, el riesgo de introducir huevos infectados en el drea urbana

persistira a menos que los neumaticos sean procesados inmediatamente. El tiempo maximo de
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Figura 4.4: Los casos de dengue aumentan a medida que el nimero de huevos infectados introdu-
cidos por unidad de tiempo H se incrementa. Linea roja Ry <1 (estado no endémico) y linea azul
R > 1 (estado endémico) [69].

almacenamiento 7 el cual minimizar el riesgo de introducciéon de dengue puede ser estimado
asegurando que la latencia esperada antes de la introducciéon de un mosquito hembra infectado
sea mayor que el tiempo de extincion del vector en el area rural.

Podemos utilizar la matriz Jacobiana cuando R}, <1 de la demografia del vector (apéndice
[B.1), para obtener el tiempo de extincién caracteristico. La inversa del menor valor absoluto de
sus valores propios es un estimador de su tiempo de extincion. Por lo tanto, debe cumplirse la
siguiente condicién para reducir el riesgo de dispersion del dengue en un mercado establecido

donde los neumaticos se importan continuamente a la zona urbana:
-1 KW

T e
o< e(n+w+r/9)<

1
5(?"*’ \/E) y Ry =

donde y = —(e+m+w+r/0), E =y?—42y E=e(n+w+r/0)1 —-R),) (ver apéndic. Esto funciona

simultdaneamente como una medida de control en el area rural, ya que aumenta la tasa de

mortalidad..

4.3.5. Emergencia de la infeccion en una region libre de dengue por el

movimiento de neumaticos

Con el fin de evaluar el impacto de las intervenciones en el comercio de neumaticos sobre la
dinamica de la enfermedad, podemos calcular las infecciones humanas secundarias en el area
urbana libre de enfermedad causada por las infecciones humanas en el area rural al comienzo de
un brote R,_., (ver apéndice[A.6). Habr4 un caso inicial de virus del dengue en el area urbana

relacionado con el transporte de neumaticos para cada 1/R,—_, casos en el area rural, donde

Ro_. aKkwry (E) v B

cw+m)Ow+m)+r) \1q) € +y)
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Asi, de R,_.,, obtenemos el nimero de casos en el area urbana que se derivan de una persona

infectada en el area rural.

4.4. Caso de estudio Puerto Rico

Una de las principales barreras para la erradicacién del dengue en América Latina es el
problema de los neumaticos almacenados. Estos son un sitio favorable para la cria de multiples
insectos, con implicaciones para la transmisién de enfermedades y la salud humana. Como se
mencioné anteriormente, los neumaticos usados son uno de los sitios preferidos en los que Aedes
Aegypti depositan sus huevos, convirtiéndose en una via importante para su proliferacién y
causando asi brotes de dengue en paises tropicales y subtropicales [22].

Algunos paises latinoamericanos, como Costa Rica y Pert, han prohibido la importacién de
neumaticos usados. Esto se debe al peligro percibido para la salud publica, ademas de las preocu-
paciones relacionadas con la seguridad vial y la proteccién del medio ambiente. Costa Rica no
posee la tecnologia necesaria para tratar neumaticos usados sin causar contaminacién ambiental
[22]. En Puerto Rico, la acumulacién de neumaticos desechados en las instalaciones eléctricas
de la isla representa una crisis ambiental y sanitaria. Por lo tanto, el pais ha implementado un
programa de gestién de neumaticos. Segun la Autoridad de Residuos Sélidos (ADS), alrededor de
18,000 neumaticos se desechan cada dia; esto equivale a 4,7 millones de délares de neumaticos al
ano. A pesar del programa de gestién de neumaticos, no es posible recuperar todos los neumaticos
desechados. Entre los principales riesgos para la salud puablica de la acumulacién excesiva de
neumaticos es la propagacion de plagas y enfermedades como el dengue. Un total de 6.766 casos
confirmados de dengue se notificaron en Puerto Rico en 2013. Por esta razon, las autoridades
han decidido reducir la eliminacién de neumaticos. Puerto Rico ha introducido instalaciones
autorizadas de residuos sélidos en las que se permite la acumulacién de neumaticos hasta 90
dias [2].

La figura 4.5 muestra la ubicacién de los centros de almacenamiento de neumaticos en Puerto
Rico. En esta seccién utilizamos nuestro modelo para analizar las implicaciones de la gestion de

neumaéticos para la transmisién del dengue en este contexto geografico especifico.

Parametros Valores Unidades Referencia

n 0,002 1/dias Estimado
Y 7 1/dias 1

a 0,67 1/dias [

Cq 10000 y 1000 huevos Estimados
¢ 10 1/dias 32

€ 1/8 1/dias IL

b4 1/8 1/dias IL

v 0,3 proporcion 1

] 1/8 1/dias IL

K 0,5 proporcién Estimado
z 10,20 1/dias Estimado
X 0,64 1/dias Estimado usando datos de [Z]

Y(Ts/tq) proporcion
Ts,Td 90, 10 dias 121, 132

Cuadro 4.3: Valores de los parametros para simular la dindmica de la transmisién del dengue en
Puerto Rico a partir de fuentes bibliograficas.
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Figura 4.5: La Autoridad de Residuos Sélidos (ADS) ha detectado todos los centros de venta y
almacenamiento de neumaticos desechados (gomeras) en cada estado de la isla. Los puntos verdes
muestran los centros oficiales de almacenamiento temporal de neumaticos en los municipios de
Hormigueros, Toa Baja y Las Piedras). Fuente: ADS.

Las figuras y muestran las poblaciones de humanos infectados en areas rurales y
urbanas. En la figura[4.6]la poblacién infectada en las zonas rurales sin transporte de neumaticos
(linea roja) demuestra que la enfermedad es endémica. Si se produce el transporte de neumaticos,
la poblacién infectada en las zonas rurales se reduce en un 9.79% 6 13 % (linea azul sélida) y se

hace posible que la enfermedad sea erradicada.
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Figura 4.6: Dinamica de la infecciéon del dengue en zonas rurales bajo diferentes escenarios. La
linea roja discontinua muestra el tamano de la poblacion de los humanos infectados cuando
no hay transporte de neumaticos con huevos infectados. La linea continua azul muestra la
poblacién infectada cuando se produce el transporte de neumaticos (/0 = 10) y la linea de puntos
negros muestra la poblacién infectada cuando se produce el transporte de neumaticos cuando se
incrementa el promedio de huevos infectados por neumatico (/0 = 20) [69].

Por el contrario, si hay alrededor de veinte huevos infectados por cada neumatico y el trans-
porte a los sitios de almacenamiento se hace sistematicamente, el nimero de personas infectadas
en el area rural se reduce en 28,61 % (linea negra). En esta situacion, el transporte de neumaticos
actia como medida de control en las zonas rurales.

Puerto Rico ha implementado un programa para recuperar neumaticos usados. La figura
muestra la comparacién entre el nimero de personas infectadas dependiendo de si los neumaticos

se manejan apropiadamente. La linea azul representa la poblacién infectada en ausencia de un
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programa de reciclaje. El programa de reciclaje recupera y procesa 36 % de neumaticos en los
tres centros de almacenamiento temporal. Teniendo esto en cuenta, el programa ha reducido el

numero de personas infectadas en areas urbanas en 13.04 % (linea roja).
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Figura 4.7: Dinamica de la infeccién del dengue en las zonas urbanas, indicando el impacto del
programa de reciclaje de neumaticos. La linea continua azul muestra la dindmica del brote con el
transporte no regulado de neumaticos, la linea roja discontinua muestra el brote urbano previsto
dada la existencia de este programa [69].
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CAPITULO

Control optimo en el ciclo de vida del

mosquito Aedes aegypti

5.1. Introduccion

edes aegypti es el vector mas importante y comun, esta especie es “domestica” ya que esta
estrechamente asociada con la vivienda humana, dicho vector transmite enfermedades
como dengue, zika, chikungunya y el virus mayaro [44] 50, 93] Tales enfermedades son
tropicales y subtropicales, estas enfermedades virales se transmite rapidamente en el mundo, lo

que la constituye una emergencia de salud publical[44, 93].

Durante 1960 hubo una campana de erradicacién del vector Aedes aegypti en el continente
Americano [64]. Desafortunadamente algunos paises no fueron capaces de erradicarlo, ya que las
medidas de control fueron interrumpidas,como consecuencia hubo una re-infestacién del mosquito
Aedes aegypti que causé severos brotes de dengue en Latinoamerica (ver figura[5.1). También se
ha observado que desde entonces el dengue se ha propagado con brotes ciclicos que ocurren cada
3 —5 anos [64, [93]. Por lo tanto, los programas de control de vectores son esenciales para mitigar

el dengue y otras enfermedades transmitidas por vectores [50].

Existe una gran variedad de literatura que han demostrado que los patrones endémico-
epidémicos son causados por la estacionalidad anual de la temperatura, es decir, los parametros
entomolégicos estan estrechamente relacionados con las condiciones ambientales que causan
brotes periédicos de dengue [37, 40, (70} [95] [96]].

No existe una vacuna contra el dengue, como consecuencia la tnica manera de reducir los

casos de dengue es implementar medidas de control sobre la poblacién de vectores. Esto es,
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Figura 5.1: Distribucion del mosquito Aedes aegypti en el continente Americano.

reducir la poblacién de mosquitos inmaduros y adultos a niveles en los que la transmisién del
virus se reduzca o se evite [93]. Como se mencioné en el capitulo|I] existen diferentes métodos
para controlar la poblacién de mosquitos; control quimico consiste en la aplicacién de adulticidas y
larvicidas a la poblacién de vectores, control mecanico consiste en eliminar los criaderos alrededor
de los hogares donde los mosquitos hembra ovipositan, el control genético introduce mosquitos
machos estériles en la poblacién y finalmente la introduccién de un depredador natural de

mosquitos larvas y pupas es conocido como control biolégico.

Modelos matematicos han sido usados para encontrar la mejor estrategia en la implementa-
cién de un control quimico, tal es el caso de [86] donde proponen diferentes estrategias de control
para la reduccién y prevencién de caso de dengue en Cali, Colombia. En [76] presenta un modelo
de control 6ptimo que combina el efecto de las campafias de concientizacién e implementacién de
insecticida. Ademas, existen pocos trabajos tedéricos que han estudiado el efecto de una vacuna
como una medida de de control en la enfermedad del dengue [77, [78].

Por otra parte, en [65] podemos encontrar un analisis para diferentes escenarios de endemici-
dad, con el objetivo de evaluar la eficacia y rentabilidad de la intervencion aplicada a la poblacién
de vectores. Mientras que [23] presenta una estrategia alternativa de fumigacion rentable para
controlar los brotes de dengue. Algunos modelos se enfocaron en evaluar el impacto y el costo de
la técnica de introducir mosquitos estériles como control de vectores [3, [901.

Por otra parte, [6] presenta un analisis comparativo para diferentes estrategias de control de
vectores y concluyen que la aplicacién de adulticida es lo mas eficaz. Algunos estudios muestran
la eficacia de las medidas de proteccién para reducir los casos de dengue [29, [86]. También hay
algunos trabajos que evaliian la combinacién de dos controles, que evaluan la eficacia de la
aplicacién de insecticidas junto con el control genético [26]], .

En este capitulo planteamos dos modelos matematicos de control 6ptimo en el cual se ana-
lizan los problemas de control quimico y mecanico por el principio del méaximo de Pontryagin.

Encontramos estrategias 6ptimas de control para los brotes estacionales de dengue con el fin
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de obtener los maximos beneficios con una minima inversion financiera. Nos enfocamos en tres
acciones aplicadas en diferentes estaciones. En primer lugar, el control quimico en la poblacién
adulta, en segundo lugar, el control quimico en la poblacién acuética, y finalmente el control

mecéanico, es decir, eliminar los sitios de reproduccién de mosquitos.

5.2. Descripcion del modelo

La poblacion de mosquitos es el principal elemento de transmisiéon del dengue y otras enfer-
medades, es decir, el riesgo de infecciones esta relacionado con la densidad de poblacién de los
mosquitos. Asi, se introduce un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales que modela el
ciclo de vida de los mosquitos Aedes aegypti. Consideramos la fase aérea y acuatica (huevo, larva
y pupa) del vector. Ademas, se tiene en cuenta que los parametros entomolégicos dependen de la
temperatura que influye significativamente en el desarrollo de los estadios inmaduros del vector.
Denotamos por m a los mosquitos hembra maduros (imago), y p la etapa pre-adulta (pupas).
Los mosquitos aumentan con una tasa de desarrollo per capita w, la tasa de mortalidad de la
poblacion madura y pre-adulta es € y 7 respectivamente.

La tasa de oviposicién es ¢ (1 - %), donde ¢ es la tasa intrinseca de oviposicién y C es la
capacidad de carga. Ademas de esto, introducimos una fraccién x de mosquitos son hembras, y
representa la fraccién de huevo que se convierten en larvas y { es la fraccién de larvas que se
convierten en pupas.

La dinamica de ambas etapas descritas anteriormente se modelan con las siguientes ecuacio-
nes diferenciales donde se consideran los parametros entomolégicos w, €, ¢, {, y y © dependiente
de la temperatura. Observe que el sistema de ecuaciones que se introduce corresponde al modelo
I presentado en el capitulo

dm(t) B

az = wp(t)—em(?),

dp(t) _M)_

ar (xd)Km(t)(l C (T +w)p. (5.1)

Previamente, en la seccién [2.3|correspondiente al capitulo[2]se mostr6 el anélisis de estabilidad

del sistema (5.1)), el cual depende del valor umbral niimero de descendencia bdsico (2.10).

_ Kwly¢
y=—1
e(mr+w)

en el siguiente sentido:

1. Si Rps > 1 el sistema (5.1) admite dos puntos estacionarios donde:
= El punto estacionario trivial (0,0), es un punto silla inestable
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= El punto estacionario no trivial (2, p) = (C% (%’—;) ,C (};@—;)) es un nodo localmente

asintéticamente un nodo

2. Si 0 < Rys <1 el sistema (5.1) admite sélo la solucién trivial (0,0) la cual es un nodo

localmente asintéticamente estable

La demostracion de este teorema puedo encontrarse en la seccién 2.3.1 correspondiente
al teorema En este capitulo, nos centramos en tres acciones de control. En primer lugar,
disminuir la poblacién de mosquitos adultos aumentando la tasa de mortalidad natural de
los mosquitos (¢) debido a la aplicacién de adulticidas. Segundo, disminuir las poblaciones de
mosquitos pre-adultos, es decir, disminuir la proporcién de larvas que se convierten en pupas
(¢) debido a la aplicacion de larvicidas. Finalmente, la tercer accién consiste en eliminar el sitio
de reproduccién de los mosquitos reduciendo la capacidad de carga C con campaiia para limpiar
alrededor de los hogares.

En la siguiente seccion presentamos los modelos matematicos con control para las tres

acciones planteadas.

5.3. Modelos con control

En lo que sigue consideraremos parametros entomolégicos que dependen de condiciones
ambientales como la temperatura, dividimos nuestro estudio de control en dos estaciones o
periodos. Dentro de cada estacién los parametros entomolégicos se mantienen constantes, pero
entre estas estaciones los parametros difieren. En el primer periodo [0, ], suponemos que los
mosquitos se encuentran en una estacién donde las condiciones ambientales para su desarrollo
son adecuadas, es decir, se encuentran en una época favorable para su desarrollo. En este caso
consideramos los siguientes parametros entomolégicos w1, €1, {1, Y1, ¢1, 71,y C1. En la segunda
estacién [£, T] supondremos que los mosquitos se encuentran en una estacién donde las condicione
ambientales para su desarrollo no son las adecuadas, es decir, se encuentran en una época poco
favorable para su desarrollo. En este caso consideraremos los siguientes parametros wq, €2, (9,
x2, b2, 12 y Co. Ademas supondremos que la capacidad de carga en ambas estaciones son casi
iguales C1 = Ca.

En la estacion que posee condiciones ambientales adecuadas para el desarrollo del vector,
introducimos un problema de control éptimo en el cual se implementan dos acciones, disminuir
la poblacién de adultos aumentado la tasa de mortalidad y diminuir la poblacién de vectores en
estados inmaduros disminuyendo la proporcién de larvas que se convierten en pupas. Introduci-
mos dos variables de control u1(¢) y ug(¢), donde u1(¢) € [0,1] es una accién dirigida a disminuir
la poblacién de mosquitos adultos y uo(t) € [0, 1] es una accién dirigida a reducir la proporcién de
larvas que se convierten en pupas. Las variables u1(¢) y ua(#) deben elegirse para minimizar las
poblaciones adultas y pre-adultas, asi como el costo del esfuerzo de control. Es decir, minimizar la

siguiente funcion objetivo:
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f
J(u1, uz):f(Alm(t)+A2p(t)+%ul(t)2+%u2(t)2 dt; (5.2)
0

sujeto a las siguientes dos ecuaciones de estado no lineales variables en el tiempo

d
p@  _ (Cl—uz(t))X1¢1Km(t)(1_ M) —(w1+71)p(t); 63
dt @

donde A1 #0y Ag # 0 son los coeficientes de peso y expresan las prioridades de reducir la fase aé-
rea o acuatica, y B1, Bg = 0 es el peso para el esfuerzo de control vectorial que regulariza el control
6ptimo, es decir, B es el costo de cada aplicaciéon de adulticida y By es el costo de cada aplicacién
de larvicida, dichos costos estan dados en forma cuadratica como usualmente se encuentra en la
literatura. Nuestro objetivo es controlar la proliferacién de la poblacién de vectores al minimizar
el nimero de mosquitos (m) y pupas (p). Buscamos un control éptimo (u7, u3), tal que J(u],us) =
min{J(u1,u9)|(u1,us) € 1}, donde I'y = {(u1,u9)lui(t) es una funcién continua a trozos [0,%]} es el
conjunto de control 0 =u; <u., 0 <us < u; son constantes en [0, 1].

En el segundo periodo, implementamos una accién para eliminar los criaderos situados
alrededor de los hogares. Introducimos la variable de control u3(¢), donde u3(¢) € [1,3] es una
accion dirigida a eliminar los criaderos, si ug = 1 no se esta realizando ninguna accién de limpieza
y eliminacién de los criaderos, si ug = 3 los criaderos se reducen a un tercio. La variable u3(¢)
debe elegirse para minimizar la poblacion de mosquitos, asi como el costo del esfuerzo de control.

Es decir, minimizar la siguiente funcién objetivo:

T
J(u3)=f(Asm(t)+A4p(t)+j%us(t)2 dt; (5.4)
3

sujeto a las siguientes dos ecuaciones de estado no lineales variables en el tiempo

dm(t
ZL; ) = wap(t)—eam(t);

dp(t t

ﬂ = (2)(2(,[)21<m(t) (1_u3(t)&) —(ﬂ2+w2)P(t); (5.5)
dt Co

donde A3z # 0 y A4 # 0 son los coeficientes de peso y expresan las prioridades de reducir la
fase aérea o acuatica, y Bs = 0 es el peso para el esfuerzo de control vectorial que regulariza
el control éptimo, es decir, B3 es el costo de eliminar los sitios de reproduccién, también estos

costos se dan en forma cuadratica. Nuestro objetivo es controlar la proliferacion de la poblacién

65



CAPITULO 5. CONTROL OPTIMO EN EL CICLO DE VIDA DEL MOSQUITO AEDES AEGYPTI

de vectores mediante la minimizaciéon de la poblacién de pupas(p) debido a la reduccion de
los criaderos C. Buscamos un control éptimo (u3), tal que, J(u3) = min{J(u3)lug € I'z}, donde
I's = {usl es una funcién continua a trozos [£,T1} es el conjunto de control y 1 < ug <u. , es una
constante en [1,3].

E1 marco basico de ambos problemas es probar la existencia del control 6ptimo y la caracterizacion

del control 6ptimo. En las siguientes lineas se presentan.

5.3.1. Existencia y unicidad del control 6ptimo

Esta claro que los problemas de control 6ptimo y 5.5l solamente son atractivos
cuando la enfermedad persiste. Por lo tanto, de aqui en adelante, asumimos que el nimero de
descendencia basico correspondiente al modelo del ciclo de vida del vector|5.1|es mayor que uno.

Esto es,

= —chx('b >1.

Ce(m+w) (5.6)

Proposicion 5.0.1. Si se satisfacen la relacién entonces para todas la funciones de control
continuas a trozos u1(t) : [0, £] — [0,u71], ua(t) : [0, £]1 — [0,u3], el conjunto de soluciones del
problema de valor inicial 0 < u1(¢) < uc, 0<ug(t) <u; Vt€[0,7] es no vacié y acotado en [0, 7]
Demostracion. Sea f = (f1,[2) = (‘fi—?,‘fi—lz) donde (fi_r? y Z—f corresponden al lado derecho del
sistema (5.3).

Como f es continua y satisface la condicion de Lipschitz con respecto a las variables de
estado (m, p), por el Teorema de Picard-Lindelof (ver [24)], Teorema 3.1), existe una tinica solucién
(m(2), p(¢) correspondiente a cada pareja de controles (ue(t),u;(t). Esta solucion es acotada cuando
t — oo.

Por otra parte, las funciones f1(m,p)y fo(m, p) definidas por el lado derecho del sistema (5.1)

son cuasimondtonas crecientes en el sentido de

Entonces por el Teorema de comparacién (ver [92]) garantiza que ambas trayectorias (m(t), p(t)
se mantendrdn entre las trayectorias generadas por las cotas inferiores y superiores del control,
para todo par de controles. Por lo tanto, el sistema con controles tiene solucidn tinica para
par de controles (u¢(2),u(t), t [0, .1

La existencia de un control 6ptimo puede obtenerse usando un resultado de Fleming y Rishel

[41]. A continuacién presentamos los resultados para ambos controles.

Teorema 5.1. Para Ry > 1, considere el problema de control para el sistema . Existe (uj,uj) €
[0,uc] x[0,url=T1 tal que
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min  J(ui,u0)=Jw,ul)
(u1,u9)el’ ’ P2

Demostracion. Usamos un resultado de existencia de [41] y [55]. Debemos comprobar si las

siguientes propiedades se satisfacen:

1. El conjunto de soluciones (5.3) es no vacto y acotado para todo par de controles (uc(t),u;(t)) €
[0,uc]lx[0,u,]

2. El conjunto de control T'1 es convexo y cerrado en R2.

3. El conjunto de condiciones iniciales (m,,p,)y el conjunto de estados terminales (m(f), p(f))

son ambos compactos.

4. El sistema es lineal respecto al vector de control (u1(t),us(t)) con coeficientes depen-

diendo del tiempo y de las trayectorias del estado.

5. El integrando de la funcién objetivo es convexa (cuadrdtica) con respecto a (w1 y ug)y

satisface
Aym(®) + Asp(@)+ Blu2t) + B2ul(t) = B(w? + ud), donde B = 1(B1 +B3) >0

Con el fin de verificar estas propiedades, usamos los resultados Teorema 4.1 y corolario 4.1 de
[41] para mostrar la existencia de soluciones del sistema de estado con coeficientes acotados,
con lo cual obtenemos 1. El conjunto de control I'1 es acotado por definicion, asi, 2 se satisface.
3 se satisface, ya que las soluciones de estado estdn acotadas. El integrando de nuestra funcion
objetivo es convexa en I'1, con lo cual obtenemos 4. Finalmente 5 se satisface. Por lo tanto, podemos

concluir que existe un control dptimo (u7,us) que minimiza la funcién objetivo J(u1,uz). B

Proposicion 5.1.1. Si se satisfacen la relacion entonces para todas la funciones de control
continuas a trozos us(t) : [£,T1— [0,u3z], el conjunto de soluciones del problema de valor inicial

1<us(t)<u.Vtelt, T]es no vacié y acotado en [£,T]

Demostracion. La demostracion es andloga a la presentada en la proposicién (5.0.1). Por lo
tanto, podemos concluir que el sistema con control (5.5) tiene solucién tinica para el control u.(t),
telt, T]. A

Teorema 5.2. Para Rjs > 1, considere el problema de control para el sistema . Existe (ug) €
[1,u.]1=T9 tal que

min J(u3)=J(u3)
(ug)ely
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Demostracién. Utilizamos la misma técnica utilizada en la demostracion [5.3.1|para probar este

teorema. Debemos comprobar si las siguientes propiedades se satisfacen
1. El conjunto de soluciones de (5.5) es no vacio y acotado para el control u.(t) €[0,u.l.
2. El conjunto de control I's es convexo y cerrado en R.

3. El conjunto de condiciones iniciales (m,,p,) y el conjunto de las variables terminales

(m(T), p(T)) son ambas compactas.

4. El sistema es lineal respecto al vector control us(t) con coeficientes dependiendo del

tiempo y de las trayectorias del estado.

5. El integrando de la funcién objetivo es convexa con respecto a us y satisface
Azm()+Asp@®)+ Bu() = Bul > 0.

Las condiciones 1—5 se satisfacen, ya que son las hipdétesis del Teorema 4.1 y corolario 4.1 de [4]1].

Entonces, podemos concluir que existe un control 6ptimo u; que minimiza el funcional objetivo
J(usz).

5.3.2. Caracterizacion del control 6ptimo

En esta seccién, nos centramos en la determinaciéon de un control 6ptimo para ambos proble-
mas. Comenzamos con la funcién objetivo (5.2) sujeto a (5.3). Con el fin de obtenerla, definimos la

siguiente funcion Hamiltoniana.

B B
<ff(l’n,p,u1,u2,7L1,/12) = A1m +A2p + éu% + ?2
+11(w1p —(e1+u1)m)

2
Ug

+A2((C1 —ug2)y1p1xm (1 - Ci) —(w1+7m1)p)
1

donde A(#) = (11(2),A2()) denotan la funcién vectorial adjunta que satisface

dA — I 0

e ) At = )

dt — 0

La componente A() es el cambio en el valor objetivo calculado sobre soluciones 6ptimas

[54], [74].

Teorema 5.3. Dado un control éptimo (uj,u;) y las soluciones m* y p* del correspondiente

sistema , existe una funcion vectorial adjunta M#):[0,7] — R? que satisface

da *
=L = —A1+Al<t)<e1+u1‘)—a2<t)((cl—u;)xuplx(l—p—))
dt Ci
dla _ —Az—/ll(t)wl+12(t)(((1_u2)xl¢11<m +w1+n1)
dt Cq
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con condiciones terminales 1;(f) =0 para i = 1,2.

Ademds uj y u; estdn representados por:

ui(®) = min{méx{i/h(t)m*, O}, ue}
B,
. ) )1 o, P
uy(t) = mm{max{—/lg(t) ()(1¢1Km (1— —)), O}, u(}
Bs C1

Demostracion. La forma de las ecuaciones adjuntas y las condiciones terminales son resultados
estdandar del principio mdximo de Pontryagin [74]. De acuerdo a [54)] debido a que ambos controles
estdn acotados las condiciones necesarias para la optimalidad de uj y u; podemos escribirlas de

la siguiente manera:

uy=0 si S, >0 uy =0 si S,>0
O<uj<u. si 4, =0 y O<uy<u; si H,,=0 (5.7
uy=u. si H,<0 usg=u; si Ay, <0
donde
J6,, = Biui—-Aim (5.8)
Hby, = Baug—2A9 (Xlgble (1—01)) (5.9)
1

resolviendo las ecuaciones F6,, =0y #,, = 0 y tomando las condiciones necesarias para la

optimizacion obtenemos las expresiones
uy = min{méx{Bil)le,O},ue} yuy= min{méx{BiZ?Lz (Xlgblkm (1 - cﬂl)) ,O},u(}. |

Observe que la condicién de transversalidad 11() =0, A2(f) = 0 del sistema adjunto, deberan
garantizar que uj(f) =0y u;(#) = 0 lo que significa que ambas acciones de control deben ser
suspendidas al final de la estacién [0, ] que corresponde a la estacién cuando el mosquito tiene
las condiciones ambientales favorables para su desarrollo.

Por otra parte, para el control mecénico con la siguiente funcién objetivo (5.4) sujeto a (5.5).

Definimos la siguiente funcién Hamiltoniana.

B
HA(m,p,uz,A1,A2) = Aim+Asp+ ?3u§ +

+/11(w2p — Ezm)
+A2((2x2p2xm (1 - Cﬁz) —(wg +m2)p)

donde A(¢) denota y tiene la misma interpretacion que se menciono anteriormente.
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Teorema 5.4. Dado un control éptimo ug y las soluciones m* y p* del correspondiente sistema
, existe una funcién vectorial adjunta Mt): [, T]1 — R2 que satisface

dAl * p*
— - —Aq1+ A1(E)e2) — Aa(?) (62X2¢2K(1—u3c_2))
dhy = —Ag-M(Dws + Aa(2) (—(2X2¢2Km +w2+ 772)
dt Co

con condiciones terminales 1;(T) =0 para i =1,2.

Ademds uj estdn representadas por

1 m* *
us(t) = min{méx{—/lg ((2X2¢2K P ) , 0} , uc}
Bs Co
Demostracion. Nuevamente la forma de las ecuaciones adjuntas y las condiciones terminales
son resultados estdndar del Principio Mdximo de Pontryagin[74)]. De acuerdo a [54] debido a que
ambos controles estdn acotados las condiciones necesarias para la optimalidad de uz podemos

escribirla de la siguiente forma

uz =0 si Ay, >0
1<uz<u. si Hyu,=0 (5.10)

Ug =uc si Huy <0

donde

Ty, = B3u3—/12((2)(2¢21<mp)

Cy (5.11)

resolviendo la ecuacion J6,, = 0 y tomando las condiciones necesarias para la optimizacion

obtenemos la expresion uy = min{méx{%/lz ((2)(2(,[)21(%) , O}, uc}. |

Observe que las condiciones de transversalidad A1(T) = 0, Ao(T') = 0 del sistema adjunto,
deberan garantizar que u3(T) = 0 lo que significa que la accién de control debe ser suspendida al
final de [#,T] que corresponde a la estacién cuando el mosquito no tiene las condiciones adecuadas

para su desarrollo.

5.4. Analisis numérico

En la siguiente seccién mostramos las soluciones numéricas de los problemas de control
planteados en las secciones anteriores (5.2)-(5.3) y (5.4)-(5.5) usamos un software llamado Next
Generation Optimal Control software (GPOPS) [66]. En términos generales, este software emplea

un método de colocacién de cuadratura hAp-adaptativa gaussiana.
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5.4.1. Estrategias de control

Se proponen dos casos de estudio para ambos modelos de control 6ptimo formulados en la
seccién anterior para el periodo favorable y poco favorable de desarrollo del vector. En los dos
casos de estudio se acoplé la solucién numérica para el problema de control 6ptimo (u1,u9) con la
solucién numérica del segundo problema de control 6ptimo u3. Ademaés, hemos considerado ocho
estrategias de control (u1,usg) siguiendo la idea de [86] (ver tabla[5.1).

El caso de estudio A corresponde cuando iniciamos nuestra estrategia de control de la
proliferacion de la poblacion de vectores cuando el mosquito Aedes aegypti tiene condiciones
ambientales favorables para desarrollarse. En este caso comenzamos nuestra simulacién con
un control 6ptimo (5.2)-(5.3), después de esto, introducimos un control mecénico (5.4)-(5.5) para
finalmente terminar con una simulacién de control quimico (5.2)-(5.3).

Por otra parte, el caso B corresponde cuando el mosquito no tiene buenas condiciones am-
bientales para desarrollarse. En este caso pondremos en marcha nuestra estrategia de control
eliminando los criaderos, es decir, (5.4)-(5.5), después de esto introducimos un control quimico
(5.2)-(5.3) para finalmente terminar con una simulacién de control mecanico (5.4)-(5.5) (ver tabla
[6.3). Las condiciones iniciales en ambos casos de estudio es el punto estacionario no trivial

Ry
para el mosquito Aedes aegypti, después de esto, se toman las condiciones iniciales de los estados

(m,p)= (C 2 (Rg—;) ,C (M)), ya que este estado estacionario presenta las mejores condiciones

finales de las simulaciones correspondientes.

Estrategia Descripcién Valor de u, | Peso B1 | Valor de u; | Peso By

Estrategia 1 Alta letalidad insecticida costoso 0.8 1000 0 0

Estrategia 2 Baja letalidad insecticida barato 0.2 250 0 0

Estrategia 3 Alta letalidad larvicida costoso 0 0 0.7 1000

Estrategia 4 Baja letalidad larvicida barato 0 0 0.2 250

Estrategia 5 | Alta letalidad insecticida costoso con 0.8 1000 0.7 1000
Alta letalidad larvicida costoso

Estrategia6 | Alta letalidad insecticida costoso con 0.8 1000 0.2 250
Baja letalidadlarvicida barato

Estrategia 7 | Baja letalidad insecticida barato con 0.2 250 0.7 1000
Alta letalidad larvicida costoso

Estrategia 8 | Baja letalidad insecticida barato con 0.2 250 0.2 250
Baja letalidad larvicida barato

Cuadro 5.1: Estrategias para el control quimico.

Tomamos dos bloques de diferentes parametros entomolégicos, la primer fila de la tabla
corresponde al periodo favorables, cuando el mosquito tiene condiciones ambientales favorables
para desarrollarse, es decir, cuando la temperatura se encuentra entre 24°C y 30°C La segunda
fila corresponde al periodo poco favorable, cuando el mosquito no tiene condiciones ambientales
favorables para desarrollarse, es decir, cuando la temperatura se encuentra entre 15°C y 20°C

(ver tabla[5.2).

Existen algunos estudios que muestran la eficacia de insecticidas y larvicidas, el rango de

71



CAPITULO 5. CONTROL OPTIMO EN EL CICLO DE VIDA DEL MOSQUITO AEDES AEGYPTI

Parametros | ¢ € b4 ) K X ¢
10 0.07 0.05 0.05 05 0.5 0.8
Valores 10 0.05 0.05 0.05 05 0.12 0.3

Cuadro 5.2: Los valores para cada parametro entomolégico se obtuvieron de [42] [43] 61, [81]].

mortalidad por insecticida es 15% y 98 % [83] y el rango de mortalidad por larvicida es entre
23% y 98 % [83l, otros resultados muestran que el rango de un nuevo larvicida es entre 50% y
98% [13.,185]] 0 60% y 70% [80]. Siguiendo la idea presentada en [86]] consideramos dos tipos de
insecticidas y larvicidas: un insecticida barato con una baja letalidad 20 % o un insecticida costoso
con una alta letalidad 80%, asi que el limite superior del control es u1(¢): ue =0.2 y u. = 0.8.
Finalmente consideramos un larvicida barato con baja letalidad 20% o un larvicida costoso con

una alta letalidad 70 %, asi que el limite de los controles es ug(¢) :u; =0.2 y u; =0.7.

5.4.2. Simulaciones

Casos Controles

Control quimico | Control mecanico | Control quimico

oot | E263) N, 6269

Caso B Control mecanico | Control quimico | Control mecanico

Cuadro 5.3: Implementacion de las simulaciones.

En la funcion objetivo los valores constantes de los peso se eligen como sigue A; =Ags =1
y para B; y By ver tabla (5.1).

Por otra parte, en la funcién objetivo los valores constantes de peso se eligen como sigue
A1=1,A2=50y B3 =3000.

Las graficas a[b.5|corresponden a las simulaciones que inician con un periodo favorable
para el desarrollo del vector donde se aplica un control quimico [0, ] (un periodo de 4 meses),
seguido de un control mecénico que corresponde al periodo poco favorable [#, T'] (un periodo de 8
meses), para finalizar con un control quimico [T, T'f] (un periodo de 4 meses), cuyo periodo total

de la simulacion es de un afio cuatro meses.

5.4.2.1. Estrategias de control en un periodo favorable

Para implementar las simulaciones consideramos dos casos de estudio, el caso A comienza
con una campaia de control quimico seguida de un control mecanico para terminar nuevamente
con un control quimico. El caso B comienza con una camparia de control mecéanico seguida de
un control quimico para finalizar nuevamente con un control mecanico (ver tabla[5.3), donde el

tiempo establecido es £ = 120 dias para el control quimico y T' = 245 dias para el control mecénico,
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es decir, el periodo total de simulacién del caso A es 485 dias y para el caso B el periodo total de

simulacién es de 610 dias.

La figura muestra la solucion 6ptima del caso A para la estrategia 1 (linea roja) y estrategia
2 (linea discontinua azul). (a) muestra las trayectorias de estado 6ptimas y los controles de
y con condiciones iniciales en el estado estacionario. [5.2|(b) muestra las trayectorias de
estado 6ptimas y los controles de y donde las condiciones iniciales son las condiciones
finales de la primer simulacién (ver tabla . Finalmente, (c) muestra las trayectorias de
estado 6ptimas y los controles de y donde las condiciones iniciales son las condiciones
finales de la segunda simulacién (ver tabla[5.4). Para ambas estrategias, en[5.2](a) la fraccién
de mosquitos comienza a disminuir constantemente en comparacién con la fraccién de pupa.
Como era de espera debido al uso de insecticidas costosos de alta letalidad garantiza un descenso
mas pronunciado de ambas variables de estado y reduce considerablemente la proporcién de
mosquitos en el tiempo final # = 120 dias. Sin embargo, los controles difieren: el insecticida barato
de baja letalidad requiere una aplicacién de fuerza completa u1(¢) = ue = 0.2 durante 120 dias,
mientras que el insecticida costoso de alta letalidad solo necesita un insecticida de capacidad

completa los primeros 3 dias para comenzar mas tarde nuevamente en el dia 20 hasta 50.

Por otro lado, cuando se aplica el control mecanico la fraccién de pupas disminuye al final de
las estrategias (ver figura[5.3|(b)). Para la estrategia 2 el control u3(t) es necesario comenzar el
control mecanico desde el primer dia con la aplicacion de fuerza completa, es decir, us(¢) = u, =3
pero para la estrategia 2 el control us(¢) la fuerza de aplicacion del control mecanico comienza
desde el primer dia con u3(¢) = u. = 1.6 . Mientras que paral5.2(c) cuando el control quimico se
aplica en un nuevo periodo, la fraccién de pupas comienza a aumentar para ambas estrategias,
pero la poblacién de mosquitos sigue siendo controlada y los controles se comportan de manera
similar a la figura (a).

La figura muestra la solucion 6ptima del caso A bajo la estrategia 3 y la estrategia 4.
(a) muestra las trayectorias de estado 6ptimas y el control de y (6.3), las condiciones iniciales
son la solucién estacionaria. (b) muestra las trayectorias de estado 6ptimas y el control de
y donde las condiciones iniciales son la condiciones finales de la primera simulacién
(ver tabla[5.4). Finalmente (c) muestra las trayectorias de estado 6ptimas y el control de
y donde las condiciones iniciales son la condicién final de la segunda simulacién (ver tabla

5.4).

La figuraf5.3|(a) muestra que el uso de un larvicidas costoso y letal produce la disminucién de
la poblacién de larvas casi al final de = 120 dias y, sin embargo, el uso de larvicida barato y de
baja letalidad no garantiza la disminucién de la poblacion de larvas, en este caso ambas variables
de estado permanecen casi en el estado estacionario. Para ambas estrategias; larvicida costoso de
alta letalidad y larvicida barato de baja letalidad requieren una aplicacién de fuerza completa,
es decir, u1(t) = ue = 0.8 y ug(f) = U,etq = 0.7 durante 120 dias. Por otro lado, el control ug(¢) se

comporta de manera similar para ambas estrategias, es decir, es necesario comenzar el control
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Figura 5.2: Caso A: (a) y (c) soluciones éptimas de (5.2) y (5.3), (b) soluciones 6ptimas de (5.4) y
(5.5) bajo la estrategia 1; Insecticida costoso de alta letalidad (linea sdélida roja) y estrategia 2;
Insecticida barato de baja letalidad (linea discontinua azul)
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Figura 5.3: Case A: (a) y (c) soluciones éptimas de (5.2) y (5.3), (b) soluciones 6ptimas de (5.4) y
(5.5) bajo la estrategia 3; Larvicida costoso de alta mortalidad (linea sélida roja) y estrategia 4;
Larvicida barato de baja letalidad (linea discontinua azul)

mecéanico desde el primer dia con la aplicacion de fuerza total us(t) = u. = 3 (ver figura (b)).

En las tablas[5.4]y[5.5| podr4 encontrar las condiciones iniciales y finales, los costos para el caso
A bajo las estrategias propuestas en la tabla Mientras que las tablas[5.6]y 6.7 muestra las
variables de estado (condiciones iniciales y finales) y los costos para el caso B bajo las estrategias
propuestas en la tabla

La figura[5.4| muestra las trayectorias de estado éptimas y los controles cuando se aplican
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Estrategias Control quimico Control mecanico Control quimico Costos

1 Mo = 664,2857 my = 67,1268 | m,=67,1268 m; =271,3915 | m, =271,3915 m, = 66,6134 | 1486520.6
Po =930 py =414,7682 Po=414,7682 py = 310,8467 | p,=310,8467 pr =411,7832

2 m, = 664,2857 my = 15,1852 | m, = 135,1852 m/ = 271,5675 | m, = 271,5675 m, = 135,1852 | 1427705.7

Po=930 py =730 Po =130 pr=310,9794 Po=310,9794 pr =730

3 M, = 664,2857 m = 334,2064 | m, = 334,2064 m, = 271,6921 | m, = 271,6921 m, = 318,6222 | 1568375.5
Po =930 pr =678,1741 Po=678,1741 py =311,0734 | p,=311,0734 pr =663,1593

4 m, =664,2857 my = 648,6406 | m, = 648,6406 m s =271,8679 | m, =271,8679 m = 648,3815 | 1477962.9
DPo =930 pr=922,6189 Po=922,6189 py =311,2058 | p,=311,2058 pr =922,5892

Cuadro 5.4: Resultados para las variables de estado y costos para el caso A bajo las estrategia
1-4

la estrategia 5 y estrategia 6. Para ver las condiciones iniciales y finales para cada control de
simulacién, consulte la tabla Para ambas estrategias en (a) la fraccion de mosquitos
comienza a disminuir constantemente en comparacién con la fraccién de pupa (ver figura [5.4
(a)). Como se esperaba, el uso de un insecticida costoso de alta letalidad combinado con larvicida
costoso de alta letalidad garantiza un descenso mas pronunciado de ambas variables de estado
y reduce considerablemente la proporcién de mosquitos y pupas en el tiempo final # = 120 dias.
Observe que los controles difieren, para el insecticida costoso de alta letalidad requiere una
aplicacion de fuerza completa u1(¢) = ue = 0.8 por un par de dias, mientra que un larvicida costoso
de alta letalidad requiere aplicacién de fuerza completa ua(¢) = u; = 0.7 hasta ¢ = 57 dias. Por
otro lado, para la estrategia 6 el insecticida costoso de alta letalidad se requiere una aplicacion de
fuerza completa u1(¢) = u. = 0.8 por un par de dias y luego continuar con u1(¢) = u. = 0.7 hasta
f ~ 40 dias mientras que un larvicida barato de baja letalidad requiere una aplicacién de fuerza
completa ua(#) = u; = 0.2 durante ¢ = 120 dias.

Ademas, cuando se aplica el control mecanico la fracciéon de mosquitos y pupas aumenta
al final de las estrategias. En la figura (b) puede ver que para la estrategia 5 el control
u3(t) es necesario iniciar el control mecanico desde el primer dia con una aplicacién de fuerza
ug(t) =u.,~1.2 y aumente a u, = 2 al dia 200 pero para el estrategia 6 el control u3(¢) la fuerza
de aplicacion para el control mecanico comienza en el dia 140 us(f) = u. = 1 para aumentar a
u. ~ 1.8 al dia 250.

La figura muestra las trayectorias de estado 6ptimas y los controles cuando se aplican
la estrategia 7 y estrategia 8. Para ver las condiciones iniciales y finales para cada control de
simulacién, consulte la tabla La figura (a) muestra la proporciéon de mosquitos y pupas
que disminuyen por la aplicacién de la estrategia 7 pero bajo estrategia 8 la proporciéon de pupas
permanece casi en el estado estacionario. Para la estrategia 7 y estrategia 8 insecticida barato
de baja letalidad requiere una aplicacién de fuerza completa u1(¢) = u. = 0.8 para # = 120 dias,
mientras que para la estrategia 7; larvicida costoso de alta letalidad requiere una aplicacion de
fuerza completa ua(t) = u; = 0.7 hasta el dia 80, no es el caso de estrategia 8; larvicida barato de
baja letalidad que requiere una aplicacién de fuerza completa ua(t) = u; = 0.2 por f = 120 dias.

Por otro lado, cuando se aplica el control mecanico en el caso de la estrategia 8, es necesario

comenzar el control mecanico desde el primer dia con una aplicaciéon de fuerza alrededor de
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Figura 5.4: Case A: (a) y (c) soluciones 6ptimas de y , (b) soluciones 6ptimas de ) y
bajo la estrategia 5; Insecticida costoso de alta letalidad combinado con larvicida costoso de
alta letalidad (linea sélida rojas) y la estrategia 6; Insecticida costoso de alta letalidad combinado
con larvicida barato de baja letalidad (linea discontinua azul).

us(t) =u. = 2.8, mientras que para estrategia 7 el control mecanico u3(t) comienza en el dia 140

con una fuerza us(¢) = u. ~ 1 para aumentar a u. ~ 1.7 al dia 250. (ver figura[5.5(b)).

Estrategias Control quimico Control mecénico Control quimico Costos

5 m, = 664,2857 ms = 26,0072 | m, =26,0072 m; =270,8145 | m,=270,8145 m; = 25,6200 | 1379282
Po =930 pr =157,4305 Do =157,4305 py =310,4109 | p,=310,4109 p; = 155,1013

6 m, = 664,2857 m s = 45,8608 | m, =45,8608 m; =271,1997 | m,=271,1997 m; = 44,9672 | 1457903.6
Po =930 pr =263,0405 Do =263,0405 py =310,7019 | p, =310,7019 p; = 257,5688

7 m, =664,2857 mp=24,2745 | m,=24,2745 m =270,8245 | m, =270,8245 my =23,7747 | 1368692.6
Po=930 pr=163,9678 Ppo=163,9678 pr =310,4185 | p,=310,4185 p; = 160,8855

8 m, =664,2857 mp =124,0735 | m, =124,0735 my = 271,5438 | m, =271,5438 m =124,0731 | 1466823.5
Po =930 pr=658,2061 po=658,2061 pr=310,9616 | p,=310,9616 p; = 658,2056

Cuadro 5.5: Resultados para las variables de estado y costos para el caso A bajo las estrategia

5-8

5.4.2.2. Estrategias de control en un periodo poco favorable

En las graficas [5.6] a[5.9] corresponden a las simulaciones que inician con un periodo poco
favorable para el desarrollo del vector donde se aplica un control mecanico [0, ] (un periodo de
8 meses), seguido de un control quimico que corresponde al periodo favorable [#, T (un periodo
de 4 meses), para finalizar con control mecanico [T, T + ] (un periodo de 8 meses), cuyo periodo

total es de un afio ocho meses. Las condiciones iniciales y finales de cada simulacién lo pueden
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Figura 5.5: Case A: (a) y (c) Soluciones 6ptimas de y , (b) soluciones 6ptimas de )y
(5.5) en estrategia 7; Insecticida barato de baja letalidad combinado con larvicida costoso de alta
letalidad (linea sélida rojas) y estrategia 8; Insecticida barato de baja letalidad combinado con
larvicida barato de baja letalidad (linea discontinua azul).

encontrar en las tablas[5.6]y

Las figura[5.6|(a) - [5.9|(a) muestra la solucién 6ptima para y con condiciones iniciales
en la solucion estacionaria. La figura (b) - (b) muestra la solucién 6ptima del control para
(5.2) y donde las condiciones iniciales son la condicién final de la primera simulacién (ver
tabla [5.6). Finalmente, la figura [5.6] (c) - [5.9] (c) muestra la solucién 6ptima para y (

donde las condiciones iniciales son la condiciones finales de la segunda simulacién (ver tabla|5.6).

La figura muestra las trayectorias de estado éptimas y los controles cuando se aplican
estrategia 1y estrategia 2. Las figuras (a), (a), (a)y (a) muestran que ambas
poblaciones (mosquitos y pupas) disminuyen cuando se aplica la eliminacién de los criaderos
con una aplicacion de fuerza de us(¢t) = u, = 3 por un par de dias y luego ir disminuyendo el
esfuerzo de aplicacién, en los cuatro casos obtenemos los mismos resultados. Sin embargo, cuando
el control quimico comienza al final de la eliminacién de criaderos, es decir, cuando se aplica la
estrategia 1 (insecticida costoso de alta letalidad), la poblacién de mosquitos se reduce atin més
cuando la estrategia 1 se aplica el control u1(¢) requiere la aplicacién de fuerza completa, es decir,
u1(t) = ue = 0.8 hasta el dia 290 para ir disminuyendo gradualmente el resto del periodo. Por otro
lado, la estrategia 2 (insecticida barato de baja letalidad) provoca una disminucién de la poblacion
de mosquitos, no ocurre lo mismo con las pupas, y esta estrategia requiere una aplicacién de

fuerza total, es decir, u1(¢) = u. = 0.2 por 120 dias (ver figura[5.6(b)). A diferencia de la aplicacién
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Figura 5.6: Caso B: (a) y (c) soluciones 6ptimas de (5.4) y (5.5), (b) soluciones 6ptimas de (5.2) y
(5.3) bajo la estrategia 1; Insecticida costoso de alta letalidad (linea sélida roja) y estrategia 2;
Insecticida barato de baja letalidad (linea discontinua azul).

del primer control mecanico, cuando se aplica nuevamente el control mecanico posterior a una
aplicacién de control quimico, la poblacién de mosquitos y pupas disminuye cuando la aplicaciéon
de fuerza para la estrategia 1 es ug(t) = u. =~ 1.8 y la aplicacién de fuerza para laestrategia 2 es
us(t) = u. = 3 (ver figura[5.6( c)).
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Figura 5.7: Caso B: (a) y (c) soluciones éptimas de (5.4) y (5.5), (b) soluciones 6ptimas de (5.2) y
(5.3) en la estrategia 3; Larvicida costoso de alta letalidad (linea sélida roja ) y la estrategia 4;
Larvicida barato de baja letalidad (linea discontinua azul).

La figura[5.7| muestra las trayectorias de estado 6ptimas y los controles cuéndo se aplican

estrategia 3y estrategia 4. En la estrategia 3 la figura [5.7) (b) muestra que las poblaciones de
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mosquitos permanecen casi constante con un fuerza de control ua(t) = u; = 0.7 por aproximada-
mente 120 dias. Por otro lado, con la estrategia 4 la figura (b) muestra que ambas poblaciones
aumentan debido a que la fuerza de control es ua(¢) = u; = 0.2 por aproximadamente 120 dias.
Por otra parte, la figura (c) muestra los resultados cudando se aplica el control mecanico
nuevamente después de una aplicacion de control quimico cuya fuerza de control es similar a la
mostrada en[5.7] (b).

Estrategias Control quimico Control mecénico Control quimico Costos

1 m,=444,44 my =271,7361 | m,=271,7361 m; = 66,6143 | m,=66,6143 m; =271,3889 | 2806945.9
Ppo=444,44 py = 311,1065 Po=311,1065 py =411,7884 | p,=411,7884 pr =310,8447

2 m, =444,44 my =271,7361 | m,=271,7361 ms =135,1852 | m, = 135,1852 m =271,5675 | 2808065.1
Dpo=444,44 pr =311,1065 Po=2311,1065 py =730 Do =730 py =310,9794

3 m,=444,44 my =271,7361 | m, =271,7361 my = 318,6253 | m, = 318,6253 m = 271,6808 | 2887271.9
Po=444,44 pr =311,1065 | p,=311,1065 pr =663,1623 | p,=663,1623 py =311,0648

4 m, =444,44 my =271,7361 | m,=271,7361 ms =648,3818 | m, = 648,3818 m; =271,8678 | 2858595.4
Do =444,44 pr =311,1065 | p,=311,1065 pr =922,5851 | p,=922,5851 pr =311,2057

Cuadro 5.6: Resultados para las variables de estado y costos para el caso B bajo las estrategia
1-4

La figura muestra el estado 6ptimo y las trayectorias controladas cuando se aplican la
estrategia 5y la estrategia 6. Para ambas poblaciones, los mosquitos y pupas disminuyen con la
estrategia 5y 6. Para la estrategia 5 la fuerza de control es aproximadamente u1(¢) = u. approx0.4
al final de la estrategia de control, mientras us(¢) = u; = 0.7 hasta el dia 290 (ver ﬁgura(b)).
Por otro lado, con la estrategia 5 la figural5.7|(b) muestra que la fuerza de control es u1(¢) = u, = 0.7
hasta que dia 280 para ir disminuyendo gradualmente, mientras que ua(t) = u¢ = 0.2 por 120
dias. Ademas, la figura (c) muestra los resultados de la aplicaciéon de un control mecanico 1
cual es posterior a una aplicacién de control quimico. Para la estrategia 5 la fuerza del control
comienza en el dia uno en us(f) = u. = 1,3 mientras que la fuerza de control para la estrategia 6

comienza en el dia 380 con un esfuerzo de us(t)=u,=1.

La figura muestra el estado y las trayectorias 6ptimas y controla cuando se aplican
laestrategia 7y la estrategia 8. Los mosquitos disminuyen con la estrategia 7 y 8, no es el caso de
la estrategia 8 para la poblacién de pupas ya que permanece en el estado estacionario. Como se
esperaba, el uso de insecticida barato de baja letalidad combinado con larvicida costoso de alta
letalidad requiere una aplicacién de fuerza total u1(¢) = u. = 0.2 durante 120 dias mientras que
ugt) = ur = 0.7 hasta el dia 320. Por otro lado, el uso de el insecticida barato de baja letalidad
combinado con larvicida barato de baja letalidad requiere una aplicacién de fuerza total para
ambos controles ui(?) = ue = 0.2 y ua(t) = uy = 0.2 durante 120 dias. Ademads, la figura
(c) muestra los resultados cuando se aplica un control mecéanico nuevamente después de una
aplicacion de control quimico. Para estrategia 7, el control de fuerza comienza en el dia 380 con
un esfuerzo de u3(#) = u. = 1, mientras que la estrategia 8 el control comienza en el dia uno con

un esfuerzo de us(¢) =u,~2.8.
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Figura 5.8: Caso B: (a) y (c) soluciones 6ptimas de y , (b) soluciones éptimas de y
en la estrategia 5; Insecticida costoso de alta letalidad combinado con larvicida costoso de
alta letalidad (linea sélida roja) y la estrategia 6; Insecticida costoso de alta letalidad combinado
con larvicida barato de baja letalidad (linea discontinua azul).

Estrategias Control quimico Control mecanico Control quimico Costos

5 m, =444,44 my =271,7361 | m,=271,7361 my = 25,6204 | m,=25,6204 my =270,7996 | 2680106.37
Po=444,44 py =311,1065 | p,=311,1065 p; =155,1039 | p,=155,1039 pr =310,3997

6 mo =444,44 myp =271,7361 | m,=271,7361 my =44,9694 | m,=44,9694 my=271,1884 | 2761631.9
Po=444,44 py =311,1065 | p,=311,1065 py =257,6814 | p,=257,6814 pr =310,6934

7 m,=44444 m; =271,7361 | m,=271,7361 m; = 23,7758 | m, =23,7758 m; = 270,8054 | 2675985.1
Do =444,44 pr=311,1065 | p,=311,1065 pr =160,8927 | p,=160,8927 p; = 310,4040

8 m, =444,44 mp=271,7361 | m,=271,7361 m =124,0731 | m, = 124,0731 my =271,5440 | 2823489.4
Po=444,44 py =311,1065 | p,=311,1065 p; =658,2056 | p,=658,2056 pr =310,9617

Cuadro 5.7: Resultados para las variables de estado y costos para el caso B bajo las estrategia

5-8.

5.4.3. Analisis costo-beneficio

En la siguientes seccion presentamos el analisis de costo-beneficio. En la dltima columna
de las tablas (5.4}15.7) se muestra el costo de cada uno de los casos de estudio con las diferentes
estrategias introducidas. Estos costos se obtuvieron con el principio de maximo de Pontryagin. Las

condiciones de optimalidad necesarias puede interpretarse desde un punto de vista econémico.

Para el problema[5.2]- de (5.8), las condiciones necesarias para la optimizacién de u](t)
y uy(t) y las correspondientes trayectorias de estado m*(¢) = (t;uj (), p*(¢) = (¢;u;(¢)) puede

escribirse como
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Figura 5.9: Caso B: (a) y (c) soluciones 6ptimas de y , (b) soluciones éptimas de y
(5-3) bajo la estrategia 7; Insecticida barato de baja letalidad combinado con larvicida costoso de
alta letalidad (linea sélida roja) y estrategia 8; Insecticida barato de baja letalidad combinada con
larvicida barato de baja letalidad (linea discontinua azul).

Biui(t)—A1(&)m*(¢) = 0, para todo ¢ € [0, 7], (5.12)

donde B 1ui(t) y A1(¢)m*(t) expresan los costos marginales de la accién del control de insecticida
uj(t) y su beneficio marginal.
De manera similar
p*(t)
1

Bouy(t)— Aa(2) (Xlgblkm*(t) (1— )) =0, paratodote€]lO0, 7], (5.13)

representan el costo marginal de la accién de control de larvicidas u;(¢) y su beneficio
marginal.
Por otro lado, para el problema[5.4] - de (5.11) las condiciones necesarias para la optimiza-

cién de u5(t) se puede escribir como

(axapoxm™(t)p*
Co

De (5.7) si el costo marginal de u 1(¢) o ua(¢) es mayor que su beneficio marginal, es decir,

=0, para todo ¢ € [£, T']. (5.14)

B3uj(t)— Aa(2)

61 >0 o0 A, >0 entonces es 6ptimo no usar esta estrategia en absoluto (u](¢) =0 o u;(¢) =0).
De la misma manera, si el costo marginal de ©1(#) o ug(#) es menor que su beneficio marginal,

es decir, 7,1 <0 o /£, <0, entonces es 6ptimo usar todos los recursos disponibles (u7(#) = u.
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o uy(t) = uy). Las estrategias mostradas en la seccién anterior se han derivado sobre la base de
este principio.

A menudo, se utiliza el analisis de costo-efectividad en la investigacién en salud para analizar
el costo de la intervenciéon en términos de enfermedad evitada, vidas salvadas o anos de vida
ganados. Utilizamos el indice estandar Promedio de relacion de costo-efectividad (ACER) por sus
siglas en inglés, que trata con una unica estrategia de intervencion y la evalda contra su opcién
de linea de base. Calculamos este indice dividiendo el costo neto de la intervencion por el niimero

de vectores eliminados por la intervencién [10]:

Costo de la estrategia X

ACER = (5.15)

Proporcién de vectores eliminados bajo la estrategia X

Para la estimacién del costo neto de cada estrategia descrita en la tabla podemos utilizar

una relacién lineal de costo unitario por cantidad gastada, que esta en linea con el costo marginal

incluido en (5.12) y (5.13), esto es,

i
Costo total de la estategia(uj(¢),us(?)) = f[Blu’l‘(t) +Bauy(¢)ldt (5.16)
0

Para el caso del control mecénico la estimacién del costo neto de cada estrategia descrita en
la tabla podemos utilizar una relacién lineal de costo unitario por cantidad gastada, que esta

en linea con el costo marginal incluido en (5.14), esto es,

T
Costo total de la estategia(u;(t)) = f[Bgug(t)]dt (5.17)
13

Mostramos el resultado de las ocho estrategias en la tabla de acuerdo con la férmula
(5.15), en esta tabla presentamos el resultado para las simulaciones del caso A. Segun esto, los
resultados la estrategia 7 (insecticida barato de baja letalidad combinado con larvicida costoso de

alta letalidad) es la mejor politica en términos de costo-beneficio.

Estrategias | Beneficio m ACER Beneficio p ACER

7 640.511 2136.8740 769.1145 | 1779.5693
638.6657 2159.6396 774.8987 | 1779.9513
619.3185 2354.0449 672.9312 | 2168-1082
597.6723 2487.1833 518.2168 | 2868.5303
540.2126 2715.2708 271.7944 | 5396.8128
529.1005 2698.3639 200 7138.5285
345.6637 4537.28 266.8407 | 5877.5722
15.9042 92929.0942 7.4108 199433.65

B W N - OOt

Cuadro 5.8: Estimaciones del costo total, proporcién de vectores eliminados (beneficios) y ACERs
respectivo para todas las estrategias de control propuestas para el caso A.
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Por otro lado, en la tabla[5.9| puede encontrar el resultado para las ocho estrategias de acuerdo
con la férmula (5.15), en esta tabla presentamos el resultado para las simulaciones del caso B. De
acuerdo con estos resultados la estrategia 7 (insecticida barato de baja letalidad combinado con

larvicida costoso de alta letalidad) también es la mejor politica en términos de costo-beneficio.

Estrategias | Beneficio m ACER Beneficio p ACER

7 173.6346 15411.5890 134.036 19964.6744
173.6444 15434.4532 | 134.0443 | 19994.1837
173.2511 15940.0540 | 133.7466 | 20648.2403
173.0511 16220.32 133.5953 | 21010.8132
172.8725 16243.5615 | 133.4606 | 21040.4051
172.896 16330.5651 | 133.4783 | 21153.1687
172.5722 16564.63 133.2343 | 21455.4014
172.7592 16712.6954 | 133.3752 | 21647.7418

W 00N H OO

Cuadro 5.9: Estimaciones del costo total, proporcién de vectores eliminados (beneficios) y ACERs
respectivo para todas las estrategias de control propuestas para el caso B.

Con base a los resultados mostrados en las tablas y podemos determinar que la mejor
estrategia para el caso de estudio A y B corresponde a la estrategia nimero 7, es decir, la mejor
estrategia a utilizar es hacer uso de un insecticida econémico con una letalidad baja combinado
con un larvicida costoso con una letalidad alta. Mientras que la mejor época para obtener el mejor
costo-beneficio para iniciar la aplicacién de los controles que nos permitan reducir la poblacién de
vectores es el caso B, es decir, se debe de iniciar con un control quimico seguido con un control
mecanico. Por lo tanto, la campaia de control de vectores se debe de iniciar en el periodo favorable
para el desarrollo del vector con controles quimicos seguido de una limpieza y eliminacién de los

criaderos en el periodo poco favorable (ver figura|5.10).
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Figura 5.10: Poblacion de vectores controlada con la mejor estrategia costo-beneficio (estrategia 7)
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Por otra parte, utilizando el modelo endémico completo desarrollado en el capitulo dos
pronosticado la poblacién de humanos infectados sin utilizar ningtn tipo de control en la poblacién
de vectores ( ver figura[5.11]linea azul), utilizando el mismo modelo hemos incluidos las soluciones
de la poblacién de vectores controlados en los dos periodos de estudios, es decir, en el periodo
favorable se aplicé control quimico siguiendo la estrategia 7; aplicacién de larvicida costoso de
alta letalidad combinado con un insecticida econémico de baja letalidad, ya que esta estrategia
resulté ser la mejor en cuanto al analisis costo-beneficio realizado en la seccién anterior. En el
periodo poco favorable se aplicé la eliminacién de criaderos. Los resultados obtenidos de estas
estrategias fueron remplazados en el sistema obteniendo como resultado la poblaciéon de
humanos descrita en la figura linea roja. Cabe hacer notar que el porcentaje de humanos
infectados se ve reducido por un 49 % al utilizar un larvicida costoso de alta letalidad combinado
con un insecticida econémico de baja letalidad por un periodo de 120 dias. Mientras que para
el periodo poco favorable, en la aplicacion de eliminacion de criaderos la poblacién de humanos

infectados se ve reducida en un 32,5 % respecto a la poblacién no controlada.
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Figura 5.11: Poblacién de humanos infectados pronosticados para un modelo endémico utilizando
la estrategia de control ntimero 7.

La figura[5.12| muestra la poblacién de mosquitos controlado bajo la estrategia 7'y la poblacién
de humanos infectados que se pronostican sin controlar la poblacién de vectores (linea roja) y
la linea azul muestra la probable poblacién de humanos infectados al controlar la poblacién de

vectores bajo la estrategia 7.
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Figura 5.12: Poblaciéon de humanos infectados pronosticados para un modelo endémico vs pobla-
cién de mosquitos controlada.
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CAPITULO

Conclusiones

En el capitulo dos se presenta un modelo para la dinamica de la enfermedad del dengue en
el cual se considera la transmision vertical, los periodos de incubacion de la enfermedad en la
poblacién de vectores y humanos. Mediante un desacople del sistema original de seis ecuaciones
se obtuvieron dos sistemas uno de dimensién dos, que corresponde inicamente a la poblacién
de vectores y uno de dimension cuatro que corresponde a la poblacién de humanos con vectores
infectados. En ambos sistemas se realizaron los analisis cualitativos correspondiente en los cuales
se obtuvieron las condiciones que nos permiten tener la estabilidad o inestabilidad de nuestros
sistema mediante el parametro niimero de descendencia bdsico (tasa neta reproductiva) y el
numero reproductivo basico.

En el capitulo tres se presenta un modelo matematico para el ciclo de vida del mosquito Aedes
aegypti con y sin diapausa. Adema4s se presentan los resultados numéricos para el sistema de dos
ecuaciones sin diapausa, en el cual se determiné las regiones de atraccion, es decir, el tiempo que
necesita el sistema para llegar a una vecindad del estado estacionario estable. Por otra parte,
se muestra que el parametro niimero de descendencia bdsico (tasa neta reproductiva) no es un
indicador suficiente para determinar si habrd o no un aumento de la poblacién de vectores y como
consecuencia un brote de dengue. Por lo tanto, los brotes estacionales de dengue son atribuidos
a la estacionalidad, se presentan algunos casos de estudios en el cual se refleja claramente la
importancia de considerar el efecto de diapausa en el modelo, ya que en el estado de Michoacan
se relacionan los casos de dengue con el modelo matematico con diapausa.

En el capitulo cuatro se presenta un modelo matematico que incluye aspectos como la trans-
misién vertical y el movimiento de ciertos criaderos del mosquito Aedes aegypti. Nuestro modelo
muestra que el movimiento de los neumaticos que contienen huevos de mosquito en estado de

diapausa tiene el potencial de transferir tanto mosquitos con el virus de las zonas rurales a las
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CAPITULO 6. CONCLUSIONES

zonas urbanas donde se puede inducir un estado endémico, es decir, un estado de persistencia
del dengue en el area urbana. Mediante la aplicacién de nuestro modelo a un caso de estudio
particular en Puerto Rico, donde se implementa un programa de control de residuos donde se
incluye el manejo de neumaticos en la isla, muestra que la recoleccién de neumaticos puede
conducir a la disminucién de casos de dengue, ya que como se menciona en la introduccion de
este capitulo los neumaticos dejados al aire libre son una fuente de produccién de vectores lo cual
aumenta el riesgo de transmision de dengue. Por lo tanto, podemos concluir que el comercio de
neumaticos de segunda mano si no se regula de manera adecuada (tiempo de almacenamiento)
podrian producir brotes de dengue en regiones donde no se encuentra el vector. La regulacion
de neumaticos reduce la disponibilidad de criaderos de mosquitos y por lo tanto produce una
disminucién o eliminacién de casos de dengue.

En el capitulo cinco se presenta un modelo simple para el ciclo de vida de los mosquitos
Aedes aegypti, dividimos nuestro analisis en dos problemas de control, en el primer problema se
introducen dos acciones de control (insecticida pulverizado y larvicida) cuando el mosquito tiene
buenas condiciones ambientales , es decir, cuando la temperatura se encuentra entre 24 y 30°C,
en el segundo problema se introduce un control mecanico con el objetivo de reducir los criaderos
disponibles para ser aplicado en un periodo poco favorable de desarrollo del vector. Ademas, se
introducen intervenciones con 8 estrategias utilizando insecticida, larvicida y sus combinaciones,
utilizando el principio del maximo de Pontryagin se han determinan los costos de cada estrategia.
Un analisis costo-efectividad del modelo nos ha permitido predecir y evaluar el impacto de cada
estrategia de control 6ptima en cada periodo de estudio y determinar el programa de intervencién
con un mejor costo-beneficio. Esta politica de intervencion consiste en combinar tres acciones de
control: Insecticida barato de baja letalidad combinado con larvicida costosa de alta letalidad
continuando con la eliminacién de los criaderos disponibles. Este resultado muestra que si el
programa de control del vector comienza con una campaiia de control quimico, es decir, usando
insecticida y larvicida seguido de una campaiia de control mecanico, la poblacién de vectores
permanecera controlada a bajo costo, es decir, el mejor periodo para iniciar el control de vectores

es el periodo favorable de desarrollo del vector.
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APENDICE

Apéndice

A.1. Apéndice A: Numero de descendencia basico urbano

Considerando las tltimas cuatro ecuacién del modelo urbano y haciendo Mgy + M1y y Esy +

E 117 obtenemos

M =xwE —eM,
E’:¢M—(n+w)E+ﬂw(E)ER. (A1)
0 T4

Calculamos el nimero de descendencia bésico urbano usando el método presentado en [16], 27]
podemos escribir el sistema (A.1) como X = F— V.

M KoE eM
i= , §= , U=
E 0 (r+E - pM(1-E) - Ly (2] Ep
La matriz jacobiana F' y V, asociadas con § y ‘U respectivamente, el punto de equilibro libre de

vectores M* =0, E* =0 son

0 xw € 0 1 0
F: 5 V: 3 V_l— ’
¢ 1
0 0 —¢ (mtw) o) Ttw




APENDICE A. APENDICE

Kw

Tra) asi, el numero béasico de descendencia urbano viene dado

Los valores propios de K son 0 y

por:

u Kwo

M= (1 +w)

A.2. Apéndice B: Demografia del vector

Considerando las dltimas cuatro ecuaciones del modelo rural y haciendo Msr + Mir y Egg +

E 1R obtenemos

M =«xwE —eM,
E:¢M—(n+w+g)E. (B.1)

Calculamos el numero de descendencia basico rural, usando el método [16] 27]] podemos
escribir el sistema (B.1) como X = F— .

M Kok eM
I= , 5= , U=
E 0 (m+w+5HE-¢pM(1-£)
La matriz jacobiana F' y V, asociada con § and ¥ respectivamente, en el punto de equilibro libre
de vectors M* =0, E* =0 son

0 xw € 0 1 0
F= , V= , V= ,
0 0 —d ( ry ¢ 1
¢ (T+o+ 0 e(r+w+g)  mro+y
quﬁ KW

e(m+o+z)  mto+y

K=Fv1=
0 0

Kw

Los valores propios de K son 0 y e(n+—aﬁ5)’ asi, el naumero de descendencia béasico viene dado por:
]

B Kwo
e(r+w+ 5)

Ry

. . . . R" -1 R" -1
El sistema tiene dos estados estacionarios E* =M* =0y M* = % ( o ), E*=C ( 5 )
M M
Se realiza la linealizacion alrededor de la solucion estacionaria trivial Para ello, se calculara la

matriz jacobiana alrededor del punto de equilibrio (0, 0).

—€ 0]
DF(0,0)=
¢ —-(T+w+ g)
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A.3. APENDICE C: NUMERO REPRODUCTIVO BASICO SIN TRANSMISION VERTICAL EN
EL AREA URBANA.

Obtenemos el siguiente polinomio caracteristico

/12+(e+n+w+g)/l+e(ﬂ+w+g)(l—RM):O

cuyas raices tiene la forma

1
Ai = E(Yi \/E)

donde y = —(e+7m+w+7p), €:y2—4EyEze(n+w+§)(1—RM).

A.3. Apéndice C: Numero reproductivo basico sin transmision

vertical en el area urbana.

En lo que sigue se calculara el nimero reproductivo basico. Las clases de infectados en el

modelo urbano son: Iy, Ejy y My, asi, las matrices § y ¥ toman la siguiente forma

afv—ZMIU m+YIy
F= 0 P=| T+wEww-gxys/ta)EIR
CZZ{,—ZZ]]MSU EM[U—KLUE[U

Las matrices jaconianas son:

0 0 ays n+7v) 0 0
F=| 0 0 0 [ vyv=| 0 (+w) 0
a%—SUU 0O o0 0 -Kw €
1

T 0 0

vil=| 0 - 0

1

0 KW E

e(m+w)

Entonces, evaluamos las matrices jacobianas en el punto de equilibrio libre de enfermedad Sy =
Ny,Msy =My, Esy =Ey, Iy = My = Ejy = 0. Calculamos los valores propios de K = FV 1,
ya que el nimero reproductivo basico es el radio espectral, entonces se necesita el maximo de los

valore propios de K, este serd el nimero reproductivo basico.

0 i ¢
x| o 0 0

N

w00
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Hay tres valores propios, uno de ellos es cero, el otro es el mas pequetio, por lo que el maximo

v [ aN é
Ry = nm+y)M* €

A.4. Apéndice D: Numero reproductivo basico en el area rural

es

Calculamos el nimero reproductivo basico usando el método de la matriz de siguiente genera-
cién X = F— U [16]. La clase de infectados en el modelo rural son: I, E;g and Mg, entonces,
la informacién se separa en dos matrices, la primera corresponde a una nueva infeccién y la

segunda corresponde a la progresion de la enfermedad, es decir

I
i=| Er
Mir
aZSV—I;MIR n+y)1ir
3= | voMiz (1—’2—1;) P=| tro+DER
a%MSR eMir —xwE R
Las matrices jacobianas son
0 0 ask m+7) 0 0
F= 0 —% vgb(l—%—f) V= 0 (n+w)+§ 0
a%—? 0 0 0 KW €
o) 0 0
vie| 0 om0
0 oo ¢

Evaluados las matrices jacobianas en el punto de equilibrio libre de enfermedad S = Ng,
Mgr = Mg, Egg = ER, Ir = Mjg = E;p = 0. Entonces determinamos los valores propios de
K = FV~! ya que el nimero reproductivo basico es el radio espectral. De esto se necesita el

maximo de los valores propios de K, que es el niimero reproductivo basico.

0 afkw a
e(@(m+w)+r) €
vpOKw E v E
k= © m(l—c—,) ?(1—5)
aN
My 0 0
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A.5. APENDICE E: NUMERO REPRODUCTIVO BASICO EN EL AREA URBANA

Hay tres valores propios, uno de ellos es cero, el otro es mas pequerio, por lo que el maximo es

vpx w0 (1 ~ Ej, ) . 1 ( vpx w0 1
e@(m+w)+r) C.) 2\ \e@(n+w)+r)

_Er
C,

2
R = 1 )) 4a aN
0 2

+_—
e (m+yM*

A.5. Apéndice E: Numero reproductivo basico en el area

urbana

Calculamos el nimero reproductivo basico urbano. La clase de infectados en el modelo urbano

son: Iy, Ery y Myy, asi las matrices § y U toman la siguiente forma

s
ay- My m+yIy
3=| veMu (1—}2—‘;) Y=| +wEw-5xvs/ta)ER
Oc]{,—ll]]MSU eMiy —xwEy

Las matrices jacobianas son:

0 0 azt m+y) 0 0
F= 0 —% V(,b( —lé—l:) V= 0 (r+w) O
a%—SUU 0 0 0 —Kw €
or 0
viz| o L o0
0 o ¢

Entonces, evaluamos las matrices jacobianas en el punto de equilibrio libre de enfermedad
Sy =Ny,Msy =My, Esy =Ey, Iy =My = Ery = 0. Encontramos los valores propios deK =
FV~! Ya que el nimero reproductivo basico es el radio espectral. El maximo de los valores propios

de K es el numero reproductivo basico.

aKw a
0 e(m+w) €
VKW Ey v Ey
K= 0 e(m+w) ( - C_u) e (1 -, )
aN
(n+y)M* 0 0

Hay tres valores propios, uno de ellos es cero, el otro es mas pequefio, por lo que el nimero

maximo es
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1 vgxw (1_E_;})+1 (vcpkw (1 E;}))2+4_a aN
2 e(m+w) C. e(m+w) e (n+yM*

R§ C.

2
El nimero reproductivo basico del modelo completo es el maximo de los dos ntimeros repro-

ductivos, niimero reproduccién rural y nimero de reproduccién urbana.

Ry = max(R}, RY)

A.6. Apéndice F: Numero de transmisiones del area rural a la

urbana

Para encontrar la transmisién del niimero de reproduccién rural a urbana, seguimos la misma
idea para calcular los nimeros basicos de reproduccion anteriores, por lo que queremos saber
cuantas infecciones podrian causar un individuo de la poblacién rural en la poblacién urbana por
el movimiento de neumaticos infectados, Por eso se considera que en la poblacién rural la enferme-
dad es endémica. Las clases infectadas en el modelo completo son: Ir, Err, MR, Iy, Ejy, M117.
La informacion se divide en dos matrices, la primera corresponde a una nueva infeccién § y la

segunda corresponde a la progresion de la enfermedadJ, esto es

ayEMiy m+y
voMy (1— ﬁ—f) (m+w)E - 5xws/1)ER
aZ{,—ll’]MSU eMiy —xwE 7
5= Q%MIR v= n+YIir
v Mg (1-22) (m+wEg +5ER
aJIV—I;MSR eMir —xwE R

Las matrices jacobianas son:

0 ast 0 0 0 0
M,

alfsu 0 0 0 0 0
0 ve1-%L) Mmoo 0 0

F=
Sr

0 0 0 0 afk 0
0 0 0 ol 0 0
0 0 0 0 vo(1-fr) -vem
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A.7. APENDICE G: RESUMEN DE LOS NUMEROS REPRODUCTIVOS

m+y) 0 0 0 0 0
0 € —Kw 0 0 0
0 0 (T+w) 0 0 —gxw(zs/tg)
V= 0 0 0 n+y) O 0
0 0 0 0 € —-KwW
0 0 0 0 0 (@+w+})
ﬁ 0 0 0 0 0
0 1 00 iy (E)
L0 0 me 00 oY (2)
e 0 o o O 0
0 0 0 o 1 T

0 O 0 0 O

O(m+w+r)

Entonces evaluamos las matrices jacobianas en el punto de equilibrio libre de enfermedad.
Entonces determinamos K = FV 1. Para obtener nimero de transmisiones del drea rural al drea

urbana, obtenemos K? con esta matriz obtenemos la poblacién rural infecciosa

R,y

akwry (E)@ o
ew+mOw+n)+r)" \15) € (n+7)

A.7. Apéndice G: Resumen de los numeros reproductivos

= Numero de descendencia basico urbano.

u _ Kwop
M= (7 + w)
= Numero de descendencia basico rural.
By K09
M~ et +w+ g)

= Numero reproductivo basico sin transmisién vertical en el area urbana.

_aN B
n+y)M* e
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= Numero reproductivo basico en el area urbana.

* * 2
1_&)4_1 (vgbkw (I—EU)) 4a aN

1 vékow 1 4o aN
C. (T + w) e n+yM*

2 e(m+w)

RY = o

2

= Numero reproductivo basico del area rural.

E;})f 4a aN

—_—— +_—
e n+yM*

Rl = c

vpxwo (1 B E_}'}) N l\j ( vpxwl

e@(m+w)+r) C, 2\ \le(@(m+w)+r)

1
2

= Numerp de transmisién del area rural al area urbana.

R B aKwry (T_S)@ a
T dw+m@w+m)+r) \1q) € (n+y)

Teorema A.1. Teorema de Bendixon-Dulac. Sea M < R? un conjunto abierto y ¢ : M — R2

de clase C! de tal manera que div(p) = % + ‘i;’;yg mantiene signo constante y distinto de cero en

casi todas partes en una regiAsn simplemente conexa R c M, entonces el sistema autAsnomo

& =fxy
d
2 =8x,y)

no tiene soluciones periAsdicas contenidas en R.
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