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Resumen

En este trabajo se investigaron los perfiles de esparcimiento atmosférico de la luz en un medio turbio, a
través de simulaciones numéricas basadas en el método Monte Carlo y la teoria de Mie. El esparcimiento
de fotones se tratd aprovechando la dualidad onda particula como ondas electromagnéticas asociadas a
armonicos esféricos. La propuesta consistié en definir un vector unitario representando a la funcién de
distribucién de fase de esparcimiento en tres componentes vectoriales. Una componente de avance
espacial y dos formando un plano transversal que define el frente de onda en esparcimiento. El avance
espacial se propuso en proyeccién de arménicos esféricos de acuerdo a la teoria de Gustav Mie. Este
vector unitario se evalud dentro del algoritmo Monte Carlo lograndose obtener simulaciones de
esparcimiento de la luz, consiguiéndose a su vez una considerable simplificacién del algoritmo al
momento de la fotodeteccién de luz en retroesparcimiento debido a las funciones complejas que estan
asociadas a las componentes vectoriales, paralela y perpendicular del plano transverso. Como
consecuencia de dicha simplificacién los resultados de las simulaciones se lograron ejecutar en tiempos
reducidos. Se observd ademas una considerable disminucion de los promedios de fotones en
retroesparcimiento a medida que se aumentaba el didmetro de la particula dispersora, confirmado esto
ultimo por la teoria de Mie, finalmente el modelo se validd con una sefal experimental Lidar, cortesia de
el laboratorio aeroespacial francés ONERA, gracias a dichos datos experimentales se logré obtener de
manera indirecta la Transmitancia de la nube en baja altitud.



Objetivos.

Objetivo general.

Desarrollar un modelo tedrico-numérico del esparcimiento de la luz, representado a través de ondas
armoénicas esféricas usando la teoria de Mie capaz de identificar propiedades de los elementos propios
de un medio turbio, usando el método estadistico de Monte Carlo.

Objetivos particulares.

e Estudiar el estado del arte del esparcimiento de la luz en el régimen de Rayleigh.

e Estudiar el estado del arte del esparcimiento de la luz en el régimen de Mie.

e Desarrollar un algoritmo de programacién, usando el método de Monte Carlo, capaz de
cuantificar la cantidad de fotones en esparcimiento y a su vez detectar la cantidad de fotones
gue pueden ser captados por un fotodetector, hipotético, colocado a la distancia R.

e Validar el modelo tedérico-numérico en datos experimentales provenientes de una sefial Lidar de
multiple esparcimiento.



INTRODUCCION

El uso de técnicas de sensado remotas son esenciales para investigaciones en la atmdsfera terrestre. Una
técnica que se ocupa hoy en dia es conocida como LIDAR (Light Detection and Ranging). Esta técnica
utiliza a la luz como medio de sensado remoto del entorno atmosférico. La comunidad cientifica que se
dedica al estudio del medio ambiente se ha esforzado en presentar diferentes modelos de esparcimiento
de luz con la intencién de hacerlos cada vez mas precisos y con el fin de obtener e identificar, a través
del estudio de las propiedades, los distintos elementos atmosféricos de nuestro planeta. La
contribucion de estos modelos al estudio de la sustentabilidad del medio ambiente y cambio climatico
son de vital importancia para el Planeta, en México hasta ahora hay pocos registros de trabajos por parte
de grupos de investigacién consolidados referente al desarrollo de un modelo propio del esparcimiento
atmosférico. En Paises como el nuestro el intentar realizar investigacion atmosférica es casi imposible
debido a los costos y mantenimiento de la instrumentacion que conforma un equipo LIDAR son muy
elevados, como consecuencia de esto las posibilidades de adquirir equipos basados en esta tecnologia
son muy reducidas. Por todas estas razones es por ello que se trabajé en el proyecto de creacion de un
modelo combinando el método numérico de Monte Carlo y el modelo de esparcimiento de ondas
electromagnéticas de la teoria de Gustav Mie con la variante de trabajar el modelo desde las funciones
especiales que componen a un vector unitario de esparcimiento. El objetivo de esta tesis es contribuir al
desarrollo de algoritmos usados en la tecnologia aplicada dentro de los procesos de instrumentacion
LIDAR. Para lo cual el trabajo se centrdé especificamente en la parte de la interpretacion de datos
experimentales a través del desarrollo de un modelo teérico-numérico el cual, por medio de una
computadora, logre dar informacidn de las propiedades fisicas del entorno. La forma de cémo se abordé
el problema fue por medio del estudio del estado de arte referente al esparcimiento de la luz, por ende,
este trabajo consta de dos partes fundamentales: El estudio del esparcimiento de la luz a través de la
teoria de Rayleigh y a través de la teoria de Mie. Para posteriormente desarrollar y validar un modelo
numérico que cuantifique estadisticamente el nimero de fotones en esparcimiento de la luz en el
régimen de Mie. En el presente trabajo se investigaron los perfiles de esparcimiento atmosférico en un
medio turbio, a través de simulaciones numéricas basadas en el método Monte Carlo y la teoria de Mie.
Usando para ello un algoritmo desarrollado en Mathematica; como lenguaje de programacion. El
esparcimiento de fotones se tratd, aprovechando la dualidad onda particula, como ondas
electromagnéticas asociadas a espacios tridimensionales armdnicos esféricos. La propuesta consistio en
definir un vector unitario de avance que represente una funcién de distribucién de fase en sus tres
componentes vectoriales, una de avance espacial y dos formando un plano transversal que define el
frente de onda en esparcimiento. El avance espacial es en la proyeccion de armdnicos esféricos de
acuerdo a la teoria de Gustav Mie. Este vector compuesto se definié como una funcién de estado dentro
del algoritmo y se evalué usando el método de Monte Carlo lograndose obtener simulaciones de
esparcimiento de la luz. Se compararon perfiles de retroesparcimiento para tres distintas dimensiones
geométricas de particulas esféricas dentro del medio turbio, incluyendo una validaciéon del modelo con
una sefial Lidar de nubes bajas.

La tesis consta de seis capitulos descritos a continuacion: el primer capitulo describe el estado del arte
de la teoria de Rayleigh, el segundo capitulo describe el estado del arte de la teoria de Mie, el tercer



capitulo describe de manera sintetizada el método de Monte Carlo, desde el enfoque que aborda el libro
METODO DE MONTECARLO del autor I.M. Sébol. El cuarto capitulo describe la propuesta del modelo
Monte Carlo Mie y desarrollo del algoritmo de simulacion, el quinto capitulo describe los resultados y
aportaciones y finalmente el sexto capitulo describe las conclusiones. Los apéndice finales se describen a
continuacién: el primer apéndice describe de manera general los pardmetros de las propiedades
atmosféricas usadas dentro de los modelos de esparcimiento de la luz, el segundo apéndice muestra los
datos y grafica experimental por cortesia del laboratorio aeroespacial ONERA, el tercer apéndice
describe el algoritmo del calculo de los coeficientes de una onda en esparcimiento lejano Mie y el cuarto
apéndice describe el algoritmo de esparcimiento y cuantificacion de fotones que pasan a través de un
medio turbio. En la parte final se muestra la bibliografia y el articulo publicado.



Capitulo 1

ESPARCIMIENTO RAYLEIGH

Cuando una particula es iluminada por una onda incidente parte de la potencia irradiada se absorbe en
la particula y el resto de la potencia se esparce en todas direcciones, tal y como se observa en la figura
A.1.4 (apéndice 1), para describir los parametros involucrados en el proceso de esparcimiento de luz y de
este modo estudiar estos dos fendmenos naturales es conveniente representar a la onda incidente como
una onda plana y polarizada en un eje del sistema coordenado, propagandose en un medio con una
constante dieléctrica g, y permeabilidad pg. En la seccidn 1.1 se aborda las definiciones de las secciones
transversales de area, en la 1.2 las representaciones de las amplitudes de la onda en esparcimiento
asociada a un campo eléctrico y en la 1.3 el desarrollo de un dipolo sujeto a una onda incidente
resonante.

1.1 Seccion transversal de esparcimiento y de absorcion.

Definiendo al campo eléctrico como [1 - 2]
Ei(r) = &;Epe’ ki, (1.1.1)

donde r = xX + yy + zZ es el vector de posicion y

k=w,/upey = %ﬂ, (1.1.2)

donde k es el nimero de onda, A es la longitud de onda, k; es un vector unitario que define la direccion
de propagacién de la onda y @; es un vector unitario que define la direccidn de polarizacién del campo
eléctrico incidente. Esta onda incide sobre la particula tal y como se observa en la siguiente Figura 1.1.1.

E s(r)

Eir) Ki
- -

Figura1.1.1
Onda plana Ei(r), incidiendo sobre una particula dieléctrica 'y

una onda en esparcimiento Es(r), en direccion k, a una distanciar.

Dicha particula contiene una constante dieléctrica definida como [1 - 2]
£ (r) = Q =&, () +ie",(r), (1.1.3)

&(r) es en general compleja y dependerd de la posicion dentro de una particula inhomogenea.



. . L ; D2 iy
Para distancias de observacion cercanas a la particula (r < 7) , donde D representa el diametro de la

particula, el campo esparcido E¢(r) manifiesta amplitudes y variaciones de fase dificiles de estimar
debido a la influencia de otras particulas que se encuentran cerca unas de las otras, pero para distancias

. ., D2 . . -
lejanas de observacion (r >7) el campo en esparcimiento se comportard como onda esférica.

Definiendo un campo en esparcimiento lejano en la direccién kg como [1 - 2]

eikks-r
’

Es(r) = ésf(/kir ES)EO

(1.1.4)

T

donde &g es perpendicular a kg. La funcidn de proporcionalidad f(k;, ks) es también conocida como
funcidn de fase y se refiere al esparcimiento en amplitud de una onda en direccidn k; .

La intensidad de campo magnético asociado con la onda incidente es

Hi(r) = K x E;(r), (L.L5)

donde la impedancia del medio asociada a la onda esta definida por la relacién n = ?
0

El flujo de potencia por unidad de area de la onda incidente, conocido como vector de Poynting, es [1 - 7]

2
S; = “Re(E; x H;") = “";‘;' k; (1.1.6)
Si definimos el campo magnético de la onda en esparcimiento como
H,(r) = %Es x Eq(T). (1.1.7)
Entonces el vector de Poynting de la onda en esparcimiento, es
1 * |Es|2 1,
S = ~Re(Eg x H") = kg , (1.1.8)
2 2n
sustituyendo, en magnitud, la ecuacién (1.1.4) en la ecuacién (1.1.8) resulta
1 o _ &R [Eol? -
Ss = ERE(ES X Hg ) = r—Z#kS' (1.1.9)

Considerando una diferencial de angulo sélido df)s en la direccidn de esparcimiento kg, en un sistema
coordenado esférico, tal y como se observa en la Figura 1.1.2 [2], donde

dQs = senf;dO;des, (1.1.10)

a la distancia r, el drea que subtiende esta diferencial de dngulo d{) sélido es



dA = r?2dQ = r?senf,d0,d ;.

A%
rsinf,d¢, ’k"’
\
rdé, N
& ~dA = r2dS2,
93 s /
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S > Y
T N
Figura1.1.2

Diferencial de angulo sélido dQg = sen6,d0.d¢;, en un sistema de coordenadas esféricas.

(1.1.11)

La diferencial de potencia en esparcimiento dP; a través de una diferencial de area dA se define como

dP, = |S,|dA = |S,|r2dq,,

sustituyendo la ecuacidn (1.1.9) en la ecuacién (1.1.12) resulta

2
? [Eol dQs.

dPs = |f(kuks)| 27

Si usamos la definicion del vector de Poynting, en magnitud, para la onda incidente
dPg =~ = |2
I = |f(ki' ks)l dQ,

entonces se introduce el concepto de seccidn transversal de drea diferencial como

dPs ~ o
m = 0q (ki' ks)d-Qs:

comparando ecuaciones (1.1.14) y (1.1.15) resulta[1 - 2]

oa(Ri ks) = |f (ke Ry)|”,

integrando la ecuacion (1.1.14) sobre todas las direcciones angulares en esparcimiento

= f a0 kol

la potencia resultante en esparcimiento sera

(1.1.12)

(1.1.13)

(1.1.14)

(1.1.15)

(1.1.16)

(1.1.17)



P = aoilSil, (1.1.18)

donde o, se conoce como la seccidn transversal en esparcimiento y se define como
~ =~ 2 ~ =~
oy = [ dQ|f (ki ky)|” = [ dQsoq(k; k). (1.1.19)

Se sabe que la particula en un momento puede absorber energia de la onda incidente por lo tanto si
definimos la seccidn transversal de absorcidn como el cociente de una potencia de absorcién entre la
irradiancia incidente, es decir [1 - 2]

P,

O, = — (1.1.20)

[Sil
Considerando la constante dieléctrica de la particula, ecuacion (1.1.3), y considerando la ley de Ohm
podemos definir la potencia de absorcién como

P, = f%a)sos"rIEIZdV', (1.1.21)

entonces de las ecuaciones (1.1.6), (1.1.20) y (1.1.21), suponiendo que la magnitud de campo en el
vector de Poyting, de la onda incidente, es |Ey| = 1. La seccidn transversal de absorcién queda como

oq = [ ke . (rHIE@)|?aV’. (1.1.22)
1.2 Representacion de amplitudes en esparcimiento para un campo eléctrico.

Partiendo de la ecuacidn de Maxwell para la intensidad de campo magnético y considerando un cuerpo
cuya constante de permitividad relativa dependerd de su posicion, tal y como lo describe la ecuacidn
(1.1.3), dicho cuerpo abarcara un determinado volumen V y alrededor de dicho volumen existira un
medio cuya constante dieléctrica es &y. De las ecuaciones de Maxwell en régimen de frecuencia,
considerando un medio homogéneo e isotrépico de densidad de carga cero pero habiendo
conductividad o. La ley de Faraday, en términos de un campo eléctrico y de flujo magnético en régimen
de frecuencia, se describe como

age—iwt

VxEe it = — —— = iwBe™@t, (1.2.1)
la ecuacion (1.2.1) la podemos representar como
VXE =iwB = iwuH, (1.2.2)

donde E = Ee~ @ty B = Be~'®t finalmente la ecuacién (1.2.2) queda representada en términos de la
intensidad campo magnético como

H= — VXE, (1.2.3)

iop



Partiendo de la ley de Ampere
V x He i@t = (Tf i 2—?) e~lwt = gEeTi®t 4 % [eoEe™t + goyEe™t],  (1.2.4)
i

VxH = [—iwegy(1+ x) + 0]E = —iw [sosr(r) + f] E. (1.2.5)

Donde y es la susceptibilidad eléctrica, &, es la permitividad del vacio y &,(r) es la permitividad relativa,
haciendo un cambio de variable a la ecuacion (1.2.5) se obtiene

VxH = —iwe(r)E, (1.2.6)
la ecuacidn (1.2.6) aplicada en medios homogéneos no conductores se simplifica a
VxH = —iwgyE, (1.2.7)

donde H = He™'®? finalmente la ecuacidn (1.2.7) queda representada en términos del campo eléctrico

como
E= - VxH, (1.2.8)
wEy
. . . 1 wh WU .,
manipulando el término — = ——— = — podemos representar a la ecuacion (1.2.8) como
wWEg [ARITE:R k
_lop
E = 7 V xH, (1.2.9)

considerando el caso de un medio atmosférico sin magnetizacién, con particulas conductoras, entonces
la Ley de Ampere se comporta como la ecuacién (1.2.6) y se puede reescribir como

VxH = —iwe(r)E + iwgyE — iwgyE, (1.2.10)

de la ecuacién (1.2.10) se puede asociar los dos primeros términos a una densidad de corriente
resultante de la diferencia de la permitividad relativa (o constante dieléctrica) con respecto a la
permitividad del vacio. Entonces esta densidad de corriente se puede visualizar como fuente de
corriente dentro del volumen de la particula, fuera de ella no existe, asi entonces

VxH = [—iwe(r)E + iwgE] — iwgE,
VxH = —iweyE + ¢, (1.2.11)
donde la fuente de corriente generadora de la onda en esparcimiento; se define como [1]

Jr = —iweo |22 — 1| E = —iweo[e(r), — 1]E (1.2.12)

€o



O bien

_ (—lwege(r)E+iwegE ; dentro del Volumen
Je = {0 ; fuera del Volumen ’ (1.2.13)

la densidad de corriente Jf se puede representar como una fuente de corriente equivalente dentro del
volumen de la particula y que a su vez actia como generador de ondas de esparcimiento. La solucién
para la ecuacién (1.2.11) es

E = E(r) + E(1), (1.2.14)

donde E;(r) es el campo de la onda incidente y E4(r) es el campo de la onda en esparcimiento. Este
ultimo campo mencionado es el campo de interés en términos del esparcimiento de una onda
electromagnética y como tal se desarrollara una expresidn alterna del campo eléctrico a través del
vector de Hertz [1, 8].

Heinrich Rudolf Hertz demostré que es posible representar a un campo electromagnético a través de una
sola funcién vectorial denominada; vector de Hertz. Bajo consideraciones de un medio isotrdpico y
homogéneo donde no existen fuente de corriente ni cargas libres, se puede asociar el vector potencial A
proporcional a la variaciéon temporal de un vector asociado II, entonces se puede expresar una
intensidad magnética en términos de este potencial como [8]

on
A= #SE B (1.2.15)
B on
H —;—SVXE, (1.2.16)

y el campo eléctrico temporal se puede representar como

_ . 2 021
D =¢E=—-eVd — ue o (1.2.17)
Tomando de nuevo la Ley de Ampere, bajo estas condiciones
oD
VXH—E, (1.2.18)
sustituyendo ecuacién (1.2.16) y (1.2.17) en ecuacion (1.2.18)
om_ of_ _ 2070
V x eV x Pl eV — ue prea L (1.2.19)
realizando simplificaciones algebraicas y reordenamiento de términos resulta
9 a1
2(vx vxm + v + pell) =0, (1.2.20)

proponiendo una funcidn potencial escalar, que como requisito satisfaga la ecuacién de onda escalar, de
la forma



$=-V-1, (1.2.212)
sustituyendo ecuacién (1.2.21) en (1.2.20) e integrando

2
V x VXH—VV'H-I-MSZTIZ-[:C, (1.2.22)

donde C es una constante arbitraria que en este caso conviene que sea cero, entonces se puede
representar a un campo eléctrico de la forma

E=Vx VxH=VV-N— pell
=Vx VxII = HE S -

En el dominio de la frecuencia el campo eléctrico en esparcimiento es
Es(r) = VX VX [—iwg s (r)], (1.2.23)

proponiendo una solucidn a la ecuacion diferencial (1.2.23) a través de una funcion de espacio de Green
como

—iwegylg(r) = [ Go(r, r")Je(r) dV’, (1.2.24)
sustituyendo ecuacién (1.2.12) en ecuacién (1.2.24)
I(r) = [[&-(r") — 1]Go(r, r")E(r") dV’, (1.2.25)

y definiendo a una onda esférica como:

elklr—rll

Go(r,r') = (1.2.26)

an|r-r1| "

Para obtener la amplitud de esparcimiento se ubica el campo E(r), a una distancia lejana de la particula,

tal y como se ve en la Figura 1.2.1 [1], note que r = RK;. En la zona lejana la magnitud de ﬁ se puede

. 1 .
aproximar a E , SN embargo

Figura1.2.1
Geometria de una particula con puntos de referenciaen r'y r.

no sucede lo mismo para k|r — r'| debido a las variaciones en el inverso de la longitud de onda pueden
ser significativas. Entonces retomando la idea previa que a la distancia lejana se considera la siguiente
aproximacion



1 1 1

~

=g (1.2.27)
Ademas
~ 1
klr —r'| = k(R? +r'* — 2Rr’ - ky)?
I" 2 1 ;T l
= kR(1+ [E] - ZEr - ky)z
g1
~ kR(1 — "R"S)E : (1.2.28)
La ecuacién (1.2.28) se justifica ya que R > r’, ahora si aplicamos una expansién binomial resulta
kir—rl=kR(1- 20 &) =kR-1" k). (1.2.29)
Sustituyendo ecuaciones (1.2.27) y (1.2.29) en ecuacién (1.2.26) resulta
~ eik(R-1""kg)
GO(I',I' ) = 411?—R (1.2.30)
Sustituyendo ahora ecuacion (1.2.30) en ecuacion (1.2.25)
o ik(R—1"ks) ,
Ms(r) = [ ——— ([e(r), — 1]E) dV’,
1 . eik(R—r"ks) ,
My(r) == ———[e(r), — 1]JEQV’, (1.2.31)
4T R
considerando ecuacién (1.2.31); la ecuacion (1.2.23) resulta
1 eik(R-1"ks) ,
Eesp = VX VX mf — e, — 1]EaV'y. (1.2.32)
Pero analizando el gradiente de
eIkRY  (QIkRY kR (1) . (e*RY .
V(o) = (50) ikvR + ™Ry () = (=) ikvR (1.2.33)
La ecuacion (1.2.33) se justifica ya que se ha supuesto que estamos en distancias muy lejanas a la
particula. Por otro lado el gradiente VR, a grandes distancias se aproxima a [1]:
r—-r/ ~ T
VR = m— k. (1.2.34)

~

La ecuacion (1.2.34) se justifica puesto que para distancias lejanas Ll

Ir—rs| = |r| s

r _
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Notando entonces que la ecuacidn (1.2.33) se modifica dado el resultado de la ecuacion (1.2.34) asi

\ (el:R) = (el:R) (ikVR) = (ik’IEs)(?) y por comparacién se concluye que

v

IR

ikks (1.2.35)
Finalmente si sustituimos ecuacion (1.2.35) en ecuacion (1.2.32) se obtiene

o~ 1 eik(R-1"ks) , .
E(r) = ikk, x ikkg x {M—Rf ——[e(®), — 1JE@) dV'},

o bien
kZ —~ —~ N eikR
Es(r) = .~ [{~—Fks x ks x [E()]} [&,(r") — 1]e = tsdy' — (1.2.36)

la ecuacioén (1.2.36) representa la amplitud de esparcimiento en términos del campo eléctrico total E(r")
dentro de la particula, aunque en general no se conoce este campo en muchos casos practicos se
aproxima por medio de diferentes funciones segln los casos a analizar. De tal modo que asi se puede
obtener una expresidon aproximada de la amplitud de esparcimiento de la onda [1]. En la siguiente
seccion se analizard el caso simple de un dipolo sometido a una onda incidente resonante.

1.3 Dipolo sujeto a onda incidente resonante.

En la Figura 1.3.1 se observa, una onda plana incidente polarizada en la direccion del eje X, el vector de

campo incidente k; propagandose sobre el eje z, impactando a una particula ubicada en el origen del
sistema coordenado, también se observa a la onda esparcida superpuesta sobre el mismo sistema de
referencia, donde el vector de campo en esparcimiento estd ubicado en la posicion Q(r,0).

0%
€j

()
1

Figura 1.3.1
Onda plana incidente, en direccion k; impactando en una
particula y generando una onda esparcida en direccion k.
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Suponiendo un punto de referencia dentro del dipolo de forma ortogonal respecto del vector unitario 755
a la distancia lejana, es decir r' - 725 = 0 (ver Fig. 1.3.1), considerando un medio homogéneo e isotrépico
dentro de la particula, y comparado ecuacién (1.1.4) con ecuacion (1.2.36) se obtiene [1 - 2]

f (R ks) = (R x [Ty x &1}, — 11V, (13.1)

donde de la geometria se ve |[—/IES x [kg % éi]]| = seny, entonces

(R )] = [ [ — 11V seny (1.3.2)

de modo que la seccién diferencial de area transversal, de acuerdo a la ecuacién (1.1.16), es

2
oq(k;, kg |— -1V | sen’y , (1.3.3)

considerando la ecuacion (1.1.2) y que la concentracion de gas ideal molecular atmosférico estd
relacionado con el inverso del volumen, la ecuacion (1.3.3) se convierte en [1 - 2]
2 2 2
T ) _ (n°-1) 2
ad(ki, ks) =—yIga senx. (1.3.4)
. = 2 . . .
De la figura 1.3.1 se ve que: sen’y =1 — (ks . ei) =1 — (senfcosp)? , entonces el area diferencial
de retroesparcimiento se evaltua en 8 = m, ¢ = 0, es decir; del esparcimiento en direccién a la fuente se
obtiene la seccion transversal de area en retroesparcimiento.
2 2 2
_ m*(n“-1)
Oretro = paza (1.3.5)
Para mezclas de gases atmosféricos presentes a alturas inferiores a 100km. Collins y Russell [9] han
indicado que la seccién transversal de drea diferencial de retroesparcimiento se puede modelar como

Oretro = dz(n) = 5.45[— f::l)] * 10728cm?sr~1. (1.3.6)

El coeficiente volumétrico de retroesparcimiento se obtiene de multiplicar la ecuacién (1.3.6) por la
densidad numérica de dispersores N, entonces [9-10].

Bretro = N * 0000545

1* * 10728 m~tsr1, (1.3.7)

(nm)

Y el indice de refraccidn en términos del coeficiente de retroesparcimiento a partir de la ecuacion (1.3.5)

214 2 1 1
(n? = 1)? = 228 = (B (Gyerr0)2 + 1. (1.3.8)

w2

De ecuaciones (1.3.7) y (1.3.8) y usando Tabla A.l, se obtuvo el coeficiente de retroesparcimiento
Rayleigh e indice de refracciéon para la ciudad de Puebla, a 790720 (Pa) y 295.15 (°K); ver Figura 1.3.2.
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Altura troposférica de 2.135a 11 km

Coeficiente de retroesparcimiento indice de refraccién
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Figura 1.3.2
Coeficiente de retroesparcimiento e indice de refraccion en la ciudad de Puebla.
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Capitulo 2

ESPARCIMIENTO MIE

El desarrollo de la teoria de absorcion y esparcimiento por pequeias particulas arroja soluciones precisas
para geometrias esféricas, es decir para una esfera de radio arbitrario e indice de refraccién dado. Sin
embargo, soluciones exactas aparecieron hasta la aplicacién de los sistemas de cémputo.

En 1908 Gustav Mie desarrollo la teoria para entender la absorcidn y esparcimiento de colores exhibidos
por pequefias particulas coloidales de oro suspendidas en agua. Al mismo tiempo Peter Debye analizaba
la presién de radiacion ejercida sobre pequefias particulas suspendidas en el espacio (trabajo de su tesis
doctoral) ambos investigadores contribuyeron en sentar las bases que nos preceden en el desarrollo de
esta teoria a analizar denominada: Teoria de MIE. La parte matematica alrededor de esta teoria quizas se
vea algo sencilla pero engorrosa. Sin embargo la parte fisica que relaciona la interacciéon de los campos
electromagnéticos en una geometria esférica, si resulta dificil de interpretar. Una herramienta que ayuda
a dar tratamiento de la fisica de manera sencilla es el manejo de campos electromagnéticos expandidos
en series infinitas en esparcimiento por el espacio. Y en el presente tiempo se hace aun mas cémodo
desde un tratamiento computacional [11]. En la seccién 2.1 se aborda la solucién a una ecuacién de onda
vectorial, en la 2.2 la expansién de un vector de una onda plana, en la 2.3 la matriz de esparcimiento y
en la 2.4 se analizan las secciones transversales de area.

2.1 Solucidn a la ecuacion de onda vectorial.

Para proponer una base vectorial en este régimen se establecen una serie de condiciones similares a la
gue cumplen los campos electromagnéticos (E,H), armdnicos en el tiempo, inmersos en un medio
homogéneo e isotrdpico satisfaciendo las ecuaciones de Maxwell y a la ecuacién de onda general, en el
espacio libre, para un medio dieléctrico (6=0). Entonces partiendo de las ecuaciones de Maxwell [11]:

V-E=0, V-H=0, VXE=iwuH , V X H = iw¢E,
aplicando el rotacional a las Leyes de Ampere-Maxwell y Faraday
VXx(VXE) = iouV xH = w?epE, Vx (VxH) = —iweV xE = w?epH, (2.1.1)
aplicando la identidad mostrada a continuacion
Vx(VxA)=V(V-A) —V-(VA),
a la ecuacién (2.1.1), entonces para el campo eléctrico se tiene

Vx(VXE) =V(V-E) — V- (VE) = —V- (VE), (2.1.2)
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El resultado de esta ultima ecuacidn se justifica dado que la divergencia del campo eléctrico es cero. Si se
sustituye el resultado de la ecuacidn (2.1.1) para el caso eléctrico se tiene:

w?epE = —V - (VE), (2.1.3)
a partir de la ecuacidn (2.1.3) se obtiene la ecuacion de Helmholtz en términos del campo eléctrico como
V2E+ k’E=0, (2.1.4)
Donde k? = w?ep
o en términos del campo de intensidad magnética como
VZH+k*H=0. (2.1.5)

Con estas restricciones se define una funciéon escalar ¥ y una constante vectorial arbitraria c,
construyendo asi una funcidn vectorial M, como una solucién a las ecuaciones de onda (2.1.4) y (2.1.5),
asi entonces:

M= Vx(cy) , (2.1.6)
garantizando que la divergencia y divergencia del rotacional sean cero, asi:
V-M=0.
Si el operador V? + k? es aplicado a la ecuacién (2.1.6), entonces se tiene [12]:
V2M + k*M = V x [c(V2Y + k2y)], (2.1.7)
de modo que M satisface la ecuacion vectorial de onda si y solo si Y satisface la ecuacidn escalar de onda
VY +k*P=0. (2.1.8)

Dentro de esta teoria se propone la construcciéon de una segunda solucién a las ecuaciones de onda
(2.1.4) y (2.1.5), como:

N=_-VxM (2.1.9)
con divergencia igual a cero, el cual también satisface la ecuacién de onda

VIN+k*N=0. (2.1.10)
Donde se cumple que

kM = VxN, (2.1.11)
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ademds M y N deben cumplir con todas las propiedades de un campo electromagnético en cuanto a que
satisfacen la ecuacion vectorial de onda, estan libres de divergencia y tanto el rotacional de M es
proporcional aN como el rotacional de N es proporcional a M. Asi que el objetivo de encontrar
soluciones a la ecuaciéon de los campos se reducird a encontrar la solucién a la ecuacién escalar de onda.
Denominaremos a la funcién escalar ) como una funcidn generadora de vectores armonicos esféricos M
y N ademas como la ecuacién de onda deberd operar en coordenadas polares 1,8, ¢, tal y como se
observa en la Figura 2.1.1 [2], entonces se puede sustituir el vector piloto constante ¢ por

M= Vx(ry). (2.1.12)

Donde 7 es radio vector por lo que el vector M es solucién a la ecuacién vectorial de onda en
coordenadas polares,

2

Er)

Figura 2.1.1
Geometria de una esféra de radio r = a'y permitividad £(r) donde incide una
onda plana en direccion +x, produciendo expansién en armoénicos esféricos.

La ecuacion escalar de onda en coordenadas polares es [11 - 12]

10 (20 L0 (sing?¥ LY | g2y =
r2 or (T ar) +rzsin9 a0 (.S‘ln@ 69) +r25in9 o2 +kY =0. (2.1.13)

Proponiendo una solucién particular para (2.1.7) de la forma

Y(r,6,9) = R(r)O(6)P(¢), (2.1.14)
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sustituyendo la solucion propuesta en (2.1.14) genera tres ecuaciones por separado asociadas cada una
a un eje coordenado (radial, polar y acimutal).

Las soluciones de cada una de las tres ecuaciones deberdan ser linealmente independientes y univaluadas
[13], asi la solucidn total de la ecuacién de onda escalar (2.1.8) se define por

una solucioén par:
WYpmn = cos(m@p)P™(cosO)z, (kr), (2.1.15)

una solucién impar:

Yimn = sen(me) B (cos8)zy, (kr), (2.1.16)

las ecuaciones (2.1.15) y (2.1.16) se consideran funciones generadoras que satisfagan a la ecuacién de
onda escalar en coordenadas esféricas polares: donde P* definen funciones asociadas de Legendre de

grado n y orden m , z, pueden ser cualquiera de las cuatro funciones de Bessel j,, yn,hgll) o} hf).
Cualquier funcion expresada en términos de las ecuaciones (2.1.15) y (2.1.16) satisface la ecuacién de
onda escalar y puede ser expandida en una serie infinita a través de vectores generadores de armdnicos
esféricos definidos como

Mpn = VX (rpmn), Minn = VX Y, (2.1.17)
V X Mpimn VX Mimn
Npmn = XTP: Nimn = : kl ) (2.1.18)

Si se aplica el gradiente a las ecuaciones (2.1.15) y (2.1.16), es decir Vi, estas satisfaran la ecuacién de
onda vectorial y si ademas se define un vector de posicion constante r = re,.. Se esta en la posibilidad
de calcular las componentes vectoriales del vector M como sigue:

e, reg rsenbeg

= =1 (2 2 9 - __T _ 0 ~ , rsenf [ 3 -
M —_ V X (rlp)er - TZSGTLQ ar ae a¢) - TZSBTLQ [ a¢ (rlp)] eﬂ + rzsene [ ae (Tll))] e¢
p O 0
L]~ 9]
M= [sene a¢>] €o [69] €y (2.1.19)

en términos de componentes escalares:

_ __1 9 —_%
M, =0 Mg=—=5 M,= , (2.1.20)

de larelacion kN = V x M se observa:
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e, rég rsenfégy

d d d
VxM= a6 do
2
r<senf roo . o
senf d¢ rsen a0

VxM = e, 6( Harcp) 6( 1 anp)] rég [ a( 961‘1,[))]
X = r2seng | 0 20 d¢p \senf d¢ rzsend | ar \°¢"

rsen6e¢[ ( 1 amp)]
or

r2senf senf d¢

_ ) aryy 1 Y]~ | 1[0°0Y)] ~ | 1[ 1 32y
kN = [ r2send 90 (Sen ae) r2sen? 92 ]er t [arae € + [sene ara¢] € (2.1.21)
y como el Laplaciano en coordenadas esféricas, satisface:
a*(rp) 2 _ 9 Y\ 1 9%y
dr2 ko) = rzsene a0 (sen 00 ) r2sen26 0¢2 (2.1.22)
cumpliéndose ademas que [8]
a*(rp) 2. _ n+Dy
e + kry = - (2.1.23)
usando las ecuaciones (2.1.22) y (2.1.23) en la ecuacién (2.1.21) se obtiene:
_ [nm+DP] o~ 32(ry) 1 1 2*0P)] ~
N= [ kr ]er o [ arae ]e + kr [sene ordg ] €p (2.1.24)
asi, en términos de componentes escalares:
_ n(n+1)(r) _ 1 [2%ay) _ 11 Bz(rtl})
Ny = kr2? No = [ aro6 ] ¢ kr [sene ordg (2.1.25)

Sustituyendo las soluciones generadoras de armédnicos esféricos de los potenciales escalares par e impar
identificados por las ecuaciones (2.1.15) y (2.1.16) en las ecuaciones (2.1.19) y (2.1.24) se obtienen:

| 1 a(cos(me)P"(cosO)zn(kr))| .  9(cos(mp)Pr" (cos8)zy,(kr)).
Memn = | Seng 0] ]eg ~ 1 a6 i
Mppn = o sen (m@)Py" (cosB)z,(kr)eg — cos(mao) w zp(kr)ég, (2.1.26)
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M. - 1 d(sen(md)P*(cosO)z,(kr))| . d(sen(mep)P*(cosO)z,(kr)). _
tmn = 1 send ap er—1 26 2
Mipy = 5 —coS (me)BP(cos)z, (kr)eg — sen(m¢)M n(kr)eg, (2.1.27)
N _[ntn+1) cos(md))Pm(cosB)zn(kr) 6 (rcos(m¢)P™(cosO)z, (kr))| __
Pmn = kr orao €o
1] 1 0%(r cos(m(p)P,{”(cose)zn(kr)) e
* kr [send drdgo o
Npn = Z"IEkT) cos (m¢) n(n + 1)B™(cosO)e, + cos(me) M; e KT Zn (kr))eq
—msen (mae) %; ai [krz,(kr)]eg, (2.1.28)

N = n(n + 1) sen(m¢)P™(cos0)z, (kr)| __ + 0% (r sen(m¢)P"(cosB)z, (kr))| __
tmn = kr Tk rae %
1[ 1 0%@ sen(m¢p)P"(cosO)z, (kr))| _
kr |sen6 drd¢o o
Nimn = Z"(kr) sen (m¢) n(n + 1)P™(cosB)e, + sen(mo) Mklr az [rz,(kr)]eg
P (cosf) 1 @
+mcos (m¢) ROl [rz,(kr)]eg, (2.1.29)

cualquier solucidon a las ecuaciones de los campos electromagnéticos armdnicos saldrd de la expansion
en series infinitas de las ecuaciones (2.1.26) a (2.1.29). En esparcimiento Mie es comun realizar un
cambio de variable definiendo unas funciones llamadas Funciones de dependencia angular las cuales se
definen a continuacién como:

__ P(cosH)
p =) (2.1.30)
%
1
T, = %ﬁ:se) (2.1.31)

a continuacidn, en la Figura 2.1.2, se muestra un perfil graficode m,, y t,, paran =1,2,3,4,5, 6,
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T, 1
5 g2
. 3
4
s
AZAN YXV P — Ty
-0 5 1.0
-2 cos@
-4
-6
a)
T, -0
20 ‘['2
]
10 — Ty
A —1
IS Z; -6 /[m 6
cos@
10
-20
b)
Figura 2.1.2

Perfil grafico de las funciones m,,, T,, variando el cos6 desde -1 a 1.

a partir de las ecuaciones (2.1.30) y (2.1.31) se puede representar de una forma mas compacta las bases
vectoriales definidas por las ecuaciones (2.1.26) hasta (2.1.29) considerado ademas el cambio de variable
en el orden m = 1 ,de la funcién generatriz de las funciones asociadas de Legendre que garantiza una
simetria acimutal, y definiendo p = kr, entonces:

Mp;, = —sen ¢m,(cos8)z,(p)eg — cos Ppt,(cosh) z,(p)eg (2.1.32)
M, = cos ¢m,(cosh)z,(p)eg — sen 1, (cosb) z,(p)éy (2.1.33)

Npi, = cos ¢ n(n + 1)senbm, (cosd) Z”pﬂé; + cos ¢, (cosh) U)Z"Tw )

—sen ¢m,(cosh) [pZ“TW s (2.1.34)

Ni1, = sen ¢ n(n + 1)senfm,(cos6) anEp) e, + sen ¢pt,(cosh) [’)Z”Tw )

+cos ¢nn(cost9)[pZ”Twé$ . (2.1.35)

A partir de esta nueva base vectorial se analizard el esparcimiento de una onda incidiendo a una esfera
arbitraria.
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2.2 Expansidn de un vector de onda plana.

En el analisis de una onda plana polarizada difractdndose sobre un objeto esférico se centra en la idea de
encontrar la expansion de las ondas esféricas difractadas debido al vector de onda incidente sobre la
esfera y para esto se partira de la base vectorial definida por las ecuaciones (2.1.32) a la (2.1.35).

El problema se centra ahora en analizar el esparcimiento de una onda plana polarizada en el eje x, la
onda incidente descrita en coordenadas esféricas polares es [8, 11]

Eene = Ege* %€, (2.2.1)
donde
e, = senficospe, + cosbcospeg — sendey , (2.2.2)
ikrcosf g~

como la divergencia del vector e e,, es cero. El vector E.,;; (2.2.1) se puede expandir en términos

de los vectores armonicos definidos por Mr;mn ,

finito por lo que es recomendable ocupar funciones de primera clase. Tomando en cuenta la paridad de

N‘}mn- Se debe considerar que en r = 0, el campo es

los términos en expansion de la serie y dada la definicidon natural del vector unitario (2.2.2) se toma el
valor de m = 1. Entonces dada la propiedad de ortogonalidad implicita en las soluciones armdnicas y
garantizando convergencia al origen del sistema de referencia, se puede definir la expansién del vector
armonico para el campo eléctrico como

e etkreost =y @, M) +b, N, (2.2.3)

De modo que si se multiplica la ecuacion (2.2.3) por el vector arménico M1(11r)1 y posteriormente se integra

de 0 a 2m en direccién acimutal y de 0 a ™ en la direccidon cenital obtenemos una relacién para el
coeficiente a,, expresada de la forma [8]

fozn fo AM(l) eikrcosesengdgdd)
foznfo M(l) 12sen8dOd¢

a, = : (2.2.4)

resolver las integrales implicitas en la ecuacién (2.2.4) es un trabajo muy laborioso que requiere del uso
de las propiedades de ortogonalidad, funcidn generatriz y funciones de recurrencia muy extensas que
salen del contexto de la tesis por lo que solo se daran los resultados finales. Asi entonces, las integrales
asociadas al numerador dan una solucion de la forma [8]:

fznf M} eikreost sengdfdp = 2mi™n(n + 1)[jp ()13

y para el denominador respectivamente

fznf M1(111)1 1?senfdfd¢p = [n(n + D)2 (0)]?

entonces el cociente de la ecuacion (2.2.4) resulta en:
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_ 2n+l1 .n
n- n(n+1)

(2.2.5)

Del mismo modo se resuelve, pero ahora se multiplica por el vector armdnico Ng,l)n, para el coeficiente
b,, obteniéndose un cociente de la forma:

fOZW f(;T ’}N(l) ikrc0s0 seng a0 de

bn = JZT [FINGD 12sen6doad (2.2.6)
el resultado de resolver las integrales, arroja en este caso [8]
17 I &N etrees? sengddg = —2mi™ EE (4 Dljnes (0] + ljn-1 (012 },
Iy Iy NG, B sen6ddg = 2z [n(n + DI + Dljnsr (012 +nljn-1 (o)1,
y entonces el cociente de la ecuacién (2.2.6) resulta en:
b, = —%i”“. (2.2.7)

Sustituyendo ecuaciones (2.2.5) y (2.2.7) en (2.2.3) y el resultado en la ecuacion (2.2.1), se obtiene la
expansion de una onda plana en armodnicos esféricos de la forma:

2n+1 (1) (€8]
Eent - EO n 1n(n+1) n(Mlln lNPln) (228)
. . . _ 2n+1l .,
Realizando cambio de variable E,, = Eoml , entonces
] 1
Eent = Zree En(Mig, — ING,). (2.2.9)

Para calcular el campo magnético se opera el rotacional de la ecuacidn (2.2.9) como:
k . 1
Hene = 78 X Egne = 2% Ep[@, X M3 — &, X iNpy) ] (2.2.10)

analizando los rotacionales, a partir de las ecuaciones (2.1.33) y (2.1.34):

e, eo ee
&, x M) =1 0 0 = [sen ¢y jn(p)]2g + [cOS PTnjn ()84
0 cos ¢7Tnjn(p) —Ssen ¢Tn jn (P)

r X M{j, = [sen ¢, jn(p)]eg + [cos pmajn(p)]ey (2.2.11)
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e, €o €y
5 oin@® 1 0 0 =
e XiNp =i ] ) ] 1=
0 cos ¢r, [pjnp(p)] —sen ¢, [mnp(p)]

i {[sen P, —[pj"p(p)]] €o + :cos X —[pjnp(p)],] é¢}
e, X iNl(,ll)n = i{[sen o, %(p)]] ey + [cos oty %(p)]] é¢} (2.2.12)

Considerando ahora una restricciéon definida por m,(1) =1,(1) , cuando cosf — 1 [8][11], vy
observando de las ecuaciones (2.1.32) y (2.1.35), entonces las ecuaciones (2.2.11) y (2.2.12) se modifican

como
e, x M = —mM{). (2.2.13)
e, xiNSY =iN() (2.2.14)

sustituyendo ecuaciones (2.2.13) y (2.2.14) en ecuacién (2.2.10) se obtiene la representaciéon en
expansion de armdnicos esféricos para un campo de intensidad magnética incidente como:

K v Lar(1
Hene = wp &en=1 En(Ml(Dll)n + lNl(lr)l)' (2.2.15)

Proponiendo funciones esféricas de Bessel adecuadas en las funciones generadoras de vectores
armonicos dentro de la esfera, para el campo eléctrico interno resulta [11]

E; = X%, En(caM) — id,NY ) (2.2.16)

y para el campo magnético interno, resulta

-k e ,
H; = 2257 En(daME, + icaN{L) - (2.2.17)

asi también definiendo un campo eléctrico en expansion de armodnicos esféricos en términos de
funciones esféricas de Hankel, resulta [11]

Es = 271 En(ianNpy, — baMi). (2.2.18)
k [ee] . 3
H, = 2= 3721 En(ibaNijy + anMgy,) - (2.2.19)

Donde el superindice (3) de las ecuaciones (2.2.18) y (2.2.19) refiere a vectores armdnicos de la funcion

de Hankel (Bessel de tercer orden) h,(11) (p).

Aplicando condiciones de frontera desde una geometria esférica de radio a , entonces la frontera entre
dicha esfera y el medio que la rodea impone la condicién necesaria [2, 11]
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(Eent+Es_Ei)Xé:=(Hent+Hs_Hi)Xé?=0'

(2.2.20)

en la regidn fuera de la esfera las funciones de Bessel j, y ¥, tienen un comportamiento estable por lo

gue representan correctamente la estructura de los campos electromagnéticos incidentes e incluso

internos , sin embargo en campo lejano expandiéndose en esparcimiento es mas conveniente hacer uso

de las funciones de Hankel ya que manifiestan comportamientos asintdticos a grandes distancias.

Entonces sustituyendo ecuaciones (2.2.9), (2.2.15) hasta (2.2.19) en ecuacién (2.2.20). Se resuelven

cuatro ecuaciones, evaluando la distancia en el radio de la esfera; es decir r = a,
Eent0) + Eso) = Ei(o)
Eent(p) t Esip) = Eigg)
Heneoy + Hso) = Hio)

Hene(p) + Hsp) = Hig)

las cuales son

(Bene + Eg) X &, = E; X 8, = (02, E,[(MD) —iN$D Y + (ia,N&) —b,ME))]} x &, =

n=1 En(Can(llzl - ianl(Dll)n) X e -

MDY NGy x e, + ((a,NS. — b,ME)) x &, = (c,M) — id NS ) x &,

M x e, — iN3Y xe, +ia,NS xe.—b,M> xe, =c,M" xe, —id,N xe,.

I1n

Analizando cada rotacional por separado en la ecuacién (2.2.25) resulta

(2.2.21)
(2.2.22)
(2.2.23)

(2.2.24)

(2.2.25)

(2.2.26)

e, eo ey
MGy X2 =0 cosdmnju(p) —sendt,jn(p)| = —ol—sen ¢ty jn(p)] — eglcos pmajn(p)] =
1 0 0
M) x &, = sen ¢, jn(p)8g — cos Ppnjn(p)ey

repitiendo un proceso similar para cada una de las componentes restantes, resulta

INS, X &, = isen ¢nn[f>fnT(P)]'é9 —icos ¢, L@l 5

(1) ,
[phy " (p)] 2

prP ]
P e

. 3 ~ . .
lanNg,l)n X e, = ia, sen ¢m, g — la, cos ¢ty
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by ME) X &, = by sen ¢, RS (p)8g — bycos pm,h> (0)eg (2.2.29)

CnM1(1131 X &, = ¢, sen ¢ty jn(p)ég — bycos pmyj,(p)ey (2.2.30)

[Pin(P)]"

iang,ll)n X &, = id, sen ¢m, €g — id,cos ¢, %(p)],éd, (2.2.31)

sustituyendo ecuaciones (2.2.26)-(2.2.31) en ecuacion (2.2.25) y asociando componentes solo de la parte
cenital; partiendo de la ecuacion (2.2.21)

Eent0) + Eso) = Ei(o)

o [oin )], [ (@], @ s _
sen ¢ty j.(p)eég — i sen pmy, — ég +ia, sen ¢m, Teg — by sen¢ty h,’(p)ég =

[pin(P)]’ 7

cn Sen ¢ty jn(p)eg — id, sen ¢, 0:

Asociando y factorizando términos reales e imaginarios

[sen ¢Tn (jn(p) = bahi () = sen diry ~ ([pJn(P)]’ = anlohs ()])]8e = [sen deaTnjn(p) -

sen ¢pid,m, mj"—w]ég. (2.2.32)
Sacando magnitudes e igualando partes real e imaginaria en ecuacion (2.2.32)
parte real: sen T, (n(p) — bnhfll) (P)) = cusen dt, jn(p)
eliminando términos semejantes
Jn(0)en + B ()b = i (p) (2.2.33)
o Lorpi ‘_ € N = [pjn(P)]’
parte imaginaria: sen ¢ty ([pin(P)] = anlphy " (P)])] = sen dprnd, =2 =]
eliminando términos semejantes
[0jn(P)]) dn + [P (0)) @ = [pjn(P)]’ (2234)
para obtener las dos ecuaciones restantes, ahora se parte de la ecuacién
(Hent + Hs) X ér = Hi X ér
kN ® D 4 NG Ones N @ L NDY 5
{w_yz —E,[Mp;, +iNp; +ibyNjj, +a,Mp [} x &, = ” Z E,(dyMp,, +icyNyjp) X &,
n=1 =
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k 1 . 1 ~ k . 3 3 A kl 1 . 1 A
. M +iNDyxe, - ;(zbnNI(h{ +a,MP ) x e, = ™ (d M) +ic,ND) x 2,

~

1 ~ . 1 ~ . 3 ~ 3
H1M§>1)n X e, + ullNI(h)1 X €, — Ii1lbnN1(131 X €, — .U1anM§>1)n X e,

pky 1 ~ pky 1 ~
= o an1(>1)n X e, + r lCan(lgl) X e,
1 ~ . 1 ~ . 3 ~ 3 ~
#1M1(>1)n X e, + ullNI(h)1 X e, — #1lbnN1(1,)1 X €, — #1anM§>1)n X e, =
d. M xe ic, NV x & 2.2.35
pmd,Mp;, X & + umic,Ny;;) X &, (2.2.35)

k n . T .. . . .
donde m = f = f y se denomina indice de refraccion relativo. Analizando cada rotacional por separado

en la ecuacidn (2.2.25) resulta un procedimiento similar al proceso del campo eléctrico, entonces

uMEY X 8, = ptyc05 PTnjin(p)8g + iy sen ¢y (p)eg (2.2.36)
yliNI(ir)1 X &, = —picos ¢pmy, [pj"Twég — Upisen ¢p1, “)j"Twé¢ (2.2.37)
ylibnNI(fI)1 X €, = —yibycos ¢pm, Még — Upib,sen ¢pt, wé (2.2.38)
1A MEY, X &, = 18,C08 BTah” (p)€g + tiansen ¢pahl ()2 (2.2.39)
ymanl(Dll)n X &, = umdycos ¢T,j,(p)eg + umd, sen ¢y jn(p)ey (2.2.40)
ymiCnNI(llr)1 X €, = umic,cos ¢pmy, [pj”Twég + umic,sen ¢1, [pj”Twéq, (2.2.41)

sustituyendo ecuaciones (2.2.236)-(2.2.41) en ecuacién (2.2.35) y asociando componentes solo de la
parte cenital; partiendo de la ecuacién (2.2.23)

Heneo) + Hso) = Hico)

(1)

[pin(p)] [phy " (P)T’ e
p

. ~ . ~ . 1 ~
Hi€0S ¢Tn]n(p)ee — HilcOS ¢7TnTeB + wibycos ¢pmy 6 — H1anCOoS ¢Tnh1(1 )(P)ee =

Pin(p)] 8.

umd,,cos ¢t,jn(p)eg + umic,cos ¢pm, P

Asociando, factorizando términos reales e imaginarios y eliminando términos semejantes
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. . in(p)]’ RPN 4 .
{.ulTn []n(p) - anhgll) (,0)] — UplTTy [% - bn %]} €g = {[Mmdnrn]n(p)] +

i [umcnnn W}} & (2.2.42)
sacando magnitudes e igualando partes real e imaginaria en ecuacion (2.2.42)
parte real: i [jn(0) = anhi (0)] = [mdyTajn(p)]
Hjn(P) = anitsh$Y (p) = pmd,jin (p)
umjn (p)dy + uahy” (p)an = u1jn(p) (2.2.43)

) Ny
parte imaginaria: [[p]"(p) — b, (p)] [ll [pan(p)]]

11 [Pjn ()] = bupis [ph$Y (0)]” = pncp [pjn(P)]’

um[pjin (O] cutits [P (0)1'by = 1 [pjn(P)]' (2.2.49)

evaluando ecuaciones (2.2.33), (2.2.34), (2.2.43) y (2.2.44) en v = a y realizando el siguiente cambio de
variable para introducir un pardmetro de tamafio x e indice de refraccidn relativo mx entonces [11]

2mna k4
x =ka = 7 ;mx=[¥]ka=k1a
entonces
Jn(mx)ey + h$P )by = j, () (2.2.45)
[mxj,(mx)]'d, + m [xh,(ll) (x)] a, = m[xj, (x)]’ (2.2.46)
umj, (mx)dy, + s Y (D ay = pyjn (%) (2.2.47)
#[mxjn(mx)]lcn + U [thll) (x)],bn = U [xjn (x)] (2.2.48)

Se resuelven simultdneamente dichas ecuaciones solo para los coeficientes de interés que son los de
esparcimiento de la onda, obteniéndose [11 - 12]
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_pum? i (mx) [x)in (6)]7— g jr () [mx j (mx) ]
ay =~ s ' (2.2.49)
umZjy (ma0)[xh P (0] =pih? () [majn(ma)]r
b — ﬂljn(mx)[xjn(xn’_“jn(x)[mxjn(mx)]’ (2250)

([ xn L (0] =un D o) e (m))

aplicando cambio de variable en término de funciones Ricatti-Bessel, suponiendo que la permeabilidad
de la particula es similar a la del medio [11 - 12]

0 = | mmin O = jn G maj )]y | x _ _ m(mxjn (ma) jn (V= (ejn ) it ()]
" mmimo [P @] P @ mamor | ¥ mm,mo)x$ @] - @l )imemao)

My (M)} (0~ P (D Ph () (2.2.51)

I = (M)l () —En (X)W (mx)

_ | M0 [xjn O —jnO[mxjp(mu)]r |mx _ (moxjn (mx)[xjn (0] —m(xjn () [mxjn (mx)]r
" oL 0] P @ mamor| ™ s mo) [ @] -men o) mjmo)

_ P (mx)yy, (x) —mapy, ()17, (mx)

Donde Pu0) = xjn (), Pu(mx) = M () , Y () = [/, G’ W () = [migj, (mux)]’
y &0 =xhP (), &) = [P

note que los coeficientes de esparcimiento a,, y b,, , dados por las ecuaciones (2.2.51) y (2.2.52), tienden
a desaparecer conforme m — 1y la fisica indica que el esparcimiento se desvanece conforme la particula
tiende a desvanecerse.

Una vez definidos los coeficientes de los campos electromagnéticos en esparcimiento se esta en la
posibilidad de definir las secciones transversales de drea, tanto de extincidn, esparcimiento y absorcion.

2.3 Matriz de esparcimiento.

Tomando la luz incidente polarizada en el eje x y la luz de esparcimiento, en un mismo origen de
referencia, se observa la proyeccién de componentes de la luz incidente respecto la luz esparcida. Como
se ve en la Figura 2.3.1 [11]
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Figura 2.3.1
Proyeccion de componentes entre la luz incidente y la luz en esparcimiento.

Definiendo la ecuacion de la onda incidente como [11]
Eene = (Eo)8)i + Eg181;)e' > %0, (2.3.1)
donde los vectores ortonormales, realizando la proyeccién de €); y € sobre los versores &y , &y
€)i = cos P & + sen ¢p&y (2.3.2)
€,i =cos (Zn + ¢p)é; + sen Gn + qb) 8y = sen P&y — cos P&y (2.3.3)
De la regla de la mano derecha se tiene que
€1i X €= & (2.3.4)
Realizando la proyeccién de &) y €, sobre los versores &, &g, &4
)i = senB @&, + cos B &y (2.3.5)
el = —€ (2.3.6)

Sea x y y las componentes del campo incidente, denotadas como Ey, y E,,, respectivamente. Entonces
las componentes paralela y perpendicular del campo incidente son definidas como

Eji = cos ¢ Ey, + sen ¢E,, (2.3.7)

E ;i = sen ¢Ey, — cos ¢Ey,, (2.3.8)

29



a distancias muy lejanas respecto del origen, kr > 1 el campo en esparcimiento es aproximadamente
transverso, es decir €; - E.5p = 0 [11] Por lo tanto en la region lejana dicho campo puede ser escrito
como

Eesp = Ejs€ys + E1s€15 = Eys€g — E15€p (2.3.9)
Donde €is = €, €is = ~€p, €1s X &5 =&

Notar ademas que &5, €, s son los versores paralelo y perpendicular al plano de esparcimiento. Debido a
las condiciones de frontera, ecuacién (2.2.20), la amplitud del campo en esparcimiento es funcion lineal
de la amplitud del campo incidente, la relacién de amplitudes incidente y de esparcimiento se puede
representar en forma matricial, esta matriz se le conoce como Matriz de esparcimiento y esta definida

como [11]
E""’S” et (S5 S3\ (Eilens
<Elesp> B —_UJ(S4 S1) (Elent) (2.3.10)

Donde los elementos S; (j = 1,2,3,4) son las amplitudes de la matriz de esparcimiento y estaran en
funciéon del angulo de esparcimiento 8 como del dngulo acimutal ¢ .
Partiendo de la representacién en campo lejano, ecuacién (2.2.18)

Eesp = 21 En(ianNS) — b, M) (2.3.11)

Sustituyendo las bases vectoriales en funciones de Hankel se obtiene:

o . rP ()]~ hD(p)) — _
Eesp = 2n=1 En{iay[cos ¢an eg —sen ¢pmy, weqﬁ] — by[cos d)nnh;l) (peg —

p
sen ¢t, hfll) (p)ezl}
- R, - i Lot )
Eesp — Zn=1En{[lan cos ¢an — b,,cos ¢7Tnh£ll) (p)]éq -iaysen ¢pm, [P p(P)] —

Asumiendo que los campos en esparcimiento son uniformemente convergentes y ademds convergen
rapidamente después de n. términos, donde se satisface p = kr > n,

Desarrollando las derivadas dentro de la sumatoria de la ecuacion (2.3.12) se observa lo siguiente
1 , 1 1 l;
[ohi” (01" = b () + plhs” ()] (23.13)
Sustituyendo ecuacion (2.3.13) en ecuacion (2.3.12) y tomando las componentes polar y acimutal:

@ o[nD )]
{ia,, cos ¢Tn[h“p(p) + [ p ]

] = bucos pmahy’ (p)}eg (2.3.14)
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h® S )(p)
{ia,sen ¢m, | "p(p) [ ]

] — bpsen g1, B (0)}e5 (2.3.15)

Sustituyendo las aproximaciones de las funciones de Hankel de tercer orden definidas a continuacién
[11],

D) = E2 o2,

1 r o (=Dre?
@] ~ =2 p >0,

en ecuaciones (2.3.14) y (2.3.15), resulta

_i\nyip _i\nyip _i\nyip _i\n,ip
{ia, cos¢rn[( ?pze +( D | — bycos qbnn( D7e teg =~ {ia, cos (],')Tn[( D 11—
_nelp
b,cos ¢nn( D7 leq (2.3.16)
_i\nyip _i\nyip _i\nyip _i\n,ip
{ia,sen ¢nn[( li)pze ( l)pe ]—bnsenqbrn( )7e jey =~ {ia,sen q,')nn[( lipe -
(—D)elP, __
b,sen ¢t, 1eg (2.3.17)

Las ecuaciones (2.3.16) y (2.3.17) se justifican en su aproximacién ya que se considera p > n.? ; ahora el
campo eléctrico en esparcimiento (ec. (2.3.12)) se puede expresar en términos de estas aproximaciones;
manipulando algebraicamente los términos imaginarios, se obtiene:

_inyip _An,ip
Eesp"'Z%o:lE [{ian cos ¢Tn( L)pe — bycos ¢7Tn( L). e’ }eg {ia,sen (;bnn( sze -
- l) etry
b,sen ¢t, }ésl
o l) e 1 (_i)neip . —_ L) e .
~ =1l n{ cos pia,T, + 5 cos ¢ib,m,}eq — n{ sen ¢ia,m, +
(=D)netP

,sen d)ibnrn}éd\,]

2n+1 iN(=i)"elr 2n+1 in(=i)"elP

cosp{ia,t, + ib,m,}eq — sen ¢p{ianmy, + ib, T,}€4]

~ Z%o=1[Eo

nn+1) p 0 nn+1) p
2n+1 .
Yaque E, = n
q n Ontn+n) 7
2n+1 ielP 2n+1 ietP

Eesp"EOZ?le[n(n_'_l) P COS¢{anTn +bn7Tn} €9 — nn+1) p ——Ssen ¢{annn+b Tn}ed:]
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ielP G 2n+1
EespNEOT nzl[n(n+1) cosp{a,t, + b,m,}é + —— ( +1) sen ¢p{a,m, + b, 1,}€/] (2.3.18)
La ecuacién (2.3.18) se obtuvo considerando que: i®(—i") = —i?" = —(—=1)" =1 , ademds de

factorizar el término imaginario que aparece multiplicando a los coeficientes de esparcimiento Mie de

ambas componentes.

El campo eléctrico representado en términos de sus componentes polar y acimutal se observa a

continuacion:

Eespg EO[ ]COS¢ Zn[ n(n +1){ nTn t bnnn}és (2-3-19)
elp 2n+1
Eespy~ — Fo [5| 5 Znlmes {anttn + b Ta}e5 (2.3.20)
o bien [11]
etp
Eespo~Eo =, Cos ¢ Sy (cosB)
etp
Eesp¢~ —E, =, sen ¢ S1(cos 8)
donde
o 2n+1 .
51 = 2n=170p (@nTtn + bnTn)@p (2.3.21)
o  2n+1 _
S, = =170 D (anTp + bpmy)eg (2.3.22)

La relaciéon entre amplitudes entre los campos eléctricos incidente y esparcido serd a través de la

Ellesp elp SZ 0 E”ent
(E )z-_ip(o 5) (ELW) (2.3.23)

Lesp

ecuacion (2.3.10)

de la funcidn generatriz param = 1, se obtiene [11]

() =n =3 (2.3.24)
u-

y como los polinomios de Legendre P, tienen la propiedad convergente en cos 8 = 1,

32



n(n+1)
2 ’

(1) = 7,(1) = (2.3.25)

evaluando ecuaciones (2.3.21) y (2.3.22) en 8 = 0y considerando la ecuacién (2.3.25):

S,(0°) = 5,(0°) = S(0°) :% o 2n+1

1y
N oy o n(n+ 1)(a, + b,) = > me1(2n + ) (ay, + by). (2.3.26)

De la ecuacién (2.3.26) se deduce que ambas componentes, tanto la polar como acimutal, toman el
mismo valor si son evaluadas en un angulo polar 8 = 0 osielcos8 = 1.

2.4 Secciones de area transversal de extincion, esparcimiento y absorcidn.

Usando el Teorema éptico que define la seccidn transversal de extincion como la razén entre la energia
total Wipear (suma de las energias de absorcion y esparcimiento) y la irradiancia incidente [11], y al
mismo tiempo definiendo en la direccidn del eje x , un vector de amplitud en esparcimiento genérico X,
se obtiene la seccidn transversal de extincion, en la direcciéon 6 = 0 , como:

_ Wiotar _ 4m

Oext = Tine = k_zRe{(X' éx)G:O}

Entonces, de la ecuacidn (2.3.26) se obtiene:
__4m ) 2m 0
Oext = FRe{S(O )} = k_z{zn=1(2n + 1)Re(an + bn)} (2-4-1)

La seccion transversal de esparcimiento o), se obtiene integrando la potencia total esparcida sobre el
angulo sdlido 4, entonces [2]

Gesp = o5 [ sen 8dB[1S,(0)12 + 15,(6)12] (2.4.2)

Sustituyendo ecuacidn (2.3.21) y (2.3.22) en ecuacién (2.4.2), resulta

2n+1
n(n+1)

Oesp = %f: sen 6d0 Y[ 1[lanmy + bptnl? + lant, + bpmy|?]

2 1
=3 Jy sen 040 Tyl s P llan I + 1bal*12al? + lan ?Iea]? + 1y |21y ]?]
2 1
=3 Jy sen 040 Tyl s llan Pleal? + [bal? 2al? + lag ?[al® + 1y |5 ]?]
2 1
=2 Jy sen 040 Tyl=o " [(anl? + 1ba|D)eal? + (anl? + 1bal?) |, 2]
2n+1
=3y sen 040 Tpl=o "1 [(anl® + 1ba ) (17l + 1701)] (2.4.3)

Reordenando términos en la ecuacién (2.4.3)
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2n+1

oesp = %Zn[ ]2[(|an|2 + |bn|2)] fon(ITnlz + Innlz)sen 0deo

nn+1)
_m 2n+1 5 2 21 2[n(n+1)]?
Oesp = 1z Zn[n(n+1)] [(anl® + b, 12)] P (2.4.4)

La ecuacion (2.4.4) se justifica por el conjunto ortogonal de funciones [2][11]

2[n(n + 1)]?

VA
L sen 0dO[m,m,, + T,Tp ] = 1

n=n/
Vs

f sen 0d0[m, Ty, + TnTtn] = 0lpen

0

Eliminando términos semejantes en la ecuacion (2.4.4) se obtiene:
2
Oesp = 5 Znea (21 + 1 (lan ? + by (2.4.5)

De las ecuaciones (2.4.1) y (2.4.5) se pueden obtener los parametros de eficiencia de extincion y
esparcimiento, con solo dividir estas ecuaciones entre una seccion transversal total geométrica definida
COMO Ogeom = ma? , (donde a = radio de la particula), resultando [2, 10, 12 — 14, 46 - 48]

- 2y 2n+ 1D (lanl? + 1by|?), (2.4.6)

Qs - Ogeom - (ka)?

Qext = et o : :;1(271 + 1)Re(an + bn) (2.4.7)

Ogeom - (ka)?

En el caso de que la particula pueda absorber energia de la onda incidente, se puede obtener la
eficiencia de absorcion a través de la relacion

Qaps = Jabs — Qext — Qesp- (2.4.8)

Ogeom

Las ecuaciones (2.4.6) a la (2.4.8) formaran parte de los coeficientes de extincidn, esparcimiento y
absorciéon dentro del algoritmo de simulacién Monte Carlo-Mie descrito en el capitulo 4.

34



Capitulo 3

METODO ESTADISTICO MONTE CARLO

El método Monte Carlo, actualmente es considerado una herramienta estadistica en el area de la
investigacion y sus inicios fueron dentro del drea de la fisica. Posteriormente se aplico en diferentes
campos tales como: quimica, biologia, bioinformatica, por citar algunos. Debido a su base estadistica lo
hace un método muy flexible [15]. En la seccién 3.1 se aborda una descripcién cualitativa de los métodos
Monte Carlo y cuasi Monte Carlo, en la 3.2 la simulacién de variables aleatorias, en la 3.3 el sorteo de
una variable continua y en la 3.4 un analisis del paso de fotones a través de un medio turbio.

3.1 Método Monte Carlo y cuasi Monte Carlo.

La esencia del método Monte Carlo es la experimentacién con numeros aleatorios. El procedimiento
usado consiste en disefiar juegos de azar con estos numeros, esperando obtener de su observacion
conclusiones utiles para la resolucién del problema que se esté estudiando. Aunque se han publicado
algunos trabajos relacionados con el método Monte Carlo que no han requerido el uso de
computadoras, lo cierto es que la utilidad de este método se ha visto enormemente incrementada con el
uso de las computadoras.

Los métodos Monte Carlo suelen clasificarse en dos tipos: Probabilistas y Deterministas, en el primer
caso se simulan numeros aleatorios, fendmenos que son aleatorios en su entorno natural. En este
método no determinista se eligen nimeros de tal forma que reproduzcan la distribucion de probabilidad
de la poblacién estudiada y de su observacidn para obtener una caracteristica de la misma. Por ejemplo
la dptica, que es una rama de la fisica, suministra las funciones que rigen el esparcimiento de la luz como
leyes. Si se reproducen estas leyes en funciones con nimeros aleatorios se puede simular los procesos
de esparcimiento de la luz en su entorno natural y poder obtener propiedades del mismo a través de un
modelo tedrico. En el método de Monte Carlo determinista se resuelven problemas que no son
aleatorios a través de un modelo aleatorio preciso en cada caso. El método cuasi Monte Carlo es similar
a su precedente con la excepcion al momento de generar los nimeros asociados a la funcidn
probabilistica de avance y direccidn, dicha generacién no es en base a distribuciones aleatorias, en vez
de esto se usan numeros deterministas disefiados especialmente para que estén bien distribuidos.
El método Monte Carlo se ha usado en un gran nimero de investigaciones referentes al cambio
climatico, esto por su gran potencial para describir fendmenos probabilisticos [15-32].

3.2 Simulacion de variables aleatorias.

El término simulacién se entiende como la experimentacién sobre un modelo de cierto sistema, de cara
a predecir el comportamiento del mismo. Si el proceso de simulacion conlleva la generaciéon de nimeros
aleatorios se suele llamar simulacidon por Monte Carlo. Se debe tener presente que el objetivo de la
simulacidn es extraer conclusiones sobre cierto sistema real sin necesidad de experimentar directamente
sobre el sistema en cuestion [15, 33-34].
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3.2.1 Simulacién de variables contintas.

Se dice que una variable aleatoria € es continua si se puede tomar cualquier valor comprendido en un
intervalo (a, b). Toda variable continua & queda definida si se da el intervalo (a, b) que contiene los
valores posibles de esta variable y se asigna la funcién p(x) que lleva el nombre de densidad de
probabilidad de la variable aleatoria € (o densidad de distribucion de €). El significado real de la funcién
p(x) es el siguiente: sea (a’,b’) un intervalo cualquiera contenido en (a, b) (es decir a < a' y b’ < b);
entonces la probabilidad de que & tome un valor perteneciente al intervalo (a’, b’) es igual a la integral
(33]

Pla’ <§< b} = [ p(x)dx, (3.2.1)

El conjunto de valores de € puede tomar un intervalo cualquiera. Puede darse incluso el caso de que a =
oo y también de que b = —oo. En cambio, la densidad p(x) debe de cumplir dos condiciones:

1. Ladensidad p(x) debera ser positiva:
p(x) > 0. (3.2.2)
2. laintegral de la densidad p(x) correspondiente a todo el intervalo (a, b) debera ser igual a
2 p(x)dx = 1. (3.23)

Otra ecuacion estadistica asociada a este método se denomina esperanza matemdtica de la variable
aleatoria continua al niumero, y se describe como:

Mg = [ xp(x)dx (3.2.4)

3.3 Sorteo de una variable continta.

Supdngase que ahora se debe obtener valores de una variable aleatoria § distribuida con la densidad de
probabilidad p(x) en el intervalo (a, b).

Se demostrara que lo valores de € se pueden determinar de la ecuacion [33]

f;p(x)dx =y, (3.3.1)

Es decir: que escogido el valor de y es preciso resolver la integral (3.3.1) para hallar el valor de €. Para
demostrar esta afirmacion considérese la funcién

y= fa Xp(%)dX-
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De las propiedades generales de la densidad (3.2.1) y (3.2.2), resulta que
y(@)=0,yy) =1
y que la derivada y'(x) = p(x) > 0.

Por lo tanto, la funcién y(x) crece mondtonamente de 0 a 1, como se observa en la Figura 3.3.1 [16].

Figura 3.3.1
Funcion y(x) creciente mondtonamente de 0 a 1.

Debido a esto toda recta y =y, donde 0 <y < 1, corta el grafico en y = y(x) en un punto Unico cuya
abscisa se toma precisamente igual a § . Es decir, la ecuacion (3.3.1) tiene siempre solucion y esta
solucién es Unica. Tomando ahora un intervalo (a’, b’) contenido en (a, b). A los puntos

a <x<b,
de este intervalo corresponden las coordenadas de la curva y = y(x) que satisfacen la desigualdad
y(@) <y <y).

Por eso si € pertenece al intervalo a’ < x < b’, resulta que y pertenece al intervalo y(a') <y < y(b'),

y viceversa. Tal y como se observa en la Figura 3.3.2 [33],
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I"(b’) _________________ 4/_-

¥(@a) / 5

Figura 3.3.2
Correlacion de intervalos que relacionan valores de y y €.

luego

p{a’ << b’} =p{y@) <y <y®)}k
Puesto que y esta distribuida uniformemente en (0, 1), tenemos
br
pU(@) <y <yB) =y —y(@) = | p@ax,

al

y esto significa precisamente que la variable aleatoria €, raiz de la ecuacion (3.3.1), tiene densidad de
probabilidad p(x). Definiendo una variable aleatoria distribuida en el intervalo (0 ,) con una densidad
de distribucion definida como[19][33]

p(x) = oke 7%, (3.3.2)

la ecuacién (3.3.2) se le conoce como densidad de distribucion exponencial, el perfil del comportamiento
grafico se muestra en la siguiente Figura 3.3.3 [33], (donde se representan densidades para ok =1y
ok = 2).
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ok=1 ™

Figura 3.3.3
Perfil de la funcién de distribucién exponencial p(x).

La esperanza matematica, o estimador, en un intervalo de avance £ = 4, para este caso se define como:

o)

Ml=f xp(x)dx =f xoke TkXdx.
0 0

Integrando por partes (u = x,dv = ge~°*dx), obtenemos,

e Xk

M = [-xe ] + [ e okdx = [

1° == (3.3.3)

Al parametro ok se le denomina flujo promedio de recorrido libre. La férmula para el sorteo de A se
obtiene de la ecuacidn (3.3.1), si calculamos la integral del primer miembro de |la ecuacidn citada resulta

en,
1— e—dk,/l =,

de donde resulta que,

1
1=——In(1-7),
o n(l-y)

Como no hay cambio de distribucidn de la variable en los casos y y 1 — y entonces podemos simplificar
la expresién anterior como,

A:—ﬁm@) (3.3.4)

La ecuacién (3.3.4) se usard como formula para el sorteo del paso de fotones a través de un medio
turbio.
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3.4 Analisis del paso de fotones a través de un medio turbio.

Supdngase una representacion del medio turbio como una hipotética placa homogénea de grosor (0 <
z < h) y de paredes de areas infinitas en donde se impactan fotones provenientes de un pulso gaussiano
de energia E,. Supdngase ahora que en la trayectoria, dentro del medio turbio, pasa un tren formado
por un gran numero wy, de fotones [33]. La interaccidn de este tren de fotones con el medio turbio se
caracteriza en este caso por medio de dos constantes: seccion de absorcion g,y seccion de esparcimiento
o, . La suma de estas dos secciones da origen a una tercera seccidén conocida como seccion de extincion
o = g, + g;. El significado fisico de las secciones se explica como sigue: al impactarse el tren de fotones,
en un punto geométrico, con abscisa z; y direccion 8, dentro del medio, tal y como se observa en la
Figura 3.4.1 . Existe la probabilidad de que un promedio wy(o./c) de fotones sea absorbido y la
probabilidad de que un promedio wy(ds/a) de fotones sea esparcido. En caso de ser cierto esto ultimo
se agrega al contador la cantidad wy (0./0), de fotones absorbidos y se continua el analisis del tren
esparcido; aceptando que todo el tren restante se mueve en una misma direccion [33].

Zy zp+1 h z

Figura 3.4.1
Abscisa al siguiente punto de colision de
un avance del tren de fotones en el medio turbio

El recorrido libre del tren de fotones, que hay entre un evento de esparcimiento y otro, se propone con
una densidad de distribucion exponencial (ecuacion (3.3.4)) [33]. La abscisa al siguiente punto de colision
se muestra en la ecuacién (3.4.1), donde y;, = cosf

Zy+1 = Zig + gl (3.4.1)
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Capitulo 4

VECTOR UNITARIO MONTE CARLO-MIE

Como va se citd dentro del marco introductorio de este trabajo, la comunidad cientifica que se dedica al
estudio del medio ambiente se ha esforzado en presentar vastos modelos de esparcimiento de luz.
Algunos trabajos reportados, por citar algunos investigadores como: Zhensen Wu et al[35], Bissonnette
L.R et al[36], Toublanc Dominique et al [37], Liaparinos, P.F. [38], Yuzaho Ma et al [39], Torres Garcian
Eugenio et al [40], Pielsticker Lucas et al [41]. Proponen dentro de su modelado funciones aproximadas
de fase simplificada, por citar dos ejemplos; se usa la funcién de Henyey-Greenstein o la funcién de
distribucién de Rutherford, para el esparcimiento las particulas esparcidoras de simetria esférica[42-63].
En este caso se propone considerar trabajar el modelado en todo su dominio analitico introduciendo
pardmetros asociados a las propiedades del medio, tales como indice de refraccion relativo y
dimensiones de los dispersores, buscando a su vez una simplificaciéon dentro de las lineas del algoritmo
para obtencion de resultados de forma mas rdpida. En la seccion 4.1 se aborda la propuesta del modelo
Monte Carlo Mie, en la 4.2 la interpretacion grafica del plano transversal, en la seccion 4.3 el perfil
grafico de los vectores transversos, en la seccion 4.4 el perfil grafico, en tres dimensiones (3D), de los
vectores transversos; en la seccién 4.5 la descripcion del diagrama de flujo del algoritmo de
programacion y en la seccion 4.6 la descripcién a bloques del algoritmo.

4.1 Modelo Monte Carlo Mie.
Basandose en lo explicado en el capitulo 3 y capitulo 4 se propuso lo siguiente:

e Asociar bases vectoriales de un campo eléctrico definido desde el modelo Mie, a la funcién de
avance usada en el cdlculo de la abscisa en el nuevo punto de colision (ecuacién(3.4.1)),
generando un nuevo vector unitario de avance espacial proyectado en arménicos esféricos,
donde la componente radial ha sido proyectada desde un eje polar, dentro del medio turbio,
pero a diferencia de utilizar la funcién y;,, = cosf para la proyeccidn, se propone una funcién en
armonicos esféricos en términos funciones de Legendre, de orden m = 1 para garantizar
simetria acimutal [2][11]., garantizando una proyeccidn de la componente radial &,. Es decir

Hia = P(cosBy), (4.1.1)

e Ahora para la segunda y tercera componentes del vector unitario se propone asociarlas a los

, . .. . 3
vectores de las componentes del campo en eléctrico en esparcimiento Mie; paralela Ejg [Nl(,l)n]

. 3) L - L.
y perpendicular EJ-esp [M;[,]- Entonces la propuesta es una proyeccién en armonicos esféricos

del vector unitario para ondas en esparcimiento, en términos de funciones de Legendre-Hankel
asociadas a sus componentes del plano transverso. La proyeccion escalar de la componente & g
se definié como:

41



Uy2 = Z‘;T;l{i‘[nf‘;l - nnfn} C0:¢ ’ (412)

y en la componente —&4, como

Uz = Z;?:l{innf;l - Tnfn}se:(i) ’ (413)

La idea del manejo de las ecuaciones propuestas (4.1.2) y (4.1.3) se basa en la propuesta de
Peing Qingi et al. [64] para el estudio de retroesparcimiento de luz provocado por esferas
anisotropicas, pero complementando la idea de este trabajo con la adicién de un vector piloto
radial. Entonces la representacidon de un punto sobre una esfera dada por un vector unitario,
gue se proyecta desde el eje polar, es

V=ETyq + 890k — é¢¢k+1 =

&+ Aitier) + 89(0i + Araatiiz) — 8p(P, + Araaties) - (4.1.4)

Donde se proponen dos funciones de la distribucion exponencial; una asociada al recorrido libre
entre eventos de esparcimiento como

Ao =—=In(). (4.1.5)
Y otra asociada a las direcciones de esparcimiento como

Arad = —U::ln(y) (4.1.6)

Una representacion grafica en el espacio de la onda esparcida en armdnicos esféricos se observa en la
Figura4.1.1 [65]

Figura4.1.1
Proyeccion en armonicos esféricos de la abscisa al siguiente punto de colision..
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el vector de avance propuesto en la ecuacion (4.1.4); la estructura es similar a la que propuso Bradinath
et al. [66], excepto que en este caso las bases vectoriales se cimentan sobre armdnicos esféricos. A partir
de este vector se define una funcion de avance (de fotones) dentro del medio turbio quedando valores
aleatorios para la variable cenital u, = [—1,1] y para la variable acimutal ¢ = [0, 2] y por supuesto
dependiendo a su vez de la funcion de distribucidon propuesta A, , que en este caso es una funcion
exponencial.

Se comprueba la condicién de que el medio turbio de grosor h = ( o, 0, z;.), ha sido atravesado

Tit1 + Ok1 + Pre1 > B (4.1.7)

Si esta condiciéon se cumple concluye el andlisis de la trayectoria del tren para ese sorteo y se
incrementa, en uno, el contador de fotones que atraviesan el medio turbio. En caso contrario
comprobamos la condicion de reflexion

Tet1 + Okr + Pr1 < h. (4.1.8)

Si esta condiciéon se cumple concluye el andlisis de la trayectoria del tren para ese sorteo y se
incrementa, en uno, el contador de fotones que refleja el medio turbio. Si tampoco se cumple esta
condicion, es decir

0 < rk+1 + 9k+1 + ¢k+1 < h . (4.1.9)

Ello significa que el tren experimenta la (k + 1) — ésima colisién dentro del mismo medio; habra que
sortear el destino del tren en su préxima colision dentro del medio.

Resta explicar cdmo se escoge la direccidn aleatoria del tren cuando se produce el esparcimiento. Como
se establece una simetria esférica alrededor del eje z, esta direccion se determina plenamente con solo
indicar el angulo 6 del recorrido de avance del tren y el eje z (ver figura 4.1.1). La condicién de que
todas las direcciones son igualmente probables es equivalente a la condicién de que el coseno de este
angulo (cos@) este uniformemente distribuido en el intervalo (-1, 1).

Después de cada colision, la cantidad de fotones en el tren disminuird siendo el nuevo promedio igual a
Wi+1 = Wi (0s/0), (4.1.10)
o bien, ya sea que una parte de los fotones del tren, se absorba como
wi(oc/o). (4.1.11)

La variable wy suele denominarse ponderacion del fotén y en lugar de un tren formado por w;, fotones,
suele hablarse de un fotén ponderado wy, donde éste se define como w, = wy * wg(ds/0.). En donde
la ponderacion inicial wy se asocia con una energia tipo gaussiana del pulso laser incidente. Es decir se
asocia como una Funcion de Distribucion Gaussiana Normalizada (FDG), emulando el comportamiento
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de un pulso laser Q-Switching. Ademas se considerd que tanto la seccidén de esparcimiento (coeficiente
de esparcimiento) g5 , como la seccion de absorcion (coeficiente de absorcion) o. sean generadas
usando las ecuaciones (2.4.6) y (2.4.7). Como valores iniciales para cada trayectoria se eligieron, de
nuevo

o = lywg = FDG.

Definiendo las mismas probabilidades para los fotones esparcidos, reflejados y en absorcién. En funcidn
de las razones

+

0

IR
IR
IR

Nt N~ NO
p ~NP ~NP N (4.1.12)
Donde N* es el nimero de fotones en esparcimiento que atraviesan al medio, N~ es el nimero de
fotones que se reflejan del medio, N° es el nimero de fotones atrapados en el medioy N es el total de

fotones que incide al medio.
4.2 Interpretacion grafica del plano transversal.

El plano trasversal o transverso esta formado por las componentes polar p, y acimutal p,s. La
propuesta que sustenta este trabajo consiste en ubicar la direccidén de esparcimiento de la onda a través
del angulo 6 de la componente polar p;, el cual seria equivalente a la direccién angular del vector
unitario de esparcimiento de la onda ES . A continuacién se muestran los planos complejos asociados a
cada componente del plano transverso.

En la Figura 4.2.1 a) se observan por separado los planos complejos perpendiculares entre si, que estan
asociados, omitiendo las sumatorias; a los fasores {irn{l —m$§,}y {innf;l - rnfn} ,en la Figura 4.2.1 b) se
observa la superposicion de ambos planos ubicando cada uno la posicidn de su respectivo fasor y a su
vez ambos fasores, ortogonales entre si, forman las componentes vectoriales del plano transversal a la
direccion de esparcimiento de la onda; y en la Figura 4.2.1 ¢) se observa las componentes vectoriales del
plano transverso proyectadas sobre su plano acimutal, identificadas por las ecuaciones (4.1.2) y (4.1.3).

4.3 Perfil grafico de los vectores transversos.

A continuacion se muestra el perfil gréfico de las componentes escalares del plano transverso tomando
el orden m = 1, tanto de la funcién generatriz de las funciones asociadas de Legendre, como de las
funciones de Hankel.
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Figura 4.2.1

Representacion grafica de las componentes del Plano Transverso observando en los incisos:
a) Planos complejos de las componentes escalares: {ir,gn —m§.} Y {innfn -8}
b) El plano transverso que se forma al superponer los planos complejos de ambos fasores.

¢) Vectores transversos definidos como: {it, &, — m,&,} 2L e

Te oY {innf;l - Tnfn} SQZ(P ’e\qb
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En la Figura 4.3.1 se muestra el perfil grafico de la funcion |i7rn§;L — rnfn| variando el grado (indice de la
sumatoria) enn = 1y para los siguientes valores de distancia: p = 1.75m, p = 2myp = 2.6m.

|in-n {;1. ~Ta fnl

. — hankelfhi (n=1.x= 1.75 m)
\ hankelfhi (7= 1, x= 2 m)

hankelfni (7= 1, x= 2.6 m)

-10 -05 05 0

cosf
Figura 4.3.1
Perfil gréfico de la funcién |ir, &, — 7,,&,,| asociada al vector unitario acimutal,
para un indice n=1y distancias 1.75, 2 y 2.6 mts.

En la Figura 4.3.2 se muestra el perfil grafico de la funcion |irn€;1 — nnEn| variando el grado (indice de la
sumatoria) enn = 2 y para los siguientes valores de distancia: p = 1.75m, p = 2myp = 2.6m.

Iifnz; - nnfnl

6
4
— hankelTheta (=2, x= 1.75 m)

hankelTheta (7=2,x= 2 m)

cosd hankelTheta (7=2,x= 2.6 m)

Figura 4.3.2
Perfil gréfico de la funcién |it, &), — m,&,,|asociada al vector unitario polar,
para un indice n=2y distancias 1.75, 2y 2.6 mts.

En la Figura 4.3.3 se muestra el perfil grafico de la funcion |i1rn<,";1 — rng"n| variando el grado (indice de la
sumatoria) enn = 3y para los siguientes valores de distancia: p = 1.75m, p = 2myp = 2.6m.

_ Iinﬂ.{;l - Tn{nl

20 — hankelfhi(n=3,x= 1.75 m)
hankelfhi(r2= 3, x= 2 m)
1o hankelfi(1=3,x= 2.6 m)
7
0.5 0.5 1.0
~— cosf
Figura 4.3.3

Perfil gréfico de la funcién |ir, &, — 7,,€,,| asociada al vector unitario acimutal,
para un indice n=3y distancias 1.75, 2 y 2.6 mts.

46



En la Figura 4.3.4 se muestra el perfil grafico de la funcidn |irn§;L - nnfn| variando el grado (indice de la
sumatoria) en n = 4 y para los siguientes valores de distancia: p = 1.75m, p = 2myp = 2.6m.

IiTnfil - n"mfn I

00 \ — hankelTheta (n=4,x= 1.75 m)
hankelTheta (n=4.x= 2 m)
-10 ~&5 U5 710 harkelTheta (n=4.x= 2.6 m)
o cosg
200

Figura 4.3.4
Perfil gréfico de la funcién |it, &), — m,&,,|asociada al vector unitario polar,
para un indice n=4y distancias 1.75, 2 y 2.6 mts.

En la Figura 4.3.5 se muestra el perfil grafico de la funcion |i1rn€;1 — rn€n| variando el grado (indice de la

sumatoria) enn = 5y para los siguientes valores de distancia: p = 1.75m, p = 2myp = 2.6m.

|in’n$‘£1 —Tn {nl

o — hankeffi(p=5, x= 1.75 m)
ﬂ hankelfhi(z2=5, x= 2 m)
hankelfhi(?2=5, x= 2.6 m)
-10 =U% 05 1.0
200 cost
-400
Figura 4.3.5

Perfil gréfico de la funcién |ir, &, — 7,,&,,| asociada al vector unitario acimutal,
para un indice n=5Yy distancias 1.75, 2y 2.6 mts.

En la Figura 4.3.6 se muestra el perfil grafico de la funcion |irn<,";1 — nng"n| variando el grado (indice de la

sumatoria) en n = 6y para los siguientes valores de distancia: p = 1.75m, p = 2myp = 2.6m.

Iirnfil - n’nfnl
30000

JI1 0 hankelTheta (#1=6, x= 2.6 m)
cos@

— hankelTheta (7=6, x= 1.75 m)
hankelTheta (77=6, x= 2 m)

Figura 4.3.6
Perfil gréfico de la funcién |it, &), — m,,&,,|asociada al vector unitario polar,
para un indice n=6y distancias 1.75, 2 y 2.6 mts.
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Analizando las Figuras 4.3.1 hasta 4.3.6 se observa, tal como se esperaba, un comportamiento fasorial
gue va atenuandose conforme avanza la distancia hasta converger a un valor en distancia lejana. Ambos
vectores estan representando el plano transversal de la onda en esparcimiento, como consecuencia de
esta propiedad se esperaria un comportamiento fasorial convergente del vector de onda de
esparcimiento perpendicular al mismo plano.

4.4 Graficas esféricas en 3D de los vectores transversos.

En la grafica de la Figura 4.4.1 se observa el comportamiento en tres dimensiones desde un sistema de
referencia esférico de la ecuacion escalar u,, para tres muestras de las sumatorias; todas en n = 5,
variando la distanciaen p =5m, p = 50m y p = 500m .

cos¢p
p

e = ) (iTafh ~ Tk}

n=1

n=35, P=500m

Figura 4.4.1
Representacion en tres dimensiones desde un sistema esférico de la componente
escalar u,, parala muestran =5 a una distancia de 5, 50 y 500 mts.

En la gréfica de la Figura 4.4.2 ahora se observa el comportamiento en tres dimensiones desde un
sistema de referencia esférico de la ecuacidn escalar uyz para tres muestras de las sumatorias; todas en
n = 5, variando la distanciaen p =5m, p =50m y p = 500m .
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seng

o= ) (s~ Taba)
n=1 P

n=35, P=500m

Figura 4.4.2
Representacion en tres dimensiones desde un sistema esférico de la componente
escalar u, 5 parala muestran =5 a una distancia de 5, 50 y 500 mts.

En las figuras 4.4.1 y 4.4.2 se observa una clara convergencia de las formas geométricas, en ambos
vectores, esto en el indice n = 5 y una progresiva atenuacién de la geometria conforme aumenta la
distancia p. Dado el comportamiento anterior se eligié este indice como el indice convergente, dentro de
la configuracién de la serie que define el vector de estado dentro del algoritmo que se describe a
continuacién.

49



4.5 Diagrama de flujo del algoritmo de programacion.

El diagrama de flujo del algoritmo se compone de tres bloques como se observa a continuacién:

Bloque 1

*Configuracion coeficientes 0 y Oy
*Configuracion del fotdn (P)

v

Bloque 2

Avanza un paso el foton (AP)
Tiar + Osr — Presr = (i + Aehtier) + Ok + Araatiz) — (B + Araabiis)

Salié P?
AP > h

\4

Cuenta (AP > h)

Salio P?
AP <0

Cuenta (AP< 0)

Acumula (0 < AP< h)

CompAng[ || 4PA L 4P]
dentro FOV

Bloque 3
Confirma cantidades fisicas

* Cuenta (4P<0)
<> :

Una explicacidon de los bloques se da a continuacion.
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4.6 Descripcion de los bloques del algoritmo.

BLOQUE 1. Declaracién de los coeficientes de probabilidad de: esparcimiento, absorcién y extincién;
las probabilidades de: esparcimiento, absorcién y extincién; espesor del ancho del medio
turbio, numero de eventos de esparcimiento y nimero de fotones [67].

En este block se genera:

La funcién de probabilidad de distribucién de esparcimiento, como un listado de valores resultantes de la
convolucién entre la probabilidad de esparcimiento y una funcién de distribucion gaussiana, dicho
listado es etiquetado dentro del algoritmo como wCC[R, A].

La funcién de deteccion de posicidn, que identifica la posicion del tren de fotones mientras esté
atrapado dentro del medio turbio. Esta funcion detecta la posicién de cada fotén y de acuerdo a dicha
posicion le asocia un valor de probabilidad de esparcimiento desde la lista de probabilidad de
distribucién en esparcimiento wCC[R, A].

La funcién de esparcimiento, que identifica los fotones que han atravesado el medio turbio. Esta funcion
detecta la posicion de cada fotén y de acuerdo a dicha posicién le asocia un valor de probabilidad de
esparcimiento desde la lista de probabilidad de distribucién en esparcimiento wCC[R, A].

La funcién de retroesparcimiento, que identifica los fotones que han sido retroesparcidos desde el medio
turbio. Esta funcion detecta la posicién de cada fotdn y de acuerdo a dicha posicidn le asocia un valor de
probabilidad de esparcimiento desde la lista de probabilidad de distribucién en esparcimiento wCC[R, A].

Bloque 2. Generacion del avance, paso a paso, de un fotén dentro del medio turbio. Definiendo
una funcién de avance vectorial como:

eTir1 T 800k+1 — CpPrr1 = Ak + €0k — 8y Py si e =1,¢ =0.
o bien

€M1+ €901y — é¢¢k+1 = &.(nc + Atr) + €00k + Akraaticz) — €p (@) + Airaaties); si s # 1, ¢ # 0.

Este bloque genera la funcién de estado, generando una lista de todas las posibles trayectorias y
direcciones de esparcimiento, de acuerdo al numero de fotones declarados y eventos de esparcimiento.
Desde esta lista se obtiene una segunda lista etiquetada como WCC[R, Alrov donde solo estaran todos los
fotones en retroesparcimiento y ubicados dentro del campo de visidn del fotodetector (FOV).

Bloque 3. Este bloque calcula, promedios de probabilidades y despliegue grafico de la ubicacion de
todos los fotones capturados dentro del campo de vision del detector. Confirmando las
cantidades fisicas.
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El calculo de fotones en el fotodetector fue factible dada la naturaleza de las componentes del plano
transverso de la funcidn de avance dentro del medio, ya que tanto la componente paralela

e = 2 (it — a8, }E 0, (4.6.1)

como la componente perpendicular
s = =S {ima g, — 108,38 (46.2)

su composiciéon de ambas es compleja [2][11]. Por lo que fue posible establecer planos complejos
ortogonales a las componentes angulares paralela y perpendicular respectivamente, tal y como se
observa en la Figura 4.2.1 y asi proponer la determinacién de la direccién angular del vector de onda,
desde el vector uy, , al momento de la colision. El numero de fotones detectados dependerd del dngulo
solido del telescopio, que contiene un fotodetector, y cuyo radio de apertura se declara como

B =tan"', (4.6.3)

donde el numerador representa el radio de apertura y el denominador representa la distancia a la cual
se ubica dicho telescopio fotodetector. Lo citado anteriormente se puede ver graficamente en la Figura
4.6.1.

Figura 4.6.1
Superposicion de: plano complejo —Re;Im; sobre un plano xz; plano complejo —Re, Im sobre un plano —zy
Observandose una proyeccion de un vector de onda magnificado; k., hacia un campo de vision de un telescopio.

Donde se observa el vector de onda k; utilizado en la propuesta como vector de avance en armdnicos
esféricos dentro del algoritmo.
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Capitulo 5

RESUTADOS Y APORTACIONES

Se realizaron primero simulaciones de un pulso de luz impactando a un medio turbio configurando el
programa para detectar los promedios de esparcimiento, retroesparcimiento y extincion de fotones.
Posteriormente se realizaron simulaciones de fotodeteccion del retroesparcimiento en funcién de la
distancia. En la seccidon 5.1 se aborda el comparativo simulado de promedios cuantificados y formas de
distribucién espacial de fotones en esparcimiento, en la 5.2 las simulaciones de la distribucidon espacial
de fotones en funcion de la distancia, en la 5.3 el comparativo de retroesparcimiento de cien mil
fotones en funcién de la distancia, en la 5.4 el comparativo de retroesparcimiento de un millén de
fotones en funcion de la distancia y en la 5.5 las sefiales experimental-tedricas de retorno Lidar en
multiple esparcimiento.

5.1 Simulaciones del paso de fotones a través de un medio turbio.
5.1.1 Comparacién de promedios y distribucién espacial.

Para obtener los resultados del esparcimiento de fotones se definieron los siguientes pardmetros: Pulso
de luz incidente 5.5 x 10° fotones, longitud de onda 532nm, ancho del medio turbio h = 2 m, dimensién
radial de particulas esparcidoras r = 0.5um, r =2 um y r = 4 um y un indice de refraccion relativo,
correspondiente a vidrio ligero, de 1.58. Las Tablas I, Il y Ill muestran los promedios del esparcimiento
de fotones en el medio turbio.

Radio de particulas esparcidoras (r=0.5 pm)
Probabilidad de | Probabilidad de | Probabilidad de
Fotones longitud de onda fotones en fotones fotones
incidentes (nm) absorcion esparcidos retroesparcidos
(No. de fotones) | (No. de fotones) | (No. de fotones)
5.5E+05 532 3.88E-16 0.48 0.5
Tabla |
Esparcimiento de fotones dentro de dispersores de radio r=0.5 um.
Radio de particulas esparcidoras (r=2 pm)
Probabilidad de | Probabilidad de | Probabilidad de
Fotones longitud de onda fotones en fotones fotones
incidentes (nm) absorcién esparcidos retroesparcidos
(No. de fotones) | (No. de fotones) | (No. de fotones)
5.5E+05 532 4.44E-16 0.83 0.15
Tabla 1l
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Radio de particulas esparcidoras (r=4 pm)
Probabilidad de | Probabilidad de | Probabilidad de
Fotones longitud de onda fotones en fotones fotones
incidentes (nm) absorcion esparcidos retroesparcidos
(No. de fotones) | (No. de fotones) | (No. de fotones)
5.5E+05 532 4.439E-16 0.94 0.04
Tabla Il

Esparcimiento de fotones dentro de dispersores de radio r=4 um

La Figura 5.1.1 muestra los perfiles de distribucién espacial del esparcimiento de un promedio de 5.5 X
10° fotones dentro de un medio turbio con un indice de refraccién de 1.58 y particulas esparcidoras de
dimensiones radiales r=0.5 um, r=2 umy r=4 um.

Pulso incidente Pulso incidente _r

b) Esparcimiento provocado por
una particula dispersora de
radio r=2um e indice de

refraccion de 1.38.

a) Esparcimiento provocado por
una particula dispersora de
radio r=0.5um e indice de

refraccion de 1.58.

Pulso incidente -

,-/')_,_" e e
S —
- —_— ] ————— = 4

¢) Esparcimiento provocado por una particula dispersora de
¥y radio r=4 um e indice de refraccién de 1.58.

Figura5.1.1
Distribucion espacial del esparcimiento de fotones incidentes a
medios turbios con particulas esparcidoras de distintos tamafios

5.1.2 Simulaciones del perfil de distribucién espacial en funcion de la distancia de deteccidn.

A continuacion, se muestran los resultados del retroesparcimiento en funcion de la distancia
provenientes de un medio turbio, de paredes infinitas separadas a una distancia de 2 m, conteniendo en
su interior 55 millones de particulas dispersoras como promedio maximo, con una simetria esférica
radial de 0.5 um, 2 um y 4 um, en cada caso. Para esto el programa se ejecuté variando la posicién del
fotodetector contenido en un telescopio con un lente propuesto de radio r = 0.5 m, iniciando a partir de
una distancia 5 hasta 25 mts en incrementos de cinco en cinco. Las simulaciones se ejecutan tomando en
cuenta los siguientes pardmetros fisicos: longitud de onda del pulso laser A=532nm, una poblacién de 10°
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y 10° fotones promedio y 100 iteraciones por sorteo, variando el indice de la funcién de estado (vector
unitario Mie) desden = 1 hastan = 5.

5.1.3 Comparativo del retroesparcimiento en funcidn de la distancia: poblacion cien mil fotones.

La Tabla IV muestra el de 10> fotones

retroesparcidos, en funcién de la distancia, por un medio turbio con particulas de simetrias esféricas de

comparativo del comportamiento de probabilidad

radio 0.5, 2 y 4 um respectivamente con una concentracién volumétrica maxima de dispersores de
107(particulas/m3). (Limitada por las capacidades del sistema de cémputo.)

Dispersor(r=0.5 um) Dispersor (r=2 um) Dispersor (r=4 um)
Poblacién(10° fotones) Poblaciédn(10° fotones) | Poblacidn(10° fotones)
Distancia(m) | Probabilidad(os/0) Probabilidad(os/o) Probabilidad(os/o)
5 0.0055 0.0038 0.00064
10 0.002 0.0014 0.0003
15 0.00097 0.0007 0.00019
20 0.00056 0.00043 0.00011
25 0.00037 0.0003 0.00006
Tabla IV

Comparativo del retroesparcimiento de 10° fotones, por dispersores de dimension radial r=0.5, 2 y 4um.

La Figura 5.1.3 muestra los perfiles en funcién de la distancia de los datos de la Tabla VIII

’9 .
2 0006
14}
5 ] . —m— (5 MM
Q 0005 \ e 2 pm
% ] \ A— 4 um
& \
0.004 <
B o« \
& 4
E 0.003 |
7] 1 \
=) \
a 00z \
-
9 .. -
= 0001 .
= .- @ —

3 e =
8 o000 A2
e
=M T T T T T

5 10 15 20 25
(metros)
Figura5.1.3

Comparativo de los perfiles de retroesparcimiento en funcion de la distancia en poblaciones de cien mil
fotones provenientes de particulas esféricas de dimensiones radiales r = 0.5, r = 2 y r = 4 um respectivamente.
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5.1.4 Comparativo del retroesparcimiento en funcion de la distancia: poblacion un millén de fotones.

La Tabla V muestra el comparativo del comportamiento de probabilidad de 10° fotones retroesparcidos,
en funcién de la distancia, por un medio turbio con particulas de simetrias esféricas de radio 0.5, 2 y 4
um respectivamente con una concentracién volumétrica méaxima de dispersores, de 10%(particulas/m?3).

Dispersor(r=0.5 um) Dispersor(r=2 um) Dispersor (r=4 um)
Poblacién(10° fotones) Poblacién(10° fotones) | Poblacion(108 fotones)
Distancia(mts) || Probabilidad(os/0) Probabilidad(os/o) Probabilidad(os/o)
5 0.0054 0.0038 0.00067
10 0.00183 0.00149 0.00027
15 0.00092 0.00080 0.00016
20 0.00056 0.00052 0.000094
25 0.00039 0.00036 0.000052
Tabla V

Comparativo del retroesparcimiento de 106 fotones, por dispersores de dimension radial r=0.5, 2 y 4um.

La siguiente Figura 5.1.4 muestra los perfiles en funcién de la distancia de los datos de la Tabla XIlI

0.006 -

] ~a— 0.5 um
0005 \ . um

2
-A— 4 um

0.004 -
0.003 -
0.002 4

0001 - N

PROBABIIDAD DE RETROESPARCIMIENTO

0.000 4

(metros)

Figura 5.1.4
Comparativo de los perfiles de retroesparcimiento en funcién de la distancia en poblaciones de un millén
de fotones provenientes de particulas esféricas de dimensiones radiales r = 0.5, r = 2 y r =4 um respectivamente.

56



5.1.5 Seiales experimental-tedrica de retorno Lidar en multiple esparcimiento.

Se realizd la comprobacion del modelo Monte Carlo-MIE para representar el perfil de datos
experimentales, proporcionados por cortesia del laboratorio aeroespacial de Francia (ONERA), referente
una sefial de retorno en esparcimiento de un LIDAR sobre un medio turbio en nubes ubicadas a una
altura 1065 mts y maxima de 1147.5 mts.[68-73]. El monitoreo de datos atmosféricos a través de la luz
ensambla a todo un equipo de instrumentacién el cual consiste en un sistema Laser pulsante de alta
energia, un telescopio modificado el cual incluye un fotodetector en su interior que actia como
transductor transformando los fotones captados en sefal eléctrica la cual es enviada a una computadora
(sistema de adquisicion de datos) para ser cuantificados a través de un algoritmo de deteccién. La
siguiente Figura 5.1.5 [74] muestra un diagrama a bloques de un sistema Lidar

—>\ /Luz en eéparcimiento
i \\\

Telescopio

colector

Sistema de
Adquisicion de

datos I/

Laser
pulsante

Figura 5.1.5
Sistema de deteccién atmosférico
Lidar.

Para esta validacion dentro del algoritmo se consideraron los siguientes parametros: Para una nube baja
modelada como un medio turbio de paredes infinitas separadas a una distancia h=100 mts, un nivel de
energia del pulso laser QSW de 0.05 Joules, con una longitud de onda de 355 nm; en el fotodetector
hipotético se consideré una etapa de ganancia en amplificacion de sefial de aproximadamente
150 veces, esta compensacion es resultado de la limitacidon en el equipo de computo referente al manejo
del nimero de fotones propuesto para el pulso incidente [(5.5 x 105 fotones) ya que éste es del
orden de femtojules], con una campo de vision (FOV) de apertura radial r=0.1mts. Respecto a las
secciones de area transversales de los dispersores dentro del medio, se considerd lo siguiente; se
propone un indice de refraccion relativo, del medio turbio, no absorbente, de n,= 1.9996 [11][75-77];
un radio r=10 um asociado a las gotas de agua de muy baja ionizacién contenidas en una nube de altura
baja[78]. Se corrid el programa varias veces variando la ganancia del fotodetector, eligiendo dos
corridas a mostrar; la primera con ganancia de 150 veces y la segunda corrida con ganancia de 157
veces. En todos los casos se vario la posiciéon del sensor desde 1065mts hasta 1147.5mts con
incrementos de 7.5mts, mostrando resultados similares. En los dos casos elegidos se realizd un ajuste
numeérico lineal para cada altura; y por
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el resultado numérico encontrado se propuso asociarle a dicho ajuste un perfil de Transmitancia [79] tal
y como se observa en la Figura 5.2.5

0er .
0&F
— Transmitancia teorical

04t :
Transmitancia teorica2

Factor de ajuste (adimensional)

1080 1140

Figura5.2.5
Factor de escalamiento en funcién de la altura.

La Tabla VI muestra el comparativo de resultados experimentales y tedricos generados por el modelo
Monte Carlo-MIE, lograndose obtener una representacién tedrica cercana a la sefial experimental como
se puede verificar en el resultado de la segunda corrida. Ver Figura 5.3.5.

Altura(m) Dato Dato Error (%) Dato Error(%)
exp (J/s) Teol (J/s) | Teol/exp | Teo2()/s) | Teo2/exp
1065 0.135868 0.112792 16.7 0.127796 5.94
1072.5 0.144561 0.138628 4.1 0.145604 0.72
1080 0.133041 0.125897 5.4 0.135138 1.57
1087.5 0.132182 0.123923 6.25 0.132309 0.09
1095 0.136594 0.130639 4.36 0.140323 2.73
1102.5 0.139296 0.133075 4.47 0.143451 2.99
1110 0.15148 0.147368 2.71 0.15779 4.1
1117.5 0.196363 0.177391 9.66 0.193537 1.44
1125 0.245753 0.226129 7.99 0.2396 2.5
1132.5 0.250331 0.239566 4.3 0.253361 1.21
1140 0.205713 0.193775 5.8 0.208712 1.46
1147.5 0.133023 0.106224 20.1 0.113055 15.01
Tabla VI

Comparativo de perfiles experimental/tedricos de una sefial LIDAR.

58




P(R) [J/s]

5.2 Aportaciones

Las aportaciones que se generaron de la tesis fundamentalmente son las mostradas a continuacion:

e Desarrollo de un algoritmo y programacién del mismo capaz de detectar y cuantificar fotones en
retroesparcimiento usando funciones especiales de Hankel que son complejas en el plano
transverso vectorial y como consecuencia de esto se logra obtener simulaciones en tiempos
cortos, respecto a simulaciones de deteccion de fotones por cosenos directores.

e Generacién del articulo titulado “3d Monte Carlo analysis on photons step through turbid
medium by Mie scattering “; publicado en la revista mexicana de Fisica el mes de Marzo del

0.250

0245

0.200¢1

017s

0.1a0

Dazsl’

Perfiles de distribucion experimental/tedricos de sefial LIDAR

Pot. experimental
Pot. teoricat

Pot. teorica2

1080 1100 1120 1140

m

Figura 5.3.5

2021, el cual se muestra al final de la tesis.
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Capitulo 6

CONCLUSIONES

En las simulaciones de esparcimiento y cuantificacion de fotones proyectdndose como ondas de

armonicos esféricos, referida a la Figura 5.1.1, se concluye lo siguiente:

a)

Al introducir los parametros fisicos del radio del dispersor e indice de refraccidn relativo, dentro
de los coeficientes de absorcién y esparcimiento, asi como las bases vectoriales MIE dentro de la
funcion escalén. Se observa un esparcimiento con una direcciéon cada vez de mayor tendencia
hacia adelante (en sentido del pulso incidente) y menor hacia atras conforme se va aumentando
el tamafio de la particula del medio turbio, comprobando esto ultimo también con las
concentraciones promedio de fotones reflejados y esparcidos. Y con la forma de distribuciéon
espacial del esparcimiento similar al I6bulo de radiacion de la funcién de fase MIE [74].

De los resultados de la seccion del perfilado comparativo de distribucion espacial en funcién de la

distancia, para poblaciones de fotones de cien mil y un millén (Figuras 5.1.3 y 5.1.4), captados cada vez

gue se cambio de posicion el fotodetector hipotético y suponiendo una apertura radial en el telescopio
de 0.5 m.

b)

c)

d)

Se observd que ambos perfiles no son proporcionales al 100% ; esto debido a que siempre que se
corre el programa, por el tipo no determinista del método de Monte Carlo-MIE usado, nunca se
repite la misma distribucién del medio turbio por la naturaleza aleatoria propia del algoritmo. Sin
embargo, el perfil de distribuciéon es parecido entre ambas poblaciones. Esto es debido a la
naturaleza lineal de los campos electromagnéticos armdnicos que soportan las bases vectoriales
del plano transverso de la funcién de avance declarada dentro del programa.

Se observé en el fotodetector, que conforme se incrementa el tamano radial de las particulas
dispersoras que conforman el medio turbio; cada vez llegan menos concentraciones de fotones
retroesparcidos hacia el detector. Corroborandose de nuevo lo citado en el inciso a).

Realizando el comparativo de las graficas 5.1.3 y 5.1.4 se nota una gran similitud de perfiles entre
ambas poblaciones, asi como también se observd que para particulas dispersoras debajo de una
micra de diametro, la probabilidad de retroesparcimiento tiende a depender del inverso de la
distancia al cuadrado (1/R?). Ademas, y debido a la linealidad de los campos electromagnéticos
armonicos, bajo reserva de realizar simulaciones con un nimero mayor de poblacién de fotones,
en procesadores mas poderosos; se podria estimar un escalamiento a concentracién de
poblaciones del orden de hasta 10%° con perfiles de distribucién lineal, esto se cita para futuros
calculos en estaciones de trabajo, dado que de momento las simulaciones fueron realizadas por
equipos de trabajo de mediana gama que limitaron a poblaciones maximas de un milléon de
fotones.
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De los resultados de la validacidn del modelo en una sefial experimental LIDAR se deduce lo siguiente:

e)

f)

g)

En el fotodetector, dentro de un telescopio con apertura radial 0.1, se propone un perfil de re-
escalamiento lineal especifico para cada altura sobre un intervalo desde 1065 m hasta 1147.5 m.
Aplicado a una nube, simulando multiple retroesparcimiento y logrdandose un muy préximo
acercamiento entre la sefial Lidar experimental y tedrica, tal como se observa en las gréficas de la
figura 5.3.5. Proponiendo que el acercamiento de este modelado es debido a que el medio turbio
estd compuesto por particulas esparcidoras de tipo esférico (gota de nube) con una dimensién
radial promedio de 10 micras y el modelo Monte Carlo-MIE se cimenta sobre bases vectoriales
gue representan esparcimiento en armonicos esféricos lo cual hace que coincidan ambas
geometrias. Por lo que, ajustando los parametros del radio e indice de refraccién relativo, dentro
del modelo, se lograron resultados satisfactorios.

En la Figura 5.2.5 se observd el perfil de retroesparcimiento escalado y se propuso asociarle a
esta perturbacion una relacion fisica del factor Transmitancia que relaciona al coeficiente de
extincidn a la distancia R.

La lista obtenida y etiquetada como WCC(R,A)goy es el promedio de fotones en
retroesparcimiento, ubicados dentro del campo de visidn del fotodetector (FOV), cuya variacién
depende de la longitud de onda, del inverso de distancia y esta es calculada por el algoritmo
Monte Carlo-Mie. Con los ajustes indicados dentro de la lista citada en el inciso f), se logré
obtener el perfil de potencia de retroesparcimiento de la Figura 5.3.5. Para tal efecto se propuso
la ecuacion numérica (6.1), que representa a la potencia en funcidn de la altura, definida como
[79-81]:

P(R,A) = PO < WCC(R, A)FOV > T(R) (61)

Donde: P, es el valor de potencia del pulso incidente [J/s].

WCC(R, A)goy, es el promedio de fotones retroesparcidos dentro del FOV
(adimensional).

T(R) = exp[-2 for a2 (x)dx], es el factor de Transmitancia (adimensional).
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APENDICE 1

PROPIEDADES DE LA ATMOSFERA

Cuando se modelan datos de retorno de seial LIDAR es necesario conocer las propiedades del medio por
donde pasa dicha sefial. De modo que las propiedades de interés a monitorear son: presion,
temperatura y la densidad atmosférica que a continuaciéon se describirdn en forma de promedios
estimados en diferentes altitudes.

A.1.1 Perfiles verticales de temperatura, presion y densidad numérica.

La densidad numérica de moléculas de nitrégeno N(h) a una altura (h) puede ser estimada dentro del
modelo de estandares de condiciones atmosféricas dentro de los Estados Unidos de América propuestos
en el afio de 1976. Dicho modelo incluye variaciones de temperatura T(h), en grados Kelvin; presién
atmosférica P(h), en pascales y altitudes (h), en metros. Considerando un gradiente de temperatura

lineal @=0.006545—

Km
En la Tabla A.l [36] se muestran los distintos pardmetros distribuidos por intervalos de altura.

, temperatura inicial T0o=288.15°K y presién atmosférica inicial Po=1.013*10[Pa].

Densidad Temperatura Presion Altura (h)
numérica K° Pa km
kg
m3
N 288.1570.006545
P(ho) T(ho) = To — 0.006545 * h P(h) = po[ 1] 0:000545 0<hy,<11
= : =Po|7— =N =
0.003484 TCh) (ho) T(Ahg)
N (k) P(hy)
P(h) T(h,) = 216.65 0.034164(1-11000) 11<h, <20
= 0.003484 = 2.269 « 10%ex T(8hy) 1
T(hy) . 14
N(hz) 0.034164
216.657 0.0010
P(h T(h,) = 216.65 + 0.0010[h — 20000 - 21665 <h, <
= 0.003484 (hy) (h2) [ ] P(hy) = 5528 [T(Ah) 20< h, <32
T(h;) 2
N(hs) 0034164
p(hy) | T(hs) =228.65 +0.0028[h — 32000] P(h) — 836.8 [223_65 9.0028 32 < h. < 47
= =888.8|—— =N
0.003484T(h3) () T(Ahy)

Tabla A.l
Clasificacion del modelo estadounidense de la densidad de moléculas, temperatura
y presion atmosférica para una altura de 0 a 47 Km.
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A.1.2 Propagacion Laser en la atmdsfera.

Los pardmetros importantes que cuantifican la energia en un Laser pulsante son definidos a continuacién
[74]:

Flujo Radiante: denotado como “F” representa una cierta cantidad de energia radiante en un
determinado espacio por unidad de tiempo (J/s , W).

Flujo Radiante Espectral: denotado como "F," representa un flujo espectral acotado a cierta longitud de
onda ( W/A).

Densidad de Flujo Radiante: Cantidad de flujo radiante interceptada por una cierta unidad de area
(W/m?), si el flujo es incidente hacia la superficie se conoce como irradiancia, si el flujo es radiado por Ia
superficie se conoce como emitancia.

Angulo Sélido: El angulo sélido w subtendido por un area sobre una superficie esférica, es igual al area
de la circunferencia dividida entre su radio al cuadrado (stereoradianes) ( A/r?).

Radiancia: Se define como el flujo radiante por unidad de dngulo sélido extendiéndose en una direccion
dada por unidad de area proyectada ( W/stereoradianes — m?), la Figura A.1.1 [74], representa el
concepto de Radiancia.

Vector Normal
a la superficie

Area proyectada, A cos 8

Figura A.1.1
Concepto visual de radiancia.

Cuando la luz es emitida a la atmdsfera se presenta el fenédmeno de esparcimiento de la luz, es decir,
parte de ésta es esparcida en todas direcciones generandose una variacién de intensidades segun el
angulo de esparcimiento y los parametros fisicos de las particulas esparcidoras en el volumen dado, un
fendmeno similar ocurre con la parte de la luz que incide sobre particulas absorbentes dentro del
volumen, a diferencia del esparcimiento de luz , en procesos absorbentes si habra un cambio de energia
dentro de la particula que absorbid luz [74]. En general la atenuacion de radiacion laser en la atmdsfera
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Figura A.1.2
a) Propagacion de la luz a través de una capa atmosférica turbia.
b) Propagacion de la luz a través de distintos espesores atmosféricos.

esta descrita por la Ley de Beer-Lambert [74][82-85]. La cual se analiza a partir de la siguiente Figura
A.1.2 [74].

El rayo de luz lga penetra una capa de longitud H atenuandose progresivamente hasta salir de la capa,
identificado como I, al rayo de salida; se debe satisfacer Iax<lop. La razén Ix/loa define la transparencia
Optica T de la capa. Dicha transparencia describe la fraccién del flujo radiante que atravesé dicha capa,
entonces:

T=1/ lop, (A.1.2)

la ecuacion (A.1.2) es una medida que indica que tan transparente es la capa atmosférica y esta
normalizada a un rango [0 1], este valor dependera del nimero y tamafio de las particulas de
esparcimiento o absorcién. Analizando la Figura A.1.2 (b) como un medio heterogéneo se observa una
diferencial de longitud dr donde se relaciona a su vez un factor probable a;; de que un fotén sea
removido al atravesar el elemento diferencial de longitud, ya sea por absorcién o esparcimiento.
Entonces la reduccidn del flujo de rayo al atravesar dr se puede definir como:

dlL(r) = —ap [ (dr, (A.1.3)
donde a; , se conoce como coeficiente de extincion.

Resolviendo ecuacién (A.1.3):

L(H) = Iozexp[— [ apa(rdr]. (A.1.4)

Entonces la transmitancia de una capa de espesor H queda definida como

T(H) = % = exp[— [ @ (Mdr], (A.1.5)
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tomando en cuenta el teorema del valor medio
T(H) = Lo _ exp[—lfH ay ,(r)dr]H. (A.1.6)
IO,). HY0 ’

Y considerando una atmosfera homogénea entonces el factor probable de atenuacién-esparcimiento se
hace constante, entonces: a; ;(r) — a;. Note que si r - 1 el coeficiente de extincién es numéricamente
igual a la profundidad 6ptica. La transmitancia en una atmdsfera homogénea entonces se puede definir
de manera simple como

T(r) = exp[—a,r], (A.1.7)
y en una sola direccién [74]
T(2) = exp[—a;z]. (A.1.8)

El coeficiente de extincion estd determinado, a su vez, por cuatro procesos individuales: absorcion
molecular (ag), esparcimiento molecular (Bg), absorcidon por aerosoles (ay;r) y esparcimiento por
aerosoles (Bue) [83, 86-87]

ar (D) = ag(A) + Br(A) + apg (D) + By (A) . (A.1.9)

La atmodsfera permite la propagacion de radiacién en determinadas regiones especificas del espectro
electromagnético. A estas regiones se les conoce como “ventanas atmosféricas” y toda radiacidn con
longitudes de onda por fuera de este rango es atenuada drasticamente, ver Figura A.1.3 [88]. Programas
cientificos como LOWTRAN, MODTRAN, HITRAN por citar algunos; dichos programas evalian la
absorcion basandose en el analisis de los parametros atdmicos de moléculas del gas atmosférico. Dentro
de una ventana atmosférica la absorcién se puede considerar despreciable y el coeficiente de extincion
medido solo dependera del coeficiente de esparcimiento [10,74, 82, 84 ,88]

< UV e
Visible

Infrarrojo

100

50

Absorcion (%)

0.1 0.5 1 5 10 15 20
Longitud de onda (pum)

Figura A.1.3
Ventanas atmosféricas para longitudes de onda del ultravioleta, visible e infrarrojo.

Esto significa que en ciertas regiones especificas del espectro electromagnético la radiacion se propagara
a través de la atmdsfera terrestre sin ser absorbida drasticamente. El caso desarrollado en este trabajo
de tesis se centro en longitudes de onda de 532 nandmetros, la cual cae en una ventana atmosférica de
acuerdo a lo mostrado en la Figura A.1.3. De esta forma el coeficiente de extincion dado en la ecuacion
(A.1.9) se reduce a [10]:
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a;(A) = Br(A) + Buir(A). (A.1.10)

A.1.3 Esparcimiento atmosférico.

El esparcimiento atmosférico es un proceso mediante el cual pequeiias particulas suspendidas en la
atmdsfera hacen que una porcién de radiacién incidente se propague en cualquier direccién, este
fendmeno representa una redistribucidon espacial de la radiancia, ver Figura A.1.4. Este esparcimiento
depende de la longitud de onda de radiacion incidente y del tamafio de las particulas (didametro)
presentes en la atmdsfera. Por ejemplo, moléculas de aire cuyo didmetro es de varias unidades de
Armstrong, produciran esparcimiento Rayleigh, mientras que los aerosoles, cuyo didmetro oscila hasta
100um, producirdn esparcimiento Mie. Cuando las particulas son grandes tales como gotas de agua el
proceso de dispersion es descrito por la teoria de difraccidn [10].

fotones en esparcimiento

Tren de fotones L] ™ e

fotomes an ahsorciﬁl?
(-] ) -
o

L =] Particulas dispersoras
(=]
® o

-
— X
foténes en retroesparcimiento

Figura A.1.4
Representacion de fotones en esparcimiento o
absorcion, al paso de una atmésfera turbia
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APENDICE 2

SENAL EXPERIMENTAL LIDAR EN MULTIPLE ESPARCIMIENTO.
(ONERA THE FRENCH AEROESPCE LAB)
Datos experimentales:

Azimuth(deg)=90.000
Elevation(deg)=90.000
Wavelength =355nm
Energy=50m)J

Grafico:
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Figura A.2.1
Curva de un perfil experimental de una sefial LIDAR de nube baja.
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APENDICE 3

ALGORITMO PARA EL CALCULO DE LAS SECCIONES TRANSVERSALES DE AREA DE EXTINCION,
ESPARCIMIENTO Y ABSORCION.

Clear["Global” * "]

Declaracién de las funciones especiales esféricas de Bessel y[n_,z_]y esféricas de Hankel {[n_,z_]:
{[n_,z_]: = zSphericalHankelH2[n, z] ;

Y[n_, z_]: = zSphericalBessel] [n, z];

Declaracién de las derivadas de las funciones esféricas de Bessel y Hankel:

D[[n, x], x];

D[¢[n, x],x];

Declaracién del coeficiente de Mie an:

an[n_ x_ mr_]: = (—mr2xSphericalBessel] [n, mrx](SphericalBessel] [n, x]
1 1
+ x(— P SphericalBessel][n, x] + > (SphericalBessel][-1 + n, x]
— SphericalBessel][1 + n, x])))

1
+ or xSphericalBessel][n, x](mrSphericalBessel][n, mrx]
1 1
2 o . - . _
+ mr*x( = SphericalBessel][n, mrx] + > (SphericalBessel][—1 + n, mrx]
1
— SphericalBessel][1 + n, mrx]))))/ (Ex(mrSphericalBessell [n, mrx]

1 1
+ mr2x(— mrx SphericalBessel][n, mrx] + > (SphericalBessel][—1 + n, mrx]

— SphericalBessel][1 + n, mrx])))SphericalHankelH2[n, x]
— mr2xSphericalBessel] [n, mrx](SphericalHankelH2 [n, x]

1 1
+ x(— P SphericalHankelH2[n, x] + > (SphericalHankelH2[—1 + n, x]
— SphericalHankelH2[1 + n, x]))))

Declaracién del coeficiente de Mie by:

Clear[x]
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bn[n_ x_, mr_]: = (—mrxSphericalBessel][n, mrx](SphericalBessel][n, x]
1 1
+x(— o SphericalBessel][n, x] + > (SphericalBessel][—1 + n, x]

— SphericalBessel][1 + n, x])))
+ xSphericalBessel][n, x] (mrSphericalBessel][n, mrx]

1
+ mr2x(—SphericalBessel] [n, mrx]/(2mrx) + > (SphericalBessel][—1 + n, mrx]
— SphericalBessel][1 + n, mrx]))))/(x(mrSphericalBessel][n, mrx]

1
+ mr2x(—SphericalBessel] [n, mrx]/(2mrx) + > (SphericalBessel][—1 + n, mrx]

— SphericalBessel][1 + n, mrx])))SphericalHankelH2[n, x]
— mrxSphericalBessel][n, mrx](SphericalHankelH2[n, x]

1 1
+ x(— ™ SphericalHankelH2[n, x| + > (SphericalHankelH2[—1 + n, x]
— SphericalHankelH2[1 + n, x]))))

Declaracién de los pardmetros fisicos:

mr = 1.9996; (* indice de refraccién relativo *)

NT = 5; (* namero total de muestras en las sumatorias *)
a = 10 = 10~%; (x radio del dispersor, scattererradius *)
lambda = 355 * 10~%; (x longitud de onda incidennte *)

ka = lambda *
x = ka; (* Factor de tamafo *)

a

Declaracién de la funcidn asociada a la seccion de area transversal de esparcimiento:

oesp[NT_ x_mr_]: = Z:Zl(Zn + 1)(Abs[an[n, x, mr]]);
fl11[NT_x_mr_]:= %) oesp[NT, x, mr];
ooesp = f11[5, 2, 1.9996]

0.00306

Declaracidn de la funcidn asociada a la seccion de area transversal de extincion:

oext[NT_x_mr_]:= Z:Zl(Zn + 1)Re[an[n, x, mr] + bn[n, x, mr]];
40007

f12[NT_x_mr_]:= %)cext[NT, x, mr]; ooext = le[S'T' 1.9996]
0.00306

Declaracion de la funcidn asociada a la seccion de area transversal de absorcion:

ooabs = coext — ooesp;
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APENDICE 4

ALGORITMO PARA CALCULAR FOTONES EN ESPARCIMIENTO

Este programa simula el paso de particulas a través de una placa formada por un medio desordenado.
Parametros fisicos ( A continuacion se declaran parametros fisicos del medio como el grosor "h" de la
placa, el coeficiente de esparcimiento "oS" del medio, coeficiente de absorcion "oC" del medio,
coeficiente de extincidn "¢", asi como las probabilidades de esparcimiento "0SOg" y absorcién "oCOg".)

Clear["Global” * "]

h = 100; (* Grosor de la placa *)

oS = 0.00306; (* Coeficiente de esparcimiento *)
oC = 1.73 x 10718; (x Coeficiente de absorcién *)
o0 = oS + oC(* Coeficiente de extincion *)

0S00 = %S (* Probabilidad de esparcimiento *)

0COo = % (* Probabilidad de absorcion *)

Parametros del computo (A continuacion se declaran "M" ndmero de eventos de esparcimiento, "NP"
numero de trayectorias o fotones y la funcidn de distribucidn Gaussiana que simula un pulso de fotones
emitidos por una fuente LASER)

M = 100; (* eventos de dispersion *)
NP = 550000; (* Numero de trayectorias o numero de fotones iniciales *)
datos = Table[ N[PDF[NormalDistribution[5000,25000], x]], {x, 3000000}]; (* Pulso de fotones *)

Cantidades pre-calculadas:

El k-ésimo (siguiente choque) peso o ponderacidn en esparcimiento del tren o pulso de fotones wi y el
numero de fotones absorbidos en el k-ésimo evento (siguiente choque); son cantidades que se puede
tener calculadas antes de correr el programa y usarlas cuando sea necesario dependiendo del destino
del fotdn.

wk = NestList[#0S00&,1, M]; (x Generacion del Kesimo peso en esparcimiento, hasta M veces *)
wkk = ListConvolve[{wk}, {datos}]; (*

Generacion de la media Movil; datos de entrada en esparcimiento *)

wkkk = Abs[Flatten[wkk, 1]] ; (x Generacidn del valor absoluto de datos de entrada *)

maxn = Max[wkKkk]; (* Deteccién del dato maximo *)

wCC = wkkk/maxn; (* Generacion de la lista del K — esimo peso enesparcimiento *)

wC = wCCoCOo; (* Generacion de la lista del K — esimo peso atrapado dentro del medio *)

wCAcc = Accumulate[wC]; (* Generacidon normalizada de la lista del K — esimo peso en absorcidn *)
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Perfil grafico de la lista total del K-esimo peso en esparcimiento

ListPlot[wCC,Joined — False, PlotRange — {All, {0,1}}, AxesLabel - {k,N*}]

0.4f

i
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Funciones para el programa

La funcidn step, se usa para calcular el paso siguiente de la particula, cuya posicién inicial y posterior
avance se establece en el eje radial r, la direcciéon de la trayectoria del fotén la establecen las
componentes transversales de laonda &g y —&.

Definicion de las funciones especiales, de la teoria MIE, que conforman las bases vectoriales de las

componentes transversas.
Definicion de las funciones especiales que utilizan las bases vectoriales del plano transverso.

{[n, ]:= zSphericalHankelH2[n, z]; (+ Funcién esferica deHankel *)

D[{[n, x], x](* Derivada de la funcidn esferica de Hankel *)

SphericalHankelH2[n, x] + x(— Sphericam;;lkemz[n’x] + % (SphericalHankelH2[-1 + n, x] —
SphericalHankelH2[1 + n, x]))

=Drm

funpi[n_m_p_]: = Jia? LegendreP[n, m, u] (* Funcion de dependencia angular m,, *)
—u

funtau[n_ m_ p_]: = —((—1)™((—1 — n)uLegendreP[n, m, u] + (1 — m + n)LegendreP[1 +
n,m, u])y/1 — u?)/(—=1 + p?) (x Funcion de dependencia angular 7,, *)

Declaracién de la funcion de avance (funcion step):

m = 1.9996; (* indice de refraccién *)
lambda = 355 * 10~7; (= longitud de onda *)
a = 10 * 107°; (* radio de la particula esparcidora *)
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_ 2m(1)
ka = lambda

x = ka; (* Factor de tamafio *)
n = 5; (* nimero de muestras de la sumatoria de la funcion especial *)

* a; (* ndmero de onda *)

step3D[rOy_]: = With[{4 = RandomReal[ExponentialDistribution[c]], Arad
= RandomReal[ExponentialDistribution[c]] * 10~3, u = RandomReal[{—1,1}],¢
= RandomReal[{0,27}]}, If[rOy [1] =
=0,{roy [1] + A rey [2] ,rey [3] 3}, {rey [1]
+ ARe[LegendreP[n, 1, u]],r8y [2] + Arg[funtau[n, 1, u](SphericalHankelH2[n, x]
+ x(— % SphericalHankelH2[n, x| + % (SphericalHankelH2[—1 + n, x]

— SphericalHankelH2[1 + n, x])))

) ) Cos[y]Arad
— funpi[n, 1, u](xSphericalHankelH2[n, x])] EE— roy [3]

1
+ Arg[funpi[n, 1, u](SphericalHankelH2[n, x] + x(— o SphericalHankelH2[n, x]

1
+ > (SphericalHankelH2[—1 + n, x] — SphericalHankelH2[1 + n, x])))

_ —Sin[y]Arad
— funtau[n, 1, u](xSphericalHankelH2[n, x])] f}]]

Funcion para calcular N° para cada trayectoria

SelectwCAcc[trayectoria_]: = With[{l = Length[TakeWhile[Rest[trayectoria], (0 < # [1]
)&&# [1] < h)&]1}If[l == 0,1, wCAcc [1] ]

Funcion para calcular N* para cada trayectoria

NTransmitido[trayectoria_] := Take[wCC, Position[Rest[trayectoria], _? ((#[[1]] > (h))&)]//
Flatten]

Funcion para calcular N para cada trayectoria

NReflejadoD[trayectoria_]: = Take[wCC, Position[Rest[trayectoria], _? (((#[[1]] < 0))&)]//Flatten]

Programas
Cdlculo de todas las trayectorias

El nimero con el que se prueba la condicién para detener el ciclo es el ultimo valor de x calculado. Por lo
tanto definimos xTest como:

xTest = 1;
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trayecr@ = Table[NestWhileList[step3D[#]&, {0,0,0}, ((0 <= # [1] )&&# [1] <
())&, xTest, M], {i, NP}];

Probabilidad de absorcién, transmision y reflexiéon

Calculo de la probabilidad de absorcion. Se suman los N° de cada trayectoria y se divide el resultado
entre el niUmero de trayectorias

listaProbAbs = SelectwCAcc/@trayecroys;

__ Total[listaProbAbs]

PAbs NP

1.744148914240584 x 10716

Célculo de la probabilidad de transmisidn. Se suman los N* de cada trayectoria y se divide el resultado
entre el nUmero de trayectorias

listaProbTransmition = NTransmitido/@trayecroys;

Total[listaProbTransmition//Flatten
PTrans = [ NP // ]

0.8439079885054797

Cdélculo de la probabilidad de reflexion. Se suman los N” de cada trayectoria y se divide el resultado entre
el numero de trayectorias

listaProbReflection = NReflejadoD/@trayecroy;

Total[listaProbReflection//Flatten]
NP

PReflet =

0.13669111124425146

Verificacion de "conservacién" de fotones

Note que N°+N*+N=1:

(listaProbTransmition/.{} — {0}) + (listaProbReflection/.{} = {0}) + listaProbAbs;

Si sumamos la probabilidad de transmisidn de reflexion y de absorcién el resultado debe ser aproximado
al:

PTrans + PReflet + PAbs

0.9805990997497314
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Calculo de fotones retrodispersados, y que se direccionan dentro del campo de visién del detector.

(* Reestructuracion de la lista total de las trayectorias del K — esimo peso *)
Trayectorias = List[trayecrOy/]//Flatten;

(* Agrupamiento en grupos de tres niimeros y multiplicados por un factor de transmitancia *)
angulostranversosfoto = Partition[Trayectorias, 3];

(* Declaracidn del angulo de visién del telescopio a una distancia de 1065mts *)

0.1

B = ArcTan[1065];

(* Deteccion de fotones que estan dentro del campo de vision del detector FOV )

CondicionRef = Position[angulostranversosfoto, _? ((#[[1]] < 0)&&((—B) < #[[2]] < (B)&)]//
Flatten;

(* Vinculacion de las posiciones de cada direccion con las posiciones del K —
esimo peso de esparcimiento *)

fotondete = Flatten[Part[wCC, CondicionRef],1];

(* Cuantificacién del total de los K — esimos pesos detectados dentro del FOV *)
Total[fotondete]

447.6936634214711

(* Amplificacién por un factor de 3 al promedio del K — esimo peso de retroesparcimiento *)
Total[157 * fotondete] /NP

0.1277961911948563

(* Declaracidn del angulo de visién del telescopio a una distancia de 1072.5mts *)

0.1

Bl = ArCTan[1o72.5];

angulostranversosfoto = Partition[Trayectorias, 3]/1.4;

CondicionRefle1 = Position[angulostranversosfoto, _? ((#[[1]] < 0)&&((—F1) < #[[2]] <
(BD)&)]//Flatten;
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fotondetecl = Flatten[Part[wCC, CondicionRefle1],1];
Total[fotondetec1]
510.0762458588003

Total[157 * fotondetecl]/NP

0.14560358290878478

(* Declaracidn del angulo de visién del telescopio a una distancia de 1080mts *)

0.1

B2 = ArcTan[logo];

angulostranversosfoto = Partition[Trayectorias, 3]/1.25;

CondicionRefle2 = Position[angulostranversosfoto, _? ((#[[1]] < 0)&&((—2) < #[[2]] <
(B2))&)]//Flatten;

fotondetec2 = Flatten[Part[wCC, CondicionRefle2],1];
Total[fotondetec2]

473.4139379404846

Total[157 * fotondetec2] /NP

0.1351381604666474

(* Declaracidn del angulo de visién del telescopio a una distancia de 1087.5mts *)

0.1

B3 = ArcTan[1087.5];

angulostranversosfoto = Partition[Trayectorias, 3]/1.22;

CondicionRefle3 = Position[angulostranversosfoto, _? ((#[[1]] < 0)&&((—f3) < #[[2]] <
(83))&)]//Flatten;

fotondetec3 = Flatten[Part[wCC, CondicionRefle3],1];
Total[fotondetec3]
463.50227412443587

Total[157 * fotondetec3]/NP
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0.13230883097733898

(* Declaracidn del angulo de visién del telescopio a una distancia de 1095mts *)

0.1

p4 = ArcTan[mgS];

angulostranversosfoto = Partition[Trayectorias, 3]/1.35;

CondicionRefle4 = Position[angulostranversosfoto, _? ((#[[1]] < 0)&&((—F4) < #[[2]] <
(B4))&)]//Flatten;

fotondetec4 = Flatten[Part[wCC, CondicionRefle4],1];
Total[fotondetec4]

493.3302141935041

Total[157 * fotondetec4]/NP

0.14082335205160024

(* Declaracidn del angulo de visién del telescopio a una distancia de 1102.5mts *)

0.1 )
1102.5"

B5 = ArcTan|

angulostranversosfoto = Partition[Trayectorias, 3]/1.4;

CondicionRefle5 = Position[angulostranversosfoto, _? ((#[[1]] < 0)&&((—f5) < #[[2]] <
(B5))&)]//Flatten;

fotondetec5 = Flatten[Part[wCC, CondicionRefle5],1];
Total[fotondetec5]

502.5347527257668

Total[157 * fotondetec5]/NP

0.14345082941444615
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(* Declaracién del angulo de visién del telescopio a una distancia de 1110mts *)

0.1
p6 = ArcTan[m],
angulostranversosfoto = Partition[Trayectorias, 3]/1.7;

CondicionRefle6 = Position[angulostranversosfoto, _? ((#[[1]] < 0)&&((—6) < #[[2]] <
(86))&)]//Flatten;

fotondetec6 = Flatten[Part[wCC, CondicionRefle6],1];
Total[fotondetec6]

552.7685137090192

Total[157 * fotondetec6]/NP

0.15779028482239274

(* Declaracidn del angulo de visién del telescopio a una distancia de 1117.5mts *)

0.1

B7 = ArCTan[1117.s];

angulostranversosfoto = Partition[Trayectorias, 3]/2.5;

CondicionRefle7 = Position[angulostranversosfoto, _? ((#[[1]] < 0)&&((—£7) < #[[2]] <
(B7)&)]//Flatten;

fotondetec7 = Flatten[Part[wCC, CondicionRefle7],1];
Total[fotondetec7]

677.9956938565145

Total[157 * fotondetec7]/NP

0.1935369526099505
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(* Declaracién del angulo de visién del telescopio a una distancia de 1125mts *)

0.1
p8 = ArcTan[ﬁ],
angulostranversosfoto = Partition[Trayectorias, 3]/4;

CondicionRefle8 = Position[angulostranversosfoto, _? ((#[[1]] < 0)&&((—f8) < #[[2]] <
(£8))&)]//Flatten;

fotondetec8 = Flatten[Part[wCC, CondicionRefle8],1];
Total[fotondetec8]

839.3643998044931

Total[157 * fotondetec8] /NP

0.23960038321691893

(* Declaracidn del angulo de visién del telescopio a una distancia de 1132.5mts *)

0.1

B9 = ArCTan[113z.s];

angulostranversosfoto = Partition[Trayectorias, 3]/4.5;

CondicionRefle9 = Position[angulostranversosfoto, _? ((#[[1]] < 0)&&((—£9) < #[[2]] <
(B9N)&)]//Flatten;

fotondetec9 = Flatten[Part[wCC, CondicionRefle9],1];
Total[fotondetec9]

887.5711616127354

Total[157 * fotondetec9]/NP

0.25336122249672627
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(* Declaracién del angulo de visién del telescopio a una distancia de 1140mts *)

0.1

p10 = ArcTan[lMo];

angulostranversosfoto = Partition[Trayectorias, 3]/3;

CondicionRefle10 = Position[angulostranversosfoto, _? ((#[[1]] < 0)&&((—£10) < #[[2]] <
(10))&)]//Flatten;

fotondetec10 = Flatten[Part[wCC, CondicionRefle10],1];
Total[fotondetec10]

731.1571209359325

Total[157 * fotondetec10]/NP

0.20871212361262073

(* Declaracidn del angulo de visién del telescopio a una distancia de 1147.5mts *)

0.1

p11 = ArcTan[1147 5];

angulostranversosfoto = Partition[Trayectorias, 3];

CondicionRefle11 = Position[angulostranversosfoto, _? ((#[[1]] < 0)&&((—F11) < #[[2]] <
(B11))&)]//Flatten;

fotondetec11 = Flatten[Part[wCC, CondicionRefle11],1];
Total[fotondetec11]

396.05170849406835

Total[157 * fotondetec11]/NP

0.11305476042467043
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Photon scattering profiles in a turbid media were investigated through numerical simulation based on the Monte Carlo-Mie method at
this present work, using Wolfram Mathematics in the program algorithm. Photon scattering was treated using electromagnetic spherical
harmonics waves in three-dimensional scattering. The proposal, as an alternative to the Henyey-Greenstein phase approximation, was
defining a unit vector that represents a phase distribution, as an equivalent function with three vector components, within the turbid media.
Associating the step component, as projection using Legendre polynomials and for the transverse plane components were defining as vector
bases in terms of Legendre-Hankel functions, according to Gustav Mie’s theory. This composite vector was defined as a step function and
was evaluated within the Monte Carlo algorithm, obtaining simulations of light scattering. Backscatter profiles were compared for different
geometric dimensions of the spherical particles within the turbid media, including validation of the model with an experimental Lidar signal
from low clouds, obtaining physical properties of the turbid media by the proposed theoretical model.
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1. Introduction Mie model, being careful with the focus on special functions
of scatterer unit vector from the proposed work. This work

— . : . N was successful thanks to the actual current computer tools.
A scientist community that involves in scattering light stud-

ies, today they offer to present many scattering light mod- Some works reported by researchers as L.R. Bissonnette,
els, increasingly developed in order to obtain and identifyet al, Wu Zhenseret al, P. F. Liaparinos, and Yuzaho Ma
through the study of properties, some different atmospheriet al. use within their modeling an approximate simplified
elements of our planet and outer space. This is an importaqthase function called the Henyey-Greenstein function. It is
contribution of these scattering light models about climateapplied to scatterer particles with spherical symmetry, [1-4].
change and environmental sustainability to the planet. Nown this work, the authors have developed a physical model in
days in Mexico, there are not many registers of scatteringne simplified algorithm considering a completely analytical
light works by research groups; that is why this work presentglominium and testings to get theoretical results according to
the development and testing of one combined Monte Carlospherical harmonics and Lidar theory.
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2. Development of the Monte Carlo Mie model transversal scattering section as,

This section is a review of spherical harmonics for scattered o= 4—72TRe{S(0°)} = 2—7;
waves. Emphasis was being placed on handling special func- k k
tions that make up the electromagnetic fields with spherical i
symmetry. X {Zm + 1)Re(a, + bn)} 7

In the second part, the principal concepts are analyzed n=t
about handling the statistic-numerical Monte Carlo methodnormalizing Eg. (7) to one geometric area, then
Finally, the purpose of fuse both of them in one combined o 9 00
model is exposed. w(a)? = ha ) {nzl(Zn + 1)Re(ay, + bn)} . (8)
2.1. Amplitude of scattering waves To get the scattering transversal sectiqnit is necessar-
The outer/inner relation of the electromagnetic fields, from!é |[n6t]egrated the total scattering power over a solid arigfe
the interaction of electromagnetic radiation with a spherical
scatterer of radius a, is defined as or 7

05 =1z [ sen6dd(|S1(0)]* +|S2(0)%), 9)

(Ein+Esc_Ei) X €, = (Hin+Hsc_Hi) X € =0, (1) 0

- . e . normalizing Eqg. (9) with one geometric area, then
Defining as:Ej, incident electric fieldH;, incident mag- 9Ea- () 9

netic field,E; inner electric fieldH,; inner magnetic fieldgsc O 2 9
scattering electric field, anHl ;c scattering magnetic field. W (ka) 2 Z (20 + 1) (lan]® + [bn]?)
These fields were proposed by Mie [5]. For this work the =t
most important fields are the scattered fields, these are written Finally, by energy conservation, it is possible to get,
as Hankel special functions, which convergence at infinity. o =0, +0, (11)

A set of equations resulting from boundary conditions of
Eq. (1), solving these equations for the scattered fields and In other words, the transversal section of extinction from
finish getting the Mie Coefficientsi,, b,,), which are related One scatterer particle, it is conforming by the sum of the

(10)

with the amplitude of scattering waves as: transversal section of scatterieg and the transversal sec-
tion of absorption...
0 = (M), (2) — Y (@)d), (ma) B The volumetric coefficient of extinction in the turbid me-
n

En ()Yl (mx)!” dia is defined by,
b, — wn(msr);é) z) — mapy ()¢, (ma A3) 8 = N(z)o, (12)

)
; .
Yn(ma)w (@) = méa(@)in(me) Noting that,V (z) is the normalized concentration of par-
As Mie’s theory establishes, the scattering electric fieldticles, from turbid media, in one illuminated unit volume by
can be possible to define by two orthogonal vector compoene incident pulse of light.
nents Esq,, Esq,) to produce a transverse plane, which is per-
pendicular to the scattering direction. From the definition of2.2. Monte Carlo Method
scalar scattering electric field, it is obtained [5]

mp, (ma)&n (x) —
) —

One synthetized explanation of the terms involved in the sim-

Esq) = Ese, + Fsc, 4) ulatlgn in relat|0ntoad|str|but|(_)n o_f particles inside of turbid
medium, by Monte Carlo then is given.
and Suppose a representation of one turbid medium with a
- hypotetical homogeneous thiék (0 < = < h) and walls
cos ¢ . of infinite areas wherey;, photons from a gaussian pulse of
Boy = —= > Enlian&,mn = bubumn),  (5) o e P J P
p = energy are impacted.

Considering Egs. (8), (10) and (11), there is the probabil-

_ Cos¢ = o ity (o5/0), that an average of photons is in scattering process
Ese, = p nzz:l En(bn&ntn = ian&ym).& (6) and the weightening them being defined by [7],
Noting thatp = kr, k is the wavenumber and is the wi(0s/0), (13)
distance of the scattering wave from the scatterer. there is also the probabilitys( /o) that an average of pho-

Applying the optical theorem that defines one transversajons is in absorption process and the weightening them being
section of extinction4) as the relation between the extinct defined by,
total energyWiotar (SUm of absorption and scattering ener-
gies) and the incident irradiance [5]. It is possible to get one wi(0¢/)- (14)
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The free path X), between the present and the next pho-
ton train scattering event, is proposed with an exponential
distribution density4), and is defined by the equation,

1
A=——1In(y). (15)
(o
Calculating the abscissa at the next collision point, results =
>
~~.\ z
Tht1 = T + Appik, (16) ™~
. L Y
with p, = cos 6. It represents the new direction of the rest of
the train, once it has already collided. FIGURE 1. Reference system ofvector tok vector, expanding in

spherical harmonics.

2.3. Monte Carlo-Mie model

Noting explanation from Secs. 2.1 and 2.2. Based on those

The complete expression of one unit vector, expanded
on spherical harmonics, is

observations, the following is proposed: 0= &1 + E90kt1 + o1 = ér(rk + Aifirt

1.- Associate vector bases of the Mie model with the step
function of the classic Monte Carlo model (Eqg. (16)),
generating a new unit vector of spatial advance and
projected as spherical harmonics. Where the radial
component has been projected from one polar axis, in-
side of turbid media, in this case it is not used the pro-
jection functionu, = cosf. Instead can be proposed
one spherical harmonic function as Legendre spatial
functions, choosing one orden = 1 to ensure az-
imuthal symmetry [5,8] as

pr1 = Pl(cos6y). a7)

Now for the second and third components from
unit vector, they are proposed as vector components
from Mie scattering electric field: parallel component
EHS[Ngffn] and perpendicular componeht ,[M % .

Where the parallel componeit, is linked with the 2.
unit vectoréy, taking the scalar component as

e = {i7€], — 7060} pw (18)

+ €00k + Miradtinz) + €o(Vk + Aeraaptrs).  (20)

With the distribution function of free path between dif-
ferent scattering events, inside the medium, as

1
A = —— In(y). (21)
Ok
And the distribution function of free angular directions,
as

>\krad = - 1n(7rad)~ (22)

Okrad
One graphic representation in the space, is shown in
the Fig. 1.

The vector proposed at Eq. (20) is similar to the pro-
posed by Badrinatlet al., [9]. The difference in this
work was that the authors have proposed a projection
in spherical harmonics.

The amplitudes of scattering waves, associated to Mie
coefficients (Egs. (2) and (3)) are linked to the scatter-
ing and absorption probabilities inside turbid media.

The incident theoretical light pulse proposed must has
a gaussian shape to be closer a real light pulse.

the perpendicular componet,  is linked withé,, 3.  Algorithm flow chart

taking the scalar component as

Algorithm flow chart is composed by three blocks, which are:
Block 1. It is declared: turbid medium thickness, the co-

sin vy

efficients of: scattering, absorption and extinction; the proba-

prz = {imp €l — T€n} ) (19) Dbilities of: scattering, absorption and extinction; the numbers
p of: scattering events and photons.
This block generate:

Rev. Mex. 5. 67 (2) 292—298



3D MONTE CARLO ANALYSIS ON PHOTONS STEP THROUGH TURBID MEDIUM BY MIE SCATTERING

a) The probability distribution function, is the list of val-

b)

ues resulting from convolution between the probability
of total energy and the gaussian probability function of
the incident pulse.

The position photonic function, that identifies the po-
sition of photons train, while it goes through the tur-

295

d) The backscattering photonic function, that identi-

fies the photons train leaving the turbid medium in
the backward direction. The backscattering pho-
tonic function chooses the average probability pho-
ton values from the scattering profile distribution list
[wCC(R, \)] generated, according to the backscatter-
ing position photon train.

bid medium. The position photonic function chooses
the average probability photon values from the scat-
tering profile distribution listg CC(R, A)] generated,
according to the position photon train.

e) A 3D step functiorw, which it is composed by,
value, it means a exponential distribution function of
free paths between scattering evekts,q value, it
means a exponential distribution function of free di-
rections between scattering eventsyalue, it means
all random data with polar angleg,value, it means all
random data in relation to azimuthal angles.

c) The scattering photonic function, that identifies the
photons train leaving the turbid medium in the forward
direction. The scattering photonic function chooses
the average probability photon values from the scat-
tering profile distribution list CC'(R, \)] generated,

according to the scattering position photon train. Block 2. Execution of photon step function, which is de-

| fined as a state vector:

{()\kaakvwk)}v if M1 = 1a w:()

{Re[(rr + Aep1)]}, {Arg[(Or + Airaattnz)], Arg[(Vr + Airaates)]}, if (23)

:U/k:17é17 1/)750

-
This block generate a list of all random trajectories in
function of the number of scattering events and the photonls
number declared [7,10]. It results in a list of three elements;  The calculus of the average probability photon values in-
first for position and two for directiongf,1x). From the side the photodetector was possible because of the complex
list [wCC(R, \)] generated, can be obtain another new listvector components definition of the transverse plane, that is
[wCC(R, N\) rov] that includes the average probability pho- generated by the photon step function. The complex defini-
ton values that are trapped inside the Field Of View (FOV)tion of parallel component, is
of a virtual photodetector, located at R, 0, 0) position, as is

cos ¢

shown in Fig. 2. {in&5, + mnén }éo, (24)
The listwCC(R, A)rov is the photon backscattering av- icul .

erage probability located within the field of view of the tele- and perpendicu a.r component, is

scope (FOV) whose value variation depends on the wave- Sm‘b{imgil + Tnkntey. (25)

length and also depends of the convergent exponential dis- P

tribution function. As a result of this, the authors propose associate a cou-
The algorithm of photon step through turbid media isple of ortogonal semicomplex planes, and from that it could

shown in Fig. 3, be possible to get measures of angular values in relation to
Block 3. Photons are counted and averaged in the phdhe polar and azimuthal directions, at the moment of pho-

todetector. Besides they are shown in the screen editor 48ns backscattering. The average probability photon val-
position profiles graphic. ues caught is depending of a solid angle from photodetector

(FOV), which has semiangle of

o1 Y
y B = tan R (26)

Equation (26) has a direct relation with the photodetector
light acceptance cone (aperture of telescope). The numerator
y, represent one aperture radius of telescope and the denomi-
nator R, represent the distance of photodetector to the turbid
X medium border. Another perspective is shown in the Fig. 4.

4. Results of simulations

It is made simulations, considering a turbid media not

FIGURE 2. Backscatterig detection &t R00) direction. absorbent, with the following parameters: an incident light

Rev. Mex. 5. 67 (2) 292—298
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Incident pulse

Block 1 k _)

Photon configuration (P)

Block 2
> Photon step (Ps)

Tieer + Oes + Piorr = (e + Aellien) + (B + Araablia) + W + Aeraatis) P

b)

[N A

, ’

FIGURE 5. Spatial distribution profiles, from droplets water tur-
bid media of 2 m of thickness, with relative refractive index of
n = 1.33 and radius of: ay = 8.65 um, b)r = 10 um and
c)r =12.5 um.

Go out ?
Ps<0

AngCompl[ [| 4P A L 4P]
in to FOV?

Count (0< Ps <h)

vector bases into state function. Scattering light is observed
with an increasingly forward direction (toward direction of
incident pulse) and less in backward direction, it happen ev-

Count (£P <0)

‘ ery time that scatterers size is increasing. The last concept
F Last P2 is checked with the results of the photon concentrations in
T forward, backward and trapped cases, given by the program

S in relation to turbid media as it is shown in Tables |, Il and

Coleglate physical quaptites lll. Also, the scattering spatial distribution is similar to the

frontal lobe of radiation from the Mie phase function [5].
FIGURE 3. Flow chart.
4.2. Comparison of backscattered photons as a func-
tions of distance

The profile of distance distributions of backscattered photons
probability is calculated from 5 to 50 m, by steps of 5 m. Fig-
ure 6, shows the profile of average probability photon values
versus distance. For= 8.65, 10 and 12.5um of scatterer.
Comparing5.5 x 10° of photons hitting the turbid me-
\ 2 dia (Fig. 6), from each distance, the exponential distribution
R = Photodetector profiles again shows a strong dependence of the size of the
scatterer in relation with backscattering photons probability.

FIGURE 4. Backscattering inside of field of view (FOV).

pulse composed by population®f x 105 photons, 100 scat- %‘ !
. . a ) — radius 8.65 um
tering events, 532 nm of wavelength,= 2 m thickness of E _
turbid mediay = 8.65 um,r = 10 umyr = 12.5 um radius > — radius 10um
dimension of scatterers and one refractive index of 1.33. § 2107 — radius 12.5 um
Qo
4.1. Comparing average result and space distributions %‘ 1.x1074
©
Tables I, Il, Il shown the average of: backscattered photons & s .|
probability, transmitted photons probability and caught pho- & \\\
ton probability through out one turbid media composed by ; ) \\-m&
spherical scatterers. Plotting their spatial profiles of each of ~ 2*10" |
them. 0 10 20 30 40 50

Noting that when the physical parameters as: scatterer Range m
radius and refractive index are used into the scattering coeffi-
cient and absorption coefficient and considering the Mie FiGuRE 6. Profiles in the FOV.
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TABLE |. Scatterer radius(= 8.65 um)

Incident Photons wavelength Caught Photons Transmitted Photons Backscattering Photons
average (nm) average average average
5.5 x 10° 532 4.430 x 1071° 0.9710 0.00957

TABLE Il. Scatterer radius:(= 10 um)

Incident Photons wavelength Caught Photons Transmitted Photons Backscattering Photons
average (nm) average average average
5.5 x 10° 532 3.383 x 10718 0.9713 0.00925

TABLE Ill. Scatterer radius-(= 12.5 pm)

Incident Photons wavelength Caught Photons Transmitted Photons Backscattering Photons
average (nm) average average average
5.5 x 10° 532 3.439 x 10718 0.9742 0.00637
5. \Validation of the model with an experimen- Tesmitence
tal lidar signal Har
0.8/
The Monte Carlo-Mie model was performed to represent a 0sl

distance profile of experimental data, provided by courtesy
of THE FRENCH AEROSPACE LAB (ONERA). Referring

to a backscattered Lidar signal from turbid media in clouds
located at a minimum height of one thousands sixty meters
with a thickness of one hundred meters.

0.4}

0.2

For that testing, the Monte Carlo-Mie algorithm used the 0.0
following parameters, to fit the experimental profile: one
thickness of turbid mediurh = 100 m, an energy laser pulse
of 50 mJ, assuming just5 x 10° incident photons. Number
of scattering events 100. A wavelength of 355 nm. A pho-Ficure 7. Trasmittance profile T(R).
todetection gain of eight times, this gain is assigned due to
the limitations in the computer equipment used in this work,
the5.5 x 10° photons is a minimal energy fraction equivalent
in order to femtojoules. Because of this, the authors assignec
that gain compensation. One aperture radius of telescope o~ | . //
0.1 m which it is located for each corresponding variation peap - THEoEHES] Pawer /
distance at (-R 0 0). A relative refractive index = 1.9996
from turbid media [5,11,12,13]. And a radius of the droplets
water from low ionizatiorr = 10 ym [14].

1080 1100 1120 1140
Range m

G Experimental Power

0.18 |

PR) [Jfs]

The algorithm started, while varying the distance of pho- er

todetector from 10650 to 1147.5 m by steps of 7.5 m. Simu- 014l
lating the light pulse step through turbid media and for each
step was necessary to make a numerical fit (factor fit). The
factor fit applied to the total backscatterig list was proposed
as Trasmittance factor [15]. As it is shown in Fig. 7. Range m

1080 1100 1120 1140

Considering that factor fit, the authors getting sucsses- . . .
. . . . _FIGURE 8. Theoretical and experimental backscattering power

fully modeling the experimental profile from backscattering P(R), profiles

power. Figure 8 shows theoretical and experimental power = ' '

backscattering.
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6. Conclusions harmonic and consequently the authors proposed an empir-

] o ] ) . ical equation that represents the backscattering power as a
In scattering and quantification simulations of expanding agynction of the height. It is defined as [15].

spherical harmonics waves, the authors are concluded:
Referring to Fig. 7, one factor fit is proposed, it was asso-

ciate to this disturbance as a physical relation of the transmit-

tance factorl'(R), that relates to the extinction coefficient With Py, is the power value of incident pulse [J/s].

at distance R. And it is applied at photodetector measureyC'C/(R, Aoy, is the photon backscattering average [di-

ments, specific for each height over an interval from 1065 tQnensjonless].

1147.5 m. As aresult of this, an experimental and theoretical

P(R,)) = Py(wCC(R, Nro)T(R).  (27)

signals lidar are closely fitted, as it is shown in Fig. 8. The "
success of this modeling is due to the turbid medium is being T(R)=exp | —2 / o (z)de |,
composed of spherical scatterers (water drops), with an av- 5

erage radius size of 10m and the Monte Carlo-Mie model _ _ _
is based on vector bases that represents scattering spheritsathe transmittance factor [dimensionless].
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