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Resumen 

 

 

En este trabajo se investigaron los perfiles de esparcimiento atmosférico de la luz en un medio turbio, a 

través de simulaciones numéricas basadas en el método Monte Carlo y la teoría de Mie. El esparcimiento 

de fotones se trató aprovechando la dualidad onda partícula como ondas electromagnéticas asociadas a  

armónicos esféricos. La propuesta consistió en definir un vector unitario  representando a la función de 

distribución de fase de esparcimiento en tres componentes vectoriales. Una componente de avance 

espacial y dos formando un plano transversal que define el frente de onda en esparcimiento. El avance 

espacial se propuso en proyección de armónicos esféricos de acuerdo a la teoría de Gustav Mie. Este 

vector unitario  se evaluó dentro del algoritmo Monte Carlo lográndose obtener simulaciones de 

esparcimiento de la luz, consiguiéndose a su vez una considerable simplificación del algoritmo al 

momento de la fotodetección de luz en retroesparcimiento debido a las funciones complejas que están 

asociadas a las componentes vectoriales,  paralela y perpendicular del plano transverso. Como 

consecuencia de dicha simplificación los resultados de las simulaciones  se lograron ejecutar en tiempos 

reducidos. Se observó además una considerable disminución de los promedios de fotones en 

retroesparcimiento a medida que se aumentaba el diámetro de la partícula dispersora, confirmado esto 

último por la teoría de Mie, finalmente el modelo se validó con una señal experimental Lidar, cortesía de 

el laboratorio aeroespacial francés ONERA, gracias a dichos datos experimentales se logró obtener de 

manera indirecta la Transmitancia de la nube en baja altitud. 
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Objetivos. 

Objetivo general. 

Desarrollar un modelo teórico-numérico del esparcimiento de la luz, representado a través de ondas 

armónicas esféricas usando la teoría de Mie capaz de identificar propiedades de los elementos propios 

de un medio turbio, usando el método estadístico de Monte Carlo.   

Objetivos particulares. 

 Estudiar el estado del arte del esparcimiento de la luz en el régimen de Rayleigh. 

 Estudiar el estado del arte del esparcimiento de la luz en el régimen de Mie. 

 Desarrollar  un algoritmo de programación, usando el método de Monte Carlo, capaz de 

cuantificar la cantidad de fotones en esparcimiento y a su vez detectar la cantidad de fotones 

que pueden ser captados por un fotodetector, hipotético,  colocado a la distancia 𝑅. 

 Validar el modelo teórico-numérico en datos experimentales provenientes de una señal Lidar de 

múltiple esparcimiento. 
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INTRODUCCIÓN 

El uso de técnicas de sensado remotas son esenciales para investigaciones en la atmósfera terrestre. Una 

técnica que se ocupa hoy en día es conocida como LIDAR (Light Detection and Ranging). Esta técnica 

utiliza a la luz como medio de sensado remoto del entorno atmosférico. La comunidad científica que se 

dedica al estudio del medio ambiente se ha esforzado en presentar diferentes modelos de esparcimiento 

de luz  con la intención de hacerlos cada vez más precisos y con el fin de obtener e identificar, a través 

del estudio de las propiedades,  los distintos elementos atmosféricos de nuestro planeta.  La 

contribución de estos modelos al estudio de la sustentabilidad del medio ambiente y cambio climático 

son de vital importancia para el Planeta, en México hasta ahora hay pocos registros de trabajos por parte 

de grupos de investigación consolidados referente al desarrollo de un modelo propio del esparcimiento 

atmosférico. En Países como el nuestro el intentar realizar investigación atmosférica es casi imposible 

debido a los costos y mantenimiento de la instrumentación que conforma un equipo LIDAR son muy 

elevados, como consecuencia de esto las posibilidades de adquirir equipos basados en esta tecnología 

son muy reducidas. Por todas estas razones es por ello que se trabajó en el proyecto de creación de un 

modelo combinando el método numérico de Monte Carlo y el modelo de esparcimiento de ondas 

electromagnéticas de la teoría de Gustav Mie con la variante de trabajar el modelo desde las funciones 

especiales que componen a un vector unitario de esparcimiento. El objetivo de esta tesis es contribuir al 

desarrollo de algoritmos usados en la tecnología aplicada dentro de los procesos de instrumentación 

LIDAR. Para lo cual el trabajo se centró específicamente en la parte de la interpretación de datos 

experimentales a través del desarrollo de un modelo teórico-numérico el cual, por medio de una 

computadora, logre dar información de las propiedades físicas del entorno. La forma de cómo se abordó 

el problema fue por medio del estudio del estado de arte referente al esparcimiento de la luz, por ende, 

este trabajo consta de dos partes fundamentales: El estudio del esparcimiento de la luz a través de la 

teoría de Rayleigh y a través de la teoría de Mie. Para posteriormente desarrollar y validar un modelo 

numérico que cuantifique estadísticamente el número de fotones en esparcimiento de la luz en el 

régimen de Mie. En el presente trabajo se investigaron los perfiles de esparcimiento atmosférico en un 

medio turbio, a través de simulaciones numéricas basadas en el método Monte Carlo y la teoría de Mie. 

Usando para ello un algoritmo desarrollado en Mathematica; como lenguaje de programación. El 

esparcimiento de fotones se trató, aprovechando la dualidad onda partícula, como ondas 

electromagnéticas asociadas a espacios tridimensionales armónicos esféricos. La propuesta consistió en 

definir un vector unitario de avance que represente una función de distribución de fase en sus tres 

componentes vectoriales, una de avance espacial y dos formando un plano transversal que define el 

frente de onda en esparcimiento. El avance espacial es en la proyección de armónicos esféricos de 

acuerdo a la teoría de Gustav Mie. Este vector compuesto se definió como una función de estado dentro 

del algoritmo y se evaluó usando el método de Monte Carlo lográndose obtener simulaciones de 

esparcimiento de la luz. Se compararon perfiles de retroesparcimiento para tres distintas dimensiones 

geométricas de partículas esféricas dentro del medio turbio, incluyendo una validación del modelo con 

una señal Lidar de nubes bajas.  

La tesis consta de seis capítulos descritos a continuación: el primer capítulo describe el estado del arte 

de la teoría de Rayleigh, el segundo capítulo describe el estado del arte de la teoría de Mie, el tercer 



_____________________________________________________________________________________ 

 2 

capítulo describe de manera sintetizada el método de Monte Carlo, desde el enfoque que aborda el libro 

MÉTODO DE MONTECARLO del autor I.M. Sóbol. El cuarto capítulo describe la propuesta del modelo 

Monte Carlo Mie y desarrollo del algoritmo de simulación, el quinto capítulo describe los resultados y 

aportaciones y finalmente el sexto capítulo describe las conclusiones. Los apéndice finales se describen a 

continuación: el primer apéndice describe de manera general los parámetros de las propiedades 

atmosféricas usadas dentro de los modelos de esparcimiento de la luz, el segundo apéndice muestra los 

datos y gráfica experimental por cortesía del laboratorio aeroespacial ONERA, el tercer apéndice 

describe el algoritmo del cálculo de los coeficientes de una onda en esparcimiento lejano Mie y el cuarto 

apéndice describe el algoritmo de esparcimiento y cuantificación de fotones que pasan a través de un 

medio turbio. En la parte final se muestra la bibliografía y el artículo publicado. 
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Capítulo 1 

ESPARCIMIENTO RAYLEIGH 

Cuando una partícula es iluminada por una onda incidente parte de la potencia irradiada se absorbe en 

la partícula y el resto de la potencia se esparce en todas direcciones, tal y como se observa en la figura 

A.1.4 (apéndice 1), para describir los parámetros involucrados en el proceso de esparcimiento de luz y de 

este modo estudiar estos dos fenómenos naturales es conveniente representar a la onda incidente como 

una onda plana y polarizada en un eje del sistema coordenado, propagándose en un medio con una 

constante dieléctrica 𝜀0 y permeabilidad 𝜇0. En la sección 1.1 se aborda las definiciones de las secciones 

transversales de área, en la 1.2 las representaciones de las amplitudes de la onda en esparcimiento 

asociada a un campo eléctrico y en la 1.3 el desarrollo de un dipolo sujeto a una onda incidente 

resonante. 

1.1 Sección transversal de esparcimiento y de absorción. 

Definiendo al campo eléctrico como [1 - 2] 

  𝐄𝐢(𝒓) = 𝒆̂𝒊𝐸0𝑒𝑖𝑘𝒌̂𝒊∙𝒓,     (1.1.1) 

donde 𝒓 = 𝑥𝒙̂ + 𝑦𝒚̂ + 𝑧𝒛̂  es el vector de posición y 

 𝑘 = 𝜔√𝜇0𝜀0 =
2𝜋

𝜆
,     (1.1.2) 

donde 𝑘 es el número de onda, 𝜆 es la longitud de onda,  𝒌̂𝒊 es un vector unitario que define la dirección 

de propagación de la onda y 𝒆̂𝒊 es un vector unitario que define la dirección de polarización del campo 

eléctrico incidente. Esta onda incide sobre la partícula tal y como se observa en la siguiente Figura 1.1.1. 

 
Figura 1.1.1 

Onda plana Ei(r), incidiendo sobre una partícula dieléctrica y 

una onda en esparcimiento Es(r), en dirección 𝒌̂𝑠 a una distancia r.  

Dicha partícula contiene una constante dieléctrica definida como [1 - 2] 

 𝜀𝐫(𝐫) =
𝜀(𝒓)

𝜀0
= 𝜀′𝑟(𝐫) + 𝑖𝜀′′𝑟(𝐫) ,   (1.1.3) 

𝜀𝐫(𝐫) es en general compleja y dependerá de la posición dentro de una partícula inhomogenea.
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Para distancias de observación cercanas a la partícula (𝑟 <
𝐷2

𝜆
) , donde 𝐷 representa el diámetro de la 

partícula, el campo esparcido 𝐄𝐬(𝐫) manifiesta amplitudes y variaciones de fase difíciles de estimar 

debido a la influencia de otras partículas que se encuentran cerca unas de las otras, pero para distancias 

lejanas de observación (𝑟 >
𝐷2

𝜆
) el campo en esparcimiento se comportará como onda esférica. 

Definiendo un campo en esparcimiento lejano en la dirección 𝒌̂𝒔 como [1 - 2] 

 𝐄𝐬(𝐫) = 𝒆̂𝒔𝑓(𝒌̂𝒊, 𝒌̂𝒔)𝐸0
𝑒𝑖𝑘𝒌̂𝒔∙𝒓

𝑟
,    (1.1.4) 

donde 𝒆̂𝒔 es perpendicular a 𝒌̂𝒔. La función de proporcionalidad 𝑓(𝒌̂𝒊, 𝒌̂𝒔) es también conocida como 

función de fase y se refiere al esparcimiento en amplitud de una onda en dirección 𝒌̂𝒔 .  

La intensidad de campo magnético asociado con la onda incidente es  

 𝐇𝐢(𝐫) =
1

𝜂
𝒌̂𝒊 × 𝐄𝐢(𝐫),     (1.1.5) 

donde la impedancia del medio asociada a la onda está definida por la relación 𝜂 = √
𝜇0

𝜀0
 . 

El flujo de potencia por unidad de área de la onda incidente, conocido como vector de Poynting, es [1 - 7] 

 𝐒𝐢 =  
1

2
Re(𝐄𝐢 × 𝐇𝐢

∗) =
|E0|2

2𝜂
𝒌̂𝒊 .   (1.1.6) 

Si definimos el campo magnético de la onda en esparcimiento como 

 𝐇𝐬(𝐫) =
1

𝜂
𝒌̂𝒔 × 𝐄𝐬(𝐫).     (1.1.7) 

Entonces el  vector de Poynting de la onda en esparcimiento, es 

 𝐒𝐬 =  
1

2
Re(𝐄𝐬 × 𝐇𝐬

∗) =
|Es|2

2𝜂
𝒌̂𝒔  ,   (1.1.8) 

sustituyendo, en magnitud, la ecuación (1.1.4) en la ecuación (1.1.8) resulta  

𝐒𝐬 =  
1

2
Re(𝐄𝐬 × 𝐇𝐬

∗) =
|𝑓(𝒌̂𝒊 ,𝒌̂𝒔)|

2

𝑟2

|E0|2

2𝜂
𝒌̂𝒔.   (1.1.9) 

Considerando una diferencial de ángulo sólido 𝑑Ωs en la dirección de esparcimiento 𝒌̂𝒔, en un sistema 

coordenado esférico, tal y como se observa en la Figura 1.1.2  [2], donde  

 𝑑Ωs = 𝑠𝑒𝑛𝜃𝑠𝑑𝜃𝑠𝑑𝜙𝑠,     (1.1.10) 

a la distancia 𝑟, el área que subtiende esta diferencial de ángulo 𝑑Ωs sólido es 
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  𝑑𝐴 = 𝑟2𝑑Ωs = 𝑟2𝑠𝑒𝑛𝜃𝑠𝑑𝜃𝑠𝑑𝜙𝑠.   (1.1.11) 

 

Figura 1.1.2  

Diferencial de ángulo sólido 𝑑Ωs = 𝑠𝑒𝑛𝜃𝑠𝑑𝜃𝑠𝑑𝜙𝑠, en un sistema de coordenadas esféricas. 

 La diferencial de potencia en esparcimiento 𝑑P𝑠 a través de una diferencial de área 𝑑𝐴 se define como 

 𝑑P𝑠 = |𝐒𝐬|𝑑𝐴 = |𝐒𝐬|𝑟2𝑑Ωs,    (1.1.12) 

sustituyendo la ecuación (1.1.9) en la ecuación (1.1.12) resulta 

 𝑑P𝑠 = |𝑓(𝒌̂𝒊, 𝒌̂𝒔)|
2 |E0|2

2𝜂
𝑑Ωs.    (1.1.13) 

Si usamos la definición del vector de Poynting, en magnitud, para la onda incidente 

  
𝑑P𝑠

|𝐒𝐢|
= |𝑓(𝒌̂𝒊, 𝒌̂𝒔)|

2
𝑑Ωs,     (1.1.14) 

entonces se introduce el concepto de sección transversal de área diferencial como 

  
𝑑P𝑠

|𝐒𝐢|
= 𝜎𝑑(𝒌̂𝒊, 𝒌̂𝒔)𝑑Ωs,     (1.1.15) 

comparando ecuaciones (1.1.14) y (1.1.15) resulta[1 - 2] 

  𝜎𝑑(𝒌̂𝒊, 𝒌̂𝒔) = |𝑓(𝒌̂𝒊, 𝒌̂𝒔)|
2

,    (1.1.16) 

integrando la ecuación (1.1.14) sobre todas las direcciones angulares en esparcimiento 

      
𝑑P𝑠

|𝐒𝐢|
= ∫ 𝑑Ωs|𝑓(𝒌̂𝒊, 𝒌̂𝒔)|

2
,    (1.1.17) 

la potencia resultante en esparcimiento será 
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  P𝑠 = 𝜎𝑠|𝐒𝐢|,      (1.1.18) 

donde 𝜎𝑠 se conoce como la sección transversal en esparcimiento y se define como 

 𝜎𝑠 = ∫ 𝑑Ωs|𝑓(𝒌̂𝒊, 𝒌̂𝒔)|
2

= ∫ 𝑑Ωs𝜎𝑑(𝒌̂𝒊, 𝒌̂𝒔).    (1.1.19) 

Se sabe que la partícula en un momento puede absorber energía de la onda incidente por lo tanto si 

definimos la sección transversal de absorción como el cociente de una potencia de absorción entre la 

irradiancia incidente, es decir [1 - 2] 

  𝜎𝑎 =  
𝑃𝑎

|𝐒𝐢|
.       (1.1.20) 

Considerando la constante dieléctrica de la partícula, ecuación (1.1.3), y considerando la ley de Ohm 

podemos definir la potencia de absorción como 

 𝑃𝑎 = ∫
1

2
𝜔𝜀0𝜀′′𝑟|E|2𝑑𝑉′,      (1.1.21) 

entonces de las ecuaciones (1.1.6), (1.1.20) y (1.1.21), suponiendo que la magnitud de campo en el 

vector de Poyting, de la onda incidente, es |E0| = 1. La sección transversal de absorción queda como  

 𝜎𝑎 = ∫ 𝑘𝜀′′
𝑟(𝒓′)|E(𝒓′)|2𝑑𝑉′.      (1.1.22) 

1.2 Representación de amplitudes en esparcimiento para un campo eléctrico. 

Partiendo de la ecuación de Maxwell para la intensidad de campo magnético y considerando un cuerpo 

cuya constante de permitividad relativa dependerá de su posición, tal y como lo describe la ecuación 

(1.1.3), dicho cuerpo abarcará un determinado volumen V y alrededor de dicho volumen existirá un 

medio cuya constante dieléctrica es 𝜀0. De las ecuaciones de Maxwell en régimen de frecuencia, 

considerando un medio homogéneo e isotrópico de densidad de carga cero pero habiendo 

conductividad 𝜎. La ley de Faraday, en términos de un campo eléctrico y de flujo magnético en régimen 

de frecuencia, se describe como 

 𝛁 𝗑 𝐸̅𝑒−𝑖𝜔𝑡 = −
𝜕𝐵̅𝑒−𝑖𝜔𝑡

𝜕𝑡
= 𝑖𝜔𝐵̅𝑒−𝑖𝜔𝑡,    (1.2.1) 

la ecuación (1.2.1) la podemos representar como 

𝛁 𝗑 𝐄 = 𝑖𝜔𝐁 =   𝑖𝜔𝜇𝐇 ,     (1.2.2) 

donde 𝐄 =  𝐸̅𝑒−𝑖𝜔𝑡y 𝐁 =  𝐵̅𝑒−𝑖𝜔𝑡, finalmente la ecuación (1.2.2) queda representada en términos de la 

intensidad campo magnético como  

𝐇 =  
1

𝑖𝜔𝜇
 𝛁 𝗑 𝐄 ,      (1.2.3)  
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Partiendo de la ley de Ampere  

 𝛁 𝗑 𝐻̅𝑒−𝑖𝜔𝑡 = (Jf̅ + 
𝜕𝐷

𝜕𝑡
) 𝑒−𝑖𝜔𝑡 =  𝜎𝐸̅𝑒−𝑖𝜔𝑡 +

𝜕

𝜕𝑡
[𝜀0𝐸̅𝑒−𝑖𝜔𝑡 + 𝜀0𝜒𝐸̅𝑒−𝑖𝜔𝑡], (1.2.4) 

  𝛁 𝗑 𝐇 = [−𝑖𝜔𝜀0(1 + 𝜒) + 𝜎]𝐄 = −𝑖𝜔 [𝜀0𝜀𝑟(𝐫) +
𝑖𝜎

𝜔
] 𝐄.   (1.2.5) 

Donde 𝜒 es la susceptibilidad eléctrica, 𝜀0 es la permitividad del vacio y 𝜀𝑟(𝐫) es la permitividad relativa, 

haciendo un cambio de variable a la ecuación (1.2.5) se obtiene 

     𝛁 𝗑 𝐇 = −𝑖𝜔𝜀(𝐫)𝐄,     (1.2.6) 

la ecuación (1.2.6) aplicada en medios homogéneos no conductores se simplifica a 

  𝛁 𝗑 𝐇 = −𝑖𝜔𝜀0𝐄,     (1.2.7) 

donde 𝐇 =  𝐻̅𝑒−𝑖𝜔𝑡  finalmente la ecuación (1.2.7) queda representada en términos del campo eléctrico 

como   

  𝐄 =  
𝑖

𝜔𝜀0
 𝛁 𝗑 𝐇,      (1.2.8) 

manipulando el término 
1

𝜔𝜀0
=

𝜔𝜇

𝜔2𝜇𝜀0
=

𝜔𝜇

𝑘2  podemos representar a la ecuación (1.2.8) como  

  𝐄 =
𝑖𝜔𝜇

𝑘2  𝛁 𝗑 𝐇,      (1.2.9) 

considerando el caso de un medio atmosférico sin magnetización, con partículas conductoras, entonces 

la Ley de Ampere se comporta como la ecuación (1.2.6) y se puede reescribir como 

𝛁 𝗑 𝐇 = −𝑖𝜔𝜀(𝐫)𝐄 + 𝑖𝜔𝜀0𝐄 − 𝑖𝜔𝜀0𝐄,    (1.2.10) 

de la ecuación (1.2.10)  se puede asociar los dos primeros términos a una densidad de corriente 

resultante de la diferencia de la permitividad relativa (o constante dieléctrica) con respecto a la 

permitividad del vacío. Entonces esta densidad de corriente se puede visualizar como fuente de 

corriente dentro del volumen de la partícula, fuera de ella no existe, así entonces 

𝛁 𝗑 𝐇 = [−𝑖𝜔𝜀(𝐫)𝐄 + 𝑖𝜔𝜀0𝐄] − 𝑖𝜔𝜀0𝐄 ,    

𝛁 𝗑 𝐇 = −𝑖𝜔𝜀0𝐄 + 𝐉𝐟 ,      (1.2.11) 

donde la fuente de corriente generadora de la onda en esparcimiento; se define como [1] 

 𝐉𝐟 = −𝑖𝜔𝜀0 [
𝜀(𝐫)

𝜀0
− 1] 𝐄 = −𝑖𝜔𝜀0[𝜀(𝐫)𝐫 − 1]𝐄    (1.2.12) 
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O bien 

 𝐉𝐟 = {0                                   ; fuera del Volumen
−iω𝜀0𝜀(𝐫)𝐫𝐄+iω𝜀0𝐄  ; dentro del Volumen

 ,    (1.2.13) 

la densidad de corriente 𝐉𝐟 se puede representar como una fuente de corriente equivalente dentro del 

volumen de la partícula y que a su vez actúa como generador de ondas de esparcimiento. La solución 

para la ecuación (1.2.11) es 

 𝐄 = 𝐄𝐢(𝐫) + 𝐄𝐬(𝐫) ,       (1.2.14) 

donde 𝐄𝐢(𝐫) es el campo de la onda incidente y 𝐄𝐬(𝐫) es el campo de la onda en esparcimiento. Este 

ultimo campo mencionado es el campo de interés en términos del esparcimiento de una onda 

electromagnética y como tal se desarrollara una expresión alterna del campo eléctrico a través del 

vector de Hertz [1, 8].  

Heinrich Rudolf Hertz demostró que es posible representar a un campo electromagnético a través de una 

sola función vectorial denominada; vector de Hertz. Bajo consideraciones de un medio isotrópico y 

homogéneo donde no existen fuente de corriente ni cargas libres, se puede asociar el vector potencial 𝐀 

proporcional a la variación temporal de un vector asociado 𝚷, entonces se puede expresar una 

intensidad magnética en términos de este potencial como [8] 

     𝐀 = 𝜇𝜀
∂𝚷

∂t
 ,        (1.2.15) 

𝐇 =
𝐁

𝜇
= 𝜀𝛁 𝗑

∂𝚷

∂t
 ,        (1.2.16) 

y el campo eléctrico temporal se puede representar como 

𝐃 = 𝜀𝐄 = −𝜀𝛁ϕ − 𝜇𝜀2 ∂2𝚷

∂t2  .       (1.2.17) 

Tomando de nuevo la Ley de Ampere, bajo estas condiciones 

𝛁 𝗑 𝐇 =
∂𝐃

∂t
 ,         (1.2.18) 

sustituyendo ecuación (1.2.16) y (1.2.17) en ecuación (1.2.18)  

𝛁 𝗑 𝜀𝛁 𝗑
∂𝚷

∂t
=  

∂

∂t
[−𝜀𝛁ϕ − 𝜇𝜀2 ∂2𝚷

∂t2
],       (1.2.19) 

realizando simplificaciones algebraicas y reordenamiento de términos resulta 

∂

∂t
( 𝛁 𝗑  𝛁 𝗑 𝚷 +  𝛁ϕ +  𝜇𝜀

∂2𝚷

∂t2
) = 0,       (1.2.20) 

proponiendo una función potencial escalar, que como requisito  satisfaga la ecuación de onda escalar, de 

la forma 
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  ϕ = −𝛁 ∙ 𝚷 ,         (1.2.21) 

sustituyendo ecuación (1.2.21) en (1.2.20) e integrando 

𝛁 𝗑  𝛁 𝗑 𝚷 −  𝛁𝛁 ∙ 𝚷 +  𝜇𝜀
∂2𝚷

∂t2 = C ,       (1.2.22) 

donde C es una constante arbitraria que en este caso conviene que sea cero, entonces se puede 

representar a un campo eléctrico de la forma 

𝐄 = 𝛁 𝗑  𝛁 𝗑 𝚷 = 𝛁𝛁 ∙ 𝚷 −  𝜇𝜀
∂2𝚷

∂t2  .        

En el dominio de la frecuencia el campo eléctrico en esparcimiento es 

 𝐄𝐬(𝐫) = 𝛁 𝗑 𝛁 𝗑 [−𝑖𝜔𝜀0Πs(𝐫)],      (1.2.23) 

proponiendo una solución a la ecuación diferencial (1.2.23) a través de una función de espacio de Green 

como 

      −𝑖𝜔𝜀0Πs(𝐫) = ∫ 𝐆𝟎(𝐫, 𝐫′)𝐉𝐟(𝐫′) 𝑑𝑉′,      (1.2.24) 

sustituyendo ecuación (1.2.12) en ecuación (1.2.24) 

 Πs(𝐫) = ∫[𝜀𝑟(𝐫′) − 1]𝐆𝟎(𝐫, 𝐫′)𝐄(𝐫′) 𝑑𝑉′,     (1.2.25) 

y definiendo a una onda esférica como: 

 𝐆𝟎(𝐫, 𝐫′) =
𝑒𝑖𝑘|𝐫−𝐫′|

4π|𝐫−𝐫′|
 .         (1.2.26) 

Para obtener la amplitud de esparcimiento se ubica el campo 𝐄(𝐫)𝐬 a una distancia lejana de la partícula, 

tal y como se ve en la Figura 1.2.1 [1], note que 𝐫 = R𝒌̂𝒔. En la zona lejana la magnitud de 
1

|𝐫−𝐫′|
 se puede 

aproximar a 
1

R
 , sin embargo 

 
Figura 1.2.1  

Geometría de una partícula con puntos de referencia en 𝐫′y 𝐫. 

no sucede lo mismo para 𝑘|𝐫 − 𝐫′| debido a las variaciones en el inverso de la longitud de onda pueden 

ser significativas. Entonces retomando la idea previa que  a la distancia lejana se considera la siguiente 

aproximación 
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1

|𝐫−𝐫′|
≅

1

|𝐫|
=

1

R
 .      (1.2.27) 

Además      

 𝑘|𝐫 − 𝐫′| = 𝑘(R2 + r′2
− 2R𝐫′ ∙ 𝒌̂𝐬)

1

2  

                     = 𝑘R(1 + [
r′

R
]2 − 2

1

R
𝐫′ ∙ 𝒌̂𝐬)

1

2  

                     ≅ 𝑘R(1 −
2𝐫′∙𝒌̂𝐬

R
)

1

2 .      (1.2.28)

          

La ecuación (1.2.28) se justifica ya que R ≫ r′, ahora si aplicamos una expansión binomial resulta 

 𝑘|𝐫 − 𝐫′| ≅ 𝑘R (1 −
2

2R
𝐫′ ∙ 𝒌̂𝐬) = 𝑘(R − 𝐫′ ∙ 𝒌̂𝐬) .    (1.2.29) 

Sustituyendo ecuaciones (1.2.27) y (1.2.29) en ecuación (1.2.26) resulta 

 𝐆𝟎(𝐫, 𝐫′) =
𝑒𝑖𝑘(R−𝐫′∙𝒌̂𝐬) 

4πR
.         (1.2.30) 

Sustituyendo ahora ecuación (1.2.30) en ecuación (1.2.25) 

 Πs(𝐫) = ∫
𝑒𝑖𝑘(R−𝐫′∙𝒌̂𝐬)

4πR
([𝜀(𝐫)𝐫 − 1]𝐄) 𝑑𝑉′, 

 Πs(𝐫) =
1

4π
∫  

𝑒𝑖𝑘(R−𝐫′∙𝒌̂𝐬)

R
[𝜀(𝐫)𝐫 − 1]𝐄 𝑑𝑉′ ,     (1.2.31) 

considerando ecuación (1.2.31); la ecuación (1.2.23) resulta 

 𝐄𝐞𝐬𝐩 = 𝛁 𝗑  𝛁 𝗑 {
1

4πR
∫  

𝑒𝑖𝑘(R−𝐫′∙𝒌̂𝐬)

R
[𝜀(𝐫)𝐫 − 1]𝐄 𝑑𝑉′}.      (1.2.32) 

Pero analizando el gradiente de 

 𝛁 (
𝑒𝑖𝑘R

R
) = (

𝑒𝑖𝑘R

R
) 𝑖𝑘𝛁R + 𝑒𝑖𝑘R𝛁 (

1

R
) ≅ (

𝑒𝑖𝑘R

R
) 𝑖𝑘𝛁R       (1.2.33) 

La ecuación (1.2.33) se justifica ya que se ha supuesto que estamos en distancias muy  lejanas a la 

partícula. Por otro lado el gradiente 𝛁R,  a grandes distancias se aproxima a [1]: 

𝛁R =
𝐫−𝐫′

|𝐫−𝐫′|
≅ 𝒌̂𝐬 .        (1.2.34) 

La ecuación (1.2.34) se justifica puesto que para distancias lejanas 
𝐫−𝐫′

|𝐫−𝐫′|
≅

𝐫

|𝐫|
= 𝒌̂𝐬 . 
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Notando entonces que la ecuación (1.2.33) se modifica dado el resultado de la ecuación (1.2.34) así 

𝛁 (
𝑒𝑖𝑘R

R
) ≅ (

𝑒𝑖𝑘R

R
) (𝑖𝑘𝛁R) = (𝑖𝑘𝒌̂𝐬)(

𝑒𝑖𝑘R

R
) y por comparación se concluye que  

 𝛁 ≅ 𝑖𝑘𝒌̂𝐬          (1.2.35) 

Finalmente si sustituimos ecuación (1.2.35) en ecuación (1.2.32) se obtiene 

 𝐄𝐬(𝐫) = 𝑖𝑘𝒌̂𝐬 𝗑 𝑖𝑘𝒌̂𝐬 𝗑 {
1

4πR
∫  

𝑒𝑖𝑘(R−𝐫′∙𝒌̂𝐬)

R
[𝜀(𝐫)𝐫 − 1]𝐄(𝐫′) 𝑑𝑉′ } , 

o bien 

 𝐄𝐬(𝐫) =
𝑘𝟐

4π
∫{−𝒌̂𝐬 × 𝒌̂𝐬 × [𝐄(𝐫′)]} [𝜀𝑟(𝐫′) − 1]𝑒−𝑖𝑘𝐫′∙𝒌̂𝐬𝑑𝑉′ 

𝑒𝑖𝑘R

R
       (1.2.36) 

la ecuación (1.2.36) representa la amplitud de esparcimiento en términos del campo eléctrico total 𝐄(𝐫′) 

dentro de la partícula, aunque en general no se conoce este campo en muchos casos prácticos se 

aproxima por medio de diferentes funciones según los casos a analizar. De tal modo que así se puede 

obtener una expresión aproximada de la amplitud de esparcimiento de la onda [1]. En la siguiente 

sección se analizará el caso simple de un dipolo sometido a una onda incidente resonante. 

1.3 Dipolo sujeto a onda incidente resonante. 

En la Figura 1.3.1 se observa, una onda plana incidente polarizada en la dirección del eje x, el vector de 

campo incidente 𝒌̂𝒊 propagándose sobre el eje z, impactando a una partícula ubicada en el origen del 

sistema coordenado, también se observa a la onda esparcida superpuesta sobre el mismo sistema de 

referencia, donde el vector de campo en esparcimiento está ubicado en la posición Q(r,θ).  

 
Figura 1.3.1  

Onda plana incidente, en dirección 𝐤̂𝑖 impactando en una 

 partícula y generando una onda esparcida en dirección 𝐤̂𝑠. 
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Suponiendo un punto de referencia dentro del dipolo de forma ortogonal respecto del vector unitario 𝒌̂𝐬 

a la distancia lejana, es decir 𝐫′ ∙ 𝒌̂𝐬 = 0 (ver Fig. 1.3.1), considerando un medio homogéneo e isotrópico 

dentro de la partícula, y comparado ecuación (1.1.4) con ecuación (1.2.36) se obtiene [1 - 2] 

 𝑓(𝒌̂𝒊, 𝒌̂𝒔) =
𝑘𝟐

4π
{−𝒌̂𝐬 × [𝒌̂𝐬 × 𝐞̂𝒊]}[𝜀𝑟 − 1]𝑉,   (1.3.1) 

donde de la geometría se ve  |[−𝒌̂𝐬 × [𝒌̂𝐬 × 𝐞̂𝒊]]| = 𝑠𝑒𝑛𝜒, entonces 

 |𝑓(𝒌̂𝒊, 𝒌̂𝒔)| = |
𝑘𝟐

4π
[𝜀𝑟 − 1]𝑉| 𝑠𝑒𝑛𝜒  ,   (1.3.2) 

de modo que la sección diferencial de área transversal, de acuerdo a la ecuación (1.1.16), es 

 𝜎𝑑(𝒌̂𝒊, 𝒌̂𝒔) = |
𝑘𝟐

4π
[𝜀𝑟 − 1]𝑉|

2

𝑠𝑒𝑛2𝜒  ,   (1.3.3)  

considerando la ecuación (1.1.2) y que la concentración de gas ideal molecular atmosférico está 

relacionado con el inverso del volumen, la ecuación (1.3.3) se convierte en [1 - 2] 

 𝜎𝑑(𝒌̂𝒊, 𝒌̂𝒔) =
𝜋2(𝑛2−1)2

𝑁2𝜆4 𝑠𝑒𝑛2𝜒 .    (1.3.4) 

De la figura 1.3.1 se ve que: 𝑠𝑒𝑛2𝜒 = 1 − (𝒌̂𝒔 ∙ 𝐞i)
2

= 1 − (𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜙)2 , entonces el área diferencial 

de retroesparcimiento se evalúa en 𝜃 = 𝜋, 𝜙 = 0, es decir; del esparcimiento en dirección a la fuente se 

obtiene la sección transversal de área en retroesparcimiento. 

 𝜎𝑟𝑒𝑡𝑟𝑜 =
𝜋2(𝑛2−1)2

𝑁2𝜆4 .       (1.3.5) 

Para mezclas de gases atmosféricos presentes a alturas inferiores a 100km. Collins y Russell [9] han 

indicado que la sección transversal de área diferencial de retroesparcimiento se puede modelar como 

    𝜎𝑟𝑒𝑡𝑟𝑜 =
𝑑𝜎(𝜋)

𝑑Ω
= 5.45[

550

𝜆(𝑛𝑚)
]4 ∗ 10−28𝑐𝑚2𝑠𝑟−1.  (1.3.6) 

El coeficiente volumétrico de retroesparcimiento se obtiene de multiplicar la ecuación (1.3.6) por la 

densidad numérica de dispersores 𝑁, entonces [9-10]. 

    𝛽𝑟𝑒𝑡𝑟𝑜 = 𝑁 ∗ 0.000545[
550

𝜆(𝑛𝑚)
]4 ∗ 10−28𝑚−1𝑠𝑟−1.   (1.3.7) 

Y el índice de refracción en términos del coeficiente de retroesparcimiento a partir de la ecuación (1.3.5) 

    (𝑛2 − 1)2 =
𝜎𝑟𝑒𝑡𝑟𝑜𝑁2𝜆4

𝜋2  →  𝑛 = [
𝑁𝜆2

𝜋
(𝜎𝑟𝑒𝑡𝑟𝑜)

1

2 + 1]
1

2.     (1.3.8) 

De ecuaciones (1.3.7) y (1.3.8) y usando Tabla A.I, se obtuvo el coeficiente de retroesparcimiento 

Rayleigh e índice de refracción para la ciudad de Puebla, a 790720 (Pa) y 295.15 (°K);  ver Figura 1.3.2. 
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Altura troposférica de 2.135 a 11 km 

 Coeficiente de retroesparcimiento    Índice de refracción 

 

 

 

   

    

    Altura troposférica de 11 a 20 km 

 Coeficiente de retroesparcimiento    Índice de refracción 

 

 

 

   

  

    Altura estratosférica de 20 a 32 km 

 Coeficiente de retroesparcimiento    Índice de refracción 

 

 

 

     

    Altura estratosférica de 32 a 47 km 

Coeficiente de retroesparcimiento    Índice de refracción  

 

 

 

 

Figura 1.3.2 

 Coeficiente de retroesparcimiento e Índice de refracción en la ciudad de Puebla. 
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Capítulo 2 

ESPARCIMIENTO MIE 

El desarrollo de la teoría de absorción y esparcimiento por pequeñas partículas arroja soluciones precisas 

para geometrías esféricas, es decir para una esfera de radio arbitrario e índice de refracción dado. Sin 

embargo, soluciones exactas aparecieron hasta la aplicación de los sistemas de cómputo.  

En 1908 Gustav Mie desarrollo la teoría para entender la absorción y esparcimiento de colores exhibidos 

por pequeñas partículas coloidales de oro suspendidas en agua. Al mismo tiempo Peter Debye analizaba 

la presión de radiación ejercida sobre pequeñas partículas suspendidas en el espacio (trabajo de su tesis 

doctoral) ambos investigadores contribuyeron en sentar las bases que nos preceden en el desarrollo de 

esta teoría a analizar denominada: Teoría de MIE. La parte matemática alrededor de esta teoría quizás se 

vea algo sencilla pero engorrosa. Sin embargo la parte física que relaciona la interacción de los campos 

electromagnéticos en una geometría esférica, sí resulta difícil de interpretar. Una herramienta que ayuda 

a dar tratamiento de la física de manera sencilla es el manejo de campos electromagnéticos expandidos 

en series infinitas en esparcimiento por el espacio. Y en el presente tiempo se hace aún más cómodo 

desde un tratamiento computacional [11]. En la sección 2.1 se aborda la solución a una ecuación de onda 

vectorial, en la  2.2 la expansión de un vector de una onda plana, en la 2.3 la matriz de esparcimiento y 

en la 2.4 se analizan las secciones transversales de área. 

2.1 Solución a la ecuación de onda vectorial. 

Para proponer una base vectorial en este régimen se establecen una serie de condiciones similares a la 

que cumplen los campos electromagnéticos (E,H), armónicos en el tiempo, inmersos en un medio 

homogéneo e isotrópico satisfaciendo las ecuaciones de Maxwell y a la ecuación de onda general, en el 

espacio libre,  para un medio dieléctrico (σ=0). Entonces partiendo de las ecuaciones de Maxwell [11]: 

𝛁 ∙ 𝐄 = 0 ,                 𝛁 ∙ 𝐇 = 0 ,             𝛁 × 𝐄 = 𝑖𝜔𝜇𝐇  ,                  𝛁 × 𝐇 = 𝑖𝜔𝜀𝐄, 

aplicando el rotacional a las Leyes de Ampere-Maxwell y Faraday  

    𝛁 𝗑(𝛁 𝗑 𝐄) = 𝑖𝜔µ𝛁 𝗑 𝐇 = 𝜔𝟐𝜀µ𝐄 , 𝛁 𝗑 (𝛁 𝗑 𝐇) = −𝑖𝜔𝜀𝛁 𝗑 𝐄 = 𝜔𝟐𝜀µ𝐇 ,   (2.1.1) 

aplicando la identidad mostrada a continuación 

     𝛁 𝗑(𝛁 𝗑 𝐀) = 𝛁(𝛁 ∙ 𝐀) − 𝛁 ∙ (𝛁𝐀),  

a la ecuación (2.1.1), entonces para el campo eléctrico se tiene 

    𝛁 𝗑(𝛁 𝗑 𝐄) = 𝛁(𝛁 ∙ 𝐄) − 𝛁 ∙ (𝛁𝐄) =  −𝛁 ∙ (𝛁𝐄),   (2.1.2) 
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El resultado de esta última ecuación se justifica dado que la divergencia del campo eléctrico es cero. Si se 

sustituye el resultado de la ecuación (2.1.1) para el caso eléctrico se tiene: 

      𝜔𝟐𝜀µ𝐄 =  −𝛁 ∙ (𝛁𝐄),      (2.1.3) 

a partir de la ecuación (2.1.3) se obtiene la ecuación de Helmholtz en términos del campo eléctrico como 

 𝛁2𝐄 + 𝑘2𝐄 = 0 ,    (2.1.4) 

Donde 𝑘2 = 𝜔𝟐𝜀µ   

o en términos del campo de intensidad magnética como   

       𝛁2𝐇 + 𝑘2𝐇 = 0 .    (2.1.5) 

Con estas restricciones se define una función escalar 𝜓 y una constante vectorial arbitraria 𝒄, 

construyendo así una función vectorial M, como una solución a las ecuaciones de onda (2.1.4) y (2.1.5), 

así entonces: 

   𝐌 =  𝛁 𝗑 (𝐜𝜓) ,    (2.1.6) 

garantizando que la divergencia y divergencia del rotacional sean cero, así: 

𝛁 ∙ 𝐌 = 0 . 

Si el operador  𝛁2 + 𝑘2  es aplicado a la ecuación (2.1.6), entonces se tiene [12]: 

     𝛁2𝐌 + 𝑘2𝐌 = 𝛁 𝗑 [𝐜(𝛁2𝜓 + 𝑘2𝜓)] ,    (2.1.7) 

de modo que 𝐌 satisface la ecuación vectorial de onda si y solo si 𝜓 satisface la ecuación escalar de onda 

        𝛁2𝜓 + 𝑘2𝜓 = 0 .    (2.1.8) 

Dentro de esta teoría se propone la construcción de una segunda solución a las ecuaciones de onda 

(2.1.4) y (2.1.5), como: 

       𝐍 =  
1

𝑘
𝛁 𝗑 𝐌       (2.1.9) 

con divergencia igual a cero, el cual también satisface la ecuación de onda 

   𝛁2𝐍 + 𝑘2𝐍 = 0 .      (2.1.10) 

Donde se cumple que 

   k𝐌 =  𝛁 𝗑 𝐍 ,      (2.1.11)  
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además 𝐌 y 𝐍 deben cumplir con todas las propiedades de un campo electromagnético en cuanto a que 

satisfacen la ecuación vectorial de onda, están libres de divergencia y tanto el rotacional de  𝐌  es 

proporcional a 𝐍 como el rotacional de 𝐍 es proporcional a 𝐌. Así que el objetivo de encontrar 

soluciones a la ecuación de los campos se reducirá a encontrar la solución a la ecuación escalar de onda. 

Denominaremos a la función escalar 𝜓 como una función generadora de vectores armónicos esféricos 𝐌 

y 𝐍 además como la ecuación de onda deberá operar en coordenadas polares 𝑟, 𝜃, 𝜙, tal y como se 

observa en la Figura 2.1.1  [2], entonces se puede sustituir el vector piloto constante 𝒄 por 

      

      𝐌 =  𝛁 𝗑 (𝒓𝜓).                (2.1.12) 

Donde 𝒓 es radio vector por lo que el vector 𝐌 es solución a la ecuación vectorial de onda en 

coordenadas polares,  

 

Figura 2.1.1 

 Geometría de una esféra de radio r = a y permitividad 𝜀(𝐫) donde incide una  

onda plana en dirección +x, produciendo expansión en armónicos esféricos. 

 

La ecuación escalar de onda en coordenadas polares es [11 - 12] 

    
1

𝑟2

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2 𝜕𝜓

𝜕𝑟
) +

1

𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝜓

𝜕𝜃
) +

1

𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕2𝜓

𝜕𝜙2 + 𝑘2𝜓 = 0.  (2.1.13) 

 Proponiendo una solución particular para (2.1.7) de la forma    

     𝜓(𝑟, 𝜃, 𝜙) = 𝑅(𝑟)Θ(𝜃)Φ(𝜙),        (2.1.14) 
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sustituyendo la solución propuesta en (2.1.14)  genera tres ecuaciones por separado  asociadas cada una 

a un eje coordenado (radial, polar y acimutal). 

Las soluciones de cada una de las tres ecuaciones deberán ser linealmente independientes y univaluadas 

[13], así la solución total de la ecuación de onda escalar (2.1.8) se define por 

una solución par: 

𝜓P𝑚𝑛 = cos(𝑚𝜙)𝑃𝑛
𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑧𝑛(𝑘𝑟),   (2.1.15) 

una solución impar: 

 

 𝜓I𝑚𝑛 = sen(𝑚𝜙)𝑃𝑛
𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑧𝑛(𝑘𝑟),   (2.1.16) 

las ecuaciones (2.1.15) y (2.1.16) se consideran funciones generadoras que satisfagan a la ecuación de 

onda escalar en coordenadas esféricas polares: donde 𝑃𝑛
𝑚 definen funciones asociadas de Legendre de 

grado 𝑛 y orden 𝑚 , 𝑧𝑛 pueden ser cualquiera de las cuatro funciones de Bessel 𝑗𝑛, 𝑦𝑛, ℎ𝑛
(1)

 o ℎ𝑛
(2)

. 

Cualquier función expresada en términos de las ecuaciones (2.1.15) y (2.1.16) satisface la ecuación de 

onda escalar y puede ser expandida en una serie infinita a través de vectores generadores de armónicos 

esféricos definidos como 

      𝐌P𝑚𝑛 =  𝛁 𝗑 (𝒓𝜓P𝑚𝑛),          𝐌I𝑚𝑛 =  𝛁 𝗑 (𝒓𝜓I𝑚𝑛),     (2.1.17) 

     𝐍P𝑚𝑛 =
𝛁 𝗑 𝐌P𝑚𝑛

𝑘
,          𝐍I𝑚𝑛 =

𝛁 𝗑 𝐌I𝑚𝑛

𝑘
,   (2.1.18) 

Si se aplica el gradiente a las ecuaciones (2.1.15) y (2.1.16), es decir 𝛁𝜓, estas satisfarán la ecuación de 

onda vectorial y si además se define un vector de posición constante 𝒓 = 𝑟𝒆𝒓. Se está en la posibilidad 

de calcular las componentes vectoriales del vector 𝐌 como sigue: 

𝐌 =  𝛁 𝗑 (𝑟𝜓)𝒆𝒓 = 
1

𝑟2𝑠𝑒𝑛𝜃
|

𝒆𝒓̂ 𝑟𝒆𝜽̂ 𝑟𝑠𝑒𝑛𝜃𝒆𝝓̂

𝜕

𝜕𝑟

𝜕

𝜕𝜃

𝜕

𝜕𝜙

𝑟𝜓 0 0

| = −
𝑟

𝑟2𝑠𝑒𝑛𝜃
[−

𝜕

𝜕𝜙
(𝑟𝜓)] 𝒆𝜽̂ +

𝑟𝑠𝑒𝑛𝜃

𝑟2𝑠𝑒𝑛𝜃
[−

𝜕

𝜕𝜃
(𝑟𝜓)] 𝒆𝝓̂ 

  𝐌 = [
1

𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜕𝜓

𝜕𝜙
] 𝒆𝜽̂ − [

𝜕𝜓

𝜕𝜃
] 𝒆𝝓̂     (2.1.19) 

en términos de componentes escalares:  

   M𝑟 = 0      M𝜃 =
1

𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜕𝜓

𝜕𝛷
    M𝜙 = −

𝜕𝜓

𝜕𝜃
 ,    (2.1.20) 

de la relación 𝑘𝐍 = 𝛁 𝗑 𝐌 se observa: 
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𝛁 𝗑 𝐌 =
1

𝑟2𝑠𝑒𝑛𝜃 |

|

𝒆𝒓̂ 𝑟𝒆𝜽̂ 𝑟𝑠𝑒𝑛𝜃𝒆𝝓̂

𝜕

𝜕𝑟

𝜕

𝜕𝜃

𝜕

𝜕𝜙

0
𝑟

𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜕𝜓

𝜕𝜙
−𝑟𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜕𝜓

𝜕𝜃

|

|
 

 

𝛁 𝗑 𝐌 =
𝒆𝒓̂

𝑟2𝑠𝑒𝑛𝜃
[−

𝜕

𝜕𝜃
(𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜕𝑟𝜙

𝜕𝜃
) −

𝜕

𝜕𝜙
(

1

𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜕𝑟𝜓

𝜕𝜙
)] −

𝑟𝒆𝜽̂

𝑟2𝑠𝑒𝑛𝜃
[−

𝜕

𝜕𝑟
(𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜕𝑟𝜓

𝜕𝜃
)]

+
𝑟𝑠𝑒𝑛𝜃𝒆𝝓̂

𝑟2𝑠𝑒𝑛𝜃
[

𝜕

𝜕𝑟
(

1

𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜕𝑟𝜓

𝜕𝜙
)] 

 

𝑘𝐍 = [−
1

𝑟2𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜕𝑟𝜓

𝜕𝜃
) −

1

𝑟2𝑠𝑒𝑛2𝜃

𝜕2(𝑟𝜓)

𝜕𝜙2
] 𝒆𝒓̂ +

1

𝑟
[

𝜕2(𝑟𝜓)

𝜕𝑟𝜕𝜃
] 𝒆𝜽̂ +

1

𝑟
[

1

𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜕2(𝑟𝜓)

𝜕𝑟𝜕𝜙
] 𝒆𝝓̂  (2.1.21) 

 

y como el Laplaciano en coordenadas esféricas, satisface: 

   
𝑑2(𝑟𝜓)

𝑑𝑟2 + 𝑘2𝑟𝜓 = −
1

𝑟2𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜕𝑟𝜓

𝜕𝜃
) −

1

𝑟2𝑠𝑒𝑛2𝜃

𝜕2(𝑟𝜓)

𝜕𝜙2    (2.1.22) 

cumpliéndose además que [8] 

    
𝑑2(𝑟𝜓)

𝑑𝑟2 + 𝑘2𝑟𝜓 =
𝑛(𝑛+1)𝜓

𝑟
 ,      (2.1.23) 

usando las ecuaciones (2.1.22) y (2.1.23) en la ecuación (2.1.21) se obtiene: 

   𝐍 = [
𝑛(𝑛+1)𝜓

𝑘𝑟
] 𝒆𝒓̂ +

1

𝑘𝑟
[

𝜕2(𝑟𝜓)

𝜕𝑟𝜕𝜃
] 𝒆𝜽̂ +

1

𝑘𝑟
[

1

𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜕2(𝑟𝜓)

𝜕𝑟𝜕𝜙
] 𝒆𝝓̂ ,   (2.1.24) 

así, en términos de componentes escalares: 

N𝑟 =
𝑛(𝑛+1)(𝑟𝜓)

𝑘𝑟2     N𝜃 =
1

𝑘𝑟
[

𝜕2(𝑟𝜓)

𝜕𝑟𝜕𝜃
]    N𝜙 =

1

𝑘𝑟
[

1

𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜕2(𝑟𝜓)

𝜕𝑟𝜕𝜙
].   (2.1.25) 

Sustituyendo las soluciones generadoras de armónicos esféricos de los potenciales escalares par e impar 

identificados por las ecuaciones (2.1.15) y (2.1.16)  en las ecuaciones (2.1.19) y (2.1.24) se obtienen: 

𝐌P𝑚𝑛 = [
1

𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜕(cos(𝑚𝜙)𝑃𝑛
𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑧𝑛(𝑘𝑟))

𝜕𝜙
] 𝒆𝜽̂ − [

𝜕(cos(𝑚𝜙)𝑃𝑛
𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑧𝑛(𝑘𝑟))

𝜕𝜃
]𝒆𝝓̂ 

𝐌P𝑚𝑛 =
−𝑚

𝑆𝑒𝑛𝜃
𝑠𝑒𝑛 (𝑚𝜙)𝑃𝑛

𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑧𝑛(𝑘𝑟)𝒆𝜽̂ − cos(𝑚𝜙)
𝑑𝑃𝑛

𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)

𝑑𝜃
𝑧𝑛(𝑘𝑟)𝒆𝝓̂,  (2.1.26) 
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𝐌I𝑚𝑛 = [
1

𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜕(𝑠𝑒𝑛(𝑚𝜙)𝑃𝑛
𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑧𝑛(𝑘𝑟))

𝜕𝜙
] 𝒆𝒓̂ − [

𝜕(𝑠𝑒𝑛(𝑚𝜙)𝑃𝑛
𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑧𝑛(𝑘𝑟))

𝜕𝜃
]𝒆𝝓̂ 

𝐌I𝑚𝑛 =
𝑚

𝑆𝑒𝑛𝜃
𝑐𝑜𝑠 (𝑚𝜙)𝑃𝑛

𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑧𝑛(𝑘𝑟)𝒆𝜽̂ − sen(𝑚𝜙)
𝑑𝑃𝑛

𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)

𝑑𝜃
𝑧𝑛(𝑘𝑟)𝒆𝝓̂,  (2.1.27) 

𝐍P𝑚𝑛 = [
𝑛(𝑛 + 1) 𝑐𝑜𝑠(𝑚𝜙)𝑃𝑛

𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑧𝑛(𝑘𝑟)

𝑘𝑟
] 𝒆𝒓̂ +

1

𝑘𝑟
[
𝜕2(𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝑚𝜙)𝑃𝑛

𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑧𝑛(𝑘𝑟))

𝜕𝑟𝜕𝜃
] 𝒆𝜽̂

+
1

𝑘𝑟
[

1

𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜕2(𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝑚𝜙)𝑃𝑛
𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑧𝑛(𝑘𝑟))

𝜕𝑟𝜕𝜙
] 𝒆𝝓̂ 

𝐍P𝑚𝑛 =
𝑧𝑛(𝑘𝑟)

𝑘𝑟
𝑐𝑜𝑠 (𝑚𝜙) 𝑛(𝑛 + 1)𝑃𝑛

𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)𝒆𝒓̂ + 𝑐𝑜𝑠(𝑚𝜙)
𝜕𝑃𝑛

𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)

𝜕𝜃

1

𝑘𝑟

𝜕

𝜕𝑘𝑟
[𝑘𝑟𝑧𝑛(𝑘𝑟)]𝒆𝜽̂

 −𝑚𝑠𝑒𝑛 (𝑚𝜙)
𝑃𝑛

𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)

𝑠𝑒𝑛𝜃

1

𝑘𝑟

𝜕

𝜕𝑘𝑟
[𝑘𝑟𝑧𝑛(𝑘𝑟)]𝒆𝝓,̂      (2.1.28) 

 

𝐍I𝑚𝑛 = [
𝑛(𝑛 + 1) 𝑠𝑒𝑛(𝑚𝜙)𝑃𝑛

𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑧𝑛(𝑘𝑟)

𝑘𝑟
] 𝒆𝒓̂ +

1

𝑘𝑟
[
𝜕2(𝑟 𝑠𝑒𝑛(𝑚𝜙)𝑃𝑛

𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑧𝑛(𝑘𝑟))

𝜕𝑟𝜕𝜃
] 𝒆𝜽̂

+
1

𝑘𝑟
[

1

𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜕2(𝑟 𝑠𝑒𝑛(𝑚𝜙)𝑃𝑛
𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑧𝑛(𝑘𝑟))

𝜕𝑟𝜕𝜙
] 𝒆𝝓̂ 

𝐍I𝑚𝑛 =
𝑧𝑛(𝑘𝑟)

𝑘𝑟
𝑠𝑒𝑛 (𝑚𝜙) 𝑛(𝑛 + 1)𝑃𝑛

𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)𝒆𝒓̂ + 𝑠𝑒𝑛(𝑚𝜙)
𝜕𝑃𝑛

𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)

𝜕𝜃

1

𝑘𝑟

𝜕

𝜕𝑘𝑟
[𝑟𝑧𝑛(𝑘𝑟)]𝒆𝜽̂  

+𝑚𝑐𝑜𝑠 (𝑚𝜙)
𝑃𝑛

𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)

𝑠𝑒𝑛𝜃

1

𝑘𝑟

𝜕

𝜕𝑘𝑟
[𝑟𝑧𝑛(𝑘𝑟)]𝒆𝝓,̂      (2.1.29) 

cualquier solución a las ecuaciones de los campos electromagnéticos armónicos saldrá de la expansión 

en series infinitas de las ecuaciones (2.1.26) a (2.1.29). En esparcimiento Mie es común realizar un 

cambio de variable definiendo unas funciones llamadas Funciones de dependencia angular las cuales se 

definen a continuación como: 

      𝜋𝑛 =
𝑃𝑛

1(𝑐𝑜𝑠𝜃)

𝑠𝑒𝑛𝜃
 ,       (2.1.30) 

Y 

      𝜏𝑛 =
𝑑𝑃𝑛

1(𝑐𝑜𝑠𝜃)

𝑑𝜃
 ,     (2.1.31) 

a continuación, en la Figura 2.1.2, se muestra un perfil grafico de 𝜋𝑛 y 𝜏𝑛, para 𝑛 = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 
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Figura 2.1.2 

Perfil gráfico de las  funciones 𝜋𝑛, 𝜏𝑛  variando el cosθ desde -1 a 1.  

 

 a partir de las ecuaciones (2.1.30) y (2.1.31) se puede representar de una forma más compacta las bases 

vectoriales definidas por las ecuaciones (2.1.26) hasta (2.1.29) considerado además el cambio de variable 

en el orden 𝑚 = 1 ,de la función generatriz de las funciones asociadas de Legendre que garantiza una 

simetría acimutal, y definiendo  𝜌 = 𝑘𝑟, entonces: 

𝐌P1𝑛 = −𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜋𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑧𝑛(𝜌)𝒆𝜽̂ − 𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜏𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃) 𝑧𝑛(𝜌)𝒆𝝓̂    (2.1.32)  

𝐌I1𝑛 = 𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜋𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑧𝑛(𝜌)𝒆𝜽̂ − 𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜏𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃) 𝑧𝑛(𝜌)𝒆𝝓̂    (2.1.33)  

𝐍P1𝑛 = 𝑐𝑜𝑠 𝜙 𝑛(𝑛 + 1)𝑠𝑒𝑛𝜃𝜋𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃)
𝑧𝑛(𝜌)

𝜌
𝒆𝒓̂ + 𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜏𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃)

[𝜌𝑧𝑛(𝜌)]´

𝜌
𝒆𝜽̂  

−𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜋𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃)
[𝜌𝑧𝑛(𝜌)]´

𝜌
𝒆𝝓̂       (2.1.34) 

𝐍I1𝑛 = 𝑠𝑒𝑛 𝜙 𝑛(𝑛 + 1)𝑠𝑒𝑛𝜃𝜋𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃)
𝑧𝑛(𝜌)

𝜌
𝒆𝒓̂ + 𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜏𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃)

[𝜌𝑧𝑛(𝜌)]´

𝜌
𝒆𝜽̂  

+𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜋𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃)
[𝜌𝑧𝑛(𝜌)]´

𝜌
𝒆𝝓̂ .      (2.1.35) 

A partir de esta nueva base vectorial se analizará el esparcimiento de una onda incidiendo a una esfera 

arbitraria. 
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2.2 Expansión de un vector de onda plana. 

En el análisis de una onda plana polarizada difractándose sobre un objeto esférico se centra en la idea de 

encontrar la expansión de las ondas esféricas difractadas debido al vector de onda incidente sobre la 

esfera y para esto se partirá de la base vectorial definida por las ecuaciones (2.1.32) a la (2.1.35). 

El problema se centra ahora en analizar el esparcimiento de una onda plana polarizada en el eje 𝑥 , la 

onda incidente descrita en coordenadas esféricas polares es [8, 11] 

 𝐄𝒆𝒏𝒕 =  𝐸0𝑒𝑖𝑘𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃𝒆𝒙̂ ,     (2.2.1) 

donde 

 𝒆𝒙̂ = 𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜙𝒆𝒓̂ + 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑐𝑜𝑠𝜙𝒆𝜽̂ − 𝑠𝑒𝑛𝜙𝒆𝝓̂ ,   (2.2.2) 

como la divergencia del vector 𝑒𝑖𝑘𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃𝒆𝒙̂, es cero. El vector 𝐄𝒆𝒏𝒕  (2.2.1) se puede expandir en términos 

de los vectores armónicos definidos por 𝐌 𝑚𝑛I
P  , 𝐍 𝑚𝑛I

P . Se debe considerar que en 𝑟 = 0, el campo es 

finito por lo que es recomendable ocupar funciones de primera clase. Tomando en cuenta la paridad de 

los términos en expansión de la serie y dada la definición natural del vector unitario (2.2.2) se toma el 

valor de 𝑚 = 1. Entonces dada la propiedad de ortogonalidad implícita en las soluciones armónicas y 

garantizando convergencia al origen del sistema de referencia, se puede definir la expansión del vector 

armónico para el campo eléctrico como  

 𝒆̂𝒙𝑒𝑖𝑘𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 = ∑ (a𝑛𝐌I1n
(1)

+ b𝑛𝐍P1n
(1)

)∞
𝑛=1 ,    (2.2.3) 

De modo que si se multiplica la ecuación (2.2.3) por el vector armónico 𝐌I1n
(1)

 y posteriormente se integra 

de 0 a 2𝜋 en dirección acimutal y de 0 a 𝜋 en la dirección cenital obtenemos una relación para el 

coeficiente a𝑛 expresada de la forma [8] 

   a𝑛 =
∫ ∫ 𝒆𝒙̂𝐌I1n

(1)
𝑒𝑖𝑘𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑒𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜙

𝜋
0

2𝜋
0

∫ ∫ [𝐌I1n
(1)

]2𝑠𝑒𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜙
𝜋

0
2𝜋

0

,   (2.2.4)      

resolver las integrales implícitas en la ecuación (2.2.4) es un trabajo muy laborioso que requiere del uso 

de las propiedades de ortogonalidad, función generatriz y funciones de recurrencia muy extensas que 

salen del contexto de la tesis por lo que solo se darán los resultados finales. Así entonces, las integrales 

asociadas al numerador dan una solución de la forma [8]: 

    ∫ ∫ 𝒆𝒙̂𝐌I1n
(1)

𝑒𝑖𝑘𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑒𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜙
𝜋

0

2𝜋

0
= 2𝜋𝑖𝑛𝑛(𝑛 + 1)[𝑗𝑛(𝜌)]2,  

y para el denominador respectivamente  

  ∫ ∫ [𝐌I1n
(1)

]2𝑠𝑒𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜙
𝜋

0

2𝜋

0
=

2𝜋

2𝑛+1
[𝑛(𝑛 + 1)]2[𝑗𝑛(𝜌)]2 ,  

entonces el cociente de la ecuación (2.2.4) resulta en: 
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 a𝑛 =
2𝑛+1

𝑛(𝑛+1)
𝑖𝑛.      (2.2.5) 

Del mismo modo se resuelve, pero ahora se multiplica por el vector armónico 𝐍P1n
(1)

, para el coeficiente 

b𝑛 obteniéndose un cociente de la forma: 

 b𝑛 =
∫ ∫ 𝒆𝒙̂𝐍P1n

(1)
𝑒𝑖𝑘𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑒𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜙

𝜋
0

2𝜋
0

∫ ∫ [𝐍P1n
(1)

]2𝑠𝑒𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜙
𝜋

0
2𝜋

0

,   (2.2.6)      

el resultado de resolver las integrales, arroja en este caso [8] 

 ∫ ∫ 𝒆𝒙̂𝐍P1n
(1)

𝑒𝑖𝑘𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑒𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜙
𝜋

0

2𝜋

0
= −2𝜋𝑖𝑛+1 𝑛(𝑛+1)

2𝑛+1
{(𝑛 + 1)[𝑗𝑛+1(𝜌)]2 + 𝑛[𝑗𝑛−1(𝜌)]2 }, 

 ∫ ∫ [𝐍P1n
(1)

]2𝑠𝑒𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜙
𝜋

0

2𝜋

0
=

2𝜋

(2𝑛+1)2
[𝑛(𝑛 + 1)]2{(𝑛 + 1)[𝑗𝑛+1(𝜌)]2 + 𝑛[𝑗𝑛−1(𝜌)]2},  

y entonces el cociente de la ecuación (2.2.6) resulta en: 

 b𝑛 = −
2𝑛+1

𝑛(𝑛+1)
𝑖𝑛+1.     (2.2.7) 

Sustituyendo ecuaciones (2.2.5) y (2.2.7) en (2.2.3) y el resultado en la ecuación (2.2.1), se obtiene la 

expansión de una onda plana en armónicos esféricos de la forma: 

    𝐄𝒆𝒏𝒕 = 𝐸0 ∑
2𝑛+1

𝑛(𝑛+1)
𝑖𝑛(𝐌I1n

(1)
− 𝑖𝐍P1n

(1)
)∞

𝑛=1 .   (2.2.8) 

Realizando cambio de variable  𝐸𝑛 = 𝐸0
2𝑛+1

𝑛(𝑛+1)
𝑖𝑛 , entonces 

      𝐄𝒆𝒏𝒕 = ∑  𝐸𝑛(𝐌I1n
(1)

− 𝑖𝐍P1n
(1)

)∞
𝑛=1 .     (2.2.9) 

Para calcular el campo magnético se opera el rotacional de la ecuación (2.2.9) como: 

𝐇𝒆𝒏𝒕 =
𝑘

𝜔𝜇
𝒆̂𝑟 × 𝐄𝒆𝒏𝒕 =

𝑘

𝜔𝜇
∑  𝐸𝑛[𝒆̂𝒓 × 𝐌I1n

(1)
− 𝒆̂𝒓 × 𝑖𝐍P1n

(1)
]  (2.2.10) 

analizando los rotacionales, a partir de las ecuaciones (2.1.33) y (2.1.34):  

𝒆̂𝒓 × 𝐌I1n
(1)

= |

𝒆̂𝒓 𝒆̂𝜽 𝒆̂𝝓

1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜋𝑛𝑗𝑛(𝜌) − 𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜏𝑛 𝑗𝑛(𝜌)

| = [𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜏𝑛 𝑗𝑛(𝜌)]𝒆̂𝜽 + [𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜋𝑛𝑗𝑛(𝜌)]𝒆̂𝝓 

  

𝒆̂𝒓 × 𝐌I1n
(1)

= [𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜏𝑛 𝑗𝑛(𝜌)]𝒆̂𝜽 + [𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜋𝑛𝑗𝑛(𝜌)]𝒆̂𝝓   (2.2.11) 
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𝒆̂𝒓 × 𝑖𝐍P1n
(1)

= 𝑖 |

𝒆̂𝒓 𝒆̂𝜽 𝒆̂𝝓

1 0 0

0 𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜏𝑛
[𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´

𝜌
− 𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜋𝑛

[𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´

𝜌

| =  

     𝑖 {[𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜋𝑛
[𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´

𝜌
] 𝒆̂𝜽 + [𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜏𝑛

[𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´

𝜌
] 𝒆̂𝝓}   

𝒆̂𝒓 × 𝑖𝐍P1n
(1)

= 𝑖 {[𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜋𝑛
[𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´

𝜌
] 𝒆̂𝜽 + [𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜏𝑛

[𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´

𝜌
] 𝒆̂𝝓}  (2.2.12) 

Considerando ahora una restricción definida por 𝜋𝑛(1) = 𝜏𝑛(1) , cuando 𝑐𝑜𝑠𝜃 → 1  [8][11], y 

observando de las ecuaciones (2.1.32) y (2.1.35), entonces las ecuaciones (2.2.11) y (2.2.12) se modifican 

como 

𝒆̂𝒓 × 𝐌I1n
(1)

= −𝐌P1n
(1)

     (2.2.13) 

𝒆̂𝒓 × 𝑖𝐍P1n
(1)

= 𝑖𝐍I1n
(1)

 ,     (2.2.14) 

sustituyendo ecuaciones (2.2.13) y (2.2.14) en ecuación (2.2.10) se obtiene la representación en 

expansión de armónicos esféricos para un campo de intensidad magnética incidente como: 

    𝐇𝒆𝒏𝒕 =
−𝑘

𝜔𝜇
∑ 𝐸𝑛(𝐌P1n

(1)
+ 𝑖𝐍I1n

(1)
)∞

𝑛=1 .    (2.2.15)  

Proponiendo funciones esféricas de Bessel adecuadas en las funciones generadoras de vectores 

armónicos dentro de la esfera, para el campo eléctrico interno resulta [11] 

𝐄𝒊 = ∑ 𝐸𝑛(𝑐𝑛𝐌I1n
(1)

− 𝑖𝑑𝑛𝐍P1n
(1)

)∞
𝑛=1     (2.2.16) 

y para el campo magnético interno, resulta 

𝐇𝒊 =
−𝑘1

𝜔𝜇
∑ 𝐸𝑛(𝑑𝑛𝐌P1n

(1)
+ 𝑖𝑐𝑛𝐍I1n

(1)
)∞

𝑛=1  .   (2.2.17) 

así también definiendo un campo eléctrico en expansión de armónicos esféricos en términos de 

funciones esféricas de Hankel, resulta [11] 

𝐄𝒔 = ∑ 𝐸𝑛(𝑖𝑎𝑛𝐍P1n
(3)

− 𝑏𝑛𝐌I1n
(3)

)∞
𝑛=1 .    (2.2.18) 

𝐇𝒔 =
𝑘

𝜔𝜇
∑ 𝐸𝑛(𝑖𝑏𝑛𝐍I1n

(3)
+ 𝑎𝑛𝐌P1n

(3)
)∞

𝑛=1  .   (2.2.19)  

Donde el superíndice (3) de las ecuaciones (2.2.18) y (2.2.19) refiere a vectores armónicos de la función 

de Hankel (Bessel de tercer orden) ℎ𝑛
(1)

(𝜌). 

Aplicando condiciones de frontera desde una geometría esférica de radio 𝑎 , entonces la frontera entre 

dicha esfera y el medio que la rodea impone la condición necesaria [2, 11] 
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(𝐄𝒆𝒏𝒕 + 𝐄𝒔 − 𝐄𝒊) × 𝒆𝒓̂ = (𝐇𝒆𝒏𝒕 + 𝐇𝒔 − 𝐇𝒊) × 𝒆𝒓̂ = 0,   (2.2.20) 

en la región fuera de la esfera las funciones de Bessel 𝑗𝑛 y  𝑦𝑛 tienen un comportamiento estable por lo 

que representan correctamente la estructura de los campos electromagnéticos incidentes e incluso 

internos , sin embargo en campo lejano expandiéndose en esparcimiento es más conveniente hacer uso 

de las funciones de Hankel ya que manifiestan comportamientos asintóticos a grandes distancias. 

Entonces sustituyendo ecuaciones (2.2.9), (2.2.15) hasta (2.2.19) en ecuación (2.2.20). Se resuelven 

cuatro ecuaciones, evaluando la distancia en el radio de la esfera; es decir  𝑟 = 𝑎 ,  

 𝐄𝒆𝒏𝒕(𝜃) + 𝐄𝒔(𝜃) = 𝐄𝒊(𝜃)       (2.2.21) 

𝐄𝒆𝒏𝒕(𝜙 ) + 𝐄𝒔(𝜙 ) = 𝐄𝒊(𝜙 )       (2.2.22) 

𝐇𝒆𝒏𝒕(𝜃) + 𝐇𝒔(𝜃) = 𝐇𝒊(𝜃)       (2.2.23) 

𝐇𝒆𝒏𝒕(𝜙) + 𝐇𝒔(𝜙) = 𝐇𝒊(𝜙)       (2.2.24) 

 

las cuales son 

(𝐄𝒆𝒏𝒕 + 𝐄𝒔) × 𝒆̂𝒓 = 𝐄𝒊 × 𝒆̂𝒓 → {∑ 𝐸𝑛[(𝐌I1n
(1)

− 𝑖𝐍P1n
(1)

) ∞
𝑛=1 + (𝑖𝑎𝑛𝐍P1n

(3)
− 𝑏𝑛𝐌I1n

(3)
)]}  × 𝒆̂𝒓 =

                                                          ∑ 𝐸𝑛(𝑐𝑛𝐌I1n
(1)

− 𝑖𝑑𝑛𝐍P1n
(1)∞

𝑛=1 )  × 𝒆̂𝒓 →   

(𝐌I1n
(1)

− 𝑖𝐍P1n
(1)

) × 𝒆̂𝒓 + (𝑖𝑎𝑛𝐍P1n
(3)

− 𝑏𝑛𝐌I1n
(3)

) × 𝒆̂𝒓 = (𝑐𝑛𝐌I1n
(1)

− 𝑖𝑑𝑛𝐍P1n
(1)

) × 𝒆̂𝒓  

 

𝐌I1n
(1)

× 𝒆̂𝒓 −  𝑖𝐍P1n
(1)

× 𝒆̂𝒓 + 𝑖𝑎𝑛𝐍P1n
(3)

× 𝒆̂𝒓 − 𝑏𝑛𝐌I1n
(3)

× 𝒆̂𝒓 = 𝑐𝑛𝐌I1n
(1)

× 𝒆̂𝒓 − 𝑖𝑑𝑛𝐍P1n
(1)

× 𝒆̂𝒓. (2.2.25) 

Analizando cada rotacional por separado en la ecuación (2.2.25) resulta 

𝐌I1n
(1)

× 𝒆̂𝒓 = |
𝒆̂𝒓 𝒆̂𝜽 𝒆̂𝝓

0 𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜋𝑛𝑗𝑛(𝜌) − 𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜏𝑛 𝑗𝑛(𝜌)

1 0 0

| = −𝒆̂𝜽[− 𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜏𝑛 𝑗𝑛(𝜌)] − 𝒆̂𝝓[𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜋𝑛𝑗𝑛(𝜌)] = 

 𝐌I1n
(1)

× 𝒆̂𝒓 = 𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜏𝑛 𝑗𝑛(𝜌)𝒆̂𝜽 − 𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜋𝑛𝑗𝑛(𝜌)𝒆̂𝝓   (2.2.26) 

repitiendo un proceso similar para cada una de las componentes restantes, resulta 

 𝑖𝐍P1n
(1)

× 𝒆̂𝒓 = 𝑖 𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜋𝑛
[𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´

𝜌
𝒆̂𝜽 − 𝑖𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜏𝑛

[𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´

𝜌
𝒆̂𝝓   (2.2.27) 

 𝑖𝑎𝑛𝐍P1n
(3)

× 𝒆̂𝒓 = 𝑖𝑎𝑛 𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜋𝑛
[𝜌ℎ𝑛

(1)
(𝜌)]´

𝜌
𝒆̂𝜽 − 𝑖𝑎𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜏𝑛

[𝜌ℎ𝑛
(1)

(𝜌)]´

𝜌
𝒆̂𝝓  (2.2.28) 
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  𝑏𝑛𝐌I1n
(3)

× 𝒆̂𝒓 = 𝑏𝑛 𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜏𝑛 ℎ𝑛
(1)

(𝜌)𝒆̂𝜽 − 𝑏𝑛𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜋𝑛ℎ𝑛
(1)

(𝜌)𝒆̂𝝓   (2.2.29) 

 𝑐𝑛𝐌I1n
(1)

× 𝒆̂𝒓 = 𝑐𝑛 𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜏𝑛 𝑗𝑛(𝜌)𝒆̂𝜽 − 𝑏𝑛𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜋𝑛𝑗𝑛(𝜌)𝒆̂𝝓   (2.2.30) 

 𝑖𝑑𝑛𝐍P1n
(1)

× 𝒆̂𝒓 = 𝑖𝑑𝑛 𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜋𝑛
[𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´

𝜌
𝒆̂𝜽 − 𝑖𝑑𝑛𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜏𝑛

[𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´

𝜌
𝒆̂𝝓  (2.2.31) 

sustituyendo ecuaciones (2.2.26)-(2.2.31) en ecuación (2.2.25) y asociando componentes solo de la parte 

cenital; partiendo de la ecuación (2.2.21)  

𝐄𝒆𝒏𝒕(𝜃) + 𝐄𝒔(𝜃) = 𝐄𝒊(𝜃) 

𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜏𝑛 𝑗𝑛(𝜌)𝒆̂𝜽 − 𝑖 𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜋𝑛

[𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´

𝜌
𝒆̂𝜽 + 𝑖𝑎𝑛 𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜋𝑛

[𝜌ℎ𝑛
(1)

(𝜌)]´

𝜌
𝒆̂𝜽 − 𝑏𝑛 𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜏𝑛 ℎ𝑛

(1)
(𝜌)𝒆̂𝜽 = 

 𝑐𝑛 𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜏𝑛 𝑗𝑛(𝜌)𝒆̂𝜽 − 𝑖𝑑𝑛 𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜋𝑛
[𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´

𝜌
𝒆̂𝜽.  

Asociando y factorizando términos reales e imaginarios 

[𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜏𝑛 (𝑗𝑛(𝜌) − 𝑏𝑛ℎ𝑛
(1)

(𝜌)) − 𝑠𝑒𝑛 𝜙𝑖𝜋𝑛
1

𝜌
([𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´ − 𝑎𝑛[𝜌ℎ𝑛

(1)
(𝜌)]´)]𝒆̂𝜽 = [𝑠𝑒𝑛 𝜙𝑐𝑛𝜏𝑛 𝑗𝑛(𝜌) −

𝑠𝑒𝑛 𝜙𝑖𝑑𝑛𝜋𝑛
[𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´

𝜌
]𝒆̂𝜽.         (2.2.32) 

Sacando magnitudes e igualando partes real e imaginaria en ecuación (2.2.32) 

parte real:   𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜏𝑛 (𝑗𝑛(𝜌) − 𝑏𝑛ℎ𝑛
(1)

(𝜌)) = 𝑐𝑛𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜏𝑛 𝑗𝑛(𝜌) 

 

eliminando términos semejantes 

𝑗𝑛(𝜌)𝑐𝑛 + ℎ𝑛
(1)(𝜌)𝑏𝑛 = 𝑗𝑛(𝜌)    (2.2.33) 

parte imaginaria:   𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜋𝑛
1

𝜌
([𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´ − 𝑎𝑛[𝜌ℎ𝑛

(1)
(𝜌)]´)] = 𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜋𝑛𝑑𝑛

[𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´

𝜌
] 

eliminando términos semejantes 

[𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´𝑑𝑛 + [𝜌ℎ𝑛
(1)

(𝜌)]´𝑎𝑛 = [𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´   (2.2.34) 

para obtener las dos ecuaciones restantes, ahora se parte de la ecuación  

(𝐇𝒆𝒏𝒕 + 𝐇𝒔) × 𝒆̂𝒓 = 𝐇𝒊 × 𝒆̂𝒓 

{
𝑘

𝜔𝜇
∑ −𝐸𝑛[𝐌P1n

(1)
+ 𝑖𝐍I1n

(1)
+ 𝑖𝑏𝑛𝐍I1n

(3)
+ 𝑎𝑛𝐌P1n

(3)
]} × 𝒆̂𝒓 =

−𝑘1

𝜔𝜇1
∑ 𝐸𝑛(𝑑𝑛𝐌P1n

(1)
+ 𝑖𝑐𝑛𝐍I1n

(1)
)

∞

𝑛=1

∞

𝑛=1

× 𝒆̂𝒓 
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𝑘

𝜇
(𝐌P1n

(1)
+ 𝑖𝐍I1n

(1)
) × 𝒆̂𝒓 −

𝑘

𝜇
(𝑖𝑏𝑛𝐍I1n

(3)
+ 𝑎𝑛𝐌P1n

(3)
) × 𝒆̂𝒓 =

𝑘1

𝜇1
(𝑑𝑛𝐌P1n

(1)
+ 𝑖𝑐𝑛𝐍I1n

(1)
) × 𝒆̂𝒓 

𝜇1𝐌P1n
(1)

× 𝒆̂𝒓 + 𝜇1𝑖𝐍I1n
(1)

× 𝒆̂𝒓 − 𝜇1𝑖𝑏𝑛𝐍I1n
(3)

× 𝒆̂𝒓 − 𝜇1𝑎𝑛𝐌P1n
(3)

× 𝒆̂𝒓 

=
𝜇𝑘1

𝑘
𝑑𝑛𝐌P1n

(1)
× 𝒆̂𝒓 +

𝜇𝑘1

𝑘
𝑖𝑐𝑛𝐍I1n

(1)
) × 𝒆̂𝒓 

𝜇1𝐌P1n
(1)

× 𝒆̂𝒓 + 𝜇1𝑖𝐍I1n
(1)

× 𝒆̂𝒓 − 𝜇1𝑖𝑏𝑛𝐍I1n
(3)

× 𝒆̂𝒓 − 𝜇1𝑎𝑛𝐌P1n
(3)

× 𝒆̂𝒓 = 

 𝜇m𝑑𝑛𝐌P1n
(1)

× 𝒆̂𝒓 + 𝜇m𝑖𝑐𝑛𝐍I1n
(1)

) × 𝒆̂𝒓     (2.2.35) 

donde m =
k1

k
=

n1

n
 y se denomina índice de refracción relativo. Analizando cada rotacional por separado 

en la ecuación (2.2.25) resulta un procedimiento similar al proceso del campo eléctrico, entonces 

 𝜇1𝐌P1n
(1)

× 𝒆̂𝒓 = 𝜇1𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜏𝑛𝑗𝑛(𝜌)𝒆̂𝜽 + 𝜇1𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜋𝑛𝑗𝑛(𝜌)𝒆̂𝝓   (2.2.36) 

𝜇1𝑖𝐍I1n
(1)

× 𝒆̂𝒓 = −𝜇1𝑖𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜋𝑛
[𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´

𝜌
𝒆̂𝜽 − 𝜇1𝑖𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜏𝑛

[𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´

𝜌
𝒆̂𝝓  (2.2.37) 

 𝜇1𝑖𝑏𝑛𝐍I1n
(3)

× 𝒆̂𝒓 = −𝜇1𝑖𝑏𝑛𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜋𝑛
[𝜌ℎ𝑛

(1)
(𝜌)]´

𝜌
𝒆̂𝜽 − 𝜇1𝑖𝑏𝑛𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜏𝑛

[𝜌ℎ𝑛
(1)

(𝜌)]´

𝜌
𝒆̂𝝓  (2.2.38) 

𝜇1𝑎𝑛𝐌P1n
(3)

× 𝒆̂𝒓 = 𝜇1𝑎𝑛𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜏𝑛ℎ𝑛
(1)

(𝜌)𝒆̂𝜽 + 𝜇1𝑎𝑛𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜋𝑛ℎ𝑛
(1)

(𝜌)𝒆̂𝝓  (2.2.39) 

𝜇m𝑑𝑛𝐌P1n
(1)

× 𝒆̂𝒓 = 𝜇m𝑑𝑛𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜏𝑛𝑗𝑛(𝜌)𝒆̂𝜽 + 𝜇m𝑑𝑛𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜋𝑛𝑗𝑛(𝜌)𝒆̂𝝓  (2.2.40) 

 𝜇m𝑖𝑐𝑛𝐍I1n
(1)

× 𝒆̂𝒓 = 𝜇m𝑖𝑐𝑛𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜋𝑛
[𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´

𝜌
𝒆̂𝜽 + 𝜇m𝑖𝑐𝑛𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜏𝑛

[𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´

𝜌
𝒆̂𝝓  (2.2.41) 

sustituyendo ecuaciones (2.2.236)-(2.2.41) en ecuación (2.2.35) y asociando componentes solo de la 

parte cenital; partiendo de la ecuación (2.2.23) 

 

𝐇𝒆𝒏𝒕(𝜃) + 𝐇𝒔(𝜃) = 𝐇𝒊(𝜃) 

  

𝜇1𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜏𝑛𝑗𝑛(𝜌)𝒆̂𝜽 − 𝜇1𝑖𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜋𝑛
[𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´

𝜌
𝒆̂𝜽 + 𝜇1𝑖𝑏𝑛𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜋𝑛

[𝜌ℎ𝑛
(1)

(𝜌)]´

𝜌
𝒆̂𝜽 − 𝜇1𝑎𝑛𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜏𝑛ℎ𝑛

(1)
(𝜌)𝒆̂𝜽 = 

𝜇m𝑑𝑛𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜏𝑛𝑗𝑛(𝜌)𝒆̂𝜽 + 𝜇m𝑖𝑐𝑛𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜋𝑛
[𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´

𝜌
𝒆̂𝜽. 

Asociando , factorizando términos reales e imaginarios y eliminando términos semejantes 
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            {𝜇1𝜏𝑛 [𝑗𝑛(𝜌) − 𝑎𝑛ℎ𝑛
(1)(𝜌)] − 𝜇1𝑖𝜋𝑛 [

[𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´

𝜌
 − 𝑏𝑛

[𝜌ℎ𝑛
(1)

(𝜌)]´

𝜌
]} 𝒆̂𝜽 =  {[𝜇m𝑑𝑛𝜏𝑛𝑗𝑛(𝜌)] +

                                                                     𝑖 [𝜇m𝑐𝑛𝜋𝑛
[𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´

𝜌
]} 𝒆̂𝜽      (2.2.42)   

sacando magnitudes e igualando partes real e imaginaria en ecuación (2.2.42) 

parte real:    𝜇1𝜏𝑛 [𝑗𝑛(𝜌) − 𝑎𝑛ℎ𝑛
(1)(𝜌)] = [𝜇m𝑑𝑛𝜏𝑛𝑗𝑛(𝜌)] 

𝜇1𝑗𝑛(𝜌) − 𝑎𝑛𝜇1ℎ𝑛
(1)(𝜌) = 𝜇m𝑑𝑛𝑗𝑛(𝜌) 

𝜇m𝑗𝑛(𝜌)𝑑𝑛 + 𝜇1ℎ𝑛
(1)(𝜌)𝑎𝑛 = 𝜇1𝑗𝑛(𝜌)      (2.2.43) 

 

parte imaginaria:  𝜇1𝜋𝑛 [
[𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´

𝜌
− 𝑏𝑛

[𝜌ℎ𝑛
(1)

(𝜌)]´

𝜌
] = [𝜇m𝑐𝑛𝜋𝑛

[𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´

𝜌
] 

𝜇1[𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´ − 𝑏𝑛𝜇1[𝜌ℎ𝑛
(1)(𝜌)]´ = 𝜇m𝑐𝑛[𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´ 

𝜇m[𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´𝑐𝑛+𝜇1[𝜌ℎ𝑛
(1)(𝜌)]′𝑏𝑛 = 𝜇1[𝜌𝑗𝑛(𝜌)]´ ,    (2.2.44) 

evaluando ecuaciones (2.2.33), (2.2.34), (2.2.43) y (2.2.44) en 𝑟 = 𝑎 y realizando el siguiente cambio de 

variable para introducir un parámetro de tamaño 𝑥 e índice de refracción relativo m𝑥 entonces [11] 

𝑥 = k𝑎 =
2𝜋n𝑎

𝜆
  ;  m𝑥 = [

k1

k
] k𝑎 = k1𝑎 

entonces 

 

𝑗𝑛(m𝑥)𝑐𝑛 + ℎ𝑛
(1)(𝑥)𝑏𝑛 = 𝑗𝑛(𝑥)     (2.2.45) 

[m𝑥𝑗𝑛(m𝑥)]´𝑑𝑛 + m [𝑥ℎ𝑛
(1)(𝑥)]

′
𝑎𝑛 = m[𝑥𝑗𝑛(𝑥)]´  (2.2.46) 

𝜇m𝑗𝑛(m𝑥)𝑑𝑛 + 𝜇1ℎ𝑛
(1)(𝑥)𝑎𝑛 = 𝜇1𝑗𝑛(𝑥)   (2.2.47) 

𝜇[m𝑥𝑗𝑛(m𝑥)]′𝑐𝑛 + 𝜇1[𝑥ℎ𝑛
(1)(𝑥)]′𝑏𝑛 = 𝜇1[𝑥𝑗𝑛(𝑥)]´.   (2.2.48) 

Se resuelven simultáneamente dichas ecuaciones solo para los coeficientes de interés que son los de 

esparcimiento de la onda, obteniéndose [11 - 12] 
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𝑎𝑛 =
𝜇m2𝑗𝑛(m𝑥)[𝑥𝑗𝑛(𝑥)]′−𝜇1𝑗𝑛(𝑥)[m𝑥𝑗𝑛(m𝑥)]′

𝜇m2𝑗𝑛(m𝑥)[𝑥ℎ𝑛
(1)

(𝑥)]
′
−𝜇1ℎ𝑛

(1)
(𝑥)[m𝑥𝑗𝑛(m𝑥)]′

   (2.2.49) 

 

𝑏𝑛 =
𝜇1𝑗𝑛(m𝑥)[𝑥𝑗𝑛(𝑥)]′−𝜇𝑗𝑛(𝑥)[m𝑥𝑗𝑛(m𝑥)]′

𝜇1𝑗𝑛(m𝑥)[𝑥ℎ𝑛
(1)

(𝑥)]
′
−𝜇ℎ𝑛

(1)
(𝑥)[m𝑥𝑗𝑛(m𝑥)]′

   (2.2.50) 

aplicando cambio de variable en término de funciones  Ricatti-Bessel,  suponiendo que la permeabilidad 

de la partícula es similar a la del medio [11 - 12] 

 

   𝑎𝑛 = [
mm𝑗𝑛(m𝑥)[𝑥𝑗𝑛(𝑥)]′−𝑗𝑛(𝑥)[m𝑥𝑗𝑛(m𝑥)]′

mm𝑗𝑛(m𝑥)[𝑥ℎ𝑛
(1)

(𝑥)]
′
−ℎ𝑛

(1)
(𝑥)[m𝑥𝑗𝑛(m𝑥)]′

]
𝑥

𝑥
=

m(m𝑥𝑗𝑛(m𝑥))[𝑥𝑗𝑛(𝑥)]′−(𝑥𝑗𝑛(𝑥))[m𝑥𝑗𝑛(m𝑥)]′

m(m𝑥𝑗𝑛(m𝑥))[𝑥ℎ𝑛
(1)

(𝑥)]
′
−(𝑥ℎ𝑛

(1)
(𝑥))[m𝑥𝑗𝑛(m𝑥)]′

  

𝑎𝑛 =
m𝜓𝑛(m𝑥)𝜓𝑛

′ (𝑥)−𝜓𝑛(𝑥)𝜓𝑛
′ (m𝑥)

m𝜓𝑛(m𝑥)𝜉𝑛
′ (𝑥)−𝜉𝑛(𝑥)𝜓𝑛

′ (m𝑥)
    (2.2.51) 

 

𝑏𝑛 = [
𝑗𝑛(m𝑥)[𝑥𝑗𝑛(𝑥)]′−𝑗𝑛(𝑥)[m𝑥𝑗𝑛(m𝑥)]′

𝑗𝑛(m𝑥)[𝑥ℎ𝑛
(1)

(𝑥)]
′
−ℎ𝑛

(1)
(𝑥)[m𝑥𝑗𝑛(m𝑥)]′

]
m𝑥

m𝑥
=

(m𝑥𝑗𝑛(m𝑥))[𝑥𝑗𝑛(𝑥)]′−m(𝑥𝑗𝑛(𝑥))[m𝑥𝑗𝑛(m𝑥)]′

(m𝑥𝑗𝑛(m𝑥))[𝑥ℎ𝑛
(1)

(𝑥)]
′
−m(𝑥ℎ𝑛

(1)
(𝑥))[m𝑥𝑗𝑛(m𝑥)]′

   

𝑏𝑛 =
𝜓𝑛(m𝑥)𝜓𝑛

′ (𝑥)−m𝜓𝑛(𝑥)𝜓𝑛
′ (m𝑥)

𝜓𝑛(m𝑥)𝜉𝑛
′ (𝑥)−m𝜉𝑛(𝑥)𝜓𝑛

′ (m𝑥)
   (2.2.52) 

 

Donde   𝜓𝑛(𝑥) =  𝑥𝑗𝑛(𝑥) ,  𝜓𝑛(m𝑥) =  m𝑥𝑗𝑛(m𝑥) , 𝜓𝑛
′ (𝑥) = [𝑥𝑗𝑛(𝑥)]′ , 𝜓𝑛

′ (m𝑥) = [m𝑥𝑗𝑛(m𝑥)]′ 

y  𝜉𝑛(𝑥) = 𝑥ℎ𝑛
(1)(𝑥) ,  𝜉𝑛

′ (𝑥) = [𝑥ℎ𝑛
(1)(𝑥)]

′
 

note que los coeficientes de esparcimiento 𝑎𝑛 y 𝑏𝑛 , dados por las ecuaciones (2.2.51) y (2.2.52), tienden 

a desaparecer conforme m → 1 y la física indica que el esparcimiento se desvanece conforme la partícula 

tiende a desvanecerse. 

Una vez definidos los coeficientes de los campos electromagnéticos en esparcimiento se está en la 

posibilidad de definir las secciones transversales de área, tanto de extinción, esparcimiento y absorción. 

2.3 Matriz de esparcimiento. 

Tomando la luz incidente polarizada en el eje 𝑥 y la luz de esparcimiento, en un mismo origen de 

referencia, se observa la proyección de componentes de la luz incidente respecto la luz esparcida. Como 

se ve en la Figura 2.3.1 [11] 
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Figura 2.3.1 

 Proyección de componentes entre la luz incidente y la luz en esparcimiento. 

Definiendo la ecuación de la onda incidente como [11] 

 𝐄𝒆𝒏𝒕 = (𝐸𝑂∥ê∥i + 𝐸𝑂⊥ê⊥i)𝑒𝑖(k𝑧−𝜔𝑡) ,    (2.3.1) 

donde los vectores ortonormales, realizando la proyección de ê∥i y  ê⊥i sobre los versores êx , êy 

 ê∥i = 𝑐𝑜𝑠 𝜙 êx + 𝑠𝑒𝑛 𝜙êy     (2.3.2) 

 ê⊥i = 𝑐𝑜𝑠  (
3

4
𝜋 + 𝜙)êx +  𝑠𝑒𝑛 (

3

4
𝜋 + 𝜙) êy = 𝑠𝑒𝑛 𝜙êx − 𝑐𝑜𝑠 𝜙êy (2.3.3) 

De la regla de la mano derecha se tiene que   

  ê⊥i ×  ê∥i =  êz      (2.3.4) 

Realizando la proyección de ê∥i y  ê⊥i sobre los versores êr, êθ , êϕ 

     ê∥i = 𝑠𝑒𝑛 θ êr + cos θ êθ       (2.3.5) 

ê⊥i = −ê𝜙        (2.3.6) 

Sea  𝑥  y  𝑦  las componentes del campo incidente, denotadas como 𝐸𝑥𝑖
 y 𝐸𝑦𝑖

, respectivamente. Entonces 

las componentes paralela y perpendicular del campo incidente son definidas como 

    E∥i = 𝑐𝑜𝑠 𝜙 𝐸𝑥𝑖
+ 𝑠𝑒𝑛 𝜙𝐸𝑦𝑖

       (2.3.7) 

   E⊥i = 𝑠𝑒𝑛 𝜙𝐸𝑥𝑖
− 𝑐𝑜𝑠 𝜙𝐸𝑦𝑖

 ,       (2.3.8) 
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a distancias muy lejanas respecto del origen, k𝑟 ≫ 1 el campo en esparcimiento es aproximadamente 

transverso, es decir êr ∙ 𝐄𝒆𝒔𝒑 ≈ 0 [11] Por lo tanto en la región lejana dicho campo puede ser escrito 

como 

   𝐄𝒆𝒔𝒑 = 𝐸∥𝑠ê∥s + 𝐸⊥𝑠ê⊥s = 𝐸∥𝑠êθ − 𝐸⊥𝑠ê𝜙     (2.3.9) 

Donde    ê∥s = êθ ,  ê⊥s = −ê𝜙 ,   ê⊥s  ×  ê∥s = êr 

Notar además que ê∥s, ê⊥s  son los versores paralelo y perpendicular al plano de esparcimiento. Debido a 

las condiciones de frontera, ecuación (2.2.20), la amplitud del campo en esparcimiento es función lineal 

de la amplitud del campo incidente, la relación de amplitudes incidente y de esparcimiento se puede 

representar en forma matricial, esta matriz se le conoce como Matriz de esparcimiento y está definida 

como [11] 

    (
𝐸∥𝑒𝑠𝑝

𝐸⊥𝑒𝑠𝑝

) =
𝑒𝑖𝜌

−𝑖𝜌
(

𝑆2 𝑆3

𝑆4 𝑆1
) (

𝐸∥𝑒𝑛𝑡

𝐸⊥𝑒𝑛𝑡

)     (2.3.10) 

Donde los elementos 𝑆𝑗  (𝑗 = 1,2,3,4) son las amplitudes de la matriz de esparcimiento y estarán en 

función del ángulo de esparcimiento θ como del ángulo acimutal 𝜙 .  

Partiendo de la representación en campo lejano, ecuación (2.2.18) 

𝐄𝒆𝒔𝒑 = ∑ 𝐸𝑛(𝑖𝑎𝑛𝐍P1n
(3)

− 𝑏𝑛𝐌I1n
(3)

)∞
𝑛=1      (2.3.11) 

Sustituyendo las bases vectoriales en funciones de Hankel se obtiene: 

𝐄𝒆𝒔𝒑 = ∑ 𝐸𝑛{𝑖𝑎𝑛[𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜏𝑛
[𝜌ℎ𝑛

(1)
(𝜌)]´

𝜌
𝒆𝜽  ̂ − 𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜋𝑛

[𝜌ℎ𝑛
(1)

(𝜌)]´

𝜌
𝒆𝝓]̂ − 𝑏𝑛[𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜋𝑛ℎ𝑛

(1)(𝜌)𝒆𝜽̂ −∞
𝑛=1

𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜏𝑛 ℎ𝑛
(1)(𝜌)𝒆𝝓̂]}        

𝐄𝒆𝒔𝒑 =  ∑ 𝐸𝑛{[𝑖𝑎𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜏𝑛
[𝜌ℎ𝑛

(1)
(𝜌)]´

𝜌
− 𝑏𝑛𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜋𝑛ℎ𝑛

(1)
(𝜌)]𝒆𝜽  ̂– [𝑖𝑎𝑛𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜋𝑛

[𝜌ℎ𝑛
(1)

(𝜌)]´

𝜌
−∞

𝑛=1

                     𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜏𝑛 ℎ𝑛
(1)

(𝜌)]𝒆𝝓̂}                   (2.3.12) 

Asumiendo que los campos en esparcimiento son uniformemente convergentes y además convergen 

rápidamente después de 𝑛𝑐  términos, donde se satisface 𝜌 = k𝑟 ≫ 𝑛𝑐  

Desarrollando las derivadas dentro de la sumatoria de la ecuación (2.3.12) se observa lo siguiente   

      [𝜌ℎ𝑛
(1)

(𝜌)]´ = ℎ𝑛
(1)

(𝜌) + 𝜌[ℎ𝑛
(1)

(𝜌)]′    (2.3.13)  

Sustituyendo ecuación (2.3.13) en ecuación (2.3.12) y tomando las componentes polar y acimutal: 

  {𝑖𝑎𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜏𝑛[
ℎ𝑛

(1)
(𝜌)

𝜌
+

𝜌[ℎ𝑛
(1)

(𝜌)]
′

𝜌
] − 𝑏𝑛𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜋𝑛ℎ𝑛

(1)
(𝜌)}𝒆𝜽  ̂   (2.3.14) 
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    {𝑖𝑎𝑛𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜋𝑛[
ℎ𝑛

(1)
(𝜌)

𝜌
+

𝜌[ℎ𝑛
(1)

(𝜌)]
′

𝜌
] − 𝑏𝑛𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜏𝑛 ℎ𝑛

(1)
(𝜌)}𝒆𝝓̂   (2.3.15) 

Sustituyendo las aproximaciones de las funciones de Hankel de tercer orden definidas a continuación 

[11],  

ℎ𝑛
(1)

(𝜌) ≈
(−𝑖)𝑛𝑒𝑖𝜌

𝑖𝜌
, 𝜌 ≫ 𝑛𝑐

2 ,      

  

[ℎ𝑛
(1)

(𝜌)]′ ≈
(−𝑖)𝑛𝑒𝑖𝜌

𝜌
, 𝜌 ≫ 𝑛𝑐

2  ,     

   

en ecuaciones (2.3.14) y (2.3.15), resulta 

    {𝑖𝑎𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜏𝑛[
(−𝑖)𝑛𝑒𝑖𝜌

𝑖𝜌2 +
(−𝑖)𝑛𝑒𝑖𝜌

𝜌
] − 𝑏𝑛𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜋𝑛

(−𝑖)𝑛𝑒𝑖𝜌

𝑖𝜌
}𝒆𝜽̂ ≈ {𝑖𝑎𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜏𝑛[

(−𝑖)𝑛𝑒𝑖𝜌

𝜌
] −

                𝑏𝑛𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜋𝑛
(−𝑖)𝑛𝑒𝑖𝜌

𝑖𝜌
}𝒆𝜽̂           (2.3.16) 

 {𝑖𝑎𝑛𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜋𝑛[
(−𝑖)𝑛𝑒𝑖𝜌

𝑖𝜌2 +
(−𝑖)𝑛𝑒𝑖𝜌

𝜌
] − 𝑏𝑛𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜏𝑛

(−𝑖)𝑛𝑒𝑖𝜌

𝑖𝜌
}𝒆𝝓̂ ≈ {𝑖𝑎𝑛𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜋𝑛[

(−𝑖)𝑛𝑒𝑖𝜌

𝑖𝜌
] −

                  𝑏𝑛𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜏𝑛
(−𝑖)𝑛𝑒𝑖𝜌

𝑖𝜌
}𝒆𝝓̂           (2.3.17) 

Las ecuaciones (2.3.16) y (2.3.17) se justifican en su aproximación ya que se considera 𝜌 ≫ 𝑛𝑐
2 ; ahora el 

campo eléctrico en esparcimiento (ec. (2.3.12)) se puede expresar en términos de estas aproximaciones;  

manipulando algebraicamente los términos imaginarios, se obtiene: 

𝐄𝒆𝒔𝒑~ ∑ 𝐸𝑛[{𝑖𝑎𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜏𝑛
(−𝑖)𝑛𝑒𝑖𝜌

𝜌
− 𝑏𝑛𝑐𝑜𝑠 𝜙𝜋𝑛

(−𝑖)𝑛𝑒𝑖𝜌

𝑖𝜌
}𝒆𝜽̂ − {𝑖𝑎𝑛𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜋𝑛

(−𝑖)𝑛𝑒𝑖𝜌

𝑖𝜌
−∞

𝑛=1

𝑏𝑛𝑠𝑒𝑛 𝜙𝜏𝑛
(−𝑖)𝑛𝑒𝑖𝜌

𝑖𝜌
}𝒆𝝓̂]    

~ ∑ [𝐸𝑛{
(−𝑖)𝑛𝑒𝑖𝜌

𝜌
𝑐𝑜𝑠 𝜙𝑖𝑎𝑛𝜏𝑛 +

(−𝑖)𝑛𝑒𝑖𝜌

𝜌
𝑐𝑜𝑠 𝜙𝑖𝑏𝑛𝜋𝑛}𝒆𝜽̂ − 𝐸𝑛{

(−𝑖)𝑛𝑒𝑖𝜌

𝜌
𝑠𝑒𝑛 𝜙𝑖𝑎𝑛𝜋𝑛 +∞

𝑛=1

(−𝑖)𝑛𝑒𝑖𝜌

𝜌
𝑠𝑒𝑛 𝜙𝑖𝑏𝑛𝜏𝑛}𝒆𝝓̂]   

~ ∑ [𝐸0
2𝑛+1

𝑛(𝑛+1)

𝑖𝑛(−𝑖)𝑛𝑒𝑖𝜌

𝜌
𝑐𝑜𝑠𝜙{𝑖𝑎𝑛𝜏𝑛  + 𝑖𝑏𝑛𝜋𝑛}𝒆𝜽̂ − 𝐸0

2𝑛+1

𝑛(𝑛+1)

𝑖𝑛(−𝑖)𝑛𝑒𝑖𝜌

𝜌
𝑠𝑒𝑛 𝜙{𝑖𝑎𝑛𝜋𝑛 + 𝑖𝑏𝑛 𝜏𝑛}𝒆𝝓̂]∞

𝑛=1   

 

Ya que  𝐸𝑛 = 𝐸0
2𝑛+1

𝑛(𝑛+1)
𝑖𝑛 ,  

 

𝐄𝒆𝒔𝒑~𝐸0 ∑ [
2𝑛+1

𝑛(𝑛+1)

𝑖𝑒𝑖𝜌

𝜌
𝑐𝑜𝑠𝜙{𝑎𝑛𝜏𝑛  + 𝑏𝑛𝜋𝑛}𝒆𝜽̂ −

2𝑛+1

𝑛(𝑛+1)

𝑖𝑒𝑖𝜌

𝜌
𝑠𝑒𝑛 𝜙{𝑎𝑛𝜋𝑛 + 𝑏𝑛 𝜏𝑛}𝒆𝝓̂]∞

𝑛=1   
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𝐄𝒆𝒔𝒑~𝐸0
𝑖𝑒𝑖𝜌

𝜌
∑ [

2𝑛+1

𝑛(𝑛+1)
𝑐𝑜𝑠𝜙{𝑎𝑛𝜏𝑛  + 𝑏𝑛𝜋𝑛}𝒆∥̂ +

2𝑛+1

𝑛(𝑛+1)
𝑠𝑒𝑛 𝜙{𝑎𝑛𝜋𝑛 + 𝑏𝑛 𝜏𝑛}𝒆⊥̂]∞

𝑛=1    (2.3.18) 

La ecuación (2.3.18) se obtuvo considerando que: 𝑖𝑛(−𝑖𝑛) = −𝑖2𝑛 = −(−1)𝑛 = 1 , además de 

factorizar el término imaginario que aparece multiplicando a los coeficientes de esparcimiento Mie de 

ambas componentes. 

El campo eléctrico representado en términos de sus componentes polar y acimutal se observa a 

continuación:  

                                                      𝐄𝒆𝒔𝒑𝜃
~𝐸0 [

𝑒𝑖𝜌

−𝑖𝜌
] 𝑐𝑜𝑠𝜙 ∑ [

2𝑛+1

𝑛(𝑛+1)
{𝑎𝑛𝜏𝑛  + 𝑏𝑛𝜋𝑛}𝒆𝜽̂𝒏      (2.3.19) 

                                                      𝐄𝒆𝒔𝒑𝜙
~ − 𝐸0 [

𝑒𝑖𝜌

−𝑖𝜌
] 𝑠𝑒𝑛𝜙 ∑ [

2𝑛+1

𝑛(𝑛+1)
{𝑎𝑛𝜋𝑛 + 𝑏𝑛 𝜏𝑛}𝒆𝝓̂𝒏        (2.3.20)  

o bien [11] 

𝐄𝒆𝒔𝒑𝜽
~𝐸0

𝑒𝑖𝜌

−𝑖𝜌
cos 𝜙 𝑆2(cos 𝜃)         

  

𝐄𝒆𝒔𝒑𝝓
~ − 𝐸0

𝑒𝑖𝜌

−𝑖𝜌
𝑠𝑒𝑛 𝜙 𝑆1(cos 𝜃)      

  

donde  

 𝑆1 = ∑
2𝑛+1

𝑛(𝑛+1)
(𝑎𝑛𝜋𝑛 + 𝑏𝑛𝜏𝑛)𝒆𝜽̂

∞
𝑛=1       (2.3.21) 

      

𝑆2 = ∑
2𝑛+1

𝑛(𝑛+1)
(𝑎𝑛𝜏𝑛 + 𝑏𝑛𝜋𝑛)𝒆𝝓̂

∞
𝑛=1       (2.3.22) 

La relación entre amplitudes entre los campos eléctricos incidente y esparcido será a través de la 

ecuación (2.3.10)  

 (
𝐸∥𝑒𝑠𝑝

𝐸⊥𝑒𝑠𝑝

) =
𝑒𝑖𝜌

−𝑖𝜌
(

𝑆2 0
0 𝑆1

) (
𝐸∥𝑒𝑛𝑡

𝐸⊥𝑒𝑛𝑡

)     (2.3.23) 

de la función generatriz para 𝑚 = 1 , se obtiene [11] 

    

     𝜋𝑛(1) = 𝜏𝑛(1) =
𝑑𝑃𝑛

𝑑𝜇
⌋

𝜇=1
     (2.3.24) 

 

y como los polinomios de Legendre 𝑃𝑛 tienen la propiedad convergente en cos 𝜃 = 1, 
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     𝜋𝑛(1) = 𝜏𝑛(1) =
𝑛(𝑛+1)

2
 ,     (2.3.25) 

evaluando ecuaciones (2.3.21) y (2.3.22) en 𝜃 = 0 y considerando la ecuación (2.3.25): 

  𝑆2(0o) = 𝑆1(0o) = 𝑆(0o) =
1

2
∑

2𝑛+1

𝑛(𝑛+1)
𝑛(𝑛 + 1)(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛) =

1

2
∑ (2𝑛 + 1)(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)∞

𝑛=1
∞
𝑛=1 .  (2.3.26) 

De la ecuación (2.3.26) se deduce que ambas componentes, tanto la polar como acimutal, toman el 

mismo valor si son evaluadas en un ángulo polar 𝜃 = 0 o si el cos 𝜃 = 1. 

2.4 Secciones de área transversal de extinción, esparcimiento y absorción. 

Usando el Teorema óptico que define la sección transversal de extinción como la razón entre la energía 

total 𝑊𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 (suma de las energías de absorción y esparcimiento) y la irradiancia incidente [11], y al 

mismo tiempo definiendo en la dirección del eje 𝑥 , un vector de amplitud en esparcimiento genérico 𝐗 , 

se obtiene la sección transversal de extinción, en la dirección 𝜃 = 0  , como: 

𝜎𝑒𝑥𝑡 =
𝑊𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙

𝐼𝑖𝑛𝑐
=

4𝜋

k2
𝐑𝐞{(𝐗 ∙ 𝐞̂𝐱)θ=0} 

Entonces, de la ecuación (2.3.26) se obtiene: 

    𝜎𝑒𝑥𝑡 =
4𝜋

k2 𝐑𝐞{𝑆(0o)} =
2𝜋

k2
{∑ (2𝑛 + 1)𝐑𝐞(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)∞

𝑛=1 }    (2.4.1) 

La sección transversal de esparcimiento 𝜎𝑒𝑠𝑝 se obtiene integrando la potencia total esparcida sobre el 

ángulo sólido 4𝜋, entonces [2] 

    𝜎𝑒𝑠𝑝 =
2𝜋

k2 ∫ 𝑠𝑒𝑛 𝜃𝑑𝜃[|𝑆1(𝜃)|2 + |𝑆2(𝜃)|2]
𝜋

0
     (2.4.2) 

Sustituyendo ecuación (2.3.21)  y (2.3.22) en ecuación (2.4.2), resulta 

 𝜎𝑒𝑠𝑝 =
𝜋

k2 ∫ 𝑠𝑒𝑛 𝜃𝑑𝜃 ∑ [
2𝑛+1

𝑛(𝑛+1)
]2[|𝑎𝑛𝜋𝑛 + 𝑏𝑛𝜏𝑛|2 + |𝑎𝑛𝜏𝑛 + 𝑏𝑛𝜋𝑛|2]𝑛

𝜋

0
     

   

        =
𝜋

k2 ∫ 𝑠𝑒𝑛 𝜃𝑑𝜃 ∑ [
2𝑛+1

𝑛(𝑛+1)
]2[|𝑎𝑛|2|𝜋𝑛|2 + |𝑏𝑛|2|𝜏𝑛|2 + |𝑎𝑛|2|𝜏𝑛|2 + |𝑏𝑛|2|𝜋𝑛|2]𝑛

𝜋

0
  

       =
𝜋

k2 ∫ 𝑠𝑒𝑛 𝜃𝑑𝜃 ∑ [
2𝑛+1

𝑛(𝑛+1)
]2[|𝑎𝑛|2|𝜏𝑛|2 + |𝑏𝑛|2|𝜏𝑛|2 + |𝑎𝑛|2|𝜋𝑛|2 + |𝑏𝑛|2|𝜋𝑛|2]𝑛

𝜋

0
  

        =
𝜋

k2 ∫ 𝑠𝑒𝑛 𝜃𝑑𝜃 ∑ [
2𝑛+1

𝑛(𝑛+1)
]2[(|𝑎𝑛|2 + |𝑏𝑛|2)|𝜏𝑛|2 + (|𝑎𝑛|2 + |𝑏𝑛|2)|𝜋𝑛|2]𝑛

𝜋

0
  

      

    =
𝜋

k2 ∫ 𝑠𝑒𝑛 𝜃𝑑𝜃 ∑ [
2𝑛+1

𝑛(𝑛+1)
]2[(|𝑎𝑛|2 + |𝑏𝑛|2)(|𝜏𝑛|2 + |𝜋𝑛|2)]𝑛

𝜋

0
    (2.4.3) 

 

Reordenando términos en la ecuación (2.4.3) 
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        𝜎𝑒𝑠𝑝 =
𝜋

k2
∑ [

2𝑛+1

𝑛(𝑛+1)
]2[(|𝑎𝑛|2 + |𝑏𝑛|2)] ∫ (|𝜏𝑛|2 + |𝜋𝑛|2)𝑠𝑒𝑛 𝜃𝑑𝜃

𝜋

0𝑛     

        𝜎𝑒𝑠𝑝 =
𝜋

k2
∑ [

2𝑛+1

𝑛(𝑛+1)
]2[(|𝑎𝑛|2 + |𝑏𝑛|2)]

2[𝑛(𝑛+1)]2

 2𝑛+1𝑛        (2.4.4) 

La ecuación (2.4.4) se justifica por el conjunto ortogonal de funciones [2][11] 

∫ 𝑠𝑒𝑛 𝜃𝑑𝜃[𝜋𝑛𝜋𝑛′ + 𝜏𝑛𝜏𝑛′] =
2[𝑛(𝑛 + 1)]2

 2𝑛 + 1
|

𝑛=𝑛′

𝜋

0

 

∫ 𝑠𝑒𝑛 𝜃𝑑𝜃[𝜋𝑛𝜏𝑛′ + 𝜏𝑛𝜋𝑛′] = 0|𝑛≠𝑛′

𝜋

0

 

Eliminando términos semejantes en la ecuación (2.4.4) se obtiene: 

 𝜎𝑒𝑠𝑝 =
2𝜋

k2
∑ (2𝑛 + 1)(|𝑎𝑛|2 + |𝑏𝑛|2)∞

𝑛=1     (2.4.5) 

De las ecuaciones (2.4.1) y (2.4.5) se pueden obtener los parámetros de eficiencia de extinción y 

esparcimiento, con solo dividir estas ecuaciones entre una sección transversal total geométrica definida 

como 𝜎𝑔𝑒𝑜𝑚 = 𝜋𝑎2 , (donde 𝑎 = radio de la partícula), resultando [2, 10, 12 – 14, 46 - 48]  

  𝑄𝑠 =
𝜎𝑠

𝜎𝑔𝑒𝑜𝑚
=

2

(k𝑎)2
∑ (2𝑛 + 1)(|𝑎𝑛|2 + |𝑏𝑛|2),∞

𝑛=1   (2.4.6) 

 𝑄𝑒𝑥𝑡 =
𝜎𝑒𝑥𝑡

𝜎𝑔𝑒𝑜𝑚
=

2

(k𝑎)2
∑ (2𝑛 + 1)𝐑𝐞(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛).∞

𝑛=1   (2.4.7) 

En el caso de que la partícula pueda absorber energía de la onda incidente, se puede obtener la 

eficiencia de absorción a través de la relación 

 𝑄𝑎𝑏𝑠 =
𝜎𝑎𝑏𝑠

𝜎𝑔𝑒𝑜𝑚
= 𝑄𝑒𝑥𝑡 − 𝑄𝑒𝑠𝑝.    (2.4.8) 

Las ecuaciones (2.4.6) a la (2.4.8) formaran parte de los coeficientes de extinción, esparcimiento y 

absorción dentro  del algoritmo de simulación Monte Carlo-Mie descrito en el capítulo 4. 
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Capítulo 3 

MÉTODO ESTADÍSTICO MONTE CARLO 

El método Monte Carlo, actualmente es considerado una herramienta estadística en el área de la 

investigación y sus inicios fueron dentro del área de la física. Posteriormente se aplico en diferentes 

campos tales como: química, biología, bioinformática,  por citar algunos. Debido a su base estadística lo 

hace un método muy flexible [15]. En la sección 3.1 se aborda una descripción cualitativa de los métodos 

Monte Carlo y cuasi Monte Carlo, en la 3.2 la simulación de variables aleatorias, en la 3.3 el sorteo de 

una variable continua y en la 3.4  un análisis del paso de fotones a través de un medio turbio.  

3.1 Método Monte Carlo y cuasi Monte Carlo. 

La esencia del método Monte Carlo es la experimentación con números aleatorios. El procedimiento 

usado consiste en diseñar juegos de azar con estos números, esperando obtener de su observación 

conclusiones útiles para la resolución del problema que se esté estudiando. Aunque se han publicado 

algunos trabajos relacionados con el método Monte Carlo que no han requerido el uso de 

computadoras, lo cierto es que la utilidad de este método se ha visto enormemente incrementada con el 

uso de las computadoras. 

Los métodos Monte Carlo suelen clasificarse en dos tipos: Probabilistas y Deterministas, en el primer 

caso se simulan números aleatorios, fenómenos que son aleatorios en su entorno natural. En este 

método no determinista se eligen números  de tal forma que reproduzcan la distribución de probabilidad 

de la población estudiada y de su observación para obtener una característica de la misma.  Por ejemplo 

la óptica, que es una rama de la física, suministra las funciones que rigen el esparcimiento de la luz como 

leyes. Si se reproducen estas leyes en funciones con números aleatorios se puede simular los procesos 

de esparcimiento de la luz en su entorno natural y poder obtener propiedades del mismo a través de un 

modelo teórico. En el método de Monte Carlo determinista se resuelven problemas que no son 

aleatorios a través de un modelo aleatorio preciso en cada caso. El método cuasi Monte Carlo es similar 

a su precedente con la excepción al momento de generar los números asociados a la función 

probabilística de avance y dirección, dicha generación no es en base a distribuciones aleatorias, en vez 

de esto se usan números deterministas diseñados especialmente para que estén bien distribuidos.  

El método Monte Carlo se ha usado en un gran número de investigaciones referentes al cambio 

climático, esto por su gran potencial para describir fenómenos probabilísticos [15-32]. 

3.2 Simulación de variables aleatorias. 

El término simulación se entiende como la experimentación sobre un modelo de cierto sistema, de cara 

a predecir el comportamiento del mismo. Si el proceso de simulación conlleva la generación de números 

aleatorios se suele llamar simulación por Monte Carlo. Se debe tener presente que el objetivo de la 

simulación es extraer conclusiones sobre cierto sistema real sin necesidad de experimentar directamente 

sobre el sistema en cuestión [15, 33-34]. 
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3.2.1 Simulación de variables continúas. 

Se dice que una variable aleatoria ξ es continua si se puede tomar cualquier valor comprendido en un 

intervalo (𝑎, 𝑏). Toda variable continua ξ queda definida si se da el intervalo (𝑎, 𝑏) que contiene los 

valores posibles de esta variable y se asigna la función 𝒑(𝑥) que lleva el nombre de densidad de 

probabilidad de la variable aleatoria ξ (o densidad de distribución de ξ). El significado real de la función 

𝒑(𝑥) es el siguiente: sea (𝑎′, 𝑏′) un intervalo cualquiera contenido en (𝑎, 𝑏) (es decir 𝑎 ≤ 𝑎′ y 𝑏′ ≤ 𝑏); 

entonces la probabilidad de que ξ tome un valor perteneciente al intervalo (𝑎′, 𝑏′) es igual a la integral 

[33] 

𝐏{𝑎′ < ξ < 𝑏′} = ∫ 𝒑(𝑥)𝑑𝑥,
𝑏′

𝑎′
    (3.2.1) 

El conjunto de valores de ξ puede tomar un intervalo cualquiera. Puede darse incluso el caso de que 𝑎 =

∞ y también de que 𝑏 = −∞. En cambio, la densidad 𝒑(𝑥) debe de cumplir dos condiciones: 

1. La densidad 𝒑(𝑥)  deberá ser positiva: 

 𝒑(𝑥) > 0.     (3.2.2) 

2. La integral de la densidad 𝒑(𝑥)  correspondiente a todo el intervalo (𝑎, 𝑏) deberá ser igual a  

 ∫ 𝒑(𝑥)𝑑𝑥 = 1.
𝑏

𝑎
    (3.2.3) 

Otra ecuación estadística asociada a este método se denomina esperanza matemática de la variable 

aleatoria continua al número, y se describe como: 

 𝐌ξ = ∫ 𝒙𝒑(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
    (3.2.4) 

    

3.3 Sorteo de una variable continúa. 

Supóngase que ahora se debe obtener valores de una variable aleatoria ξ distribuida con la densidad de 

probabilidad p(x) en el intervalo (𝑎, 𝑏). 

Se demostrará que lo valores de ξ se pueden determinar de la ecuación [33] 

  ∫ 𝒑(𝑥)𝑑𝑥 = 𝛾,
ξ

𝑎
     (3.3.1) 

Es decir: que escogido el valor de 𝛾 es preciso resolver la integral (3.3.1) para hallar el valor de ξ. Para 

demostrar esta afirmación considérese la función 

𝒚 = ∫ 𝒑(𝑥)𝑑𝑥.
x

𝑎
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De las propiedades generales de la densidad (3.2.1) y (3.2.2), resulta que 

     𝑦(𝑎) = 0, y 𝑦(𝑏) = 1 

y que la derivada 𝑦′(x) = 𝐩(x) > 0. 

Por lo tanto, la función 𝑦(x) crece monótonamente de 0 a 1 , como se observa en la Figura 3.3.1 [16]. 

 
Figura 3.3.1  

Función y(x) creciente monótonamente de 0 a 1. 

Debido a esto toda recta 𝑦 = 𝛾 , donde 0 < 𝛾 < 1 , corta el gráfico en 𝑦 = 𝑦(x) en un punto único cuya 

abscisa se toma precisamente igual a ξ . Es decir, la ecuación (3.3.1) tiene siempre solución y esta 

solución es única. Tomando ahora un intervalo (𝑎′, 𝑏′) contenido en (𝑎, 𝑏). A los puntos 

       𝑎′ < x < 𝑏′, 

de este intervalo corresponden las coordenadas de la curva 𝑦 = 𝑦(x) que satisfacen la desigualdad  

 𝑦(𝑎′) < 𝑦 < 𝑦(𝑏′). 

Por eso si ξ pertenece al intervalo  𝑎′ < x < 𝑏′, resulta que 𝛾 pertenece al intervalo 𝑦(𝑎′) < 𝑦 < 𝑦(𝑏′), 

y viceversa. Tal y como se observa en la Figura 3.3.2  [33], 
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Figura 3.3.2  

Correlación de intervalos que relacionan valores de 𝛾 y 𝜉. 

luego  

𝐩{𝑎′ < ξ < 𝑏′} = 𝐩{𝑦(𝑎′) < 𝛾 < 𝑦(𝑏′)}. 

Puesto que 𝛾 esta distribuida uniformemente en (0 , 1) , tenemos 

𝐩{𝑦(𝑎′) < 𝛾 < 𝑦(𝑏′)} = 𝑦(𝑏′) − 𝑦(𝑎′) = ∫ 𝒑(𝑥)𝑑𝑥,
𝑏′

𝑎′

 

y esto significa precisamente que la variable aleatoria ξ , raíz de la ecuación (3.3.1), tiene densidad de 

probabilidad 𝐩(x). Definiendo una variable aleatoria distribuida en el intervalo (0 ,∞) con una densidad 

de distribución definida como[19][33] 

𝒑(𝑥) = 𝜎𝑘𝐞−𝜎𝑘x,    (3.3.2) 

la ecuación (3.3.2) se le conoce como densidad de distribución exponencial, el perfil del comportamiento 

gráfico se muestra en la siguiente Figura 3.3.3 [33] , (donde se representan densidades para 𝜎𝑘 = 1 y 

𝜎𝑘 = 2).  
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Figura 3.3.3 

Perfil de la función de distribución exponencial 𝒑(𝑥). 

La esperanza matemática, o estimador, en un intervalo de avance ξ = 𝜆 , para este caso se define como: 

𝐌𝜆 = ∫ 𝑥𝒑(𝑥)𝑑𝑥
∞

0

= ∫ 𝑥𝜎𝑘𝐞−𝜎𝑘x𝑑𝑥
∞

0

. 

Integrando por partes (𝑢 = 𝑥 , 𝑑𝑣 = 𝜎𝐞−𝜎x𝑑𝑥), obtenemos, 

𝐌𝜆 = [−𝑥𝐞−𝜎𝑘x]0
∞ + ∫ 𝐞−𝜎𝑘x𝑑𝑥

∞

0
= [−

𝐞−𝜎x𝑘

𝜎𝑘
]0

∞ =
1

𝜎𝑘
.   (3.3.3) 

 

Al parámetro 𝜎𝑘 se le denomina flujo promedio de recorrido libre. La fórmula para el sorteo de 𝜆 se 

obtiene de la ecuación (3.3.1), si calculamos la integral del primer miembro de la ecuación citada resulta 

en, 

       1 − 𝐞−𝜎𝑘𝜆 = 𝛾, 

de donde resulta que, 

𝜆 = −
1

𝜎𝑘
ln(1 − 𝛾), 

Como no hay cambio de distribución de la variable en los casos 𝛾 y 1 − 𝛾 entonces podemos simplificar 

la expresión anterior como, 

 𝜆 = −
1

𝜎𝑘
ln(𝛾).    (3.3.4) 

 

La ecuación (3.3.4) se usará como fórmula para el sorteo del paso de fotones a través de un medio 

turbio. 
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3.4 Análisis del paso de fotones a través de un medio turbio. 

Supóngase una representación del medio turbio como una hipotética placa homogénea de grosor (0 <

𝑧 < ℎ) y de paredes de áreas infinitas en donde se impactan fotones provenientes de un pulso gaussiano 

de energía 𝐸0. Supóngase ahora que en  la trayectoria, dentro del medio turbio, pasa un tren formado 

por un gran número 𝜔𝑘 de fotones [33]. La interacción de este tren de fotones con el medio turbio se 

caracteriza en este caso por medio de dos constantes: sección de absorción 𝜎𝑐 y sección de esparcimiento 

𝜎𝑠 . La suma de estas dos secciones da origen a una tercera sección conocida como sección de extinción 

𝜎 = 𝜎𝑐 + 𝜎𝑠. El significado físico de las secciones se explica como sigue: al impactarse el tren de fotones, 

en un punto geométrico, con abscisa 𝑧𝑘 y dirección 𝜃𝑘 dentro del medio, tal y como se observa en la 

Figura 3.4.1 . Existe la probabilidad de que un promedio 𝜔𝑘(𝜎𝑐/𝜎) de fotones sea absorbido y la 

probabilidad de que un promedio 𝜔𝑘(𝜎𝑠/𝜎) de fotones sea esparcido. En caso de ser cierto esto último 

se agrega al contador la cantidad  𝜔𝑘 (𝜎𝑐/𝜎), de fotones absorbidos y se continua el análisis del tren 

esparcido; aceptando que todo el tren restante se mueve en una misma dirección [33]. 

 
 

Figura 3.4.1 

 Abscisa al siguiente punto de colisión de 

un avance del tren de fotones en el medio turbio 

 

El recorrido libre del tren de fotones, que hay entre un evento de esparcimiento y otro, se propone con 

una densidad de distribución exponencial (ecuación (3.3.4)) [33]. La abscisa al siguiente punto de colisión 

se muestra en la ecuación (3.4.1), donde 𝜇𝑘 = 𝑐𝑜𝑠𝜃   

𝑧𝑘+1 = 𝑧𝑘 + 𝜆𝑘𝜇𝑘 ,    (3.4.1) 
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Capítulo 4 

VECTOR UNITARIO MONTE CARLO-MIE 

Como ya se citó dentro del marco introductorio de este trabajo, la comunidad científica que se dedica al 

estudio del medio ambiente se ha esforzado en presentar vastos modelos de esparcimiento de luz. 

Algunos trabajos reportados, por citar algunos investigadores como: Zhensen Wu et al[35], Bissonnette 

L.R et al[36], Toublanc Dominique et al [37], Liaparinos, P.F. [38], Yuzaho Ma et al [39], Torres Garcian 

Eugenio et al [40], Pielsticker Lucas et al [41]. Proponen dentro de su modelado funciones aproximadas 

de fase simplificada, por citar dos ejemplos; se usa la función de Henyey-Greenstein o la función de 

distribución de Rutherford, para el esparcimiento las partículas esparcidoras de simetría esférica[42-63]. 

En este caso se propone considerar trabajar el modelado en todo su dominio analítico introduciendo 

parámetros asociados a las propiedades del medio, tales como índice de refracción relativo y 

dimensiones de los dispersores, buscando a su vez una simplificación dentro de las líneas del algoritmo 

para obtención de resultados de forma más rápida. En la sección 4.1 se aborda la propuesta del modelo 

Monte Carlo Mie, en la 4.2 la interpretación gráfica del plano transversal, en la sección 4.3 el perfil 

gráfico de los vectores transversos, en la sección 4.4 el perfil gráfico, en tres dimensiones (3D), de los 

vectores transversos; en la sección 4.5 la descripción del diagrama de flujo del algoritmo de 

programación y en la sección 4.6 la descripción a bloques del algoritmo.  

4.1 Modelo Monte Carlo Mie. 

Basándose en lo explicado en el capítulo 3 y capítulo 4 se propuso lo siguiente: 

 Asociar bases vectoriales de un campo eléctrico definido desde el modelo Mie, a la función de 

avance usada en el cálculo de la abscisa en el nuevo punto de colisión (ecuación(3.4.1)), 

generando un nuevo vector unitario de avance espacial proyectado en armónicos esféricos, 

donde la componente radial ha sido proyectada desde un eje polar, dentro del medio turbio, 

pero a diferencia de utilizar la función 𝜇𝑘 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 para la proyección, se propone una función en 

armónicos esféricos en términos funciones de Legendre, de orden 𝑚 = 1  para garantizar 

simetría acimutal [2][11]., garantizando una proyección de la componente radial 𝒆̂𝑟 . Es decir 

 𝜇𝑘1 = 𝑃𝑛
1(𝑐𝑜𝑠𝜃𝑘),       (4.1.1) 

 Ahora para la segunda y tercera componentes del vector unitario se propone asociarlas a los 

vectores de las componentes del campo en eléctrico en esparcimiento Mie; paralela  𝐸∥𝑠  [𝐍P1n
(3)

] 

y  perpendicular 𝐸⊥𝑒𝑠𝑝
 [𝐌I1n

(3)
]. Entonces la propuesta es una proyección en armónicos esféricos 

del vector unitario para ondas en esparcimiento, en términos de funciones de Legendre-Hankel 

asociadas a sus componentes del plano transverso. La proyección escalar de  la componente 𝒆 ̂𝜃  

se definió como: 
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   𝜇𝑘2 = ∑ {𝑖𝜏𝑛𝝃𝑛
′ − 𝜋𝑛𝝃𝑛}

𝑐𝑜𝑠𝜙

𝜌
∞
𝑛=1  ,     (4.1.2) 

 y en la componente −𝒆̂𝜙 , como 

 𝜇𝑘3 = ∑ {𝑖𝜋𝑛𝝃𝑛
′ − 𝜏𝑛𝝃𝑛}

𝑠𝑒𝑛𝜙

𝜌
∞
𝑛=1  ,      (4.1.3) 

 La idea del manejo de las ecuaciones propuestas (4.1.2) y (4.1.3) se basa en la propuesta de 

 Peing Qinqi et al. [64] para el estudio de retroesparcimiento de luz provocado por esferas 

 anisotrópicas, pero complementando la idea de este trabajo con la adición de un vector piloto 

 radial. Entonces la representación de un punto sobre una esfera dada por un vector unitario, 

 que se proyecta desde el eje polar, es  

 𝒗 = 𝑒̂𝑟𝑟𝑘+1 + 𝑒̂𝜃𝜃𝑘+1 − 𝑒̂𝜙𝜙
𝑘+1

= 

 𝑒̂𝑟(𝑟𝑘 +  𝜆𝑘𝜇𝑘1) +  𝑒̂𝜃(𝜃𝑘 +  𝜆𝑟𝑎𝑑𝜇𝑘2) − 𝑒̂𝜙(𝜙
𝑘

+ 𝜆𝑟𝑎𝑑𝜇𝑘3) .  (4.1.4) 

 Donde se proponen dos funciones de la distribución exponencial; una asociada al recorrido libre 

 entre eventos de esparcimiento como 

      𝜆𝑘 = −
1

𝜎
ln(𝛾) .       (4.1.5) 

 Y otra asociada a las direcciones de esparcimiento como 

 𝜆𝑟𝑎𝑑 = −
1

𝜎𝑟𝑎𝑑
ln(𝛾)        (4.1.6) 

Una representación grafica en el espacio de la onda esparcida en armónicos esféricos se observa en la 

Figura 4.1.1  [65] 

 

 
Figura 4.1.1  

Proyección en armónicos esféricos  de la abscisa al siguiente punto de colisión.. 
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el vector de avance propuesto en la ecuación (4.1.4); la estructura es similar a la que propuso Bradinath 

et al. [66], excepto que en este caso las bases vectoriales se cimentan sobre armónicos esféricos. A partir 

de este vector  se define una función de avance (de fotones) dentro del medio turbio quedando  valores 

aleatorios para la variable cenital 𝜇𝑘 = [−1, 1] y para la variable acimutal 𝜙 = [0, 2𝜋] y por supuesto 

dependiendo a su vez de la función de distribución propuesta 𝜆𝑘 , que en este caso es una función 

exponencial. 

Se comprueba la condición de que el medio turbio de grosor ℎ = ( ∞, ∞, 𝑧𝑘), ha sido atravesado  

 

      𝑟𝑘+1 + 𝜃𝑘+1 + 𝜙𝑘+1 > ℎ .    (4.1.7) 

Si esta condición se cumple concluye el análisis de la trayectoria del tren para ese sorteo y se 

incrementa, en uno, el contador de fotones que atraviesan el medio turbio. En caso contrario 

comprobamos la condición de reflexión 

 𝑟𝑘+1 + 𝜃𝑘+1 + 𝜙𝑘+1 < ℎ .    (4.1.8) 

Si esta condición se cumple concluye el análisis de la trayectoria del tren para ese sorteo y se 

incrementa, en uno, el contador de fotones que refleja el medio turbio. Si tampoco se cumple esta 

condición, es decir  

0 < 𝑟𝑘+1 + 𝜃𝑘+1 + 𝜙𝑘+1 < ℎ .    (4.1.9) 

Ello significa que el tren experimenta la (𝑘 + 1) − é𝑠𝑖𝑚𝑎 colisión dentro del mismo medio; habrá que 

sortear el destino del tren en su próxima colisión dentro del medio. 

Resta explicar cómo se escoge la dirección aleatoria del tren cuando se produce el esparcimiento. Como 

se establece una simetría esférica alrededor del eje 𝑧, esta dirección se determina plenamente  con solo 

indicar el ángulo  𝜃 del recorrido de avance del tren y el eje 𝑧 (ver figura 4.1.1). La condición de que 

todas las direcciones son igualmente probables es equivalente a la condición de que el coseno de este 

ángulo  (𝑐𝑜𝑠𝜃)  este uniformemente distribuido en el intervalo (-1, 1). 

Después de cada colisión, la cantidad de fotones en el tren disminuirá siendo el nuevo promedio igual a 

 𝜔𝑘+1 = 𝜔𝑘(𝜎𝑠/𝜎),     (4.1.10) 

 o bien, ya sea que una parte de los fotones del tren, se absorba como 

 𝜔𝑘(𝜎𝑐/𝜎).      (4.1.11) 

La variable 𝜔𝑘 suele denominarse  ponderación del fotón y en lugar de un tren formado por 𝜔𝑘 fotones, 

suele hablarse de un fotón ponderado 𝜔𝑘, donde éste se define como 𝜔𝑘 =  𝜔0 ∗ 𝜔𝑘(𝜎𝑠/𝜎𝑒). En donde 

la ponderación inicial 𝜔0 se asocia con una energía tipo gaussiana del pulso laser incidente. Es decir se 

asocia como una Función de Distribución Gaussiana Normalizada (𝐹𝐷𝐺), emulando el comportamiento  
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de un pulso laser Q-Switching. Además se consideró que tanto la sección de esparcimiento (coeficiente 

de esparcimiento) 𝜎𝑠 , como la sección de absorción (coeficiente de absorción) 𝜎𝑐 sean generadas 

usando las ecuaciones (2.4.6) y (2.4.7). Como valores iníciales para cada trayectoria se eligieron, de 

nuevo 

  𝜇0 = 1 y 𝜔0 = 𝐹𝐷𝐺. 

Definiendo las mismas probabilidades para los fotones esparcidos, reflejados y en absorción. En función 

de las  razones 

p+ ≅
N+

N
 , p− ≅

N−

N
 , p0 ≅

N0

N
    (4.1.12) 

Donde N+ es el número de fotones en esparcimiento que atraviesan al medio, N− es el número de 

fotones que se reflejan del medio, N0 es el número de fotones atrapados en el medio y  N es el total de 

fotones que incide al medio. 

4.2 Interpretación gráfica del plano transversal. 

El plano trasversal o transverso está formado por las componentes polar 𝝁𝑘2 y acimutal 𝝁𝑘3. La 

propuesta que sustenta este trabajo consiste en ubicar la dirección de esparcimiento de la onda a través 

del ángulo 𝜃 de la componente polar 𝝁𝑘2 el cual sería equivalente a la dirección angular del vector 

unitario de esparcimiento de la onda 𝒌̂𝑠 . A continuación se muestran los planos complejos asociados a 

cada componente del plano transverso.  

En la Figura 4.2.1 a) se observan por separado los planos complejos perpendiculares entre sí, que están 

asociados, omitiendo las sumatorias; a los fasores {𝑖𝜏𝑛𝝃
𝑛
′ − 𝜋𝑛𝝃

𝑛
} y {𝑖𝜋𝑛𝝃

𝑛
′ − 𝜏𝑛𝝃

𝑛
} , en la Figura 4.2.1 b) se 

observa la superposición de ambos planos ubicando cada uno la posición de su respectivo fasor  y a su 

vez ambos fasores, ortogonales entre sí, forman las componentes vectoriales del plano transversal a la 

dirección de esparcimiento de la onda; y en la Figura 4.2.1 c) se observa las componentes vectoriales  del 

plano transverso proyectadas sobre su plano acimutal, identificadas por las ecuaciones (4.1.2) y (4.1.3). 

4.3 Perfil gráfico de los vectores transversos.  

A continuación se muestra el perfil gráfico de las componentes escalares del plano transverso tomando 

el orden 𝑚 = 1 , tanto de la función generatriz de las funciones asociadas de Legendre, como de las 

funciones de Hankel.  
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Figura 4.2.1  

Representación gráfica de las componentes del Plano Transverso observando en los incisos: 

a) Planos  complejos de las componentes escalares: {𝑖𝜏𝑛𝝃
𝑛
′ − 𝜋𝑛𝝃

𝑛
}   y   {𝑖𝜋𝑛𝝃

𝑛
′ − 𝜏𝑛𝝃

𝑛
}. 

b) El plano transverso que se forma al superponer los planos complejos de ambos fasores. 

c) Vectores transversos definidos como: {𝑖𝜏𝑛𝝃𝑛
′ − 𝜋𝑛𝝃𝑛}

𝑐𝑜𝑠𝜙

𝜌
𝒆 ̂𝜃 y {𝑖𝜋𝑛𝝃𝑛

′ − 𝜏𝑛𝝃𝑛}
𝑠𝑒𝑛𝜙

𝜌
𝒆̂𝜙.   
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En la Figura 4.3.1 se muestra el perfil gráfico de la función |𝑖𝜋𝑛𝝃
𝑛
′ − 𝜏𝑛𝝃

𝑛
| variando el grado (índice de la 

sumatoria) en 𝑛 = 1 y  para los siguientes valores de distancia: 𝜌 = 1.75𝑚, 𝜌 = 2𝑚 y 𝜌 = 2.6𝑚 . 

 
Figura 4.3.1 

Perfil gráfico de la función |𝑖𝜋𝑛𝝃𝑛
′ − 𝜏𝑛𝝃𝑛| asociada al vector unitario acimutal, 

 para un índice n=1 y distancias 1.75, 2 y 2.6 mts. 

 

En la Figura 4.3.2 se muestra el perfil gráfico de la función |𝑖𝜏𝑛𝝃
𝑛
′ − 𝜋𝑛𝝃

𝑛
| variando el grado (índice de la 

sumatoria) en 𝑛 = 2 y para los siguientes valores de distancia: 𝜌 = 1.75𝑚, 𝜌 = 2𝑚 y 𝜌 = 2.6𝑚 .  

 
Figura 4.3.2 

Perfil gráfico de la función |𝑖𝜏𝑛𝝃𝑛
′ − 𝜋𝑛𝝃𝑛|asociada al vector unitario polar, 

 para un índice n=2 y distancias 1.75, 2 y 2.6 mts. 

 

En la Figura 4.3.3 se muestra el perfil gráfico de la función |𝑖𝜋𝑛𝝃
𝑛
′ − 𝜏𝑛𝝃

𝑛
| variando el grado (índice de la 

sumatoria) en 𝑛 = 3 y  para los siguientes valores de distancia: 𝜌 = 1.75𝑚, 𝜌 = 2𝑚 y 𝜌 = 2.6𝑚 . 

 
Figura 4.3.3 

Perfil gráfico de la función |𝑖𝜋𝑛𝝃𝑛
′ − 𝜏𝑛𝝃𝑛| asociada al vector unitario acimutal, 

 para un índice n=3 y distancias 1.75, 2 y 2.6 mts. 
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En la Figura 4.3.4 se muestra el perfil gráfico de la función |𝑖𝜏𝑛𝝃
𝑛
′ − 𝜋𝑛𝝃

𝑛
| variando el grado (índice de la 

sumatoria) en 𝑛 = 4 y para los siguientes valores de distancia: 𝜌 = 1.75𝑚, 𝜌 = 2𝑚 y 𝜌 = 2.6𝑚 .  

 
Figura 4.3.4 

Perfil gráfico de la función |𝑖𝜏𝑛𝝃𝑛
′ − 𝜋𝑛𝝃𝑛|asociada al vector unitario polar, 

 para un índice n=4 y distancias 1.75, 2 y 2.6 mts. 

 

En la Figura 4.3.5 se muestra el perfil gráfico de la función |𝑖𝜋𝑛𝝃
𝑛
′ − 𝜏𝑛𝝃

𝑛
| variando el grado (índice de la 

sumatoria) en 𝑛 = 5 y  para los siguientes valores de distancia: 𝜌 = 1.75𝑚, 𝜌 = 2𝑚 y 𝜌 = 2.6𝑚 . 

 
Figura 4.3.5 

Perfil gráfico de la función |𝑖𝜋𝑛𝝃𝑛
′ − 𝜏𝑛𝝃𝑛| asociada al vector unitario acimutal, 

 para un índice n=5 y distancias 1.75, 2 y 2.6 mts. 

 

En la Figura 4.3.6 se muestra el perfil gráfico de la función |𝑖𝜏𝑛𝝃
𝑛
′ − 𝜋𝑛𝝃

𝑛
| variando el grado (índice de la 

sumatoria) en 𝑛 = 6 y para los siguientes valores de distancia: 𝜌 = 1.75𝑚, 𝜌 = 2𝑚 y 𝜌 = 2.6𝑚 .  

 

Figura 4.3.6 

Perfil gráfico de la función |𝑖𝜏𝑛𝝃𝑛
′ − 𝜋𝑛𝝃𝑛|asociada al vector unitario polar, 

 para un índice n=6 y distancias 1.75, 2 y 2.6 mts. 
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Analizando las Figuras 4.3.1 hasta 4.3.6 se observa, tal como se esperaba, un comportamiento fasorial 

que va atenuándose conforme avanza la distancia hasta converger a un valor en distancia lejana. Ambos 

vectores están representando el plano transversal de la onda en esparcimiento, como consecuencia de 

esta propiedad se esperaría un comportamiento fasorial convergente del vector de onda de 

esparcimiento perpendicular al mismo plano.  

4.4 Gráficas esféricas en 3D de los vectores transversos. 

En la gráfica de la Figura 4.4.1 se observa el comportamiento en tres dimensiones desde un sistema de 

referencia esférico de la ecuación  escalar 𝜇𝑘2  para tres muestras de las sumatorias; todas en 𝑛 = 5,  

variando la distancia en  𝜌 = 5𝑚, 𝜌 = 50𝑚  y 𝜌 = 500𝑚 . 

 

Figura 4.4.1 

Representación en tres dimensiones desde un sistema esférico de la componente 

escalar 𝜇𝑘2 para la muestra n = 5 a una distancia de 5, 50 y 500 mts. 

 

En la gráfica de la Figura 4.4.2 ahora se observa el comportamiento en tres dimensiones desde un 

sistema de referencia esférico de la ecuación  escalar 𝜇𝑘3  para tres muestras de las sumatorias; todas en 

𝑛 = 5,  variando la distancia en  𝜌 = 5𝑚, 𝜌 = 50𝑚  y 𝜌 = 500𝑚 . 
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Figura 4.4.2 

Representación en tres dimensiones desde un sistema esférico de la componente 

escalar 𝜇𝑘3 para la muestra n = 5 a una distancia de 5, 50 y 500 mts. 

En las figuras 4.4.1 y 4.4.2 se observa una clara convergencia de las formas geométricas, en ambos 

vectores, esto en el índice 𝑛 = 5 y una progresiva atenuación de la geometría conforme aumenta la 

distancia 𝜌. Dado el comportamiento anterior se eligió este índice como el índice convergente, dentro de 

la configuración de la serie que define el vector de estado dentro del algoritmo que se describe a 

continuación. 
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4.5 Diagrama de flujo del algoritmo de programación. 

El diagrama de flujo del algoritmo se compone de tres bloques como se observa a continuación: 

 

 

 

 

 

 

 

        V 

         

         F 

        V 

 

         F 

 

   F                   F  

 

    V 

           V   

             

            

           

Una explicación  de los bloques se da a continuación. 

 

 

Inicio 

Bloque 1 

*Configuración coeficientes 𝜎 y 𝜎𝑠 

*Configuración del fotón (P) 

Bloque 2 

Avanza un paso el fotón (AP)  

𝑟𝑘+1 + 𝜃𝑘+1 − 𝜙𝑘+1 = (𝑟𝑘 +  𝜆𝑘𝜇𝑘1) +  (𝜃𝑘 + 𝜆𝑘𝑟𝑎𝑑 𝜇𝑘2) − (𝜙𝑘 + 𝜆𝑘𝑟𝑎𝑑𝜇𝑘3) 

 

Salió P? 

AP > h 

 

Cuenta (AP > h) 
 

Salió P? 

AP < 0 

 

Cuenta (AP< 0) 
 

 

CompAng[ ‖ ∡P⋀ ⊥ ∡P] 

dentro FOV 

 

Cuenta (∡P< 0) 
 

Acumula (0 < AP< h) 
 

Ultimo (P)? 

 

 

Bloque 3 
Confirma cantidades físicas 

 

Fin 
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4.6 Descripción de los bloques del algoritmo.  

BLOQUE 1. Declaración de los coeficientes de probabilidad de: esparcimiento, absorción y extinción; 

las probabilidades de: esparcimiento, absorción y extinción; espesor del ancho del medio 

turbio, número de eventos de esparcimiento y número de fotones [67]. 

En este block se genera: 

La función de probabilidad de distribución de esparcimiento, como un listado de valores resultantes de la 

convolución entre la probabilidad de esparcimiento y una función de distribución gaussiana, dicho 

listado es etiquetado dentro del algoritmo como wCC[R, λ]. 

La función de detección de posición, que identifica la posición del tren de fotones mientras esté 

atrapado dentro del medio turbio. Esta función detecta la posición de cada fotón y de acuerdo a dicha 

posición le asocia un valor de probabilidad de esparcimiento desde la lista de probabilidad de 

distribución en esparcimiento wCC[R, λ]. 

La función de esparcimiento, que identifica los fotones que han atravesado el medio turbio. Esta función 

detecta la posición de cada fotón y de acuerdo a dicha posición le asocia un valor de probabilidad de 

esparcimiento desde la lista de probabilidad de distribución en esparcimiento wCC[R, λ]. 

La función de retroesparcimiento, que identifica los fotones que han sido retroesparcidos desde el medio 

turbio. Esta función detecta la posición de cada fotón y de acuerdo a dicha posición le asocia un valor de 

probabilidad de esparcimiento desde la lista de probabilidad de distribución en esparcimiento wCC[R, λ]. 

Bloque 2.  Generación del avance, paso a paso, de un fotón dentro del medio turbio. Definiendo 

una función de avance vectorial como: 

𝑒̂𝑟𝑟𝑘+1 + 𝑒̂𝜃𝜃𝑘+1 − 𝑒̂𝜙𝜙𝑘+1 = 𝑒̂𝑟𝜆𝑘 +  𝑒̂𝜃𝜃𝑘 − 𝑒̂𝜙𝜙𝑘 ;  si  𝜇𝑘 = 1, 𝜙 = 0. 

 

o bien               

  

𝑒̂𝑟𝑟𝑘+1 + 𝑒̂𝜃𝜃𝑘+1 − 𝑒̂𝜙𝜙
𝑘+1

=  𝑒̂𝑟(𝑟𝑘 +  𝜆𝑘𝜇𝑘1) +  𝑒̂𝜃(𝜃𝑘 +  𝜆𝑘𝑟𝑎𝑑𝜇𝑘2) − 𝑒̂𝜙(𝜙
𝑘

+  𝜆𝑘𝑟𝑎𝑑𝜇𝑘3); si 𝜇𝑘1 ≠ 1, 𝜙 ≠ 0. 

Este bloque genera la función de estado, generando una lista de todas las posibles trayectorias y 

direcciones de esparcimiento, de acuerdo al número de fotones declarados y eventos de esparcimiento. 

Desde esta lista se obtiene una segunda lista etiquetada como wCC[R, λ]FOV donde solo estarán todos los 

fotones en retroesparcimiento y ubicados dentro del campo de visión del fotodetector (FOV). 

Bloque 3.  Este bloque calcula, promedios de probabilidades y despliegue gráfico de la ubicación de 

todos los fotones capturados dentro del campo de visión  del detector. Confirmando las 

cantidades físicas. 
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El cálculo de fotones en el fotodetector fue factible dada la naturaleza de las componentes del plano 

transverso de la función de avance dentro del medio, ya que tanto la componente paralela 

𝜇𝑘2 =
cos 𝜙

𝜌
{𝑖𝜏𝑛𝝃

𝑛
′

− 𝜋𝑛𝝃
𝑛

}𝒆 ̂𝜃,     (4.6.1) 

como la componente perpendicular  

 𝜇𝑘3 = −
sen 𝜙

𝜌
{𝑖𝜋𝑛𝝃

𝑛
′

− 𝜏𝑛𝝃
𝑛

}𝒆 ̂𝜙 ,    (4.6.2) 

su composición de ambas es compleja [2][11]. Por lo que fue posible establecer planos complejos 

ortogonales a las componentes angulares paralela y perpendicular respectivamente, tal y como se 

observa en la Figura 4.2.1 y así proponer la determinación de la dirección angular del vector de onda, 

desde el vector 𝝁𝑘2 , al momento de la colisión. El número de fotones detectados dependerá del ángulo 

sólido del telescopio, que contiene un fotodetector, y cuyo radio de apertura se declara como 

 𝜷 = tan−1 x

𝑅
,     (4.6.3)  

donde el numerador representa el radio de apertura y el denominador representa la distancia  a la cual 

se ubica dicho telescopio fotodetector. Lo citado anteriormente se puede ver gráficamente en la Figura 

4.6.1. 

 
Figura 4.6.1 

Superposición de: plano complejo −𝐑𝐞∥𝐈𝐦∥ sobre un plano xz; plano complejo −𝐑𝐞⊥𝐈𝐦⊥sobre un plano –zy 

Observándose una proyección de un vector de onda magnificado; 𝑘̂𝑠, hacia un campo de visión de un telescopio. 

 

Donde se observa el vector de onda 𝑘̂𝑠 utilizado en la propuesta como vector de avance en armónicos 

esféricos dentro del algoritmo. 
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Capítulo 5 

RESUTADOS Y APORTACIONES 

Se realizaron primero simulaciones de un pulso de luz impactando a un medio turbio configurando el 

programa para detectar los promedios de esparcimiento, retroesparcimiento y extinción de fotones. 

Posteriormente se realizaron simulaciones de fotodetección del retroesparcimiento en función de la 

distancia. En la sección 5.1 se aborda el comparativo simulado de promedios cuantificados y formas de 

distribución espacial de fotones en esparcimiento, en la 5.2  las simulaciones de la distribución espacial 

de fotones en función de la distancia, en la  5.3  el comparativo de retroesparcimiento de cien mil 

fotones en función de la distancia, en la 5.4 el comparativo de retroesparcimiento de un millón de 

fotones en función de la distancia y en la 5.5 las señales experimental-teóricas de retorno Lidar en 

múltiple esparcimiento. 

5.1 Simulaciones del paso de fotones a través de un medio turbio. 

5.1.1 Comparación de promedios y distribución espacial. 

Para obtener los resultados del esparcimiento de fotones  se definieron los siguientes parámetros: Pulso 

de luz incidente 5.5 × 105 fotones, longitud de onda 532nm, ancho del medio turbio h = 2 m, dimensión 

radial de partículas esparcidoras r = 0.5µm, r = 2 µm y r = 4 µm y un índice de refracción relativo, 

correspondiente a vidrio ligero, de 1.58. Las Tablas I, II y III muestran los promedios del esparcimiento 

de fotones en el medio turbio. 

 

 Radio de partículas esparcidoras (r=0.5 µm) 

Fotones  
incidentes  

longitud de onda 
 (nm) 

Probabilidad de  
fotones en 
 absorción 

(No. de fotones) 

Probabilidad de  
fotones 

 esparcidos 
(No. de fotones) 

Probabilidad de  
fotones  

retroesparcidos 
(No. de fotones) 

5.5E+05 532 3.88E-16 0.48 0.5 

Tabla I   

Esparcimiento de fotones dentro de  dispersores de radio r=0.5 μm. 

 Radio de partículas esparcidoras (r=2 µm) 

Fotones 
incidentes  

longitud de onda 
 (nm) 

Probabilidad de 
 fotones en 
 absorción 

(No. de fotones) 

Probabilidad de  
fotones  

esparcidos 
(No. de fotones) 

Probabilidad de 
 fotones  

retroesparcidos 
(No. de fotones) 

5.5E+05 532 4.44E-16 0.83 0.15 
Tabla II  

Esparcimiento de fotones dentro de dispersores de radio r=2 μm. 
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Radio de partículas esparcidoras (r=4 µm) 

Fotones  
incidentes  

longitud de onda 
(nm) 

Probabilidad de  
fotones en  
absorción 

(No. de fotones) 

Probabilidad de 
 fotones  

esparcidos 
(No. de fotones) 

Probabilidad de  
fotones  

retroesparcidos 
(No. de fotones) 

5.5E+05 532 4.439E-16 0.94 0.04 
Tabla III  

Esparcimiento de fotones dentro de  dispersores de radio r=4 μm 

La Figura 5.1.1 muestra los perfiles de distribución espacial del esparcimiento de un promedio de 5.5 ×

105 fotones dentro de un medio turbio con un índice de refracción de 1.58 y partículas esparcidoras de 

dimensiones radiales r=0.5 µm, r=2 µm y r=4 µm. 

 

 

Figura 5.1.1 

Distribución espacial del esparcimiento de fotones incidentes a  

medios turbios con partículas esparcidoras de distintos tamaños 

 

5.1.2 Simulaciones del perfil de distribución espacial en  función de la distancia de detección. 

A continuación, se muestran los resultados del retroesparcimiento en función de la distancia 

provenientes de  un medio turbio, de paredes infinitas separadas a una distancia de 2 m, conteniendo en 

su interior 55 millones de partículas dispersoras como promedio máximo, con una simetría esférica 

radial de  0.5 µm, 2 µm y 4 µm, en cada caso. Para esto el programa se ejecutó variando la posición del  

fotodetector contenido en un telescopio con un lente propuesto de radio r = 0.5 m, iniciando a partir de 

una distancia 5 hasta 25 mts en incrementos de cinco en cinco. Las simulaciones se ejecutan tomando en 

cuenta los siguientes parámetros físicos: longitud de onda del pulso laser λ=532nm, una población de 105 
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y 106 fotones promedio y 100 iteraciones por sorteo, variando el índice de la función de estado (vector 

unitario Mie) desde 𝑛 = 1 hasta 𝑛 = 5. 

5.1.3 Comparativo del retroesparcimiento en función de la distancia: población cien mil fotones. 

La Tabla IV muestra el comparativo del comportamiento de probabilidad  de 105 fotones 

retroesparcidos, en función de la distancia, por un medio turbio con partículas de simetrías esféricas de 

radio 0.5, 2 y 4 𝜇m respectivamente con una concentración volumétrica máxima de dispersores de 

107(partículas/m3).  (Limitada por las capacidades del sistema de cómputo.)  

Dispersor(r=0.5 𝜇m)  
Población(105 fotones) 

Dispersor (r=2 𝜇m)  
Población(105 fotones) 

Dispersor (r=4 𝜇m)  
Población(105 fotones) 

Distancia(m) Probabilidad(σs/σ) Probabilidad(σs/σ) Probabilidad(σs/σ) 

5 0.0055 0.0038 0.00064 

10 0.002 0.0014 0.0003 

15 0.00097 0.0007 0.00019 

20 0.00056 0.00043 0.00011 

25 0.00037 0.0003 0.00006 
Tabla IV 

Comparativo del retroesparcimiento de 105 fotones, por dispersores de dimensión radial r=0.5, 2 y 4µm. 

 

La Figura 5.1.3 muestra los perfiles en función de la distancia de los datos de la Tabla VIII 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

Figura 5.1.3 

Comparativo de los perfiles de retroesparcimiento en función de la distancia en poblaciones de cien mil 

 fotones provenientes de partículas esféricas de dimensiones radiales r = 0.5, r = 2 y r = 4 𝜇m respectivamente. 
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5.1.4 Comparativo del retroesparcimiento en función de la distancia: población un millón de fotones. 

La Tabla V muestra el comparativo del comportamiento de probabilidad  de 106 fotones retroesparcidos, 

en función de la distancia, por un medio turbio con partículas de simetrías esféricas de radio 0.5, 2 y 4 

𝜇m respectivamente con una concentración volumétrica máxima de dispersores, de 108(partículas/m3).  

 

Dispersor(r=0.5 𝜇m)  
Población(106 fotones) 

Dispersor(r=2 𝜇m)  
Población(106 fotones) 

Dispersor (r=4 𝜇m)  
Población(106 fotones) 

Distancia(mts) Probabilidad(σs/σ) Probabilidad(σs/σ) Probabilidad(σs/σ) 

5 0.0054 0.0038 0.00067 

10 0.00183 0.00149 0.00027 

15 0.00092 0.00080 0.00016 

20 0.00056 0.00052 0.000094 

25 0.00039 0.00036 0.000052 
Tabla V 

Comparativo del retroesparcimiento de 106 fotones, por dispersores de dimensión radial r=0.5, 2 y 4µm. 

 

La siguiente Figura 5.1.4 muestra los perfiles en función de la distancia de los datos de la Tabla XII 

 

 

Figura 5.1.4 

Comparativo de los perfiles de retroesparcimiento en función de la distancia en poblaciones de un millón  

de fotones provenientes de partículas esféricas de dimensiones radiales r = 0.5, r = 2 y r = 4 𝜇m respectivamente. 
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5.1.5 Señales experimental-teórica de retorno Lidar en múltiple esparcimiento. 

Se realizó la comprobación del modelo Monte Carlo-MIE para representar el perfil de datos 

experimentales, proporcionados por cortesía del laboratorio aeroespacial de Francia (ONERA), referente 

una señal de retorno en esparcimiento de un LIDAR sobre un medio turbio en nubes ubicadas a una 

altura 1065 mts y máxima de 1147.5 mts.[68-73]. El monitoreo de datos atmosféricos a través de la luz 

ensambla a todo un equipo de instrumentación el cual consiste en un sistema Laser pulsante de alta 

energía, un telescopio modificado el cual incluye un fotodetector en su interior que actúa como 

transductor transformando los fotones captados en señal eléctrica la cual es enviada a una computadora 

(sistema de adquisición de datos) para ser cuantificados a través  de un algoritmo de detección. La 

siguiente Figura 5.1.5 [74] muestra un diagrama a bloques de un sistema Lidar 

 
Figura 5.1.5 

Sistema de detección atmosférico 

Lidar. 

Para esta validación dentro del algoritmo se consideraron los siguientes parámetros: Para una nube baja 

modelada como un medio turbio de paredes infinitas separadas a una distancia h=100 mts, un nivel de 

energía del pulso laser QSW de 0.05 Joules , con una longitud de onda de 355 nm; en el fotodetector

 hipotético se consideró una etapa de ganancia en amplificación de señal de aproximadamente 

150 veces, esta compensación es resultado de la limitación en el equipo de cómputo referente al manejo

 del  número de fotones propuesto para el pulso incidente [(5.5 × 105  fotones)  ya que éste es del 

orden de  femtojules],  con una  campo de  visión (FOV) de  apertura radial  r=0.1mts.  Respecto a  las 

secciones  de  área  transversales  de  los  dispersores  dentro  del  medio,  se  consideró  lo  siguiente;  se 

propone un índice de refracción relativo, del medio turbio, no absorbente, de nr= 1.9996 [11][75-77]; 

un radio r=10 𝜇m asociado a las gotas de agua de muy baja ionización contenidas en una nube de altura

 baja[78].  Se corrió el  programa varias veces variando la ganancia del fotodetector,  eligiendo dos 

corridas  a  mostrar;  la  primera  con ganancia  de  150 veces  y  la  segunda corrida  con  ganancia  de  157 

veces.  En  todos  los  casos  se  vario  la  posición  del  sensor  desde  1065mts  hasta  1147.5mts  con 

incrementos de 7.5mts, mostrando resultados similares. En los dos casos elegidos se realizó un ajuste 

numérico lineal para cada altura; y por 
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el resultado numérico encontrado se propuso asociarle a dicho ajuste un perfil de Transmitancia [79] tal 

y como se observa en la Figura 5.2.5 

   

 

 

 

 

 

 

 

   Figura 5.2.5 

Factor de escalamiento en función de la altura. 

La Tabla VI muestra el comparativo de resultados experimentales y teóricos generados por el modelo 

Monte Carlo-MIE, lográndose obtener una representación teórica  cercana a la señal experimental como 

se puede verificar en el resultado de la segunda corrida. Ver Figura 5.3.5.  

Altura(m) 
Dato  Dato Error (%) Dato Error(%) 

exp (J/s)  Teo1 (J/s) Teo1/exp Teo2(J/s) Teo2/exp 

1065 0.135868 0.112792 16.7 0.127796 5.94 

1072.5 0.144561 0.138628 4.1 0.145604 0.72 

1080 0.133041 0.125897 5.4 0.135138 1.57 

1087.5 0.132182 0.123923 6.25 0.132309 0.09 

1095 0.136594 0.130639 4.36 0.140323 2.73 

1102.5 0.139296 0.133075 4.47 0.143451 2.99 

1110 0.15148 0.147368 2.71 0.15779 4.1 

1117.5 0.196363 0.177391 9.66 0.193537 1.44 

1125 0.245753 0.226129 7.99 0.2396 2.5 

1132.5 0.250331 0.239566 4.3 0.253361 1.21 

1140 0.205713 0.193775 5.8 0.208712 1.46 

1147.5 0.133023 0.106224 20.1 0.113055 15.01 

 

Tabla VI 

Comparativo de perfiles experimental/teóricos de una señal LIDAR.  
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               Figura 5.3.5 

            Perfiles de distribución experimental/teóricos de señal LIDAR 

 

5.2 Aportaciones 

Las aportaciones que se generaron de la tesis fundamentalmente son las mostradas a continuación: 

 Desarrollo de un algoritmo y programación del mismo capaz de detectar y cuantificar fotones en 

retroesparcimiento usando  funciones especiales de Hankel que son complejas en el plano 

transverso vectorial y como consecuencia de esto se logra obtener simulaciones en tiempos 

cortos, respecto a simulaciones de detección de fotones por cosenos directores. 

 Generación del  artículo titulado “3d Monte Carlo analysis on photons step through turbid 

medium by Mie scattering “ ; publicado en la revista mexicana de Física el mes de Marzo del 

2021, el cual se muestra al final de la tesis. 
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Capítulo 6 

CONCLUSIONES 
 

En las simulaciones de esparcimiento y cuantificación de fotones proyectándose como ondas de 

armónicos esféricos, referida a la Figura 5.1.1, se concluye lo siguiente: 

a) Al introducir los parámetros físicos del radio del dispersor e índice de refracción relativo, dentro 

de los coeficientes de absorción y esparcimiento, así como las bases vectoriales MIE dentro de la 

función escalón. Se observa un esparcimiento con una dirección cada vez de mayor tendencia 

hacia adelante (en sentido del pulso incidente) y menor hacia atrás conforme se va aumentando 

el tamaño de la partícula del medio turbio, comprobando esto último también con las 

concentraciones promedio de fotones reflejados y esparcidos. Y con la forma de distribución 

espacial del esparcimiento similar al lóbulo de radiación de la función de fase MIE [74]. 

De los resultados de la sección del perfilado comparativo de distribución espacial en función de la 

distancia, para poblaciones de fotones de cien mil y un millón (Figuras 5.1.3 y 5.1.4), captados cada vez 

que se cambio de posición el fotodetector hipotético y suponiendo una apertura radial en el telescopio 

de 0.5 m.  

b) Se observó que ambos perfiles no son proporcionales al 100% ; esto debido a que siempre que se  

corre el programa, por el tipo no determinista del método de Monte Carlo-MIE usado, nunca se 

repite la misma distribución del medio turbio por la naturaleza aleatoria propia del algoritmo. Sin 

embargo, el perfil de distribución es parecido entre ambas poblaciones. Esto es debido a la 

naturaleza lineal de los campos electromagnéticos armónicos que soportan las bases vectoriales 

del plano transverso de la función de avance declarada dentro del programa. 

c) Se observó en el fotodetector, que conforme se incrementa el tamaño radial de las partículas 

dispersoras que conforman el medio turbio; cada vez llegan menos concentraciones de fotones 

retroesparcidos hacia el detector. Corroborándose de nuevo lo citado en el inciso a). 

d) Realizando el comparativo de las gráficas 5.1.3 y 5.1.4 se nota una gran similitud de perfiles entre 

ambas poblaciones, así como también se observó que para partículas dispersoras debajo de una 

micra de diámetro, la probabilidad de retroesparcimiento tiende a depender del inverso de la 

distancia al cuadrado (1/R2). Además, y debido a la linealidad de los campos electromagnéticos 

armónicos, bajo reserva de realizar simulaciones con un número mayor de población de fotones, 

en procesadores más poderosos; se podría estimar un escalamiento a concentración de 

poblaciones del orden de hasta 1030 con perfiles de distribución lineal, esto se cita para futuros 

cálculos en estaciones de trabajo, dado que de momento las simulaciones fueron realizadas por 

equipos de trabajo de mediana gama que limitaron a poblaciones máximas de un millón de 

fotones.
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De los resultados de la validación del modelo en una señal experimental LIDAR se deduce lo siguiente: 

e) En el fotodetector, dentro de un telescopio con apertura radial 0.1, se propone un perfil de re-

escalamiento lineal específico para cada altura sobre un intervalo desde 1065 m hasta 1147.5 m. 

Aplicado a una nube, simulando múltiple retroesparcimiento y lográndose un muy próximo 

acercamiento entre la señal Lidar experimental y teórica, tal como se observa en las gráficas de la 

figura 5.3.5. Proponiendo que el acercamiento de este modelado es debido a que el medio turbio 

está compuesto por partículas esparcidoras de tipo esférico (gota de nube) con una dimensión 

radial promedio de 10 micras y el modelo Monte Carlo-MIE se cimenta sobre bases vectoriales 

que representan esparcimiento en armónicos esféricos lo cual hace que coincidan ambas 

geometrías. Por lo que, ajustando los parámetros del radio e índice de refracción relativo, dentro 

del modelo, se lograron resultados satisfactorios. 

f) En la Figura 5.2.5 se observó el perfil de retroesparcimiento escalado  y se propuso asociarle a 

esta perturbación una relación física del factor Transmitancia que relaciona al coeficiente de 

extinción a la distancia R. 

g) La lista obtenida y etiquetada como 𝐰𝐂𝐂(𝑹, 𝝀)𝐅𝐎𝐕 es el promedio de fotones en 

retroesparcimiento, ubicados dentro del campo de visión del fotodetector (FOV), cuya variación 

depende de la longitud de onda, del inverso de distancia y esta es calculada por el algoritmo 

Monte Carlo-Mie. Con los ajustes indicados dentro de la lista citada en el inciso f), se logró 

obtener el perfil de potencia de retroesparcimiento de la Figura 5.3.5. Para tal efecto se propuso 

la ecuación numérica (6.1), que representa a la potencia en función de la altura, definida como 

[79-81]: 

    𝑃(𝑅, 𝜆) = 𝑃0 < 𝐰𝐂𝐂(𝑹, 𝝀)𝐅𝐎𝐕 > 𝑇(𝑅)    (6.1) 

Donde:  𝑃0 , es el valor de potencia del pulso incidente [J/s]. 

 

𝐰𝐂𝐂(𝑹, 𝝀)𝐅𝐎𝐕, es el promedio de fotones retroesparcidos dentro del FOV 

(adimensional). 

 

T(𝑅) = exp [−2 ∫ 𝛼𝑡,𝜆(𝑥)𝑑𝑥]
𝑟

0
, es el factor de Transmitancia  (adimensional). 
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APÉNDICE 1 

 

PROPIEDADES DE LA ATMOSFERA 

Cuando se modelan datos de retorno de señal LIDAR es necesario conocer las propiedades del medio por 

donde pasa dicha señal. De modo que las propiedades de interés a monitorear son: presión, 

temperatura y la densidad atmosférica que a continuación se describirán en forma de promedios 

estimados en diferentes altitudes. 

A.1.1 Perfiles verticales de temperatura, presión y densidad numérica. 

La densidad numérica de moléculas de nitrógeno 𝑁(ℎ) a una altura (ℎ) puede ser estimada dentro del 

modelo de estándares de condiciones atmosféricas dentro de los Estados Unidos de América propuestos 

en el año de 1976. Dicho modelo incluye variaciones de temperatura 𝑇(ℎ), en grados Kelvin; presión 

atmosférica 𝑃(ℎ), en pascales y altitudes (ℎ), en metros. Considerando un gradiente de temperatura 

lineal 𝑎=0.006545
°𝐾

𝐾𝑚
, temperatura inicial 𝑇𝑜=288.15°K y presión atmosférica inicial 𝑃𝑜=1.013*105[Pa]. 

En la Tabla A.I [36] se muestran los distintos parámetros distribuidos por intervalos de altura.  

 

Densidad 
numérica 

𝑘𝑔

𝑚3
 

Temperatura 
K° 

Presión 
Pa 

Altura (h) 
𝑘𝑚 

𝑁(ℎ0)

= 0.003484
𝑃(ℎ0)

𝑇(ℎ0)
 

𝑇(ℎ0) = 𝑇𝑜 − 0.006545 ∗ ℎ 𝑃(ℎ0) = 𝑃𝑜 [
288.15

𝑇(∆ℎ0)
]

0.034164
0.006545

 0 ≤ ℎ0 ≤ 11  

𝑁(ℎ1)

= 0.003484
𝑃(ℎ1)

𝑇(ℎ1)
 

𝑇(ℎ1) = 216.65 
𝑃(ℎ1)   

= 2.269 ∗ 104𝑒𝑥𝑝
−0.034164(ℎ−11000)

𝑇(∆ℎ1)  
11 ≤ ℎ1 ≤ 20  

 
𝑁(ℎ2)

= 0.003484
𝑃(ℎ2)

𝑇(ℎ2)
 

𝑇(ℎ2) = 216.65 + 0.0010[ℎ − 20000] 𝑃(ℎ2) = 5528 [
216.65

𝑇(∆ℎ2)
]

0.034164
0.0010

 20 ≤ ℎ2 ≤ 32 

𝑁(ℎ3)

= 0.003484
𝑃(ℎ3)

𝑇(ℎ3)
 

𝑇(ℎ3) = 228.65 + 0.0028[ℎ − 32000]
  𝑃(ℎ3) = 888.8 [

228.65

𝑇(∆ℎ3)
]

0.034164
0.0028

 32 ≤ ℎ3 ≤ 47 

Tabla A.I 

Clasificación del modelo estadounidense de la densidad de moléculas, temperatura 

  y presión atmosférica para una altura de 0 a 47 Km. 
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A.1.2 Propagación Laser en la atmósfera. 

Los parámetros importantes que cuantifican la energía en un Laser pulsante son definidos a continuación 

[74]: 

Flujo Radiante: denotado como “F” representa una cierta cantidad de energía radiante en un 

determinado espacio por unidad de tiempo (J/s , W). 

Flujo Radiante Espectral: denotado como "F𝜆" representa un flujo espectral acotado a cierta longitud de 

onda ( W/λ). 

Densidad de Flujo Radiante: Cantidad de flujo radiante interceptada por una cierta unidad de área 

( W/m2), si el flujo es incidente hacia la superficie se conoce como irradiancia, si el flujo es radiado por la 

superficie se conoce como emitancia. 

Ángulo Sólido: El ángulo sólido 𝜔 subtendido por un área sobre una superficie esférica, es igual al área 

de la circunferencia dividida entre su radio al cuadrado (stereoradianes) ( A/r2). 

Radiancia: Se define como el flujo radiante por unidad de ángulo sólido extendiéndose en una dirección 

dada por unidad de área proyectada ( W/stereoradianes − m2), la Figura A.1.1 [74], representa el 

concepto de Radiancia. 

 

 
Figura A.1.1 

 Concepto visual de radiancia. 

 

Cuando la luz es emitida a la atmósfera se presenta el fenómeno de esparcimiento de la luz, es decir, 

parte de ésta es esparcida en todas direcciones generándose una variación de intensidades según el 

ángulo de esparcimiento y los parámetros físicos de las partículas esparcidoras en el volumen dado, un 

fenómeno similar ocurre con la parte de la luz que incide sobre partículas absorbentes dentro del 

volumen, a diferencia del esparcimiento de luz , en procesos absorbentes si habrá un cambio de energía 

dentro de la partícula que absorbió luz [74]. En general la atenuación de radiación laser en la atmósfera  
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Figura A.1.2 

 a) Propagación de la luz a través de una capa atmosférica turbia. 

b) Propagación de la luz a través de distintos espesores atmosféricos. 

esta descrita por la Ley de Beer-Lambert [74][82-85]. La cual se analiza a partir de la siguiente Figura 

A.1.2 [74]. 

El rayo de luz I0,λ penetra una capa de longitud H atenuándose progresivamente hasta salir de la capa, 

identificado como Iλ al rayo de salida; se debe satisfacer Iλ<I0,λ. La razón Iλ/I0,λ define la transparencia 

óptica T de la capa. Dicha transparencia describe la fracción del flujo radiante que atravesó dicha capa, 

entonces: 

T= Iλ/ I0,λ ,      (A.1.2)  

la ecuación (A.1.2) es una medida que indica que tan transparente es la capa atmosférica y está 

normalizada a un rango [0 1], este valor dependerá del número y tamaño de las partículas de 

esparcimiento o absorción. Analizando la Figura A.1.2 (b) como un medio heterogéneo se observa una 

diferencial de longitud 𝑑𝑟 donde se relaciona a su vez un factor probable 𝛼𝑡,𝜆 de que un fotón sea 

removido al atravesar el elemento diferencial de longitud, ya sea por absorción o esparcimiento. 

Entonces la reducción del flujo de rayo al atravesar 𝑑𝑟 se puede definir como: 

     𝑑𝐼𝜆(𝑟) = −𝛼𝑡,𝜆𝐼𝜆(𝑟)𝑑𝑟 ,    (A.1.3) 

donde 𝛼𝑡,𝜆  se conoce como coeficiente de extinción.  

Resolviendo ecuación (A.1.3): 

     𝐼𝜆(𝐻) = 𝐼0,𝜆exp [− ∫ 𝛼𝑡,𝜆(𝑟)𝑑𝑟]
𝐻

0
.   (A.1.4) 

Entonces la transmitancia de una capa de espesor H queda definida como 

     𝑇(𝐻) =
𝐼𝜆(𝐻)

𝐼0,𝜆
= exp [− ∫ 𝛼𝑡,𝜆(𝑟)𝑑𝑟]

𝐻

0
,   (A.1.5) 
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tomando en cuenta el teorema del valor medio 

     𝑇(𝐻) =
𝐼𝜆(𝑟)

𝐼0,𝜆
= exp [−

1

𝐻
∫ 𝛼𝑡,𝜆(𝑟)𝑑𝑟]𝐻

𝐻

0
.  (A.1.6) 

Y considerando una atmosfera homogénea entonces el factor probable de atenuación-esparcimiento se 

hace constante, entonces: 𝛼𝑡,𝜆(r) → 𝛼𝑡 . Note que si r → 1 el coeficiente de extinción es numéricamente 

igual a la profundidad óptica. La transmitancia en una atmósfera homogénea entonces se puede definir 

de manera simple como 

      𝑇(𝑟) = exp [−𝛼𝑡𝑟],    (A.1.7) 

y en una sola dirección [74] 

      𝑇(𝑧) = exp [−𝛼𝑡𝑧].    (A.1.8) 

El coeficiente de extinción está determinado, a su vez, por cuatro procesos individuales: absorción 

molecular (𝛼𝑅), esparcimiento molecular (𝛽𝑅), absorción por aerosoles (𝛼𝑀𝐼𝐸) y esparcimiento por 

aerosoles  (𝛽𝑀𝐼𝐸) [83, 86-87] 

 𝛼𝑡(𝜆) = 𝛼𝑅(𝜆) + 𝛽𝑅(𝜆) + 𝛼𝑀𝐼𝐸(𝜆) + 𝛽𝑀𝐼𝐸(𝜆) .  (A.1.9) 

La atmósfera permite la propagación de radiación en determinadas regiones específicas del espectro 

electromagnético. A estas regiones se les conoce como “ventanas atmosféricas” y toda radiación con 

longitudes de onda por fuera de este rango es atenuada drásticamente, ver Figura A.1.3 [88]. Programas 

científicos como LOWTRAN, MODTRAN, HITRAN por citar algunos; dichos programas evalúan la 

absorción basándose en el análisis de los parámetros atómicos de moléculas del gas atmosférico. Dentro 

de una ventana atmosférica la absorción se puede considerar despreciable y el coeficiente de extinción 

medido solo dependerá del coeficiente de esparcimiento [10,74, 82, 84 ,88] 

 

Figura A.1.3 

Ventanas atmosféricas para longitudes de onda del ultravioleta, visible e infrarrojo. 

Esto significa que en ciertas regiones específicas del espectro electromagnético la radiación se propagará 

a través de la atmósfera terrestre sin ser absorbida drásticamente. El caso desarrollado en este trabajo 

de tesis se centro en longitudes de onda de 532 nanómetros, la cual cae en una ventana atmosférica de 

acuerdo a lo mostrado en la Figura A.1.3.  De esta forma el coeficiente de extinción dado en la ecuación 

(A.1.9) se reduce a [10]: 
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 𝛼𝑡(𝜆) = 𝛽𝑅(𝜆) + 𝛽𝑀𝐼𝐸(𝜆).     (A.1.10) 

 

A.1.3 Esparcimiento atmosférico. 

El esparcimiento atmosférico es un proceso mediante el cual pequeñas partículas suspendidas en la 

atmósfera hacen que una porción de radiación incidente se propague en cualquier dirección, este 

fenómeno representa una redistribución espacial de la radiancia, ver Figura A.1.4. Este esparcimiento 

depende de la longitud de onda de radiación incidente y del tamaño de las partículas (diámetro) 

presentes en la atmósfera. Por ejemplo, moléculas de aire cuyo diámetro es de varias unidades de 

Armstrong, producirán esparcimiento Rayleigh, mientras que los aerosoles, cuyo diámetro oscila hasta 

100µm, producirán esparcimiento Mie. Cuando las partículas son grandes tales como gotas de agua el 

proceso de dispersión es descrito por la teoría de difracción [10]. 

       

Figura A.1.4 

 Representación de fotones en esparcimiento o  

absorción, al paso de una  atmósfera turbia 
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APÉNDICE 2 
 

 SEÑAL EXPERIMENTAL LIDAR EN MÚLTIPLE ESPARCIMIENTO. 

(ONERA THE FRENCH AEROESPCE LAB) 

Datos experimentales: 

Azimuth(deg)=90.000 

Elevation(deg)=90.000 

Wavelength =355nm 

Energy= 50mJ 
 
Grafico: 

 

 

 

 

 

Figura A.2.1  

Curva de un perfil experimental de una señal LIDAR de nube baja.  
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APÉNDICE 3 

ALGORITMO PARA EL CÁLCULO DE LAS SECCIONES TRANSVERSALES DE ÁREA DE EXTINCIÓN, 

ESPARCIMIENTO Y ABSORCIÓN. 

Clear["Global` ∗ "]  

Declaración de las funciones especiales esféricas de Bessel ψ[n_,z_] y esféricas de Hankel ζ[n_,z_]: 

𝜁[n_, z_]: = 𝑧SphericalHankelH2[𝑛, 𝑧] ; 

𝜓[n_, z_]: = 𝑧SphericalBesselJ[𝑛, 𝑧];  

Declaración de las derivadas de las funciones esféricas de Bessel y Hankel: 

𝐷[𝜓[𝑛, 𝑥], 𝑥];  

𝐷[𝜁[𝑛, 𝑥], 𝑥];  

Declaración del coeficiente de Mie an: 

an[n_, x_, mr_]: = (−mr2𝑥SphericalBesselJ[𝑛, mr𝑥](SphericalBesselJ[𝑛, 𝑥]

+ 𝑥(−
1

2𝑥
SphericalBesselJ[𝑛, 𝑥] +

1

2
(SphericalBesselJ[−1 + 𝑛, 𝑥]

− SphericalBesselJ[1 + 𝑛, 𝑥])))

+
1

mr
𝑥SphericalBesselJ[𝑛, 𝑥](mrSphericalBesselJ[𝑛, mr𝑥]

+ mr2𝑥(−
1

2mr𝑥
SphericalBesselJ[𝑛, mr𝑥] +

1

2
(SphericalBesselJ[−1 + 𝑛, mr𝑥]

− SphericalBesselJ[1 + 𝑛, mr𝑥]))))/(
1

mr
𝑥(mrSphericalBesselJ[𝑛, mr𝑥]

+ mr2𝑥(−
1

2mr𝑥
SphericalBesselJ[𝑛, mr𝑥] +

1

2
(SphericalBesselJ[−1 + 𝑛, mr𝑥]

− SphericalBesselJ[1 + 𝑛, mr𝑥])))SphericalHankelH2[𝑛, 𝑥]

− mr2𝑥SphericalBesselJ[𝑛, mr𝑥](SphericalHankelH2[𝑛, 𝑥]

+ 𝑥(−
1

2𝑥
SphericalHankelH2[𝑛, 𝑥] +

1

2
(SphericalHankelH2[−1 + 𝑛, 𝑥]

− SphericalHankelH2[1 + 𝑛, 𝑥])))) 

Declaración del coeficiente de Mie bn: 

Clear[𝑥]  
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bn[n_, x_, mr_]: = (−mr𝑥SphericalBesselJ[𝑛, mr𝑥](SphericalBesselJ[𝑛, 𝑥]

+ 𝑥(−
1

2𝑥
SphericalBesselJ[𝑛, 𝑥] +

1

2
(SphericalBesselJ[−1 + 𝑛, 𝑥]

− SphericalBesselJ[1 + 𝑛, 𝑥])))

+ 𝑥SphericalBesselJ[𝑛, 𝑥](mrSphericalBesselJ[𝑛, mr𝑥]

+ mr2𝑥(−SphericalBesselJ[𝑛, mr𝑥]/(2mr𝑥) +
1

2
(SphericalBesselJ[−1 + 𝑛, mr𝑥]

− SphericalBesselJ[1 + 𝑛, mr𝑥]))))/(𝑥(mrSphericalBesselJ[𝑛, mr𝑥]

+ mr2𝑥(−SphericalBesselJ[𝑛, mr𝑥]/(2mr𝑥) +
1

2
(SphericalBesselJ[−1 + 𝑛, mr𝑥]

− SphericalBesselJ[1 + 𝑛, mr𝑥])))SphericalHankelH2[𝑛, 𝑥]

− mr𝑥SphericalBesselJ[𝑛, mr𝑥](SphericalHankelH2[𝑛, 𝑥]

+ 𝑥(−
1

2𝑥
SphericalHankelH2[𝑛, 𝑥] +

1

2
(SphericalHankelH2[−1 + 𝑛, 𝑥]

− SphericalHankelH2[1 + 𝑛, 𝑥])))) 

Declaración de los parámetros físicos: 

mr = 1.9996; (∗ índice de refracción relativo ∗)  

NT = 5; (∗ número total de muestras en las sumatorias ∗)  

𝑎 = 10 ∗ 10−6; (∗ radio del dispersor, scattererradius ∗)  

lambda = 355 ∗ 10−9; (∗ longitud de onda incidennte ∗)  

ka =
2𝜋

lambda
∗ 𝑎  

𝑥 = ka; (∗ Factor de tamaño ∗)  

Declaración de la función asociada a la sección de área transversal de esparcimiento: 

σesp[NT_, x_, mr_]: = ∑ (2𝑛 + 1)(Abs[an[𝑛, 𝑥, mr]])
NT

𝑛=1
;  

f11[NT_, x_, mr_]: = (
2

𝑥2)σesp[NT, 𝑥, mr]; 

σσesp = f11[5,
4000𝜋

71
, 1.9996]  

 0.00306 

Declaración de la función asociada a la sección de área transversal de extinción: 

σext[NT_, x_, mr_]: = ∑ (2𝑛 + 1)Re[an[𝑛, 𝑥, mr] + bn[𝑛, 𝑥, mr]]
NT

𝑛=1
; 

f12[NT_, x_, mr_]: = (
2

𝑥2)σext[NT, 𝑥, mr]; σσext = f12[5,
4000𝜋

71
, 1.9996]  

 0.00306 

Declaración de la función asociada a la sección de área transversal de absorción: 

σσabs = σσext − σσesp; 
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APÉNDICE 4 

ALGORITMO PARA CALCULAR FOTONES EN ESPARCIMIENTO  

Este programa simula el paso de partículas a través de una placa formada por un medio desordenado. 

Parámetros físicos ( A continuación se declaran parámetros físicos del medio como el grosor "h" de la 

placa, el coeficiente de esparcimiento "σS" del medio, coeficiente de absorción "σC" del medio, 

coeficiente de extinción "σ", así como las probabilidades de esparcimiento "σSOσ" y absorción "σCOσ".) 

 

Clear["Global` ∗ "]  

ℎ = 100; (∗ Grosor de la placa ∗)  

σS = 0.00306; (∗ Coeficiente de esparcimiento ∗)  

σC = 1.73 × 10−18; (∗ Coeficiente de absorción ∗)  

𝜎 = σS + σC(∗ Coeficiente de extinción ∗)  

σSOσ =
σS

𝜎
(∗ Probabilidad de esparcimiento ∗)   

σCOσ =
σC

𝜎
(∗ Probabilidad de absorción ∗)   

Parámetros del cómputo (A continuación se declaran "M" número de eventos de esparcimiento, "NP" 
número de trayectorias o fotones y la función de distribución Gaussiana que simula un pulso de fotones 
emitidos por una fuente LASER) 
 
𝑀 = 100; (∗ eventos de dispersión ∗)  
NP = 550000; (∗ Número de trayectorias 𝑜 número de fotones iniciales ∗)  
datos = Table[𝑁[PDF[NormalDistribution[5000,25000], 𝑥]], {𝑥, 3000000}]; (∗ Pulso de fotones ∗)  
 
Cantidades pre-calculadas: 
 
El k-ésimo (siguiente choque) peso o ponderación en esparcimiento del tren o pulso de fotones wk y el 
número de fotones absorbidos en el k-ésimo evento (siguiente choque); son cantidades que se puede 
tener calculadas antes de correr el programa y usarlas cuando sea necesario dependiendo del destino 
del fotón. 
 
wk = NestList[#σSOσ&,1, 𝑀]; (∗ Generación del 𝐾esimo peso en esparcimiento, hasta 𝑀 veces ∗)  
wkk = ListConvolve[{wk}, {datos}]; (∗
Generación de la media Movil;  datos de entrada en esparcimiento ∗)  
wkkk = Abs[Flatten[wkk, 1]]; (∗ Generación del valor absoluto de datos de entrada ∗)  

maxn = Max[wkkk]; (∗ Detección del dato maximo ∗)   
wCC = wkkk/maxn; (∗ Generación de la lista del 𝐾 − esimo peso enesparcimiento ∗)  
wC = wCCσCOσ; (∗ Generación de la lista del 𝐾 − esimo peso atrapado dentro del medio ∗)  
wCAcc = Accumulate[wC]; (∗ Generación normalizada de la lista del 𝐾 − esimo peso en absorción ∗)  
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Perfil gráfico de la lista total del K-esimo peso en esparcimiento 
  

ListPlot[wCC, Joined → False, PlotRange → {All, {0,1}}, AxesLabel → {k, 𝑁+}]  

  
  

 
 

Funciones para el programa 

La función step, se usa para calcular el paso siguiente de la partícula, cuya posición inicial y posterior 

avance se establece en el eje radial r, la dirección de la trayectoria del fotón la establecen las 

componentes transversales de la onda 𝒆̂𝜃 y −𝒆̂𝜙. 

Definición de las funciones especiales, de la teoría MIE, que conforman las bases vectoriales de las 

componentes transversas. 

Definición de las funciones especiales que utilizan las bases vectoriales del plano transverso. 

𝜁[n,z ]: = 𝑧SphericalHankelH2[𝑛, 𝑧]; (∗ Función esferica deHankel ∗)    

𝐷[𝜁[𝑛, 𝑥], 𝑥](∗ Derivada de la función esferica de Hankel ∗)  

SphericalHankelH2[𝑛, 𝑥] + 𝑥(−
SphericalHankelH2[𝑛,𝑥]

2𝑥
+

1

2
(SphericalHankelH2[−1 + 𝑛, 𝑥] −

SphericalHankelH2[1 + 𝑛, 𝑥]))  

funpi[n_, m_, µ_]: =
(−1)^𝑚

√1−𝜇2
LegendreP[𝑛, 𝑚, 𝜇] (∗ Funcion de dependencia angular 𝜋𝑛 ∗)  

funtau[n_, m_, µ_]: = −((−1)𝑚((−1 − 𝑛)𝜇LegendreP[𝑛, 𝑚, 𝜇] + (1 − 𝑚 + 𝑛)LegendreP[1 +

𝑛, 𝑚, 𝜇])√1 − 𝜇2)/(−1 + 𝜇2) (∗ Funcion de dependencia angular 𝜏𝑛 ∗)  

Declaración de la función de avance (función step): 

𝑚 = 1.9996; (∗ indice de refracción ∗)  

lambda = 355 ∗ 10−9; (∗ longitud de onda ∗)  

𝑎 = 10 ∗ 10−6; (∗ radio de la particula esparcidora ∗)  
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ka =
2𝜋(1)

lambda
∗ 𝑎; (∗ número de onda ∗)  

𝑥 = ka; (∗ Factor de tamaño ∗)  

𝑛 = 5; (∗ número de muestras de la sumatoria de la función especial ∗)   

step3D[rθψ_]: = With[{𝜆 = RandomReal[ExponentialDistribution[𝜎]], λrad

= RandomReal[ExponentialDistribution[𝜎]] ∗ 10−3, 𝜇 = RandomReal[{−1,1}], 𝜓

= RandomReal[{0,2𝜋}]}, If[rθψ〚1〛 =

= 0, {rθψ〚1〛+ 𝜆, rθψ〚2〛, rθψ〚3〛}, {rθψ〚1〛

+ 𝜆Re[LegendreP[𝑛, 1, 𝜇]], rθψ〚2〛+ Arg[funtau[𝑛, 1, 𝜇](SphericalHankelH2[𝑛, 𝑥]

+ 𝑥(−
1

2𝑥
SphericalHankelH2[𝑛, 𝑥] +

1

2
(SphericalHankelH2[−1 + 𝑛, 𝑥]

− SphericalHankelH2[1 + 𝑛, 𝑥])))

− funpi[𝑛, 1, 𝜇](𝑥SphericalHankelH2[𝑛, 𝑥])]
Cos[𝜓]λrad

𝑥
, rθψ〚3〛

+ Arg[funpi[𝑛, 1, 𝜇](SphericalHankelH2[𝑛, 𝑥] + 𝑥(−
1

2𝑥
SphericalHankelH2[𝑛, 𝑥]

+
1

2
(SphericalHankelH2[−1 + 𝑛, 𝑥] − SphericalHankelH2[1 + 𝑛, 𝑥])))

− funtau[𝑛, 1, 𝜇](𝑥SphericalHankelH2[𝑛, 𝑥])]
−Sin[𝜓]λrad

𝑥
}]] 

Función para calcular N0 para cada trayectoria 

SelectwCAcc[trayectoria_]: = With[{𝑙 = Length[TakeWhile[Rest[trayectoria], (0 < #〚1〛

)&&(#〚1〛 < ℎ)&]]}, If[𝑙 == 0, 𝑙, wCAcc〚l〛]]   

Función para calcular N+ para cada trayectoria 

NTransmitido[trayectoria_] ≔ Take[wCC, Position[Rest[trayectoria], _? ((#[[1]] > (ℎ))&)]//

𝐹𝑙𝑎𝑡𝑡𝑒𝑛]  

Función para calcular N- para cada trayectoria 

NReflejadoD[trayectoria_]: = Take[wCC, Position[Rest[trayectoria], _? (((#[[1]] < 0))&)]//𝐹𝑙𝑎𝑡𝑡𝑒𝑛]  

____________________________________________________________________________________ 

Programas 

Cálculo de todas las trayectorias 

El número con el que se prueba la condición para detener el ciclo es el último valor de x calculado. Por lo 

tanto definimos xTest como: 

xTest = 1;  
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trayecrθψ = Table[NestWhileList[step3D[#]&, {0,0,0}, ((0 <= #〚1〛)&&(#〚1〛 <

(ℎ)))&, 𝑥𝑇𝑒𝑠𝑡, 𝑀], {𝑖, NP}];   

 

Probabilidad de absorción, transmisión y reflexión 

Cálculo de la probabilidad de absorción. Se suman los N0 de cada trayectoria y se divide el resultado 

entre el número de trayectorias 

listaProbAbs = SelectwCAcc/@trayecrθψ;  

PAbs =
Total[listaProbAbs]

NP
  

1.744148914240584 × 10−16  

Cálculo de la probabilidad de transmisión. Se suman los N+ de cada trayectoria y se divide el resultado 

entre el número de trayectorias 

listaProbTransmition = NTransmitido/@trayecrθψ;  

PTrans =
Total[listaProbTransmition//Flatten]

NP
  

0.8439079885054797  

Cálculo de la probabilidad de reflexión. Se suman los N- de cada trayectoria y se divide el resultado entre 

el número de trayectorias 

listaProbReflection = NReflejadoD/@trayecrθψ;  

PReflet =
Total[listaProbReflection//Flatten]

NP
  

0.13669111124425146  

Verificación de "conservación" de fotones 

Note que N0+N++N-=1: 

(listaProbTransmition/. {} → {0}) + (listaProbReflection/. {} → {0}) + listaProbAbs;  

Si sumamos la probabilidad de transmisión de reflexión y de absorción el resultado debe ser aproximado 

a 1: 

PTrans + PReflet + PAbs  

0.9805990997497314  
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Calculo de fotones retrodispersados, y que se direccionan dentro del campo de visión del detector. 

(∗ Reestructuración de la lista total de las trayectorias del 𝐾 − esimo peso ∗)  

Trayectorias = List[trayecrθψ]//Flatten;  

 

(∗ Agrupamiento en grupos de tres números 𝑦 multiplicados por un factor de transmitancia ∗)  

angulostranversosfoto = Partition[Trayectorias, 3];  

(∗ Declaración del ángulo de visión del telescopio a una distancia de 1065mts ∗)  

𝛽 = ArcTan[
0.1

1065
];  

(∗ Detección de fotones que estan dentro del campo de visión del detector FOV ∗)  

CondicionRef = Position[angulostranversosfoto, _? ((#[[1]] < 0)&&((−𝛽) < #[[2]] < (𝛽))&)]//

𝐹𝑙𝑎𝑡𝑡𝑒𝑛;  

 

(∗ Vinculación de las posiciones de cada dirección con las posiciones del 𝐾 −

esimo peso de esparcimiento ∗)  

fotondete = Flatten[Part[wCC, CondicionRef],1];   

(∗ Cuantificación del total de los 𝐾 − esimos pesos detectados dentro del FOV ∗)  

Total[fotondete]  

447.6936634214711   

(∗ Amplificación por un factor de 3 al promedio del 𝐾 − esimo peso de retroesparcimiento ∗)   

Total[157 ∗ fotondete]/NP  

0.1277961911948563  

 

(∗ Declaración del ángulo de visión del telescopio a una distancia de 1072.5mts ∗)  

𝛽1 = ArcTan[
0.1

1072.5
];  

angulostranversosfoto = Partition[Trayectorias, 3]/1.4;  

CondicionRefle1 = Position[angulostranversosfoto, _? ((#[[1]] < 0)&&((−𝛽1) < #[[2]] <

(𝛽1))&)]//𝐹𝑙𝑎𝑡𝑡𝑒𝑛;  
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fotondetec1 = Flatten[Part[wCC, CondicionRefle1],1];  

Total[fotondetec1]  

510.0762458588003  

Total[157 ∗ fotondetec1]/NP   

 

0.14560358290878478  

(∗ Declaración del ángulo de visión del telescopio a una distancia de 1080mts ∗)  

𝛽2 = ArcTan[
0.1

1080
];  

angulostranversosfoto = Partition[Trayectorias, 3]/1.25;  

CondicionRefle2 = Position[angulostranversosfoto, _? ((#[[1]] < 0)&&((−𝛽2) < #[[2]] <

(𝛽2))&)]//𝐹𝑙𝑎𝑡𝑡𝑒𝑛;  

fotondetec2 = Flatten[Part[wCC, CondicionRefle2],1];  

Total[fotondetec2]  

473.4139379404846  

Total[157 ∗ fotondetec2]/NP   

0.1351381604666474  

 

(∗ Declaración del ángulo de visión del telescopio a una distancia de 1087.5mts ∗)  

𝛽3 = ArcTan[
0.1

1087.5
];  

angulostranversosfoto = Partition[Trayectorias, 3]/1.22;  

CondicionRefle3 = Position[angulostranversosfoto, _? ((#[[1]] < 0)&&((−𝛽3) < #[[2]] <

(𝛽3))&)]//𝐹𝑙𝑎𝑡𝑡𝑒𝑛;  

fotondetec3 = Flatten[Part[wCC, CondicionRefle3],1];  

Total[fotondetec3]  

463.50227412443587  

Total[157 ∗ fotondetec3]/NP   
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0.13230883097733898  

(∗ Declaración del ángulo de visión del telescopio a una distancia de 1095mts ∗)  

𝛽4 = ArcTan[
0.1

1095
];  

angulostranversosfoto = Partition[Trayectorias, 3]/1.35;  

CondicionRefle4 = Position[angulostranversosfoto, _? ((#[[1]] < 0)&&((−𝛽4) < #[[2]] <

(𝛽4))&)]//𝐹𝑙𝑎𝑡𝑡𝑒𝑛;  

fotondetec4 = Flatten[Part[wCC, CondicionRefle4],1];  

Total[fotondetec4]  

493.3302141935041  

Total[157 ∗ fotondetec4]/NP   

0.14082335205160024  

 

(∗ Declaración del ángulo de visión del telescopio a una distancia de 1102.5mts ∗)  

𝛽5 = ArcTan[
0.1

1102.5
];  

angulostranversosfoto = Partition[Trayectorias, 3]/1.4;  

CondicionRefle5 = Position[angulostranversosfoto, _? ((#[[1]] < 0)&&((−𝛽5) < #[[2]] <

(𝛽5))&)]//𝐹𝑙𝑎𝑡𝑡𝑒𝑛;  

fotondetec5 = Flatten[Part[wCC, CondicionRefle5],1];  

Total[fotondetec5]  

502.5347527257668  

Total[157 ∗ fotondetec5]/NP   

0.14345082941444615  
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(∗ Declaración del ángulo de visión del telescopio a una distancia de 1110mts ∗)  

𝛽6 = ArcTan[
0.1

1110
];  

angulostranversosfoto = Partition[Trayectorias, 3]/1.7;  

CondicionRefle6 = Position[angulostranversosfoto, _? ((#[[1]] < 0)&&((−𝛽6) < #[[2]] <

(𝛽6))&)]//𝐹𝑙𝑎𝑡𝑡𝑒𝑛;  

fotondetec6 = Flatten[Part[wCC, CondicionRefle6],1];  

Total[fotondetec6]  

552.7685137090192  

Total[157 ∗ fotondetec6]/NP   

0.15779028482239274  

 

(∗ Declaración del ángulo de visión del telescopio a una distancia de 1117.5mts ∗)  

𝛽7 = ArcTan[
0.1

1117.5
];  

angulostranversosfoto = Partition[Trayectorias, 3]/2.5;  

CondicionRefle7 = Position[angulostranversosfoto, _? ((#[[1]] < 0)&&((−𝛽7) < #[[2]] <

(𝛽7))&)]//𝐹𝑙𝑎𝑡𝑡𝑒𝑛;  

fotondetec7 = Flatten[Part[wCC, CondicionRefle7],1];  

Total[fotondetec7]  

677.9956938565145  

Total[157 ∗ fotondetec7]/NP   

0.1935369526099505  
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(∗ Declaración del ángulo de visión del telescopio a una distancia de 1125mts ∗)  

𝛽8 = ArcTan[
0.1

1125
];  

angulostranversosfoto = Partition[Trayectorias, 3]/4;  

CondicionRefle8 = Position[angulostranversosfoto, _? ((#[[1]] < 0)&&((−𝛽8) < #[[2]] <

(𝛽8))&)]//𝐹𝑙𝑎𝑡𝑡𝑒𝑛;  

fotondetec8 = Flatten[Part[wCC, CondicionRefle8],1];  

Total[fotondetec8]  

839.3643998044931  

Total[157 ∗ fotondetec8]/NP   

0.23960038321691893  

 

(∗ Declaración del ángulo de visión del telescopio a una distancia de 1132.5mts ∗)  

𝛽9 = ArcTan[
0.1

1132.5
];  

angulostranversosfoto = Partition[Trayectorias, 3]/4.5;  

CondicionRefle9 = Position[angulostranversosfoto, _? ((#[[1]] < 0)&&((−𝛽9) < #[[2]] <

(𝛽9))&)]//𝐹𝑙𝑎𝑡𝑡𝑒𝑛;  

fotondetec9 = Flatten[Part[wCC, CondicionRefle9],1];  

Total[fotondetec9]  

887.5711616127354  

Total[157 ∗ fotondetec9]/NP   

0.25336122249672627  
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(∗ Declaración del ángulo de visión del telescopio a una distancia de 1140mts ∗)  

𝛽10 = ArcTan[
0.1

1140
];  

angulostranversosfoto = Partition[Trayectorias, 3]/3;  

CondicionRefle10 = Position[angulostranversosfoto, _? ((#[[1]] < 0)&&((−𝛽10) < #[[2]] <

(𝛽10))&)]//𝐹𝑙𝑎𝑡𝑡𝑒𝑛;  

fotondetec10 = Flatten[Part[wCC, CondicionRefle10],1];  

Total[fotondetec10]  

731.1571209359325  

Total[157 ∗ fotondetec10]/NP   

0.20871212361262073  

 

(∗ Declaración del ángulo de visión del telescopio a una distancia de 1147.5mts ∗)  

𝛽11 = ArcTan[
0.1

1147.5
];  

angulostranversosfoto = Partition[Trayectorias, 3];  

CondicionRefle11 = Position[angulostranversosfoto, _? ((#[[1]] < 0)&&((−𝛽11) < #[[2]] <

(𝛽11))&)]//𝐹𝑙𝑎𝑡𝑡𝑒𝑛;  

fotondetec11 = Flatten[Part[wCC, CondicionRefle11],1];  

Total[fotondetec11]  

396.05170849406835  

Total[157 ∗ fotondetec11]/NP   

0.11305476042467043  
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Photon scattering profiles in a turbid media were investigated through numerical simulation based on the Monte Carlo-Mie method at
this present work, using Wolfram Mathematics in the program algorithm. Photon scattering was treated using electromagnetic spherical
harmonics waves in three-dimensional scattering. The proposal, as an alternative to the Henyey-Greenstein phase approximation, was
defining a unit vector that represents a phase distribution, as an equivalent function with three vector components, within the turbid media.
Associating the step component, as projection using Legendre polynomials and for the transverse plane components were defining as vector
bases in terms of Legendre-Hankel functions, according to Gustav Mie’s theory. This composite vector was defined as a step function and
was evaluated within the Monte Carlo algorithm, obtaining simulations of light scattering. Backscatter profiles were compared for different
geometric dimensions of the spherical particles within the turbid media, including validation of the model with an experimental Lidar signal
from low clouds, obtaining physical properties of the turbid media by the proposed theoretical model.
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1. Introduction

A scientist community that involves in scattering light stud-
ies, today they offer to present many scattering light mod-
els, increasingly developed in order to obtain and identify,
through the study of properties, some different atmospheric
elements of our planet and outer space. This is an important
contribution of these scattering light models about climate
change and environmental sustainability to the planet. Now-
days in Mexico, there are not many registers of scattering
light works by research groups; that is why this work presents
the development and testing of one combined Monte Carlo-

Mie model, being careful with the focus on special functions
of scatterer unit vector from the proposed work. This work
was successful thanks to the actual current computer tools.

Some works reported by researchers as L.R. Bissonnette,
et al., Wu Zhensenet al., P. F. Liaparinos, and Yuzaho Ma
et al. use within their modeling an approximate simplified
phase function called the Henyey-Greenstein function. It is
applied to scatterer particles with spherical symmetry, [1-4].
In this work, the authors have developed a physical model in
one simplified algorithm considering a completely analytical
dominium and testings to get theoretical results according to
spherical harmonics and Lidar theory.
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2. Development of the Monte Carlo Mie model

This section is a review of spherical harmonics for scattered
waves. Emphasis was being placed on handling special func-
tions that make up the electromagnetic fields with spherical
symmetry.

In the second part, the principal concepts are analyzed
about handling the statistic-numerical Monte Carlo method.
Finally, the purpose of fuse both of them in one combined
model is exposed.

2.1. Amplitude of scattering waves

The outer/inner relation of the electromagnetic fields, from
the interaction of electromagnetic radiation with a spherical
scatterer of radius a, is defined as

(Ein + Esc − Ei)× êeer = (Hin + Hsc − Hi)× êeer = 0, (1)

Defining as:Ein incident electric field,H in incident mag-
netic field,Ei inner electric field,Hi inner magnetic field,Esc

scattering electric field, andHsc scattering magnetic field.
These fields were proposed by Mie [5]. For this work the
most important fields are the scattered fields, these are written
as Hankel special functions, which convergence at infinity.

A set of equations resulting from boundary conditions of
Eq. (1), solving these equations for the scattered fields and
finish getting the Mie Coefficients (an, bn), which are related
with the amplitude of scattering waves as:

an =
mψn(mx)ψ′n(x)− ψn(x)ψ′n(mx)
mψn(mx)ξn′(x)− ξn(x)ψ′n(mx)′

, (2)

bn =
ψn(mx)ψ′n(x)−mψn(x)ψ′n(mx)
ψn(mx)ξn′(x)−mξn(x)ψ′n(mx)

. (3)

As Mie’s theory establishes, the scattering electric field
can be possible to define by two orthogonal vector compo-
nents (Escθ , Escφ ) to produce a transverse plane, which is per-
pendicular to the scattering direction. From the definition of
scalar scattering electric field, it is obtained [5]

Escθ = Escθ + Escφ (4)

and

Escθ =
cosφ

ρ

∞∑
n=1

En(ianξ′nτn − bnξnπn), (5)

Escφ =
cosφ

ρ

∞∑
n=1

En(bnξnτn − ianξ′nπn).∆ (6)

Noting thatρ = kr, k is the wavenumber andr is the
distance of the scattering wave from the scatterer.

Applying the optical theorem that defines one transversal
section of extinction (σ) as the relation between the extinct
total energyWtotal (sum of absorption and scattering ener-
gies) and the incident irradiance [5]. It is possible to get one

transversal scattering section as,

σ =
4π

k2
Re{S(00)} =

2π

k2

×
{ ∞∑

n=1

(2n + 1)Re(an + bn)

}
, (7)

normalizing Eq. (7) to one geometric area, then

σ

π(a)2
=

2
(ka)2

{ ∞∑
n=1

(2n + 1)Re(an + bn)

}
. (8)

To get the scattering transversal sectionσs, it is necessar-
ily integrated the total scattering power over a solid angle4π,
as [6]

σs =
2π

k2

π∫

0

sen θdθ(|S1(θ)|2 + |S2(θ)|2), (9)

normalizing Eq. (9) with one geometric area, then

σs

π(a)2
=

2
(ka)2

∞∑
n=1

(2n + 1)(|an|2 + |bn|2) (10)

Finally, by energy conservation, it is possible to get,

σ = σs + σc. (11)

In other words, the transversal section of extinction from
one scatterer particle, it is conforming by the sum of the
transversal section of scatteringσs and the transversal sec-
tion of absorptionσc.

The volumetric coefficient of extinction in the turbid me-
dia is defined by,

β = N(z)σ, (12)

Noting that,N(z) is the normalized concentration of par-
ticles, from turbid media, in one illuminated unit volume by
one incident pulse of light.

2.2. Monte Carlo Method

One synthetized explanation of the terms involved in the sim-
ulation in relation to a distribution of particles inside of turbid
medium, by Monte Carlo then is given.

Suppose a representation of one turbid medium with a
hypotetical homogeneous thickh (0 < x < h) and walls
of infinite areas whereωk photons from a gaussian pulse of
energy are impacted.

Considering Eqs. (8), (10) and (11), there is the probabil-
ity (σs/σ), that an average of photons is in scattering process
and the weightening them being defined by [7],

ωk(σs/σ), (13)

there is also the probability (σc/σ) that an average of pho-
tons is in absorption process and the weightening them being
defined by,

ωk(σc/σ). (14)

Rev. Mex. F́ıs. 67 (2) 292–298
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The free path (λ), between the present and the next pho-
ton train scattering event, is proposed with an exponential
distribution density (γ), and is defined by the equation,

λ = − 1
σ

ln(γ). (15)

Calculating the abscissa at the next collision point, results

xk+1 = xk + λkµk, (16)

with µk = cos θ. It represents the new direction of the rest of
the train, once it has already collided.

2.3. Monte Carlo-Mie model

Noting explanation from Secs. 2.1 and 2.2. Based on those
observations, the following is proposed:

1.- Associate vector bases of the Mie model with the step
function of the classic Monte Carlo model (Eq. (16)),
generating a new unit vector of spatial advance and
projected as spherical harmonics. Where the radial
component has been projected from one polar axis, in-
side of turbid media, in this case it is not used the pro-
jection functionµk = cos θ. Instead can be proposed
one spherical harmonic function as Legendre spatial
functions, choosing one orderm = 1 to ensure az-
imuthal symmetry [5,8] as

µk1 = P 1
n(cos θk). (17)

Now for the second and third components from
unit vector, they are proposed as vector components
from Mie scattering electric field: parallel component
E‖s[N

(3)
P1n] and perpendicular componentE⊥s[M

(3)
I1n].

Where the parallel componentE‖s is linked with the
unit vectorêθ, taking the scalar component as

µk2 = {iτξ′n − πnξn}cos ψ

ρ
, (18)

the perpendicular componentE⊥s is linked with êϕ,
taking the scalar component as

µk3 = {iπnξ′n − τnξn} sin ψ

ρ
. (19)

FIGURE 1. Reference system ofr vector tok vector, expanding in
spherical harmonics.

The complete expression of one unit vector, expanded
on spherical harmonics, is

v = êrrk+1 + êθθk+1 + êϕϕk+1 = êr(rk + λkµk1

+ êθ(θk + λkradµk2) + êϕ(ψk + λkradµk3). (20)

With the distribution function of free path between dif-
ferent scattering events, inside the medium, as

λk = − 1
σk

ln(γ). (21)

And the distribution function of free angular directions,
as

λkrad = − 1
σkrad

ln(γrad). (22)

One graphic representation in the space, is shown in
the Fig. 1.

The vector proposed at Eq. (20) is similar to the pro-
posed by Badrinathet al., [9]. The difference in this
work was that the authors have proposed a projection
in spherical harmonics.

2.- The amplitudes of scattering waves, associated to Mie
coefficients (Eqs. (2) and (3)) are linked to the scatter-
ing and absorption probabilities inside turbid media.

3.- The incident theoretical light pulse proposed must has
a gaussian shape to be closer a real light pulse.

3. Algorithm flow chart

Algorithm flow chart is composed by three blocks, which are:
Block 1. It is declared: turbid medium thickness, the co-

efficients of: scattering, absorption and extinction; the proba-
bilities of: scattering, absorption and extinction; the numbers
of: scattering events and photons.

This block generate:

Rev. Mex. F́ıs. 67 (2) 292–298
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a) The probability distribution function, is the list of val-
ues resulting from convolution between the probability
of total energy and the gaussian probability function of
the incident pulse.

b) The position photonic function, that identifies the po-
sition of photons train, while it goes through the tur-
bid medium. The position photonic function chooses
the average probability photon values from the scat-
tering profile distribution list [wCC(R, λ)] generated,
according to the position photon train.

c) The scattering photonic function, that identifies the
photons train leaving the turbid medium in the forward
direction. The scattering photonic function chooses
the average probability photon values from the scat-
tering profile distribution list [wCC(R, λ)] generated,
according to the scattering position photon train.

d) The backscattering photonic function, that identi-
fies the photons train leaving the turbid medium in
the backward direction. The backscattering pho-
tonic function chooses the average probability pho-
ton values from the scattering profile distribution list
[wCC(R, λ)] generated, according to the backscatter-
ing position photon train.

e) A 3D step functionv, which it is composed by:λk

value, it means a exponential distribution function of
free paths between scattering events,λkrad value, it
means a exponential distribution function of free di-
rections between scattering events,µ value, it means
all random data with polar angles,ψ value, it means all
random data in relation to azimuthal angles.

Block 2. Execution of photon step function, which is de-
fined as a state vector:

v =
{ {(λk, θk, ϕk)}, if µk1 = 1, ψ = 0
{Re[(rk + λkµk1)]}, {Arg[(θk + λkradµk2)], Arg[(ψk + λkradµk3)]}, if µk1 6= 1, ψ 6= 0 . (23)

This block generate a list of all random trajectories in
function of the number of scattering events and the photons
number declared [7,10]. It results in a list of three elements;
first for position and two for directions (θk, ψk). From the
list [wCC(R, λ)] generated, can be obtain another new list
[wCC(R, λ)FOV ] that includes the average probability pho-
ton values that are trapped inside the Field Of View (FOV)
of a virtual photodetector, located at (−R, 0, 0) position, as is
shown in Fig. 2.

The listwCC(R, λ)FOV is the photon backscattering av-
erage probability located within the field of view of the tele-
scope (FOV) whose value variation depends on the wave-
length and also depends of the convergent exponential dis-
tribution function.

The algorithm of photon step through turbid media is
shown in Fig. 3,

Block 3. Photons are counted and averaged in the pho-
todetector. Besides they are shown in the screen editor as
position profiles graphic.

FIGURE 2. Backscatterig detection at(−R00) direction.

The calculus of the average probability photon values in-
side the photodetector was possible because of the complex
vector components definition of the transverse plane, that is
generated by the photon step function. The complex defini-
tion of parallel component, is

cosφ

ρ
{iτnξ′n + πnξn}êθ, (24)

and perpendicular component, is

sin φ

ρ
{iπnξ′n + τnξn}êϕ. (25)

As a result of this, the authors propose associate a cou-
ple of ortogonal semicomplex planes, and from that it could
be possible to get measures of angular values in relation to
the polar and azimuthal directions, at the moment of pho-
tons backscattering. The average probability photon val-
ues caught is depending of a solid angle from photodetector
(FOV), which has semiangle of

βββ = tan−1 y

R
. (26)

Equation (26) has a direct relation with the photodetector
light acceptance cone (aperture of telescope). The numerator
y, represent one aperture radius of telescope and the denomi-
natorR, represent the distance of photodetector to the turbid
medium border. Another perspective is shown in the Fig. 4.

4. Results of simulations

It is made simulations, considering a turbid media not
absorbent, with the following parameters: an incident light

Rev. Mex. F́ıs. 67 (2) 292–298



296 E. E. ṔEREZet al.,

FIGURE 3. Flow chart.

FIGURE 4. Backscattering inside of field of view (FOV).

pulse composed by population of5.5×105 photons, 100 scat-
tering events, 532 nm of wavelength,h = 2 m thickness of
turbid media,r = 8.65 µm,r = 10 µm y r = 12.5 µm radius
dimension of scatterers and one refractive index of 1.33.

4.1. Comparing average result and space distributions

Tables I, II, III shown the average of: backscattered photons
probability, transmitted photons probability and caught pho-
ton probability through out one turbid media composed by
spherical scatterers. Plotting their spatial profiles of each of
them.

Noting that when the physical parameters as: scatterer
radius and refractive index are used into the scattering coeffi-
cient and absorption coefficient and considering the Mie

FIGURE 5. Spatial distribution profiles, from droplets water tur-
bid media of 2 m of thickness, with relative refractive index of
n = 1.33 and radius of: a)r = 8.65 µm, b) r = 10 µm and
c) r = 12.5 µm.

vector bases into state function. Scattering light is observed
with an increasingly forward direction (toward direction of
incident pulse) and less in backward direction, it happen ev-
ery time that scatterers size is increasing. The last concept
is checked with the results of the photon concentrations in
forward, backward and trapped cases, given by the program
in relation to turbid media as it is shown in Tables I, II and
III. Also, the scattering spatial distribution is similar to the
frontal lobe of radiation from the Mie phase function [5].

4.2. Comparison of backscattered photons as a func-
tions of distance

The profile of distance distributions of backscattered photons
probability is calculated from 5 to 50 m, by steps of 5 m. Fig-
ure 6, shows the profile of average probability photon values
versus distance. Forr = 8.65, 10 and 12.5µm of scatterer.

Comparing5.5 × 105 of photons hitting the turbid me-
dia (Fig. 6), from each distance, the exponential distribution
profiles again shows a strong dependence of the size of the
scatterer in relation with backscattering photons probability.

FIGURE 6. Profiles in the FOV.
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TABLE I. Scatterer radius (r = 8.65 µm)

Incident Photons wavelength Caught Photons Transmitted Photons Backscattering Photons

average (nm) average average average

5.5× 105 532 4.430× 10−16 0.9710 0.00957

TABLE II. Scatterer radius (r = 10 µm)

Incident Photons wavelength Caught Photons Transmitted Photons Backscattering Photons

average (nm) average average average

5.5× 105 532 3.383× 10−18 0.9713 0.00925

TABLE III. Scatterer radius (r = 12.5 µm)

Incident Photons wavelength Caught Photons Transmitted Photons Backscattering Photons

average (nm) average average average

5.5× 105 532 3.439× 10−18 0.9742 0.00637

5. Validation of the model with an experimen-
tal lidar signal

The Monte Carlo-Mie model was performed to represent a
distance profile of experimental data, provided by courtesy
of THE FRENCH AEROSPACE LAB (ONERA). Referring
to a backscattered Lidar signal from turbid media in clouds
located at a minimum height of one thousands sixty meters
with a thickness of one hundred meters.

For that testing, the Monte Carlo-Mie algorithm used the
following parameters, to fit the experimental profile: one
thickness of turbid mediumh = 100 m, an energy laser pulse
of 50 mJ, assuming just5.5× 105 incident photons. Number
of scattering events 100. A wavelength of 355 nm. A pho-
todetection gain of eight times, this gain is assigned due to
the limitations in the computer equipment used in this work,
the5.5×105 photons is a minimal energy fraction equivalent
in order to femtojoules. Because of this, the authors assigned
that gain compensation. One aperture radius of telescope of
0.1 m which it is located for each corresponding variation
distance at (-R 0 0). A relative refractive indexnr = 1.9996
from turbid media [5,11,12,13]. And a radius of the droplets
water from low ionizationr = 10 µm [14].

The algorithm started, while varying the distance of pho-
todetector from 10650 to 1147.5 m by steps of 7.5 m. Simu-
lating the light pulse step through turbid media and for each
step was necessary to make a numerical fit (factor fit). The
factor fit applied to the total backscatterig list was proposed
as Trasmittance factor [15]. As it is shown in Fig. 7.

Considering that factor fit, the authors getting sucsses-
fully modeling the experimental profile from backscattering
power. Figure 8 shows theoretical and experimental power
backscattering.

FIGURE 7. Trasmittance profile T(R).

FIGURE 8. Theoretical and experimental backscattering power
P(R), profiles.
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6. Conclusions

In scattering and quantification simulations of expanding as
spherical harmonics waves, the authors are concluded:

Referring to Fig. 7, one factor fit is proposed, it was asso-
ciate to this disturbance as a physical relation of the transmit-
tance factorT (R), that relates to the extinction coefficient
at distance R. And it is applied at photodetector measure-
ments, specific for each height over an interval from 1065 to
1147.5 m. As a result of this, an experimental and theoretical
signals lidar are closely fitted, as it is shown in Fig. 8. The
success of this modeling is due to the turbid medium is being
composed of spherical scatterers (water drops), with an av-
erage radius size of 10µm and the Monte Carlo-Mie model
is based on vector bases that represents scattering spherical

harmonic and consequently the authors proposed an empir-
ical equation that represents the backscattering power as a
function of the height. It is defined as [15].

P (R, λ) = P0〈wCC(R, λ)FOV〉T (R). (27)

With P0, is the power value of incident pulse [J/s].
wCC(R, λ)FOV, is the photon backscattering average [di-
mensionless].

T (R) = exp


−2

r∫

0

αt,λ(x)dx


 ,

is the transmittance factor [dimensionless].
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