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RESUMEN 
 

Se presenta un análisis dinámico para una herramienta que gira libremente debido a la 

acción de un vidrio que gira a velocidad angular constante. Preston, F. W. [1] analizó 

el movimiento de la herramienta, despreciando el espesor de la misma y concluyó que 

la torca ejercida sobre la herramienta tiene una sola componente a lo largo de la 

dirección normal de ella. A partir de este análisis, Preston también concluyó que las 

velocidades angulares de la herramienta y el vidrio deben ser iguales, incluso cuando 

experimentalmente esto no es cierto. Para este trabajo se asumió un espesor de la 

herramienta diferente de cero, de donde se encontraron dos nuevas componentes de la 

torca a lo largo del plano de la interfaz que producen una presión no homogénea entre 

las superficies y luego una velocidad angular errática de la herramienta, por lo tanto 

puede ser entendida la conocida rotación azarosa de la herramienta.  

Si el centro de la herramienta esta fijo sobre el vidrio, en un punto con 

coordenadas (𝑥𝐺 , 0), se obtiene una torca en dirección 𝑋𝐺. Esta nueva componente de 

la torca frena la velocidad angular de la herramienta lo cual ha sido confirmado 

experimentalmente. 
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CAPITULO 1  

INTRODUCCIÓN  

 

1.1 ANTECEDENTES 

En 1927 Preston, F.W. [1] analizó la dinámica de la rotación libre de una 

herramienta de pulido. Él dedujo una expresión integral para la torca aplicada desde la 

superficie del vidrio a la superficie de la herramienta en dirección normal. Para hacer 

esto, desarrolló la técnica por el ¨método del centroide¨. A partir de la expresión de 

Preston [1] para la torca, concluyó que ¨cuando se prueba con un anillo o disco de 

fieltro se obtiene una aproximación cercana a la sincronización”. Después S.I. Vinokur 

[2] aplicó el “método del centroide” y calculó la torca en dirección normal usando 

integrales elípticas de primer y segundo orden. Preston [1] y Vinokur [2] supusieron 

que la rotación azarosa era originada por “la cantidad de fricción en el eje de rotación 

del anillo” [1] o “un coeficiente de fricción no constante” entre el vidrio y la 

herramienta [2]. 

La rotación no sincronizada y la rotación azarosa fueron reportadas desde los 

experimentos por Norman J. Brown [3], C. A. Hall y T. A. Porshing [4] y T. A. 

Porshing y C. A. Hall [5]. Rupp [6] sugirió como origen de las rotaciones azarosas al
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 “método de introducción del abrasivo, ya que una introducción errática puede causar 

inestabilidad del coeficiente cinético”. V. L. Gorbach [8] añadió que la sincronización 

del elemento accionado es independiente del pulido y esmerilado. V.V. Travin [9] 

continuó el análisis de Vinokur [2] y concluyó más recientemente que “la herramienta 

y el vidrio están sincronizados sólo si los ejes de rotación  de la herramienta y del vidrio 

coinciden”. Mediciones experimentales de la relación entre velocidades angulares  
𝜔𝑇

𝜔𝐺
 

de la herramienta sobre el vidrio fueron realizadas por Carlock, E. [10]. 

En el siguiente capítulo se deducirá una ecuación diferencial para la fuerza de 

arrastre, 𝑑𝑓𝐴𝑇, aplicada desde un diferencial de área del vidrio a un diferencial de área 

de la herramienta, 𝑑𝐴𝑇. En el capítulo 3, se obtendrá la diferencial de la torca, 𝑑𝜏𝐴𝑇, 

aplicada sobre cualquier diferencial de área de la herramienta, 𝑑𝐴𝑇. Luego se obtendrá 

una ecuación integral para la torca total, 𝜏𝐴𝑇, integrando sobre todos los puntos de la 

herramienta. En los capítulos 4 y 5 es presentado un análisis numérico y analítico de 

las componentes de la torca 𝜏𝑧 y 𝜏𝑥, respectivamente y sus efectos sobre la herramienta. 

En el capítulo 6 resultados experimentales son mostrados y analizados con referencia 

a nuestras predicciones teóricas. Finalmente están escritas las conclusiones.
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CAPÍTULO 2  

DIFERENCIAL DE LA FUERZA DE ARRASTRE 

DEL VIDRIO A LA HERRAMIENTA 

 

Para deducir la expresión diferencial de la fuerza de arrastre del vidrio a la 

herramienta, vamos a asumir que las superficies de contacto del vidrio y la herramienta 

son planas y están rotando con velocidades angulares 𝜔⃗⃗⃗𝐺 y 𝜔⃗⃗⃗𝑇 sobre los ejes 𝑍𝐺  y 𝑍𝑇 

respectivamente (ver Figura. 2.1), en otras palabras 

𝝎⃗⃗⃗⃗𝑮 = 𝝎𝑮𝒆̂𝒛                                                          (2.1) 

𝝎⃗⃗⃗⃗𝑻 = 𝝎𝑻𝒆̂𝒛                                                          (2.2)
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FIGURA 2.1. El vidrio y la herramienta rotan alrededor de 𝑶𝑮 y 𝑶𝑻 con velocidades 

angulares 𝝎⃗⃗⃗⃗𝑮 y 𝝎⃗⃗⃗⃗𝑻 respectivamente. La posición del centro de la herramienta 𝑶𝑻 con 

respecto de 𝑶𝑮, está descrito por el vector 𝒓⃗⃗𝑻𝑪. El punto de contacto 𝑷𝑮 sobre el vidrio 

y 𝑷𝑻 en la herramienta está descrito por los vectores 𝒓⃗⃗𝑮 y 𝒓⃗⃗𝑻 respectivamente. 

 

Donde 𝜔⃗⃗⃗𝐺 es un valor constante en el pulido clásico y la herramienta rota libremente 

sólo por acción del vidrio. 

Dado que los puntos 𝑂𝑇, 𝑃𝐺  y 𝑃𝑇 están en sobre el plano 𝑋𝐺 − 𝑌𝐺 entonces 
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𝑟𝑇𝐶 =  𝑥𝑇𝐶 𝑒̂𝑥 + 𝑦𝑇𝐶𝑒̂𝑦                                                (2.3) 

𝑟𝐺 =  𝑥𝐺 𝑒̂𝑥 + 𝑦𝐺𝑒̂𝑦                                                  (2.4) 

𝑟𝑇 =  𝑥𝑇𝑒̂𝑥 + 𝑦𝑇𝑒̂𝑦                                                  (2.5) 

Donde 𝑟𝑇𝐶, 𝑟𝐺y 𝑟𝑇 representan vectores de posición del centro de la herramienta 

(con respecto de 𝑂𝐺 ), 𝑃𝐺  (con respecto de 𝑂𝐺 ) y 𝑃𝑇  (con respecto de 𝑂𝑇 ) 

respectivamente (ver Figura 2.1). Dado que la diferencial de la fuerza de arrastre del 

vidrio a la herramienta, 𝑑𝑓𝐴𝑇 , es aplicada desde el punto 𝑃𝐺  sobre la superficie del 

vidrio a un diferencial de área, 𝑑𝐴𝑇  de la superficie de la herramienta, entonces 

tenemos 

𝑑𝑓𝐴𝑇 = 𝜇
𝑓𝑁

𝐴𝑇
𝑣𝑑𝐴𝑇.                                               (2.6) 

Donde µ es el coeficiente de fricción, 𝑓𝑁, es la fuerza normal, 𝐴𝑇 es el área de 

la herramienta y 𝑣 es el vector unitario de velocidad del punto 𝑃𝐺  con respecto de 𝑃𝑇. 

A continuación de este capítulo y usando las Ec. (2.1) a (2.5) será deducida la 

ecuación para 𝑣  y por lo tanto la expresión para 𝑑𝑓𝐴𝑇  como una función de las 

velocidades angulares y de los vectores de posición. 

Las velocidades 𝑣⃗𝐺  y 𝑣⃗𝑇  de los putos 𝑃𝐺  y 𝑃𝑇  con respecto del sistema de 

referencia (𝑥𝐺 , 𝑦𝐺 , 𝑧𝐺), están dadas respectivamente por  

𝒗⃗⃗⃗𝑮 =  𝟂⃗⃗⃗⃗𝑮 × 𝒓⃗⃗𝑮                                                   (2.7) 

𝒗⃗⃗⃗𝑻 =  𝒗⃗⃗⃗𝑻𝑪 + 𝟂⃗⃗⃗⃗𝑻 × 𝒓⃗⃗𝑻                                            (2.8) 
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En la Ec. (2.7) suponemos que la velocidad en 𝑃𝐺  se debe a la rotación del vidrio 

alrededor de 𝑂𝐺 y en la Ec. (2.8) se asume que la velocidad en 𝑃𝑇 es la suma vectorial 

de la velocidad de traslación del centro del vidrio, 𝑣⃗𝑇𝐶, y la velocidad tangencial debido 

a la rotación de la herramienta alrededor de 𝑂𝑇. Entonces la velocidad 𝑣⃗𝐺  en el punto 

𝑃𝐺  con respecto a 𝑃𝑇 será  

𝒗⃗⃗⃗ =  𝟂⃗⃗⃗⃗𝑮 × 𝒓⃗⃗𝑮 − 𝒗⃗⃗⃗𝑻𝑪 − 𝟂⃗⃗⃗⃗𝑻 × 𝒓⃗⃗𝑻                                     (2.9) 

Como se puede ver en la Figura. 2.1, dado que 𝑟𝐺, 𝑟𝑇 y 𝑟𝑇𝐶 están relacionados 

a través de 

𝒓⃗⃗𝑮 =  𝒓⃗⃗𝑻𝑪 + 𝒓⃗⃗𝑻                                                 (2.10) 

Se sustituye entonces 𝑟𝐺 de la Ec. (2.10) dentro de la Ec. (2.9) y se obtiene 

𝒗⃗⃗⃗ =  (𝟂⃗⃗⃗⃗𝑮 − 𝟂⃗⃗⃗⃗𝑻) × 𝒓⃗⃗𝑻 + 𝟂⃗⃗⃗⃗𝑮 × 𝒓⃗⃗𝑻𝑪 − 𝒗⃗⃗⃗𝑻𝑪                             (2.11) 

Definiendo 

∆𝟂 = 𝟂𝑮 − 𝟂𝑻                                                (2.12) 

𝒓̇⃗⃗𝑻𝑪 =  𝒙̇𝑻𝑪𝒆̂𝒙 + 𝒚̇𝑻𝑪𝒆̂𝒚                                           (2.13) 

y sustituyendo ∆𝜔, 𝑟̇𝑇𝐶 y  𝑟𝑇 de las Ec. (2.12), (2.13) y (2.5) dentro de la Ec. (2.11), 

esta última se convierte en 

𝒗⃗⃗⃗ =  (−∆𝝎𝒚𝑻 − 𝝎𝑮𝒚𝑻𝑪 − 𝒙̇𝑻𝑪)𝒆̂𝒙 + (∆𝝎𝒙𝑻 + 𝝎𝑮𝒙𝑻𝑪 − 𝒚̇𝑻𝑪)𝒆̂𝒚          (2.14) 

Y entonces 

𝒗̂ =
(−∆𝝎𝒚𝑻−𝝎𝑮𝒚𝑻𝑪−𝒙̇𝑻𝑪)𝒆̂𝒙+(∆𝝎𝒙𝑻+𝝎𝑮𝒙𝑻𝑪−𝒚̇𝑻𝑪)𝒆̂𝒚

√(∆𝝎𝒚𝑻+𝝎𝑮𝒚𝑻𝑪+𝒙̇𝑻𝑪)𝟐+(∆𝝎𝒙𝑻+𝝎𝑮𝒙𝑻𝑪−𝒚̇𝑻𝑪)𝟐
                       (2.15)  
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Sustituyendo la Ec. (2.15) dentro de la Ec. (2.6) se obtiene para ésta última 

𝒅𝒇⃗⃗𝑨𝑻 = −
𝒇𝑵

𝑨𝑻
𝝁

[(∆𝝎𝒚𝑻+𝝎𝑮𝒚𝑻𝑪+𝒙̇𝑻𝑪)𝒆̂𝒙−(∆𝝎𝒙𝑻+𝝎𝑮𝒙𝑻𝑪−𝒚̇𝑻𝑪)𝒆̂𝒚]𝒅𝑨𝑻

√(∆𝝎𝒚𝑻+𝝎𝑮𝒚𝑻𝑪+𝒙̇𝑻𝑪)𝟐+(∆𝝎𝒙𝑻+𝝎𝑮𝒙𝑻𝑪−𝒚̇𝑻𝑪)𝟐
           (2.16) 

Dentro de la Ec. (2.16), 𝑑𝑓𝐴𝑇  representa la diferencial de la fuerza aplicada 

desde el punto 𝑃𝐺  sobre el vidrio a la diferencial de área, 𝑑𝐴𝑇, en el punto 𝑃𝑇 sobre la 

herramienta. En el siguiente capítulo se deducirá la ecuación de la torca aplicada desde 

el vidrio a la herramienta, con respecto al centro de masas de la herramienta. 
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CAPÍTULO 3 

TORCA DESDE EL VIDRIO A LA 

HERRAMIENTA 

 

En los artículos de Preston [1] y Vinokur [2] la ecuación de la torca aplicada 

del vidrio a la herramienta fue deducida asumiendo que la herramienta es muy delgada, 

en otras palabras que su grosor es cero. En este trabajo se calculará la torca en referencia 

al centro de masas de la herramienta. Es importante denotar el intento que aún el 

sistema de referencia fijado en el centro de la herramienta es un sistema no inercial; sin 

embargo “la razón de cambio en el tiempo del momento angular alrededor del centro 

de masas de cualquier sistema es igual al momento total de las fuerzas externas 

alrededor del centro de masas. Esto es cierto incluso si el centro de masas se está 

acelerando” [11]. 

.
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La diferencial de la torca aplicada sobre el punto 𝑃𝑇 con respecto al centro de 

masas de la herramienta está dado por 

𝒅𝝉⃗⃗ =  𝒓⃗⃗ × 𝒅𝒇⃗⃗𝑨𝑻                                                 (3.1), 

Donde 𝑟 es el vector de posición de 𝑃𝑇, desde el centro de masas hasta 𝑃𝑇 (ver 

Figura 3.1), en otras palabras  

𝒓⃗⃗ =  𝒙𝑻𝒆̂𝒙 + 𝒚𝑻𝒆̂𝒚 − 𝒉𝒆̂𝒛                                         (3.2) 

Entonces sustituyendo las Ec. (2.16) y (3.2) en la Ec. (3.1) esta se vuelve 

𝒅𝝉⃗⃗ = −
𝒇𝑵

𝑨𝑻

𝝁(𝒙𝑻𝒆̂𝒙+𝒚𝑻𝒆̂𝒚−𝒉𝒆̂𝒛)×[(∆𝝎𝒚𝑻+𝝎𝑮𝒚𝑻𝑪+𝒙̇𝑻𝑪)𝒆̂𝒙−(∆𝝎𝒙𝑻+𝝎𝑮𝒙𝑻𝑪−𝒚̇𝑻𝑪)𝒆̂𝒚]𝒅𝑨𝑻

√(∆𝝎𝒚𝑻+𝝎𝑮𝒚𝑻𝑪+𝒙̇𝑻𝑪)𝟐+(∆𝝎𝒙𝑻+𝝎𝑮𝒙𝑻𝑪−𝒚̇𝑻𝑪)𝟐
         (3.3) 

 

FIGURA. 3.1. Simulando un corte transversal del vidrio y la herramienta, los 
puntos, 𝑷𝑮, sobre el vidrio 𝑷𝑻 sobre la herramienta, están en contacto a través de 
una capa de pulidor. 
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Después de que el producto cruz es realizado en la Ec. (3.3) las siguientes 

expresiones para las integrales de las componentes de la torca son obtenidas. 

𝝉𝒙 = 𝝁
𝒇𝑵

𝑨𝑻
𝒉 ∬

(𝜹𝝎𝒙𝑻+𝒙𝑻𝑪−
𝒚̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)

√(𝜹𝝎𝒙𝑻+𝒙𝑻𝑪−
𝒚̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)
𝟐

+(𝜹𝝎𝒚𝑻+𝒚𝑻𝑪+
𝒙̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)

𝟐
𝒅𝑨𝑻𝑨𝑻

                   (3.4) 

𝝉𝒚 = 𝝁
𝒇𝑵

𝑨𝑻
𝒉 ∬

(𝜹𝝎𝒚𝑻+𝒚𝑻𝑪+
𝒙̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)

√(𝜹𝝎𝒙𝑻+𝒙𝑻𝑪−
𝒚̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)
𝟐

+(𝜹𝝎𝒚𝑻+𝒚𝑻𝑪+
𝒙̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)

𝟐
𝒅𝑨𝑻𝑨𝑻

                   (3.5) 

𝝉𝒛 = 𝝁
𝒇𝑵

𝑨𝑻
∬

[𝒙𝑻(𝜹𝝎𝒙𝑻+𝒙𝑻𝑪−
𝒚̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)+𝒚𝑻(𝜹𝝎𝒚𝑻+𝒚𝑻𝑪+
𝒙̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)]

√(𝜹𝝎𝒙𝑻+𝒙𝑻𝑪−
𝒚̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)
𝟐

+(𝜹𝝎𝒚𝑻+𝒚𝑻𝑪+
𝒙̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)

𝟐
𝒅𝑨𝑻𝑨𝑻

                   (3.6) 

Donde 

𝜹𝝎 =
∆𝟂

𝟂𝑮
                                                      (3.7) 

Como se señaló, las Ec. (3.4), (3.5) y (3.6) corresponden a las componentes de la 

torca aplicada a la herramienta desde el vidrio. Prestemos atención a las 

componentes 𝜏𝑥 y 𝜏𝑦 las cuales no fueron deducidas por Preston [1] y Vinokur [2]. 

Haciendo un desarrollo en serie de Taylor de los integrandos de las Ec. (3.4) a (3.6) 

para pequeños valores de δω, éstas se vuelven en 

𝝉𝒙 ≈ 𝝁𝝅
𝒇𝑵

𝑨𝑻
𝒉𝑹𝑻

𝟐
𝝌𝑻𝑪− 

𝒚̇𝑻𝑪
𝑹𝑻𝝎𝑮

√(𝝌𝑻𝑪−
𝒚̇𝑻𝑪

𝑹𝑻𝝎𝑮
)

𝟐

+(
𝒚𝑻𝑪
𝑹𝑻

+
𝒙̇𝑻𝑪

𝑹𝑻𝝎𝑮
)

𝟐
,                                   (3.8) 

𝝉𝒚 ≈ 𝝁𝝅
𝒇𝑵

𝑨𝑻
𝒉𝑹𝑻

𝟐

𝒚𝑻𝑪
𝑹𝑻

+
𝒙̇𝑻𝑪

𝑹𝑻𝝎𝑮

√(𝝌𝑻𝑪−
𝒚̇𝑻𝑪

𝑹𝑻𝝎𝑮
)

𝟐

+(
𝒚𝑻𝑪
𝑹𝑻

+
𝒙̇𝑻𝑪

𝑹𝑻𝝎𝑮
)

𝟐
,                                    (3.9) 
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y 

𝝉𝒛 ≈ 𝝁𝝅
𝒇𝑵

𝑨𝑻

𝑹𝑻
𝟑

𝟒

𝜹𝝎

√(𝝌𝑻𝑪−
𝒚̇𝑻𝑪

𝑹𝑻𝝎𝑮
)

𝟐

+(
𝒚𝑻𝑪
𝑹𝑻

+
𝒙̇𝑻𝑪

𝑹𝑻𝝎𝑮
)

𝟐
,                                     (3.10) 

donde 

𝝌𝑻𝑪 =
𝒙𝑻𝑪

𝑹𝑻
                                               (3.11) 

Como veremos en el siguiente capítulo el comportamiento que tienen estas 

componentes sobre la herramienta. 

3.1. COMPONENTES DE LA TORCA PARA PEQUEÑOS 

VALORES DE 𝜹𝝎 
 

Los integrandos (3.4), (3.5) y (3.6) pueden escribirse como 

𝒇𝒙(𝜹𝛚) =
(𝜹𝝎𝒙𝑻+𝒙𝑻𝑪−

𝒚̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)

√(𝜹𝝎𝒙𝑻+𝒙𝑻𝑪−
𝒚̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)
𝟐

+(𝜹𝝎𝒚𝑻+𝒚𝑻𝑪+
𝒙̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)
𝟐
                              (3.12) 

𝒇𝒚(𝜹𝝎) =
(𝜹𝝎𝒚𝑻+𝒚𝑻𝑪+

𝒙̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)

√(𝜹𝝎𝒙𝑻+𝒙𝑻𝑪−
𝒚̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)
𝟐

+(𝜹𝝎𝒚𝑻+𝒚𝑻𝑪+
𝒙̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)
𝟐
                              (3.13) 

𝒇𝒛(𝜹𝝎) =
[𝒙𝑻(𝜹𝝎𝒙𝑻+𝒙𝑻𝑪−

𝒚̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)+𝒚𝑻(𝜹𝝎𝒚𝑻+𝒚𝑻𝑪−
𝒙̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)]

√(𝜹𝝎𝒙𝑻+𝒙𝑻𝑪−
𝒚̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)
𝟐

+(𝜹𝝎𝒚𝑻+𝒚𝑻𝑪+
𝒙̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)
𝟐

                            (3.14) 

Al realizar las derivadas respectivas de los integrandos para el desarrollo en 

serie de Taylor alrededor de 𝛿𝜔 = 0 , las aproximaciones lineales de los integrandos 

de las Ec. (3.12), (3.13) y (3.14)  alrededor de 𝛿𝜔 = 0 se escriben como 
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𝒇𝒙(𝜹𝝎) ≈
(𝒙𝑻𝑪−

𝒚̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)

√(𝒙𝑻𝑪−
𝒚̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)
𝟐

+(𝒚𝑻𝑪+
𝒙̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)
𝟐

+
(𝒚𝑻𝑪+

𝒙̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)[−𝒚𝑻(𝒙𝑻𝑪−
𝒚̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)+𝒙𝑻(𝒚𝑻𝑪+
𝒙̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)]

[(𝒙𝑻𝑪−
𝒚̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)
𝟐

+(𝒚𝑻𝑪+
𝒙̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)
𝟐

]

𝟑
𝟐⁄

𝜹𝝎      (3.15) 

𝒇𝒚(𝜹𝝎) ≈
(𝝎𝑮𝒚𝑻𝑪+𝒙̇𝑻𝑪)

√(𝒙𝑻𝑪−
𝒚̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)
𝟐

+(𝒚𝑻𝑪+
𝒙̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)
𝟐

+
(𝒙𝑻𝑪−

𝒚̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)[𝒙𝑻(𝒙𝑻𝑪−
𝒚̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)−𝒚𝑻(𝒚𝑻𝑪+
𝒙̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)]

[(𝒙𝑻𝑪−
𝒚̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)
𝟐

+(𝒚𝑻𝑪+
𝒙̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)
𝟐

]

𝟑
𝟐⁄

𝜹𝝎        (3.16) 

𝒇𝒛(𝜹𝝎) ≈
[𝒙𝑻(𝒙𝑻𝑪−

𝒚̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)+𝒚𝑻(𝝎𝑮𝒚𝑻𝑪+𝒙̇𝑻𝑪)]

[(𝒙𝑻𝑪−
𝒚̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)
𝟐

+(𝒚𝑻𝑪+
𝒙̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)
𝟐

]

𝟏
𝟐⁄

+
[𝒙𝑻(𝒙𝑻𝑪−

𝒚̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)−𝒚𝑻(𝒚𝑻𝑪+
𝒙̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)]
𝟐

[(𝒙𝑻𝑪−
𝒚̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)
𝟐

+(𝒚𝑻𝑪+
𝒙̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)
𝟐

]

𝟑
𝟐⁄

𝜹𝝎         (3.17) 

Sustituyendo las ecuaciones (3.15), (3.16) y (3.17) dentro de las ecuaciones 

(3.4), (3.5) y (3.6) y después de realizar las respectivas integrales obtenemos 

𝝉𝒙 ≈ 𝝁𝝅
𝒇𝑵

𝑨𝑻
𝒉𝑹𝑻

𝟐
𝒙𝑻𝑪− 

𝒚̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

√(𝒙𝑻𝑪−
𝒚̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)
𝟐

+(𝒚𝑻𝑪+
𝒙̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)

𝟐
                                   (3.18) 

𝝉𝒚 ≈ 𝝁𝝅
𝒇𝑵

𝑨𝑻
𝒉𝑹𝑻

𝟐
𝒚𝑻𝑪+

𝒙̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

√(𝒙𝑻𝑪−
𝒚̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)
𝟐

+(𝒚𝑻𝑪+
𝒙̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)

𝟐
                                   (3.19) 

𝝉𝒛 ≈ 𝝁𝝅
𝒇𝑵

𝑨𝑻

𝑹𝑻
𝟒

𝟒

𝜹𝝎

√(𝒙𝑻𝑪−
𝒚̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)
𝟐

+(𝒚𝑻𝑪+
𝒙̇𝑻𝑪
𝝎𝑮

)

𝟐
                                     (3.20)
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CAPÍTULO 4  

 

ANÁLISIS NUMÉRICO Y ANALÍTICO DE LA 

COMPONENTE 𝛕𝐳 CUANDO EL CENTRO DE LA 

HERRAMIENTA ESTA SOBRE EL EJE 𝑿𝑮. 

 

Las Figuras 4.1 y 4.2 muestran graficas de 𝜏𝑧 = 𝜏𝑧(𝛿𝜔, 𝜒𝑇𝐶) y 𝜏𝑧 = 𝜏𝑧(𝛿𝜔), 

para varios valores de 𝜒𝑇𝐶 y 𝛿𝜔 respectivamente. El dominio escogido para 𝛿𝜔 y 𝜒𝑇𝐶 

son (-1, 1) y (-10, 10) respectivamente. De las Figuras 4.1 y 4.2 y la Ec. (3.10), se puede 

ver qué; a) cuando la posición del centro de la herramienta (𝜒𝑇𝐶) aumenta lo suficiente 

𝜏𝑧 tiende a cero; b) si 𝛿𝜔 = 0  entonces  𝜏𝑧 = 0 para cualquier valor de 𝜒𝑇𝐶 y c) para 

cualquier coordenada fija de 𝜒𝑇𝐶 hay una fuerte dependencia lineal entre 𝜏𝑧  y 𝛿𝜔. 

A continuación, en este capítulo se dedujo primero una expresión analítica para 

la inclinación de 𝜏𝑧 vs 𝛿𝜔 , en segundo la “Sincronización de Preston” entre la 

herramienta y el vidrio se obtendrán analíticamente. 
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Dado que la relación entre 𝜏𝑧 y 𝛿𝜔 es lineal (ver Figura 4.2), para cualquier 

 𝜒𝑇𝐶, entonces decidimos usar la pendiente de las líneas para pequeños valores de 𝛿𝜔 

y usarlos como expresión general para las pendientes. En este caso la Ec. (3.20), para 

pequeños valores de 𝛿𝜔 se vuelve 

𝛕𝐳 ≈ 𝛍𝐟𝐍
𝐑𝐓

𝟒

𝛅𝛚

𝛘𝐓𝐂
                                                   (4.1) 

 

FIGURA 4.1. Grafica de [𝝉𝒛/(𝝁𝒇𝑵)](𝜹𝝎, 𝝌𝑻𝑪)  cuando la herramienta esta fija en un 

punto con (𝝌𝑻𝑪, 𝟎) para diferentes valores de 𝛅𝝎. 
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FIGURA 4.2. Grafica de 𝝉𝒛/(𝝁𝒇𝑵) = [𝝉𝒛/(𝝁𝒇𝑵)](𝜹𝝎) cuando la herramienta esta fija 

en un punto con coordenadas (𝝌𝑻𝑪, 𝟎) donde el dominio de 𝜹𝟂 es (-1, 1). 

 

Primero se deducirá la ecuación para la rotación sobre el eje 𝑍𝑇. Para esto, se 

utilizara el momento de inercia (sobre el eje 𝑍𝑇) de una herramienta circular de radio 

𝑅𝑇 y masa  𝑚𝑇. 

𝑰𝒛 =
𝟏

𝟐
𝒎𝑻𝑹𝑻

𝟐
                                                 (4.2) 

Entonces usando las Ec. (4.1) y (4.2), la ecuación para la rotación de la 

herramienta sobre el eje 𝑍𝑇, es expresada como 

𝝁𝒇𝑵

𝟐𝒎𝑻𝑹𝑻𝝌𝑻𝑪
𝜹𝟂 = 𝜽𝑻𝒁

̈ .                                           (4.3) 
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Donde 𝜃𝑇𝑍
̈  es la aceleración angular de la herramienta alrededor del eje 𝑍𝑇. Ya 

que 𝜔𝐺 es un valor constante, entonces la Ec. (4.3) puede ser escrita como 

𝝁𝒇𝑵

𝟐𝒎𝑻𝑹𝑻𝟂𝑮𝝌𝑻𝑪
𝜹𝟂 = −

𝒅(𝜹𝟂)

𝒅𝒕
.                                        (4.4) 

La solución de la ecuación (4.4) está dada por  

𝜹𝟂 = 𝜹𝟂𝟎𝒆
−𝝁𝒇𝑵

𝟐𝑹𝑻𝒎𝑻𝟂𝑮𝝌𝑻𝑪
𝒕
.                                       (4.5) 

Como se puede ver la Ec. (4.5) predice que para cualquier valor inicial 

 δ𝜔0; δ𝜔 → 0, en otras palabras, para un intervalo de tiempo suficientemente largo 

δ𝜔 = 0. Este intervalo de tiempo puede ser convencionalmente definido como 

𝜟𝒕 =
𝟐𝒎𝑻𝝌𝑻𝑪𝟂𝑮𝑹𝑻

𝝁𝒇𝑵
                                                 (4.6) 

Se puede ver de la Ec. (4.6) que Δt depende linealmente de  𝜒𝑇𝐶, esto significa 

que se alcanza una sincronización “instantánea” (𝛥𝑡 = 0)  cuando el centro de la 

herramienta está localizada en el centro del vidrio (𝜒𝑇𝐶 = 0), como V.V. Travin (2005) 

[9] estableció “herramienta y vidrio no están sincronizados si los ejes de rotación de la 

herramienta y el vidrio no coinciden”. En sentido opuesto cuando una superficie grande 

está siendo terminada cerca de los bordes, podemos evitar la inestabilidad 

disminuyendo la velocidad angular del vidrio, 𝜔𝐺, lo cual es conocido por los técnicos 

cuando están puliendo superficies grandes. Otra predicción de la Ec. (4.6) está en 

oposición a V. L. Gorbach [8], quien afirmaba que la sincronización es independiente 

del coeficiente de fricción, 𝜇, lo que significa  que la sincronización es independiente 
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si el vidrio se pule o se esmerila. Sin embargo, la Ec. (4.6) predice que el intervalo de 

tiempo disminuye si µ crece, esto es, si el vidrio está siendo esmerilado. 

De la Ec. (4.6) podemos concluir que el vidrio y la herramienta van a rotar con 

la misma velocidad angular. En el siguiente capítulo se analizará el comportamiento de 

la componente  𝜏𝑥, a partir del cual descubriremos el origen de las perturbaciones. 
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CAPÍTULO 5  

ANÁLISIS NUMÉRICO Y ANALÍTICO DEL 

EFECTO DE LA COMPONENTE 𝝉𝒙 EN LA 

ROTACIÓN DE LA HERRAMIENTA. 

 

Las Figuras 5.1 y 5.2 muestran las gráficas de 𝜏𝑥 = 𝜏𝑥  (𝛿𝜔, 𝜒𝑇𝐶) y 𝜏𝑥 = 𝜏𝑥(𝜒𝑇𝐶) 

respectivamente. En la Figura 5.1 y Ec. (3.18) se puede ver que 𝜏𝑥 𝑣𝑠 𝜒𝑇𝐶 tiene un 

comportamiento lineal cerca de 𝜒𝑇𝐶 = 0  y después se alcanza un comportamiento 

asintótico el cual tiende a 

𝝉𝒙𝒎𝒂𝒙 = 𝝁𝒇𝑵𝒉…(5.1) 
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FIGURA 5.1. Grafica de 𝝉𝒙/(𝝁𝒇𝑵𝒉) = [𝝉𝒙/(𝝁𝒇𝑵𝒉)](𝜹𝝎, 𝝌𝑻𝑪) cuando la herramienta 

esta fija en un punto con coordenadas (𝝌𝑻𝑪, 𝟎) para diferentes valores de 𝜹𝝎, también 

se muestra una representación de los planos asintóticos  que pasan por 1 y-1. 

 

FIGURA 5.2. Grafica de 𝝉𝒙/(𝝁𝒇𝑵𝒉) = [𝝉𝒙/(𝝁𝒇𝑵𝒉)](𝝌𝑻𝑪) cuando la herramienta esta 

fija en un punto con coordenadas (𝒙𝑻𝑪, 𝟎) para los valores δ𝝎=1, 0.5, -0.5, -1. Se puede 

observar que cuando la herramienta se aleja del centro del vidrio 𝝉𝒙/(𝝁𝒇𝑵𝒉) tiende 

asintóticamente a 1 y -1. También se puede observar un comportamiento casi lineal 

para 𝝉𝒙 muy cerca del punto 𝝌𝑻𝑪 = 𝟎. 

 

Entonces aceleración de la herramienta alrededor del eje 𝑋𝑇 se indica como 

𝜃𝑋̈ ≃ {

2𝜇𝑓𝑁ℎ𝜒𝑇𝐶

𝑚𝑇𝑅𝑇
2 , (0 ≤ 𝜒𝑇𝐶 ≤ 2)

4𝜇𝑓𝑁ℎ

𝑚𝑇𝑅𝑇
2 ,        (𝜒𝑇𝐶 ≥ 2)  

,                                  (5.2) 
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La Ec. (5.2) predice una aceleración alrededor del eje 𝑋𝑇. De cualquier manera 

esta rotación es altamente restringida por la delgada capa de pulidor entre el vidrio y la 

herramienta. Entonces la presión vidrio-herramienta crecerá con 𝜒𝑇𝐶  y ya no será 

homogénea. Preston [1] interpretó esta presión  no homogénea como “la cantidad de 

fricción en el eje de rotación del disco” y Gorbach (1958) [8] como “una introducción 

errática del abrasivo, el cual podría causar inestabilidad en la rotación de la 

herramienta”. 
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CAPÍTULO 6  

RESULTADOS EXPERIMENTALES VS ANÁLISIS 

TEÓRICO 

Carlock [10] realizó un conjunto de experimentos con un vidrio de 14cm de 

diámetro rotando a una velocidad angular constante  (𝜔𝐺 = 3.5 𝑟𝑎𝑑/𝑠) . Cinco 

diámetros de herramienta fueron usados (5.0, 5.7, 9.0, 11.4 y 13.0cm). Las posiciones 

del centro de la herramienta fueron escogidas de manera que toda la herramienta 

estuviera dentro del área del vidrio, esto es debido a que si la herramienta sale del área 

de la superficie del vidrio  hay un desequilibrio de presión por la parte de la herramienta 

que sobresale creando un desgaste en el borde del vidrio. 

Carlock [10] midió la velocidad angular de la herramienta para cada diámetro 

de herramienta (𝐷𝑇) y posición del centro de la herramienta (𝑥𝑇𝐶). Para cada 𝑥𝑇𝐶 se 

realizaron 5 mediciones. A continuación se calcularon los cocientes 
𝜔𝑇

𝜔𝐺
 , como función 

de 𝑥𝑇𝐶. La Figura 6.1 muestra la gráfica de 𝛿𝜔 𝑣𝑠 𝜒𝑇𝐶 , donde 𝛿𝜔 = 1 −
𝜔𝑇

𝜔𝐺
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(ver Ec. (3.7)), para diferentes tamaños de herramienta. La Figura 6.2 muestra los datos 

experimentales  de 𝛿𝜔 vs 𝜒𝑇𝐶, (ver Ec (3.11)) 

Se hicieron diferentes ajustes de mínimos cuadrados sobre los datos 

experimentales 𝛿𝜔𝑖 𝑣𝑠 𝜒𝑇𝐶𝑖
. En todos los polinomios se excluye el término constante, 

ya que si 𝜒𝑇𝐶 = 0  entonces 𝛿𝜔 = 0  para cualquier diámetro (ver Figura 6.2). Se 

ajustaron los polinomios de 𝜒𝑇𝐶 de grado uno a cuatro y se aplicaron pruebas de Fisher 

entre los grados n y n+1. De acuerdo a la prueba de Fisher, se encontró  que entre el 

tercer y cuarto grado, el término adicional no mejora el ajuste significativamente (con 

significancias de 95% y 99%) [12]. En este caso la función que representa el mejor 

modelo para la relación entre 𝛿𝜔 y 𝜒𝑇𝐶 es 

𝜹𝟂 = 𝟎. 𝟎𝟏𝟖𝟔𝝌𝑻𝑪 − 𝟎. 𝟒𝟕𝟑𝟒(𝝌𝑻𝑪)𝟐 + 𝟎. 𝟑𝟓𝟏𝟔(𝝌𝑻𝑪)𝟑.                (6.1) 

La Figura 6.2 muestra el valor esperado 〈𝛿𝜔〉 (negro), y 〈𝛿𝜔〉 ± 〈𝛿𝜔2〉 (rojo) 

para cada valor de 𝜒𝑇𝐶 . Es importante señalar que 〈𝛿𝜔〉 ≃ 0  y 〈𝛿𝜔2〉  crecen 

monótonamente con el intervalo 0 ≤ 𝜒𝑇𝐶 ≤ 1.5. Además de esto 〈𝛿𝜔〉 crece y 〈𝛿𝜔2〉 

disminuye para el último grupo de datos. 

A continuación de este capítulo se explicarán los datos experimentales de la 

Figura 6.2. Como se señaló, si una herramienta rotando libremente se ubica en un punto 

(𝑥𝐺 , 0) sobre el vidrio, esto aplicará una fuerza de arrastre sobre la superficie de la 

herramienta lo cual resultará en dos torcas sobre la herramienta 𝜏𝑧  y 𝜏𝑥  (ver los 

capítulos 4 y 5 respectivamente). Por un lado 𝜏𝑥 causará una presión no homogénea 

(vidrio-herramienta), la cual resulta en una torca que frena la rotación de la 

herramienta. Además de esto, 𝜏𝑥 crece linealmente con 𝜒𝑇𝐶 desde cero, hasta alcanzar 
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un valor asintótico (ver Figura. 5.1 y 5.2). Por otra parte 𝜏𝑧  restaura la velocidad 

angular de la herramienta, en otras palabras 𝜔𝑇 → 𝜔𝐺. El intervalo de tiempo, Δt  (ver 

Ec. (4.6)) que toma 𝜏𝑧 para lograr 𝜔𝑇 = 𝜔𝐺, es directamente proporcional a 𝜒𝑇𝐶. Esto 

significa que el tiempo de restauración es largo cuando la herramienta está cerca del 

borde del vidrio. Por lo tanto, será más probable encontrar a la herramienta con menor 

velocidad angular como esté cerca del borde del vidrio, con esto 〈𝛿𝜔2〉 aumenta con el 

crecimiento de 𝜒𝑇𝐶. 

Por otro lado, ya que Δt incrementa con el crecimiento de 𝜒𝑇𝐶, entonces en 

términos prácticos el efecto restaurativo de 𝜏𝑧  se verá despreciable para valores 

grandes de 𝜒𝑇𝐶. Por lo tanto tendremos un efecto en el cual 𝜏𝑥 frenará continuamente 

la herramienta. El frenado continuo de la herramienta cerca del borde del vidrio 

conducirá a 𝜔𝑇 → 0 y entonces 〈𝛿𝜔〉 →1 (ver Figura 6.2). 
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FIGURA 6.1. Grafica de la relación de velocidades angulares entre la herramienta y el 

vidrio, 𝜹𝝎 = 𝟏 −
𝝎𝑻

𝝎𝑮
 respecto la posición del centro de la herramienta, 𝝌𝑻𝑪, para los 

diámetros de herramienta 5cm , 5.7cm , 9cm, 11.4cm y 13cm. 

 

 

FIGURA 6.2. Datos experimentales (azul) de 𝜹𝝎 contra la posición normalizada del 

centro de la herramienta 𝝌𝑻𝑪. Además de la curva ajustada de tercer grado (negro) 

obtenida por el método de mínimos cuadrados junto con el intervalo de confianza 

(rojo). 
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CAPÍTULO 7  

CONCLUSIONES  

El errático movimiento rotacional de una herramienta que gira libremente sobre 

un vidrio rotando a una velocidad angular constante se explica teóricamente y se 

confirma experimentalmente. Para una herramienta, con grosor diferente de cero, se 

dedujeron tres expresiones de integrales para las componentes de la torca. Se reprodujo 

la componente 𝜏𝑧 , deducida por Preston [1] a lo largo de la dirección normal. A 

diferencia de Preston [1] y Vinokur [2] las componentes, 𝜏𝑥 y 𝜏𝑦, de la torca a lo largo 

del plano superficie fueron deducidas por primera vez. Esto último resulta como 

consecuencia directa de que la altura ℎ del centro de masas de la herramienta sea 

diferente de cero. 

Se dedujeron las expresiones de las integrales para (𝜏𝑥, 𝜏𝑦, 𝜏𝑧) , calculadas 

numéricamente para la herramienta fija sobre el eje 𝑋𝐺 . De la fórmula de 𝜏𝑧  y su 

respectivo momento de inercia se muestra que 𝛿𝜔 tiende a cero para un intervalo de 

tiempo, 𝛥𝑡, lo suficientemente largo. Este intervalo de tiempo depende de la distancia 
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entre los ejes de rotación de la herramienta y el vidrio, 𝜒𝑇𝐶, y de la velocidad angular 

del vidrio, 𝜔𝐺. 

Si la herramienta esta fija sobre el eje 𝑋𝐺 y χTC > RT entonces la componente 

𝜏𝑥 de la torca es en general un valor constante, sin embargo cuando la herramienta toca 

el centro del vidrio (𝜒𝑇𝐶 ≤ 𝑅𝑇) la torca cae drásticamente resultando cero cuando el 

centro de la herramienta y el centro del vidrio coinciden. 

Para una herramienta localizada sobre el eje 𝑋𝐺, dos torcas opuestas gobiernan  

la velocidad angular de la herramienta. La componente 𝜏𝑥  constantemente altera la 

velocidad angular de la herramienta y por otra parte la componente 𝜏𝑧  restaura la 

rotación de la herramienta con la velocidad angular del vidrio. Dado que el intervalo 

de tiempo para la restauración se incrementa con cuando 𝜒𝑇𝐶  crece entonces 

deberíamos esperar el valor esperado de 𝛿𝜔 igual a cero y una desviación estándar que 

crece para valores pequeños de 𝜒𝑇𝐶, pero decrece para valores de 𝜒𝑇𝐶 suficientemente 

grandes como se detectó experimentalmente 

Además, al hacer un análisis estadístico de la dispersión de los datos 

experimentales, mediante la prueba de términos adicionales y la distribución de Fisher, 

se puede concluir que cuando la herramienta está cerca del centro del vidrio, el valor 

esperado será cercano a cero, sin embargo cuando la herramienta se aleja del centro de 

la herramienta, la estabilidad de la misma disminuye. Esto significa que cerca del 

centro del vidrio predomina la componente 𝜏𝑧  sobre la herramienta, pero esta 

disminuye cuando la herramienta se aleja del centro del vidrio tendiendo a un valor 0, 

en este punto la componente 𝜏𝑥 es la que gobierna, volviendo la herramienta inestable. 
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APENDICE A 

 PROGRAMA COMPONENTE X DE LA TORCA  

Este es el código realizado en FORTRAN para el cálculo de 𝜏𝑥 (Figura 5.1) 

  real*8 xt,yt,rr,r,num,torx,torxn,torxf,dew,del,xtc,pi 

      integer n,i,j,np,jj,ii 

      r=1.0d0 

      pi=3.1415d0 

      n=100 

      A=1.0d0 

      del=1.0d0/dfloat(n) 

      torxn=0.0d0 

      do jj=-50,50,2 

      dew=dfloat(jj)/50.0d0 

      do ii=-50,50,2 

      open (unit=1,file='torx.txt') 

      xtc=dfloat(ii)/5.0d0 
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       do i=-n,n 

        xt=dfloat(i)*del 

        do j=-n,n 

          yt=dfloat(j)*del 

          rr=xt*xt+yt*yt 

          if(rr.LE.1.0d0) then 

           num=(dew*xt+xtc) 

           dis=(dew*xt+xtc)*(dew*xt+xtc)+dew*yt*dew*yt 

           if (dis.le.0.0d0) then 

           go to 3 

           end if 

           torx=num/sqrt((dew*xt+xtc)*(dew*xt+xtc)+(dew*yt)*(dew*yt)) 

           torxn=torxn+torx 

            else 

          end if 

        end do 

  3    end do 

      torxf=torxn*del*del 

      write(1,*)dew,xtc,torxf/(pi*r*r) 

      torxn=0.0d0 

    2 end do 

       

    1 end do 

      open(unit=2, file='tor.txt', status='unknown') 

      write(2,*)'set zlabel "torca z"' 

      write(2,*)'set ylabel "xtc"' 

      write(2,*)'set xlabel "dew"' 

      write(2,*)'splot "torx.txt" ' 
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      call system('/gnuplot/bin/gnuplot -persistant tor.txt') 

      pause 

      end program 
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APENDICE B  

COMPONENTE Z DE LA TORCA 

Este es el código realizado en FORTRAN para el cálculo de 𝜏𝑍, (Figura 4.1) 

real*8 xt,yt,rr,r,num,torz,torzn,torzf,dew,del,xtc,pi 

      integer n,i,j,np,jj,ii 

      r=1.0d0 

      pi=3.1415d0 

      n=100 

      A=1.0d0 

      del=1.0d0/dfloat(n) 

      torzn=0.0d0 

      do jj=-50,50,2 

      dew=dfloat(jj)/50.0d0 

      do ii=-50,50,2 

      open (unit=1,file='torz.txt') 

      xtc=dfloat(ii)/5.0d0 

       do i=-n,n 

        xt=dfloat(i)*del 
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        do j=-n,n 

          yt=dfloat(j)*del 

          rr=xt*xt+yt*yt 

          if(rr.LE.1.0d0) then 

           num=(dew*xt+xtc)*xt+(dew*yt)*yt 

           dis=(dew*xt+xtc)*(dew*xt+xtc)+dew*yt*dew*yt 

           if (dis.le.0.0d0) then 

                      go to 3 

           end if 

           torz=num/sqrt((dew*xt+xtc)*(dew*xt+xtc)+(dew*yt)*(dew*yt)) 

           torzn=torzn+torz 

            else 

          end if 

        end do 

  3    end do 

      torzf=torzn*del*del 

      adew=dabs(dew) 

      axtc=dabs(xtc) 

      if ((adew.eq.1).and.(axtc.eq.1)) then 

      go to 2 

      else 

      end if 

      write(1,*)dew,xtc,torzf/(pi*r*r) 

      torzn=0.0d0 

    2 end do 

    1 end do 

      open(unit=2, file='tor.txt', status='unknown') 

      write(2,*)'set zlabel "torca z"' 
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      write(2,*)'set ylabel "xtc"' 

      write(2,*)'set xlabel "dew"' 

      write(2,*)'splot "torz.txt" ' 

      call system('/gnuplot/bin/gnuplot -persistant tor.txt') 

      pause 

      end program 
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APENDICE C  

PROGRAMA 𝝉𝒁 VS 𝜹𝝎 PARA VALORES 

ESPECIFICOS DE 𝝌𝑻𝑪 

Este es el código hecho en FORTRAN para el cálculo de 𝝉𝒁  tomando valores 

específicos de 𝝌𝑻𝑪 (Figura 4.2) 

real*8 xt,yt,rr,r,num,torz,torzn,torzf,dew,del,xtc,pi 

      integer n,i,j,np,jj,ii 

      r=1.0d0 

      pi=3.1415d0 

      n=100 

      A=1.0d0 

      del=1.0d0/dfloat(n) 

      torzn=0.0d0 

      do jj=-50,50,2 

      dew=dfloat(jj)/50.0d0 

      ii=-50 

      open (unit=1,file='xtc=-10.txt') 

      xtc=dfloat(ii)/5.0d0 
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       do i=-n,n 

        xt=dfloat(i)*del 

        do j=-n,n 

          yt=dfloat(j)*del 

          rr=xt*xt+yt*yt 

          if(rr.LE.1.0d0) then 

           num=(dew*xt+xtc)*xt+(dew*yt)*yt 

           dis=(dew*xt+xtc)*(dew*xt+xtc)+dew*yt*dew*yt 

           if (dis.le.0.0d0) then 

           go to 1 

           end if 

           torz=num/sqrt((dew*xt+xtc)*(dew*xt+xtc)+(dew*yt)*(dew*yt)) 

           torzn=torzn+torz 

            else 

          end if 

        end do 

  1    end do 

        

      torzf=torzn*del*del 

      adew=dabs(dew) 

      axtc=dabs(xtc) 

      if ((adew.eq.1).and.(axtc.eq.1)) then 

      go to 2 

      else 

      end if   

      write(1,*)dew,torzf/(pi*r*r) 

      torzn=0.0d0 

    2 end do 
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      torzn=0.0d0 

      do jj=-50,50,2 

      dew=dfloat(jj)/50.0d0 

      ii=-25 

      open (unit=2,file='xtc=-5.txt') 

      xtc=dfloat(ii)/5.0d0 

       do i=-n,n 

        xt=dfloat(i)*del 

        do j=-n,n 

          yt=dfloat(j)*del 

          rr=xt*xt+yt*yt 

          if(rr.LE.1.0d0) then 

           num=(dew*xt+xtc)*xt+(dew*yt)*yt 

           dis=(dew*xt+xtc)*(dew*xt+xtc)+dew*yt*dew*yt 

           if (dis.le.0.0d0) then 

           go to 3 

           end if 

           torz=num/sqrt((dew*xt+xtc)*(dew*xt+xtc)+(dew*yt)*(dew*yt)) 

           torzn=torzn+torz 

            else 

          end if 

        end do 

  3    end do 

      torzf=torzn*del*del 

      adew=dabs(dew) 

      axtc=dabs(xtc) 

      if ((adew.eq.1).and.(axtc.eq.1)) then 
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      go to 4 

      else 

      end if 

 

      write(2,*)dew,torzf/(pi*r*r) 

      torzn=0.0d0 

    4 end do 

     

      torzn=0.0d0 

      do jj=-50,50,2 

      dew=dfloat(jj)/50.0d0 

      ii=-10 

      open (unit=3,file='xtc=-2.txt') 

      xtc=dfloat(ii)/5.0d0 

       do i=-n,n 

        xt=dfloat(i)*del 

        do j=-n,n 

          yt=dfloat(j)*del 

          rr=xt*xt+yt*yt 

          if(rr.LE.1.0d0) then 

           num=(dew*xt+xtc)*xt+(dew*yt)*yt 

           dis=(dew*xt+xtc)*(dew*xt+xtc)+dew*yt*dew*yt 

           if (dis.le.0.0d0) then 

           go to 5 

           end if 

           torz=num/sqrt((dew*xt+xtc)*(dew*xt+xtc)+(dew*yt)*(dew*yt)) 

           torzn=torzn+torz 

            else 
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          end if 

        end do 

  5    end do 

 

      torzf=torzn*del*del 

      adew=dabs(dew) 

      axtc=dabs(xtc) 

      if ((adew.eq.1).and.(axtc.eq.1)) then 

      go to 6 

      else 

      end if 

      write(3,*)dew,torzf/(pi*r*r) 

      torzn=0.0d0 

    6 end do 

     

      torzn=0.0d0 

      do jj=-50,50,2 

      dew=dfloat(jj)/50.0d0 

      ii=-7 

      open (unit=4,file='xtc=-1.4.txt') 

      xtc=dfloat(ii)/5.0d0 

       do i=-n,n 

        xt=dfloat(i)*del 

        do j=-n,n 

          yt=dfloat(j)*del 

          rr=xt*xt+yt*yt 

          if(rr.LE.1.0d0) then 

           num=(dew*xt+xtc)*xt+(dew*yt)*yt 
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           dis=(dew*xt+xtc)*(dew*xt+xtc)+dew*yt*dew*yt 

           if (dis.le.0.0d0) then 

           go to 7 

           end if 

           torz=num/sqrt((dew*xt+xtc)*(dew*xt+xtc)+(dew*yt)*(dew*yt)) 

           torzn=torzn+torz 

            else 

          end if 

        end do 

  7    end do 

 

      torzf=torzn*del*del 

      adew=dabs(dew) 

      axtc=dabs(xtc) 

      if ((adew.eq.1).and.(axtc.eq.1)) then 

      go to 8 

      else 

      end if 

      write(4,*)dew,torzf/(pi*r*r) 

      torzn=0.0d0 

    8 end do 

  

      torzn=0.0d0 

      do jj=-50,50,2 

      dew=dfloat(jj)/50.0d0 

      ii=7 

      open (unit=5,file='xtc=1.4.txt') 

      xtc=dfloat(ii)/5.0d0 
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       do i=-n,n 

        xt=dfloat(i)*del 

        do j=-n,n 

          yt=dfloat(j)*del 

          rr=xt*xt+yt*yt 

          if(rr.LE.1.0d0) then 

           num=(dew*xt+xtc)*xt+(dew*yt)*yt 

           dis=(dew*xt+xtc)*(dew*xt+xtc)+dew*yt*dew*yt 

           if (dis.le.0.0d0) then 

           go to 9 

           end if 

           torz=num/sqrt((dew*xt+xtc)*(dew*xt+xtc)+(dew*yt)*(dew*yt)) 

           torzn=torzn+torz 

            else 

          end if 

        end do 

  9    end do 

 

      torzf=torzn*del*del 

      adew=dabs(dew) 

      axtc=dabs(xtc) 

      if ((adew.eq.1).and.(axtc.eq.1)) then 

      go to 10 

      else 

      end if 

      write(5,*)dew,torzf/(pi*r*r) 

      torzn=0.0d0 

   10 end do 
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      torzn=0.0d0 

      do jj=-50,50,2 

      dew=dfloat(jj)/50.0d0 

      ii=10 

      open (unit=6,file='xtc=2.txt') 

      xtc=dfloat(ii)/5.0d0 

       do i=-n,n 

        xt=dfloat(i)*del 

        do j=-n,n 

          yt=dfloat(j)*del 

          rr=xt*xt+yt*yt 

          if(rr.LE.1.0d0) then 

           num=(dew*xt+xtc)*xt+(dew*yt)*yt 

           dis=(dew*xt+xtc)*(dew*xt+xtc)+dew*yt*dew*yt 

           if (dis.le.0.0d0) then 

           go to 11 

           end if 

           torz=num/sqrt((dew*xt+xtc)*(dew*xt+xtc)+(dew*yt)*(dew*yt)) 

           torzn=torzn+torz 

            else 

          end if 

        end do 

 11    end do 

 

      torzf=torzn*del*del 

      adew=dabs(dew) 

      axtc=dabs(xtc) 
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      if ((adew.eq.1).and.(axtc.eq.1)) then 

      go to 12 

      else 

      end if 

      write(6,*)dew,torzf/(pi*r*r) 

      torzn=0.0d0 

   12 end do 

 

      torzn=0.0d0 

      do jj=-50,50,2 

      dew=dfloat(jj)/50.0d0 

      ii=25 

      open (unit=7,file='xtc=5.txt') 

      xtc=dfloat(ii)/5.0d0 

       do i=-n,n 

        xt=dfloat(i)*del 

        do j=-n,n 

          yt=dfloat(j)*del 

          rr=xt*xt+yt*yt 

          if(rr.LE.1.0d0) then 

           num=(dew*xt+xtc)*xt+(dew*yt)*yt 

           dis=(dew*xt+xtc)*(dew*xt+xtc)+dew*yt*dew*yt 

           if (dis.le.0.0d0) then 

           go to 13 

           end if 

           torz=num/sqrt((dew*xt+xtc)*(dew*xt+xtc)+(dew*yt)*(dew*yt)) 

           torzn=torzn+torz 

            else 
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          end if 

        end do 

 13    end do 

      torzf=torzn*del*del 

      adew=dabs(dew) 

      axtc=dabs(xtc) 

      if ((adew.eq.1).and.(axtc.eq.1)) then 

      go to 14 

      else 

      end if 

      write(7,*)dew,torzf/(pi*r*r) 

      torzn=0.0d0 

  14  end do 

 

      torzn=0.0d0 

      do jj=-50,50,2 

      dew=dfloat(jj)/50.0d0 

      ii=50 

      open (unit=8,file='xtc=10.txt') 

      xtc=dfloat(ii)/5.0d0 

       do i=-n,n 

        xt=dfloat(i)*del 

        do j=-n,n 

          yt=dfloat(j)*del 

          rr=xt*xt+yt*yt 

          if(rr.LE.1.0d0) then 

           num=(dew*xt+xtc)*xt+(dew*yt)*yt 

           dis=(dew*xt+xtc)*(dew*xt+xtc)+dew*yt*dew*yt 
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           if (dis.le.0.0d0) then 

           go to 15 

           end if 

           torz=num/sqrt((dew*xt+xtc)*(dew*xt+xtc)+(dew*yt)*(dew*yt)) 

           torzn=torzn+torz 

            else 

          end if 

        end do 

 15    end do 

 

      torzf=torzn*del*del 

      adew=dabs(dew) 

      axtc=dabs(xtc) 

      if ((adew.eq.1).and.(axtc.eq.1)) then 

      go to 16 

      else 

      end if 

      write(8,*)dew,torzf/(pi*r*r) 

      torzn=0.0d0 

  16  end do  

      open(unit=9, file='tor.txt', status='unknown') 

      write(9,*)'set ylabel "tz"' 

      write(9,*)'set xlabel "dw"' 

      write(9,*)'plot "xtc=-10.txt" w l' 

      write(9,*)'replot "xtc=-5.txt" w l' 

      write(9,*)'replot "xtc=-2.txt" w l' 

      write(9,*)'replot "xtc=-1.4.txt" w l' 

      write(9,*)'replot "xtc=1.4.txt" w l' 
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      write(9,*)'replot "xtc=2.txt" w l' 

      write(9,*)'replot "xtc=5.txt" w l ' 

      write(9,*)'replot "xtc=10.txt" w l' 

      call system('/gnuplot/bin/gnuplot -persistant tor.txt') 

      pause 

      end program 
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