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Resumen

En este trabajo se aplica el procedimiento del potencial cuéntico a los haces Hermite-Gaussianos
para determinar las curvas integrales del vector de Poynting. Mas especificamente, se determinan: el
potencial cuantico, la fuerza cuantica, el sistema Hamiltoniano y la segunda ley de Newton que des-
criben las propiedades de la particula de masa m = 1 asociada con los haces Hermite-Gaussianos.
Se muestra que las curvas integrales del vector de Poynting pertenecen a un subconjunto de solu-
ciones de las ecuaciones de Hamilton y por lo tanto de la segunda ley de Newton correspondientes.
Se encuentra que la fuerza cuantica determinada por estos haces es exactamente igual a la fuerza
cuéntica determinada por el haz Gaussiano. Finalmente, se muestra que los ceros del potencial
cuéntico para estos haces forman una superficie hiperboloide en el espacio.
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Capitulo 1

Introduccion

En 1952 Bohm [1I 2] introdujo una nueva formulacion de la mecénica cuantica. Para ello, partio
de la ecuacion de Schrodinger para una particula de masa m bajo la influencia de un potencial
clasico, U(r), luego, escribiendo la funciéon de onda compleja en su forma polar obtuvo un sistema
de dos ecuaciones acopladas que gobiernan la evoluciéon de la amplitud, R, y la fase, S, de la
funcién de onda. Una ecuaciéon expresa la conservacion de la probabilidad y la otra es formalmente
la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi para una particula de masa m bajo la influencia de un potencial
dado por la suma del potencial U(r) y un término Q(r) el cual se le conoce con el nombre de
potencial cuéntico. En esta formulacion cada solucion a la ecuacion de Schréodinger se le asocia
un conjunto de trayectorias determinadas por la fase de la funcién de onda. Estas trayectorias
resultan ser las curvas integrales de la densidad de corriente de probabilidad y son las trayectorias
permitidas para la particula cuantica de masa m.

En la referencia [3] se aplicé un procedimiento analogo a la ecuacion escalar paraxial de onda en
el espacio libre. Es decir, al escribir la funcion de onda en su forma polar se mostré que su amplitud
R y su fase ® satisfacen un sistema de dos ecuaciones acopladas que gobiernan su evolucién. Una
de estas ecuaciones es analoga a la conservacion de probabilidad (en nuestro caso la densidad
de probabilidad corresponde a la intensidad asociada con la onda de luz escalar paraxial), y la
segunda formalmente es la ecuacion de Hamilton-Jacobi para una particula de masa m = 1 bajo
la influencia del potencial cuantico correspondiente. De esta manera, se mostré6 que en general
cualquier solucién de la ecuacién de onda escalar paraxial en el espacio libre determina un sistema
hamiltoniano para una particula de masa m = 1 con dos grados de libertad bajo la influencia de
una interaccion producida por su potencial cuantico asociado. Ademas, se encontrd que las curvas
integrales del vector de Poynting conforman un subconjunto de las soluciones de las ecuaciones de
Hamilton y por lo tanto de la segunda ley de Newton. Se remarco que la familia de rectas tangentes
a las curvas integrales del vector de Poynting en los ceros del potencial cuéntico conforman una
familia de soluciones de las ecuaciones de Hamilton para una particula de masa m = 1 con dos
grados de libertad en el espacio libre. Estos resultados generales fueron aplicados a los haces
Laguerre-Gaussianos.

En este trabajo aplicamos el procedimiento del potencial cuantico a los haces Hermite-
Gaussianos. Es decir, determinamos en sistema Hamiltoniano y segunda ley de Newton de la
particula de masa m = 1 asociada con los haces Hermite-Gaussianos. Mostramos que las curvas
integrales del vector de Poynting forman un subconjunto de las soluciones de las ecuaciones que
describen la evolucion de la particula de masa m = 1. En particular, demostramos que las fuer-
zas cuanticas determinadas por el haz Gaussianos y los haces Hermite-Gaussianos son iguales.
Finalmente, mostramos que los ceros del potencial cuantico determinado por los haces Hermite-
Gaussianos conforman una superficie hiperboloide en el espacio. Los haces Hermite-Gaussianos
forman una familia de soluciones exactas a la ecuaciéon paraxial de onda en el espacio libre, los cua-
les mantienen la forma de su perfil transversal, haciéndolos estructuralmente estables y permitiendo



Introduccion

su aplicacion en comunicacion optical4].

La estructura del presente trabajo es la siguiente. En el capitulo 2, se introducen los fundamentos
bésicos para nuestro estudio. En el capitulo 3, se presentan los resultados originales de nuestro
trabajo. Finalmente, se presentan las conclusiones.




Capitulo 2

Teoria Basica

En este capitulo se introducen los fundamentos necesarios para este estudio. Se presentan las
ecuaciones de Maxwell y se deduce la ecuaciéon de onda electromagnética en medios is6tropos y
homogéneos. Ademaés, se introduce la ecuacion de Helmholtz (ecuacion de onda independiente del
tiempo) y se establecen las aproximaciones que conducen a la ecuacion paraxial de onda. Dicha
ecuacion es de particular interés, ya que el problema que se aborda en este trabajo pertenece
a este régimen. Para establecer un precedente, se estudia el haz Gaussiano, el cual describe el
comportamiento del laser [5l [6].

2.1. Ecuaciones de Maxwell y ondas electromagnéticas

En esta seccion se obtiene la ecuacion de onda electromagnética. A partir de las ecuaciones de
Maxwell, considerando el caso sin fuentes, se deduce la ecuaciéon de onda, la cual establece como
los campos eléctrico y magnético se propagan en medios isdtropos y homogéneos. A partir de esto,
se introduce la ecuacion de Helmholtz (ecuacion de onda independiente del tiempo) y se establecen
las aproximaciones que conducen a la ecuacién paraxial de onda.

2.1.1. Las Ecuaciones de Maxwell

Las leyes del electromagnetismo, que establecen las interacciones entre los campos eléctrico y
magnético, asi como su relacién con la materia, se describen mediante cuatro ecuaciones funda-
mentales conocidas como las ecuaciones de Maxwell. Estas ecuaciones son la ley de Gauss, la ley de
Ampere, la ley de Gauss del magnetismo y la ley de Faraday [7, 8]. A continuacién, se proporciona
una breve descripcién de cada una de estas leyes.

Ley de Gauss
La ley de Gauss describe la "tendencia de flujo" del campo eléctrico en relaciéon con la densidad
de carga. Esta ley establece que la divergencia del campo eléctrico E es equivalente a la densidad
de carga p dividida por la permitividad eléctrica en el vacio ¢y ~ 8,85 x 10’12N¢—;2:

vV-E=L (2.1)
€0

Ley de Ampere
La ley de Ampere indica que una densidad de corriente eléctrica, J, y un campo eléctrico que varia
en el tiempo, generan un campo magnético circulante:

1 OE

VxB— & = ol
% 2o M

(2.2)
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donde ¢ = 1/\/eopo ~ 3,00 x 10®* m/s es la velocidad de la luz y py = 47 x 1077 N/A? la
permeabilidad magnética en el vacio.

Ley de Gauss del Magnetismo
Es la version correspondiente de la ley de Gauss para el campo magnético B. Esta ley establece
que, al no haber fuentes magnéticas (es decir, no existen cargas magnéticas), la divergencia del

campo magnético es nula.
V-B=0. (2.3)

Ley de Faraday
Similar a la ley de Ampere, la ley de Faraday establece que un campo magnético que varia en el
tiempo produce un campo eléctrico circulante.

0B
E+—=0. 2.4
VxE+ o 0 (2.4)

2.1.2. Deduccion de la ecuacion de onda

En regiones donde no hay carga o corriente eléctrica las ecuaciones de Maxwell constituyen un
sistema de ecuaciones acopladas de primer orden para E y B de la forma

V.E =0, (2.5)
1 OE

VXB_;?E’ (2.6)

V-B=0, (2.7)

vxE=_ "B (2.8)

ot

Estas ecuaciones se pueden desacoplar aplicando el operador rotacional a la ley de Ampere (2.6) y
a la ley de Faraday (2.8).

0B 1 OE
VX(VXE):VX(—E), VX(VXB):VX(EE)’ (29)
o(V x B) 1 —9(V xE)
. — 2 e . p— 2 e
V(V-E) - V’E T V(V-B)-VB=5——-—" (2.10)
V’E — 162E—o V’B - 182]3—0 (2.11)
- 2z 2oae -

A partir del procedimiento anterior, se obtienen dos ecuaciones de onda vectoriales para los campos
eléctrico E y magnético B, las cuales son ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden. Por
lo tanto, en el vacio, cada componente cartesiana de E y B satisface la ecuacion escalar de onda

1 0%°¥ B
2o
Es importante notar que no toda solucién a la ecuacién vectorial de onda es solucién a las ecuaciones
de Maxwell, éstas imponen condiciones extras a tales soluciones.

V2w (2.12)

2.1.3. Ecuaciéon de Helmholtz

Soluciones de particular interés son las funciones de onda armonicas de frecuencia angular w,
longitud de onda A y constante de propagacion k relacionadas de la siguiente manera [9]

R o2

—=5 (2.13)
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Debido a que diferentes frecuencias dentro del rango de luz visible corresponden con diferentes
colores, a estas ondas se les denomina ondas monocrométicas. Consideramos el caso donde la
funcién de onda tiene la forma

W(r,t) = Pu(r)e”™", (2.14)
donde, ¥y (r), es la amplitud de onda compleja independiente del tiempo; es decir, inicamente
depende de r. Al sustituir la expresion en la ecuacion de onda (2.12)), un calculo directo
muestra que ¥y, (r) debe satisfacer la siguiente ecuacion:

V24 (r) + k24, = 0, (2.15)

esta es la ecuacion de Helmholtz o ecuacion de onda independiente del tiempo.

2.1.4. Ecuacion paraxial de onda

La aproximacion paraxial de la ecuacion de Helmholtz describe la propagacion de haces al-
tamente direccionales. Para deducirla, se toma como base ondas monocromaticas de frecuencia
angular w que se propagan predominantemente en la direccién z. Por lo tanto, la amplitud de onda
1, adopta la siguiente forma.

Ui (r) = P(r)e™, (2.16)
donde ¥(r) es la envolvente compleja, la cual describe el perfil transversal del haz en r.
Sustituyendo la expresion en la ecuaciéon de Helmholtz un célculo directo reduce

la ecuacion a la forma

V2ih(r) + Qikalgiir) =0. (2.17)

Para describir haces paraxiales se considera que el campo transversal varia poco sobre z a distancias
de propagacion en escala de la longitud de onda A. Debido a esto, para perfiles transversos suaves
se implica la desigualdad

e

Por lo tanto, la segunda derivada parcial en z de ¥ (r) puede ser eliminada de la ec. (2.17)) obteniendo
como resultado que ¥(r) satisface la ecuacion paraxial de onda
0
V2 + 2k 2% — 0, (2.20)
0z
donde Vﬁ_ es el Laplaciano transverso a la direccién de propagacion z.
Una solucién de la ecuacion paraxial de onda ampliamente conocida e importante, debido
principalmente a su descripcion del laser, estd dada por el haz Gaussiano, el cual es descrito por
la funcion de onda [5]

.2
Ya(r) = 22e” W HHERETR), (2:21)

las funciones w,, R, y . son la cintura del haz, radio de curvatura y la fase de Gouy del haz
respectivamente, y estan dadas por

422
0
k2 4
R, =z+ 47;’0, (2.23)
2z
g = arctan Tl | (2.24)
0
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wo es la cintura del haz en z = 0 (definido donde el haz es més estrecho) y Ay es una constante. Por
definicion los frentes de onda fisicos determinados por este haz estan dados por todos los puntos
del espacio x,y, z tales que

24+y* g,
2 (z+ - k) — ke, (2.25)

donde C es una constante real que etiqueta cada uno de los frentes de onda asociados con el haz
Gaussiano. De las ecs. y se tiene que cuando z — 0, R, — 0o y ¢4 — 0. Por lo tanto,
de la ec. se deduce que C = 0, mientras que las coordenadas z,y pueden tomar todos sus
valores permitidos. De esto se concluye que el frente de onda dado por C = 0 corresponde al plano
z = 0. Si denotamos a los frentes de onda por el nimero entero N tal que el punto de interseccion
entre el frente de onda y el eje z corresponde al punto (0,0, Nzg) entonces de la ec. se tiene
que C = Nzg — (arctan N) /k. Por lo tanto, de la ec. se tiene que los frentes de onda fisicos
determinados por el haz Gaussiano se pueden escribir de la siguiente manera

r= \/QRZ (C—i—% —z) (cosd T +singg) + 22, (2.26)

donde 0 < ¢ < 27. En la figura [2.1] se representa, en el plano y = 0, el grafico correspondiente a la
cintura del haz (rojo) dada por la ec. (2.22) y algunos frentes de onda fisicos (azul) dados por la
ec. . El radio de curvatura de estos frentes de onda esta dado por . Ademas, se muestra
la distancia de Rayleigh zr = kw3 /2, pardmetro que aparece en las funciones w,, R, y ¢, que
caracterizan al haz Gaussiano.

Haz Gaussiano

I

ZrR

\

Figura 2.1: Perfil de propagacion del haz Gaussiano con cintura wg en z = 0 y distancia de Rayleigh
zr = kw3 /2. Las curvas en rojo corresponden a la evolucion de la cintura del haz w,, en el plano
y = 0, cuando el haz se propaga en direccion z. Estas dos curvas en rojo conforman las dos ramas
de una hipérbola. Ademaés, se presentan algunos los frentes de onda fisicos asociados con el haz
Gaussiano, con radio de curvatura R,.

2.2. Flujo de energia

Una de las propiedades fundamentales de las ondas electromagnéticas es su capacidad para
transportar energia y momento. Esta seccién se enfoca en el estudio del flujo de energia asociado
a los campos electromagnéticos, y aborda la deducciéon del teorema de Poynting y el vector de
Poynting desde diversas perspectivas.
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2.2.1. Densidad de energia del campo eléctrico y magnético

El trabajo necesario para ensamblar una distribucién de carga y el requerido para hacer que
las corrientes se muevan es [7]
€0 2 1 2
We=— [ E%dr, Wy,=— [ B%dr, (2.27)
2 240
respectivamente, donde E y B son los campos eléctrico y magnético resultantes respectivamente.
Esto sugiere que la energia total almacenada en los campos electromagnéticos, por unidad de
volumen es

1 2 L
u=g (eOE + MOB ) . (2.28)
Una relacion util entre la magnitud de los campos E y B para una variedad de ondas (como el
caso de ondas planas monocrométicas) es £ = c¢B [I0]. Usando el hecho de que ¢ = 1/,/€ig, se
tiene que
Up = up, (2.29)

por lo tanto, las contribuciones eléctrica y magnética son iguales

U =Ug +Uup, (2.30)
u=egF?, (2.31)
0, equivalentemente
1
u=—DB (2.32)
Ho

Estos resultados son de gran utilidad para establecer la relacion trabajo-energia para la electrodi-
némica, relacion expresada mediante una ecuacion de continuidad. Ademas, permiten describir el
flujo de energia asociado a las ondas electromagnéticas.

2.2.2. Deduccién del flujo de energia a partir de las ecuaciones de Max-
well

Uno de los métodos para deducir el teorema de Poynting parte del trabajo que realizan los
campos eléctrico y magnético sobre una carga ¢. De acuerdo con la ley de Lorentz, el trabajo
ejercido sobre una carga g en un intervalo de tiempo dt es [7]

F.dl=¢(E+v xB)-vdt. (2.33)

En términos de la densidad de carga y corriente ¢ — pdr y pv — J. Por lo que, la razén de cambio
del trabajo realizado sobre las cargas contenidas en un volumen V es

aw

— = [ E-Jdr. (2.34)

dt v
El trabajo por unidad de tiempo por unidad de volumen E - J se puede expresar inicamente en
términos de los campos. Para lograr esto, se utiliza la ley de Ampere (2.2)) y se elimina la corriente
J

1 OE

2
E'szE'(vXB)—EoE'iziE‘VXB—E 10F

A continuacion, se utiliza la identidad vectorial V- (Ex B) = B-V X E—E-V x B, para reescribir
el rotacional del campo magnético, de esta forma se obtiene que

1 1 OE?
E-J= - (-V.(ExB)+B-VxE)— +¢2

1o 560@. (236)
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Ahora se usa la ley de Faraday (2.4) para simplificar esta ltima ecuacion. Es decir

10 1 1
E-J=--—|eE*+—B*)| - —V-(ExB). 2.37
s (0B + LB) - LY. (B xB) (2.37)
Por lo tanto, usando este resultado y la definicién de la densidad de energia (2.28) de los campos

eléctrico y magnético, la ec. (2.34) toma la siguiente forma

aw d
donde 1
— ~(ExB), (2.39)
Ho

es el vector de Poynting, y S’ es la superficie que encierra el volumen V. La ec. es conocida
como el teorema de Poynting y se interpreta como una ecuacién de conservacion de energia. En
cada punto del espacio, la magnitud del vector de Poynting proporciona la energia por unidad de
tiempo por unidad de area transportada por el campo electromagnético y su direcciéon proporciona
la direccion del flujo de la energia electromagnética. En regiones donde no hay carga ni corriente
E - J =0 el teorema de Poynting implica que

ou

V.St =0 (2.40)

2.2.3. Momento lineal y momento angular de la luz

Utilizando un procedimiento similar al que fue usado para obtener el teorema de Poynting, se
puede mostrar que la fuerza total electromagnética, por unidad de volumen, sobre las cargas en el
volumen V se puede escribir de la siguiente forma

oS
fZV'?—éouof, (241)
ot
donde ? es el tensor de estrés de Maxwell, con componentes cartesianas
1 1 1
T;j = €o (EEJ - 5ijE2> + — (BiBj - 5Z~j132> : (2.42)
2 Ho 2

v S es el vector de Poynting.
Por otra parte, de la segunda ley de Newton, sabemos que la fuerza total sobre un objeto es
igual a la razén de cambio de su momento lineal; es decir

dpmec
F=—7. 2.43
o (2.43)
Por lo tanto, usando la ec. (2.41)) se obtiene que
dpmee T d /
= ~da— — Sd 2.44
dt » AT ), oresar (244)

donde pyec €s el momento mecanico de las particulas en el volumen V. El primer término es
el momento por unidad de tiempo que fluye a través de la superficie S’, y el segundo término
proporciona el momento almacenado en los campos

p= / €oftoSdT. (2.45)
%
Es decir, la densidad de momento lineal almacenada en los campos esta dada por
g = 60/,[/08 = €O(E X B) (246)

Por lo tanto, la densidad de momento angular asociada con un campo electromagnético esta dada
por
l=rxg=¢frx (ExB)]. (2.47)
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2.2.4. Flujo de energia en la aproximacién geométrica

El campo electromagnético asociado con la propagacion de luz visible esta caracterizado por os-
cilaciones muy altas o equivalentemente, longitudes de ondas cortas. En la aproximacion geométrica
se desprecia la longitud de onda (A — 0) o equivalentemente k& — oo.

Considerando campos electromagnéticos armonicos

E = e(r)e"5t)=wD = H = h(r)e' 5=, (2.48)

donde e y h son las amplitudes de los campos vectoriales respectivos, S en una funcién escalar
real, y H = uB en un medio lineal, homogéneo e is6tropo; las ecuaciones de Maxwell (2.5)-(2.8))
toman la forma

Vth—ﬁ—ce:—%Vxh, (2.49)
VS xe—ph= —%V X e, (2.50)
e-VS:—%(e-Vlne—i-V-e), (2.51)
h-VS = —i(h-Vlnu—FV-h). (2.52)

Al aplicar el limite geométrico anteriormente mencionado, las ecs. (2.49)-(2.52)) se reducen al si-
guiente sistema de ecuaciones:

VS x h+ee =0, (2.53)
VS x e — ph =0, (2.54)
e VS =0, (2.55)
h-VS = 0. (2.56)

Despejando h en (2.54)) y haciendo una sustitucion con la expresion resultante en ([2.53)) se obtiene
1
B [(e- VS)VS —e(VS)?] + ee =0, (2.57)

como se debe satisfacer la ec. (2.55) y en general se trata de soluciones tales que e # 0 se obtiene
una ecuacion diferencial independiente de e y h:

(VS)? = n’(r), (2.58)

donde n = ,/je es el indice de refraccion del medio. Esta es la ecuacion iconal y en la aproximacion
geométrica, A — 0, gobierna la evolucion de los rayos de luz geométricos y frentes de onda geo-
métricos asociados con el campo electromagnético. Por definicion los frentes de onda geométricos
estan dados por las superficies de nivel de la funciéon S, y los rayos de luz geométricos estan defi-
nidos como las curvas integrales del vector VS. En este caso, la direcciéon del vector de Poynting
estd dada por e x h; es decir, es perpendicular a e y h. Por lo tanto, de las ecs. y
se concluye que en la aproximacion geométrica el vector de Poynting es proporcional al
gradiente de la funcion S.

2.3. Formulaciéon de Madelung-Bohm de la mecanica cuanti-
ca y analogia con la ecuacién paraxial de onda

En esta seccion se introduce la formulacion de la mecanica cuantica de Madelung-Bohm [T}, 2],
en la cual cada soluciéon a la ecuacion de Schréodinger tiene asociada un conjunto de trayectorias
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determinadas por la fase de la funcién de onda, estas trayectorias resultan ser las curvas integrales de
la densidad de corriente de probabilidad y son consideradas como caminos de particulas cuanticas.
Ademés, se aborda la analogia entre la ecuaciéon paraxial de onda y la ecuaciéon de Schrédinger.

2.3.1. La ecuacion de Schrodinger en la formulacion de Madelung-Bohm

En la mecénica cuantica el estado de una particula de masa m bajo la influencia de un potencial
U estéa determinado por la funcién de onda obtenida al resolver la ecuacién de Schrodinger
T * VAU + UV (2.59)
nN— —= ——— . .
ot 2m
En la interpretacion probabilistica de la mecéanica cuéntica, la funciéon de onda es una amplitud
de probabilidad que representa el estado de una particula cuantica, siendo P(r,t) = [¥(r,t)]? la
densidad de probabilidad. La funcién de onda compleja, ¥, puede ser expresada en la forma

(r,t) = R(r,t)eSTH/" (2.60)

donde R y S son funciones reales. Con la funcién compleja expresada de esta forma la densidad
de probabilidad puede escribirse como P = R2. Tomando esto en cuenta y sustituyendo la funcion
(2.60) en la ecuaciéon de Schrodinger se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

oP VS

SV (Pm) =0, (2.61)
S (VS)? W2 [V2P  1(VP)?]

En o U — P T2 e =0. (2.62)

Suponiendo que sobre cada particula ademas de un potencial clasico actiia un "potencial cuantico”
definido como

Q(r)

_R2 [v27> 1 (VP)T - V?R (2.63)

“dm | P 2 P2 | 2m R

entonces se puede considerar a la ec. (2.62)) como una ecuacion de Hamilton-Jacobi para un ensam-
ble de particulas con velocidad v(r) = VS(r)/m. Por lo tanto, la ec. (2.66) puede ser expresada
como

POt +V - (Pv) =0, (2.64)

donde Pv es la densidad de corriente de probabilidad; es decir, la ec. establece la conservacion
de la probabilidad.

En la formulacion de Madelung-Bohm a cada particula cuantica se le asocian valores definidos
de posicién y momento en cada instante de tiempo. La solucion a la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi
define un conjunto de posibles trayectorias para la particula bajo la influencia de un potencial
clasico U y un potencial cuantico @), que puede ser obtenida de la funcién de Hamilton-Jacobi,
S(r).

2.3.2. Analogia entre la ecuaciéon paraxial de onda y la ecuaciéon de
Schrodinger

Ahora aplicaremos el procedimiento introducido por Bohm a la ecuaciéon paraxial de onda, la
cual describe el perfil transversal del haz paraxial (2.16]). Para este proposito se escribe la amplitud
de onda compleja en su forma polar; es decir

Y(r) = R(r)e*®r), (2.65)

10
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Sustituyendo la ec. (2.65) en la ecuacion paraxial de onda (2.20)), un calculo directo muestra que
la evolucion de las funciones R y ® es gobernada el siguiente sistema acoplado de dos ecuaciones
diferenciales parciales

OR?
V.- (RVL®) + -, =0 (2.66)
1 2 VAR 09
5 (Vi®) = ooe + 5. =0, (2.67)
donde v R
= _#
Q) =—555 (2.68)

es el potencial cuéntico asociado con el haz 6ptico paraxial. De las ecs. y se observa
que la coordenada z toma el lugar de la coordenada temporal ¢, y R? juega el papel de la densidad
de probabilidad, entonces v; = V| ® puede ser identificada con la velocidad de una particula de
masa m = 1 y densidad de corriente de probabilidad dada por

J, =R*V, 0. (2.69)

Por lo tanto, la ec. (2.67)) es la ecuacion de Hamilton-Jacobi para una particula de masa m =1
con dos grados de libertad evolucionando bajo la accién del potencial cuantico (2.68)). Los puntos
sobre la trayectoria de la particula son etiquetados por la coordenada z.

2.3.3. Trayectorias asociadas con la funcién de onda

El Hamiltoniano determinado por la ecuacion de Hamilton-Jacobi (2.67)) es el siguiente:

H= % +Q(x), (2.70)
donde
PL = VJ_(I). (2.71)

Esto entonces significa que las curvas integrales del vector de densidad de corriente son soluciones
a las ecuaciones de Hamilton

dz pL, 4 =V.1Q(r). (2.72)

Ademas, estas ecuaciones son equivalentes a la segunda ley de Newton dada por

erJ_

donde F, denominada fuerza cuantica, esta definida por

V2R
F=-V,Q(r)=Vy <2k2R>. (2.74)

Por lo tanto, se concluye que cualquier solucion, 1, de la ecuacién paraxial de onda en el espacio
libre de la forma @ , tiene asociada un sistema Hamiltoniano de dos grados de libertad, con
funciéon Hamiltoniana @ y momento dado por . Es decir, con toda solucién a la ecuacion
paraxial de onda se le asocian un potencial cuéntico y una fuerza cuantica que gobiernan las
curvas integrales del vector de densidad de corriente (2.69). Es decir, una vez se ha determinado
una solucién particular, 1, a la ecuacion paraxial de onda en el espacio libre, se le puede asociar
una particula de masa m = 1 con dos grados de libertad que evoluciona bajo la interaccién dada
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por un potencial cuantico, tal que el momento lineal de esta particula esta dado por (2.71)). Por lo
tanto, el momento angular de la particula esté definido por

LLEI'LXpL. (275)
Usando las ecs. ([2.70)-(2.75)), un calculo directo muestra que
dL
— =N 2.76
LN (2.76)
NLEI‘LXF, (277)

donde N | es el torque experimentada por la particula. Ademaés, la velocidad areolar esta dada por

dA | 1( dn) L,
r, X = —.

= ; (2.78)

dz 2

dz

Usando coordenadas cartesianas (z,y, z) la ecuacion de Hamilton-Jacobi (2.67)) se puede escribir
en la siguiente forma

1{/00\* [09\? o
2 2= - — =0. 2.
2[((%) *(a;,) +Q(z,y,2) + 5= =0 (2.79)
Es decir, la Hamiltoniana esta dada por
L oo 2
y las ecuaciones de Hamilton correspondientes toman la siguiente forma
dx dp, Q
= =D, =—— 2.81
dz p dz oz (2:81)
dy dpy 0Q
- = — = ——. 2.82
Finalmente, la segunda ley de Newton (2.73)) esta dada por
d? 0 d? 0
dw 94 Ty _ 99 (2.83)
dz? Oox dz? Oy

2.3.4. Curvas integrales del vector de Poynting
El vector de Poynting determinado por la solucién de la ecuacion paraxial de onda en el espacio
libre (2.20)) puede ser escrito en la siguiente forma [11]
P(r) = R?VS. (2.84)

donde S = ® + z. Por lo tanto, si los puntos de las curvas integrales del vector de Poynting son
parametrizados con la coordenada z entonces estas estdn dadas por todos los puntos en el espacio
con vector de posicion

r(z) =ry(z) + 22, (2.85)

donde r (z) esta determinado por las ecuaciones de Hamilton (2.72)). De este modo, se le puede
asociar momento linear y momento angular a curvas integrales del vector de Poynting dados por

P=pL+3, (2.86)
L:LJ_+(I'J__ZPJ_)X2. (287)
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La evolucion del momento angular (2.87)) y la velocidad areolar determinados por las curvas inte-
grales del vector de Poynting estan dadas por

L

%:N:NL—zsz.

2

A L (2.88)
dz ~ 2°

En este trabajo suponemos que conocemos la solucién v; es decir, R y ® son conocidas, entonces
el potencial cuantico, la fuerza cuantica y las trayectorias de la particula de masa m = 1 deter-
minadas por la solucién a la ecuacion paraxial de onda en el espacio libre son calculadas usando
las ecuaciones (2.68), (2.74), (2.81) y (2.82)) con la condicién (2.71). Es importante remarcar que
en general el potencial cuantico ([2.68)) es una funciéon de las coordenadas locales (z,y,z). Por lo
tanto, si el potencial cuantico no es idénticamente cero, entonces en el espacio existe una region
determinada por los ceros del potencial cuantico. Dependiendo de las propiedades de la solucion de
la ecuacion paraxial de onda, esta region estara constituida por superficies bidimensionales, curvas
o puntos. Estas regiones son importantes porque en estos puntos la ecuacion de Hamilton-Jacobi
se reduce a la ecuacion de Hamilton-Jacobi para una particula libre. Esto a su vez significa
que se puede asociar una familia de lineas rectas con la solucién de la ecuaciéon paraxial de onda
en el espacio libre. Esta familia de lineas rectas esta definida por las rectas tangentes a las curvas
integrales del vector de Poynting en los ceros del potencial cuéntico. Por construccion, estas lineas
rectas son soluciones de las ecuaciones de Hamilton para una particula de masa m = 1 con dos gra-
dos de libertad en el espacio libre; es decir, estas son soluciones a las ecuaciones de Hamilton ([2.81])
y con @ = 0. En general, esta familia de lineas rectas no coincide con los rayos de luz geomé-
tricos asociados con la onda paraxial [I2], no obstante, para los haces Laguerre-Gaussianos estas
lineas rectas tangentes a los ceros del potencial cuéntico correspondiente coinciden con los rayos
de luz geométricos [I}, B]. Por lo que, creemos que un estudio futuro seria importante determinar
si esto también es aplicable en el caso de los haces Hermite-Gaussianos.
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Capitulo 3

Curvas integrales del vector de
Poynting de los haces
Hermite-Gaussianos

En este capitulo, presentamos los calculos originales correspondientes a nuestra investigacion.
Es decir, obtenemos el potencial cuantico, la fuerza cuantica, las curvas integrales del vector de
Poynting y analizamos los ceros del potencial cuantico para los haces Hermite-Gaussianos. Con el
proposito de ser lo mas claro posible primero presentamos los resultados para el haz Gaussiano.

3.1. Potencial cuantico, Fuerza cuantica y las curvas integra-
les del vector de Poynting del haz Gaussianos

Una solucién exacta a la ecuaciéon paraxial de onda estd dada por el haz Gaussiano (2.21)), el
cual tiene una amplitud R y una fase ® dadas por

R(r):ﬁe‘% B(r) = P _ % (3.1)
w, ’ 2R, k'

donde p?> = 2% + y?. Usando las ecs. (2.68), (2.74) y (8.1, un calculo directo muestra que el
potencial y la fuerza cuanticos determinados por el haz Gaussiano estan dados por

De estas ecuaciones se puede observar que el potencial cuantico determinado por el haz Gaussiano
es positivo para w, > p, negativo para w, < p, y cero en la superficie

p=w,. (3.4)
La fuerza cuantica correspondiente, es cero en p = 0, repulsiva para p #£ 0, y tiende a cero cuando

z — 00. De las ecs. (2.81)) y (2.82)) se deduce que las ecuaciones de Hamilton asociadas con el haz
Gaussiano estan dadas por
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Figura 3.1: Ceros del potencial cuantico (rojo) y algunas curvas integrales del vector de Poynting
(cian, azul) para el haz Gaussiano con k =1y wg = 1.

dp _ do _ ps
dz Y@ T p?’ (3.5)

dpy _ Py, 4o dps _
dz  p®  k2w?  dz =0 (36)

De las ecs. (2.73), (2.74)) vy (3.3), se encuentra que la segunda ley de Newton determinada por el
haz Gaussiano se puede escribir en la siguiente forma

d2p dp\?  4p d ([ ,do
@‘p@) = el a(/’a =0 (37)

Es importante remarcar que las ecs. y son las ecuaciones de Hamilton y las ecuaciones
dadas en corresponden a la segunda ley de Newton determinadas por el haz Gaussiano. La
soluciéon general a estas ecuaciones involucra cuatro constantes de integracion, que es equivalente
a obtener una integral completa de la ecuacion de Hamilton-Jacobi correspondiente. Sin embargo,
las soluciones a estas ecuaciones determinadas por la fase del haz Gaussiano ® dada por la ec. (3.1))
son aquellas que satisfacen la condicién , la cual para el caso del haz Gaussiano es equivalente
a

Pp(2) = =, pe(2) =0. (3.8)
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Usando este resultado en las ecuaciones de Hamilton (3.5) y (3.6) un célculo directo muestra que

B [422 + k:zwé B
p(z) = po m’ ¢(2) = ¢o, (3.9)

donde pg y ¢g son valores de py ¢ en z = zy respectivamente. Por lo tanto, el vector de posicién de
los puntos sobre las trayectorias y el momento lineal de la particula de masa m = 1 determinados
por el haz Gaussiano se pueden escribir en la siguiente forma

r. = ppo, (3.10)
L= %)j, (3.11)

donde pg = cos ppZ + sen ¢gy. Observe que el momento angular L; = 0 y la velocidad areolar
dA | /dz = 0. Por otro lado, las propiedades mecéanicas asociadas con las curvas integrales del
vector de Poynting del haz Gaussiano estan dadas por

r = ppo + 2%,, (3.12)
p= s, (3.13)
L=p(——-1)¢ (3.14)
- p Rz 05 .
donde ¢y = — sen ¢ + cos ¢o§. Ademas,
dL  K*wip -
— = 3.15
dz ~ 4zR2 " (8.15)
dA L
—_— = . 3.16
dz 2 ( )

De la ec. (3.12) se obtiene que las curvas integrales del vector de Poynting del haz Gaussiano en
el espacio de configuraciones extendido con coordenadas locales (p, ¢, z) pueden ser escritas de la

siguiente forma
(90, P, 2) A2+ PG (o o -+ sin dog) + 25 (3.17)
r ,2) = ———— (cos ¢ + sin ZZ. .
Po, Po Po 4z§+k2w§ 0 0Y

Esto significa que las trayectorias en el espacio de configuraciones extendido para py # 0 se en-
cuentran sobre hiperboloides de una hoja dados por

42(2) 22 4+ 42 22 \?
1 —|—] =1 3.18
(g 1) (57 - () v 19

para pg = 0 se reduce al eje z. En la ec. los pardametros que caracterizan la familia de
hiperboloides son pg y zp. Los ceros del potencial cuantico del haz Gaussiano dados por
corresponden al hiperboloide tal que pd = wg (1 +423/k*w{). Es decir, los ceros del potencial
cuantico determinado por el haz Gaussiano estan dados por todos los puntos en el espacio con

coordenadas (z,y, z) tal que
2 4+ 92 22 \?
—|—] =1 3.19
(=) - (o) 319

En la ﬁg‘ura se presenta los ceros del potencial cuantico (Rojo) dados por la ec. (3.4) y las
curvas integrales del vector de Poynting (Cian-Azul) dadas por la ec. (3.17) para el haz Gaussiano
conk=1ywy=1.
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3.2. Deduccion de los haces Hermite-Gaussianos

La expresion del haz Gaussiano representa tnicamente la solucién de menor orden dentro de
una familia de soluciones a la ecuacién paraxial de onda en el espacio libre. Una de las formas que
puede tomar la familia de soluciones es la de los haces Hermite-Gaussianos, los cuales se derivan
en esta seccidn.

Figura 3.2: Patrones de intensidad de los haces Hermite-Gaussianos con m,n = [0, 2]

Los haces Hermite-Gaussianos son soluciones de la ecuaciéon paraxial de onda en coordenadas
rectangulares. Para deducir estas soluciones se propone una soluciéon de prueba de la siguiente

forma
1/Jmn($7y72) = Um(xaz)un(yaz)’ (320)
Substituyendo la ec. (3.20)) en la ecuacién paraxial de onda en el vacio (2.20) se obtiene que
82’“‘"” . 8“7”, a2u?’l . 8’“‘”
Unp, < 92 + 2ik 52 ) + Uy (W + 2ik 5, > =0. (3.21)
Los haces Hermite-Gaussianos se obtienen al poner la condiciéon de que u,, y u, sean tales que
02U, Ouy,
—— +2ik—— =0 3.22
Ox? t 0z ( )
0%u,, ouy,
- + 2ik =0. 3.23
Oy e 0z (3.23)
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A continuacion, se busca una solucion de la ec. (3.22)) de la siguiente forma

V2z

z

U (T, 2) = Hm ( ) Ya(z, z)et?), (3.24)
donde w, es la funcion de la cintura del haz (2.22)), ¥ (z, 2) es la solucion del haz Gaussiano que de-
pende transversalmente inicamente de x, H y ¢ son dos funciones que se determinan substituyendo
la ec (3.24) en la ec. (3.22). Un calculo directo muestra que

N () 4 L% did ) () + ik o) () oy (Y22) do2) (3.25)
02 Yo Oz Ox ! 0z W, dz ’
Aplicando un cambio de variable de la forma
2
w,
tal que para cualquier funcion u(x(z, z), &(x, 2))
%_@@ @_@_ldwz@ (327)
or w,0x 0z 0¢ w, dz Ox’ '
la ec. toma la siguiente forma
Ld*H(x) , 1dH(x)( 2 e . dw. do(§)
— — ik ~kH () 28 28
w2 dx? w, dy wopg Ox X0 H(x) d¢ 0 (3:28)

desarrollando %, un calculo directo muestra que la ec. (3.28]) se puede escribir en la siguiente

forma ) ©
1 d“H dH do(€&
_L (e _2X> — g2 2, (3.20)
H(x) <dx2 dx d§
Para soluciones no triviales de la ecuacion diferencial, ambos lados de la ecuacién deben iguales a
una constante arbitraria —2m, resultando en dos ecuaciones diferenciales ordinarias

d*H dH
de(§) m.
R (3.31)

La ec. (3.30) es la ecuacion de Hermite, y una de sus soluciones son los denominados polinomios
de Hermite [I3]. Ademas, encontramos que la solucion de la ec. (3.31) dada por

P(z) = —mepg, (3.32)

donde ¢, es la fase de Gouy del haz Gaussiano (2.24]). Por lo tanto, se obtiene que una soluciéon
a la ecuacion paraxial de onda en el vacio, en coordenadas rectangulares, se puede escribir en la
siguiente forma

wZ z

(t) = Ay Ho (V%) H, (f;,) b,y 2)e— e, (3.33)

donde A,,, son constantes dadas por

/ 2

H,,(u) es el polinomio de Hermite de orden m con argumento u y ¢ es el haz Gaussiano . A
la solucién se le conoce como haz Hermite-Gaussiano. En la figura se muestran patrones
de intensidad, en el plano z = 0, para algunos modos m y n de los haces Hermite-Gaussianos. El
perfil de intensidad del haz Gaussiano corresponde al caso m =0y n =0 [14].
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3.3. Potencial cuantico de los haces Hermite-Gaussianos

De las ecs. (2.21)) y (3.33) se encuentra que la amplitud y la fase de los haces Hermite-Gaussianos
estan dadas por

R(x) = 2, ({?) H, (ﬁ;,) e_<1+> (3.35)

$2 + y2
2R,

o(r) = — (m4n+ 1)%, (3.36)

donde m y n son los indices de los modos de los haces Hermite-Gaussianos, H,, y H, son los
polinomios de Hermite de orden m y n respectivamente. Las funciones w, R, ¢4 son la cintura del
haz, radio de curvatura, y fase de Gouy del haz fundamental, respectivamente, y estan dados por
las ecs. —. El haz o fotén queda completamente determinado por los cuatro parametros
n, m, k y wg. Usando las ecs. (2.68), (2.74]) y (3.35)), un célculo directo muestra que el potencial
y la fuerza cuénticos asociados con cada haz Hermite-Gaussiano se pueden escribir en la siguiente
forma

2 372 +y2
Que(r) = e (m+n—|— 1- w2 ) (3.37)

4 .
Fpe(r) = Y (& +yy) . (3.38)

Es importante destacar que la fuerza cuéntica asociada a cada haz Hermite-Gaussiano es idéntica
a la fuerza de un haz Gaussiano (3.3) expresado en coordenadas rectangulares.

3.4. Curvas integrales del vector de Poynting

A partir de las ecs. (2.81)), (2.82) y (3.37)), se obtiene que las ecuaciones de Hamilton corres-
pondientes al haz Hermite-Gaussiano, estan dadas por:

dx dy
dp 4x dpy 4y

_ 2y _ . 3.40
dz  wik?’ dz  wik? (340)

Usando las ecs. (2.73)), (2.74) y (3.38]), un calculo directo muestra que la segunda ley de Newton
determinada por los haces Hermite-Gaussianos esta dada por

Az 4x d?y 4y
TR a2 wli (340

Entre todas las soluciones a las ecuaciones de Hamilton (3.39)), (3.40) v a la segunda ley de New-
ton (3.41)) estan aquellas determinadas por los haces Hermite-Gaussianos, las cuales satisfacen la
condicion (2.71)). Estas soluciones son tales que

pal(z) = ? py(z) = R%. (3.42)
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Por lo tanto, un céalculo directo muestra que las soluciones a las ecs. (3.39) y (3.40) determinadas
por lo haces Hermite-Gaussianos estan dadas por las ecs. (3.42)) con

422 + k?wg

_ 3.43

#(z) =20 422 + k2wg’ (3-43)
[422 + k2wg

= — 3.44

y(Z) Yo 428 ¥ k2w§7 ( )

donde g, yo son los valores de z(2) y y(z) en z = z. Las soluciones (3.42)-(3.44) son las mismas
que las encontradas para el haz Gaussiano representadas en coordenadas rectangulares con zy =
o COS Py ¥ Yo = po sen ¢g. Por lo tanto: la trayectoria, el momento linear y el momento angular de
la particula determinada por el haz Hermite-Gaussiano estan dados por

r, =i+ yy, (3.45)
xr Yy

= — + == 3.46

PL Rz + RZ7 ( )

L, =0. (3.47)

Por otro lado, las propiedades mecanicas asociadas con las curvas integrales del vector de
Poynting para los haces Hermite-Gaussianos estan dadas por

r = i + yi + 2k, (3.48)
=—+=+k 3.49
p=% tgR th (3.49)

L= (1 - ;) (y& — z§). (3.50)

Por lo tanto, la evoluciéon del momento angular estd dada por

dL k2wg
dz 42 R?

(y& — zg). (3.51)

Es importante destacar que los resultados anteriores son equivalentes a los del haz Gaussiano. Por
lo tanto, las curvas integrales del vector de Poynting para el haz Hermite-Gaussiano en el espacio
de configuraciones extendido pueden ser expresadas por la ec. . Estas curvas se encuentran
sobre hiperboloides de una hoja, definidas por la ec. .

3.5. Ceros del potencial cuantico
Si n y m son igual cero, el potencial cuantico del haz Hermite-Gaussiano se reduce al del haz

Gaussiano dado por (3.2). Para m # 0y n # 0 el potencial cuantico puede ser reescrito de la
siguiente forma

2 2_ 2
Qua(r) = wik? (a® %), (3.52)
a’? = (m+n+1)w? (3.53)
p*=a% + 2 (3.54)

Entonces para 0 < p < a el potencial es positivo, para p > a el potencial es negativo, y es cero en
la superficie p = a; es decir
22 +y* = (m+n+ 1w’ (3.55)
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3.5 Ceros del potencial cuantico

Figura 3.3: Ceros del potencial cuantico (rojo) y algunas curvas integrales del vector de Poynting
(cian, azul) para el haz Hermite-Gaussianocon m=1,n =1,k =1y wo =1

Los ceros del potencial cuéntico para el haz Hermite-Gaussiano dados por la ec. corresponden
al hiperboloide tal que p2 = (m+n+1)w3(1+422/k*w}). Esto quiere decir que, los ceros del
potencial cuantico determinados por el haz Hermite-Gaussiano estan dados por todos los puntos
en el espacio con coordenadas (z,y, z) tales que

2 2 2 2
<#> _ <_g> — 1 (3.56)
wg(m +n+1) kwg
En la ﬁgura se presentan los ceros del potencial cudntico (rojo) dados por la ec. (3.55) o mas

explicitamente por la ec. (3.56) y algunas curvas integrales del vector de Poynting (cian-azul) dadas
por la ec. (3.17)) para el haz Hermite-Gaussianocon m=1,n=1k =1y wy = 1.
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3.5 Ceros del potencial cuantico

Figura 3.4: Trayectorias rectas (cian) asociadas a los ceros del potencial de los haces Hermite-
Gaussianos en: a) z =0, b) 2 = 2R, ¢) 2 = 2r/2, y z > 2R, donde zg es la distancia de Rayleigh.
En rojo se muestra la evolucion del ancho del haz que se propaga en el eje z, la cual forma una
superficie hiperboloide con ancho minimo en z = 0. Es importante destacar que en la figura a), los
rayos no convergen. Sin embargo, a medida que aumenta el valor de z, su punto "focal" proviene
desde z — oo y tiende hacia z = 0 (punto focal o caustica de un haz Gaussiano). Ademas, las
trayectorias rectas se alinean cada vez mas con el comportamiento asintético del hiperboloide.
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Conclusion

En este trabajo hemos aplicado el procedimiento del potencial cuéntico, introducido por Bohm
en el contexto de la mecanica cuantica, a los haces Hermite-Gaussianos. Es decir, para estos haces
hemos determinado: el potencial cuantico, la fuerza cuantica, las ecuaciones de Hamilton y las
curvas integrales el vector de Poynting. Hemos demostrado que la particula de masa m = 1 asociada
con los haces Hermite-Gaussianos experimenta una fuerza cuéntica repulsiva, exactamente igual
que la fuerza determinada por el haz Gaussiano. Hemos demostrado que las curvas intregrales del
vector de Poynting conforman un subconjunto de las soluciones de las ecuaciones de Hamilton y
de la segunda ley de Newton correspondientes. Ademaés, encontramos que los ceros del potencial
cuantico determinado por estos haces forman una superficie hiperboloide en el espacio. Finalmente,
remarcamos que las propiedades de los haces Hermite-Gaussianos, desde el punto de vista del
potencial cuantico, son muy parecidas a las propiedades del haz Gaussiano. Creemos que seria
interesante determinar en un trabajo a futuro los rayos de luz geométricos, los frentes de onda
geométricos y la region caustica de los haces Hermite-Gaussianos.
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