BENEMERITA UNIVERSIDAD
AUTONOMA DE PUEBLA

Facultad de Ciencias Fisico Mateméaticas

Continuos Localmente Conexos
TESIS

presentada como requisito para obtener el titulo de:
Licenciatura en Matematicas
presenta:
Lazaro Flores De Jests

Directores de Tesis

Dr. David Herrera Carrasco
Dr. Fernando Macias Romero

PUEBLA, PUE. Diciembre, 2015






A mis padres, que siempre me han apoyado en mis decisiones.






Agradecimientos

Primeramente deseo agradecer a mis padres, que con su ejemplo me han
enseniado a librar los obstaculos de la vida.
A mis tias y tios que forman parte del gran equipo que es mi familia.

A mis asesores de tesis, Dr. David Herrera Carrasco y Dr. Fernando Ma-
cias Romero, por haber dedicado su tiempo para la realizacion de este trabajo,
muchas gracias.

A todos mis amigos de la FCFM por haberme acompanado en esta gran
aventura. Siempre conté con su apoyo y siempre contaran con el mio.

A la Vicerrectoria de Investigacion y Estudios de Posgrados por el apoyo
otorgado durante la realizacion de este trabajo, gracias.






Introduccion

Un espacio topologico es localmente conexo si cada uno de sus puntos
tiene una base de vecindades de conjuntos abiertos conexos. Un continuo lo-
calmente conexo es frecuentemente llamado un continuo de Peano en honor
a Giuseppe Peano: en 1890; Peano dio el primer ejemplo de una curva que
llenaba el espacio, es decir una funciéon continua del intervalo cerrado [0, 1]
sobre el cuadrado [0, 1] x [0, 1]; después, Hahn y Mazurkiewicz demostraron
que todo continuo localmente conexo es una imagen continua de [0, 1] (e in-
versamente).

Ejemplos de continuos localmente conexos son cualquier grafica finita, cual-
quier n-celda, el cubo de Hilbert, el punto peludo, etc. Por otro lado, por
ejemplo, el continuo que es la cerradura de {(x, sen (%)) sz € (0, 1]} no es
un continuo localmente conexo.

El tema de esta tesis es de gran importancia; estd centrado alrededor de
un problema que tomoé cerca de cincuenta anos en resolverse. Por lo tanto,
debemos comenzar con una discusion histérica. En Polonia, a comienzos de
1920, se auguré que 2% es el cubo de Hilbert. La conjetura primero aparecio
impresa en 1938. Finalmente, en 1970, Schori y West probaron que 2/% es,
en efecto, el cubo de Hilbert (vea [22]). Ellos lograron extender su resultado
para 2% cuando X es cualquier grafica finita.

Regresando a 1930, Wojdyslawski hizo la siguiente pregunta jes 2% el cubo
de Hilbert siempre que X es un continuo localmente conexo no degenerado?
Remarcamos que la pregunta fue restringida a continuos localmente conexos
porque son continuos X para los cuales 2% es un continuo localmente conexo
(vea [6, Teorema 3.30]). En 1939, Wojdyslawski demostr6 que para cualquier
continuo localmente conexo X, los continuos 2% y C(X) son retractos abso-
lutos (vea [24] Teorema II, Teorema I1,,|).

Después, en 1974 y 1978, Curtis y Schori publicaron los generosos articulos:
[7] v [8]. Ellos respondieron la pregunta de Wojdyslawski (afirmativamente)
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y obtuvieron los siguientes resultados para cuando X es un continuo no de-
generado, localmente conexo: (1) 2% es el cubo de Hilbert; (2) C(X) es el
cubo de Hilbert solo cuando todo arco en X tiene interior vacio en X, es
decir, cuando X no contiene arcos libres; y (3) C'(X) es un factor del cubo
de Hilbert ( C(X) x I es homeomorfo a I*°, donde I denota el cubo de
Hilbert) (vea [T, Teorema 1, Teorema 2| y [8, Teorema 3.2, Teorema 4.1]).
La técnica, de prueba, de Curtis, Schori y West involucra el uso minucio-
so de limites inversos, maniobras sutiles y complicadas con refinamientos de
particiones, y lo que fue en su momento resultados muy nuevos acerca de la
topologia de dimension infinita. Pero, los articulos de Curtis y Schori no son
el fin de nuestra historia, aparecié6 H. Toruriczyk, quien se aplico fuertemente
a mediados de 1970 tratando de caracterizar diversamente el cubo de Hilbert.
El proposito de esta tesis es demostrar los primeros dos resultados de Curtis
y Schori mencionados anteriormente usando el Teorema de Torunczyk. En
este trabajo, también presentamos el acervo necesario para probar dichos
resultados (vea [I4, Capitulo III]).
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Conceptos basicos

En este capitulo enunciamos algunos conceptos y resultados que son nece-
sarios para el desarrollo de esta tesis. En todo este trabajo si X es un espacio
topologico y A un subconjunto de X, los simbolos A, Fr(A) e A° denotan
la cerradura de A, la frontera de A y el interior de A en X, respectivamente.
Si ACY C X, entonces Ay, Fry(A) y A denotan la cerradura de 4, la
frontera de A y el interior de A en el subespacio Y de X, respectivamente.
El didmetro de A, lo denotamos por diam(A). Como es usual, los simbolos
0, N, R y R" representan el conjunto vacio, el conjunto de los niimeros natu-
rales, el conjunto de los ntimeros reales y el n-ésimo producto cartesiano de
R, respectivamente. Un espacio topologico es no degenerado si tiene mas
de un punto. Todo subconjunto de R", ser& considerado con la topologia Fu-

oo

clidiana, a menos que se indique otra cosa, I = [0,1], 1> = [] [0, 1], denota

i=1
el cubo de Hilbert.

El siguiente resultado se usa continuamente durante el desarrollo de la topo-
logia.

Teorema 1.1.1. Sean A y B conjuntos cerrados de un espacio topoldgico X,
Y un espacio topologico arbitrario. Si f : A—Y yg: B —Y son funciones
continuas tales que f|lanp = glanp, entonces la funcion h : AUB — Y,
definida para cada x € AU B, por

f(x), si x € A,
) = { g(x), si x € B.

1



2 Preliminares

es continua.

Demostracion. Supongamos que C' es un conjunto cerrado en Y, por la conti-
nuidad de f, tenemos que f~!(C) es cerrado en Ay como A es cerrado en X,
tenemos que f~1(C') es cerrado en X. De manera similar podemos probar que
g 1(C) es cerrado en By asi en X. Notemos que h™1(C) = f~HC)ug ()
y que f~HC)Ug™(C) es cerrado en X tal que h=1(C) = (f~HC)ug=(C))N
(AU B), luego h™(C) es cerrado en AU B. Por lo tanto, h es continua. [J

Un concepto importante que nos permite relacionar los espacios topolo-
gicos es el siguiente.

Definicion 1.1.2. Sean X, Y espacios topoldgicos y f : X — Y una funcion,
f es un homeomorfismo de X enY si f es biyectiva, es continua y f~1 es
continua.

La palabra homeomorfismo viene del griego duotos (homoios) = misma y
poper) (morphe) = forma.

Definicion 1.1.3. Sean X y Y espacios topoldgicos, X es homeomorfo a
Y si existe un homeomorfismo de X en'Y.

Las propiedades de estos espacios que se conservan bajo homeomorfismos
se denominan invariantes topolégicos. En la categoria de espacios topo-
logicos, los morfismos son las funciones continuas y los isomorfismos son los
homeomorfismos. Consecuentemente, la composicion de dos homeomorfismos
es de nuevo un homeomorfismo, y el conjunto de todos los homeomorfismos,
h : X — X forman un grupo llamado grupo de homeomorfismos de X, que
suele denotarse como Hom(X).

De modo intuitivo, el concepto de homeomorfismo refleja como dos espa-
cios topoldgicos son el «mismo» vistos de otra manera: permitiendo estirar,
doblar, cortar y pegar. Sin embargo, los criterios intuitivos de «estirary, «do-
blar», «cortar» y «pegar» requieren de cierta practica para aplicarlos correc-
tamente. Deformar un segmento de linea hasta un punto no esta permitido,
por ejemplo, contraer de manera continua un intervalo hasta un punto es
otro proceso topolégico de deformacion llamado homotopia.

Una de las principales propiedades topoldgicas es la nociéon dada en la
Definicion pero antes de hablar de ella damos un concepto necesario.

Definiciéon 1.1.4. Sea X un espacio topologico. Una separacion de X es un
par de conjuntos U yV abiertos en X, no vacios, ajenos tales que X = UUV .
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Definicion 1.1.5. Un espacio topologico X es conexo si no existe una se-
paracion de X. Un espacio topoldgico es disconexo si no es conexo.

La conexidad representa una extension de la idea de que un intervalo es
todo «de una piezay. Un espacio topologico puede no ser conexo, por ejemplo,
la unién de dos intervalos ajenos no es conexo pero podemos ver que para
cada punto existe un conexo que lo contiene, esto motiva la siguiente nocién.

Definiciéon 1.1.6. Sea X un espacio topologico, un subconjunto C de X es
una componente de X si cumple las siguientes condiciones.

1. C es conexo y
2. si B es un subespacio conexo de X tal que C C B, entonces B = C.
Es decir, C' es un subespacio conexo maximal.

Evidentemente, un espacio topolégico con una componente es conexo.

1.2. Continuos e hiperespacios

Definiciéon 1.2.1. Un continuo es un espacio métrico X no vacio, compacto
y conexo. DadoY C X, Y es un subcontinuo de X si Y es un continuo.

Al igual que la metrizabilidad, la conexidad y la compacidad son invarian-
tes topologicos; de aqui, la nociéon de continuo es un invariante topologico.
Veamos algunos ejemplos de continuos.

Ejemplo 1.2.2. 1. Un arco es un espacio topoldgico que es homeomorfo
al intervalo cerrado [0,1], como éste es un continuo, un arco también
es un continuo.

2. Una curva cerrada simple es un espacio topologico homeomorfo a la
circunferencia unitaria

St={(z,y) eR*: 2% +¢y* =1},

como St es un continuo, una curva cerrada simple también es un con-
tinuo.
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3. Una n-celda es un espacio topologico homeomorfo a
n n. .2 2
B"={(zy,...,2,) e R" 1]+ -+ 25 <1},
como B™ es un continuo, una n-celda también es un continuo.

Dado un continuo X, se consideran familias de subconjuntos de X, con
alguna caracteristica particular, las cuales son llamados los hiperespacios
del continuo X. Consideremos los siguientes hiperespacios de X.

28 ={A C X : A es cerrado en X y no vacio},
C(X)={Ae€2%: Aes conexo}.

Definicion 1.2.3. Sean X un continuo con métrica d, A, B € X, denotamos
pord(A, B) la distancia de A a B como d(A, B) = inf {d(a,b) :a € A yb € B}
y la distancia de un punto p a un conjunto C es d(p,C) = d({p},C).

Definicion 1.2.4. Si A es cerrado en X, la nube en X con centro en A y
de radio € > 0, es N(e,A) = {x € X : existe a € A tal que d(a,z) < €}.

Algunas de las propiedades de las nubes se enuncian a continuacion.

Teorema 1.2.5. Sean X un continuo, € > 0 y A € 2X. Entonces se cumplen
las siguientes afirmaciones:

1. AC N(g,A),
2. N(e,A) = | Bl(e,a). Asi N(g, A) es un abierto en X,

acA
3. N(§,A) C N(e,A) para cada § > 0 tal que § < ¢, y
4. N(e,A) =U{N(,A):d>0,0 <e}.

Demostracion. 1. Es claro que se cumple ya que para cada a € A se tiene
que d(a,a) =0 < ¢ entonces a € N(g, A).

2. Sea z € N(g, A) entonces existe a € A tal que d(a,z) < e, luego,

x € B(e,a). Asi x € |J B(e,a). por lo tanto,
acA

N(e, A) c | Ble,a) (1.1)

a€A
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Ahora, sea x € |J B(e,a), asi exite a € A tal que z € B(e, a), es decir,
a€A
d(a,x) < g, por lo tanto,

| B(e.a) € N(e, A). (1.2)

acA

De (1.1) y (1.2), se obtiene la igualdad.

3. Sixz € N(§,A), existe a € A tal que d(a,z) < J, luego d(a,x) < €, es
decir x € N(e, A). Por lo tanto N(6, A) C N(e, A).

4. Seax € N(g, A), entonces existe a € A tal que d(a,x) < €. Sea § > 0 tal
qued(a,z) < § < g,luego, x € N(5,A). Asiz € |J{N(5,A):0 > 0,0 < e}
Por lo tanto

N(z, A) [ J{N(5,A):6>0,0 <<} (1.3)

Ahora, seaxz € [J{N(9,A) : 6 > 0,9 < £}, enotnces existe J tal que 0 <
d <eyaxe N(§A). Por el inciso (3) tenemos que N(J,A) C N(g, A),
asi x € N(e, A), por lo tanto

J{N(3,4): 6> 0,6 <e} C N(e, A). (1.4)

Por (1.3)) y (1.4 obtenemos la igualdad deseada.
O]

Teorema 1.2.6. Si A € 2% y U es un abierto en X tal que A C U, entonces
existe € > 0 tal que N(e, A) C U.

Demostracion. Sea A C U. Luego, AN (X \U) = 0. Notemos que Ay X \U
son cerrados en X y asi compactos en X. De manera que d(A, X \U) > 0. Sea
€= w. Veamos que N (e, A) C U. En efecto, si € N(g, A), entonces
existe a € A tal que d(a,x) < e. Asi, € B(e,a). Afirmamos que = € U.
Porque en caso contrario, es decir, si z € X\U, entonces d(A, X\U) < d(a, z).
Asi, d(A, X \ U) < ¢, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, z € U. Con
esto concluimos la prueba de este teorema. [

Teorema 1.2.7. Sean A, B € 2%. 510 < § < ey A C B, entonces N (5, A) C
N (e, B).
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Demostracion. Sea x € N(J, A). Existe a € A tal que d(a,z) < §. Como
d < e, se sigue que d(a,z) < €. Puesto que A C B, implicamos que a € B,
de donde x € N (g, B). Por lo tanto, N(J,A) C N(e, B). O

Teorema 1.2.8. Sie >0y A, B € 2X, entonces
N(e,A)UN(e,B) = N(e,AUB).

Demostracion. Por el teorema [1.2.7) inferimos que N(e, A) C N(s,AUB) y
N(e,B) C N(g, AU B). Asi,

N(e,A)UN(e, B) C N(e, AU B). (1.5)

Ahora, sea z € N(e, AUB). Existe b € AUB tal que d(b, z) < . Tenemos
dos casos be Ao be B.

(1) Sibe€ A, entonces z € N(g, A).
(i1) Sib € B, entonces z € N(g, B).
En ambos casos, z € N(g, A) U N (g, B). Por lo tanto,
N(e,AUB) C N(¢,A)UN(e, B). (1.6)

De (1.5) y (1.6, concluimos que N(e, A)UN(e,B) = N(e,AUB). O

Teorema 1.2.9. Sean A, B € 2X. Si AN B = 0, entonces existe € > 0 tal
que
N(e,A)NN(e,B) = 0.

Demostracion. Supongamos por el contrario, que para cada & > 0, tenemos
que N(g,A) N N(e,B) # (). Puesto que AN B =0y A, B son compactos
en X, tenemos que d(A, B) > 0. Sea ¢ = @, notemos que € > 0. Por lo
supuesto, deducimos que N (e, A)NN (e, B) # (). Existe z € N(e, A)NN (e, B).
Asi, existen a € Ay b € B tales que d(a,z) < €y d(b,z) < €. Aplicando la
desigualdad del triangulo, d(a,b) < d(a,z) + d(z,b). Luego, d(a,b) < 2¢ =
d(A, B), de manera que d(a,b) < d(A, B), lo cual es una contradiccion. [

Para el siguiente resultado nos sera tutil la siguiente notacion.
Notacién 1.2.10. Sea X un continuo. Para cada A, B,C € 2% sean
E(A,B)={¢>0:ACN(e,B)y BC N(c,A)} vy
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E(A,BYWE(B,C)={c+6>0:c€ E(AB)ydc EB,OC)}.

Teorema 1.2.11. Sea X un continuo. La funcion H : 2% x 2% — RT U {0}
definida, para cada A, B € 2%, por

H(A,B) =inf E(A, B)
es una métrica para 2.

Demostracion. Sean A, B, C € 2%,

(a) Veamos que H esta bien definida. Para esto, tenemos que probar que
el conjunto F(A, B) es no vacio y esta acotado inferiormente. Observemos
que d(z,y) <didm(X) + 1, para cada x, y € X, en particular si z € Ay
y € B. Asi, A C N(diam(X)+1,B)y B C N(didm(X)+ 1, A). De manera
que didm(X) + 1 € E(A, B). Por tanto, E(A, B) # . Es claro que F(A, B)
esté acotado inferiormente por el cero.

(b) Para cada A, B € 2%, notemos que H(A, B) > 0.

(c¢) Por definicion de E(A, B), deducimos que E(A, B) = E(B,A), de
esto, para cada A, B € 2%, tenemos que H(A, B) = H(B, A).

(d) Para cada A, B € 2%, veamos que H(A, B) = 0 si y solo si A = B,
Sean A, B € 2%. Supongamos que H(A, B) = 0. Mostraremos que A = B.
Para esto, sean ¢ > 0y z € A. Como H(A, B) = 0, existe § € E(A, B) tal
que § < e. Luego, A C N(6,B) y como x € A, se sigue que x € N(0, B).
Entonces existe y € B tal que d(z,y) < § < e. Asi, y € B(z,e)N B, de donde
B(z,e) N B # 0 y como ¢ fue arbitrario, tenemos que z € B. Puesto que B
es cerrado en X, se sigue que x € B. Por lo tanto, A C B. Anéalogamente, se
prueba que B C A. Asi, A= B.

Ahora supongamos que A = B. Luego, para todo € > 0, tenemos que
e € E(A, B), pues siempre se cumple que A C N(e, A). Asi, H(A, B) = 0.

(e) Finalmente veamos que para cada A, B, C' € 2%, tenemos que H(A, C) <
H(A,B)+ H(B,(C).

Para esto, demostremos que F(A,B)W E(B,C) C E(A,C). Sea § €
E(A,B)W E(B,C), asi, existen ¢ € E(A,B) y § € E(B,C) tales que § =
e + 0. Luego, A C N(e,B) y B C N(6,C). Veamos que A C N(5,C),
six € A, existe y € B tal que d(z,y) < e. Luego, existe z € C tal que
d(y,z) < d. Asi, d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) < e+ = (. Por lo tanto,
A C N(B,C). Analogamente, se puede probar que C' C N(3, A). De esto,
deducimos que g € E(A,C). Por lo tanto, E(A,B)W E(B,C) C E(A,C).
De lo anterior, tenemos que infFE(A, B) W E(B,C) > infE(A,C), es decir,
H(A,C)< H(A,B)+ H(B,C). O
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De acuerdo al teorema , para cada continuo X, tenemos que (2%, H)
es un espacio métrico, H se conoce como la métrica de Hausdorff. Como
C(X) esta contenido en 2, observemos que H también es una métrica para
C(X). La idea intuitiva de esta métrica es que dos conjuntos estan cercanos
si ellos casi se empalman uno en el otro. Esta idea geométrica es buena pero
tenemos que notar que, por ejemplo, si A es un disco en el plano, se pueden
dar conjuntos finitos tan cercanos a A como se quiera, simplemente se toma
una cuadricula muy fina dentro del disco y se toma como conjunto finito al
conjunto de los cruces de la cuadricula.

Teorema 1.2.12. Sean X un continuo, A, B € 2% y e > 0. Entonces
H(A,B) <e siysolosiAC N(e,B) y BC N(e,A).

Demostracion. Supongamos que H (A, B) < e.

Existe ¢’ € E(A, B) talqued’ <e, AC N(§',B)y B C N(¢', A). Ademés,
por el teorema[1.2.7] tenemos que N(0', B) C N(g,B) y N(¢',A) C N(e, A).
Por tanto, A C N(¢,B) y B C N(¢g, A).

Reciprocamente, supongamos que
ACN(e,B)y BC N(g,A).
Asi, por el teorema [1.2.8] tenemos que A C [J{N(5,B) : 6 > 0,0 < £}.

Dado que A es compacto, existen nimeros positivos, d1,ds,...,d,, conn € N,

tales que §; < ey A C |J N(6;, B). Sea o« = mdxz{dy,da,...,0,}. Luego, para
i=1

cada i € {1,2,...,n}, tenemos que N(d;, B) C N(a, B). Asi, |J N(6;, B) C
i=1

N(a, B). Luego, A C N(a, B). De manera analoga a lo anterior, como B C

N(e, A), existe v > 0 tal que v < e y B C N(v,A). Sea f = mdz{a,}.

Tenemos que < e, A C N(B,B) y B C N(B,A). Asi, p € E(A,B). En

consecuencia H(A, B) < f < e. Por tanto, H(A, B) < ¢. O

Definicion 1.2.13. Sea A un subconjunto no vacio de un continuo X. El
diametro de A, denotado por diam(A), es

diam(A) = sup{d(a,b) : a,b € A}.

Teorema 1.2.14. Sea X un continuo. La funcion didm : 2%X — [0,00) es
una funcion continua.
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Demostracion. Sean € > 0, A, B € 2X y § = 5. Si H(A,B) < 0, por
el teorema tenemos que A C N(6,B) y B C N(6,A). Como A es
compacto, existen aj, as € A tales que didm(A) = d(ay, asz). Luego, existen
b1, by € B tales que d(ay,b1) < 0y d(ag,by) < . Notemos que

didm(A) = d(al, CLQ) S d(al, bl) + d(ag, bg) + d(bl, bg)

< 20+ d(by,be) =€+ d(by,by) < e+ didm(B).
Por lo tanto,

diam(A) — didm(B) < e. (1.7)

De manera analoga a como se le hizo cuando A es compacto, como B es
compacto,
diam(B) — diam(A) < e.
Asi,
— e < diam(A) — didm(B). (1.8)

Por (1.7)) y (1.8), concluimos que
| didm(A) — diam(B) |< e.
Por tanto, la funcion didm es uniformemente continua, y asi, continua. [J

Sean A € 2% y £ > 0, por B(e, A) entendemos la bola abierta en 2% con
centro en A y de radio ¢, es decir,

B(e,A)={B€2X:H(A B) <¢}.

Definicion 1.2.15. Dado un continuo X, sea D : 2% x 2% — RT U {0}, la
funcion definida, para cada A, B € 2%, por D(A, B) = méax{sup{d(a, B) :
a € A}, sup{d(A,b) : b € B}}.

Teorema 1.2.16. Sea X un continuo. Si A,B € 2%, entonces D(A, B) =
H(A, B).

Demostracion. Sean ¢ > 0y r = H(A, B) + ¢, se sigue que H(A, B) < r.
Luego, por el teorema tenemos que A C N(r,B) y B C N(r, A). Asi,
para cada a € A, existe un b € B tal que d(a,b) < r. De esta forma, para
cada a € A, deducimos que d(a, B) < r. De modo que sup{d(a,B) : a €
A} < r. De manera anéloga a lo anterior, como B C N(g, A), se sigue que
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sup{d(b, A) : b € B} < r. Por lo tanto, D(A, B) < r, es decir, D(A, B) <
H(A, B) 4 €. Como ¢ > 0 fue arbitrario, inferimos que D(A, B) < H(A, B).

Veamos que H(A, B) < D(A, B).Seane > 0y r = D(A, B)+e¢. Probemos
que A C N(r,B). Tomemos a; € A, asi, d(a1, B) < sup{d(a,B) : a € A}.
Como sup{d(a,B) : a € A} < D(A, B), se sigue que d(a1, B) < D(A, B).
Asi, d(ay, B) < r. De manera que a; € N(r, B). Por lo tanto, A C N(r, B),
analogamente, se prueba que B C N(r, A). Luego, por el teorema ,
tenemos que H (A, B) < r, es decir, H(A, B) < D(A, B) +¢. Dado que € > 0
fue arbitrario, inferimos que H(A, B) < D(A, B). Por lo tanto, H(A, B) =
D(A, B). O

Por el teorema [1.2.11] concluimos que D es una métrica para el hiper-
espacio 2%, que coincide con la métrica de Hausdorff. De manera que los
hiperespacios 2% y C(X) pueden ser considerados con cualquiera de estas
dos métricas, segin nos convenga.

Definicion 1.2.17. Dado un subconjunto A de un continuo X, definimos
las siguientes subcolecciones del hiperespacio 2°X.

I'(A)={Be2X:BcC A},

AMA)={Be2X:BNA#0}y

25 ={B€2X:AC B}.
Definicién 1.2.18. Dado X un continuo, consideremos los conjuntos 2% =
{Be2X:AC B} yCu(X)={Be C(X):AC B}. Los subconjuntos 2

y CA(X) son llamados los hiperespacios de contencion para A en 2% y
C(X), respectivamente.

Teorema 1.2.19. Sean X un continuo y A un subconjunto de X. Se tiene
lo siguiente.

1. Si A es un abierto en X, entonces T'(A) y A(A) son abiertos en 2%.
2. Si A es cerrado en X, entonces ['(A), A(A) y 2% son cerrados en 2.

Demostracion. 1. Sea A un abierto en X. Veamos que I'(A) es abierto en
2X. Para esto, sea B € T'(A), luego, B € 2¥ y B C A. Como A es abierto
en X, por el teorema tenemos que existe ¢ > 0 tal que N(e, B) C A.
Veamos que B(e, B) C T'(A). Sea C' € B(e, B), se sigue que H(B,C) < e.
Por el teorema tenemos que C' C N(e,B) y como N(g,B) C A, se
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sigue que C' C A. Asi, C € T'(A). Luego, B(e, B) C I'(A). Con todo esto,
para cada B € I'(A), existe € > 0 tal que B(e, B) C I'(A), es decir, I'(A) es
abierto en 2%.

Ahora, demostremos que A(A) es abierto en 2%. Sea B € A(A), luego,
Be2XyBNnA#0 Seaxr € BNA. Como A es abierto en X, existe
e > 0 tal que B(e,z) C A. Probemos que B(e, B) C A(A). Sea C' € B(e, B),
luego, H(B, C) < ¢, por el teoremall.2.12] inferimos que B C N (e, C). Como
xr € B, existe y € C tal que d(z,y) < &, es decir, y € B(e,z). Asi, y € A,
luego, y € C'N A, de manera que C N A # (). Por lo tanto, C' € A(A). Asi,
B(e, B) C A(A). Esto prueba que A(A) es abierto en 2.

2. Sea A un cerrado en X, asi, X — A es un abierto en X. Ademés notemos
que I'(A) = 2% — A(X — A) y A(X — A) es un abierto en 2%, por 1 de éste
teorema, asi, tenemos que I'(A) es cerrado en 2%,

Por otro lado, si A es cerrado en X, entonces X — A es abierto en X. Por
1 de este teorema, se sigue que I'(X — A) es abierto en 2%, asi, 2X —T'(X — A)
es cerrado en 2. Notemos que 2% = A(A)UT(X —A) y A(A)NT(X —A) = 0.
Por lo tanto, A(A) es cerrado en 2%,

Ahora, veamos que 2% es cerrado en 2¥. Sea B € 2% y supongamos
que B & 2%. Asi, A ¢ B. Sea a € A — B. Notemos que d(a, B) > 0. Sea
e = d(a, B). Como B € 2%, tenemos que 2% NB(g, B) # (). Tomemos E € 2
tal que H(B, E) < e. Por el teoremal[l.2.12] se sigue que E C N(g, B). Como
a € Ay E € 2%, existe b € B tal que d(a,b) < e. Como d(a, B) < d(a,b),
tenemos que € < ¢, lo cual no puede ser. Por lo tanto, B € 2. Asi, 2% C 2.
En consecuencia, hemos demostrado que 2% es cerrado en 2. O

En esta seccién vemos que todos los hiperespacios de un continuo los po-
demos considerar ya sea con la topologia inducida por la métrica de Hausdorff
o con la topologia de Vietoris, la cual desarrollamos a continuacion.

Definiciéon 1.2.20. Sean X un continuo, n € N y Uy, Us,, ..., U, subconjun-
tos no vacios de X. El vietorico de Uy, U, ..., U,, denotado por
(Uy,Us, ..., Uy,), es el conjunto

{AEQX:ACuUiyAﬂUi#@, paracadai€{1,2,...,n}}.

=1

Teorema 1.2.21. Sean X un continuo, n € N y Uy, Us,, ..., U, subconjuntos
no vacios de X . Las siguientes afirmaciones se cumplen.
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1. (U, Uy,...,U,) =T (Q Ui) N LE]IA(Ui)l ;

2. para cada A C X, tenemos que I'(A) = (A),
3. para cada A C X, tenemos que A(A) = (X, A).
Demostracion. Para ver que se cumple 1, notemos que

(U, Uy, ..., Uy,) =

{AEZX:ACUU,}ﬂ{AeQX:AmU,-#@,z‘e{1,2,...,n}}

=1

:F<QUZ-> n

Por lo tanto, (Uy,Us,...,U,) =T (U U,;) N {ﬂ A(Ui)} :
i=1 i=1

Para ver que se cumple 2, solo recordemos que I'(A) = {B c2¥:BC A},
asi, si B € I'(A) entonces tenemos que B C Ay BNA = B # (), por lo tanto
B e (A).

Ahora si C' € (A) entonces tenemos, en particular, que C' C A y por lo
tanto C' € I'(A).

Para 3, observemos que

(AW

=1

(X, A)={Ce2¥:CC(XUA),CNX#0yCnA#D}.

Entonces si C' € (X, A) se tiene que C' N A # (), por lo tanto C' € A(A).
Ahora si B € A(A), tenemos que BN A # (), ademas BC X =X UAy
BN X = B #1{), por lo tanto C' € (X, A). O

Teorema 1.2.22. Sean m, n € N, Uy,Us, ..., U, y V1, Vs, ..., V., subcon-

Juntos no vacios de un continuo X. SiU = |JU; yV = |J Vi, entonces
i=1 i=1

(U, Uz, ..., Un) N (V1, Vay oo Vi) =

(VNnU,VNUy,...,VNU,, UNVL,UNVy, ..., UNV,).
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Demostracion. Sea A € (Uy,Us,...,U,) N (V1, Vo, ..o, Vi)

= T(U)N ﬁA(Ui) NI(V)N ﬁA(%)
Asi, ACUNV =(UNV)U(VnNU)
— Um([]m) U Vﬂ(OUz)
= O(Urﬂ/;) U O(VﬂUz‘) :

Por otro lado, como ANU; # (), para cada i € {1,2,...,n} y A CV,
tenemos que AN (V NU;) # 0, para cada i € {1,2,...,n}. También para
cada i € {1,2,...,n} se puede probar de manera analoga a lo anterior que
AN (UNYV;) # 0. De manera que

Ae(VNU,VNU,,...,VNU, UNV,UNVa, ..., UN V).

Por lo tanto, (Uy, Us, ..., U)N{(V1, Vo, ..., Vi) C(VNU, VAU, ..., VN
U, UNV,UNVa, ..., UN V).
Para probar la otra contencion, sea

Ae(VNU,VNU,,...,VNU, UNV,UNVa, ..., UN V).

Entonces, A C UNV. Es decir, A C Uy AC V. Asi, A e T(U) y
A € T(V). Por otra parte, como AN(UNV;)) = ANV, # 0, para cada
i€{1,2,...,m}, tenemos que A € A(V;). Asi, de manera anéloga se puede
ver que A € A(U;). Por lo tanto, A € (U1, Us, ..., U,y N {(V4, Vo, ..., V). O

Teorema 1.2.23. Sean X un continuo, A € 2% y Uy, U,, ..., U, abiertos
en X. Si A€ (Uy,Us,...,U,), entonces existen abiertos Vi, Va, ..., V, en X
tales que

Ae <‘/1,‘/2,...,Vn>C<U1,U2,...,Un>

y Vi C Uy, para cada i € {1,2,...,n}.
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Demostracion. Si a € A, entonces existe i € {1,2,...,n}, tal que a € U;, ya
que A C | U;. Luego, como X es regular, existe un abierto V, en X tal que
i=1

a € Va C ‘/a C UZ

Asiy A € | {V, : * € A}. Como A es compacto, existen m € Ny
T1,%o, ..., Ty € A tales que A C |JV,,. Por otro lado, para cada i €

i=1

{1,2,...,n}, sea b € AN U;. Luego, para cada i € {1,2,...,n}, sea W,
abierto en X tal que b, €e W, Cc W, C Uj;.

Ahora, para cada i € {1,2,...,n}, sean

L:{keﬂﬂ,nnw:E;CM}yWZWGU(U‘%)-

ked;

Tenemos que para i € {1,2,...,n}, V; es abierto en X, con V; C U; y
ANV, #0.

Ademas, A C |J Vi. Asi, A e (Wi, Va, ..., V,), ademas

=1

<‘/1,‘/2,...,Vn> - <U1,U2,...,Un>.

Por tanto, existen abiertos Vi, V5, ..., V, en X tales que
AE <‘/17‘/277Vn> - <U17U27"-7Un>
y V; C Us, para cada i € {1,2,...,n}. a

El siguiente resultado dota de una topologia al hiperespacio 2% de un
continuo X dado.

Teorema 1.2.24. Si X es un continuo y B = {{U,Us, ..., U,) : Uy, Us, ..., U,
son abiertos en X yn € N}, entonces B es una base para una topologia del
hiperespacio 2.

Demostracion. Primero veamos que 2% = [ JB. Notemos que (X) = {A €
2% A C X} =2% Asi, 2% € B. De manera que 2% C | B, luego, 2% = | B.

La demostracion de la segunda condicion, es decir, que para cadald,V € B
con AeUNY, existe W € Btal que A € W CUNV, se tiene del teorema
Por lo tanto, B es una base para una topologia de 2. O

La topologia generada por B, denotada por 7y es conocida como la To-
pologia de Vietoris.
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Teorema 1.2.25. Sea X un continuo. El conjunto S = {I'(U) : U es abierto
en X} U{A(U) : U es abierto en X} es una subbase para la Topologia de
Vietoris.

Demostracion. Sea

S = {ﬂ W : W es un subconjunto finito de S} .

Para ver que S es subbase para la topologia de Vietoris, basta probar que
S =B.
Sea U € B. Luego, sean Uy, Us,,...,U, abiertos en X tales que U =
n

(Uy,Us, ..., Uy,) yseaU = |J U;. Notemos que por el teorema|l.2.21] tenemos

=1
qued =T (U)NAU)N---NA(U,). Es decir, U es una interseccion finita de
elementos de S. Asi, Y € §'. De manera que B C S'.

Por otra parte, veamos que S C B. Para esto, sea V € S, luego, V = I'(U)
oV = A(U), para algin U abierto en X, es decir, V = (U) o V = (X, U),
de cualquier forma V € B. Esto prueba que & C B. Ademés, por el teorema
[1.2.22] sabemos que B es cerrado bajo intersecciones finitas, de manera que
S’ C B. Por lo tanto, 8’ = B. Lo que demuestra que S es subbase para la
topologia de Vietoris. ]

Teorema 1.2.26. Sea X un continuo. La Topologia de Vietoris, v, y la
topologia inducida por la métrica de Hausdorff, 7w, en 2% son iguales.

Demostracion. Sean U € 7y y A € U. Por el teorema [1.2.24] tenemos que B
es una base de 1y . Asi, existen n € N y abiertos Uy, Us, ..., U, de X tales

que A C (Uy,Us,...,U,) CU. Luego, |J U; es abierto en X. Por el teorema
i=1

1.2.19] se sigue que I' (U UZ-) € gy AMU;) € Ty, paracadai € {1,2,...,n}.
i=1

Ast,
r (U UZ-) N
i=1

Por el teorema [1.2.21], inciso 1, tenemos que

<U17U27"'7Un> =T (UUZ> N
i=1

n

AW

i=1

€ TH.

n

(AW

i=1
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Luego, U € 7. De manera que 7y C 7y.

Ahora, sean V € 7y v A € V. Probemos que existe W € B tal que A €
W C V. Recordemos que una base para 7y estd dada por vy = {B(4,C) :
C € 2% y § > 0}. De manera que existen F € 2¥ y ¢ > 0 tales que
AeB(eg, F)CV.

Por otro lado, observemos que la coleccion {B (%, b) beF } es una cu-
bierta abierta para F'. Como F' es compacto, existenn € Ny {by, b, ..., b,} C

F tales que F'C | B (%,bi).
i=1
Sea U; = B (%, bi), para cada i € {1,2,...,n}. Consideremos

W= <U1,U2,...,Un> =T (OUZ> N ﬁA(Uz)

i=1
(por el teorema [1.2.21} inciso 1). Notemos que W € B.
Ahora, probemos que W C B(e, F'). Sea D € W, luego,

DGF@Ui)m

=1

n

(AW

i=1

n

Asi, DC |JU; y DNU; # 0, para cada i € {1,2,...,n}. Afirmamos que
i=1

D C N(e, F). (1.9)

En efecto, si e € D, entonces existe j € {1,2,...,n} tal que e € U; =
B (%,b;). Asi, d(e,b;) < 5, ademas b; € F. En resumen, para cada e € D,
existe b; € F' tal que d(e, b;) < €. De manera que D C N(g, F).

Veamos que

F C N(e, D). (1.10)

Sib e F, entonces existe k € {1,2,...,n} talque b € U, = B (%, bk). Asi,
d(b,by) < 5. Dado que D NU; # (), para cada i € {1,2,...,n}, tenemos que
DNB (%, bk) # (), se sigue que existe z € D N B (%, bk). Por la desigualdad
del triangulo, tenemos que d(b, z) < d(b,by) + d(by, 2) < 5+ 5 = €, es decir,
d(b, z) < e. Por lo tanto, para cada b € F, existe z € D tal que d(b, 2) < ¢.
En consecuencia, F' C B(e, D).

De (1.9), (1.10) y por el teorema [1.2.12] implicamos que
H(F,D) < e.



1.2 Continuos e hiperespacios 17

Asi, D € B(e, F). Por lo tanto, W C B(e, F'). Dado que
B(e,F)CV,

deducimos que W C V.
En resumen, para cada V € 7y tal que A € V, existe W € B tal que
A CW C V. Esto demuestra que 7y C 7. Por tanto, 74 = 7. O

Dado un continuo X, el hiperespacio 2% junto con la métrica de Hausdorff
resulta ser un espacio métrico, por lo cual podemos hablar de convergencia
de sucesiones. De forma natural tenemos que si {A, } es una sucesién en 2%,
decimos que {4,,} converge a un elemento A € 2% y se denota por 4, — A si
para cualquier € > 0, existe un ntimero natural N tal que para cada natural
n > N, se cumple que H(A,, A) < e.

Ahora, dado que los elementos de 2% son subconjuntos de X, se puede
hablar de convergencia en términos de conjuntos. A continuacién presentamos
los conceptos bésicos referentes a este tipo de convergencia.

Definicion 1.2.27. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y {A,}~ | una suce-
sion de subconjuntos de X. Definimos el limite inferior y el limite supe-
rior de {A,} 7, como

liminf A, ={z € X : six €U, conU un abierto en X,
entonces U N A, # 0 para todo natural n salvo un nimero finito.}

limsup A, ={z € X : six € U, con U un abierto en X,
entonces U N A, # () para un nimero infinito de naturales n.}

Siliminf A, = A =limsup A,, con A C X entonces decimos que el limite de
{A,}2, es A o que {A,},~, converge a A y lo denotamos por lim A,, = A.

Los siguientes teoremas nos muestran algunas propiedades que el limite
inferior y el limite superior cumplen.

Teorema 1.2.28. [13, Teorema 1.2/ Sea { A, }- | una sucesion en 2%, don-
de X es un espacio métrico y compacto. Entonces:

1. liminf A,, C limsup A,,;
2. liminf A,, y limsup A,, son subconjuntos cerrados de X ;

3. limsup A,, # 0;
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4. silos A, son subconjuntos conexos de X, para toda n yliminf A, # 0,
entonces limsup A,, es conexo;

5. lim A, = A siy solo silimsup A,, C A C liminf A,,.

Teorema 1.2.29. [15, Teorema 1.25] Sea X un continuo y A, B € 2X.
Supongamos que {A,}re, y {Bn}oe, son dos sucesiones en 2% tales que
limA, = A ylimB, = B. Entonces:

1. si A, C B, para todo n € N, entonces A C B;
2. si A, N B,, # 0 para todo n € N, entonces AN B # 0;
3. lim(A, U B,) =AU B.

A continuacién presentamos un resultado que nos permitird manejar la
convergencia de sucesiones en 2% empleando sucesiones en X.

Teorema 1.2.30. [1, Teorema 1.5] Supongamos que {A,}.~, es una suce-
sion en 2X. Entonces:

1. x € liminf A,, si y solo si, existe una sucesion {x,} en X tal que
x, € A, para cadan €N y x, — x,

2. x € limsup A,, si y solo si, existe una sucesion de numeros naturales
ny <ng < --- ypuntos x,, € A,, para cada k € N, tales que x,, — x.

Para terminar esta secciéon enunciamos un resultado que nos permitira
manejar los dos tipos de convergencia en 2%, es decir, la convergencia con
respecto a la métrica de Hausdorff y la convergencia en términos de lim inf
y lim sup.

Teorema 1.2.31. [21, Teorema 0.7] Sea X un continuo y {A,}, -, una su-
cesion en 2% . Si la sucesion {A, },- | converge en el sentido de la Definicion
entonces A € 2% y la sucesion {An}ff:1 converge con respecto a la
métrica de Hausdorff a A. Conversamente, si la sucesion {A,} -, conver-
ge con respecto a la métrica de Hausdorff a A € 2%, entonces la sucesion

{A,}.2, converge a A en el sentido de la Definicion |1.2.27.



Capitulo 2

Continuos localmente conexos

Los continuos localmente conexos son también llamados Continuos de
Peano, en honor a Giuseppe Peano, quien en 1890 dio el primer ejemplo de
curvas que llenan el espacio, es decir, mostr6 funcién continua y suprayectiva
del intervalo unitario [0, 1] en el cuadrado [0,1] x [0, 1].

2.1. Resultados Generales

Comenzamos con la nociéon de conexidad local, para esto es indispensable
recordar la nociéon de vecindad

Definicion 2.1.1. Sean X un espacio topologico y p € X. Un subconjunto
V de X es una vecindad de p si existe un conjunto abierto U en X tal que
peUcCV.

Definicion 2.1.2. Un espacio métrico X es localmente conexo en un
punto x € X si para cada vecindad N de x existe un conjunto abierto conexo
V tal que x € V C N. St X es localmente conexo en cada uno de sus puntos,
X es un localmente conexo.

Observacion 2.1.3. La definicién anterior es equivalente a decir que existe
una base de vecindades en cada punto que consiste de conjuntos abiertos
CONexos.

En efecto. Si V() representa el conjunto de todas las vecindades del punto z
tenemos que para cada V' € V(z) existe un conjunto abierto y conexo Uy tal

19
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que z € Uy C V, asi el conjunto {Uy : V € V(x)} es una base de vecindades
para el punto .

Las componentes de los espacios topolégicos son cerrados y las componen-
tes de los subconjuntos cerrados son cerrados, sin embargo, una version de
esto ultimo para abiertos en lugar de cerrados no pasa en general. Una carac-
terizacion de los espacios localmente conexo en términos de las componentes
de los conjuntos abiertos, nos la da el siguiente resultado.

Teorema 2.1.4. Un espacio métrico X es un espacio localmente conexo si
y solo si para cada abierto U y cada componente C' de U, se tiene que C' es
abierto.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio localmente conexo. Sean U
un abierto y C' una componente de U. Sea x € C'. Veamos que C' es abierto.
Como x € U, existe un abierto V' tal que V es conexo y x € V C U. Luego,
x €V C C, es decir, C es abierto.

Reciprocamente, supongamos que cada componente de un conjunto abierto
en X es un abierto en X. Sean z € X y N una vecindad de x. Como N es
una vecindad, existe un abierto U en X tal que x € U. Sea V' la componente
de U que contiene a x. Por hipotesis V' es abierto, ademas, V' es conexo y
x €V Cc U C N, por lo tanto X es localmente conexo en x. Como x es
arbitrario, X es un espacio localmente conexo. O

En particular, segtin este ultimo teorema, las componentes de los espacios
localmente conexo son conjuntos abiertos.
Ejemplo 2.1.5. Para cadan € N—{1} y para cada k € N—{1,2,...n — 1},
denotamos por L, j al segmento de recta en el plano que une al punto (1, L

con el punto ( L O). Ahora, para cada n > 2, sean

n—1’

Sn=U Lnr y Lo=10,1] x {0}.

k>n

vy ast,
X = (U Sn> U Zo.
n=2

se tiene que X es un continuo tal que para el abierto X —{(1,0)} no existe
V abierto y conexo tal que py € V.C X — {(1,0)}, donde py = (0,0). Asi,
el continuo X no es localmente conexo en py. Sin embargo, para cualquier
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abierto U con pg € U existe un subcontinuo H tal que po € H° C H C U .Es
decir, existe una vecindad conexa G de pg tal que po € G C U.

Existen dos formas naturales de conexidad local: Sea X un espacio topo-
logico y p € X; X es localmente conexo en p si p posee una base de vecindades
formada por vecindades abiertas conexas ( Observacion ; X es conexo
en pequeno (cik) en p si p posee una base de vecindades formada por vecin-
dades conexas (esto es, conjuntos conexos que contienen a p en sus interiores
en X). Es cierto que si X es localmente conexo en p, entonces X es cik en
p. Sin embargo, el inverso es falso aun para continuos. Sin embargo, si un
espacio topologico es cik en todo punto, entonces es localmente conexo en
todos sus puntos. Lo anterior queda formalizado en la Definicion y en
el teorema 2.1.7

Definicion 2.1.6. Un espacio métrico X es conexo en pequeno en un
punto x € X si para cada vecindad N de x existe una vecindad conexa G de
x tal que x € G° C G C N. Si X es conexo en pequeno en cada uno de sus
puntos, se dice que X es conexo en pequeno.

Teorema 2.1.7. Un espacio métrico X es localmente conexo si y solo si X
€S CONETO en pequeno.

Demostracion. Sea X un espacio métrico que es un espacio localmente cone-
x0. De las definiciones se sigue que X es conexo en pequeno en cada punto
r e X.

Reciprocamente, supongamos que X es conexo en pequeno. Basta demos-
trar que cada componente de cualquier abierto es un abierto en X (vea el
teorema . Sean U un abierto y C' una componente de U. Sea z € C.
Veamos que C' es abierto. Como x € U, existe una vecindad conexa V' tal
quex € Ve CV CU,luego x € V° C C, es decir C es abierto. ]

Al hablar de una familia de espacios localmente conexo, cabe preguntarse,
Jes su producto un espacio localmente conexo? (2.1)

Se tiene, por ejemplo; para cada n € N, si X,, = {0, 1} tiene la topologia dis-

creta entonces X, es un espacio localmente conexo (y no es conexo). Luego, la
[e.9]

familia { X, } 7 | consiste de espacios localmente conexos y el producto [ X,

n=1
es totalmente disconexo (las componentes son puntos que no son abiertos en

la topologia producto) y asi, no es localmente conexo. A continuaciéon un
teorema que dice, bajo qué condicién se puede resolver la pregunta ([2.1J).
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Teorema 2.1.8. Sea {X,, : v € A} una familia de espacios topoldgicos. En-

tonces [] X, es un espacio localmente conexo si y solo si para cada v € A,
YEA
X, es un espacio localmente conexo y todos los X, son conexos, excepto un

numero finito de ellos.

Demostracion. Supongamos que X = [][ X, es localmente conexo y sean
YEA
a € Ay U, un conjunto abierto en X, tal que z, € U, C X,. Elijamos un

punto = € X tal que 7, () = x,. Entonces 7! (U,) es un abierto en X que
contiene a .

Partiendo de que X es localmente conexo, existe V' abierto y conexo tal que
reV crt (U).

Notemos que 7, (V) es un subconjunto abierto conexo que contiene z, y
contenido en U,. Se tiene que 7 (V') = X para cada 5 € A excepto para un
numero finito de S en A. Asi, todos los X, son conexos, excepto un nimero
finito.

Reciprocamente, supongamos que cada X, es localmente conexo y que cada
X, es conexo excepto un numero finito de ellos. Sea

K = {ﬁb 76771}

un subconjunto finito de A tal que si @« € A — K entonces X, es conexo.

Sea x € [[ X,y V una vecindad cualquiera de z en [] X,. Entonces existe
vEA vEA

un abierto basico B = w, (A1) N ... N7, (Ag) contenido en V, en donde

A; es un subconjunto abierto de X, que contiene a m,,(z) = z,, para cada

ie{l,...,k}.

Como para cada i € {1,...,k}, X,, es un espacio localmente conexo, existe

un conjunto abierto y conexo B; tal que z,, € B; C A;.

Ahora, para cada o € {64, ..., B} — {1, ...,a0.} = L tomamos un abierto

conexo cualquiera C,, del punto m,(x).

Resulta que el conjunto

((QL ! (Ca)) N7 (By)N...Nw 1 (By)

es un conjunto abierto y conexo que contiene a = y esta contenido en V.

Por lo tanto [] X, es localmente conexo. ]
yEA
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Teorema 2.1.9. Sean X y Y espacios topologicos. Si X es un espacio local-
mente conexo y f : X =Y es una funcion continua, suprayectiva y cerrada
entonces Y es un espacio localmente conexo.

Demostracion. Sean X y Y espacios topologicos, con X un espacio local-
mente conexo y f : X — Y una funcién suprayectiva, continua y cerrada.
Veamos que Y es localmente conexo.

Sea y € Y y U un abierto en Y tal que y € U. Como f es suprayecti-
va, existe z € X tal que f(z) = y, también como [ es continua se tiene
que f71(U) es un abierto en X y ademés z € f~}(U). Como X es local-
mente conexo, existe V' abierto en X y conexo tal que x € V C f~}(U),
entonces y € f(V) C f(f~Y(U)). Como f es suprayectiva se cumple que
fUfHU) =U.

Por otro lado, f(V') es un abierto en Y, pues f es cerrada y por lo tanto
abierta, y f(V') es conexo ya que f es continua. Asi, para cada y € Y y cada
abierto U que lo contiene, existe un conjunto abierto y conexo V en Y tal
que y € V C U. Por lo tanto, Y es localmente conexo en cada uno de sus
puntos y asi es localmente conexo. O

Observacion 2.1.10. En particular, segin el teorema[2.1.9, la propiedad de
ser un espacio localmente conexo es una propiedad topoldgica.

Definicion 2.1.11. Un continuo localmente conexo es un espacio local-
mente conexo que a Su vez es un continuo.

El siguiente teorema nos da un caracterizacion de los continuos localmente
CONEXOS.

Teorema 2.1.12. Un continuo X es localmente conexo en v € X si y solo
st para cada abierto U con x € U, existe un subcontinuo H de X, tal que H®
es conexoy x € H°C H CU.

Demostracion. Supongamos que X es un continuo localmente conexo en x.
Sea U un abierto con = € U. Por la normalidad de X, existe un W abierto
tal que z € W C W C U. Aplicando la definicion de conexidad local para
x € W, tenemos que existe una vecindad abierta conexa V de X tal que
re€V CW.Sea H=1V,asi H es un subcontinuo de X y como z € V C H,
resulta que x € H°. Ademéas V C W (C U), por lo tanto, H C U. Finalmente,
como V es conexoy V C H° C V, por [L1], Teorema 1.6], se tiene que H° es
conexo.

Reciprocamente supongamos que se satisfacen nuestras hipotesis. Sea N una
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vecindad de z. Como N es una vecindad, existe un abierto U tal que x € U.
Por hipétesis existe un subcontinuo propio H de X tal que x € H° C H C
U C N, donde H° es conexo en X. Sea V = H°. Asi, V es una vecindad
abierta conexa tal que x € V. C N. Por lo tanto, X es localmente conexo en
x. O

Observacion 2.1.13. Por los teoremas[2.1.8y el cubo de Hilbert, I
es un continuo localmente conexo.

Ahora demostraremos que las funciones continuas entre continuos son
cerradas.

Teorema 2.1.14. St X y Y son continuos y f : X — Y es una funcion
continua, entonces f es cerrada.

Demostracion. Supongamos que f : X — Y es una funciéon continua entre
continuos. Veamos que f es una funcién cerrada. Para esto, sea E un sub-
conjunto cerrado de X, luego E es un subconjunto compacto de X. Como
f es una funcion continua, por [I5, Teorema 1, pag. 164], se tiene que f (F)
es un subconjunto compacto de Y. Como Y es un espacio métrico por [15]
Corolario 1, pag. 92], se tiene que f (E) es un subconjunto cerrado de Y. [

Corolario 2.1.15. §i X y Y son continuos y f : X — Y es una funcion
continua y biyectiva, entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. Por el teorema[2.1.14] f es cerrada, lo que equivale a que f~!
es continua. Por lo tanto f es un homeomorfismo. O]

Corolario 2.1.16. Sean X yY continuosy f : X — Y una funcion continua
y suprayectiva. Si X es un continuo localmente conexo, entonces Y es un
continuo localmente conexo.

Demostracion. Es consecuencia de los teoremas y[2.1.14] O

2.2. Propiedad S

En esta seccion se ve que cualquier continuo localmente conexo se pue-
de expresar como la unién finita de subcontinuos localmente conexos. Este
analisis se basa, principalmente, en la nocién siguiente.
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Definicion 2.2.1. Sea X un espacio métrico. Un subconjunto B no vacio

de X tiene la propiedad S si para cualquier € > 0 existen {Ay,..., A}
n

subconjuntos conexos de B de didmetro menor que ¢ tales que B = |J A;.
i=1

Como una observacion inmediata, la propiedad S no es una propiedad
topologica. Por ejemplo, el intervalo abierto (0, 1) tiene la propiedad S y el
espacio R no tiene la propiedad S.

En el teorema [2.2.3] vemos que, para espacios métricos compactos no
vacios, el tener la propiedad S es equivalente a ser un espacio localmente co-
nexo, en general, los espacios métricos que tienen la propiedad S son espacios
localmente conexo, como se muestra a continuacion.

Teorema 2.2.2. Un espacio métrico X que tiene la propiedad S es un es-
pacio localmente conexo.

Demostracion. Basta demostrar que X es conexo en pequeno (vea el teorema

2.1.7)).

Sea p € X y N una vecindad de p. Asi, existe e > 0 tal que B (p) C N.

Como X tiene la propiedad S, existen Ay, ..., A, subconjuntos conexos de X
n

)

tales que X = (J A; y para cada i € {1,...,n}, se tiene que didm (A;) < 5.

=1
Sea

G=J{A:ped}.

Veamos que G es conexo. Supongamos, por el contrario, que GG no es conexo.
Asi, existe una separacion (S, 7T) tal que S y T son no vacios, abiertos en X,
ajenos y G = SUT. Como p € X, existe k € {1,...,n} tal que p € 4;, C A,.
Luego, A, C G. Supongamos, sin perder generalidad, que A, C S. Como
T # 0, existe j € {1,...,n} tal que A; C T. Notemos que p € A;. Luego,
existe una sucesion {:Em}f:zl en A; tal que z,, = p. De aqui, p € T. Pero
como p € S, se cumple que T N S # 0 lo que niega nuestra hipotesis, por lo
tanto G es conexo.

Ahora veamos que p € G°. Para esto, supongamos lo contrario, que p €
X — G° = X — (. Asi, existe una sucesion {y,,}._, en X — G tal que
Ym — p. Notemos que, para cada m € N, el punto y,, cumple que

ym ¢ G. (2.2)

n

Por otro lado, como la sucesion {y,,},_, esta en X = [J A;, existe una
i=1

subsucesion {y,, },—, de Ay, para algin ko € {1,...,n}. Como y,, — p, €l
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punto p € Ay, y, por lo tanto, Ay, C G. Luego, {Ym, }1e, esta contenida en
Ay, C G, esto contradice a (2.2)). Por lo tanto, p € G°.

Finalmente, veamos que Ci C N. Para esto, sea g € G. Notemos que g € A;
para algin A; con p € A;. Ademés d(g,p) < didm (A;) < 5. Con esto,
obtenemos G C Bs (p).

En resumen, p € G° C G C B: (p) C N y G es una vecindad conexa de N
que contiene a p. Como p es arbitrario, tenemos que X es conexo en pequeno
y por lo tanto es localmente conexo. O

En el siguiente resultado, vemos que, para espacios métricos compactos
la propiedad S es equivalente a ser un espacio localmente conexo.

Teorema 2.2.3. Un espacio métrico compacto no vacio X es un espacio
localmente conexo si y solo si tiene la propiedad S.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio localmente conexo. Sea
e >0y x € X, por la Definiciéon [2.1.2] existe V, subconjunto abierto en X
tal que V, es conexo y x € V, C B: (z). La coleccion £ = {V, 1z € X} es
una cubierta abierta para X. Por la compacidad de X existe una coleccion

finita V,,,...,V,, de L tales que X = U Ve, con diam (V,,) < € para toda

i € {1,...,n}, por lo tanto se cumple la Deﬁmclon R.2.1]
La reciproca se obtiene aplicando el teorema [2.2.2] O

Teorema 2.2.4. Sea X un espacio métrico. Si Y es un subconjunto de X
que tiene la propiedad S y Z es un subconjunto de X tal que Y C Z C Yx,
entonces Z tiene la propiedad S y de aqui, Z es un espacio localmente conexo.

Demostracion. Sea X un espacio métrico, ¥ un subconjunto de X que tiene
la propiedad S y Z un subconjunto de X tal que Y C Z C Yx. Sea ¢ > 0.
Como Y tiene la propiedad S, existen Ay, ..., A, subconjuntos conexos de Y’
tales que Y = |J A; y para toda i € {1,...,n}, tenemos que didm (A;) < e.
i=1

Ahora para cada i € {1,...,n}, sea B; = (4;),. Por [11, Teorema 1.6, pag.
109], cada B; es conexo.

Por otro lado, para todo i € {1,...,n}, tenemos que

B = Ay, = (AN Z C 2

Luego |J B; C Z. Notemos que
i=1
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(Y)Z = (U?:l Ai)z = U?:1 (Ai)z = U?:l B;,

y como por hipétesis Z C Yy, tenemos que

ZCcYxNZ=Yz= B;.

=1

ASi, Z = U BZ
i=1
Ahora para todo i € {1,...,n}, tenemos que
Bi = (Ai); = (Ai)x N Z C (A
Luego,

Asi, Z = |J B;, y para todo i € {1,...,n}, tenemos que B; es conexo y
i=1

diam (B;) < e. Por lo tanto Z tiene la propiedad S, y por el teorema m

Z es un espacio localmente conexo. O

Definicion 2.2.5. Una cadena simple o débil es una coleccion finita nu-
merada de subconjuntos de un espacio topoldgico, no vacia,

E - {L17 ceey Ln}

tal que, para cada i € {1,...,n — 1}, se tiene que L; N L;1 # 0.

Si L es una cadena débil, se dice que L es una cadena débil de L, a L,,
ysix € ly yy € Ly, se dice que L es una cadena débil de © a y. A cada
elemento L; se le llama eslabon de L.

Una propiedad importante de las cadenas simples se enuncia a continua-
cion, la cual se cumple incluso para espacios que solo son conexos.

Teorema 2.2.6. [J, Teorema 2.F.2] Sean X un espacio topoldgico conexo y
z,y € X dos puntos cualesquiera. Si U = {U, : a € A} es una familia de
conjuntos abiertos tales que | JU = X, entonces existe una cadena simple,
cuyos eslabones son miembros de U, que conectan a x con y.

Definicion 2.2.7. Sean X un espacio métrico y € > 0. Una S (¢)-cadena
es una cadena débil (vea la Definicion que ademds, para cada i €
{1,...,n}, cumple lo que sigue:

(1) L; es conexo y (2) diam (L;) < .
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Siae€ Ly ybe L,, sedice que L es una S (¢)-cadena de a a b.
Dado un subconjunto A de X, el conjunto S (A, ¢) estd definido como

S(A,e) ={y € X : eziste una S (¢) -cadena de algin punto de A a y} .

En seguida, algunas propiedades importantes de los conjuntos S (A4, ) se
dan en los teoremas[2.2.8)y[2.2.9} dichos conjuntos proporcionan subconjuntos
abiertos conexos «pequenosy» con la propiedad S en cualquier espacio métrico
con la propiedad S.

Teorema 2.2.8. Sea (X,d) un espacio métrico con la propiedad S. Si A es
un subconjunto no vacio de X ye > 0, entonces el conjunto S (A, e) tiene la
propiedad S.

Demostracion. Sea A un subconjunto no vacio de un espacio métrico (X, d)
con la propiedad § y € > 0. Fijemos un § > 0. Veamos que existen subcon-
juntos conexos By, ..., B, con n € N tales que

n

S(Ae)=|JBi (2.3)
i=1
y diam (B;) < 0 (vea la Definicion [2.2.1)).
Para esto, sea k € N tal que

. 6

y sea

K = {ye€ S(A4,¢): existe una S (¢)-cadena con a

lo méas k eslabones de algtin punto de A a y}.

Por la definicion [2.2.1] existe una coleccion finita de subconjuntos conexos
que cubren a X y tales que tienen el didmetro menor que 5.

Sean Fj, ..., E, los miembros de esta coleccion que intersectan a K. Notemos
que, si ningin miembro de la cubierta de X intersecta a K(C X), se sigue
que K = (); y como A C K, se tiene que A = (), lo cual es una contradiccion.
Observemos, por la misma definicion de los F;, que K cumple, para cada
i € {1,...,n}, con las condiciones siguientes.

K C OEi, (2.5)

i=1
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E;NK #1, (2.6)
E; es conexo (2.7)

Y £
diam (E;) < SR (2.8)

Veamos que para cada i € {1,...,n} es cierto que
E; C S(Ae). (2.9)

Para esto, sea ¢ € {1,...,n}, por la condicion (2.6, existe una S (¢)-cadena
{L1,..., Ly} con t < k de un algin punto de A a un punto de E; N K.

Por las condiciones (2.7) y (2-8) y de la definicién [2.2.7] se tiene que
{L17 ceey Lt, Lt+l — EZ}

es una S (¢)-cadena de algin punto de A a cualquier punto de E;. De esta
manera obtenemos la condicion ([2.9)).

Para cadai € {1,...,n}, sea P, la coleccion de los conjuntos M que satisfacen
las condiciones que siguen:

M cCS(Ae), (2.10)
MNE; #0, (2.11)
M es conexo (2.12)
' J
digm (M) < 7. (2.13)

Para cada ¢ € {1,...,n}, sea B; = UR,;.

Veamos que cualquier conjunto E; satisface las condiciones a ;
la condicion se obtiene de ; la es cierta porque, para cada
i €{1,...,n}, se tiene que E; # (); la (2.12)) se obtiene de la (2.7)). Por dltimo,
veamos que los E; cumplen con la condicion . Para esto, por , se
cumple que didm (E;) < 55, y por se tiene que diam (E;) < g.

Asi, para cada i € {1,...,n}, obtenemos que

E; C B, (2.14)

y por lo tanto B; # ()
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Veamos que, para cada i € {1,...,n}, tenemos que
diam (B;) < 6. (2.15)

Para esto, sean by y by € B;. Luego, existen M; y M, € B; tales que by € M,
ybz € M,. Sean m; € M N E; y Mo € My N E;.
De aqui,

) 6 o6& O
d (b1,by) < d(by,my1) + d(mq,ma) + d(ma,by) < Z—I—W—'—Z < §+1,

es decir, d (b1, by) < J, de esta manera obtenemos la condicion (2.15)).
De la condicion ((2.10), para cada i € {1,...,n}, obtenemos que
Bi - S (A, 8) .

Para obtener la condicion ({2.3)), resta probar que

S(Ae) C Lnj Bi. (2.16)

=1

Para esto, sea y € S (A, ). Entonces tenemos dos casos.
Caso 1: ye K

Notemos que K C |J E; C |J B; (vea las condiciones 1} y (2.14). De
i=1 i=1

modo que si y € K, tenemos que y € |J B;.

=1
Caso 2: y ¢ K
Como y € S (A, ¢), existe una S (¢)-cadena £ = {Ly, ..., L, } de algin punto
de A ay.
Como y ¢ K, se tiene que k < m.
Sea

Notemos que L, C K, porque si z € Ly, la coleccion {Lq, ..., L;} es una
S (e)-cadena de algin punto de A a z. Asi, z € K.

Por (2.5)), existe j € {1,...,n} tal que

Ly N E; # 0.
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Nuestro objetivo es ver que
H C B;. (2.17)

Para ver que se cumple (2.17)), basta demostrar que H satisface las condicio-

Por la definicion de S (A, ¢) se cumple que

OLi C S(Ae) (2.18)

=1

y asi, H satisface la condicion (2.10)).

Como Ly N E; # 0, el conjunto H cumple ([2.11)). (2.19)
Por (1) de la definicion [2.2.7] se cumple la condicion ([2.12)), es decir,
H es conexo. (2.20)

Por tltimo, por la condiciéon (2) de la definicion 2.2.7] se tiene que

| ™

5
<7 (2.21)

7

DN

diam (H) <Y diam (L) <
i=k i=k

7

Asi, H cumple la condicion (2.13)). Por lo tanto, de las condiciones —
, se cumple la condicion (2.17]).

A partir de que y € L,,, se tiene que y € B;. Por lo tanto se cumple la
condicion ([2.16)).

Con todo esto, concluimos que se satisface . O]

Teorema 2.2.9. Sean A un subconjunto no vacio de un espacio métrico
(X,d) y e > 0. Entonces se cumplen las condiciones siguientes:
(1)  diam (S (A,e)) < diam (A) + 2¢,

(2) st A es conexo entonces S (A, €) es conezo

(3)  si X tiene la propiedad S entonces S (A, ¢)
es un subconjunto abierto de X.

Demostracion. Sean (X,d) un espacio métrico con la propiedad S, A un
subconjunto no vacio de X y ¢ > 0.
Veamos que (1) es cierto, para esto, sean z y y € S (A, €). Luego, existe una
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Sy (¢)-cadena Ly, ..., L, desde a, hasta x con a, € A y una S, (¢)-cadena
C4,...,C, desde algin punto a, hasta y con a, € A. Asi,

n

d(z,a,) < diam (U Li) < i% <e.
i=1

i=1
De manera anéaloga, se puede ver que d (y, a,) < ¢. Por lo tanto,
d(z,y) <d(z,a;) +d(az,ay) +d(ay,y) < 2e+ diagm (A).

Es decir,

diam (S (A,€)) < diam (A) + 2e.
Veamos que (2) es cierto, para esto supongamos que A es conexo y que
S (A, €) no es conexo. Luego, existe una separacion (U, V') tal que S (A, ¢) =
UUV (vea la definicion [L.1.4)).
Seanx yy € S(A,¢) talesque x € U yy €V, por la definicion existen
S (e)-cadenas L, = {L1,...,L,} vy L, = {C4, ...,C}, } que enlazan dos puntos
de A a x y y, respectivamente.
Luego, por (1) y (2) de la definicion 2.2.7}, por [5, Teorema 2.A.10] y por |11}
Teorema 1.5, pag. 108] se cumple que

B = (0 LZ-) U (6 C’i> U A es conexo.
i=1

=1

Asi,
BCS(Ae)=UUV,

donde BNU # () y BNV # (), pero esto se contradice con [5], Teorema 2.A.6|
Por dltimo, veamos que (3) es cierto, para esto supongamos que X tiene la
propiedad S y veamos que

S (A,e) es abierto en X.
Para esto, sea y € S (A, ¢), por la definicion [2.2.7, existe una S (g)-cadena
L=A{Ly,..,L,} (2.22)

de un punto de A a y y ademas, por el teorema [2.2.2] existe U abierto en X
tal que
U es conexo, y € U (2.23)
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€
on+1 :

Luego, de (2.22) a ([2.24)), se tiene que la coleccion
Lo={L1,....Lp,Lps1 = U}

diém (U) <

(2.24)

es una S (¢)-cadena de un punto de A a cualquier punto de U (vea la definicion
2.2.7), es decir, U C S (A, ¢). Por lo tanto, S (A, ¢) es un conjunto abierto de
X. ]

Teorema 2.2.10. Si X es un espacio métrico que tiene la propiedad S,
entonces para cualquier € > 0, el espacio X es union finita de subconjuntos
conexos los cuales tienen la propiedad S y didmetro menor que €.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio métrico con la propiedad
S y sea € > 0. Luego, existen subconjuntos conexos Ay, ..., A, de X tales que

y diam (A;) < § (vea la definicion [2.2.1]).
Por el teoremam y por las condiciones (2) y (3) del teorema [2.2.9, resulta
que, para cada i € {1,...,n}, los conjuntos

s(a.5)

tienen la propiedad S, son conexos y abiertos. Por la condicion (1) del teorema
2.2.9] para cada i € {1,...,n}, se cumple que

. € € €
diam (S (Ai7 5)) < 3 + 2§ =5
es decir, diam(S(A;, 5)) <e. O

Observacion 2.2.11. La condicion de subconjuntos abiertos en el teorema
2.2.1() puede ser cambiada por subconjuntos cerrados. Por [11, Teorema 1.6,

pag. 109] y|2.2.10, se cumple, para cada i € {1,...,n}, que

S(53)
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es un subconjunto conexo cerrado. Por el teorema [2.2.4], estos subconjuntos
tienen la propiedad S; como

didm (s (AZ», %)) - didmm;

dmm<s (A,, %)) <e.
Por lo tanto, si X es un espacio métrico con la propiedad S y e > 0 entonces

X se puede ver como la union finita de subconjuntos cerrados (6 abiertos)
los cuales tienen la propiedad S y de didmetro menor que €.

obtenemos que

2.3. Resultados

Se obtiene del teorema [2.2.3] el teorema que se enuncia a conti-
nuacion, éste da una nocién importante de la estructura de los continuos
localmente conexos.

Teorema 2.3.1. Si X es un continuo localmente conexo, entonces para cual-
quier e > 0, el continuo X es union finita de subcontinuos localmente conexos
de didmetro menor que €.

Demostracion. Supongamos que X es un continuo localmente conexo. Por el
teorema[2.2.3] el continuo X tiene la propiedad S. Por la nota[2.2.11] tenemos
que X es uniéon de subconjuntos cerrados conexos con diametro menor que &
que tienen la propiedad S. Notemos que estos subconjuntos son compactos.
Finalmente, aplicando el teorema [2.2.2] a cada uno de estos subconjuntos,
obtenemos el resultado deseado. O]

Definiciéon 2.3.2. Un espacio topoldgico X es arco-conexo si para cuales-
quiera x,y € X existe un arco en X que une a x con y.

Una definicién a la que se hara referencia en el siguiente resultado es la
siguiente:

Definicion 2.3.3. Sean X un espacio topologico conexo y x € X. El punto
x es un punto de corte de X si X — {x} es un conjunto disconezo. Los
puntos que no son puntos de corte se llaman punto de no corte. Un punto
x separa los puntos a y b en X si existe una separacion (U, V') de X — {z}
tal queac U ybeV.



2.3 Resultados 35

Teorema 2.3.4. Todo continuo localmente conexo X es arco-conexo.

Demostracion. Sean a y b puntos distintos de X (si no podemos encontrar
puntos distintos en X, entonces X es arco-conexo).

Es necesario construir un arco de a a b.

Construiremos una sucesion de cadenas simples de a a b, a saber Cy, Cs, .. .,
cada una compuesta de eslabones abiertos y conexos.

Construccion de las cadenas:

Para cada x € X sea U, la componente de B(z,1/4) que contiene a z, enton-
ces diam(U,) = diam (U,) es menor o igual a 1. Aplicando |5, Teorema 2.F 2|
ald = {U, : € X} obtenemos una cadena simple C; = {Uy1,Uy 2, -+, Ur, }
de a a b cuyos eslabones son conjuntos abiertos y conexos, con diametro me-
nor o igual %

Ahora paracada¢ =1,2,-- -,k —1 seleccionamos un punto x; € Uy ;NU; ;1.
Construiremos una cadena simple %; de x; a x; .1 paracadai =1,2,--- ki —
1.

Primero observemos que cada U; ; puede ser cubierto por conjuntos abiertos
y conexos. Sea x € Uy ;.
Caso 1. Siz € Uy;— (Uy ;-1 UUy i41), consideremos el conjunto B(z,d) C Uy,

8> 2
tiene a x. Por construccion tenemos que D, es conexo y ademas es abierto,
pues es la componente de un conjunto abierto en un espacio localmente co-
nexo. También tenemos que diam(D,) < }1 y Dy C Uy,
Caso 2. Si x € Uy; NUy,;_1, consideramos el conjunto B(x,d8) C Uy ; pero
) ; ? 9 s

l d($,X—U17i) d(a?,X—ULi_l)
87 2 ) 2

B(z,0) que contiene a x. Nuevamente tenemos que D, es abierto, conexo,
con diam(D,) < }l y D, C Uy ;.
Caso 3. Si x € Uy; N Uy 41, consideramos el conjunto B(z,d) C Uy, pero

d(z,X—Uy;) d(@ XUy,
%) (= B ) U= 5 “)} y sea D, la componente de
1

B(z,0) que contiene a x. Asi, D, es abierto, conexo, con diam(D,) < 7y
D, C Uy,

Ahora, para cada i = 1,2,---  k; — 1, aplicando nuevamente [5, teorema
2.F.2|, obtenemos una cadena simple de z; a ;41 y similarmente obtenemos
una cadena simple de a a x; y de zx, 1 a b. Denotemos por Z; tales cadenas.
Ahora construiremos Csy de la siguiente manera:

Supongamos que %y = {Dy1,Dosa, -+, Do}, donde %, es la cadena sim-

donde = min { L M} y sea D, la componente de B(z,d) que con-

ahora con § = mm{ } y sea D, la componente de

ahora con § = min{
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ple de @ hasta z; y sea 21 = {D11,D1,---, D1} la cadena simple de z;
a x2. Entonces algin eslabon Dj; de %, intersecta a algin eslabon Dy,
de 2, ya que en el caso mas extremo estos eslabones son Dy, y D;; por-
que 1 € Dy, N Dy;. Sea Dy, el Gltimo eslabon de Z; que intersecta a
Dy,;. Entonces descartamos los eslabones de %, posteriores a Dy; y tam-
bién descartamos todos los eslabones anteriores a D;,, en %;. Ahora pro-
cedemos de la misma manera para las cadenas 2, y %, (recordando que
Dy = {D1w, D1ws1, -+ ,D15}) y asi para Z; coni =1,2,--- ki, donde Z,
es la cadena de xj, hasta b.
Sean Z; las cadenas resultantes de este proceso, entonces Co = 21U Z,U- - -U
1, s una cadena simple de a a b cuyos eslabones son conjuntos abiertos,
conexos, con didmetro menor o igual a % y cada eslabon U,; cumple que
Uzﬂ; C U, ; para algtn j.
Repitiendo el mismo procedimiento que se realizo con Cy, pero ahora aplicado
a Cy, obtenemos una cadena simple C3 de a a b cuyos eslabones son conjuntos
abiertos, conexos y con didmetro menor o igual a %.
Aplicando un proceso inductivo obtenemos una sucesion Cy, Cy, ..., de ca-
denas simples que van desde a hasta b y que ademés cumplen las siguientes
propiedades:

(i) Si U, es un eslabon de C,, entonces diam(U,, ;) < 2%

(ii) Si U, es un eslabon de C,, entonces Um C Up—1; para algin U,_; ; €

Cn_1.
Por lo tanto, U,,; no puede intersectar a U,,_1;sil<j—1ol>j+1.

(iii) Si U,; C U,_1,, entonces ningan U, x, para k > 4, tiene un punto en
comin con U,,_; ,, para m < j — 2, y ningun U, ;, para k < 7, tiene un
punto en comun con U,,_; ,, para m > j — 2

Ahora ya tenemos construida la sucesion de cadenas simples Cy, Co, ...
Para n > 1 definimos C,, = |JC,, = |J U, donde I es un conjunto finito de

i€l
indices.
Observemos que C,, = |J Uy, porque esta unién es finita. Ademas cada C,
i€l
es un continuo métrico que contiene a los puntos a y b.
S —
Definimos A = () C,, entonces por [20, Teorema 1.8], A es un continuo
n=1

métrico. Para demostrar que A es un arco, por [0, Teorema 9.A.10], es sufi-
ciente demostrar que todo punto = € A — {a, b} es un punto de corte (vea la
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definicion .
Sea # € A — {a,b}. Para cada n € N, tenemos que z € U,,;; C U, para
algin j.

—2
Definimos D,, U Uiy En= U U,

i

Tenemos entonces que D, N E, =0, ya que para cualesquiera elementos U, ;
v U, se tiene que |i — j| > 4.
También por la condicion (iii) tenemos que, para cada n € N, se cumple que
DpiiNE, —@}’D NEp = @

Sean D = |J (Do NA) vy E= ) (E,n A).

n=1 n=1
Entonces tenemos que D y FE son abiertos en A (son uniones de conjuntos

abiertos) y ademas D # () # E. Se sigue de (iii) que D N E = (). Ahora de
(i) v de la definicion de D y E tenemos que D U E = A — {x}. Por lo tanto
x es un punto de corte de A y asi A es un arco que va de a hasta b. ]

Definiciéon 2.3.5. Sea X un espacio topologico. Una métrica convexa para
el espacio X es una métrica, d, que induce la topologia en X y para la cual los
puntos medios siempre existen, es decir, para cualesquiera x,y € X, existe
m € X tal que

d(x,m) = 3d(z,y) = d(m,y).
Un aspecto importante de los continuos localmente conexos es el siguiente:

Teorema 2.3.6. [19, Teorema 4] Todo continuo localmente conexo admite
una métrica convexa.

Las métricas convexas fueron estudiadas primero por Menger en [18]. El
teorema se debe a Bing ([3]) y a Moise ([19]), responde una pregunta
en [18]. La convexidad de la métrica de Hausdorff fue estudiada por Duda en
9] y [10].

Revisaremos algunas propiedades elementales de las métricas convexas. Usa-
remos los resultados en 2.3.9 y [2.3.10] en la siguiente seccion.

El siguiente resultado demuestra que si un continuo tiene una métrica conve-
xa entonces los puntos del continuo pueden ser unidos por segmentos lineales
metricamente rectos, esto es, por arcos que son isométricos a intervalos en
R. Recordamos que una isometria es una funciéon que preserva distancias.
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Teorema 2.3.7. Sea X un continuo con una métrica convexa d. Entonces
cualesquiera dos puntos x,y € X pueden ser unidos por un arco J en X tal
que J es isométrico al intervalo cerrado [0,d(z,y)].

Demostracion. Sea m(1/2) el punto medio de = y y. Ahora sean m(1/4) el
punto medio de = y m(1/2) y m(3/4) el punto medio de m(1/2) y y. De
forma similar sea m(k/8) el punto medio de m([k —1]/8) y m([k+ 1]/8) para
k=1,3,5,7y m(0) =z y m(l) = y. Por induccién formal, acorde con el
patrén indicado, obtenemos el siguiente subconjunto, M de X:
M={mk/2"):n=1,2.. k=1, .. 2"—1},

donde cada m(k/2") es el punto medio de m([k —1]/2") y m([k 4+ 1]/2"), Sea

J = M. Tomando
f(z) =d(z, z) para cada z € J,

se sigue que f es una isometria de J en [0, d(z,y)]|. Notemos que J debe ser,
por lo tanto, un arco dado que las isometrias son homeomorfismos. También,
x,y € J por la forma en que se construyé J. O

Las siguientes dos propiedades de las métricas convexas involucran bolas
cerradas generalizadas. Las cuales definimos a continuacion.

Definicion 2.3.8. Sean (X,d) un espacio métrico, r > 0 y A € 2% la d-
bola cerrada generalizada en X centrada en A de radio r, la cual
denotamos por Cy(r, A), es definida como sigue:

Ca(r,A) ={x € X : d(z,A) <r}.

El siguiente resultado puede no ser verdad cuando la métrica d para el
continuo X no sea convexa.

Teorema 2.3.9. Sea X un continuo con una métrica convexa d. Sir > 0 es
fijo, entonces para cualesquiera A, B € 2%,

H [Cy(r, A),Cy(r, B)] < H(A, B).

Demostracion. Sean A, B € 2%, Usaremos el teorema [1.2.16} por simetria es
suficiente demostrar que

d(z,Cy(r,B)) < H(A, B) para todo x € Cy(r, A). (2.25)

Para demostrar (2.25)), sea x € Cy(r, A). Dado que es obvio que (12.25) se
cumple si z € Cy(r, B), podemos asumir que x & Cy(r, B).
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Dado que x € Cy(r, A) y A € 2% existe a € A tal que d(z,a) < r. Dado que
B € 2% existe b € B tal que d(a,b) = d(a, B). Note que d(x,b) > r (por la
suposicion de que x ¢ Cy(r, B)).

Ahora, por el teorema [2.3.7] existe un arco J en X de x a b tal que J es
isométrico a [0, d(z,b)]. Dado que d(z,b) > r, existe un punto y € J tal que
d(y,b) = r. Entonces, dado que x y b son los puntos extremos de J y J es
isométrico a [0, d(z,b)], la usual desigualdad triangular para z, y y b (con y
como el punto repetido) es una igualdad:

d(z,y) + d(y,b) = d(x,b).
Por lo tanto, dado que d(y,b) = r,
d(z,y) =d(z,b) —r < d(x,a) + d(a,b) — r;
entonces, dado que d(x,a) < ry d(a,b) = d(a, B), tenemos que
d(z,y) < d(a, B).

Por lo tanto, por el teorema [1.2.16} d(z,y) < H(A, B). Por lo tanto, dado
que y € Cy(r, B), hemos probado ([2.25)). O

Nuestra propiedad final de métricas convexas se refiere a la conexidad de
las bolas cerradas generalizadas.

Teorema 2.3.10. Sea X un continuo con una métrica convexa d. Entonces,
para cualquier A € C(X) yr > 0, tenemos que Cy(r, A) € C(X).

Demostracion. El hecho de que Cy(r, A) es conexo cuando A € C(X) es una
consecuencia del teorema [2.3.7 O

Usaremos el siguiente resultado acerca de la uniéon de continuos localmente
conexos en la siguiente seccion.

Teorema 2.3.11. Sea X un espacio métrico. Si Xy y Xy son subcontinuos
localmente conezos de X tales que X1 N Xy # 0, entonces X1 U Xy es un
continuo localmente conexo.

Demostracion. Como la uniéon de dos conexos que se intersectan es conexa
y la unién de compactos es un compacto, es inmediato que X; U X5 es un
continuo. Por consiguiente, por el teorema [2.1.7] basta probar que X; U X,
es conexo en pequeno en cada uno de sus puntos. Para tal fin, tomemos
xr € X1 U Xy y un abierto U en X; U X,, tal que x € U. Queremos hallar
una vecindad conexa V de z en X; U Xy, tal que V C U. Supongamos
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primero que x € X; — X5. Observemos que X; N X5 es un subconjunto
compacto de X; y que X; — Xy es abierto en Xj. Luego, U N (X; — X5)
es un subconjunto abierto de X;. Como X; es localmente conexo, existe un
subconjunto abierto y conexo V de X, tal que z € V. .C U N (X; — Xy).
Pero X1 - X2 = (Xl U X2) - XQ, por lo cual X1 - XQ y UnN (Xl - X2) son
subconjuntos abiertos de X; U X5. Esto implica que V' es abierto en X; U X5
y concluye este caso. En caso que z € Xy — X7, podemos proceder de igual
forma para hallar V. Ahora supongamos que =z € X; N X5. Como U N X, y
U N X, son vecindades de x en X y Xy, respectivamente, existen abiertos V;
en X1y Voen Xg, talesquex € Vi CUNX; yx € Vo CUNXs,. Observemos
que V1 U V5 es conexo. Sean Wy y Wy abiertos en X, tales que Vi = W7 N X,
y Vo = Wy N Xy. Luego, Wi N W, N (X7 U X5) es un subconjunto abierto de
XijUXoyz e WinWon(X;UXs)=WinWon X)) U(WiNnWonXy) =
(VinWa) U (VoNWy) C Vi U Vi, Por tanto, V3 UV, es una vecindad conexa
de z en X7 U Xs. Asi, se concluye que X es conexo en pequeno en X. Esto
termina la demostraciéon de este teorema. O



Capitulo 3

El teorema de Curtis y Schori
para 2% y C(X)

3.1. Retractos absolutos, Z-conjuntos, teorema
de Torunczyk

Discutiremos los conceptos que son necesarios para entender el teorema de
Toruriczyk. Estableceremos el teorema de Torunczyk al final de ésta seccion.
Las notaciones usadas son debido a Borsuk.

Daremos algunos ejemplos de retractos absolutos usando el corolario|3.1.4]
Primero, probaremos un importante resultado de caracterizacion en el teore-
ma el cual usa la siguiente terminologia.

Cuando hablamos de un compactum nos referimos a un espacio métrico no
vacio y compacto.

Definicion 3.1.1. Sean X y Y espacios topologicos, ACY y f: A—> X
una funcion continua. Una funcion F' 1Y — X es una extension continua
de f aY si F es continua y F|a = f. Un espacio normal X es un extensor
absoluto (escrito AE) si, para cada espacio normal Y, cada subconjunto
cerrado A de Y y cada funcion continua f : A — X, f tiene una extension
continua a 'Y .

Definicion 3.1.2. Un subconjunto cerrado A de un espacio topoldgico Y es

un retracto de Y si la funcion identidad Idy en A tiene una una exten-
sion continua a 'Y . Un espacio normal X es un retracto absoluto (escrito

41
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AR) si, para cada espacio normal Y y cada subconjunto cerrado B de Y
homeomorfo a X, se satisface que B es un retracto de Y .

Teorema 3.1.3 (Borsuk). Un compactum K es un AR si y solo si K es un
AFE.

Demostracion. Sea K un compactum y supongamos que K es un AR. Por el
teorema de metrizacion de Urysohn [16) pag. 241], podemos asumir que exis-
ten K’ C I*°, ¢ : K/ — K un homeomorfismo y r : [°° — K’ una retraccion.
Sea B un subconjunto cerrado de un espacio métrico M y sea f : B — K
una funcién continua. Como la funciéon f es continua tenemos que ¢~ !o f :
B — K’ es continua.

Notemos que ¢~ o f = (f;)2, donde f; : B — [0, 1] para cada 1.

Por el teorema de extension de Tietze |16, pag. 127], cada f; puede ser ex-

tendida a una funcién continua g; : M — [0, 1];. Consideremos g = (g;)32; :

M — I = J][0,1];, entonces p orog : M — K es una extension con-
i=1

tinua de f, es decir, p or o g|g = f pues si x € B entonces tenemos que
(porog)(@) = (por)(g(x) = (por) (@ o f(x) = p((¢~ o £)(@)) = f(a).
Por lo tanto K es un AFE.

Ahora asumamos que K es un AFE. Supongamos que K es homeomorfo a un
subespacio cerrado K’ de un espacio métrico Y. Entonces existe ¢ : K/ — K
homeomorfismo. Por lo tanto, ¢ o Idg: : K’ — K es continua y como K es
un AE, ¢ o Idg: se puede extender a una funciéon continua f : YV — Ky
flir = poldy:. Asi, pto f:Y — K' CY es la funciéon buscada, ya que
si k € K’ se tiene que (p7! o f)(k) = o7 (f(k)) = ¢7 (¢ o Idg)(k)) =
Idg:(k) = k. O

Corolario 3.1.4. Sea K un compactum encajado en [*°. Si K es un retracto
de I*°, entonces K es un AR.

Demostracion. Por el teorema [3.1.3] tenemos que cualquier retracto de I°° es
un AFE. Por lo tanto, por el teorema [3.1.3] cualquier retracto de I*° es un

AR. [l

Ahora, usando el corolario daremos algunos ejemplos simples de
retractos absolutos.

Ejemplo 3.1.5. Por el corolario I es en si mismo un AR (la funcion
identidad de I es una retraccion).
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Ejemplo 3.1.6. Por el corolario cualquier n-celda es un AR (la fun-
cion (x;)2, — (v:)32,, donde y; = x; para todo i < n yy; = 0 para todo
i >mn, es una retraccion de 1°° sobre una copia de I™).

Observacion 3.1.7. Todo AR es un continuo localmente conexo. En efecto.
Por [16, pdg. 241], todo compactum es encajable en I1°; I es un continuo
localmente conexo; y todo retracto de un continuo localmente conexo es un
continuo localmente conezo.

Ejemplo 3.1.8. Notemos que una n-esfera para n > 0 es un ejemplo de
un continuo localmente conexo que no es un AR (dado que OI"™ no es un
retracto de I" [16, pdg. 314]).

Para un tratamiento sistematico de los fundamentos de retractos absolu-
tos, vea [4]. Ahora ponemos nuestra atencion al concepto de un Z-conjunto.
En [2], Anderson define una nocién acerca de subconjuntos cerrados de cier-
tos espacios lineales, de dimension infinita. El llamé a esta nociéon Propiedad
Z (la letra Z intentaba sugerir los movimientos de zigzag que Anderson,
Klee y otros usaron para mover puntos en espacios de dimension infinita).
La definicién de Anderson de la Propiedad Z fue modificada, resultando en
lo que ahora se conoce como Z-conjuntos. Definiremos los Z-conjuntos y
discutiremos algunas de sus propiedades que nos seran tutiles.

Definicion 3.1.9. Sean X y Y espacios métricos, X con métrica acotada,
y f,g:Y — X funciones continuas, denotaremos por

do(f,9) = sup{d(f(y),9(y)) :y € Y}.

Sean X yY espacios métricos y { fn},cn una sucesion de funciones continuas
de X en Y. Decimos que [ : X — Y es el limite uniforme de {fn},cn S0
lim,, 00 doo (fn, f) = 0.

Definicion 3.1.10. Sean X un espacio métrico compacto y A un subconjunto
cerrado de X. Decimos que A es un Z-congunto en X si Idy es el limite
uniforme de funciones continuas cuyas imdgenes no intersectan a A. Decimos
que una funcion continua f entre espacios métricos compactos X; y Xo es
una Z-funcion si f(X1) es un Z-conjunto en Xs.

Observacion 3.1.11. Una definicion equivalente a la definicion es la
stquiente.

Sea Y un compactum con métrica d. Un subconjunto cerrado A de Y es
un Z-conjunto en Y si para cada € > 0, existe una funcion continua f.
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deY enY — A tal que f. es e-cercana a la funcion identidad en Y (i. e.,
doo(fe(y),y) < € para todo y €Y ).

Para manipular Z-conjuntos se requiere el siguiente resultado, el cual
garantiza que al realizar ciertas operaciones sobre ellos, se siguen obteniendo
Z-conjuntos.

Teorema 3.1.12. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces, se cumplen
las siguientes afirmaciones:

(1) Un subconjunto cerrado de un Z-conjunto en X, es a su vez un Z-conjunto
en X.

(2) La union finita de Z-conjuntos en X es un Z-conjunto en X.

Demostracion. (1). Supongamos que A es un Z-conjunto en X y B es un
subconjunto cerrado de A. Sea € > 0. Luego, existe una funcién continua
fe: X = X — A tal que doo(f:, Idx) < €. Observemos que X — A C X — B.
De esta manera, podemos considerar que f. : X — X — B. Ademas, B es un
subconjunto cerrado de X. Por lo tanto, B es un Z-conjunto en X.

(2). Bastara probar la afirmacion para dos elementos. Sean A; y A,
dos Z-conjuntos en X y € > 0. Tomemos una funcién continua f; : X —
X — Ay, tal que do(f1,Idx) < §5. Observemos que, dado a € A, se cumple
que d(f1(X), A1) < d(f(a),a) < d(f1,1dx). Asi, d(fi(X), A1) < 5. Co-
mo X es compacto, fi(X) es compacto. Ademas, f1(X) N A; = 0. Luego,
d(fi(X), A1) > 0. Asi, existe una funcion continua fo : X — X — Aj, tal
que doo(f2, Idx) < 3d(f1(X), A1). Observemos que para cualquier z € X se
cumple que d(f1(x), fo(f1(z))) < 2d(f1(X), A1) < d(f1(X), A1) y, por tanto,
fo(fi(z)) ¢ A;y. Se sigue de esto ultimo que fo(f1(X)) € X — A;. Como tam-
bién fo(X) C X — Ay, podemos considerar la funcién continua g = fs o f; :
X — X — (A1 U Ay). Observemos también que d(g(x),x) < d(g(x), fi(z)) +
A(f1 (), 7) = d(Fa(u(2), F1(2) + d(f(2), 2) < SACH(X), A1) +5 < 5+5 =
Z—E < g, para cualquier x € X. Luego, dw(g, Idx) < e. Por tanto, A; U A, es
un Z-conjunto en X. O

Como un ejemplo, tenemos que OI™ = {(x;);_, € I" : x; = 0 o 1 para algin i}
es un Z-conjunto en /.
Ahora analicemos los Z-conjuntos en I" y los Z-conjuntos en el cubo de
Hilbert I*°. Usaremos la métrica d para [*° dada por
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d((2:)24, (1)) = ; vl para todo ()22, (v:)22, € I

A diferencia de I™, cualquier punto de I es un Z-conjunto en I*°. Para ver
esto, sea p = (p;)2, € I®. Sea € > 0. Fijemos j > 1 tal que 277 < ¢ y sea
q € [0,1] tal que ¢ # p;. Definimos f, : I — I*° como sigue:

fe((@)2y) = (1, ..., j—1,¢, Tjt1, - . .) para cada (z;)7°, € .

Entonces, tenemos que, p ¢ f.(I°) y f. es e-cercana a la funcion identidad
en I* (con la métrica d). Un argumento similar muestra que cualquier
conjunto finito (y cualquier conjunto cerrado numerable) en I es un Z-
conjunto en /*°. Esto implica que, a diferencia de [", existe una sucesiéon de
Z-conjuntos en [°° cuya union es densa en 1.

Daremos otro ejemplo de Z-conjuntos en [*°. El ejemplo involucra las Z-
funciones.

Ahora, para cadan =1,2,..., sea f, : [°° — [I* la siguiente «proyeccion:

fn(('rz)fi1> = (xb <oy I, 07 07 c ) para todo (xz)fil €.

Observemos que cada f,, es una Z-funcion (usando el reemplazo de coordena-
das, como hicimos anteriormente). Notemos que la sucesion { f,,} -, converge
uniformemente a la funcion identidad en 7°° (con respecto a la métrica d).
Por lo tanto, hemos determinado un hecho elemental acerca de los cubos de
Hilbert: si I°° es un cubo de Hilbert, entonces la funcién identidad en I es
un limite uniforme de Z-funciones. El inverso, para retractos absolutos, es el
teorema de Torunczyk

Teorema 3.1.13 (Toruriczyk). [25, Teorema 1] Sea Y un AR. Si la funcion
tdentidad en'Y es un limite uniforme de Z-funciones, entonces Y es el cubo
de Hilbert.

Finalmente, presentamos el teorema de Wojdyslawski que sera usado en
la siguiente seccion.

Teorema 3.1.14 (Wojdyslawski). [2], Teorema II, Teorema II,] Si X es
un continuo localmente conexo, entonces 2~ y C(X) son retractos absolutos.
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3.2. Cuando 23 y Cx(X) son Z-conjuntos

Esta seccion esta dedicada a la demostracion del teorema de Curtis y
Schori (teorema |3.3.2)), para lo cual presentamos unos resultados auxiliares
que nos permitiran entender la demostracion.

Recordemos que

2§:{A€2X:KCA}y
Cr(X)={AeC(X): K C A}

Teorema 3.2.1. Sea J un arco con puntos extremos p y q. Existe una funcion
continua ¢ : 27 — 27 tal que ¢ tiene las siquientes propiedades: si A € 27 y
S C{p,q}, entonces p(A) # J, p(S) = S y p(AUS) = p(A)US.

Demostracion. Por conveniencia, probaremos primero el teorema para el arco
Y =[-1,1]. Si A € 2V, sea

at = inf(ANJ0,1]) si ANJ0,1] # 0,
a- = sup(AN[—=1,0]) si AN[-1,0]#0,
a® = inf{la|l:a€ A}.

Si A €2Y estal que 0 ¢ A, sea

AU{2at -1}, si Ac(0,1]
v(A) =<4 AU{2a + 1}, si AcC[-1,0)
AU{2a" —1,2a" +1}, si AN[-1,0)#0# An(0,1].

Veamos que v es continua. La prueba se hara por casos, dependiendo del
elemento que se tome en 2%/0}.

Caso (a): A C (0,1].

Sea A € 2 tal que A C (0,1] y {A,},, una sucesiéon en 2¥ que converge
a A. Como A es cerrado tenemos que a™ = min A por lo tanto a™ > 0.
Tomemos ¢ = %, asi existe N € N tal que para todo m > N se cumple
que H(A,,,A) < e. Como H(A,,, A) < e se cumple que para todo m > N,
A, C N(g, A).

Afirmacion 1: N(eg, A) C (0,1].

Sea x € N(g, A) entonces existe a € A tal que |z —a|] < g, por lo cual

+ + . + +
tenemos que = € (a—%,a+%>,a810<a+—% <a- % <z porlo

tanto 0 < x y asi, € (0, 1]. Con lo anterior concluimos que N (e, A) C (0, 1].
Consecuentemente tenemos que para todom > N, A,, C (0, 1] y por lo tanto
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Y(An) = A U{2a) — 1}

Ahora, para cada m > N, sea a). = minA,, y consideremos la sucesion
{ac} s

Afirmacién 2: La sucesion {az}:}:l converge a at = min A

Sea e > 0, entonces existe N € N tal que sim > N se cumple que H(A4,,, A) <
g, lo que es equivalente a que para cada m > N, A,, C N(g,A) y A C
N(e, Ap).

Observemos que at € A y para cada m > N, af € A, pues cada A, es
cerrado al igual que A.

Dado que a;}f, € A,, existe b € A tal que |a), — b < &, también como a™ € A
existe b, € A,, tal que |a* — b,,| < . Notemos que se cumple que a™ < by
at < bp.

Supongamos que a® < a;}. Entonces tenemos los siguientes casos:

(i) o™ <b<al <by.
En este caso tenemos lo siguiente:

lat™ —ab] <l|at —bn| <e, i e, |at —al| <e.

(ii) ot <af <b< by,
En este caso tenemos lo siguiente:

lat™ —ab] <l|at —bn| <e, i e, |at —al| <e.

(iii) a* <af < b, <.
En este caso tenemos lo siguiente:

lat™ —ab] <l|at —bn| <e, i e, |at —al| <e.

Ahora supongamos que a;; < a™. Tenemos los siguientes casos:

(iv) af <b, <a* <D
En este caso tenemos lo siguiente:

lat —a™| <lat —b| <e, i e, |a} —at| <e.

m_

(v) af <at <b, <b.
En este caso tenemos lo siguiente:
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lat —a™| <lab —b| <e, i e, |af —at| <e.

(vi) af <at <b<b,.
En este caso tenemos lo siguiente:

lat —a™| <lab —b| <e, i e, |af —at| <e.

Por los casos (i) a (vi) tenemos que para todo m > N se cumple que
la — a™| < e. Como & > 0 fue arbitrario concluimos que a), — a™ y por lo
tanto 2a} — 1 — 2a™ — 1.

Por todo lo anterior concluimos que

v(An) = AnU{2a} — 1} = v(A) = AU{2a" — 1}.

Caso (b): A C [-1,0).

La demostracion es similar que para el caso (a).

Caso (c): AN[—1,0) # 0 # An(0,1].

Como AN [—1,0) # 0 # AN (0,1] tenemos que A se puede ver como A =
A'U A% donde A' C (0,1] y A% C [-1,0). Sea {A,,},, una sucesion en 2¥
que converge a A, entonces tenemos que existe N € N tal que para cada
m > N, A, = AL, U A2 donde A}, C (0,1] y A% C [-1,0).

Por el caso (a) tenemos que y(AL) = Al U {2a} — 1} converge a v(A') =
AU {2a" — 1} y por el caso (b) tenemos que v(A42%) = A% U {2a, + 1}
converge a y(A?) = A2U {24~ + 1}.

Asi, v(A,) = y(AL U A2) = (AL YU y(A2) converge a A' U {2at — 1} U
A*U{2a" +1} = AU{2a" —1,2a™ + 1}, es decir y(A,,) converge a y(A).
Por los casos (a), (b) y (c), tenemos que v es continua en 2¥ — 2}
Finalmente, definimos ¢ : 2¥ — 2¥ como sigue:

v(4), sio AN[-4,4] =0
(A=< [A—(-1,D]u{-1, 1}, si 0 A
[Y(A) — (2a° — 1,1 = 2a")] U {2a° — 1,1 —2a°}, si 0<a®<

N[

Verifiquemos que ¢ posee las propiedades enunciadas en el teorema m (pa-
ra el caso cuando J =Y).

Primero notemos que ¢(A) # Y. Si A =Y, tenemos que p(A) = p(Y) =
{—1,1}, asi p(A) #Y.

Si A es un subconjunto propio de Y, tenemos que p(A) = v(A) o p(A) =
[A— (-1, D]u{-1,1} 0 p(A) = [y(A) — (2a° — 1,1 — 2a")]U{2a® — 1,1 — 2a°}.
Si p(A) = ~v(A), tenemos que v(A) # Y y por lo tanto p(A) # Y.
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Por otro lado, cuando ¢(A) = [A— (—1,1)] U {—1,1}, inferimos que A —
(—=1,1) = 0, asi p(A4) = {—1,1}, y por lo tanto ¢(A) # Y. Finalmente
cuando p(A) = [y(A) — (2a° — 1,1 — 2a°)]U{2a" — 1,1 — 2a°}, notemos que
(2a° —1,1—2a) es un intervalo y por lo tanto tiene una cantidad no numera-
ble de puntos, también tenemos que y(A) # Y, por lo cual y(A)—(2a°—1,1—
2a°) £ Y yasi p(A) = [y(A) — (2a° — 1,1 —2a°)]U{2a° — 1,1 — 2a°} £ Y,
pues solo se estan agregando dos puntos.
Por lo anterior concluimos que p(A) # Y para cualquier elemento A € 2Y.
Ahora veamos que ¢ es continua, la prueba se hara por casos dependiendo
del elemento A € 2Y.
Caso (a’): AN[-1,i] =0.
En este caso tenemos que p(A) = v(A) y v es continua.
Caso (b’): 0 € A.
Sea {A,}>7 | una sucesion en 2¥ que converge a A. Entonces tenemos que
A, — (L, 1)]u{-1,1} = [A = (—=1,1)]U{—1,1}, asi p(A4,,) = ©(A), por
lo tanto ¢ es continua.
Caso (¢’): 0 <a’ < 1.
Sea {A,}>7, una sucesion en 2" que converge a A. Como < es continua
tenemos que [y(A,,) — (2%, — 1,1 —2a2)] U {2a%, — 1,1 — 2a2,} converge a
[Y(A) = (2a° — 1,1 — 2a°)] U {2a° — 1,1 — 2a°}, asi p(A,,) — (A), por lo
tanto ¢ es continua.
Por los casos (a’),(b’) y (c¢’) tenemos que ¢ es continua en 2¥.
Ahora veamos que ¢(S) = S cuando S C {—1,1}.
Sea S C {—1, 1} entonces tenemos los siguientes casos:
Caso 1: S = {—1,1}.
En este caso tenemos que S N [—%, %} = (), asi

e(S)={-1,1} U{2at — 1,24~ + 1}.
Observemos que at =1y a~ = —1, por lo tanto tenemos que

{207 — 1,20~ +1} = {~1,1}.

Asi concluimos que ¢(S) = {-1,1} U{-1,1} ={-1,1} = S.
Caso 2: S ={-1}.
En este caso tenemos que SN [ 1 1} = (), asi

T 202
o(S) ={-1}uU{2a= +1}.
Observemos que a~ = —1, por lo tanto tenemos que

{2a= + 1} = {~1}.
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Asi concluimos que ¢(S) = {-1} U{-1} ={-1} = S.
Caso 3: S = {1}.
En este caso tenemos que SN [—%, %} = (), asi

e(S) ={1} U{2at —1}.

Observemos que a® = 1, por lo tanto tenemos que

{2a™ — 1} = {1}.

Asi concluimos que ¢(S) = {1} U {1} ={1} = S.

Ahora para toda funcién se tiene que la imagen directa se preserva, entonces
tenemos que p(AUS) = p(A) Up(S), pero p(S) = S, por lo tanto tenemos
que (AUS) =p(A)US.

El resultado general para cualquier arco se sigue facilmente: Sea h un ho-
meomorfismo de J en Y, sea h* : 27 — 2V definida para cada A € 27
por h*(A) = h(A), la cual es un homeomorfismo por |14, Teorema 1.3|, y sea
@ = 2¥ — 2Y justo como la acabamos de construir; entonces 1) = (h*)"togpoh*
es la funcion requerida para 27.

Tenemos que 1 es una funciéon continua pues es la composicion de funciones
continuas.

También se cumple que (A) = ((h*)"L oo h*)(A) # J pues p(A) # J.

Si S C {p,q} entonces tenemos que h*(S) = h(S) C {—1 1} asi p(h*(S)) =
h(S) y por lo tanto (h*)~*(h*(S)) = S, es decir ¥(S) =

Finalmente tenemos que (AU S) = ¥(A) U(S) = (A ) us. O

Para el siguiente teorema necesitamos recordar la siguiente definicion.

Definiciéon 3.2.2. Sean X un espacio topologico y A C X un arco, con p y
q sus puntos extremos. El arco A es un arco libre en X si A — {p,q} es un
congunto abierto en X.

Si X es un continuo y B C X recordemos que el simbolo B° es usado
para denotar el interior de B en X.

Teorema 3.2.3. Sea X un continuo localmente conexo no degenerado. St
K es un subconjunto cerrado de X tal que K° # (), entonces 2% es un Z-
conjunto en 2°; también, si K no contiene arcos libres en X, Cx(X) es un
Z-conjunto en C(X).
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Demostracion. En vista de la definicion de un Z-conjunto, comenzamos no-
tando que por el teorema/|l.2.19] 2% es cerrado en 2% ; también, por el teorema
tenemos que Ck(X) es cerrado en C'(X).

Ahora, sea d una métrica para X. Para determinar que tan cerca estid una
funcion a la funcién identidad en 2% o C'(X), usaremos la métrica de Haus-
dorff H como esta definida en [[L.2.11]

Primero probaremos el teorema para 23, para esto tenemos dos casos.
Caso 1. K contiene un arco libre en X.

Sea ¢ > 0. Entonces, dado que K contiene un arco libre en X, K contiene
un arco libre J en X tal que

dzdmd(J) < E.

Denotemos por p y ¢ los puntos extremos de J, sea ¢ : 2/ — 27 la funcién
garantizada por el teorema [3.2.1] Definimos f. : 2X — 2% como sigue:

B, si BNJ=40,
fs(B):{(B—JO)ng(BﬁJ), si BNJ#0.

Veamos que f. es continua en 2%. Sea B € 2%. Entonces tenemos los dos
casos siguientes:

Caso (a) BNnJ = 0.

Sea {B,} -, una sucesion en 2% que converge a B. Como B, — B existe
N € N tal que para todo n > N se cumple que B,, N J = (), asi tenemos que
f<(By) = B, y por lo tanto f.(B,) converge a B = f.(B).

Caso (b) BN J # 0.

Sea {B,} 2, una sucesion en 2 que converge a B. Tenemos que demostrar
que f.(By) — f-(B).

Notemos quesia®,a™,a’ € J°, entonces a,” — a™, donde a;” = inf (B, N[0, 1]),
at =if (BNJ[0,1]),a, — a~,dondea, =sup(B,N[-1,0]),a” =sup(BNI[-1,0])
vy a — a’ donde a® = {|b| : b€ B,NJ}, a®={|b|: b€ BN J}.

Por definicién

(BNJ), si (BNnJ)n[-4,14] =90
o(BnJ)={ [(BNJ)— (-1, 1)]U{-1, 1}, si 0eBNJ
V(BNJ)—(2a"—1,1—-2a")]U{2a° — 1,1 —2a°}, si 0<a®<3.
donde
(BNJ)U{2a™ -1}, si (BNJ)cC(0,1]
v(BNJ)=<¢ (BNJ)U{2a + 1}, si (BnJ)c[-1,0)
(BNJ)U{2a™ —1,2a" +1}, si (BNJ)N[-1,0)#0# (BNJ)n(0,1].
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De la misma manera se define (B, N J).

Sea y € f.(B) y denotemos por E(J) al conjunto de puntos extremos de .J.
(i) Supongamos que y € (B N J); primero supongamos que y € y(B N J).
Supongamos que y € BN J°. Como J es un arco libre, existe una sucesion
{yn} -, tal que para toda n se cumple que y,, € B, N J°y y, — .
Supongamos que y ¢ {2a™ —1,2a~ + 1}, como @, — at y a, — a~ existe
N tal que si n > N, entonces y, € B, N J°, y, ¢ {2a} —1,2a, + 1} y tal
que y, — y, paran > N, y, € (B, NJ), asi y, € ¢(B, N J). De donde
Yn € [-(Bn).

Ahora supongamos que y € BN J° y y = 2a* — 1, entonces y,, = 2a — 1 —
2at — 1. Si y, = 2a~ + 1, entonces y,, = 2a, +1 — 2a~ + 1. Por lo tanto
Yn =YY Yn €Y(B,NJ), de donde y,, € (B, NJ). Asi y, € fo(B,).

Ahora tomemos y € E(J). Entonces existe {y,} -, tal que y, — y con
Yn € B,. Tenemos los siguientes casos y, € B, N J° oy, € B, — J°. De
cualquier manera y, € f.(B,).

(ii) Finalmente supongamos que y € B — J° vy y ¢ E(J). Entonces existe
{yn}, tal que y, = y v Yy, € B, — J°, entonces y, € f.(B,).

Por lo anterior, hemos demostrado que f.(B) = (B — J°) Ugp(BNJ) C
lim inf(f.(B,)).

Ahora demostremos que limsup((B—J°)Up(BNJ)) C (B—J°)Up(BNJ).
Sea x € limsup((B, — J°) U (B, NJ)) y supongamos que z € B, NJ y
x € J°, entonces existe una sucesion de ntumeros naturales n; < ng < --- y
puntos z,, € B, N J para cada k € N, tales que z,, — =. Ya tenemos que
x € J, falta ver que x € B. Supongamos que = ¢ B, entonces tenemos que
d(x,B) > 0. Sea g1 = @. Como B, — B existe N € N tal que para cada
n > N se cumple que H(B,, B) < &1, asi para cada n > N tenemos que
B, € N(e),B) y B € N(z1,By).

Como n; < ny < --- es una sucesion de nimeros naturales estrictamente cre-
ciente tenemos que existe n, tal que n,, > Ny por lo tanto x,,. € B, y ademés
T, € N(e1, B), asi existe b € B tal que d(x,,,b) < &1y d(z,,,z) < . Por
lo tanto tenemos que d(x,b) < d(z,z,,) + d(z,,,b) < 2¢; = d(x, B), lo cual
es una contradicciéon. Por lo tanto x € B, y asi x € B N J, por lo cual
r € p(BNJ).

Por otro lado si x € B, NJ y € E(J), tenemos al igual que en el parrafo
anterior, que x € By por lo tanto x € BN J, asi z € (BN J).

Finalmente cuando z € B, — J° y « ¢ E(J), existe una sucesion {y,}. -, tal
que y, — x con y, € B, —J° porlo tanto z € B— J° y asi x € f.(B) Por lo
anterior concluimos que limsup((B—J°)Up(BNJ)) C (B—J°)Up(BNJ).
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Por lo tanto lim,, o f:(B,) = f(B).

Finalmente, f. es e-cercana a la funcién identidad en 2% (con H) dado
que diamy(J) < . Por lo tanto, hemos probado que 2% es un Z-conjunto en
2% en el caso cuando K contiene un arco libre en X.

Caso 2. K no contiene arcos libres en X.

Probaremos que para cada € > 0, existe una funcién continua g., de 2% en

2% — 2% tal que g. es e-cercana a la funcién identidad en 2% (con H).

Sea £ > 0. Recordemos de las hipotesis del teorema que K° # (); sea p € K°.
n

Por el teorema 2.3.1, X = |J X;, donde n < oo, cada X; es un continuo
i=1

localmente conexo y didmq(X;) < § para cada i.

Definimos el siguiente conjunto, llamado la estrella de p con respecto a

Xq,...,X,, como sigue:

St(p) = U{Xi :p € Xi}.

Sin pérdida de generalidad (recuerde que p € K°), supongamos que ¢ es lo
suficientemente pequernio tal que St(p) C Ky St(p) # X. Sea

C={X;:p¢X;yX;N5tp) #0}.

Dado que St(p) # X y X = U X; es conexo, se tiene que C # (). Para cada

X; €C, seap; € X;NSt(p); note que los puntos p; realmente existen (dado
que C # (). Por el teorema [2.3.11] St(p) es un continuo localmente conexo.
Por lo tanto, por el teorema @, existe un arco A; en St(p) de p a cada
uno de los puntos p; elegidos anteriormente. Sea A = J A; y sea

Y=AU(JC).

Se sigue nuevamente del teorema que Y es un continuo localmente
conexo. Por lo tanto, por el teorema [3.1.14) C(Y) es un AR.
Notemos que

[X — St(p)] N St(p) C Y. (3.1)

En efecto, sea z € [X — St(p)|NSt(p). Sea {zk}iil una sucesion en X — St(p)

tal que {z},-, converge a z. Dado que X = U X; yn < oo, existe m tal
=1

que z; € X,, para una cantidad infinita k. Esto implica que X, tiene las

siguientes tres propiedades: (i) z € X,,; (ii) p ¢ X, (dado que z, ¢ St(p)

para cualquier k); (iii) X,, N St(p) # 0 (por (i) dado que z € St(p)). Por (ii)
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y (iii), X, € C. Por lo tanto, por (i), z € Y. Esto prueba[3.1]

Definimos « : Y — C(Y') como sigue:
a(y) = {y} para todo y € Y.

Entonces, dado que C(Y) es un AR, por el teorema , a puede ser
extendida a una funciéon continua f : St(p) UY — C(Y). Ademas te-
nemos que ¢ : X — [St(p) UY] — C(X) dada por i(x) = {z} para cada
r € X — [St(p) UY] es una funcién continua.

Notemos que

(St(p) UY)NX — [St(p) UY] = Fr(St(p) UY) C Fr(St(p)) U Fr(Y).

Por [3.1] tenemos que Fr(St(p)) C Y y, como Y es cerrado, Fr(Y) C Y. Por
lo tanto, (St(p) UY)NX — [St(p)UY]| C Y.
Asi, siz € (St(p)UY)N X — [St(p) UY], se tiene que z € Y y por lo tanto

Blx) = {z} = i(z).

Por [I1], Teorema 9.4, pag. 83| existe una funcion continua v, dada por

() = { B(x), si xe€Stlp)uY

{z}, si xzeX-—[St(p)UY].
la cual es una extensiéon de (3 e 1.

Ahora, utilizando la funcién v definimos la funcién g. dada por: para cada
B € 2% sea

9:(B) = U{~(b) : b € B}.
Probaremos que g. tiene las siguientes tres propiedades:
(a) g. es una funcion de 2% en 2% y g. es continua;
(b) K ¢ g.(B) para todo B € 2¥;
(c) g. es e-cercana a la funcién identidad en 2% (con H).

Prueba de (a): Sea B € 2%. Dado que 7 es una funciéon continua de X en
C(X), v(B) es un subconjunto compacto no vacio de C(X); por lo tanto,
v(B) € 2*". Entonces, dado que g.(B) = |Jv(B), observamos que por [6,
Teorema 3.26|, g.(B) € 2. Esto prueba que g. envia a 2% en 2. El hecho de
que g, es continua se sigue de la continuidad de v y de [0, Teorema 3.26] como
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sigue. Sea u la funciéon unién descrita en [6, Teorema 3.26]. Sea v* : 2% — 92"
definida por

v*(B) = v(B) para todo B € 2¥.

Observamos que g. = u o v*; también, v* es continua (por la continuidad de
vy por [14, Teorema 1.3]) y u es continua. Por lo tanto, ¢. es continua. Esto
prueba (a).

Prueba de (b): La razon de que (b) es verdadero es que St(p) ¢ Y. Aqui los
detalles. Primero probemos que

St(p) ¢ V. (32)
Para usarse en la prueba de[3.2] sea U = X — [J{X; : p ¢ X;}. Note que
U c St(p) —UC.

Por lo tanto, para probar , es suficiente demostrar que U — A # ) (dado
que Y = AU(JC)). Recuerde que A fue definido como la union de los arcos
en St(p) y que St(p) C K; también, recuerde nuestra hipotesis de que K no
contiene arcos libres en X. Por lo tanto, A es la unién finita de arcos cada
uno de los cuales tiene interior vacio en X. Por lo tanto, por el teorema de
Baire |16, pag. 414|, A° = ) . Entonces, dado que U es claramente no vacio
y abierto en X, tenemos que U ¢ A; i. e., U — A # (). Por lo tanto hemos
probado [3.2]

Ahora, completemos la prueba de (b). Por[3.2] existe un punto ¢ € St(p)—Y.
Recuerde la féormula para v y el hecho de que 5 es una funciéon que va de
St(p)UY en C(Y). Entonces podemos observar que q ¢ ~y(x) para cualquier
x € X. Por lo tanto, por la formula para g., ¢ ¢ g.(B) para cualquier B € 2%.
Por lo tanto, dado que q € St(p) C K, K ¢ g.(B) para cualquier B € 2%.
Esto prueba (b).

Prueba de (c): Observemos que el didmgy[St(p) UY] < e. Por lo tanto, por
la formula para «y y el hecho de que 3 es una funciéon de St(p) UY en C(Y),
observamos que

diam[{x} U~(z)] < € para todo = € X.

Entonces, para cualquier B € 2% se sigue que B C Ny(¢,9.(B)) v g-(B) C
Ny(e, B). Por lo tanto, H(g-(B), B) < e para todo B € 2% ( teorema[1.2.12).
Esto prueba (c).

Por (a), (b) y (c¢), 2% es un Z-conjunto en 2.

La prueba del teorema para Cgk(X) es una adaptacion de lo hecho para
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2% Considere la funcién gelo(xy, donde g. es como se definié anteriormente.
Probaremos que g.|c(x) es una funcion de C(X) en C(X). Sea B € C(X).
Entonces, dado que 7 : X — C(X) es continua, v(B) es un subcontinuo de
C(X); i. e, y(B) € C[C(X)]. Entonces, dado que ¢g. = (J7v(B), por [14
Ejercicio 11.5] tenemos que ¢.(B) € C(X). Por lo tanto, en vista de los
incisos (a), (b) y (c) anteriores, se sigue que Ck(X) es un Z-conjunto en

C(X). O

3.3. El teorema de Curtis y Schori

Existen tres partes del teorema de Curtis y Schori; las dos primeras par-
tes son de importancia primaria, mientras que la tercera parte es un caso
especial del teorema de Edwards, el cual enunciamos en [3.3.1Con respecto a
la terminologia en la tercera parte del teorema de Curtis y Schori, un factor
del cubo de Hilbert es un espacio, Y, tal que Y x I ~ [*°.

Para la demostracion de la parte (3) del teorema de Curtis y Schori se necesita
el siguiente teorema.

Teorema 3.3.1 (Edwards). [I2] Todo AR es un factor del cubo de Hilbert.
A continuacion presentamos uno de los resultados principales.

Teorema 3.3.2 (Curtis y Schori). Sea X un continuo localmente conexo no
degenerado. Entonces

(1) 2% es el cubo de Hilbert,
(2) C(X) es el cubo de Hilbert cuando no existen arcos libres en X, y
(3) C(X) x I*® es homeomorfo a I*.

Demostracion. (1) La prueba se basa en el teorema de Toruriczyk en[3.1.13]
Recurriendo a la primera hipotesis de notamos primeramente que por
el teorema [3.1.14] 2% y C(X) son retractos absolutos.

Verificaremos la segunda hipoétesis en para 2% y después para C(X).
Para esto, asumamos por el teorema que d es una métrica convexa para
X.

Sea ¢ > 0. De acuerdo a, debemos probar que existe un Z-funcion de 2%
en 2% que es e-cercana a la funcién identidad en 2¥. Definimos ®, : 2% — 2%
como sigue (vea la definicion [2.3.8)):
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. (A) = Cy4(e, A) para todo A € 2%.

Por el teorema m, ®. es continua. Observemos que A C Cy(e, A), por
lo tanto @, es e-cercana a la funcion identidad en 2% (con H). Finalmente,
demostremos que P, es una Z-funciéon. Dado que X es compacto, existe una
cantidad finita de puntos, p1,...,p, de X tales que

X = g Ca (2. {pi}).

Sea K; = Cy (%,{pz}) para cada i = 1,...,n. Por la primera parte del
teorema [3.2.3], 2;;, es un Z-conjunto en 2% para cada i. Por lo tanto, por

el teorema 3.1.12) |J 25, es un Z-conjunto en 2. Para cada A € 2% como
i=1

5 < ¢, se tiene que existe j tal que ®.(A) € 2;%; en otras palabras,

o.(2%) c U 2%,
i=1

Entonces, por el teorema tenemos que un subconjunto cerrado de un
Z-conjunto es un Z-conjunto, asi ®.(2%) es un Z-conjunto en 2X. Por lo
tanto, hemos probado que . es una Z-funcioén.

Por lo tanto, habiendo verificado la hipétesis de tenemos que 2% es el
cubo de Hilbert. Esto prueba la parte (1) del teorema.

(2) Ahora, demostremos la parte (2) del teorema. Supongamos que no existen
arcos libres en X. La prueba de que C(X) satisface la segunda hipotesis de
es una simple adaptacion de lo que ya hicimos para 2%. A saber, sea ®,
como se definié anteriormente, y sea ¢. = ®.|¢(x). Por el teorema e
es una funcion de C'(X) en C'(X). De las propiedades de ®., obtenemos que
@. es continua y que ¢, es e-cercana a la funcion identidad en C(X). Para
ver que . es una Z-funcion, sea W; = Cy (£, {p;}) para cadai =1,...,n.
Entonces por la segunda parte del teorema [3.2.3] C,(X) es un Z-conjunto

en C(X) para cada i. Por lo tanto, por el teorema 3.1.12, |J Ck,(X) es un
i=1

Z-conjunto en C'(X). Para cada B € C(X), como § < ¢, se tiene que existe
j tal que ¢.(B) € Ck,(X); en otras palabras,

p(C(x)) € U Cr, (X).

Entonces, por el teorema [3.1.12] tenemos que un subconjunto cerrado de un
Z-conjunto es un Z-conjunto, asi ¢.(C(X)) es un Z-conjunto en C'(X). Por



58 El teorema de Curtis y Schori para 2% y C(X)

lo tanto, hemos probado que . es una Z-funcion.

Por lo tanto, habiendo verificado la hipotesis de [3.1.13] nuevamente tenemos
que C(X) es el cubo de Hilbert. Esto prueba la parte (2) del teorema.

(3) Para la parte (3) del teorema observemos que por el teorema[3.1.14] C(X)
es un retracto absoluto, también por el Corolario [3.1.4] I*° es un retracto
absoluto. Por [4, Teorema 7.1, pag. 92|, C'(X) x I* es un retracto absoluto.
Por lo tanto, por el teorema tenemos que C'(X) x I es homeomorfo
al cubo de Hilbert. O
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