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INTRODUCCION

La Teorfa de Cédigos Algebraicos esta enfocada en la optimizacién de la fiabilidad de las comunicacio-
nes digitales. Es vista como una rama de las matematicas puras. Sus fundamentos pueden encontrarse
en el Algebra, la Teoria de Ntimeros, la Geometria Finita y la Combinatoria.

En los afios 9o,el anillo Z/47Z destacé mucho debido a que los cédigos sobre este anillo fueron
relacionados con cédigos binarios a través de la funcién de Gray. Hammons et al. demostraron en
[HKC " 94] que los c6digos no lineales de Nordstrom-Robinson, Kerdock, Preparata y Goethals pueden
verse como la imagen de Gray de cédigos ciclicos lineales sobre Z/4Z. Con esto se logré explicar
la dualidad formal entre los cédigos de Kerdock y Preparata. Este trabajo es importante porque dié
origen a una nueva perspectiva del estudio de cédigos sobre anillos finitos. Ademds, la funcién de Gray
se volvi6 clave en el estudio de estos codigos, por la informacién que podrian aportar las imagenes
de estos c6digos bajo dicha funcién. Por ello fue generalizada para anillos finitos de cadena ([GS99]).
A la par se estudiaba la estructura de cédigos sobre distintos anillos finitos ([CSg5], [KLP97], [PQg6],
[DLPo4]) v el comportamiento de sus imagenes bajo la funcién de Gray ([Wolo1], [Wolgog], [LBoz],
[LATR11], [LATR12]).

J. Wolfmann mostré que la imagen de Gray de un cédigo negaciclico lineal sobre Z/4Z. es un cédigo
ciclico binario (no necesariamente lineal) de distancia invariante (c.f. [Wolgg]). Mas tarde, en [Wolo1],
Wolfmann establecié resultados importantes sobre la linealidad y ciclicidad de las imdgenes de Gray
de codigos ciclicos lineales de longiutd impar sobre Z/4Z. En particular, Wolfmann dio condiciones
necesarias y suficientes para que la imagen de un cédigo ciclico lineal de longiutd impar sobre Z/4Z
bajo la funcién de Gray sea un cédigo ciclico lineal (c.f.[Wolo1, Proposicién 16, Teorema 21]).

Por su parte, Ling y Blackford en [LBo2] generalizan varios resultados que J. Wolfmann presenta
en [Wolo1] para cédigos sobre Z/p?Z. En especifico, Ling y Blackford dan condiciones necesarias y
suficientes para que la imagen de Gray de un cédigo ciclico lineal sobre Z/p?Z sea ciclica lineal ([LBoz,
Teorema 4.6, Teorema 4.13]).

En [LATR11], Lopez-Andrade y Tapia-Recillas proporcionan condiciones necesarias y suficientes
para que la imagen de Gray de un cédigo ciclico lineal, definido sobre un anillo de Galois de indice de
nilpotencia 2, sea lineal. Dicho teorema generaliza la Proposicion 16 y el Teorema 4.6 de los articulos
[Wolo1] y [LBoz2].

Por otro lado, H. Q. Dinh y S. R. Lépez-Permouth obtuvieron en [DLPo4] la estructura de un co6-
digo ciclico sobre un anillo finito de cadena. Muestran que un cédigo ciclico sobre un anillo finito
de cadena tiene una representacién polinomial sobre cierto anillo cociente de ideales principales. Di-
cha representacion es un ideal en el anillo cociente y por lo tanto tiene un polinomio generador. Los
resultados que ellos establecen se cumplen para cédigos ciclicos lineales sobre anillos de Galois de
indice de nilpotencia 2. Con el trabajo de H. Q. Dinh y S. R. Lépez-Permouth se puede establecer
que cualquier cédigo ciclico lineal de longitud n sobre un anillo de Galois de indice de nilpotencia 2,
GR(p2, m), con n y p coprimos, tiene un polinomio generador de la forma G(x) = A(x)(B(x) +p) enel
anillo GR(p?, m)[x]/(x™ — 1), donde A (x)B(x)C(x) =x"—1, y A(x), B(x), C(x) son polinomios ménicos
coprimos por pares sobre el anillo GR(p?, m) (c.f. Teorema 1.5). Observemos que para el polinomio
generador de un GR(p?, m)—cédigo ciclico lineal se tienen los siguientes casos:

i) Si C(x) =1 entonces G(x) = pA(x).
ii) Si A(x) =1 entonces G(x) = B(x) + p.

Describir la imagen bajo la funcion de Gray de cédigos ciclicos lineales sobre anillos de Galois
de indice de nilpotencia 2 no es un trabajo sencillo. No obstante, con los resultados establecidos
por Lopez-Andrade y Tapia-Recillas en [LATR12] se da una respuesta parcial a dicho problema. Ya
que, la imagen de Gray de un c6digo ciclico lineal sobre un anillo de Galois GR(p?, m) con polino-
mio generador G(x) = pA(x), es ciclica lineal sobre [Fpm, y su polinomio generador es de la forma



AX)(xT—1)pP"T ¢ Fpm[x], con A(x) la p—reduccion de A(x) (c.f. [LA13, Teorema 5.5]). Del proble-
ma original resta estudiar el comportamiento de las imagenes de Gray de GR(p?, m)—cédigos ciclicos
lineales cuando el polinomio generador es B(x) + p.

Motivados por los resultados de Ling y Blackford [LBoz] y Wolfmann [Wolo1], en el presente trabajo
estudiamos las imédgenes bajo la funcién de Gray de cédigos ciclicos lineales sobre anillos de Galois
de indice de nilpotencia 2. De manera especifica, nos enfocamos en estudiar cédigos ciclicos con poli-
nomio generador de la forma B(x) +p. En contraste con los resultados obtenidos por Lépez-Andrade
y Tapia-Recillas, en esta tesis demostramos que la imagen de Gray de estos cédigos ciclicos no es
necesariamente ciclica pero si lineal.

Formalmente, demostraremos el siguiente teorema, el cual es nuestra principal aportacion:

Teorema 1. Sean R = GR(p?,m) un anillo de Galois de indice de nilpotencia 2. Sea C C R™ un R—cddigo
ciclico lineal de longitud n tal que n es primo relativo con p, generado por el polinomio G(x) =B(x)+py © Ia
funcién de Gray en R™. Entonces ®(C) es Fpm— lineal.

En esta tesis se abordan cinco capitulos, los cuales estdn conformados de la siguiente manera:

En el Capitulo 1 se estudian propiedades de los anillos de Galois. Ademas, se introduce la definicién
del Anillo de Vectores de Witt. Finalmente, se revisa la estructura de c6digos sobre campos finitos y
anillos finitos conmutativos con unidad.

El Capitulo 2 se enfoca en la definicién y las propiedades mas importantes de la funcién de Gray. En
particular, estudiamos condiciones necesarias y suficientes para que la imagen de Gray de un cédigo
ciclico lineal sobre un anillo de Galois de indice de nilpotencia 2 , sea lineal. Dichas condiciones (c.f.
Teorema 2.2) serdn empleadas en el capitulo 3 para probar que la imagen de un cédigo ciclico lineal
generado por un polinomio de la forma B(x) + p, es lineal. Por tltimo, se revisan detalladamente algu-
nos de los resultados que J. Wolfmann establece en [Wolo1], con el fin de entender el comportamiento
de la funcién de Gray.

El Capitulo 3 es el centro de este trabajo. En él se prueba que la imagenes de Gray de c6digos ciclicos
lineales sobre anillos de Galois de indice de nilpotencia 2 y, cuyo polinomio generador es B(x) +p, es
lineal sobre IF,m.

En el Capitulo 4 se realiza un andlisis detallado de la primera seccién del articulo [US98] donde se
aborda un anillo de clases residuales muy particular. Esto se hace con el fin de exhibir un anillo sobre el
cual la funcién de Gray es lineal, y por ello, la imagen de Gray de los c6digos ciclicos lineales definidos
sobre este anillo, es lineal.

Finalmente, en el Capitulo 5 mostramos el trabajo que se realiz6 en el software MAGMA, el cual fue
relevante para el desarrollo de esta tesis, pues nos permitié descartar que las imdgenes bajo la funcién
de Gray de cédigos ciclicos lineales sobre GR(p%, m) y, cuyo polinomio generador es B(x) 4 p, no son
ciclicas. Ademads descubrimos que tras aplicar a dichas imdgenes la permutacién global de Nechaev,
estas no eran ciclicas, por lo que en este tipo de c6digos la permutaciéon de Nechaev no resulté de gran
utilidad.
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PRELIMINARES

En este capitulo se presentan las definiciones y los resultados mas relevantes acerca de los anillos de
Galois y la Teoria de Cédigos, que serdn utilizados en capitulos posteriores.

1.1 ANILLOS DE GALOIS

Los anillos de Galois son base primordial de esta tesis. Es por ello que en esta seccién recopilamos los
resultados de mayor relevancia para nuestros fines. Los resultados que se enuncian pueden consultarse
en [Wanos] y [GR17].

Sean p un nimero primo, s un entero positivo, Z/p*Z el anillo de enteros médulo p®, y f(x) un
polinomio en el anillo (Z/p*Z)[x]. Decimos que f(x) es un polinomio bdsico irreducible si su reduccién
modulo p es un polinomio irreducible en el anillo de polinomios FFp, [x]. De manera andloga, decimos
que f(x) es un polinomio bdsico primitivo si su reduccién médulo p es un polinomio primitivo sobre el
campo [Fp,.

De manera formal, un anillo de Galois es definido como un anillo finito con identidad 1, en el que el
conjunto de sus divisores de cero, afiadiendo el cero, forma un ideal principal, (p1), con p un ntimero
primo. Entiendase por pl la suma del elemento identidad p—veces, es decir, p1 = 14 ---4 1. Sin
embargo, existe una caracterizacién de estos anillos, la cual afirma que cualquier anillo de Galois, R,
con caracteristica p* y cardinalidad p*™, donde p es un ntmero primo y s, m € IN, es isomorfo al
anillo de clases residuales %XZ)))M, donde h(x) es un polinomio ménico bésico irreducible de grado

m con coeficientes en el anillo Z/p3Z y (h(x)) es el ideal del anillo (Z/p*Z)[x] generado por h(x) (c.f.
[Wano3, Teorema 14.6]); es decir:

(Z/p°Z)[x]
R ——
() )
El conjunto de los divisores de cero del anillo %, anadiendo el cero, forman el ideal (p[1 +

(h(x))]), con [1+ (h(x))] la unidad en el anillo. Identificaremos a p[1 + (h(x))] por p+ (h(x)) € %.

Denotaremos a los anillos de Galois de la siguiente manera: GR(p*, m), 6 bien GR(p,s, m), donde
p* es la caracteristica del anillo Z/p*Z y m es el grado del polinomio h(x), con h(x) ménico bésico
irreducible sobre el anillo de enteros médulo p*. Para los elementos del anillo de Galois omitiremos la
notacién de clase residual. Sin embargo, no perdamos de vista que el producto en el anillo GR(p*, m)
es moédulo h(x).

(Z/p°Z)[x]

Sea R el anillo de Galois R = GR(p%,m) = (h(x))

, con h(x) un polinomio ménico bésico
irreducible en Z/p*Z, de grado m:
a) R tiene p*™ elementos y su caracteristica es p®.

b) Cuando m =1, R es el anillo Z/p*Z. Si s = 1, entonces R es isomorfo a una extensién de grado
m del campo finito F, es decir, R = [Fpm.

¢) Cuando s > 1, el anillo de Galois R = GR(p*, m) resulta ser un anillo local, ya que tiene un tinico
ideal maximal, M, cuyos elementos son el cero y sus divisores, mds atn M = (p).

d) Los ideales del anillo R, son de la forma <p1), con 0 < i < s. Ademas, satisfacen la condicién de
cadena finita, puesto que para cada i €{0,1,...,s — 1} se cumple que (p**1) C (p'), es decir:

Oy=(%)cp)yc-(p)c () =R

Por lo que R es un anillo finito de cadena.
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e) El campo residual del anillo R es definido como RF = R/(p). Se puede demostrar que R/(p) = Fpm.

f) Sea n: R — RF, donde p(a) = a+M = @, para cada a € R. La funcién p es el homomorfismo
candnico, también llamada la p—reduccion del anillo de Galois R sobre su campo residual. Dicho
homomorfismo se puede extender al anillo de polinomios con coeficientes en R, de la siguiente

manera:
1: R[z] — RF[z]

n

alz) =TT o) = T pla)z =dla)

g) El conjunto de Teichmiiler, T, del anillo de Galois R, es un conjunto de representantes del campo
residual contenido en el anillo, por lo que [T =p™.

Los elementos de un anillo de Galois, GR(p®, m), poseen dos representaciones. Una de ellas es la
representacion multiplicativa, la cual depende del conjunto de Teichmiiller que se considere y estd dada
de la siguiente forma: para cada a € R, existen tinicos po(a), p1(a),...,ps—1(a) € 7T tales que

a=po(a)+ppi(a)+---+p*'ps1(a). (2)
Esta representacion es también conocida como la representacion p—ddica 6 extension p—ddica de a.

Existe un elemento en GR(p®, m) distinto de cero, v € GR(p®, m), tal que v es la raiz del polinomio
h(x) (c.f [Wano3, Teorema 14.1]) y todo a € GR(p®, m) admite una respresentacion tinica, de la siguiente
manera:

a=ap+av+---+am ™7, (3)

donde ap, ay, ..., am—1 € Ry, con Ry subanillo de GR(p®, m) tal que Ry = Z/p5Z. Esta representaciéon
es la representacion aditiva de los elementos de un anillo de Galois (c.f. [Wano3, Teorema 14.1]). El
isomorfismo entre los anillos Ry y Z/p*Z nos permite establecer la relacién GR(p®, m) = (Z/p3Z)[v],
ya que al anillo de Galois GR(p®, m) es un Z/p5Z—mobdulo.

En el anillo GR(p®*, m) podemos encontrar un elemento w cuyo orden sea p™ — 1, tal que w es
la raiz de un polinomio basico primitivo f(x) € (Z/p°Z)[x] de grado m el cual divide a xP" T
(c.f.[Wano3, Teorema 14.8]). Si con el polinomio f(x) construimos el anillo de Galois GR;(p*, m) =
%, entonces GRq(p®, m) es isomorfo a GR(p®, m), ya que cualesquiera dos anillos de Galois
que tengan la misma cardinalidad y caracteristica, son isomorfos. Es mds conveniente trabajar con el
anillo GR; (p®, m) debido a que la p—reduccién del elemento w, p(w) = W, es un elemento primitivo del
campo residual de GRy(p®, m), Fpm, es decir, Fpm \ {0} = (@). Asi que un conjunto de Teichmidiller de
un anillo de Galois GR(p*®, m), puede ser escogido de la siguiente manera:

T={0,1,w,...,wP" 2.

En adelante, cuando hablemos de un anillo de Galois, estaremos pensado en uno de la forma

(Z/p3Z)[x]

GRIP® ™) = =1y

donde f(x) es un polinomio ménico bésico primitivo de grado m tal que f(x) divide xP" ~! —1 en el
anillo (Z/p3Z)[x]. Ya que de esta manera podemos tener control sobre los elementos del conjunto de
Teichmdiller, como se mostré previamente.

1.1.1  Anillo de polinomios

Sean R = GR(p®, m) un anillo de Galois, F el campo residual del anillo R y u el homomorfismo canénico
de R sobre su campo resiudal.

Definicién 1.1. Sean R[z] y Flz] los anillos de polinomios con coeficientes en R y F, respectivamente, y T la
extension del homomorfismo candnico .
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i) Un polinomio f(z) € R[z] es baSico irreducible (primitivo) en el anillo R[z], si f(z) es un polinomio
irreducible (primitivo) en F[z].

i) Dos polinomios, f(z), g(z) € R(zl, son coprimos si y solo si, f(z)R[z] + g(z)R[z] = R[zl.

iii) Sea 1 un ideal de R, decimos que 1 es un ideal primario si 1 # A y ab € 1implica que a € 16 b" € 1 para
algiin 1 € IN.

iv) Sea f(z) € R[z] con f(z) distinto del polinomio cero. Entonces f(z) es un polinomio primario si (f(z)) es
un ideal primario.

Algunos resultados sobre polinomios primarios y coprimos son los siguientes:

Lema 1.1. [Wano3, Lema 14.18] Sean f(z) € Rzl y Ti(f(z)) = f(z). Si f(z) = G'(z), con G(z) un polinomio
irreducible en Flz] y 1 € IN, entonces f(z) es un polinomio primario.

Lema 1.2. [Wano3, Lema 14.19] Sean f(z), g(z) € Rlz]. Entonces f(z) y g(z) son coprimos en R[z] si y sélo si
f(z) y g(z) son coprimos en Flz].

El siguiente Teorema nos proporciona las condiciones bajo las cuales una factorizacién sobre el anillo
R es tinica.

Teorema 1.1. [Wano3, Teorema 14.21] Sea f(z) un polinomio ménico de grado 1 > 1 en R[z]. Entonces:

i) f(z) puede ser factorizado como producto de algunos, digamos r polinomios primarios monicos coprimos
por pares f1(z),f2(z),...,fr(z) sobre R, es decir:

f(z) = f1(2)f2(2) - - - f2(2),
yparacadai=1,2,...,r, Ti(fi(z)) es potencia de algiin polinomio ménico irreducible sobre F[z).

ii) Si f(z) = f1(z)f2(z)---fr(z) = hy(z)ha(z)---he(z) son dos factorizaciones de f(z) en producto de
polinomios ménicos primarios coprimos por pares en R[z], entonces r = t y salvo re-ordenamiento f;(z) =
hi(z) parai=1,2,...,1.

1.1.2  Anillo de Witt W, (IF)

Sea R = GR(pZ, m). A continuacién definiremos el anillo de vectores (truncado) de Witt, W, (IF), ya que
mads adelante enunciaremos algunos resultados importantes cuyas pruebas requieren trabajar con este
anillo. Si se desea mds informacién sobre este anillo se puede consultar [Jac89] [GRLAVHon].

Sea [F = Fpym un campo finito. El anillo de Witt W, (IF) es el producto cartesiano IF x IF dotado con
la suma “++y” y el producto “xyy”, definidos de la siguiente manera:

(x0,%1) +w (Yo,y1) = (So(x0,%1,Y0,Y1),S1(X0,%X1,Y0,Y1))

donde
So(x0,X1,Y0,Y1) = X0 +Yo,
S1(x0,%1,Y0,y1) = (x1 +y1)+h(xo,Yo)
con h(a,b) = %((a—i—b)p —aP —bP) € Qla, b,y

(x0,%1) *w (Yo, y1) = (xoyo, x§y1 +y§x1).

Cuando F es el campo residual del anillo R, es decir, F = R/M, entonces el anillo de Galois R y el
anillo de Witt W, (IF) son isomorfos. El isomorfismo estd dado por:

Y. R = W, (F)
ar (ag,af)

donde a; = p(pi(a)) parai = 0,1, con p el homomorfismo canénico de R en su campo residual y
po(ai), p1(ai) las componentes p—adicas de a. La funcién inversa de ¥ es la siguiente:

y=1. W, (F) - R
1
(bo,b1) — Bo+pB/P

3
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con By, By € T tales que n(Bp) = bo y w(B1) = by, y T es el conjunto de Teichmiiller del anillo de
Galois R.

Recordemos que el conjunto de Teichmiiler, T, del anillo R se puede ver de la forma T = (w) U{0},
donde (@) = F* con @ = p(w) y F* es el grupo multiplicativo del campo residual, FF, del anillo de
Galois R = GR(p?, m). Asi que ¥(T) ={(0,0), (1,0), (@,0),..., (@P"~2,0)} € W,(F).

Del resultado que a continuacién se enuncia (c.f. [LATR11]) se proporciona un esbozo de su demos-
tracién. Ademas, dicho resultado se empleard en los siguientes capitulos.

Proposicion 1.1. Sean a = po(a) +ppi(a),b = po(b) +pp1(b) € R, con pi(a), pi(b) € T, u(pi(a)) =ri(a),
w(pi(b)) = ri(b) parai =0,1. Sea a+b = pp(a+b)+ppi(a+b) con pi(a+b) € Ty u(pi(a+b)) =
ri(a+b) parai=0,1. Entonces

rola+b) = rpo(a)+T1o(b)
ri(a+b) = [r1(a)P +11(b)P —h(ro(a), 1o (b))]/P.

Demostracion. Por el isomorfismo, ¥, que existe entre el anillo de Galois R = GR(pZ, m) y el anillo de
Witt W (IF), donde F es el campo residual de R, sabemos que ¥(a+b) = ¥(a) + ¥(b). Desarrollando
ambos lados obtenemos lo siguiente:

Y(@a+b) = (rola+b),ri(a+b)P)
Y(@)+w¥(b) = (ro(a),T1(a)P)+w (ro(b),T1(b)P)
= (To(a)+To(b) ( )P +11(b)P +h(ro(a), To(b))).

Asi que
ro(a+b) = 71o(a)+1o(b)
ri(a+b)P = ri(a)P +11(b)P +h(ro(a),ro(b)).

1.2 TEORIA DE CODIGOS

Las definiciones y propiedades maés relevantes de la Teoria de Cédigos para cédigos sobre anillos y
campos finitos se presentan a continuacién. Si se desea profundizar en el tema, puede consultarse
[MA78], [Ple89], [BFo2] y [DLPo4].

Sean A un alfabeto finito (para nuestros fines A serd un anillo finito 6 un campo finito), n un entero
positivo y A™ el conjunto de n—adas sobre A.

Definicién 1.2. Sea C un subconjunto no vacio de A™. Entonces C es llamado un cédigo de longitud n sobre
A. Un elemento ¢ € C es llamado palabra-cédigo . Si M es la cardinalidad de C, entonces se dice que C es un
(n, M)-cédigo sobre A.

i) Si A = Fq es un campo finito, entonces A™ = Fg es un IFq—espacio vectorial de dimension n. Un
subespacio € C Fy de dimensién k es llamado un IF q—cédigo lineal

i) Si A = R es un anillo conmutativo finito con unidad, entonces R™ es un R—modulo. Decimos que € C R™
es un R—codigo lineal de longitud n si C es un R— submddulo de R™.

La funcién:
o AT - AT
= (co,C1,--+,Cn—1) = ol(c) = (cn—-1,€0,---,Cn—-2)

(4)

recibe el nombre de corrimiento ciclico. Dado un cédigo € C A™, diremos que € es un A—cddigo ciclico si
o(€) ={o(c):ceC}=2C

Para cualesquiera enteros positivos s y t, sea
@t ASt — ASt

a= (a“)|a(2J|...|a(t>) — 0®t(a) = (0(a(]))|0(a(2))\...Id(am)), 5)
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donde a(V,a(?), ..., alt) € A3, 5 es el corrimiento ciclico como en (4) y “I” representa la concatenacién.
La funcién o®t es llamada un corrimiento cuasi-ciclico . Observemos que cuando t = 1, entonces o®t =g,
es decir, 0®' es un corrimiento ciclico. Un cédigo € C A™ es llamado un cédigo cuasi-ciclico de indice t
si t divideany o®t(€) = €.

1.2.1  Cddigos ciclicos lineales sobre campos finitos

Sea IF4 un campo finito con g = p™, donde p es un nlimero primo y m un entero positivo, y sea n un
entero positivo. Consideremos el anillo de clases polinomiales médulo x™ —1:

]Fq [x]

A= Cm Ty

y definimos

PE, Fg — An
! (6)

c¢=(co,C1,+--,Cn-1) +—>iP]’F1q(c) =coteix+-Fen1x™ XM =1).

Entonces Pft  es un isomorfismo de IF;—espacios vectoriales, llamado la representacién polinomial de los
elementos de IFy en el anillo Ay. Dicha representacion nos permite identificar de manera tnica a los
elementos de un cédigo como clases polinomiales. Por ello, dado un cédigo € C Fy, usaremos C y
TE}q (€) indistintamente.

Un resultado muy util sobre IFq— codigos ciclicos lineales nos dice que: € C Fj; es un Fq— codigo
ciclico lineal de longitud n, si y sélo si, Tﬂ:lq (€) es un ideal del anillo Ay. Dado que A, es un anillo de
ideales principales entonces ‘Pi}q (C) tiene un tnico elemento generador g(x)+1I, con I = (x™ —1), tal
que g(x) es un polinomio ménico de grado mds pequefio en T]}‘q (). Ademas, el polinomio generador
g(x) divide a x™ —1 en Fq[x] y el cédigo C tiene dimensién n — grad(g(x)). Por otro lado, si g(x) =
go+g1x+- -+ gix¥ entonces, go # 0y el coédigo C tiene la siguiente matriz generadora:

go 91 ... g 0 0 0

G = 0 go 91 ... Gk
RPN .0
0 0 dgo 91 ... Ok

El peso de Hamming de un vector u € Fy, denotado por wty(u), es el nlimero de componentes
distintas de cero que tiene u. La distancia de Hamming entre dos vectores u, v € Fg es determinada por
dy(u, v) = wty(u—v). La distancia minima de Hamming d, definida como d = min{dy(u,v): u,v €
C, u # v}, es el tercer pardmetro de un c6digo, es decir, si € C ]F}]1 es un [n, k, d]—cédigo, entonces la
longitud de C es n, € es k—dimensional y d es la distacia minima de Hamming.

1.2.2  Cédigos ciclicos lineales sobre anillos finitos

Sean R un anillo finito conmutativo con unidad, y n un entero positivo. Definimos el anillo R, de la
siguiente manera:
RIx]

(xm—1)°

De manera similar a como se hiz6 en (6), podemos definir la representaciéon polinomial de R™ en el
anillo Ry, como sigue:

Rn =

PRR™ 5 Ry

c=(co,C1,...,Cn_1) = P(c)=co+cix+---+cp_1x"

T x™=1). @)

Es facil demostrar que Pi; es un isomorfismo de R—mddulos. De igual forma, ¢ C R™ es un cédigo
ciclico lineal de longitud n si y s6lo si PI;(C) es un ideal en el anillo R, . En algunas ocasiones, haciendo

5
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abuso de la notacién, sélo escribiremos € para referirnos a la representacié polinomial del c6digo, en
lugar de escribir P (C).

H. Q. Dinh y S. R. Lopez-Permouth, obtuvieron en [DLPo4], la estructura de un cédigo ciclico sobre
un anillo finito de cadena. Ya que los anillos de Galois son anillos finitos de cadena, entonces los
resultados que ellos muestran tambien se satisfacen para cédigos ciclicos sobre anillos de Galois. A
nosotros nos interesan dos de sus resultados, dado que proporcionan el polinomio generador de la
representacién polinomial de un cédigo ciclico.

El teorema que a continuacién enunciamos nos muestra como son los ideales del anillo R, =
R[x]/(x™ — 1) y se emplea para la prueba del Teorema 1.3.

Teorema 1.2. [DLPog4, Teorema 3.2] Asumimos que R es un anillo finito de cadena cuyo ideal maximal es
M = (a); sea t la nilpotencia de a. Sea x™ — 1 = f1f, - - - f una factorizacion de x™ — 1 en Ry [x] en términos de
polinomios mdnicos bdsicos irreducibles y coprimos por pares. Entonces cualquier ideal en el anillo R[x]/(x™ — 1)
es una suma de ideales de la forma <ajﬁ +(x"—=1))donde 0 <j<t,0<i<ry fi = IT fx-

kA1

Teorema 1.3. [DLPog, Teorema 3.4] Sea C un cédigo ciclico lineal de longitud n sobre un anillo finito de cadena
R. Entonces existe una tinica familia de polinomios ménicos coprimos por parejas Fo,Fy,. .., Fy en R[x] tales que
FoF1-- Fe=x"—1yC= (F1,afF,, ..., at " TFy) donde Fy = (x™ —1)/F; = Hk#Fk,pam 1<igt Mis
ain,

t—1

2 (t—i)grad(Fitq)
€] = [R[i=0 .

Nota 1.1. Cuando se trabaja con C como un ideal, nos referimos a su representacion polinomial, la cual es-
td determinada por el isomorfismo que se mostré en (7). Ademds recordemos que cuando decimos que C =
(Fq,aF,...,at" %) nos referimos a las clases polinomiales cuyos representantes son los polinomios £y y
d T eoon2<j<t

El siguiente resultado nos muestra como es el polinomio generador de la representacién polinomial
de un cédigo ciclico definido sobre un anillo finito de cadena.

Teorema 1.4. [DLPog, Teorema 3.6] Sea C un cédigo ciclico de logitud m, con la notacién como en el Teorema
13y F=F1+afy+---+at~"Fy. Entonces € = (F).

Con los teorema previos se prueba lo siguiente:

Teorema 1.5. Sean R = GR(p?, m) y € un R—cddigo ciclico lineal de longitud n, con n. coprimo con p. Entonces
existen A(x),B(x), C(x) € RIx] polinomios ménicos coprimos por pares tales que x™ —1 = A(x)B(x)C(x) y
C=(AX)(B(x)+p)) en Rn = R[x]/(x™ —1).

Demostracion. Sabemos que todo anillo de Galois es un anillo finito de cadena donde el ideal maximal
es (p) y en particular, en el anillo R = GR(p?, m) se tiene que p2 =0. Asi que por el Teorema 1.3 existen
polinomios moénicos coprimos por pares A(x),B(x), C(x) € R[x] tales que x™ —1 = A(x)B(x)C(x) y
€ = (C(x),pB(x)) € R, donde B(x) = A(x)C(x) y C(x) = A(x)B(x). Més atn, por el Teorema 1.4,
podemos considerar que C = (C(x) +pB(x)). Sea D = (G(x)) con G(x) = A(x)(B(x) + p), deseamos
probar que € = D. Para ello primero probemos la inclusién D C €. Dado que B(x) y C(x) son coprimos,
exiten U(x),V(x) € R[x] tales que U(x)B(x) + V(x)C(x) = 1, haciendo reduccién médulo (x™ —1) y
mulplicando por la clase polinomial pA(x) ambos lados tenemos que,

PU(X)A(x)B(x) +pV(x)A(x)C(x) = pA(x) modd (x™ —1). 8)

Sumando A(x)B(x) méd (x™ — 1) en ambos lados se tiene que,

A(X)B(x) +pA(x) = A(X)B(x)+pU(x)A(x)B(x) +pV(x)A(x)C(x) moéd (x™ —1)
= (1+pUX)AMX)B(x) +pV(x)A(x)C(x) moéd (x™ —1)
= (T4+pUx)CHx) +pV(x)B(x) méd (x™ —1).

W>
m
()
Il

Asi, en Ry, se cumple G(x) = (1 +pU(x))C(x) + V(x)pB(x), donde (1 +pU(x))C(x) +pV(x)
(C(x),pB(x)), por lo que D C €.
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Por otro lado, dado que x™ —1 = A(x)B(x)C(x) en R[x], entonces C(x)G(x) = C(x)A(x)(B(x) +p) =
A(x)B(x)C(x) +pA(x)C(x), asi que

C(x)G(x) =pB(x) mod (x™—1). (9)

Ademas pG(x) = p(A(x)B(x) + pA(x)) = pA(x)B(x), por lo que

pG(x) =pC(x) moéd (x™—1). (10)
De (9) y (10) se tiene que pB(x),pC(x) € D, luego, pU(x)A(x)B(x) y pV(x)A(x)C(x) son elementos de
D. Asi que por (8) se tiene que pA(x) € D. Como C(x) = A(x)B(x) = G(x) —pA(x), entonces C(x) € D.
Por lo tanto C(x) + pB(x) € D yasiCC D. O

En [LATR12] se puede consultar una version del Teorema 1.5 para anillos finitos de cadena de indice
de nilpotencia 2.

Observacién 1.1. Si el polinomio generador de un GR(p?, m)—cédigo ciclico lineal es como en el Teorema 1.5,
se tienen los siguientes casos:

i) Si C(x) =1 entonces G(x) = pA(x).
ii) Si A(x) =1 entonces G(x) = B(x) +p.

Cuando G(x) = pA(x), la imagen de Gray del cédigo ciclico lineal generado por G(x), es ciclica
lineal sobre IFpm, y su polinomio generador es de la forma Ax)(xr=1pP"-1 ¢ Fpm[x], con Ax) la
p—reduccién de A(x) (c.f. [LA13, Teorema 5.5]). En el capitulo 3 se muestra el comportamiento de las
imédgenes de Gray de cédigos ciclicos lineales, cuando su polinomio generador es G(x) = B(x) +p.

7






2 IMAGENES DE GRAY DE R—CODIGOS
LINEALES

Este capitulo tiene como objetivo principal mostrar como estd definida la funcién de Gray sobre anillos
de Galois de indice de nilpotencia 2. Ademds, se enuncian algunas propiedades importantes de la
funcién de Gray. Por ultimo, estudiaremos algunos resultados del articulo [Wolo1], donde se analiza la
estructura de las imdgenes de Gray de cédigos ciclicos lineales sobre el anillo Z./47Z.

En este capitulo R es un anillo de Galois de indice de nilpotencia 2, es decir, R = GR(pZ, m) a menos
que se especifique otra cosa.

2.1 LA FUNCION DE GRAY

Comenzamos definiendo el producto de Kronecker expandido de derecha a izquierda.
Definicién 2.1. Sean k,1 € N, x = (xo,X1, -+ ,Xk_1) € R¥ yy=(yo, Y1, -, y1—1) € RL, el producto de
Kronecker de x con y estd definido como:

x®y = (x1ylx2yl... xny), (11)

donde “|” representa la concatenacion.
El producto x ® y tiene k1 entradas.

El producto de Kronecker expandido de izquiera a derecha se define de la siguiente manera:

Xy = (xy1lxyzl...Ixyn),

con x y y como en la Definicién 2.1. Sin embargo nosotros trabajaremos con el producto expandido de
derecha a izquierda.
Algunas de las propiedades que posee el producto de Kronecker se enuncian en el siguiente lema.

Lema 2.1. Sean X,Y,Z, X4, X, € R™ y o € R. El producto de Kronecker definido como en (11) satisface las
siguientes propiedades::

) X®(Y+Z)=XRY+XR®LZ,
i) X+Y)RZ=X®Z+Y®Z,
i) aX®Y) = (aX)®Y =X® («Y),
v) (XX)@Y=X:2YX,®Y).

No es dificil verificar las propiedades exhibidas en el Lema 2.1, ya que estas dependen tinicamente
de la aplicacién correcta de la definicién del producto de Kronecker.

Sea [Fq el campo residual del anillo R. Denotamos por C, € F{ al vector que enlista a todos los
elementos de Fq y por C; = 14 € FF{ al vector cuyas entradas son todas iguales a 1. Ambos vectores
son de longitud q =p™, es decir, Cy, C; € IFgm.

Sean T C R el conjunto de Teichmiiller del anillo y A = (ap,ay,...,an_1) un elemento de R™.
Con la representacion p—adica de los elementos del anillo R podemos definir una “extensién” de la
representacion p—ddica para los elementos del R—moédulo R™ de la siguiente manera:

A =po(A) +pp1(A), (12)
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donde para k = 0,1, pi(A) = (pi(ao), prlar), .., plan_1)) y polas), pi(a;) son las componentes de
la representacién p—adica de cada a; coni =0,...,n—1, es decir, a; = po(ai) + pp1(ai). Notemos
que pi(A) € T, ya que po(ai), p1(ai) € 7. Sustituyendo pp(A) y po(A) en (12) tenemos que

A = (polag),polar),...,polan—1)) +plpilag), prlar), ..., p1lan—1)), (13)

Sea p el homormofismo canénico del anillo R en su campo residual. Denotamos a p(pk(ai)) por
Tk(ai) paracadai=0,...,n—1yk=0,1(u(px(ai)) = rk(ai)). Yaque px(A) = (pk(ao), px(a), ..., pxlan—1))
entonces 1y (A) = (1k(ap), Tk(ar),...,Tk(an—1)) parak =0, 1.

Definicién 2.2. La funcion de Gray sobre R™ estd dada por:
O:R" — ]ng
(14)
A— CoR19(A)+CyT11(A)
donde A = (ap,...,an—1) € R™y “®" es el producto de Kronecker definido en (11).

Definimos el peso homogéneo en R de la siguiente manera (c.f.[GS99]):

(q—1), siaecR\(p),
wip(a) = q, siae€ <p>/ (15)

0, de otro modo,
con g =p™. El peso homogéneo de los elementos de R™ estd dado por:
Wtn(A) =wtp(ao) +witn(ar) +--- +wtp(an—1), (16)

donde A = (ap,aj,...,an—1) € R™

El peso homogéneo en R™, wty,, induce la métrica dy, (A, B) = wty, (A —B) en R™. En el Capitulo 1 se
definio la distancia de Hamming, dyy, que es una métrica en Fq? (q = p™). La funcién de Gray posee
una propiedad que relaciona estds dos métricas, tal como lo establece el siguiente resultado:

Teorema 2.1. [GS99, Teorema 1.1] La funcién de Gray es una isometria inyectiva entre (R™, dy,) y (ngn, dny).

Otras propiedades de la funcién de Gray son las que se enuncian en la siguiente proposiciéon.

Proposicion 2.1. [LATR11] Sean A = po(A) +pp1(A) y B = po(B) + pp1(B) elementos cualesquiera de R™.
Entonces:

@(pB) (ro(B),10(B),...,T0(B))
O(A+pB) = O(A)+D(pB),

donde p(po(B)) = ro(B).

Demostracion. Notemos que pB = p(po(B) +pp1(B)) = ppo(B), es decir po(pB) = Oxn y p1(pB) =
po(B), donde Oxn € T™ C R™ es la n—ada cuyas entradas son todas iguales a 0. Entonces

®(pB) = Co®1o(pB)+C,@11(pB)
= Co®O0py +Ci®@10(B),

pero Co ® Oy = Opna y Cs®70(B) = (vo(B),...,m0(B)) € Fq? pues C; € F{ es el vector cuyas entradas
son todas iguales a 1. Por lo tanto @ (pB) = (1o(B),...1o(B)).

La prueba de la segunda igualdad es un poco mads elaborada. A continuacién mostramos un esbozo
de su prueba. Primero debemos probar con ayuda de la Proposicién 1.1 que 19(A +pB) = 1o(A) y
T1(A+pB) =71(A) +10(B), despues aplicamos la funcién de Gray a A + pB, y sustituimos o (A + pB)
y 71 (A +pB), obteniendo lo siguiente:

O(A+pB) =Co®T10(A) +Cy @ (r1(A) +10(B)),
desarrollando el lado derecho de la igualdad tenemos que
O(A+pB) = (Co®@10(A) +Cr®11(A)) +CL®@710(B),

por lo que ®(A +pB) = ®(A) + O(pB). O
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A continuacién se introduce un poco de notacién que se empleard en los siguientes resultados:
e A=(ap,ay,...,an_1), B=(bg,b1,...,br_1) son elementos de R™,
o paracadaie{0,...,n—1}, a; = po(ai) +ppi(ai) € R es la expansién p-adica de aj,
e mrlai) = plpk(ai)) conk =0,1,
° pk(A) = (pxlao), pxlar),...,prlan—1)) y rk(A) = (rr(ao), rk(ar),...,7k(an—1)) parak =0, 1.
Tambien consideremos lo anterior para B,A+By A +pB.

1
Sean 0(ai, bi) = r1(ai) +71(by) — [r1(ai)? +11(by)? —h(ro(ai), ro(bi))I?, donde h(ro(ai), To(bi))
es como se defini6 en la Seccién 1.1.2, ©(ai, bi) € Ty w(O(ay, by)) = 0(ay, bi) € Fpm tales que:

Proposicién 2.2. [LATR11] Sea @ la funcién de Gray en R™ introducida anteriormente en (2.2). Con la notacién
anterior para elementos cualesquiera A = (ap,...,an—1),B = (bo,...,bn_1) € R™ se tiene que:

®(A)+ ®(B) — (A +B) = @(pO(A, B)), (17)
donde
G)(ArB) = (®(a01b0)/'~'r®(an71/bn71)) € an
e(A/B) = (e(aO/bO)r- . -/e(an—1/bn—1 )) S ]F‘Em/ y
©(pO(A,B)) = (6(A,B),...,0(A,B)).

Demostracion. Para demostrar (17) se requiere desarrollar el lado izquierdo de la igualdad,

OA)+D(B)—DPA+B) = (CoR19(A)+C;®11(A))+(Co®T19(B)+Cy®711(B))
—(Co®19(A+B)+C,®171(A+B))
= (Co® (ro(A) +710(B)) +Cy® (r1(A) +71(B))
—Co®@190(A+B)—C;®@T11(A+B)).

Extendiendo los resultados de la Proposicién 1.1 a A y B podemos decir que 1o(A +B) = 1o(A) +10(B)
y T1(A+B) = [r1(A)P +71(B)P —h(ro(A),7o(B))]'/P donde

(AP = (r1(ag)?,r1(a1)?,...,11(an—1)P) (andlogo para r1(B)P) y
h(ro(A),7o(B)) = (h(rolag),To(b)),..., h(ro(lan—1),To(brn-1))).

Por lo que, la entrada i—ésima de la n—ada [ry(A)P +1¢(B)P — h(ro(A),10(B))]/P es:
[r1(ai)P +71(b3)P —h(rolay), To(by)]/P.
Sustituyendo 19(A + B) y 11 (A + B) y asociando de manera adecuada, se sigue que :

B))I'/P)

®(A)+D(B)—DO(A+B) /(
P,

C:®(r1(A)+11(B) = [r1(A)P +71(B)P —h(ro(A), 10
= 11(A)+711(B) = [r1(A)P +711(B)P —h(ro(A),70(B))]!

Notemos que la i—ésima entrada de la n—ada r1(A) + 17 (B) — [r1 (A)P +11(B)P — h(ro(A),1o(B))]"/P

es:
r1(ay) +71(bi) — [r1(ai)P +711(ai)P —h(rolai), 1o (bi))]"/P = 0(ay, by).

De ahi que, 71 (A) +11(B) — [r1 (A)P +11(B)P — h(ro(A),10(B))]'/P = 0(A, B). Por lo tanto,
O(A)+D(B)—D(A+B) =0(A,B) = O(pO(A,B)).
O

El siguiente teorema nos da las condiciones necesarias y suficientes para que la imagen de un
R—coédigo lineal sea IF,,m —lineal.

1"
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Teorema 2.2. Sea C un R—cddigo lineal de longitud n y sea ® la funcion de Gray en R™. Entonces ®(C) es un
Fpm—cddigo lineal siy solo si p@(A,B) € C para toda A, B € C.

En la prueba del teorema emplearemos la notacién A para denotar a los elementos del espacio
vectorial IFpm.

Demostracion. Saen U,V € R™. Por la Proposicién 2.2 sabemos que ®(U) + ®(V) = O(U+ V) +
®(pO(U, V)) y por la Proposicién 2.1 se sigue que

OU)+ (V) =0(U+V+pO(U,V)). (18)

Supongamos que ®(C) es Fym—lineal. Sean A,B € €, entonces ®(A), ®(B) ®(C). Mds aun, por
hipétesis, ®(A) + ®(B) € ©(C), asi que por (18), P(A + B+ pO(A,B)) € ®(C). De ahi que, A+ B+
PO(A,B) € €. Como € es R—lineal, entonces pO(A,B) € C.

Ahora, supongamos que para cualesquiera A, B € C se cumple que pO(A,B) € C. Sean A,B € ¢(C)
y « € Fpym. Dado que A,B € ®(C), existen A,B € C tales que ®(A) = Ay ®(B) = B € ®(C). Por
hipétesis tenemos que pO(A, B) € €y como € es R—lineal, entonces A + B +p©(A,B) € €. Por lo que
O(A+B+pO(A,B)) € @(C). Asi que ®(A) + ®(B) € O(C) (por (18)). Por otro lado, ya que o« € Fpm
entonces o« = 0 6 & € Fm. Si &« = 0 hemos terminado, pero si « € Fym = () entonces existe
s€1{0,1,...,p™ —2} tal que 0 = @* donde w = p(w) con w € R de tal forma que T = (w) U{0}. Ya
sabemos que para A € @(C) existe A € C tal que ®(A) = A. Entonces

GA — WD(A)
W3 (Co®@10(A) +Cy®171(A))
= CoRwry(A)+Cwsr(A),

donde
@°ri(A) = (@°ri(ag), ..., @°ri(an—1)),

parai =0, 1. Pero, recordemos que para cada j € {0,1,...,n—1}, 7i(q;) = u(pi(aj)), asi que W*r;i(q;) =
ww®)ulpila;)) = ulwspi(aj)), coni=0,Tyj=0,1,...,n—1. Dado que, w® € Ty pi(a;) € T =
(w) U{0}, entonces w®pi(a;) € T para cada iy cada j. Sea B = (w®ap, w*ay,...,wan_1) = wsA,
como A € Cy € es R—lineal, se sigue que B = w®A € €. Por lo que ®(B) € ®(C), y por la construccién
de B se cumple que 7{(B) = ari(A). Por lo que @®(B) = a®(A) = xA € O(C). Por lo tanto ®(C) es
Fpm—lineal. O

2.2.1  Permutacion de Nechaev

Al estudiar las imédgenes de Gray de R—cddigos ciclicos una permutacion que suele destacar, es la
permutacion de Nechaev, ya que en algunos casos, las imdgenes de Gray de ciertos cédigos ciclicos
se vuelve ciclica bajo esta permutaciéon. Es por eso que a conitnuacién damos la definicién de esta
permutacion.

Sean n € N tal que (n,p) = 1y n’ su inverso médulo p, es decir, nn’ = 1 mdéd p. Ademds, sea
q=p™.
Definicién 2.3. Sea 7 la permutacién definida sobre {0,1,...,nq— 1}

Vu: 0Sup—TyWw: un<v< (u+1)n—1

n(v) = ((vn' —u)pn+v)np ,
donde (e)y, denota la reduccién moédulo p y (e)np denota la reduccién médulo np.
Se define la permutacion global de Nechaev T en Fg9, con g =p™, como

M(co, €1, €, €nq—1) = (Cx(0), Cr(1)r -+ Cre(v)s -+ s Cr(nq—1))-

Sin embargo, como se muestra en los ejemplos que se implementaron en MAGMA, para el tipo de
codigos ciclicos lineales que trabajaremos en el Capiutlo 3 la permutacién de Nechaev no aporta infor-
macion extra.
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2.3 IMAGENES DE GRAY DE UN Z/4Z-cODIGO CiCLICO LINEAL

Jacques Wolfman en [Wolo1] determina como son todos los Z/4Z—cédigos ciclicos de longitud impar,
tales que sus imagenes bajo la funcién de Gray son cédigos ciclicos lineales. Estudiar y comprender
los resultados que este articulo exhibe nos brind6é un primer acercamiento al comportamiento de la
funcién de Gray sobre anillos de Galois de la forma GR(pZ,m), donde, para Z/4Z,p =2y m = 1.
Es por ello que a continuacién se muestran los resultados que, para nuestros fines, resultaron mas
relevantes.

En esta seccion R denotard el anillo de enteros médulo 4, es decir R = Z/4Z y n serd un entero
positivo coprimo con 2.

o Elideal maximal de R es (2).

e El campo residual del anillo R es isomorfo a IF, = {0, 1}.

El conjunto de Teichmiiller del anillo R, con el que trabajaremos, es T = {0, 1}.

Sea It el homomorfismo canénico de R[x] en F,[x]. Entonces a las imagenes bajo dicho homomor-
fismo las denotaremos por A(x) € F[x], con A(x) € R[x]. Mds atin, a los elementos del anillo de
polinomios IF; [x], los denotaremos con una barra superior, es decir F(x) € F,[x].

Definimos el anillo de clases residuales

Rix]

Rn= oy

Para referirnos a los elementos del anillo R, denotaremos a F(x) + (x™ — 1) por F(x) + I}, donde I} es
el ideal (x™ — 1) en el anillo R[x].
Y para los elementos del anillo
IF; [x]

Fon = —20
2n (in_1)

la notacién que emplearemos serd de la forma F(x) + (x2" —1) = F(x) + I%“ donde I%“ hace referencia
al ideal generado por el polinomio x2™ — 1 sobre el anillo FF[x] y F(x) € Fy[x].

Sea A un anillo conmutativo. Si U = (up,uy,...,ut_1) y V.= (vo,v1,...,v¢_1) son dos elementos
en At con t € N, entonces
UxV = (uvo, wvy, ..., Ut 1ve_1). (19)

Similarmente, para dos polinomios en A[x], tenemos que

t—1 t—1 t—1
< s W) . ( Zw&) Y w (20)
i=0 i=0 i=0

Si Uy V son dos subconjuntos de A' entonces

UxV={UxV|[UeclU, VeV

En los siguientes dos resultados omitiremos la notacién de clase residual para los elementos de los
anillos Rn y Fo[x]/(x™ —1). Dengtando a los elementos de Ry, de la forma F(x) + (x™ —1) :=F(x),y a
los del anillo F,[x]/(x™ — 1) por F(x) + (x™ —1) = F(x).

Observacion 2.1. Sea a € R = Z/4Z, sabemos que a = po(a) + 2p1(a), donde po(a), p1(a) € T ={0,1}
Entonces p(a) = p(po(a)+2p1(a)) = nlpola)), es decir u(a) = w(po(a)). Por lo que si tomamos F(x) € R[x],

= n—1 .
se sigue que F(x) = [(F(x)) = ®(po (F(x)) +2p1 (F(x))) donde p;(F(x)) = ‘Zo pj(fi)x" paraj =0, 1.
1=
Proposicién 2.3. [Wolo1, Proposicion 1]

i) SiU(x) € Ry entonces 2U(x) = 2p0(U(x)) en Rn.

13
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i) SiU(x), V(x) € Fa[x]/(x™ — 1), entonces 2po(U(x)) = 2po(V(x)) en Ry implica que U(x) = V(x).
iii) SiU(x) € Ry entonces 2U(x)) = (2po(U(x))).

Demostracion. i) SeaU(x) € Ry, con U(x Z uixt, paracada 0 <i<n—1,u; = po(ui) +2p71(wy)
con po(ui)p1(uy) € 7. Entonces 2u; = 2po(u1) en R, por lo que

n—1 n—1

2U(x) = ) 2po(wi)x' =2 ) polui)x' =2po(U(x)).
i=0 i=0

i) Sean U(x),V(x) € Falxl/(x™ — 1), con T(x) = 5wt y Vix) = |5 wext8i 200(U(x)) =
i 1=0

i=0
2p0(V(x)), entonces para cadai € {0,1,...,n— 1} se cumple que 2u; = 2v;. Por lo que 2u; —2v; =
0 méd 4. Entonces 2(u; —vyi) = 4k; para algun k; € Z. De ahi que uj —v; = 2kq y asi, uj = v
en [F,, es decir, Ty = v;. Por lo tanto U(x) = V(x) en F,[x]/(x™ —1).

iii) Sea U(x) € Rn. Del inciso i) tenemos que 2U(x) = 2po(U(x)). Asi que (2U(x)) = (2p(U(x))).
O]

Proposicién 2.4. [Wolo1, Proposicion 6] Si G(x) = A(x)(B(x) + 2) es el polinomio generador de un cédigo
ciclico lineal sobre R de longitud impar n, entonces

PR(C) N 2Ry = (2A(X)),
donde 2R = {2F(x) |F(x) € Rn}y A(x)B(x)C(x) = x™ — 1 en R[x].

Demostracion. SiU(x) € Pi(€)N2Ry, entonces U(x) = G(x)T(x) y U(x) = 2S(x) para algunos T(x), S(x)
€ Rn,asique U(x) —G(x)T(x), U(x) —2S(x) € (x™ —1). Como grad(U(x) —G(x)T(x)) < ny grad(U(x) —
2S(x)) < n, entonces U(x) — G(x)T(x) =0y U(x) —2S(x) = 0. Por lo que

U(x) = G(x)T(x) y U(x) = 25(x). (21)

Ya que C(x) es un polinomio ménico, entonces podemos dividir a T(x) por C(x) en R[x]. Asi que
existen Q(x),R(x) € RI[x] tales que T(x) = Q(x)C(x) + R(x) con grad(R(x)) < grad(C(x)) 6 R(x) = 0.
Sustituyendo G(x) y T(x) en (21) se sigue que

Ux) = (AX)B(x)+2A(x))(Q(x)C(x) +R(x))
= Q)™ =1 +R(x)A(X)B(x) + 2AX)[Q(x)C(x) + R(x)].

Sean D(x) = R(x)A(x)B(x) y H(x) = A(x)[Q(x)C(x) + R(x)], entonces U(x) = Q(x)(x™ — 1)+ D(x) +
2H(x). Dado que U(x) = 25(x), tenemos que

Qx)(x™ —=1)+D(x) +2H(x) —2S(x) =0,
todo esto en R[x]. Aplicando [ en ambos lados, se cumple que
Q(x)(x™—=1)+D(x) =0.
Entonces A(x)B(x)R(x) = Q(x)(x™ — 1) en [F»[x], es decir, A(x)B(x)R(x) € (x™ —1). Como grad(R(x)) <

grad(C(x)) entonces grad(D(x)) < m, asi que A(x)B(x)R(x) = 0 en F;[x]. Recordemos que A(x) y

B(x) dividen a x™ —1 en R[x], por lo que A(x) y B(x) son distintos de cero. Asi que A(x)B(x) # 0y
A(x)B(x)R(x) = 0. Dado que IF;[x] es un dominio entero entonces R(x) = 0. Por lo que, en R,,, se sigue
que R(x) € (2) = {2F(x) |F(x) € R} C R[x]. De ahi que R(x) = 2K(x) para algtn K(x) € R][x]. Asi que
D(x) = 2K(x)A(x)B(x). Entonces U(x) = Q(x)(x™ — 1) + 2K(x)A(x)B(x) + 2H(x). Por lo que

Ux) = 2AK)(K(x)B(x)) +2A(x)(Q(x)C(x) — R(x))
= 2A(x)IK(x)B(x) +Q(x)C(x) — R(x)]
€ < xJ).

Por lo tanto U(x) € (2A(x)). Asi, Ply N 2Rn C (2A(x)).
Para probar la otra inclusiéon observemos que (2A(x)) C Pk (€C) (ver prueba del Teorema 1.5) y
(2A(x)) C 2Ry, por lo que (2A(x)) € PH(C) N2Ry,. O
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La funcién:

v: R — R
(22)
c=(co,C1,.-.,cno1) = 0(c) = (—Cn—1,C0,-.-,Cn—2)
es llamada nega-corrimiento ciclico . Un c6digo € C R™ se dice negaciclico si v(C) = C.
La funcién de Gray sobre R™ es:
®: R™ - F3" 23)
2
A—Co19(A)+CyoT11(A), 3
donde C, = (0,1) € ]F% yC,=(1,1) ¢ ]F% Por lo que
Coaro(A)+Cem(A) = (0,1)@ro(A)+(1,1)@r(A)
= (opp,mo(A)) + (r1(A),m1(A))
= (r(A),ro(A) +11(A)).
De ahi que para cualquier elemento A € R™ su imagen bajo la funcién de Gray es de la forma:
O(A) = (r1(A),ro(A) +11(A)) (24)

J. Wolfmann en la [Wolo1, Proposicién 8], enuncia las siguientes propiedades de la funcién de Gray:

D(2A) = (ro(A),T0(A)),

®(A +2B) = B(A) + O(pB). (25)
Observemos que en la Proposicion 2.1 dichas propiedades son generalizadas.
Por otro lado, definimos sobre el conjunto {0, 1, ...,2n — 1} la siguiente permutacioén:
n=(1,n+1)3,n+3) - 2i+1,n+2i+1)---(n—2,2n—2). (26)

Haciendo los célculos pertinentes se puede comprobar que esta permutacién es un caso particular,
cuando q = 2, de la permutacién dada en la Definicién 2.3. Con ella se define la permutaciéon de
Nechaev sobre R2™,

M(ag,a1,...,a2n-1) = (Qx(0), Ax(1)s+ -+, Cr(2n—1)) (27)

=(ap,an+1,02,-++,02n-2,0n—1,0n, A1, 0nt2, ..., 0n_2,02n_1).

La funcién de Nechaev-Gray es la funcién ¥: R™ — F3™ definida por ¥ = TT®, donde TT es la permuta-
cién de Nechaev y @ es la funcién de Gray.

Dado que existe un isormorfismo entre Ry, y R™, el cual es PT (ver (7)), y uno entre F3™ y 55, que
estd denotado por iP]zF;‘ (ver (6)), podemos tener la representacion polinomial de la funcién de Gray y
de la funcién de Nechaev-Gray, la cuales son:

1

4

Dp = PEIO(PR)
Yo = PEIW(PR) .

A partir de ahora € serd un R—cédigo ciclico lineal de longitud impar n, a menos que se diga otra
cosa.

Dado que R es un anillo de Galois de indice de nilpotencia 2, entonces por el Teorema 1.5 existen po-
linomios ménicos bdsicos coprimos por pares A(x), B(x), C(x) € R[x] tales que x™ — 1 = A(x)B(x)C(x)
y €= (A(x)(B(x) +2)+™).

Un resultado que J. Wolfmann prueba y que atrae nuestra atencién, nos muestra que la imagen de
un cédigo ciclico (no necesariamente lineal) bajo la funcién de Nechaev-Gray es ciclica.

Teorema 2.3. [Wolo1, Teorema 14]

15
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i) ®(C) es un cédigo ciclico si y sélo si C es negaciclico.
it) W(€) es un cddigo ciclico si y sélo si C es un cédigo ciclico.

En este primer teorema la permutacién de Nechaev es relevante y se seguird viendo su importancia
en los siguientes resultados.

El siguiente teorema afirma que la imagen bajo la funcién de Nechaev-Gray de un R—cédigo ciclico
lineal estd contenida en un IF;—cédigo ciclico lineal de longitud 2n, no trivial, y la prueba de dicho
resultado puede consultarse en [Wolo1].

Teorema 2.4. [Wolo1, Teorema 15] La representacion polinomial de W(C) es un subconjunto del cédigo ciclico
lineal de longitud 2n generado por A(x)B(x) + I%“.

La siguiente proposiciéon nos da una condicién para la linealidad de @ (C).

Proposicién 2.5. [Wolo1, Proposicion 16] ®(C) es un Fa—cédigo lineal si y solo si (A(x)B(x) 4+ I¥) = (A(x)B(x) +
1) C (A(x) +1%), donde 1% es el ideal principal generado por x™ — 1 en el anillo 5 [x].

La prueba de estd proposicién se puede consultar en la referencia mencionada y parte fundamental
de dicha prueba es un teorema que Hammons et. al probaron en [HKC"94]. Dicho teorema toma
relevancia para nosotros pues da condiciones necesarias y suficientes para que la imagen bajo la funcién
de Gray de un c6digo cuaternario sea lineal. Ademas resulta ser un caso particular del Teorema 2.2.

Teorema 2.5. [HKC " 94, Teorema 5] La imagen binaria, ®(C), de un cdédigo lineal cuaternario C es lineal si y
sélo si
A,BecC= 2p0(A)xp1(A) €C.

Demostracion. En la siguiente tabla se muestran las representaciones 2—adicas de los elementos del
anillo R.

c | polc) pile) Tole)+1i(c)
o] o 0 0
1] 1 0 1
2| o 1 1
31 1 0

Tabla 1: Representacién 2—adica de los elementos de R

Con apoyo de la tabla se puede probar que para cada a,b € R

rola+b) =71o(a) +1o(b),

(28)
ri(a+b) =ri(a)+71(b) +71(2po(a)po(b)).

Recordemos que ri(a),ri(b) € Fy parai = 0,1, por lo que las sumas se hacen reduccién médulo 2
Las igualdades mostradas en (28 ) se pueden extender de manera que para cualesquiera A,B € R™ se
cumple lo siguiente:

To(A+B) =1o(A) +1o(B),

_ (29)
T1(A+B) =71(A) +71(B) +71(2po(A) x po(B)),

donde x es el producto que se defini6 en (19). Luego,

O(A)+@(B)+D(A+B) = (r1(A),10(A)+71(A))+ (r1(B),mo(B) +711(B))+
(r1(A+B), rO(A+B)+T‘1 (A+B))
= (r1(A)+71(B),7o(A) +71(A) +10(B) +171(B))+
(T1(A) +71(B) +711(2p0(A) * po(B)), 0 (A) + 10 (B)+
( )
1

0 )

T1(A) +11(B) +11(2po(A) * po(B)))
= (T1(2po(A) * po(B)), T1(2p0(A) * po(B))).
Por otro lado, sea C = 2pp(A) * po(B) € R™. Observemos que para cada i € {0,1,.. —1}, ¢4 =
200(ai)polby) y dado que polay), polbi) € T — (0,1), entonces 2pp(a)po(bi) € (0,2}, Ast que, con
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apoyo de la Tabla 1, se puede probar que po(ci) = 0, por lo que To(ci) = 0. De ahi que 19(C) = O]Frzx.

Entonces
O(C) = (ri(C),ro(C) +71(C))
= (m(C),m(C)
@(2p0(A) *xpo(B)) = (r1(2po(A) * po(B)), 11(2po(A) * po(B))).
De lo anterior se sigue que
©(A)+ ®(B) + ®(A +B) = D(2po(A) * po(B)). (30)

Supongamos que ®(C) es lineal. Sean A,B € €, dado que C es lineal, entonces A+ B € C. Por lo
que ©(A) + O(B) + ®(A+B) € O(C). Por (30) se cumple que ®(2pp(A) * po(B)) € ®(€) y por lo tanto
2p0(A) * po(B) € C.

Ahora supongamos que 2po(A) * po(B) € C para cualesquiera A,B € C. Sean A, B € ®(C), entonces
existen A, B € C tales que ®(A) = A y ®(B) = B. Por (25) y (30) se obtiene que

O(A) + @ (B) = ©(A+ B+ (2p0(A) * po(B))).

Por hipétesis 2po(A) * pp(B) € €, asi que A+ B+ (2pp(A) * po(B)) € @(C). Por lo que su imagen bajo

la funcién de Gray es un elemento de ®C. Por lo tanto ®(A) + ®(B) € ©(C). Asi A+ B € ®(C), es decir,

D (C) es lineal. O

Observemos que en la la Proposicién 2.2 se da una generalizacién del resultado que se muestra en
(30)-

Como se mencioné antes, la permutacién de Nechaev arroja informacién valiosa cuando se aplica
a las imagenes de Gray de un cédigo. En este caso, cuando R = Z/4Z, el resultado de aplicar dicha
permutacion a las imdgenes de un R—cdédigo ciclico lineal nos da un F;—cédigo ciclico lineal de
longitud 2n, tal como se muestra en el siguiente teorema y su prueba se puede consultar en la referencia
indicada.

Teorema 2.6. [Wolo1, Teorema 17] Si W(C) es un cédigo lineal, entonces W(C) es el cédigo ciclico lineal de
longitud 2n generado por A(x)?B(x) + I3™.

Los teoremas que se muestran mds adelante nos proporcionan todos los cédigos ciclicos lineales
sobre R de longitud impar tales que sus imagenes bajo la funcién de Gray son F;—cddigos ciclicos
lineales. Para la prueba de dichos resultados haremos uso de la transformada de Mattson-Solomon (6
bien, polinomio de Mattson-Solomon), la cual estd determinada de la siguiente manera:

Sean n impar, F,+ el campo de descomposicién de x™ — 1 sobre F, y 3 una n—ésima raiz primitiva
de la unidad en [F,:. La transformada (polinomio) de Mattson-Solomon es la transformacién biyectiva

T de (Fy[x]/(x™ —1),+,-) en (Fy[x]/(x™ —1),+,%), donde * es el producto que se defini6 en (20),

tal que, si U(x) € F,t[x] es la representacién polinomial de U € FJ;, entonces la transformada de
Mattson-Solomon es

T(U() + (x"=1)) = i Upx™ 4+ (XM =1,

donde cada Uy, = U(B*). Por propiedades de la transformada se cumple que

n—1

TUX) + (M =1)) = ) U jx*+(x"—1),
k=0

donde U_j = U(B¥). Asi que podemos escribir dicha transformada como

Ux) + (x" =1) = T(U) + (™ =1)) = ) URF)x*+ (x™ = 1), (1)

17
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n—1 .
es decir, nU(x) + (x™ —1) = Y} U(B')x'+ (x™ —1). Observemos que nU(x) = U(x) € F,[x], pues n es
1=0
impar, por lo que
Ux)+x"=1) =T "(UKx)+ ZU x4+ (™M —1).

La propiedad que mas nos interesa de esta transformada es la siguiente: Sean U(x), V(x) € F,[x],
entonces

TURVE) + (XM =1)) = T(URK) + (x" = 1))+ (T(V(x) + (x™ = 1)), (32)
De manera anéloga, para T~ tenemos que
T (UG« V) + (M= 1)) = T UG + (< = 1T (V) + (= 1))). (33)

Definicion 2.4. Sea U(x) un divisor de x™ — 1 en F,[x] con n impar y sea B una n—ésima raiz primitiva de la
unidad sobre F,. Entonces (U ® U)(x) es el divisor de x™ — 1 en T, [x] cuyas raices son los B*p) tales que Bty
B son raices de U(x).

Ejemplo 2.1. Sea U(x) = x3 +x+1 € Fy[x], U(x) divideax™ —1,conn =7y B, B2, B* son raices de U(x).
Por lo que B3 + B +1 =0. Asi que

B3 = B+1,

Y = B2+B,
B> = PB2+B+]1,
Be = BI+1,
B7 = 1.

Como B, Bzyﬁ4 son las raices de U(x), entonces Bp = B2, Bp2 = B3, BR* = B>, pZp% = B4, p2p* = By
B*B* = B3 = B son las raices de (U @ U)(x). Por lo que

Uel)(x) = x—BR)x—PB)x—p>)(x—Bp"(x—B>)(x—p°)
= UX)(x—B3)(x—B>)(x—B°)
= (BHx+DE3+x2+1)
= x4+ x2Fx+1,

es decir, (U@ U)(x) = x® +x> +x* +x3 +x? +x+ 1. Observemos que (U@ U)(x)(x +1) =x” + 1.

Parte de la prueba del siguiente lema se empleard en la demostracién del Teorema ??, es por ello que
a continuacién se escribe su demostracion.

Lema 2.2. [Wolo1, Lema 19] Sean D(x) y C(x) en F;[x] tales que x™ — 1 = D(x)C(x) con n impar. Sea E(x)
tal que x™ — 1 = (C(x) ® C(x))E(x). Entonces

(D(x) +17) x (D(x) + I3) C (E(x) +1}).

Demostracion. Sea S(x) = M;(x)D(x) * My (x)D(x) + I} € (D(x) + %)« (D(x) + I}') C (E(x) +I}),
con I} = (x™ —1) en F];[x]. Usando la transformada inversa del polinomio de Mattson-Solomon y
la propiedad vista en (33) se sigue que, T~ 1(S(x)) = T~ T(M;(x)D(x) + T T(M; (x)D(x) + I}), e
decir,

n—1
Z?(B X +I“—<Z M; (B ) (Z M, (p')D )—H?. (34)
k=0 i=0

Observemos que D(B') = 0 para algtin 0 < t < n—1, ya que D(x) divide a x™ — 1 en F; [x]. cuando esto
sucede entonces M1 (BYH)D(BY) =0 = MZ(B )D(Bt). Por lo que (34) se puede reescribir de la siguiente
manera

g )x +Iz—( Z M, (BY)D(p )( > M(p)D )j)JrI?- (35)

(BY) (Bi)£0
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Ademas, observemos que D(B') # 0 si y s6lo si, C(B') = 0, ya que C(x)D(x) = x™ —1 y B genera
a todas las raices n—ésimas de la unidad, pues es primitiva. Asi que reescribiendo la ecuacién (35),
tenemos que:

n—1
ZS(Bk)xk+I“=( MﬂBi)D(rsi)xi) ( > Mz(rsj)D(rsj)xi) +15 (36)
k=0 i C(pI)=0

Sea I = {i,1iz,...,ir} € {0,1,...,n—1}, tal que cada iy € I es una raiz de C, es decir, C(B') = 0.
Entonces la parte derecha de la igualdad (36) se puede desarrollar de la siguiente manera

M](B“)WB“)X“( 2 Mz(B’) (B))x >+I“
c(pH=

+ Mi(p2)D(B2)x2 | X Mz(B)) (B))x >+I“
C(pI)=

+ My(Br)D(BH)x' ( > Mz(BJ)D(BJ)xJ'> I3
C(pi)=0

B ( 2 (B*)D(B)x1 M2 (p7)D (rs’)"j>+1’£
C(p))=0

" ( > Mi(B2)D(B2)x2Mz(p))D (B))Xj>+1’£
C(p))=0

+ ( > M1(B“)D(Bir)xier(Bi)D(rsi)xi>+1;.
C(pi)=0

Observemos que para cada j € Iy cada 1 < t < 1, se cumple que B'*B) es una raiz del polinomio
(C® C)(x) (ver Definicién 2.4). Asi que lo anterior puede escribirse como

S Mai(U)D(RY XU M(B)DI(B)x )+IE

' < L Mi(B2)D(B2)x"2M2(B))D(B)x >+1£‘

Por lo que

n—1
D S+ = Y > Mi(BHD(BYM,(B)D(BI X" + 15 (37)
k=0

(CeT)(pF)=0i+i=k

Notemos que si S(B*) # 0 entonces el coeficiente de x* de la expresion del lado derecho es distinto de
cero, por lo que (C® C)(B¥) =0 ya que k =i+j con Bt y pJ raices de C(x).

Si E(B*) = 0, entonces B* es raiz de E(x) pero no es raiz de (C ® C)(x). Asi que S(B*) = 0. De ahi
que, E(B*) =0 implica que S(p*) =0. Por lo que toda raiz de E(x) es raiz de S(x). Asi que E(x) divide

a S(x). Por lo tanto S(x) + I} € (E(x) +1¥).
L]

Los siguientes dos teoremas nos dan las condiciones requeridas para que la imagen de un R—cédigo
ciclico lineal bajo la funcién @, sea un IF,,m —cédigo ciclico lineal.

19
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Demostracion. Sabemos que 7t (ver (26)) es una permutacién en {0,1,...,2n — 1}, por lo que 7t es biyec-
tiva y con ello se puede probar que la funcién TT: IF5 n o, IF5 n (Ver(27)) es biyectiva. Por otro lado, sean
A= (dy,ai,...,%n—-1),B=(bgy,by,...,ban_1) € IF%“ y « € [F,, entonces

MA+&B) = TI((ay+&bg, dy +a€1,...,62n,1j ®wborn_1))

(@ +@bo, An 41 + &b 1,2 + &b, ..., An—2 +&bp—2,A2n—1 + Ab2n—1)
= (@0, an+1,02,...,Tn—2,aon— 1)+0€(bo,bn+1,bz,bn 2,b2n-1)
— TI(A) +T1(B)

Por lo que TT es una funcién IF,—lineal biyectiva. Asi que existe TT—': F3™ — IF3™ lineal.

La equivalencia (??<-??) se deriva de la linealidad de TT. Si ®(€) es un cédigo lineal binario entonces
TTO(C) es un codigo lineal binario. Dado que TT® =V, se sigue que ¥(C) es un cédigo lineal binario.
Por el Teorema 2.3 tenemos que ¥(C) es un cédigo ciclico. Por lo tanto W(C) es un F,—cédigo ciclico
lineal. Por otro lado, si suponemos que ¥(C) es un cédigo ciclico lineal binario entonces mlye) =
MO (C) = ®(C) es un cédigo lineal binario.

Ahora probemos (2?<??).

B(x)C(x) = (C® C)(x)K(x) para algtn K(x) € F;[x]

teoe

Si A(x) divide E(x) entonces existe K(x) € Fy[x] tal que E(x) = A(x)K(x). Asi que E(x) + I} =
A(x)K(x )—i—IE,donde I = (x™—1) C F;[x]. Por lo que (E(x )+I“> C (A(x)+1}).Sea D(x) = A(x)B(x),
se sigue que x™ —1 = 7( )C(x). Entonces por el Lema 2.2 (D(x) + 1 > # (D(x) +1%) C (E(x) +13) C
(A(x) +13). Luego (A(x)B(x) +IF) = (A(x)B(x) + I¥) C (A(x ) +1%). Por lo tanto, por la Proposicién
2.5,®(C) es un F,—coédigo lineal. Con lo cual se prueba (2?= ??).

Ahora supongamos que ®(€) es un c6digo lineal binario. Notemos que si A(x) = 1 entonces A(x)
divide E(x) y si C(x) = 1 entonces E(x) = x™ — 1, asi A(x) divide a E(x). Por otro lado, definimos

N

K={kl0<k<n—1, (CoC)BX) =0}y
dk) ={lo<j<n—1,C(p)=0yC(p*) =0

Sea B una raiz n—ésima primitiva de la unidad sobre IF,. Como C(x) # 1y C(x) divide a x™ —1,
entonces, existe i € {0,1,...,n — 1} tal que C(B') = 0. Por la definicién de (C ® C)(x) se tiene que
BBt = B! es una raiz de (C® C)(x), es decir, (C® C)(B2) = 0. Porlo que existe 0 < k <n—1 (k= 2i
méd n) tal que (C® C)(B*) = 0. De ahi que X # (. Mds atin, sea k € X, tenemos que (C ® C)(B*) = 0.
Asi que existen 0 < 1,j < n—1tales que i+j =k, C(") =0y C(p)) =0, ya que i = k —j. Entonces
C(p)) =0y C(B*) =0, por lo que j € J(k). Por lo tanto (k) # 0.

Sea m un entero tal que 0 < m < n— 1. Tenemos que (A(x)B(x) * x™A(x)B(x)) + I} € (A(x)B(x) +
M) % (A(x)B(x) + I}}). Por la Proposicién 2.5 se sigue que

(AX)B(X) «x™A(X)B(x)) + I3 € (A(x) + I3).

Asi que, existe A (x) € Fy[x] tal que (A(x)B(x) * x™A(x)B(x)) = A(x)Am(x). Sea D(x) = A(x)B(x),

entonces D(x) * x™D(x) = A(x)Am(x). Sea S(x) = A(x)Am(x). Por la prueba del Lema 2.2, sabemos
que aplicando la transformada inversa de Mattson-Solomon a S(x), obtenemos

n—1
D AR Am(BFI* = Z 2_ D(BY(B)™D(B)x"
k=0 (C®C)(BK)=01+j=k

Si B¥ es tal que (C® C)(B*) = 0 entonces k € XK. Si k = i+j, en particular i = k —j, se tiene que la

dltima suma es igual a
> ) DM HE™IDRIKS
keX i=k—j
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Observemos que si D(p*7) = 06 D(B)) = 0, entonces el término k—ésimo es cero, por lo que podemos
restringir la suma a los 0 <j < n—1 tales que C(B7) = 0y C(B*7) =0, es decir, j € J(k). Por lo que
la suma quedaria de la siguiente manera,

ZZA

keXjed(k

donde A;(k) = D(B*)D(pB)). Por lo que

n—1
D A Pm(BXS = ) Z A5
k=0 keXjed(k

Observemos que si k ¢ X entonces el termino k—ésimo en la segunda suma es cero, por lo que podemos
restringir la suma en ambos lados para los k € X, es decir,

T A= T3 A

kexX keXjed(k

Sea k € K, definimos 8x(x) = Y Aj(k)x). Como k € X, entonces (C® C)(B¥) = 0. Por lo que
jed (k)

existe j € {0,1,...,n—1} tal que C(pl)=0 y C(Bk ) = 0. Asi que pk—i y AJ no pueden ser raices de

D(x) = A(x)B(x). De ahi que D(B))D(B*I) # 0. Entonces A;(K) # 0 para toda k € Xy cada j € J(k).

Por lo tanto 8y (x) # 0.

Observemos que el grado de S (x) es a lo mas n — 1 y por tanto tiene a lo mds n — 1 raices. Por lo
que existe m en {0,1,...,n— 1} tal que 8y (B™) # 0. Entonces A (B¥)A(B¥) # 0. Asi, A (B¥) 0y
A(B*) # 0. De ahi que para cada k € K y cada j € J(k) se tiene que A(B*) # 0, es decir, para cada
k €1{0,1,...,n—1} tal que (C® C)(B*) = 0 se tiene que A(B¥) # 0. Asf que, si A(p¥) = 0 entonces
(C® C)(B*) # 0, por lo que E(B¥) = 0. Por lo tanto A(x) divide a E(x). Hemos probado (22=??).

?? Si una de las condiciones del inciso ?? se cumple, entonces W(C) es un cédigo ciclico lineal y por

tanto, por el Teorema 2.6, ¥ (C) = (Kz(x)g(x) + I%“).
O]

Teorema 2.7. [Wolo1, Teorema 21] Sea C un cédigo ciclico lineal sobre R de longitud impar n. Sea @ la funcion
de Gray:

I) Las siguientes propiedades son equivalentes:
i) O(C) es un cédigo ciclico lineal binario,
ii) C es un cédigo negaciclico,
iii) el polinomio generador de C es G(x) = 2D(x) 6 G(x) = D(x) + 2, donde D(x) divide x™ — 1 en
RIx].

n

1) Si G(x) = 2D(x) entonces ®(€) es el cédigo ciclico lineal binario de longitud 2n generado por D (x)(x™ —
1) € Fy[x]. Si G(x) = D(x) + 2 entonces ®(C) es el cidigo ciclico lineal binario de longitud 2n generado
por D(x) € Fy[x].

Demostracion. Por el Teorema 2.3 sabemos que si ®(C) es un cédigo ciclico binario entonces € es un
c6digo negaciclico. Por lo que i) = ii).

Ahora supongamos que € es un R—cédigo negaciclico. Dado que € es un R—cédigo ciclico (por
hipétesis), existe G(x) € Z4[x] tal que C = (G(x) + I}}).

Supongamos que G(x) + I} ¢ 2Rn = {2F(x) + I} |F(x) + I} € Rn}. Asi que (G(x) +1I}) € 2R, es
decir, € ¢ 2R;,. Por lo que existe una palabra cédigo V = (v, v1,...,vn_1) € C tal que V ¢ 2R,,. Asi
que para algini € {0,1,...,n—1},la i—ésima ordena de V es distinta de 0 y 2, es decir, vi =16 v; = 3.
Aplicando el corrimiento ciclico, o (ver (4)), n— (i + 1) veces a V, tenemos que:

o (V) = (vig1, .o, v 1, V0,0 v) = U
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Ya que € es un cédigo ciclico, entonces U € €. Ademas

oU) = (vi,Vit1,---,Vn-1,V0,...,Vi-1) €C y
V(U) - (_Vi/\’i+1/---/Vn—llvol---zvi—l) S e/

donde v es el nega-corrimiento ciclico. Como € es R—lineal entonces ¢(U) —v(U) € C, con

o(U)=v(U) = (Vi+Vi,Vigr —=Vigl oo/ V1 —VYn-1,Y%0 —Vo,+++,Vi—1 —Vi_1)
= (2v4,0,...,0).

Observemos que 2v; = 2, yaque vy = 1 6 vi = 3. Asique (2,0,...,0) € C. Entonces P ((2v;,0,...,0)) =
2+ 1) € (G(x) +1I}), por lo que 2+ I} € PR(C)N2R,y = (2A(x) +I}) (por Proposicién 2.4). De ahi
que 2+ I} = 2A(x)H(x) + I} para algtn H(x) € R[x]. Por la Proposicion 2.3, tenemos que 2A (x)H(x) =
2po(A(x)B(x)) y notemos que po(1) =1, asi que

2p0(1) + I = 2po (A(X)JH(x)) + I

Por lo que 1+ 1% = A(x)H(x) + I} (por Proposicién 2.3), donde I} = (x™ —1) C F;[x]. Entonces
1—A(x)H(x) € (x™—1). Como grad(A(x)H(x)) < n, se sigue que grad(A(x)H(x)) < n. Asi que
1—A(x)H(x) = 0. De ahi que 1 = A(x)H(x) en F,[x].

Afirmacion. Si A(x)H(x) = 1 entonces A(x) = 1.

Probaremos que: A(x) # 1 implica que 1 # A(x)H(x). Observemos que si grad(A(x)) = 0 entonces
A(x) = 1, ya que A(x) es un polinomio ménico en R[x]. Dado que nuestra hipétesis es A(x) # 1,
entonces grad(A(x)) # 0. Por lo tanto, grad(A(x)) > 1.

Caso 1. Si H(x) = 0 6 H(x) = 1, entonces A(x)H(x) = 0 # 1 6 A(x)H(x) = A(x) # 1. Por lo que el
resultado se sigue.

Caso 2. Supongamos que grad(H(x)) > 1. Entonces grad(A(x)H(x)) = grad(A(x)) + grad(H(x)) > 2.
Asi que A(x)H(x) # 1.

Por lo tanto la afirmacién se cumple.

De la afirmacién se sigue A(x) = 1. Aplicando el levantamiento de Hensel (c.f. [Wano3]) a el
polinomio A(x), tenemos que A(x) = 1, ya que A(x) es un polinomio moénico en R[x]. Asi que
G(x) = A(x)[B(x) + 2] = B(x) + 2, donde B(x) divide a x™ — 1 sobre R. Por lo tanto G(x) = D(x) + 2
con D(x) = B(x).

Por otra parte, si G(x) + I} € 2Ry, entonces (G(x) +1I}) € 2Ry. Asi que P(C) N 2R, = PR(C).
Ademas, por la Proposicién 2.4, P (C) N 2R, = (2A(x) + I}). Se sigue que

(AX)B() + 2]+ ) = 2A(x) + I}).

Entonces, existe K(x) + I} € Ry tal que 2A(x)K(x) + I} = A(x)B(x) + 2A(x) + I}. Supongamos que
C(x) # 1, asi que grad(A(x)B(x)) < ny A(x)B(x) + I} # 0+1I}. Por lo que 2A(x)K(x) — A(x)B(x) —
2A(x) € (x™ —1). Ya que grad(2A(x)K(x) — A(x)B(x) —2A(x)) < n, debido a que podemos escoger
K(x) de tal forma que grad(A(x)K(x)) < m, entonces 2A(x)K(x) — A(x)B(x) —2A(x) = 0. Multiplican-
do por C(x) en ambos lados tenemos que, 2A(x)C(x)K(x) — A(x)B(x)C(x) — 2A(x)C(x) = 0. Asi que,
T(2A(x)C(x)K(x)) — H(A(x)B(x)C(x)) — H(2A(x)C(x)) = 0, es decir, A(x)B(x)C(x) = 0. Lo cual no es
posible ya que A(x),B(x) y C(x) son polinomios ménicos que dividen a x™ — 1 en R[x]. Por lo tanto
C(x) =1,y asi A(x)[B(x)+2] = A(x) +2 en Ry. De ahi que G(x) = A(x)+ 2 donde A(x) divide a
™ —1en R. Asi que G(x) = 2D(x) con D(x) = A(x).

Con lo anterior se prueba ii)=-iii).

Ahora probaremos iii) = 1i).

Primero supongamos que G(x) = 2D(x) con D(x) divisor de x™ —1 en R
A(x)B(x) + 2A(x), asi que A(x)B(x) 4+ 2A(x) + I} = 2D(x) + I}. Entonces A
A(x)) + I}. Observemos que si A(x)B(x) # x™ —1 se sigue que A(x)B(x
A(x)B(x) —2(D(x) —A(x)) € I} = (x™ —1), y como grad(A(x)B(x) —2(D(x) —A(x))) < n entonces
A(x)B(x) —2(D(x) — A(x)) = 0 en R[x]. Asi que A(x)B(x) = 2(D(x) — A(x)), pero esto no es posible
ya que A(x)B(x) es un polinomio ménico pues A(x) y B(x) son pohnormos moénicos y 2(D(x) — A(x))
no lo es. Por lo que A(x)B(x) = x™ — 1 en R[x]. Entonces A(x)B(x) = x™ — 1 en F,[x]. De ahi que

[x]. Sabemos que G(x) =
()B(x) + 1} = 2(D(x) —
)+ 1} # 0+ 1I}. Luego
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AX)B(x)+ 1} =0+1} en Fy[x]/(x™ —1) con I} = (x™ —1). Dado que (A(x)B(x) + I}) * (A(x)B(x) +
) = (0+1I%) C (A(x) + 1Y), se sigue, por la Proposicién 2.5, que @(€) es un codigo lineal binario. Sea
U € C, entonces U(x) + I} € (2D(x) +1I}), asi que U(x) + I} = 2K(x) + I} con K(x) = D(x)H(x) para
algin H(x) € R[x]. Sabemos que existe K € R™ tal que (?Tﬁ)’] (K(x) +I}) = K. Por lo que U = 2K. De

ahi que U = (2kg, 2k1,...,2kn_1). Luego

V(U) = V((Zko,Zk],...,an_]))
(—2kn_1,2K0, -+, 2kn_2)
= (2kn_1,2K0, -, 2kn_2)
O'((Zko,Zk],...,an_]))
= 0(2K) = o(U).

Dado que o(U) € €, pues C es ciclico lineal, entonces v(U) € €, con U un elemento arbitrario en C.
Asi que € es negaciclico. Luego, por el Teorema 2.3, @(C) es un cédigo ciclico. Por lo tanto ®(C) es un
IF;—cédigo ciclico lineal.

Por ultimo, supongamos que G(x) = D(x) + 2. Ya que G(x) = A(x)(B(x) + 2) entonces cuando
consideramos A(x) = 1 tenemos que G(x) = B(x) + 2, donde B(x) es un divisor de x™ — 1, asi que
B(x) = D(x). Como B(x)C(x) = x™ —1 en R[x], entonces B(x)C(x) = x™ — 1 en F;[x]. Por lo que
B(x)C(x)+ I} =0+ 1% con I} = (x" —1) C Falx] y A(x) + 1} = 1+1}. Asi que (A(x)B(x) + I}) *
(AX)B(x) + 1) = (B+13) * (B(x) + 1) C (fﬁ[_xl) = (A(x) +1¥). De ahi que, por la Proposicién 2.5,
®(€) es un cddigo lineal binario. Sean U € €y U(x) + I} € Ry, su representacion polinomial, entonces
U(x) + I} € PH(C) = (B(x) + 2). Por lo que U(x) + I} = B(x)K(x) + 2K(x) + I} para algin K(x) € R[x],
es decir, U(x) + I} = H(x) + 2K(x) 4+ I}, con H(x) = B(x)K(x). Entonces (?513)_1 (H(x) +2K(x) +1I}) =
H+ 2K, con H, K € R™ y ademdas U = H+ 2K = (ho + 2ko, hy +2kq,...,hn—1 + 2k, 1) € C. Luego

v(U) = v((hg+2ko,h1 +2kq,...,hn_1+2kn_1))
(—hn—1 —2kn_1,ho +2ko, hq +2kq, ..., 1 + 2k 1)
(3hp—1+2kn_1,ho +2ko, hy +2k1,..., hn_2 + 2kn_2).

Por otro lado, al final de la prueba del Teorema 1.5 se exhibié que A(x)B(x) + I}, 2A(x) + I} €
(A(x)B(x) +2A(x) + I}), en este caso, dado que A(x) = 1, entonces B(x) + I}, 2+ I} € (B(x)+2+1}) =
P(C). Por lo que H(x) + I} = B(x)K(x) + I}, 2K(x) + I} € P (C) € R™. Asi que H, 2K, (2,0,...,0) € C.
Luego, o(H), 0(2K) y (2h,—1,0,...,0) son elementos de €, pues € es un R—cédigo ciclico lineal. Por
lo que oH)+o(2K)+ (2hn_1,0,...,0) = 3hn_1 +2kn_1,ho +2ko, hy +2Ky,..., hn_2+ 2k _2) € C,
pero (3hn_1 +2kn_1,ho +2ko, h1 +2kq,...,hn_2 +2kn_2) = v(U). De ahi que, v(U) € € con U un
elemento arbitrario de €. Por lo tanto € es un c6digo negaciclico. Asi que por el Teorema 2.3, ®(C) es
un Fy—cédigo ciclico lineal.

2

Resta probar el inciso II). Para ello probemos que si C es generado por G(x) = D(x) +2 6 G(x) =
2D(x) entonces Y(C) = ®(C).

Sea y: R™ — R™ la funcién dada por ¥(A) = (ap, —ay, ..., (=Dlai,...,an_1) con A = (ag,ay,...,
an_1) € R™. Probaremos lo siguiente:

e Y(C)=0¥y(C)y
e ¥(€)=¢C.
Sea A = (ag,ay,...,an_1) € R™, entonces Y(A) = (ag,—ay,...,(—1)tai,...,an_1). Asi que
Q(Y(A)) = (r1(¥(A)), ro(Y(A)) + 711 (Y(A)).
Con ayuda de la Tabla 1 podemos probar que para cada « € R, ro(—a) = ro(ax) y 71 (—«) = ro(x) +

T1(). De ahf que 1o(—a) +11(—a) =171 (x) en [F,. Aplicando estas igualdades a 1 (Y(A)) y ro(Y(A)) +
T1(Y(A)) tenemos que:

m(¥(A)) = (ri(ap),mi(~ar),...,T1(—an—2),T1(an—1))
= (r1(ap),rolar) +ri(ar),r1(az),...,volan—2) +ri(an—2),r1(an—1)),
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To(Y(A)) +711(¥(A)) = (rolag) +71(ap),m1(—ar)+r1(—ar),...,volan—1) +r1(an—1))
= (rolap) +r1(ap),r1(ar),...,m1(an—2),molan—1) +r1(an—1)).

Entonces
®(Y(A)) = (r1(ao), rolar) +ri(ar), ri(az),...,tolan—2) +r1(an—2),r1(an—1),
rolap) +ri(ap),ri(ar), ..., rilan—2),rolan—1) +ri(an—1)).
Por otro lado, notemos que
MO(A)) = T((ri(ag),ri(ar),...,r1(an—1),molao) +r1(ao),rolar) +rilar),...,rolan—1) +ri(an—1)))
1

= (r1(ap),molar) +ri(ar),r1(az),...,volan—2) +rilan—2),r1(an—1),
rolag) +71(ap),mi(ar), ..., m1(an—2),volan—1) +r1lan—1))).

Por lo tanto, Y(A) =TI®(A) = OY(A). Asi que ¥ = @Y para cada A € R™.

Ahora probemos que € = ¥(€). Como el polinomio generador de € es G(x) = D(x) +2 6 G(x)
2D(x), entonces por el inciso I), ya que iii) = ii), tenemos que C es tambien negaciclico. Sea C =
(co,€1,-+.,6n—1) € C, entonces

G(C) = (Cn—1/COIC1r-"1Cn—2) S e/
VO-(C) = (_CT'L—Z/ Cn—-1,€0,C1,-.., Cn—3) S e/
ovo(C) = (cn-3,—Cn-2,Cn-1,€0,+++,Cn—4) € C.

Observemos que si seguimos repitiendo este procedimiento tendremos que
S idn—i1---8281(C) = ((—1)'ey, (=it Tcis1, .., —Cn 2,6n 1,C0,C1,.-.,Ci 1) €C,

donde 81 =0, 57 =,

_J o si 1iespar,
On—i = { v, si 1iesimpar. 8

Asi que .
dndn_1-:8;--+0261(C) = (cg,—C1,...,(—D*ci,...,—Cn_2,n_1) € C.
Por otro lado, tenemos que ¥(C) = (co,—¢1,...(=Dci,...,—Cn_2,Ccn_1), entonces por (38) se sigue
que ¥(C) € €. Por lo tanto ¥(€) = C.
Como ¥(€) = ®(¥(€)) y ¥(€) = C, entonces ¥(€C) = O(C), lo cual deseabamos probar.

VB(x) + IZ“> cuando G(x) = A(x)[B(x) + 2. A51 que, si

(x
) =x™ — 1. Ademas, se cumple que ¥(C) = (A ( )B(x)+
—1)+13™), pues A(x)B(x) = x™ — 1 en F,[x], es decir,

Por el Teorema 2.6 sabemos que ¥(C (K

)=
G(x) = 2D(x) entonces D(x) = A(x) y A(x)B(x
I2M) = (A()(x™ = 1) +13™) = (D(x) (x™

Y(e) = D) (x™—1)+13™).

Cuando G(x) = D(x) + 2, sabemos que D(x) = B(x) y A(x) = 1. Asi que ¥(€) = (Kz(x)g(x) +13M) =
(B(x) +I3™) = (D(x) + I3™), es decir,

Y(e) = (D(x) +13™).



3 IMAGENES LINEALES BAJO LA FUNCION DE
GRAY DE R—CODIGOS CICLICO LINEALES

En este capitulo se prueba que la imagen bajo la funcién de Gray de un cédigo ciclico lineal sobre un
anillo de Galois de indice de nilpotencia 2 y, cuyo polinomio generador es B(x) + p, es lineal sobre
Fpm.

En este Capitulo R denotard un anillo de Galois de indice de nilpotencia 2, es decir, R = G R(p2, m),
con p un ntmero primo y m un entero positivo. Ademds, sean n un entero positivo coprimo con p
y, A(x),B(x), C(x) € R[x] polinomios ménicos coprimos por pares tales que x™ —1 = A(x)B(x)C(x)
(dichos polinomios existen por el Teorema 1.5). Asumiremos que A(x) es el polinomio constante 1, esto
es A(x) = 1. El ideal principal generado por el polinomio x™ —1 € R[x] lo denotamos por I, es decir,
[ = (x™ —1), y al anillo de clases residuales R[x]/(x™ — 1) lo denotamos por Ry,.

Sea C C R™ un R—cédigo ciclico lineal. Sabemos que dicho cédigo tiene su representacién polinomial
en el anillo Ry, denotada por Pe, i.e., P (C) = Pe. Dicha representacion es el ideal principal generado
por el polinomio B(x) + p, por lo que Pe = (B(x) +p +1).

Proposicién 3.1. Sea € C R™ un R—cddigo ciclico lineal de longitud n tal que Pe = (B(x) +p + I). Entonces
(p+1I) C Pe.

Demostracion. Dado que B(x) y C(x) son polinomios coprimos en R[x], entonces existen S(x), T(x) €
R[x] tales que 1 = S(x)B(x) + T(x)C(x). Multiplicando por p ambos lados se obtiene que p = pS(x)B(x) +
pT(x)C(x). Pasando a clases polinomiales en el anillo Ry, se cumple que

p+1=pSx)B(x)+pT(x)C(x) + L (39)

Por otro lado, observemos que C(x)[B(x) 4+ p] = C(x)B(x) +pC(x) y p[B(x) +p] = pB(x) +p? =pB(x)
en R[x]. Por lo que [C(x)+II[B(x) +p+ 1] =pC(x)+1y [p+1B(x)+p+1 = pB(x) + 1. De ahi que
pB(x) + L pC(x) + 1 € Ry. Entonces pS(x)B(x) + I, pT(x)C(x) +1 € Rn. Asi que por (39), p+1 € Pe.
Por lo tanto (p +1I) C Pe. O

Teorema 3.1. Sean C un R—codigo ciclico lineal de longitud n tal que n es primo relativo con p, generado por
el polinomio G(x) = B(x) +p y @ la funcién de Gray en R™. Entonces ®(C) es [F,m— lineal.

Demostracion. Sean F, G € C cualesquiera. Tomemos H = O(F, G). Por definicién de © tenemos que H €
J™ C R™. Sea PI; como en (7). Entonces existe H(x) +1 € Ry, tal que P (H) = H(x) + 1. Dado que P¥; es
un isomorfimos de R—mddulos y p € R, se tiene que P (pH) = pP’; (H), donde pP; (H) = pH(x) + L
Observemos que pH(x) + I € (p +I). Asi, por la Proposicion 3.1 se sigue que pH(x) +1 € Pe = P5(C).
Por consiguiente, P (pH) € Pi(C), y ya que, P} es un isomorfismo, entonces (9’5%)*1 (PR(pH)) €
(9’53)_1 (P(C)), es decir, pH € C. Por lo tanto, para cualesquiera F, G € € se cumple que pO(F,G) € C.
Asi que, por el Teorema 2.2, se sigue que ®(C) es un Fm— lineal. O

En el siguiente ejemplo se ilustra el comportamiento de las imdgenes de Gray de dos GR(p?, m)—
cédigos ciclicos lineales distintos.

j = 2 9y (2/3%Z)[¢] — : : .
Ejemplo 3.1. Sean R = GR(3-,2) = (i2dcis) Y= 2. El campo residual del anillo R es isomorfo al campo

finito Fo. Construimos el anillo
Rlz]

Sabemos que R, es un anillo de ideales principales. Observemos que 22—1=(z+1)(z+8) en R[zl.

Sean A(z) = z+ 1y Gq(z) = 2A(z) = 3z+3. Sea 1 C R? el cddigo ciclico lineal de longitud 2 cuyo
polinomio generador es G1(z), es decir, C1 = (2A(z)). Entonces su imagen bajo la funcién de Gray es un cédigo
ciclico lineal de longitud 18. Ademds, el polinomio generador de ®(Cy) es A(z) (22 — 1)8 € Folzl, con A(z)

25



26 | IMAGENES LINEALES BAJO LA FUNCION DE GRAY DE R—CODIGOS CiCLICO LINEALES

la p—reduccion de A(z) € R[z] en el campo residual. Esto por los resultados establecidos por Lépez-Andrade y
Tepia-Recillas en [LATR12].

Por otro lado, si consideramos a B(z) = z+1, G,(z) = B(z) + 3 = z+ 4 y denotamos por €, al cédigo ciclico
lineal sobre R de longitud 2, generado por G(z). Es decir, C; = (z+4) C Ry. Observemos que en el anillo R
se cumple lo siguiente:

3=6(z+1)+6z(z+38).

Ademds, notemos que 6(z+1) = 624+6 = 6(z+4) = 6G,(z) y 6z(2z+8) = 2z(32z+24) = 2z(3z+6) =
2z(z+8)(z+4) = 2z(z+ 8)G2(z) en Ry. Por lo que 6(z+1),6z(z+8) € C,. Asf que 3 € C,. Mds aiin,
3=(z45)(z+4) méd (z%2—1).

Las imdgenes de Gray del cédigo C son Fo—lineales pero no ciclicas, tal como se muestra en el Cédigo 9.



4 LA LINEALIDAD DE LA FUNCION DE GRAY
SOBRE CIERTO ANILLO COCIENTE

Como sabemos la funcién de Gray, en general, no es una funcién lineal. En este capitulo estudiamos
a un anillo de clases residuales sobre el cual la funcién de Gray resulta ser lineal. Esto debido a que
el conjunto de Teichmiiller es un campo, el cual es isomorfo al campo residual de nuestro anillo. Para
ver esto, se estudia de manera mas profunda el grupo de unidades del anillo. Cabe mencionar que
el anillo de clases residuales que se analiza en este capitulo se deriva de un estudio detallado de la
primera seccién del articulo [USg8].

Definicion 4.1. Sae GF(p)[&] el anillo de todos los polinomios sobre GF(p), p un primo y w(&) un polinomio
irreducible de grado m sobre GF(p), m > 1. Entonces A es definido como el anillo cociente

GF(p)[E]

A= TP
(w(&)¥)

con k un entero tal que k > 1.

En particular, los elementos del anillo A son clases polinomiales y para cada clase se puede escoger
un representate polinomial de grado menor que n = mk, por otro lado los polinomio de grado menor
que n se encuentra en diferentes clases. En adelante, cuando se tome un elemento de A, el representante
con el que se trabajard serd de grado menor que n.

A los elementos del anillo A los denotaremos de la siguiente manera, f(&) + (W(E,)k) = f(&).

Observacion 4.1. i) El anillo A es un espacio vectorial sobre el campo GF(p), con el siguiente producto
escalar a - (&) := af(&) para cada a en GF(p) y cada f(&) en A.

it) El conjunto{1,,..., &N} es una base de A sobre GF(p).
ii) [Al =p™

Notemos que de la Observacién 4.1 se obtiene la primer representacion de los elementos del anillo
A, la cual llamaremos representacion base estdndar, y es la siguiente: Sea f(£) € A entonces existen
ap,ay....,an—1 € GF(p) tales que

f(&) = aoT+aiz+‘ : ’+an—1£n_1- (40)
Proposicién 4.1. A es un anillo de ideales principales.

Demostracion. Sea J un ideal de A. Observemos que si J = {0} entonces J = (0), es decir, J es un ideal
principal, y si J = A entonces J = (T). Por lo que, J es principal, asi que supongamos que J es un ideal
no trivial. Sea N = {grad(f(&))If(§) € I~ {0}}, observemos que N C IN U{0} 0} y ademds N # 0 pues
J # {0}. Luego por el principio del buen orden existe g(&) € GF(p)[&] tal que g(&) € Iy grad(g(&)) <1
paracadal € N.

Como g(&) € J entonces (g(&)) C J, resta probar que J C (g(£)). Para ello tomemos (&) € I~ {0}, se
tiene que grad(g(&)) < grad(f(&)), asi que por el algoritmo de la divisién, existen q(&), (&) € GF(p)[&]
tales que f(&) = q(&)g(& ) (&) donde r(&) = 0 6 grad(r(&)) < grad(g(&)),

T(E) = f(&)—q(&)g(E)
r(&) = f(E)—q(&)g(&)
r(&) € Jyaquef(&),g(&) el

luego grad(r(&)) € N. Por lo que, grad(g(&)) < grad(r(&)), y entonces r(&) = 0 pues de lo contrario
tendriamos que grad(r(&)) < grad(g(&)) lo cual es una contradiccion. Asi g(&) divide a f(£), entonces
f(&) € (g(&)), de ahi que I C (g(&)). Por lo tanto, A es un anillo de ideales principales. O

—

(&
(&

£”,

=7
=7
=7

m

)

o

El lema que a continuacién se enuncia es importante para poder probar que A es un anillo local.

27



28 | LA LINEALIDAD DE LA FUNCION DE GRAY SOBRE CIERTO ANILLO COCIENTE

Lema 4.1. Sea M = (wW(&)) un ideal de A. Entonces para todo (&) e ANM, f(&) es una unidad en A.

Demostracién. Sea f(&) € A~ M arbitrario, sabemos que podemos escoger a f(&) € GF(p)[&] de tal
manera que gradf({) < n = mk. Veamos que f(&) y w(&) son coprimos en el anillo GF(p)[&], es
decir, (f(&),w(&)) = 1. Sea d(&) € GF(p)[&] tal que d(&) = (f(&),w(&)), entonces d(&) divide a f(&) y
w(&), pero recordemos que w(&) es irreducible sobre GF(p)[E], por lo que, d(&) =1 6 d(&) = w(E).
Supongamos que d(&) # 1, es decir, d(¢) = w(&) y dado que d(&) divide a f(£), se tiene que f(&) =

w(&)g(&) para algun g(&)GF(p)[E&], asi (&) =w(&)g(&), por lo que f(&) € M, lo cual no es posible pues

f(&) € A~ M. Por lo tanto, d(§) = 1.

Afirmacion. (f(£),w'(&)) =1 para cadal e IN.

Por lo anterior sabemos que para 1 = 1 se cumple que (f(&), w L(&)) = 1. Ahora probaremos el
resultado para 1 = 2. Dado que (f(&),w(&)) = 1 existen s(&), t(&) € GF(p)[&] tales que 1 = s(&)f(E) +
t(&)w(&). Entonces

—

N

(a) 2(E) + 2s(E)F(E)L(EIW(E) + 2 ()W (&
s2(E)f(& )+Zs( )t (a)w( )IF(E) + 2 (E)W?(E)
(a)f(a) t/(E)w? (&)

con s'(&) = s2(E)f(E) + 2s(E)t(E)w(E) y t/ (&) = t?(&) polinomios en GF(p)[&]. Asi que el resultado se
sigue para |l = 2.

Supongamos que (f(&),w L&)
(f(&), wH(&)) = 1y (f(£), W(E))
V(EWHE) y 1= s(E)F(E) + t(E)w

1 [W(E)F(E) +VIEWHE)S(E)F(E) + t(E)wW(E)]

W(E)s(E)F2(E) + v(E)WH(E)S(E)F(E) +w(E)F(E)H(E)W(E) + v(E)H(E)WTT(E)
[W(&)s(E)F(E) +v(E)WH(E)s(E) + u(E)t(E)W(E)IF(E) + M(E)L(E) W (&)
w(E)F(E) + v/ (W (§)

con w/(&) = w(&)s(E)F(E) +v(E)WH(E)s(E) + w(E)t(E)W(E) v V(&) = v(E)t(E) polinomios en GF(p)[E].
Por lo tanto, para toda 1 € IN, (f(&),w' (&) = 1.

Por la afirmacién se tiene que (f(&),Wk(&)) = 1, asi que existen a(&),b(&) € GF(p)[&] tales que
1= a(&)f(&) + b(&)wk(&). Entonces

) = 1conl > 2y veamos que se cumple para 1+ 1. Dado que
= 1 existen s(&),t(&), u(&),v(&) € GF(p)lE] tales que T = u(&)f(E) +
(&). Entonces

1—a(§)f(E) = bEWH(E)
= T—al&)f() = 0
. T = a(&f(&).

Por lo tanto, f(&) es una unidad en A.

Proposicién g4.2. A es un anillo local.

Demostracion. Por el lema previo y haciendo uso de la Propocisién 1.6 de [AM69], se sigue que A es
un anillo local, y ademdas M es su ideal maximal. O

Proposicién 4.3. Sea J un ideal de A, entonces I = (Wi (&)) con 0 <j < k.

Demostracién. Sea J un ideal de A. Notemos que wO(£) =Ty wk(&) = 0. Por lo que, si J = (T) 6 7 = (0)
el resultado se sigue. Asi que supongamos que J es un ideal no trivial, por la Proposicién 4.1 sabemos
que existe f(&) € A tal que J = (f(&)) y como M = (w(&)) es el ideal maximal de A entonces I C M, de
ahi que existe g7 (&) € A tal que

(&) =w(&)g1 (&),

sigr(&) ¢ M, por el Lema 4.1, existe hy hi(&) € A tal que g1(&)h1(&) = T, entonces f(&)hy (&) = w(E),
asi que J = M y el resultado se cumple. Pero si g;(&) € M entonces g71(&) = w(&)gz(&) para algin
g2(&) € A, luego

(&) =w2(£)g2(E),

de ahi que J = (f(& f(E)) € (W2(&)) y ademads si g2(&) ¢ M, existe h, (&) € A tal que g2(&)hz (&) =T, asi
f(&)h2 (&) = w2(&), y entonces (W2 (&)) = J, en caso contrario, si g2 (&) € M, repetimos el andlisis previo.




4.1 EL CAMPO RESIDUAL DEL ANILLO A |

Observemos que dicho andlisis sélo se puede realizar a lo més k — 1 veces hasta encontrar gy_1(§) € A
tal que

(&) =wk1(&)gr_1(&)

y gk—1(&) € ANM (pues de lo contrario podriamos obtener un gy (&) € A tal que gix—1(&) = w(&)gk (&)

y asi f(&) = wk(&)gx (&) = 0, lo cual es una contradiccién pues J # {0}), entonces existe hy_1(&) € A
tal que gy 1 (E)hi_1(&) =T, luego f(&)hy_1(&) = wk—1(&) y por lo tanto, J = (Wk—1(¢)).
Asi que para cualquier ideal J de A existe j € {0,1,...,k} tal que J = (Wi (&)).

O

Observacion 4.2. Los ideales de A satisfacen la condicion de cadena finita ya que para cadaj € {0,1,...,k—1},
se tiene que Wit1(&) = wi(&)w(&) y de ahi que (Wi+1(&)) C (Wi (&)).

Observacion 4.3. Los elementos del ideal M = (w(&)) son todos los divisores de cero del anillo A.

Proposicion 4.4. Sea a(&) € M un divisor de cero, entonces

a(&) =wt(&)ay (&) (41)

con 0 <t <k—1y ay(&) una unidad de A.

Demostracion. Como a(&) es un divisor de cero, se tiene que a(&) # 0 y ademads, por la Observacién

4.3, a(&) € M, asi que existe g1 (&) € A\ {0} tal que

a(&) =w(&)g1 (&),

notemos que si g1(&) ¢ M el resultado se sigue, pero si g7 (&) € M entonces g1(&) = w(&)ga (&) para
algan g;(&) € A, por lo que

a(g) =w2(&)ga (&),

y una vez mds se tienen dos casos, g2 (&) € M 6 g2(&) es una unidad de A. Si se cumple lo segundo
habremos terminado, y si g2 (&) € M entonces repetimos el procedimiento anterior. Observemos que el
andlisis previo se puede realizar a lo mds k — 1 veces y obtendriamos un gx_1(&) € A tal que

a(&) =wk=1(&)gk_1(&),

y ademads gyx_1(&) es unidad, pues de lo contario podriamos hallar un gy (&) € A tal que gx—1(&) =

w(&)gk (&) y ast a(&) = wk(&)gk (&) = 0 lo cual no es posible. Por lo tanto, a(§) = wt(&)ay (&) con
0<t<k—1yay(&) una unidad de A.

O

4.1 EL CAMPO RESIDUAL DEL ANILLO A

Definicion 4.2. Sea A un anillo local y M su ideal maximal, el campo A/M es llamado el campo residual del

anillo A , y es denotado por RF, es decir,
A

Dado que el ideal maximal del anillo A = GF(p)[&]/ (w(&)k) es M = (w(&)), se tiene que su campo
residual es:

GF(p)[E]

A (w(E)¥)
RF= = = 25
M (w(g))

El cual resulta ser isomorfo a IF,m. Para establecer dicho resultado veamos que la siguiente funcién
es un homomorfismo sobreyectivo de anillos cuyo Kernel resulta ser el ideal M = (w(&)) donde w(&)
es irreducible en GF(p)[&] y grad(w(&)) = m. Definimos al funcién ¢ de la siguiente manera:
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. GFp)iEl GF(p)[E]
P TR T W) (42)
s F(E) + (W)

)
f(E) + Mm)
Veamos que ¢ estd bien definida. Sean f1 (&) + (W(§)¥), f2(&) + (W(&)*) € A tales que f1 (&) + (W(&)¥) =

f2(&) + (w(&)¥),

= [F1(8) = f2(&)]+ (W(E)*) = 0+ (w(&)¥)
= @ (&)= 28]+ W(E)F)) = ¢ 0+ WE)X))
= [f1(& )—fz(i) +Ww(&) = 0+ (w(&))
= f1(&)+Ww(E)) = f2(&)+ (w(&))
= (ﬁ(a (W(&)¥)) = o (f208)+ (w(8)"¥))
De ahi que ¢ estd bien definida. Por otro lado, sean (&) = f(&) + (w(&)*), g(&) = g(&) + (W(E)*) € A

tales que grad(f(&)), grad(g(&)) < n = mk, entonces

) o (& +9(2)) = o (E) + 9(&)) = @ (IF(8) + g(&)] + (W(E)¥)) = [F(&) +g(&)] + (w(£) = [F(£) +
(W(E)) +19(&) + w(E))] = ¢ (F1D)) + 0 (9(8),

i) cp( ) o ()9 ): [F(E)GE)] + (w(2)<)) = [F()g(£)]+ (W(E)) = [F(E) + (w(&))]-
[9(& ﬁ )
iii) @ (1) = ¢ (1+ (W(E))) =1+ (W()),

Por i), il) y iii) se tiene que ¢ es un homomorfismo de anillos. Para probar que es sobreyectiva
tomemos h(&) + (w(&)) € GF(p)[&]/ (w(&)) una clase arbitraria pero cuyo representante h(&) € GF(p)[E]
es tal que gradh(&) < m, entonces h(&) + (w(é)k) € A y notemos que

se sigue que ¢ es un homomorfismo sobreyectivo de anillos.

Sea f(&) + (W(&)¥) € ker(),

= @ (f(&)+(W(E)¥F)) = 0+(w(E)

= fE)+ (W(E) = 0+ (w(&))

= f(&) € (w(&)

= f(€) = w(&)t(E) para algtn t(&) € GF(p)[E]
= fE)+ (W(E)F) = w(EE) + (W(&)¥)

=1 f(E)+ (W(E)¥) € (w(E)+ (w(E)¥))

de ahi que ker(@) C (W(§) + (W(E)¥)), y ya que ¢ (W(E) + (w
entonces w(E) + (w(&)*) € ker(¢). Por lo tanto, ker(p) = (w(§
Por el Primer Teorema de Isormorfismos de Anillos tenemos que

=2
z
=
I
=2

AL
ker(g) tm(e).
Entonces
RF - A - GFP)IE]
M (w(E)

Recordemos que GF(p)[&]/ (w(&)) = Fpm. Por lo que RF = Fpm

A partir de este momento, y haciendo uso de lo anterior, cuando se hable del campo residual del
anillo A trabajaremos con GF(p)[&]/(w(E)).

Notacién. Observemos que los elementos de RF son de la forma A(&) + (w(&)), sin embargo denota-
remos a los elementos de RF de la siguiente manera:
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donde A(&) € GF(p)[&] y recordemos que podemos tomar a A(£) de grado menor que m = grad(w(&)).

A continuacién definimos el producto escalar, “-.”, entre elementos de A y RF para después probar
que A es un espacio vectorial sobre RF.

Sean A € GF(p)[&] y f(&) € A entonces

A FE): = MEIF(E] + (w(&)*) = AEIF(E).

Lema 4.2. A es un espacio vectorial sobre RF.

Sabemos que (A, +,0) es un grupo conmutativo. Por lo que s6lo debemos probar que las siguientes
propiedades se satisfacen:

i) Vo, 3 € RF: \7@6%1: X-e (Beﬁ) = (axp) 'e@r

ii) Voo € RF:Vf(E), (&) € A: a-e (f(E) +g(E)) = ot F(E) + ot g(E),

iv) Sabemos que 1 € RF donde 1:= 14 (wW(&)) con 1 € GF(p)[&], luego 1. f(§) = 1f
(&) = (&) € GF(p)[El.

,—\
St
Il
-
pucd
St
ae]
c
[¢°]
»

Proposicién 4.5. El conjunto B ={1,w(&),...,wk—1(&)} es una base del espacio vectorial A sobre RF.

Demostracién. Sean Ao, A1,...,Ax—1 € RF tales que Ag e T4+ A1 e W(E) + -+ A1 e WT(E) = 0.
Entonces

Mo (E) + M (E)W(E) + -+ M (E)WkT(E) = 0
= Mo(E) + M (EWIE) + -+ M1 (E)WHTT(E) € (w(E)¥)
= Ao(E) + AT (EW(E) + -+ A1 (E)WRTT(E) = w(E)*F(E) para algin f(£) € GF(p)IE]
= W(E)F(E) = A (E)W(E) — - = N1 (E)WFTT(E) = Ao(E)
= WE)T(E) = A1 (E)WF2(E) — - = A (E)IwW(E) = Ao(&) (%)
Asi que w(&)Ap(&). Dado que grad(Ap(&)) < m = grad(w(&)) entonces Ap(&) = 0. Sustituyendo

Ao(&) en () se sigue que
W(E)TH(E) = A1 (E)WKT2(E) — -+ =M (E)Iw(E) =0.
Como w(¢&) # 0. Entonces
0 W(E) (&) = A1 (E)WFT2(8) —--- = Aq (£)
= M(&) W(E)*2F(E) = Ak 1 (E)WFT2(E) — - — A2 (&)Iw(E) ().

Luego w(&)[A1(&). De manera andloga a como se hizo con Ay (&) tenemos que A (&) = 0. Continuando
de esta forma obtendremos que Ap(&) =A1(§) =--- =A_1(&) = 0. Asi que paracada 0 < i< k—1
se tiene que Ai: = Ai(&) + (W(&)) = 0+ (w(&)): = 0. Por lo tanto, B es un conjunto linealmente
independiente sobre RF.
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Ahora veamos que el conjunto B genera a todo A. Sea f(§) € A, sabemos que f(&) € GF(p)[El
Ademds, puede ser tomado de tal forma que grad(f(£)) < n = mk. Por el algoritmo de la divisién
existen qo(&),10(&) € GF(p)[&] tales que

(&) = qo(E)w(E) +10(&) (43)

donde 1o (&) =0 6 grad(ro(&) < m). Aplicando nuevamente el algoritmo de la divisién a qo(&) y ro(&),
tenemos que existen q1(&),r1(&) € GF(p)[&] tales que qo(&) = q1(E)wW(E) +171(&), donde 17 (&)
grad(ry(&)) < m. Sustituyendo qo (&) en (43) obtenemos que

f(&) = q1(E)W? (&) + 11 (E)W(E) +10(E).

Haciendo este andlisis k — 2 veces mds tendremos que

(&) = qr_1(E)WF(E) + 11 (E)WFTT(E) + -+ 1 (E)W(E) +10(8). (44)

Observemos que para cada 0 < i< k—1, grad(ri(§)) <m 6 ri(&) =0. Por lo que (&) + (W(E)) € RF
paracadai=0,1...,k—1.

De (44) se tiene que f(&) = 11 (E)WKT(E) + -+ 11 (E)W(E) +10(&) y sea 1y =1 (&) + (W(E)) € RF.
Entonces

fE) =Tkt e WK (E) - 17 e W(E) +T0(E).
Asi, B genera al espacio vectorial A sobre RF. Por lo tanto, B es una base de A sobre RF. O

De lo anterior se tiene que: para cada f(§) € A

f(E) = AoT +AMW(E) + - + AWk T(§) (45)

donde los A; € RF paracadai=0,..., k—1.

4.2 EL GRUPO DE UNIDADES DEL ANILLO A

Sea a(&) en A. Observemos que si a(&) es una unidad, entonces a(&) € A~ M, es decir, a(&) ¢ M.
Como podemos tomar a a(&) € GF(p)[&] de tal forma que grad(a(&)) < n = mk, entonces existe
je{o,1,..., k—1} tal que mj < grad(a(&)) < m(j+1).Sij = 0 entonces 0 < grad(a(&)) < m. Sean
s0(&) = a(&) y si(&) =0 paracadaie€(l,..., k— 1} Entonces

\
-

ok
a(g) = ) wHE)si(&).

0

,...
Il

Sij > 0, entonces por el Algoritmo de la Divisi6n existen qo(), mo(&) € GF(p)[&] tales que
a(&) =w(&)qo(&) +10(&) donde 0 < grad(ro(£)) < grad(w(£)) y 0 < grad(qo(&)) <m. (46)

Notemos que 1o (&) # 0 pues a(&) ¢ M. Si grad(qo(&)) > m entonces grad(a(&)) > mj+ m. Lo cual es
una contradiccién. Por otro lado, si grad(rp(&)) > m entonces, existe j; € {1,...,j — 1} tal que mj; <
grad(ro(&)) < m(j1 +1). Asi que, existen q1(&),1(&) € GF(p)[€] tales que 1o (&) = w1 (£)q1(£) +11(E),
donde 0 < grad(ry(&)) < grad(w’1(&)) y 0 < grad(qq(&)) < m. Sustituyendo 1(&) en (46) se tiene
que

a(g) =W (E)qol(&) + W (E)qq (&) +11(E), 47)

donde 0 < grad(ri(£)) < grad(wi'(€)) y 0 < grad(qo(&)), grad(qq(&)) < m. Si grad(ri(€)) > m
entonces, realizamos el andlisis previo para r1(£), y asi sucesivamente hasta encontrar un (&) €
GF(p)Elcon1 <t <j—1tal que 0 < grad(r¢(&)) <my

a(&) =w (£)qo(&) + W' (£)q1(£) + -+ W (E)qe(£) +Te(&).
Ademads j >jj > --- > ji. Mdas adn, se cumple que

a(g) =W (E)si (&) +W T (&)sj_1 (&) + -+ W (E)s2 (&) +W(E)s1 (&) +s0(E),
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donde so (&) =1¢(&), t de los s;(&) son iguales a los qi(&) y el resto a cero . Observemos que ¢ (&) # 0
ya que en caso contrario, a(£) serfa un divisor de cero, lo cual no es posible pues a(&) es una unidad
de A.

Con lo anterio se prueba el siguiente resultado

Proposicion 4.6. Sea a(&) un unidad en el anillo A. Se tiene que

(48)

I
M7
ol 71l

2

donde paracadai e {1,...,k—1},s1(&) =060 < grad(si(&)) < m, ademds sp(&) # 0y 0 < grad(sp(&)) <
m.

Es bien sabido que el conjunto de unidades de un anillo es un grupo multiplicativo, en este caso
el grupo de unidades del anillo A es el conjunto A* = A~ M y por la Proposicién 4.6 tenemos una
caracterizacién de los elementos de A* y es la siguiente:

K1
= {Z WL(E)si(&): so(&) #0, yparacadaie{l,..., k—1}si(§) =060 < grad(si(&)) < m}.

Corolario 4.1. [A*| =p™—T(pm 1),

Demostracion. Por la caracterizacién de los elementos de A* sabemos que, cuando i # 0, si(&) € {f(&) €
GF(p)[&]: f(&) =fo+ 16+ -+ fm 1™ con f; € GF(p) paracadal=0,...,m—1}=G.Parai=0
se cumple que, sp(&) € G\ {0}. Observemos que |G| = p™. Por el principio de la multiplicacién se tiene
que [A*| = (p™) T (pm —1) =pmi=D(pm —1). O

Observacion 4.4. Sabemos que A*NM = 0. Por lo que IM| = |A \ A*|. Asi que (M| = pmk —pm(k_1 ) (p™
1) =p™mk=1) es decir, (M| = pmk=T1),

Definimos el siguiente conjunto,

T+M:={T+m(E) |m(E) € M}.

Es claro que T+ M C A*. De no ser asi tendremos que, existe a(£) € A tal que a(§) ¢ A* y
a(&) € T+ M. Por consiguiente, existe m(§) € M tal que a(§) = 1+ m(&). Como a(&) ¢ A~ M
se tendrd que a(&) € M. Entonces a(&) —m(&) € M. Por lo tanto, T € M. Lo cual no es posible
pues M es el ideal maximal de A. Por otro lado, notemos que por la Observacién 4.4 se cumple que
T+ M| =pmik-1),

Proposicion 4.7. El conjunto T+ M es un subgrupo del grupo de unidades del anillo A.

Demostracién. Sean a(&),b(&) € T+ M, entonces existen m1 (&), m, (&) € M tales que a(&) = T+mq (&)
y b(&) =T+my(&).

i) a(®)b(e) = T+my(EIT+ma(8)] = T+my(&) +my(E) + my(&)my(&) = T4 m3(&), donde
m3 (&) = mq (&) + ma(&) +mq (§)m2(£)1M, pues M es un ideal en A. Por lo que a(§)b(E) € T+ M.

ii) Dado que 0 e My T=1+0, entonces T € T+ M.

iii) Veamos que (a(&))~! € T+ M. Ya que a(&) € T+M C A*, entonces (a(£))~' € A*. Ademas

a(&)(a(&))~! =T. Sustituyendo a(&), se cumple que {T +my (E)} (a(&))~" = T. Distribuyendo el

obtenemos que, (a(&))!' =T—mq(&)(a(&))"!' =T+m/(E) con
] =

producto y despejando (a(&)) 1L&6)0
WTE) = ~Tur (E)(alE)) " € 2 pucs i €] € My M esideal. Asi, (a(8))~! =T+ m(E) € T+ M.

O

EL resultado que a continuacién se enuncia nos permite afirmar que existe un subgrupo de A*,
digamos H, de cardinalidad p™ — 1. Sin embargo omitimos su prueba, la cual puede consultarse en la
referencia indicada.

33
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Proposicién 4.8. [Roto3, Proposicién 2.78,Pdg. 9ol Si G es un grupo finito abeliano y d es un divisor de |G|,
entonces G contiene un subgrupo de orden d.

Observacién 4.5. Sea H un subgrupo de A* tal que |H| = p™ — 1. Tenemos que [T+ M| NH = {1}, ya que
ﬁJr M] estd formado por todos los elementos de A* que tienen orden p* con 0 < i < m(k —1). Si suponemos

que existe a(&) € [T—HW] N H tal que a(&) # T entonces, o(a(&)) = p' para algiin i € {1,...,m(k—1)}, es

decir, p|o (a(&)). Por otro lado, como a(&) € H, entonces o(a(&))| H|, es decir, o(a(&))[p™ — 1. Luego plp™ — 1.
Af que, existe t € Z tal que p™ — 1 = tp. De ahi que p|1. Lo cual es una contradccion. Por lo que, en efecto,
[T+M] NnH={T).

Los siguientes resultados de la Teorfa de Grupos nos permiten poder afirmar una serie de propie-
dades sobre A*. Las pruebas de estas proposiciones se omiten. Sin embargo sus demostraciones se
pueden consultar en las citas correspondientes.

Proposicién 4.9. [Huny4, Cap. 11, Proposicién 4.8] Si H y K son subgrupos de un grupo G, entonces [H :
HNK] < [G:K]. Si[G:K]es finito, entonces [H: HNK] = [G : K] si y sélo si G = KH.

Proposicién g4.10. [Roto3, Proposicién 2.80, pdg. 91] Si G es un grupo que contiene subgrupos normales H y
Kecon HNK = {1}y HK = G, entonces G = H x K.

Sea H como en la Observacién 4.5. Sabemos que [T+ M] y H son subgrupos de A*. Ademas [T+ M| =
pm =T H = p™ — 1y A% = pmk=1(p™ —1). Entonces [A*: T+ M] = [A*|/T+M| =p™ —1, es
decir, [A*: T+ M] es finito. Dado que HN [T+ M] = {1}, se sigue que [H: HN [T+ M]] = [H| =p™ —1.
Asi, por la Proposicén 4.9, se tiene que

A* = [T+M] H. (49)
Por la Proposicién 4.10 tenemos que
A* = [T4+M] x H. (50)
En [McDry4] se prueba el siguiente resultado:

Teorema 4.1. [McD74, Teorema XVIII.2, pdg. 3551
R = [T+M] x K*.
Donde K* denota del grupo mutiplicativo del campo residual del anillo R.

Asi que
A* = [T4+M] x RF*. (51)

Dado que T+ M, H, RF* son grupos abelianos finitos, entonces por el Teorema de Walker (c.f. [Wal56])
se cumple que H = RF*. De ahi que H es un grupo ciclico.

Por lo tanto, A* es el producto directo de dos grupos, Gprc = Hy Gpra = 1+ M, donde Gpgc es

un grupo ciclico de orden p™ — 1y Gpgra es un grupo abeliano de orden p™(—1),

A" = Gprc % Gpra-

Por lo anterior y (49), cualquier unidad del anillo A se puede escribir como el prodoucto de dos

elementos, uno tomado de Gpgrc y el otro de Gpra. Es decir, sea a(&) € A*, entonces existen b(&) €
Gprc vy c(&) € Gpra tales que

a(&) =b(E)c(&).
Lema 4.3. El conjunto F = Gprc U{0} es un campo.

Demostracién. Dado que Gprc es un subgrupo de A*, entonces (F*,-) es un grupo abeliano. Ademas,
dado que F C A se cumple que para cada f(&) € F, f(£)0 = 0. Resta probar que (F,+) es un grupo
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conmutativo. Para ello primero veamos que la suma es cerrada en F. Sean a(&),b(&) € F. Entonces

a(&),b(&) € A, el cual es un anillo de caracteristica p. Por lo que

(«@+5®)" = @@ +bE)"

- ()" - [o7 o]
mpz LhE"

Siguiendo de esta manera tenemos que

m

(a®+3@)" =a@®" +bE)"

Dado que a( ),b(E) € F = Gpre U{0}, se tiene que a(&)]D =alf)y b(E,)p = b(&), pues |Gprcl| =

pm—1 y6p = 0. Entonces

m

a(®)+bE) = (al@)+b(E)"
0 = (a@+b®)" —(a®+5E
[a(&) +b(E)] [(a(mb(a) r _1} .

!

¢
ol
I

m m,

—1+#0. Entonces a(&)+b(&), ( (£)+b(5)>p —

Supongamos que a(&)+ (6)#0}’( (& )+b(5))p

TeM, yaque M = (w(&)) contiene a todos los divisores de cero del anillo. Luego, por la Proposicién

4.4 se tiene que, existen u(&), ( Je Ay, iz €{1,2,. — 1} tales que a(&) +b(E) = W(E,)HLL(E,) y
pT—

( (E)+b(£)> — T =w(&)"*V(E). Entonces

)t
wm)” W,
—1)—1 m

u@’

w(@) v(E) = [wE)
= [W(E.)

= W@ v

= 1 4
= 1

~w(®)"” vE)].

De ahi que w(&) es una unidad en A. Lo cual no es posible pues w(§) es un divisor de cero. Por lo

m

tanto, sélo ocurre uno de los siguientes casos: (a a(&) +b(E) = ( (&) + b(zi))p [ —
Si ocurre el primero, es decir, a(&) + b(&) = 0, entonces a(&) +b(&) € F. Lo cual queriamos probar.
m ‘I _ _

En caso de que ocurra el segundo, ( a ( ) —1=0, se tiene que

_ s\ p™—1

T = (a@+b@)"

pm—2
= = (a®+2@) (a@+0E)"

1
(Eﬁﬁﬁfgﬁj) € A*

Entonces, existen c(&) € Gpre y d(&) € Gpra tales que

a(&) +b(&) =c(E)d(&). (52)

Como c(&) € Gprc, se tiene que T&)pmq =1 (pues |Gprc| =p™ —1). Luego

m_1

1

(atET+0@)"
(ctma®)”
= @
= a@Er’

m—_1

71@11 _

m_1
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De ahi que 1= mpm_]. Entonces o(d(§&)) divide a p™ — 1. Recordemos que d(&) € Gpra v IGpral =
pm(k*”. Asf que o(d(&)) = pt para algin i € {0,1,..., m(k—1)}. Luego pt divide a p™ — 1. Lo cual
s6lo ocurre cuando i = 0. Asi que o(d({)) = p® = 1. Por lo que, d(&) = 1. Entonces de (52) se sigue
que a(&) +b(&) = c(&) € Gprc C F. Por lo tanto la suma es cerrada en F. Ya que F C A se tiene que
F es asociativo y conmutativo bajo la suma. Ademds se cumplen las propiedades de distributividad.

Notemos que 0 es el neutro aditivo en F. Por lo que solo falta probar que para cada f(&) € F, su inverso
aditivo, —f(&), se encuentra en F. Probemos la siguiente afirmacién.

Afirmacién. Para todo p € Z, con p primo, se cumple que —1 € Gpgc.

En efecto, si p = 2, tenemos que 1 = —1 méd p. Como T € Gpgrc entonces —1 = —1 =1 ¢€ Gpgrc CF.
Sip # 2, se tiene que p™ — 1 es par para cada m € Z. Ademas, siempre se cumple que o(—1) = 2
en GF(p). Méas atin, cuando tomamos —1 € A, se tiene que o(—1) = 2. Por otro lado, ya que —1es
una unidad se sigue que, —1 € Gprc 6 —1 € Gpra. Si —1 € Gpgra entonces, o(—1)[p™*~1) donde
pm(k*” = |Gpral- Lo cual no es posible pues pm(k*” es impar. Asi que —1 € Gpgc. Sea f(&) € F,

como —Ti(%pgc C F, y F es cerrada bajo productos, se tiene que —1f(&) = —f(&) € F, donde —f(&) es

tal que —f(&) + f(&) = 0. Por lo tanto, (F,+) es un grupo conmutativo. Asi que F es un campo. O

Observacién 4.6. Dado que F = Gpgrc U{0} con Gprc = Hy HN [T +M] = {1} (por Observacion 4.5)
entonces FN [1+M] = {1} pues ademds H y [T+ M] son subgrupos de A*.

Notemos que el conjunto F es, ademds, un subanillo del anillo A y [F| = p™, pues F = Gprc U{0} y
|Gprel=p™ —1.

Corolario 4.2. F = RF.

Demostracion. Recordemos que RF = GF(p)[&]/(w(&)), donde w(&) € GF(p)[&] es un polinomio ménico
irreducible de grado m. Por lo que RF = [F,m. Como [F| = p™, entonces F = F,m. Asi que F=RF. [

A continuacién daremos otra representacién del anillo A haciendo uso de su subanillo F = Gprc U
{0}. El cual es también un subespacio de A sobre RF ya que F = RF y RF es un RF— espacio vectorial.
Asi que F es un RF—subespacio vectorial de A. Ya sabemos, por (45), que para cada f() € A existen
Ao, A1, ..., Ak—1 € RF tales que

f(E) = AT + A W(E) + -+ + AWk T(&).

Dado que F = RF entonces, para cada A; € RF podemos encontrar un tnico a;(§) € F tal que

(&) = ao(E)T+ ar (E)W(E) + -+ + a1 (E) WK1 (§). (53)

De manera mds general podemos escribir a f(&) de la siguiente forma

(&) =F+w(E)F+--- +wk-T(EF. (54)

A la representacion (53) la denotaremos como la representacion base ideal.

Ejemplo g.1. Sea w(§) =1+ &+ &3 € GF(2)[&], w(&) es un polinomio irreducible. Construimos el anillo de
clases

_ GFR)IE
(W2(&))
Observemos que w?(&) =1+ &2 + £8. Por lo que, se tienen las siguiente relaciones sobre GF(2)[£]
21+ = 1 médw?(§)
1+82 = &5 mod w?(d).

Sea a(&) = &2. Se puede observar que a(&) es una unidad en A. Mds aiin, o(a(&)) = 7. Por lo que, Gprc =

{a(&),..., a(£)7}. Por otro lado, los divisores de cero en el anillo son de la forma w(&)a (&), donde a,, (&) € A*,
esto por la Proposicién 4.4. Dado que los divisores de cero son los elementos del maximal y M| = 8 se puede
verificar que

M= {0, w(E)a(E),..., WE(E)} .
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GF(2)[¢]
(w2(&))’

irreducible. Mostraremos las tres representaciones que tienen los elementos del anillo A. Primero notemos que
W2(E) =14+E&2+ &4 Porlo que A ={a(&)la(&) € GF(2)[&] y grad(a(&)) < 4}. De manera similar a como
se trabajo en el Ejemplo 4.1 obtenemos que Gprc = {1, 21+ &2}, Sea & = &2, notemos que 8% = 241 y
83 =T. Asi que F = {0,1,&2,1 + £2). Para fines pricticos, a los elementos del campo F los denotaremos sin la
barra que denota a la clase. Por lo que,

Ejemplo 4.2. Consideramos el anillo A = donde w(&) = 14+ &+ &% € GF(2)[&] es un polinomio

F=1{0,1,5,5%).

Por otro lado, tenemos que el campo residual de A es

RF = {[0], [1], [€], [T + &]}.

Para este ejemplo usaremos la notacion [a] para denotar a los elementos del RF.

Sabemos que existe un isomotrfismo entre F y RF, dicho isomorfismo tiene la siguiente regla de correpondencia:
b — [E+1y 82 — [&]. Notemos que este isomorfismo coincide con el que se crea cuando restringimos al
homomorfismo sobreyectivo natural u: R — RF al conjunto F.

En (40) tenemos la representacion estdndar, la cual estd dada sobre el campo GF(2) respecto la base By =
(1,€,€2,&3). Es ficil obtener la respresentacion de cada elemento de A. Basta con fijarnos en los escalares que
acompafian a las potencias de &. Por ejemplo, sea a(&) = 1+ &+ &2 + &3, tenemos que los representantes de

a(&) son (1,1,1,1), asi que escribiremos a(&) = (1,1,1,1).

La segunda representacion se muestra en (45). Esta representacion estd dada respecto la base By = {1, w(E)}
sobre RF. El algoritmo para obtener los representantes estd dado en la prueba de la Proposicion 4.5 y se ejemplifi-
card para un elemento de A. Sea a(&) =1+ &+ &2 4+ &3, tenemos que a(&) € GF(2)[&]. Aplicando el algoritmo
de la division obtenemos qo(&) = &,10(&) =1 € GF(2)[E] tales que

a(&) = qo(E)W(E) +10(&) es decir a(&) =T1o(&) + qo(E)W(E).

Notemos que [qo(&)], [ro(&)] € RF. Por lo que, hemos obtenido una representacion para a(&) y sus representantes
son ([rol, [qol) = ( &)). Haciendo abuso de notacion diremos que a(&) = ([1], [E]).

La tercer representacio’n de los elementos de A estd enunciada en (53). Esta representacion al igual que la sequn-
da, estd dada respecto de la base B, pero los represetantes son tomados en F C R. Para obtener la representacion
de los elementos de R primero encontraremos la representacion de €, &2 y £3. Notemos que las representaciones
de 0y 1 son (0,0) y (1,0) respectivamente. Para conseguir la representacion de & haremos uso del isomorfismo
que existe entre F y RF, el cual es iqual a plr. Observemos que 1((&)) = &+ (W(E&)) = [E]. Ya sabemos que
existen tinicos a,b € F tales que & = a -1+ b -w(&). Entonces w(&) = nla-T+b -w(&)) = u(a), es decir,
[£] = p(a) donde a € F. Asf que p(a) = ulg(a). Como plr es un isomorfismo entre F y RF entonces existe el iso-
morfismo inverso, digamos A: RF — F tal que A([E]) = 52, Por lo que 2 =a AL E=052-T+b-w(§). Luego,
E=14+824+b-w(&). Porende, E2+&+1 =D -w(&), es decir, w(&) = b - w(&). Entonces (1+b)w(&) = 0.
De ahi que 1+ = 0 6 1+ b es un divisor de cero. En cualquier caso se cumple que 1+1b € M. Por lo que,
existe by € M tal que b = 1+ by, esto implica que b € [1+ M), ademds b € F, donde F = Gpgrc U{0}. Por la
Observacion 4.6 se tiene que FN [T+ M] = {1}. Entonces b € FN[1+ M] = {1}. Asi b = 1. Por lo tanto

E=82-T+1-w(E) =(8%1).

La representacion de &2 se obtiene de manera simple pues recordemos que & = £2 € F. Asi que

£2=5-T+0-w(&) = (5,0).

7Pam obtener la r%resentacio’n de ? notemos que ?’ = Q, asi que multplicando las representaciones de & y
&2, obtenemos que £3 = 83 - T+ 65 -w(E). Como 83 =1, se tiene que:

3 =1-T+5-w(E) =(1,5).

Las representaciones de los demds elementos de R se obtienen sumando las representaciones de los que ya
tenemos. Por ejemplo, sea a(&) =1+ &+ £2 4 &3 € R, entonces
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0 bien
a() = 1 T+ 0 wE+ a(€) = (1,00+
52 T+ 1 wE+ (8%, 1)+
§ T+ 0 w(E)+ (5,0)+
1 T+ 8 w(&) (1,8)
= (5482 T+ (148) W) = (8482149
- @148 T+ (118 wE alt) = (1,8%)
a(E) = 1 I+ 82 wi(E)

Este 1iltimo procedimiento se puede llevar a cabo puesto que F es un campo.

En la siguiente tabla se enlistan los 16 elementos de A con sus tres representaciones.

Base : {T,E, ?,?3} {T,m}
Campo : GF(2) RF ‘ F
Elementos de A Representaciones
0 (0,0,0,0) ( [0, [© )|(o0,0)
1 (1,0,0,0) (o, [ )j(1,0)
£ (0,1,0,0) ( [6] ;o0 )] 8%)
&2 (0,0,1,0) | ([1 01 )| (s,0)
&3 (0,0,0,1) ( [H 1+E) (1,8)
T+¢ (1,1,0,0) (1 o )|(o,1)
1+¢2 (1,0,1,0) ( [] , 01 )] (8%,0)
1+83 (1,0,0,1) ( o ,0+&)|(0,8)
E+E2 (0,1,1,0) | ( m L)
E+E (0,1,0,1) | (M +&,0+8&) | (8,6%)
£2 483 (0,0,1,1) ( [E] ;)] (8%%)
T+E482 (1,1,1,0) (o, o )pco,n)
T+E+83 (1,1,0,1) ([a L +E) | (8%,8%)
1+&E24¢83 (1,0,1,1) (1 (& )| (06,8)
E+E2+E3 (0,1,1,1) | ( m,[a) (0,6%)
T+E+E24E3 (1,1,1,1) ([, & )| (1,8%)

Tabla 2: Representaciones de los elementos de A

Observacion 4.7. Obtener a través de estos procedimientos los representantes de los elementos del anillo A es
posible gracias a las propiedades que este anillo posee. Sin embargo, para anillos diferentes a los abordados en
este capitulo, encontrar las representaciones de sus elementos no siempre es una tarea fdcil y se suele requerir del
apoyo de algiin software.

4.3 EXTENSIONES DE GALOIS DEL ANILLO A

En esta seccién a los elementos del anillo A los denotaremos de la siguiente manera, a := a(&) € A.

El método para construir anillos de Galois a partir del anillo A es similar a la construccién de
anillos de Galois sobre Z «. Recordemos que existe un homomorfismo sobreyectivo natural que envia
a los elementos del anillo A a su campo residual, RF, y dado que RF es isomorfo a F, el cual es un
campo contenido en A, entonces existe un homomorfismo sobreyectivo de A en F, digamos y, este
homomorfismo se puede extender a la reduccién polinomial {i: A[x] — F[x] de la siguiente forma:

T T
= Z aixt 5 Z w(ap)xt
i=0 i=0
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Un polinomio H(x) € A[x] es un bdsico irreducible si {Ll(H(x)) es irreducible en F[x] y es mdnico si su
coeficiente principal es 1.

Definicién 4.3. El anillo de Galois de A denotado como GR(A, ) estd definido como

donde H(x) es un polinomio ménico bdsico irreducible de grado r sobre A.

El polinomio ménico basico irreducible de grado r sobre A se puede obtener de un polinomio
monico irreducible sobre RF, el cual es isomorfo a GF(p™), a través de un “levantamiento”. El truco
es considerar un polinomio ménico irreducible sobre F en lugar de tomarlo en RF. Como F es un
subanillo de A, cualquier polinomio irreducible sobre el subanillo es bésico irreducible sobre el anillo.
Asi, el levantamiento se puede obtener definiendo una funcién ¢ de GF(p™) a F, la cual nos dard
un polinomio moénico bésico irreducible sobre A a partir de un polinomio ménico irreducible sobre
GF(p™).

En el siguiente ejemplo se ilustra el procedimiento para obtener un polinomio bésico irreducible a
traves de un “levantamiento”.

Ejemplo 4.3. Tomemos el anillo A que se abordé en el Ejemplo 4.2.

GF(2)[E]
A= 2
(w2(£))

donde w(&) = 1+ &+ &2, y recordemos que F = {0, 1,82,1+ &%) es isomorfo a GF(4) ={0,1,p,1+ p}. El
polinomio f(x) = p + BZx +x2 +x3 es irreducible sobre GF(4) donde p3 = 1 y B2 =1+8. Definimos la
funcion ¢ : GF(4) — F donde p %> &2. Esta funcion aplicada a los coeficientes del poliomio h(x) nos da el
polinomio H(x) = &2 + (1 + &2)x +x% +x3, el cual es un polinomio irreducible sobre F y bdsico irreducible
sobre A. Con el polinomio H(x) € Alx| podemos construir el anillo de Galois

GR(A,3) =

4.4 LA LINEALIDAD DE LA FUNCION DE GRAY

En el Capitulo 2 se hablé de la funcién de Gray tomando anillos de Galois de indice de nilpotencia 2
(los cuales también son anillos finitos de cadena). En el se abordaron las propiedades mds importantes
de dicha funcién, entre ellas el hecho de que la funcién de Gray no es lineal sobre este tipo de anillos
(GR(p?, m)). Sin embargo cuando tomamos un anillo cociente de la forma A = GF(p)[&]l/ (WZ(£)) con
w(&) € GF(p)[€] irreducible (observemos que A es un caso particular de los anillos estudiados en este
capitulo), la funcién de Gray definida sobre A™, con n € IN, resulta ser lineal.

Ya sabemos que en los anillos de la forma GF(p)[E]/ (Wk(£&)) cada elemeto tiene tres representaciones
diferentes, cada una de ellas sobre diferentes campos y bases, esto para cualquier p primo y k entero
positivo. En particular, y para esta seccién consideraremos k = 2. Asi que nuestro anillo serd

 GF(p)lg)
A= e

donde w(&) € GF(p)[&] es un polinomio moénico irreducible de grado m. A los elementos del anillo
A los denotaremos de la siguiente manera: a := a(&) € A. Por otro lado, a los elementos del campo
F contenido en A los representaremos como a continuacién se muestra: F = {0, 1, «, oZ,..., cxpmfz}.
Recordemos que F es isomorfo al campo residual del anillo A, y cada elemento del anillo A tiene una
Unica representacion respecto a la base B = {1, w} sobre F. Es decir, para cada a € A existen tinicos
po(a), pi(a) € F tales que

a = po(a)+wp;(a).
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Observacion 4.8. i) Sean a,b € A, sabemos que existen tinicos pp(a), po(b), po(a+b), p1(a), p1(b),
p1(a+b) € Ftales que a = po(a) +wpi(a), b = po(b) +wpi(b) y a+b =pola+b)+wpi(a+b),
pero a+b = poa) + po(b) +w(pi(a) + p1(b)), donde po(a) + po(b), p1(a)+p1(b) € F y como
po(a+Db), y p1(a+b) son iinicos, entonces po(a+b) = po(a)+ po(b) y p1(a+b) =p1(a) +p1(b).

it) Sean 3 € Fy a € A, notemos que la representacion de 3 es p = 3 +w0 y como sabemos, existen
po(a),po(Ba), pi(a),pr1(Ba) € F tales que a = po(a) + wpi(a) y pa = po(Ba)+wpi(Ba), pero
Ba = Bpo(a) +wppi(a) donde Bpo(a),Bpi(a) € F. Por lo que, po(Ba) = Bpola) y p1(Ba) =
(a

Sean € N, tomamos A = (ap, ay,...,an—1) € A™, sabemos que para cadai=0,1,...,n—1 existen
po(ai),p1(ai) € F tnicos tales que a; = po(a;) +wpi(ai). Tomando p;j(A) = (pj(ao), pjlar),...,
pj(an—1)) para j = 0,1, entonces A = po(A) +wpi(A)). Observemos que po(A),p1(A) € F* son
tnicos ya que po(ai) y p1(ai) son tnicos para cada i € {0,1,...,n — 1} y ademads las propiedades
expuestas en la Observacién 4.8 se pueden extender a A™, de manera que paracada A, Bc A"y € F
se cumplen:

i) po(A+B)=po(A)+po(B)ypi(A+B)=pi(A)+p1(B)
ii) po(BA) = PBpo(A)y p1(BA)=pBp1(A)

Para definir la fucién de Gray sobre R™ donde R = GR(p?, m) (Capitulo 2), hicimos uso de la
expasion p-adica de los elementos del anillo R y del campo residual de dicho anillo. Sin embargo, para
definir esta funcién sobre el anillo A usaremos la representacién de los elementos respecto la base ideal
sobre el campo F, ademds usaremos este campo en lugar del campo residual, lo cual es posible dado
que son isomorfos. Sean C, € F9 el vector que enlista a todos los elementos del campo Fy C, € F9 el
vector cuyas entradas son todas iguales a 1, ambos de longitud q = p™, definimos la funcion de Gray
sobre A™ de la siguiente manera:

©:AM — Fd

A 5 Co®po(A)+Cypr(A) (55)

con A = (ap,at,...,an—1) € A" y “®” el producto de Kronecker definido como en (11), pero sobre
A™. Observemos que las propiedades enunciadas en el Lema 2.1 también se satisfacen sobre A™.

Observacién 4.9. A™ y F™* son F— espacios vectoriales.

Sean A,B € A™ y 3 € F, sabemos que existen tnicos pp(A), p1(A), po(B),p1(B) € F™ tales que
A =pp(A)+wpi(A)) y B=po(B)+wpi(B)). Entonces, por las propiedades el producto de Kronecker

O(A+PBB) = Co®po(A+PB)+C;®p1(A+BB)
= GCo®(po(A)+Bpo(B))+Cy @ (p1(A)+Bp1(B))
(Co®po(A)) +(Co® Bpo(B)) + (Cy @ p1(A)) + (C; @ Bp1(B))
(Co®po(A)+Cr®p1(A)) +B(Co®po(B)) + B(Cy®p1(B))
(Co® po(A) +Cr@p1(A)) + B(Co® po(B) + Cy @ p1(B))
®(A) + BD(B).

Por lo que, la funcién de Gray definida sobre A™ es F—lineal.

De ahA que, si € es un A—c6digo ciclico lineal de longitud n, con n coprimo con la caracteristica del
campo residual F, entonces @ (C) es un F—cédigo lineal.



MAGMA

Magma es un software disefiado para realizar cdlculos en algebra, teorfa de ntimeros, geometria alge-
braica y combinatoria (algebraica). Posee de un entorno matemadtico riguroso que permite al usuario
definir y operar con estructuras comos lo son grupos, anillos, campos, cédigos, médulos y muchas
otras (c.f. [BCP97], [BCFS08]).

En este capitulo mostraremos algunos de los cédlculos que se hicieron en MAGMA. Mostraremos los al-
goritmos que se implementaron. Ademads describiremos algunos que el software posee y que fueron de
gran apoyo. A lo largo de este apartado encontraremos ejemplos de implementaciéon de los comandos,
los cuales estaran precedidos de por el simbolo >, y el resultado de su evaluacién se mostrara dentro
de un recuadro.

Si se desea saber més sobre algunas funciones empleadas se puede consultar el manual de usuario a
través del siguiente link:

https://magma.maths.usyd.edu.au/magma/handbook/

Algunos de los ejemplos que se muestan en este capitulo se pueden realizar en la calculadora que
MAGMA porporciona a través de su pagina. Dicha calculadora tiene un limite de operaciones pero puede
ser un primer acercamiento al software. Se puede acceder a ella a través del siguiente enlace:

http://magma.maths.usyd.edu.au/calc/

5.1 ANILLOS DE GALOIS

MAGMA posee varias funciones que nos permiten construir anillos de Galois. Una de ellas es a partir de un
ndmero primo p y dos enteros positivos a y d, con los cuales se construye el anillo GR(p®, d) a través del
comando “GaloisRing(p,a,d)”. Sin embargo podemos sustituir a “d”, por un polinomio”f” que es mo-
nico sobre Z e irreducible médulo p. En este trabajo el comando que se us6 fue “GaloisRing(p,a,f)”,
el cual construye el anillo de Galois GR(p®, m) = Za[x]/(f(x)), con grad(f(x)) = m. En el siguiente
ejemplo se muestra como se usa este comando. Lo primero que hacemos es definir el anillo de polino-
mios Z[x], después damos un polinomio f(x) € Z[x] tal que f(x) es ménico y ademads es irreducible
modulo p (f(x) visto como un polinomio sobre Za es ménico bésico irreducible).

Ejemplo 5.1.

> Z:=IntegerRing();

> PZ<x>:=PolynomialRing(Z);
> p:=3;

> a:=2;

>

fi= x"3 + 2xx + 1;

> GR:=GaloisRing(p,a,f);
> GR;
[ GaloisRing(3, 2, x™3 + 2xx + 1) ]

Sin embargo, obtener polinomios con estas propiedades no es facil, y MAGMA no posee una funcién que
nos permita obtener polinomios moénicos bésicos primitivos sobre un anillo Z/p®Z. Lo que si tiene
es una funcién que nos proporciona todos los polinomios irreducibles de grado d sobre un campo
finito F = Fq, la cual es “AllIrreduciblePolynomials(F,d)”. Ademas, la funcién “IsPrimitive(f)”
nos permite saber si el polinomio f, cuyos coeficientes estdn en un campo finito, es primitivo o no lo
es. Ambas funciones se muestran en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 5.2. Primero obtendremos todos los polinomios irreducibles de grado d sobre el campo Fy,.

p:=3;
a:=1;
d:=3;

GF<u>:=FiniteField(p™a);
PGF<t>:=PolynomialRing(GF) ;

V V.V VvV V

Vv

AllIrreduciblePolynomials(GF,d);

{
t°3 + 2xt + 1,
t°3 + 2xt7™2 + 2%t + 2,
™3 + 72+t + 2,
t°3 + 2xt + 2,
3 + 72 + 2,
3 + 2xt™2 + t + 1,
T3 + 72 + 2xt + 1,
t7°3 + 2xt"2 + 1

b

Ahora veremos cuales de estos polinomios son primitivos.

> IsPrimitive( t"3 + 2xt + 1 );

> IsPrimitive( t"3 + 2*xt™2 + 2%t + 2 );
> IsPrimitive( t™3 + t"2 + t + 2 );

> IsPrimitive( t"3 + 2xt + 2 );

> IsPrimitive( t™3 + t7°2 + 2 );

> IsPrimitive( t73 + 2xt™2 + t + 1 );
> IsPrimitive( t™3 + t72 + 2xt + 1 );
> IsPrimitive( t73 + 2+«t"™2 + 1 );

true
false
false
false
false
true
true
true

Por lo tanto los polinomios primitivos de grado 3 sobre F3 son t3 +2t+1,t3 +2t2 +t+1, 13 +t2 + 2t +
L3 +2t2 41

Siguiendo el procedimiento del Ejemplo 5.2, podemos obtener todos los polinomios primitivos de
grado d sobre el campo finito Fpa. Sin embargo, en la practica puede resultar tedioso hacer este
procedimiento, ya que cuando cambiamos los valores p, a y d, el niimero de polinomios irreducibles
que obtenemos aumenta. Es por ello que con ayuda del lenguaje de programaciéon que MAGMA posee
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pudimos implementar una funcién que nos permitird obtener de manera explicita todos los polinomios
primitivos de grado d sobre un campo finito.

Algoritmo 1: Polinomios primitivos de grado d sobre un campo F

> AllPrimitivePolynomials:=function(F,d)

PF<t>:=PolynomialRing(F);

IP:=AllIrreduciblePolynomials(F,d);

PrimitivePolynomials:={};

for h in IP do
if IsPrimitive(h) eq true then

Include(~PrimitivePolynomials, h);

end if;

end for;

return PrimitivePolynomials;

end function;

Nota 5.1. Este algoritmo debe de escribirse al principio de nuestra hoja de trabajo y vinicamente en aquellas hojas
donde sea requerido, como se muestra en el ejemplo.

Ejemplo 5.3.

> AllPrimitivePolynomials:=function(F,d)
PF<t>:=PolynomialRing(F);
IP:=AllIrreduciblePolynomials(F,d);
PrimitivePolynomials:={};
for h in IP do
if IsPrimitive(h) eq true then
Include(~PrimitivePolynomials, h);
end if;
end for;
return PrimitivePolynomials;
end function;

p:=3;
a:=1;
d:=3;

GF<u>:=GaloisField(p™a);
AllPrimitivePolynomials(GF,d);

VvV V. V V V

{
t°3 + 2%t + 1,
t"3 + 2xt"2 + t + 1,
t°3 + 172 + 2%t + 1,
t°3 + 2xt"2 + 1

}

Nota 5.2. Sien el ejemplo anterior cambiamos los valores de p, a y d la funcion se ejecutard de manera adecuada.

Con las funciones que tenemos podemos obtener todos los polinomios primitivos de cierto grado
sobre un campo finito. Sin embargo, para la construccion de los anillos de Galois que usamos en esta
tesis, fue necesario tener polinomios ménicos bésicos primitivos sobre anillos de la forma Z/p?Z, pues
recordemos que trabajamos con anillos de Galois de indice de nilpotencia 2. Es por ello que la siguiente
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funcién que implementamos en MAGMA nos da polinomios moénicos bdsicos primitivos con coeficientes
sobre Z/p?Z de cierto grado.

Algoritmo 2: Polinomios basicos primitvos de grado d sobre un anillo Z .

> BasicPrimitivePolynomials:=function(p,d)
PZ<x>:=PolynomialRing(IntegerRing());
PZz<z>:=PolynomialRing(IntegerRing(p"2));
BasicPrimitivePolynomials:={};
for a in AllPrimitivePolynomials(GaloisField(p),d) do
Include(~BasicPrimitivePolynomials, PZz!(PZ'a));
end for;
return BasicPrimitivePolynomials;
end function;

Lo que hace esta funcién es obtener todos los polinomios primitivos sobre el campo residual del
anillo Z/pZZ, el cual es IF,, y posteriormente los incrusta en el anillo Z /pZZ, a través de la inclusién
Fp[x] < Z,,2[x]. Observemos que el Algoritmo 2 depende del Algoritmo 1, por lo que cuando se desee
usarlo serd necesario escribir previamente el Algoritmo 1, tal como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.4.

> Al1PrimitivePolynomials:=function(F,d)
PF<t>:=PolynomialRing(F);
IP:=AllIrreduciblePolynomials(F,d);
PrimitivePolynomials:={};
for h in IP do
if IsPrimitive(h) eq true then
Include(~PrimitivePolynomials,h);
end if;
end for;
return PrimitivePolynomials;
end function;
> BasicPrimitivePolynomials:=function(p,d)
PZ<x>:=PolynomialRing(IntegerRing());
PZz<z>:=PolynomialRing(IntegerRing(p”"2));
BasicPrimitivePolynomials:={};
for a in AllPrimitivePolynomials(GaloisField(p),d) do
Include(~BasicPrimitivePolynomials, PZz!(PZ'a));
end for;
return BasicPrimitivePolynomials;
end function;
> p:=3;
> d:=3;
> BasicPrimitivePolynomials(p,d);

{
z"3 + 2xz + 1,
z"3 + 2%z27°2 + z + 1,
z™"3 + 272 + 2%z + 1,
z"3 + 2xz272 + 1

}

Nota 5.3. Esta funcién (BasicPrimitivePolynomials) no nos proporciona todos los polinomios bdsicos primi-
tivos sobre Z. /pZZ, solo algunos de ellos.



5.1 ANILLOS DE GALOIS |

Una vez obtenidos algunos polinomios ménicos basicos primitivos podemos construir un anillo de
Galois. No olvidemos que para poder construir un anillo de Galois en MAGMA es necesario que
los coeficientes del polinomio que utilicemos estén sobre el anillo de los enteros. Para ello basta que
usemos la funcién “R!f”, la cual incrusta al elemento f en el anillo R, en nuestro caso R serd el anillo
Z[x] y f el polinomio que usaremos para construir nuestro anillo GR(p?, f).

Ejemplo 5.5.
> p:=3;
> PZz<z>:=PolynomialRing(IntegerRing(p~2));
> PZ<x>:=PolynomialRing(IntegerRing());
> fi=z"3 + 2xz + 1;
> PZ!f;
[ X3 + 2%x + 1

Nota 5.4. En adelante, en la mayoria de los ejemplos que se presenten en este capitulo sélo emplearemos la
funcién que se acaba de mencionar sin escribir todo el algoritmo. Sin embargo, si se desea hacer uso de estas
funciones es necseario escribirlas justo como se desarrollaron previamente (en los Algoritmos), asi como se mostré
en los Ejemplos 5.3 y 5.4.

5.1.1  Representacién p—édica

Sabemos que los elementos de un anillo de Galois tienen su representacién p—adica, esta representa-
cién resulta importante en la implementacién de la funcién de Gray. A pesar de que MAGMA no tiene
una funcién que calcule esta representacion, es posible implementarla. Para ello es necesario tener el
conjunto de Teichmdiller del anillo de Galois sobre el cual estamos trabajando, el cual lo obtendremos
de la siguiente manera:

Algoritmo 3: Conjunto de Teichmiiller

> Teichmuller:=function(R)
RF<w>:=ResidueField(R);
T:={R'a :a in RF};
return T;
end function;

Nota 5.5. R puede ser cualquier anillo de Galois.

Ejemplo 5.6.

PZ<x>:=PolynomialRing(IntegerRing());
Zf:=x"3 + 2xx + 1;

p:=3;

GR<u>:=GaloisRing(p"2,Zf);
Teichmuller(GR);

V V.V V V

{0, 2, u+2, U2+ 2, 2«u™2 + 2, 2%xu + 2, u™2 +u+ 1, 2xu™2 +u + 1, u™2 +
2%U, 2%xUu”™2 + 2%xu, u™2 + U + 2, 2xu™2 + U + 2, U2 + 2xu + 1, 2xu”2 + 2xu +
1, u, 2*u, u™2 + 2*xu + 2, u™2, 2*xu™2 + 2*xu + 2, 2*u™2, u + 1, 2xu + 1, u"2 +
1, 2«u™2 + 1, u™2 + u, 2xu™2 +u, 1}
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La funcién para obtener las representaciones p—dadicas de los elementos de un anillo de Galois reque-
rird dos datos: el elemento del cual se desea obtener su repesentacién, a, y el anillo al que pertenece, R.
Es recomendable que este tltimo sea citado previamente.

Algoritmo 4: Representacién p—adica

> pAdicRepresentation:=function(a,R)
d:=Degree(R);
p:=Characteristic(ResidueField(R));
RF<w>:=ResidueField(R);
T:={R'a :a in RF};
for x,y in T do
Z:i=X+p*y;
if z eq a then
r:=<x,y>;
end if;
end for;
return r;
end function;

La funcién nos dard una dupla formada por elementos del Teichmdiller, cuyas entradas corresponden
a los elementos que conforman la representacion p—adica de a.

Ejemplo 5.7.

PZ<x>:=PolynomialRing(IntegerRing());
Zf:=x"3 + 2xx + 1;

p:=3;

GR<u>:=GaloisRing(p~2,Zf);

a:=8xu"2 + u;
pAdicRepresentation(a,GR);

V V V V V VvV

[ <2*%xU™2 + u, 2*xu"2> ]

Los dos valores que obtenemos son elementos del Teichmiiller, y satisfacen la iqualdad a = 8u? +4u +6 +
p(3u? +8u+1) con p = 3. Ambas afirmaciones pueden comprobarse si en la misma hoja de trabajo colocamos
lo siguiente:

> Teichmuller:=function(R)
RF<w>:=ResidueField(R);
T:={R'a :a in RF};
return T;

end function;

> 2%xUu™2 + u in T;

> 2xu”™2 in T;

> (2*%u™2 + u) + px(2*xu™2);

true
true

8xu™2 + u

Observacién 5.1. La funcion pAdicRepresentation sélo funciona para anillos de Galois de indice de nilpoten-
cia 2.
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5.1.2 Campo Residual

Para obtener el campo residual de un anillo de Galois, MAGMA tiene una funcién que nos lo proporciona,
“ResidueField(R)”, donde R es el anillo del cual se desea obtener el campo residual. Ademds podemos
construir el homomorfismo sobreyectivo canénico, 1 : R — RF, con RF el campo residual de R, mediante
el comando "Coercion(D,C)”, donde D y C son el anillo R y su campo residual RF, respectivamente.

Ejemplo 5.8.
> PZ<x>:=PolynomialRing(IntegerRing());
> Zf:=x"3 + 2xx + 1;
> p:=3;
> GR<u>:=GaloisRing(p~2,Zf);
> RF<w>:=ResidueField(GR);
> Mu:=Coercion(GR,RF);
> Mu(l);
> Mu(u);
> Mu(8);
> Mu(7+u”™2 + 8xu + 1);

= N

Nota 5.6. MAGMA nos proporciona a los elementos del campo como potencias del elemento primitivo, por lo que
las imdgenes de los elementos del anillo bajo la funcién y siempre se verdn como potencias del elemento primitivo
del campo.

5.1.3 Factorizacién

En MAGMA existe una funcién que nos permite factorizar polinomios con coeficientes sobre cierto tipo
de anillos, dicha funcién es “Factorization(f)”. Nos proporciona los polinomios que son factores de
f y la multiplicidad de cada uno de ellos. La factorizaciéon que nos da estd formada por polinomios
monicos irreducibles. Sin embargo, si deseamos emplear estd funcién para polinomios sobre anillos
de Galois no tendremos éxito. Es por ello que hemos implemetado una funcién que nos permitird
factorizar un polinomio sobre este tipo de anillos. Dicha funcién nos proporcionard una n—ada, cada
entrada estard formada por una dupla donde el primer elemento serd un factor de g y el segundo la
multiplicidad de este, asi que n corresponde al nimero de factores distintos que forman la factorizacién
de g. Esta funcién sélo trabaja de manera adecuada con polinomios ménicos; si g no lo es, la funcién
arrojard el mensaje “El polinomio no es monico”.
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Algoritmo 5: Factorizacién sobre Anillos de Galois

> FactorizationOverGR:=function(g,R)
fi=g;
PR<z>:=PolynomialRing(R);
if LeadingCoefficient(f) eq 1 then
d:=Degree(f);
F:=[1;
repeat
for i in [2..d] do
h:=[Random(R): 1 in [1..1i]1];
t:=PR!h;
if t eq 0 then
t:=0;
else
if LeadingCoefficient(t) eq 1 then
r:=f mod t;
if r eq 0 then
if t eq 1 then
t:=1;
else
Include(~F,t);
f:=ExactQuotient(f,t);
end if;
end if;
end if;
end if;
end for;
until f eq 1;
MF:=[1;
h:=F[1];
i:=2;
repeat
h:=h*F[i];
i:=i+1;
until i eq (#F+1);
t:=ExactQuotient(g,h);
i:=1;
repeat
m:=1;
repeat
if IsDivisibleBy(t,F[i]) eq true then
t:=ExactQuotient(t,F[i]);

m:=m+1;
else
m:=1;
end if;
until IsDivisibleBy(t,F[i]) eq false;
M:=<F[i], m>;
Include(~MF,M);
i:=i+1;
until i eq (#F+1);
else
T:="Ingrese un polinomio monico";
end if;
return MF;

end function;
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Nota 5.7. La funcién mostrada en el Algoritmo 5 no nos proporciona una factorizacion vinica, ya que para poder
hablar de la unicidad de esta se debe cumplir con las condiciones que propone el Teorema de Factorizacién Unica
para anillos de Galois, el cual nos dice que los factores deben ser polinomios mdénicos primarios y coprimos por
pares (c.f. [Wano3, Teorema 14.21]).

Ejemplo 5.9.

PZ<x>:=PolynomialRing(IntegerRing());
Zf:=x"2 + x + 2;

p:=3;

GR<u>:=GaloisRing(p~2,Zf);
PGR<z>:=PolynomialRing(GR) ;

f:=2z75-1;

FactorizationOverGR(f,GR);

V V.V V V VvV V

<z + 8, 1>,
<z™2 + (4*xu + 7)*xz + 1, 1>,
<z™2 + (5%xu + 3)*xz + 1, 1>

Ahora veremos como se comporta la funcién FactorizationOverGR con un polinomio cuyo coeficiente princi-
pal es distinto de uno.

> g:=(2%U)*Z"3+(3%U+7) %22 +uxz+1;
> FactorizationOverGR(g,GR);

[ Ingrese un polinomio monico

A continuacion se muestran las dos posibles factorizaciones que se pueden tener de un polinomio sobre el mismo
anillo GR.

> h:=z"4+2"2;
> Hl:=FactorizationOverGR(h,GR);

> H1;
[
<z + 3xu + 6, 1>,
<z + 5xu + 7, 1>,
<z + 6xu + 3, 1>,
<z + 4xu + 2, 1>
]

Al evaluar la funcion FactorizationOverGR en el polinomio h y el anillo GR por sequnda vez, la factorizacion
que nos proporciond fue la siguiente:

> h:=z"4+z2"2;
> H2:=FactorizationOverGR(h,GR);
> H2;
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<Z + 4xu + 2, 1>,
<z + 5xu + 7, 1>,
<z, 2>

A pesar de que no sabemos si la factorizacién que nos proporciona la funcién FactorizacionOverGR
es Unica bajo las condiciones debidas, en algunos casos podemos averiguarlo con los siguientes dos
algoritmos. El primero nos permite saber si dado un conjunto de polinomios, sus elementos son co-
primos por pares, de serlo la funcién nos dard el valor “True”, en caso contrario la respuesta serd
“False”.

Algoritmo 6: Polinomios coprimos sobre un Anillo de Galois

> AreCoprimesOverGR:=function(S,R)
RF<w>:=ResidueField(R);
PRF<t>:=PolynomialRing(RF);
Si:="True";
No:="False";
H:=[1;
i:=1;
repeat
h:=PRF!S[i];
Append(~H,h);
i:=i+1;
until i eq (#S +1);
ji=l;
repeat
k:=j+1;
repeat
a:=GCD(H[j1,H[K]) eq 1;
if a eq false then
Coprimes:=No;
break;
else
Coprimes:=Si;
end if;
k:=k+1;
until k eq (#H+1);
if Coprimes eq No then
break;
else
ji=j+1;
end if;
until j eq #H;
return Coprimes;
end function;

Nota 5.8. S es un conjunto de polinomios introducido en un entorno de sucesion y R es el anillo de Galois sobre
el cual se encuentran sus coeficientes.

En el Ejemplo 5.9, obtuvimos dos factorizaciones distintas del polinomio h(x) = z* + 22, en el si-
guiente ejemplo aplicaremos la funcién AreCoprimesOverGR a los polinomios de ambas factorizaciones.
Recordemos que la funcién FactorizationOverGR nos proporciona n—adas, formadas por duplas, de
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las cuales la primer entrada es un divisor de h(x), es por eso que en el siguiente ejemplo primero
agrupamos a los polinomios de la factorizacién en un entorno de sucesion.

Ejemplo 5.10.

> S:= [ w[l] : w in H1];

//S es el conjunto formado solo por los polinomios de H1
> S;

> AreCoprimesOverGR(S,GR);

+ 3*u
+ 5x*u
+ 6*Uu
+ 4xu

N N N N
+ + + +
N W N o

False

> T:= [ w[l] : w in H2];

//T es el conjunto formado solo por los polinomios de H2
> T;

> AreCoprimesOverGR(T,GR);

Z + 4xu + 2,
Z + 5xu + 7,
z

True

Podemos ver que los elementos de la primer factorizacién no son coprimos por pares pero si lo son los de la
segunda factorizacion.

La segunda funcién nos muestra cuando un polinomio es primario, si el polinomio cumple con
las caracteristicas que esta funcién verifica, entonces nos mostrard al polinomio acompafiado con el
mensaje “True”. Sin embargo, el que un polinomio no cumpla con las propiedades que analiza el
algoritmo no significa que no sea primario (c.f. [Wano3, Lema 14.18]), ya que el algoritmo carece
de argumentos para poder afirmar cuando no lo es. Es por eso que en caso de que el polinomio no
cumpla con las propiedades que analiza la funcién, esta nos mostraréa al polinomio junto con el mensaje
“Indeterminate”.
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Algoritmo 7: Polinomios Primarios

> IsPrimary:=function(f,R);
PRF<t>:=PolynomialRing (ResidueField(R));
h:=PRF!f;
H:=Factorization(h);
S:=[ w[l] : w in H];
a:=#S eq 1;
if a eq true then
if IsIrreducible(S[1]) eq true then
b:="True";
else
b:="Indeterminate" ;
end if;
else
b:="Indeterminate";
end if;
return f,b;
end function;

En el siguiente ejemplo a los polinomios de los conjuntos S y T del Ejemplo 5.10 les aplicaremos
la funcién IsPrimary, recordando que dicha funcién requiere de dos argumentos, un polinomio y el
anillo sobre el cual se encuentran sus coeficientes.

Ejemplo 5.11.

> for f in S do
IsPrimary(f,GR);
end for;

Z + 3*%u + 6
True

Z + 5%xu + 7
True

Z + 6%xu + 3

True

zZ + 4xu + 2
True

> for f in T do
IsPrimary(f,GR);
end for;

Z + 4xu + 2
True

Z + 5%xu + 7
True

True
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Es claro que los elementos de los dos conjuntos, S y T, son primarios.

Nota 5.9. Los Ejemplos 5.10 y 5.11 son complementos del Ejemplo 5.9, y previo a usar las funciones IsPrimary
y AreCoprimesOverGR es necesario que en la hoja de trabajo se escriban los algoritmos completos.

Observacion 5.2. De los Ejemplos 5.9, 5.10 y 5.11 podemos deducir que la segunda factorizacion del polinomio
h(z) = z* + 2% que se proporciond en el Ejemplo 5.9 es la factorizacion que cumple con las condiciones del
Teorema de Factorizacién Unica ([Wano3, Teorema 14.21]), pues los polinomios que la conforman son ménicos,
primarios y coprimos por pares, por lo que es la tinica factorizacién que cumplird estas caracteristicas.

5.2 FUNCION DE GRAY

La funcién de Gray no estd implementada en MAGMA, pero puede ser programada con ayuda de algunas
funciones que existen y otras mas que se desarrollaron en la Seccién 5.1

Es importante mencionar que la funcién de Gray y demds algoritmos que se muestran en esta seccién
fueron implementados primero para anillos de indice de nilpotencia 3 (c.f.[GR19, Apéndice B MAGMA]).
Con base en los resultados que se muestran en [GR19] hemos podido implementar las funciones que a
continuacion se abordaran y se les ha dado una presentacién un tanto distinta, de manera que puediese
ser mds facil trabajar con ellas.

Recordemos que la funcién de Gray va del R—moédulo R™, al Fq—espacio vectorial FJ™, tal como
se muestra en (14), y para poder implementarla necesitamos extender algunas funciones para anillos
de Galois, vistas en la Seccién 5.1, al R—mddulo R™. En particular la mostrada en el Algoritmo 4 y la
funcién “Coercion(GR,RF)” que se mostré en el Ejemplo 5.8.

La funcién mostrada en el Algoritmo 4 calcula la representacién p—adica de cualquier elemento del
anillo de Galois R = GR(p?,m). Lo que necesitamos ahora es obtener “la representacién p—adica”
de cualquier elemento del R—médulo R™, es decir: sea A € R™ debemos encontrar dos n—adas del
conjunto 7™, pp(A), p1(A), con T el conjunto de Teichmdiller del anillo R, tales que A = po(A) +pp1(A).
En el Capitulo 2 se menciona que pi(A) = (pi(ag), pi(ar),...,pilan—_1)) para i = 0,1, por lo que
podemos basarnos en el Algoritmo 4 para obtener las compenentes p—adicas de A.

Algoritmo 8: Extensiéon de la representaciéon p—adica

> pAdicRepresentationExtension:=function(A,R)
d:=Degree(R);
p:=Characteristic(ResidueField(R));
T:={R!'a :a in ResidueField(R)};
PO:=[1;
P1l:=[1;
i:=1;
repeat
for x,y in T do
if (x+pxy) eq A[i] then
Append (~P0, x) ;
Append (~P1,y);
end if;
end for;
i:=i+1;
until i eq (#A+1);
return <PO,P1>;
end function;

En el siguiente ejemplo se omite el desarrollo de la funcién pAdicRepresentationExtension, escrito
en el Algoritmo 8, pero en la practica es necesario escribirlo, prefrentemente antes de realizar los
calculo.
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Ejemplo 5.12. Construimos el anillo de Galois y tomamos un elemento de GR™ con n =5, y a este elemento le
aplicamos la funcién pAdicRepresentationExtension.

> PZ<x>:=PolynomialRing(IntegerRing());
> p:=3;
> Zf:1=x"2+x+2;
> GR<u>:=GaloisRing(p"2,Zf);
>A:=[ u+5, 6xu+6, u+2, u+7, 8u+11;
> pAdicRepresentationExtension(A,GR);
[ <[fu+2,0, u+2, u+1, 2xu+11], [1, 2xu+ 2, 0, 2, 2xu ]>

El resultado es una dupla de n—adas, las cuales son las componentes de la represenctacion p—ddica de A, asi
que po(A) = (W+2,0,u+2,u+1,2u+1), p7(A) = (1,2u+2,0,2,2u) y A = po(A) +pp1(A).

En la Seccién 5.1 se mostré como obtener el campo residual de un anillo de Galois y como construir
el homomorfismo candnico p. En el siguiente Algoritmo se aplicard el homomorfismo p a cada entrada
del elemento A, el cual es una n—ada sobre el anillo de Galois GR.

Algoritmo 9: Extensién del homomorfismo p

> MuGRModule:=function(A,R)
RF<w>:=ResidueField(R);
Mu:=Coercion(R,RF);
MuA:=[];
i:=1;
repeat
Append (~MuA,Mu(A[i]));
i:=i+1;
until i eq (#A+1);
return MuA;
end function;

Observacion 5.3. Como se menciond antes, MAGMA proporciona a los elementos del campo residual como poten-
cias del elemento primitivo, en este caso, asignamos a w como el elemento primitivo del campo residual.

Ejemplo 5.13.

PZ<x>:=PolynomialRing(IntegerRing());
Zf:=x"2 + X + 2;

p:=3;

GR<u>:=GaloisRing(p"2,Zf);

A:=[u + 5, 6xu + 6, u+ 2, u+7, 8xu + 1];
MuGRModule(A,GR) ;

V V.V V VvV V

[ [ w6, 0, w6, w7, w2 ]

La funcién de Gray involucra al Producto de Kronecker, nosotros en particular trabajamos con el
produco de Kronecker extendido de derecha a izquierda, justo como se definié en (11), y nuestro
software posee una funcién que realiza este producto. Dicha funcién es “KroneckerProduct(A,B)”
donde A y B deben ser matrices, por ello, cuando se proporcione la funcién de Gray se podrdn ver
algunos elementos metidos en un ambiente de matrices.
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Antes de proporcionar el Algoritmo de la funcién de Gray es importante recordar que haremos uso
de la funcién “pAdicRepresentationExtension”, mostrada en el Algoritmo 8, asi que dicho algoritmo
debe ser escrito antes de la funcién de Gray.

Algoritmo 10: Funcién de Gray

> GrayMap:=function(A,R)
RF<w>:=ResidueField(R);

q:=#RF;
A:=Eltseq(A);
n:=#A;

F:=[s: s in RF];
Exclude(~F,0);
Exclude(~F,1);
C:=[Matrix(RF,1,q,[0,1]cat[a:a in F]),Matrix(RF,1,q,[1 : i in [1..q9]11)];
Rep:=pAdicRepresentationExtension(A,R);
GM:=Matrix(RF,1,qxn,[0:1 in [1..(g*n)]]);
j:=1;
repeat
Rj:=Matrix(RF, [Rep[j1]);
KP:=KroneckerProduct(C[j],Rj);
GM:= GM+KP;
ji=j+1;
until j eq (#Rep+l);
return Vector(qg*n,Eltseq(GM));
end function;

Observacion 5.4. Los vectores ¢, Y ¢4 estdn dados por los comandos Matrix(RF,1,q,[0,1]cat[w a:a in
[1..(9-2)1]) y Matrix(RF,1,q,[1 : i in [1..q]]), respectivamente.

Ejemplo 5.14.

PZ<x>:=PolynomialRing(IntegerRing());
Zf:=x"2 + X + 2;

p:=3;

GR<u>:=GaloisRing(p~2,Zf);

A:=[u + 5, 6xu + 6, u+2, u+7, 8xu + 1];
GrayMap (A,GR) ;

VvV V V V V VvV

W2 w3 w5w6e10w32wsi5w32w3lww5w3w3w2w301lw300 w2
w6 w3 w7 1 ww w3 we w7 wo w5 w3 w3 22 w7 w3 w w2 w)

Recordemos que la funcion de Gray va de R™ a F@™. En nuestro ejemplo R = GR(32,2) y n = 5, asi que el
campo residual del anillo es 2 y por tanto la longitud de la imagen de los elemento de R es 45.

5.2.1  Permutacién de Nechaev

Se implement6 la permutacion de Nechaev para un estudio mds completo de las imdgenes de Gray
de los cédigos con los que trabajamos. En el siguiente algoritmo se proporciona la permutaciéon de
Nechaev sobre el conjunto {0, 1,...,pn— 1}, donde p es un primo y n es un entero positivo coprimo con
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p. Ademds menciona cual es el inverso de n médulo p, el cual es necesario para obtener la permutacién
(Definicién 2.3).

Algoritmo 11: Permutacién de Nechaev

> NechaevPermutation:=procedure(p,n);
if IsPrime(p) eq true then
if GCD(p,n) eq 1 then
//Calculo del inverso de n modulo p
for k in [1..p-1] do
y:=k*n mod p;
if y eq 1 then
g:=k mod p;
end if;
end for;
"El inverso de",n,"modulo",p,"es n'=",q;

"Permutacion de Nechaev en el conjunto {0,1,...,",nxp-1,"}";
for x in [0..nxp-1] do
for u in [0..p-1] do
if x in [n*u..nx(u+l)-1] then

X,"--->",(nx(g*x -u mod p)+x) mod (nxp);
end if;
end for;
end for;
else
p," y",n,"no son coprimos";
end if;
else
p,"no es primo";
end if;

end procedure;

El algoritmo nos muestra de manera ilustrativa la permutacién de Nechaev y en caso de que p no
sea primo 6 n y p no sean coprimos nos lo mostrara.

Ejemplo 5.15.

> NechaevPermutation(3,2);

El inverso de 2 modulo 3 es n'= 2

Permutacion de Nechaev en el conjunto {0,1,..., 5 }
0 --->0

l1--->5

2 --->2

3 --->1

4 ---> 4

5--->3

A continuacion se ingresa un valor de p que no es primo.

> NechaevPermutation(4,3);

[ 4 no es primo ]
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Ahora mostramos como trabaja la funcion cuando p y n no son coprimos.

> NechaevPermutation(3,6);

[ 3 y 6 no son coprimos

La funcién mostrada en el siguiente Algoritmo nos proporciona el valor de un entero x, con x €
{0,1,...,pn—1}, bajo la permutacién de Nechaev. Ademas, es necesario ingresar los pardmetros p y n
de la permutacioén.

Algoritmo 12: Funcién 7t (Permutacién de Nechaev)

> Pi:=function(p,n,x)
for k in [1..p-1] do
if (kxn mod p) eq 1 then
g:=k mod p;
end if;
end for;
for u in [0..p-1] do
if x in [n*u..nx(u+l)-1] then
return (nx(g*x -u mod p)+x) mod (n*p);
end if;
end for;
end function;

Nota 5.10. A diferencia de la funcién NechaevPermutation, la que se menciona en el Algoritmo 12 no muestra
si algiin arqumento es errdneo, pues eso haria que los procesos en los que se emplea esa funcion se vuelvan mds
lentos. Por ello se le pide al lector que sea cuidadoso con los argumentos que inserta, verificando que cumplan las
caracteristicas pertinentes.

Ejemplo 5.16.

> Pi(3,2,1);

Se puede comprobar, consultando el Ejemplo 5.15 que en efecto 7(1) = 5.
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En la Definicién 2.3 se menciona a la permutacion global de Nechaev y se define sobre Fq? con
q = p™. Con base en la definicién obtendremos la permutacién global de Nechaev para cualquier
ng—ada, cuyos elementos no necesariamente deben estar en el campo IFg.

Algoritmo 13: Permutacién global de Nechaev, TT

> PI:=function(p,m,A);
:=Eltseq(A);
:=#A div (p™m);
=[1;
:=0;
L:=(nx(p™m)) div (p~(m-1));
while k 1t p~(m-1) do
c:=[A[(kx1+1)+Pi(p,n,j mod 1)]: j in [kxLl..((k+1)*1-1)11;
Append(~N, c);
k:=k+1;
end while;
return Vector(p™mxn,Eltseq(&cat N));
end function;

~ 2> >

Observacién 5.5. i) La funcién PI requiere de tres argumentos: los primero dos son enteros positivos p y
m, con p primo, el tercero es un “vector” cuya longitud debe ser np™, ademds n debe ser coprimo con p.

ii) Antes de ingresar esta funcion es necesario escribir el Algoritmo 11 puesto que la funcion Pi lo requiere.

Ejemplo 5.17. Recordemos que la permutacion de Nechaev divide al “vector” en p(™~1) blogues de longitud
np y aplica la permutacion de Nechaev a la posicion de cada entrada del bloque. Para ilustrar este proceso, nuestro
elemento A serd un vector en bloques cuyas entradas serdn las mismas.

> p:=3;

> m:=2;

> A:=[10,11,12,13,14,15,10,11,12,13,14,15,10,11,12,13,14,15];
> PI(p,m,A);

(10 15 12 11 14 13 160 15 12 11 14 13 10 15 12 11 14 13)

Como podemos ver, PI realiza el mismo proceso en cada bloque, lo que hace es permutar las entradas del bloque
mediante la funcion Pi. Hagamos el proceso de manera detenida: Tomemos la entrada ay de A, que es 11, lo que
hace la funcién PI es calcular el valor de Pi(p,n, 1), en este caso Pi(p,n,1)=5, asi que la entrada as toma la
posicion de aq, es decir en el lugar de 11 se coloca el 15, y dado que Pi(p,n,3)=1, entonces 11 toma el lugar de
13, este proceso se realiza en cada entrada y se repite en cada bloque.

5.3 TEORIA DE CODIGOS

En el apartado “Coding Theory” del manual de MAGMA, se pueden encontrar diversas funciones ya esta-
blecidas para la construccién de cédigos sobre diferentes estructuras algebraicas, ademads de funciones
que nos permiten saber propiedades de los mismos. En particular, dicho apartado tiene dos secciones
que son de especial interés pues nos dan las herramientas para construir c6digos sobre anillos de Ga-
lois y poder estudiar sus imagenes bajo la funcién de Gray, estas secciones son: “Linear Codes Over
Finite Fields” y “Linear Codes Over Finite Rings”.

A continuacién se mostrardn la funciones mas relevantes para la construcién y estudio de nuestros
codigos.

Recordemos que nosotros trabajamos con cédigos ciclicos lineales sobre anillos de Galois, asi que
la funcién que usaremos para construir estos cédigos es “CyclicCode(n,g)”, donde n es la longitud
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del cédigo y g es su polinomio generador. No obstante, si se revisa la secciéon “Linear Codes Over
Finite Rings” del manual, se encontrardn otros comandos que nos permiten construir cédigos lineales
y ciclicos lineales.

Ejemplo 5.18. Primero construimos el anillo de Galois, GR = (pz,f), sobre el cual vamos a trabajar. Ademds,
damos la longitud del cédigo, n € IN con (n,p) = 1y proporcionamos un polinomio generador, g(z) € GR[z].

> PZ<x>:=PolynomialRing(IntegerRing());
> Zf:=x"3 + x™2 + 1;

> p:=2;

> GR<u>:=GaloisRing(p"2,Zf);

> PGR<z>:=PolynomialRing(GR);

> g:=2"2+42+43;

> n:=3;

> C:=CyclicCode(n,q);

> C;

(3, 4096, 1) Cyclic Linear Code over GaloisRing(2, 2, x™3 + x™2 + 1)
Generator matrix:

[111]

[0 2 0]

[0 0 2]

Podemos ver que con la funcion CyclicCode obtenemos el [3,4096, 11—cddigo ciclico lineal C, donde 3 es la
longitud del cédigo, 4096 su cardinalidad y 1 la distancia minima de Hamming. Ademds nos proporciona la
matriz generadora del cédigo.

Existe un comando que muestra si un c6digo es ciclico, dicho comando es IsCyclic(C), nos regresard
el mensaje “true” si y sélo si, el cédigo es ciclico.

En los ejemplos que se abordardn en la Seccién 5.4 estudiaremos las imédgenes bajo la funcion de
Gray de algunos cédigos ciclicos lineales sobre anillos de Galois. Nos enfocaremos en saber si sus
imdgenes son lineales y ciclicas. Las imagenes de la funciéon de Gray estardn en un [F—espacio vectorial,
donde FF es isomorfo al campo residual del anillo de Galois. Con dichas imdgenes construiremos un
c6digo lineal usando la funcién “LinearCode<F,m |V>", donde F es un campo, m es la longitud de las
palabras-cédigo, y V es un conjunto de vectores sobre F. Lo que esta funcién nos proporciona es un
[l,k, d]—cédigo lineal, donde 1 es la longitud de sus palabrabras-c6digo, k la dimensién del cédigo
como subespacio vectorial de IF! y d es la distancia minima de Hamming del cédigo. El c6digo que nos
muestra es generado por los elementos del conjunto V. Estéd claro que V estd contenido en dicho cédigo
y ademads, si la cardinalidad del cédigo es igual a la del conjunto V entonces el conjunto V es el cédigo
lineal que se nos proporciona.

5.4 CODIGOS CICLICOS LINEALES Y SUS IMAGENES DE GRAY

En estd seccion se exhibiran los cédigos que fueron estudiados y con los cuales se descarté poder
probar que las imagenes bajo la funcion de Gray de R—cddigos ciclicos lineales son ciclicas. En cada
cédigo se realiz6 el mismo proceso:

i) Escribir todos los Algoritmos que sean necesarios (Algoritmos 3,8, 9, 10,11,12,13).
ii) Generar el anillo de Galois, R = GR(pz,m).
iii) Obtener el campo residual del anillo RF = [F,m.
iv) Construir los anillos de polinomios R[z] y Fpm [t].

v) Obtener el conjunto de Teichmiiller, T, del anillo R.
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vi) Construir el cédigo € de longitud n, con (p,n) = 1, a través del polinomio G(z) = B(z) +p, donde
B(z) es tal que z™ —1 = B(z)C(z) y B(z) coprimo con C(z).

vii) Aplicar la Funcién de Gray, @, a los elementos de €, formando el conjunto ©(C).
viii) Construir el cédigo &, [F,m—lineal de longitud np™ generado por los elemento de @ (C).

ix) Verificar que el c6digo € tenga la misma cardinalidad que ®(C), de ser asi, ®(C) = € por lo que
®(C) es lineal.

x) Evaluar la funciéon IsCyclic() en el cédigo € para saber si es ciclico.
xi) Aplicar la permutacién global de Nechaev a los elementos del cédigo €.
xii) Repetir los pasos viii) al x) para saber si el conjunto TT(€) es lineal y ciclico.

El polinomio que se requiere en ii) se obtuvo de manera previa con el Algoritmo 2, y el polinomio
que se necesita para construir el cédigo (vi)) surge de factorizar el polinomio z™ — 1, dicha factorizacién
se realiz6 con el Algoritmo 5 previamente, por lo que no se muestran en el desarrollo de los cédigos.

Cédigo 1. El anillo de Galois sobre el que construiremos este codigo es: R = GR(5,2,1), es decir, R = Z/SZZ.
Observemos que R sigue siendo un anillo de Galois de indice de nilpotencia 2. Las imdgenes de cédigos ciclicos
lineales sobre este tipo de anillos, R = Z,/p*Z, ya han sido estudiadas por Sang Ling y J. T. Blackford. Ellos
prueban que las imdgenes de codigos cuyo generador es de la forma B(z) + p son lineales (c.f [LBoz, Teorema
4.13]), por lo que para el [3,3125,1]—cédigo ciclico lineal su imagen bajo la funcién de Gray es ciclica lineal.
Sin embargo este cdigo se construyo para comprobar que las funciones implementadas en el software, como la
Funcién de Gray y la permutacién de Nechaev, trabajan de manera adecuada.

i) Se insertan los Algoritmos que se requieren.

//Conjunto de Teichmuller
> Teichmuller:=function(R)
RF<w>:=ResidueField(R);
T:={R!'a :a in RF};
return T;
end function;

//Extension de la representacion p-adica de n-adas
> pAdicRepresentationExtension:=function(A,R)
d:=Degree(R);
p:=Characteristic(ResidueField(R));
T:={R'a :a in ResidueField(R)};
PO:=[1;
P1l:=[1;
i:=1;
repeat
for x,y in T do
if (x+pxy) eq A[i] then
Append (~PO, x) ;
Append (~P1,y);
end if;
end for;
i:=i+1;
until i eq (#A+1);
return <P0O,P1>;
end function;
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//Funcion de Gray
> GrayMap:=function(A,R)
RF<w>:=ResidueField(R);

q:=#RF;
A:=Eltseq(A);
n:=#A;

F:=[s: s in RF];
Exclude(~F,0);
Exclude(~F,1);
C:=[Matrix(RF,1,q,[0,1]cat[a:a in F]),Matrix(RF,1,q,[1 : i in [1
Rep:=pAdicRepresentationExtension(A,R);
GM:=Matrix(RF,1,q*n,[0:1 in [1..(g*n)11);
ji=1;
repeat
Rj:=Matrix(RF, [Rep[j1]);
KP:=KroneckerProduct(C[j1,Rj);
GM:= GM+KP;
jr=j+1;
until j eq (#Rep+l);
return Vector(g+n,Eltseq(GM));
end function;

.qll)1;

//Permutacion de Nechaev
> NechaevPermutation:=procedure(p,n);
if IsPrime(p) eq true then
if GCD(p,n) eq 1 then
//Calculo del inverso de n modulo p
for k in [1..p-1] do
y:=kxn mod p;
if y eq 1 then
g:=k mod p;
end if;
end for;
"El inverso de",n,"modulo",p,"es n’'=",q;
"Permutacion de Nechaev en el conjunto {0,1,...,",nxp-1,"}";
for x in [0..nxp-1] do
for u in [0..p-1] do
if x in [n*u..n*x(u+l)-1] then

X,"--->",(nx(gxx -u mod p)+x) mod (nx*p);
end if;
end for;
end for;
else
p," y",n,"no son coprimos";
end if;
else
p,"no es primo";
end if;

end procedure;

//Funcion Pi de la permutacion de Nechaev
> Pi:=function(p,n,x)
for k in [1..p-1] do
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if (kxn mod p) eq 1 then
g:=k mod p;
end if;
end for;
for u in [0..p-1] do
if x in [n*u..nx(u+l)-1] then
return (nx(g*x -u mod p)+x) mod (n*xp);
end if;
end for;
end function;

//Permutacion global de Nechaev
> PI:=function(p,m,A);
A:=Eltseq(A);
n:=#A div (p™m);
N:=[1];
k:=0;
L:=(n*x(p™m)) div (p~(m-1));
while k 1t p~(m-1) do
c:=[A[(k¥1+1)+Pi(p,n,j mod 1)1: j in [kxl..((k+1)*1-1)11;
Append(~N,c);
k:=k+1;
end while;
return Vector(p™m«n,Eltseq(&cat N));
end function;

i) Construccion del anillo R = GR(5,2,1).

//Anillo de Galois

> P<x>:=PolynomialRing(IntegerRing());
> p:=5;

> m:=1;

> GR<u>:=GaloisRing(p,2,m);

> GR;

GaloisRing(5, 2, 1)

ii1) Construccion del campo residual.

//Campo residual del anillo GR

> RF<w>:=ResidueField(GR);
> RF;

Finite field of size 5

iv) Construccioén de los anillos de polinomios.
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//Anillos de Polinomios

> PGR<z>:=PolynomialRing(GR);
> PGR;
> PRF<t>:=PolynomialRing(RF);
> PRF;

Univariate Polynomial Ring in z over GaloisRing(5, 2, 1)

Univariate Polynomial Ring in t over GF(5)

v) Construccion del conjunto de Teichmiiller.

//Conjunto de Teichmuller del anillo GR

> T:=Teichmuller(GR);
"Conjunto de Teichmuller:",T;

Conjunto de Teichmuller: { 0, 1, 2, 3, 4 } ]

vi) Construccion del cédigo C.

//Construccion del codigo C de longitud n

> B:=z-1;
> G:=B+p;
"Polinomio generador del codigo: G(z)=",G;

> n:=3;
"Longitud del codigo: n=",n;

> C:=CyclicCode(n,G);
> C;

Polinomio generador del codigo: G(z)= z + 4
Longitud del codigo: n= 3

(3, 3125, 1) Cyclic Linear Code over GaloisRing(5, 2, 1)
Generator matrix:

[1 0 4]

[0 14]

[0 0 5]

vii) Aplicacién de la funcién de Gray a los elementos del cédigo C.

//Se aplica la funcion de Gray a los elementos de C

> GMC:=[GrayMap(c,GR):c in C];

viii) y ix) Construccion del cédigo generado por las imdgenes de Gray del cédigo C.
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//Construccion del codigo generado por los elementos de GMC

> E:=LinearCode<RF,n*xp~m|GMC>;
> E;

//Se verifica que el conj GMC esta contenido en el codigo E
> Q:=[e : e in E];

> Q subset GMC;
> #Q eq #GMC;

[15, 5, 5] Cyclic Linear Code over GF(5)
Generator matrix:

[10000140230320 4]
[01 000104203302 4]
[0 1001001060100 1]
[000106420330240 1]
[0000140230320141]

true

true

\. J

El codigo lineal generado por las imdgenes de Gray, &, estd contenido en ®(C) y ambos conjuntos tienen la
misma cardinalidad, por lo que & = ©(C). De ahi que O(C) es un cddigo lineal, mds aiin, O (C) es ciclico.

El inciso x) se omite, ya que al generar el cédigo € con los elementos de @ (C), MAGMA nos muestra las caracte-
risticas de dicho cédigo, entre ellas que el cddigo es lineal.

Calculamos la permutacién de Nechaev en los pardmetros p =5y n = 3.

> NechaevPermutation(p,n);

El inverso de 3 modulo 5 es n'= 2
Permutacion de Nechaev en el conjunto {0,1,..., 14 }
0 --->0

1 --->7

2 ---> 14

3 --->3

4 --->10

5--->2

6 --->6

7 --->13

8 --->5

9 --->9

10 ---> 1

11 ---> 8

12 ---> 12

13 ---> 4

14 ---> 11

xi) Aplicamos la Permutacién Global de Nechaev a los elementos de codigo IF,m—lineal € y repetimos los pasos
viii) y ix) para el conjunto TI(E).
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//Aplicamos la funcion PI a los elementos del codigo E
> PIE:=[PI(p,m,e):e in E];
//Se genera el codigo lineal con el conjunto PIE

> H:=LinearCode<RF,nxp™m| PIE>;
> H;

//Comprobamos que PI(E) sea el codigo lineal H
> S:=[h : h in HJ];

> #PIE eq #H;
> S subset PIE

[15, 5, 5] Cyclic Linear Code over GF(5)
Generator matrix:

[L0OOOO140230320 4]
[010001064203302 4]
[00100100100100 1]
[0 0106420330240 1]
[0000140623032041]

true

true

Podemos ver que el cédigo lineal generado por el conjunto T1(E), H, estd contenido en el conjunto TI(E), por
lo que TI(E) es un cédigo lineal. De manera andloga a como se mostrd en los incisos viii) y ix) para el cédigo &,
tenemos que H = TI(E) es un cédigo ciclico, por lo que no es necesario realizar el inciso x).

Conclusion. El conjunto de las imdgenes de Gray del (3, 3125, 1]—cédigo ciclico lineal forman un [15, 5, 5]—cédigo
ciclico lineal de longitud 15, tal como debia ser.

Codigo 2. Este cddigo se costruyd con el mismo propdsito que el Cédigo 1, mostrar que las funciones implemen-
tadas en MAGMA trabajan de manera adecuada.

El anillo de Galois sobre el que construiremos este cédigo es: R = GR(5,2,1), es decir, R = Z./5?Z, por lo que
para el (3,625, 1]—cddigo ciclico lineal su imagen bajo la funcién de Gray es ciclica lineal.

En este cddigo se omite el desarrollo de los Algoritmos 3, 8, 10, 11, 12, y 13, s6lo se comentardn las funciones
donde deben ir desarrolladas, sin embargo, en la prdctica es necesario escribir los algoritmos completos.

Se insertan los Algoritmos que se requieren.

//Conjunto de Teichmuller

//Extension de la representacion p-adica de n-adas
//Funcion de Gray

//Permutacion de Nechaev

//Funcion Pi de la permutacion de Nechaev

//Permutacion global de Nechaev
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Construccion del anillo R = GR(5,2,1) y de su campo residual.

//Anillo de Galois

> P<x>:=PolynomialRing(IntegerRing());
> p:=5;

> m:=1;

> GR<u>:=GaloisRing(p,2,m);

> GR;

//Campo residual del anillo GR

> RF<w>:=ResidueField(GR);
> RF;

GaloisRing(5, 2, 1)

Finite field of size 5

Construccion de los anillos de polinomios y obetencién del conjunto de Teichmuiiller.

//Anillos de Polinomios

> PGR<z>:=PolynomialRing(GR);
> PGR;
> PRF<t>:=PolynomialRing(RF);
> PRF;

//Conjunto de Teichmuller del anillo GR

> T:=Teichmuller(GR);
"Conjunto de Teichmuller:",T;

Univariate Polynomial Ring in z over GaloisRing(5, 2, 1)
Univariate Polynomial Ring in t over GF(5)

Conjunto de Teichmuller: { 0, 1, 2, 3, 4}

Construccion del cédigo C.

//Construccion del codigo C de longitud n

> B:=z"2+z+1;
> G:=B+p;
"Polinomio generador del codigo: G(z)=",G;

> n:=3;
"Longitud del codigo: n=",n;

> C:=CyclicCode(n,G);
> C;
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Polinomio generador del codigo G(z)= z"2 + z + 6
Longitud del codigo n= 3

(3, 625, 1) Cyclic Linear Code over GaloisRing(5, 2, 1)
Generator matrix:

[111]

[0 5 0]

[0 0 5]

Evaluacion de la funcién de Gray en los elementos del cédigo C y obtencion del cédigo generado por las
imdgenes.

//Se aplica la funcion de Gray a los elementos de C
> GMC:=[GrayMap(c,GR):c in C];
//Construccion del codigo generado por los elementos de GMC

> E:=LinearCode<RF,n*xp”~m|GMC>;
> E;

//Se verifica que el conj GMC esta contenido en el codigo E
> Q:=[e : e in EJ];

> Q subset GMC;
> #Q eq #GMC;

[15, 4, 5] Cyclic Linear Code over GF(5)
Generator matrix:

[100044433322211]
[010010010010010]
[0O0 100100100100 1]
[0001112223334144]
true
true

El codigo lineal generado por las imdgenes de Gray, €, estd contenido en ®(C) y ambos conjuntos tienen la
misma cardinalidad, por lo que & = ®(€). Ademds el codigo & es ciclico.

Calculamos la permutacién de Nechaev en los pardmetros p =5y n = 3.

> NechaevPermutation(p,n);
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El inverso de 3 modulo 5 es n'= 2
Permutacion de Nechaev en el conjunto {0,1,..., 14 }
0 --->0

1 --->7

2 ---> 14

3 --->3

4 --->10

5--->2

6 --->6

7 --->13

8 --->5

9 --->9

10 --->1

11 ---> 8

12 ---> 12

13 ---> 4

14 ---> 11

Aplicacion de la Permutacion Global de Nechaev a los elementos de cédigo IFp,m—lineal €.

//Aplicamos la funcion PI a los elementos del codigo E
> PIE:=[PI(p,m,e):e in E];
//Se genera el codigo lineal con el conjunto PIE

> H:=LinearCode<RF,nxp™m| PIE>;
> H;

//Comprobamos que PI(E) sea el codigo lineal H
> S:=[h : h in H];

> #PIE eq #H;
> S subset PIE

[15, 4, 5] Cyclic Linear Code over GF(5)
Generator matrix:
[100044433322211]
[0100100610010010]
[00106010601060601001]
[00011122233344414]

true

true

Podemos ver que el cédigo lineal generado por el conjunto TT1(E), I, estd contenido en el conjunto T1(E), por lo
que TT(E) es un cddigo lineal. ademds se muestra que H = TI(E) es un cédigo ciclico.

Conclusion. El conjunto de las imdgenes de Gray del (3,625, 1]—cédigo ciclico lineal forman un (15,4, 5]—cédigo
ciclico lineal de longitud 15, tal como debia ser.

A partir de este punto, los c6digos que se presentan son sobre anillos de Galois de la forma GR =
(p,2,f), con f un polinomio ménico basico primitivo tal que grad(f) =m > 2.
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En los c6digos siguientes realizaremos un calculo mds, ya que fue importante para poder esclarecer
la Proposicién 3.1, la cual afirma que el ideal (p +1I) C (B(z) +p +I). Lo que haremos serd preguntar
al software si la n—ada P = (p,0,0,...,0) es un elemento del cédigo. De ser asi, cuando pasamos todo
al anillo de clases polinomiales Ry, tendremos que la clase polinomial p + I es un elemento del ideal
(B(z) +p +1I) y por lo tanto la Proposicién 3.1 se cumple.

(bdgo3.Qmﬁmw%nddBpﬁaﬂ—mﬁguﬁMDHMMCWHMMwmmgmwm@rG&):zz+z+&swm
el anillo R = GR(2,2,2).

i) Se insertan los Algoritmos que se requieren.

//Conjunto de Teichmuller
> Teichmuller:=function(R)
RF<w>:=ResidueField(R);
T:={R!'a :a in RF};
return T;
end function;

//Extension de la representacion p-adica de n-adas
> pAdicRepresentationExtension:=function(A,R)
d:=Degree(R);
p:=Characteristic(ResidueField(R));
T:={R'a :a in ResidueField(R)};
PO:=[1;
P1:=[];
i:=1;
repeat
for x,y in T do
if (x+pxy) eq A[i] then
Append (~P0O, X) ;
Append(~P1,y);
end if;
end for;
i:=i+1;
until i eq (#A+1);
return <P0O,P1>;
end function;

//Funcion de Gray
> GrayMap:=function(A,R)
RF<w>:=ResidueField(R);

q:=#RF;
A:=Eltseq(A);
n:=#A;

F:=[s: s in RF];

Exclude(~F,0);

Exclude(~F,1);

C:=[Matrix(RF,1,q,[0,1]cat[a:a in F]),Matrix(RF,1,q,[1 : i in [1..ql1)];
Rep:=pAdicRepresentationExtension(A,R);

GM:=Matrix(RF,1,q*n,[0:1 in [1..(g*n)1]);

j:=1;

repeat
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Rj:=Matrix(RF, [Rep[j]1]1);
KP:=KroneckerProduct(C[j1,Rj);
GM:= GM+KP;
ji=j+1;
until j eq (#Rep+l);
return Vector(g+*n,Eltseq(GM));
end function;

//Permutacion de Nechaev
> NechaevPermutation:=procedure(p,n);
if IsPrime(p) eq true then
if GCD(p,n) eq 1 then
//Calculo del inverso de n modulo p
for k in [1..p-1] do
y:=kxn mod p;
if y eq 1 then
g:=k mod p;
end if;
end for;
"El inverso de",n,"modulo",p,"es n'=",q;
"Permutacion de Nechaev en el conjunto {0,1,...,",nxp-1,"}";
for x in [0..nxp-1] do
for u in [0..p-1] do
if x in [nxu..nx(u+1)-1] then

X,"--->", (nx(g*x -u mod p)+x) mod (nx*p);
end if;
end for;

end for;
else

p," y",n,"no son coprimos";
end if;

else

p,"no es primo";
end if;
end procedure;

//Funcion Pi de la permutacion de Nechaev
> Pi:=function(p,n,x)
for k in [1..p-1] do
if (kx*n mod p) eq 1 then
g:=k mod p;
end if;
end for;
for u in [0..p-1] do
if x in [n*xu..nx(u+l)-1] then
return (nx(g*x -u mod p)+x) mod (nxp);
end if;
end for;
end function;

//Permutacion global de Nechaev
> PI:=function(p,m,A);
A:=Eltseq(A);
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n:=#A div (p™m);
N:=[1];
k:=0;

L:i=(nx(p~m)) div (p~(m-1));

while k 1t p~(m-1) do
c:=[A[(kxl+1)+Pi(p,n,j mod 1)]: j in [kxl..((k+1)*1-1)]1];
Append(~N,c);
k:=k+1;

end while;

return Vector(p™m+n,Eltseq(&cat N));

end function;

ii) Construccion del anillo R = GR(2,2,2).

//Anillo de Galois GR

> P<x>:=PolynomialRing(IntegerRing());
> p:=2;

> Zfi1=x"2+x+1;

> m:=2;

> GR<u>:=GaloisRing(p,2,Zf);

> GR;

GaloisRing(2, 2, x*2 + x + 1)

ii1) Construccion del campo residual.

//Campo residual del anillo GR

> RF<w>:=ResidueField(GR);
> RF;

Finite field of size 272 ]

iv) Construccién de los anillos de polinomios.

//Anillos de Polinomios

> PGR<z>:=PolynomialRing(GR);
> PGR;
> PRF<t>:=PolynomialRing(RF);
> PRF;

Univariate Polynomial Ring in z over GaloisRing(2, 2, x®2 + x + 1)

Univariate Polynomial Ring in t over GF(2"2)

v) Construccion del conjunto de Teichmiiller.

//Conjunto de Teichmuller del anillo GR

> T:=Teichmuller(GR);
"Conjunto de Teichmuller:",T;
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[ Conjunto de Teichmuller: { 0, 1, u, u+ 1 }

vi) Construccion del cédigo C.

//Codigo C de longitud n

> B:=z"2+z+1;
> G:=B+p;
"Polinomio generador del codigo: G(z)=",G;

> n:=3;
"Longitud del codigo: n=",n;

> C:=CyclicCode(n,G);
> C;

Polinomio generador del codigo: G(z)= z"2 + z + 3
Longitud del codigo: n= 3

(3, 256, 1) Cyclic Linear Code over GaloisRing(2, 2, x™*2 + x + 1)
Generator matrix:

[111]

[0 2 0]

[0 0 2]

vii) Aplicacién de la funcién de Gray a los elementos del cédigo C.

//Se aplica la funcion de Gray a los elementos de C

> GMC:=[GrayMap(c,GR):c in C];

viii) y ix) Construccion del cédigo generado por las imdgenes de Gray del cédigo C.

//Construccion del codigo generado por los elementos de GMC

> E:=LinearCode<RF,n*xp~m|GMC>;
> E;

//Se verifica que el conj GMC esta contenido en el codigo E
> Q:=[e : e in E];

> Q subset GMC;
> #Q eq #GMC;



5.4 CODIGOS CICLICOS LINEALES Y SUS IMAGENES DE GRAY | 73

[12, 4, 4] Quasicyclic of degree 2 Linear Code over GF(2"2)
Generator matrix:

[ 1 0 0 0 1 1w2 w w  ww'2w2]

[ © 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0]

[ 0 0O 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1]

[ O 0 0 1 1 1 w w  oww2 w2 w2]

true

true

El codigo lineal generado por las imdgenes de Gray, €, estd contenido en ®(C) y ambos conjuntos tienen la
misma cardinalidad, por lo que € = ®(C). De ahi que ®©(C) es un cédigo lineal.

x) Se verifica si el cédigo lineal € es ciclico.

//Funcion IsCyclic

> IsCyclic(E);

[ false

Calculamos la permutacién de Nechaev en los pardmetros p =2y n = 3.

> NechaevPermutation(p,n);

El inverso de 3 modulo 2 es n'=1

Permutacion de Nechaev en el conjunto {0,1,..., 5 }
0 --->0

l1--->4

2 --->2

3 --->3

4 --->1

5--->5

xi) Aplicamos la Permutacién Global de Nechaev a los elementos de codigo IFpm—lineal € y repetimos los pasos
viii),ix) para el conjunto TI(E).

//Aplicamos la funcion PI a los elementos del codigo E
> PIE:=[PI(p,m,e):e in E];
//Se genera el codigo lineal con el conjunto PIE

> H:=LinearCode<RF,nxp~m| PIE>;
> H;

//Comprobamos que PI(E) sea el codigo lineal H
> S:=[h : h in HI;

> #PIE eq #H;
> S subset PIE
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[12, 4, 4] Quasicyclic of degree 2 Linear Code over GF(2"2)
Generator matrix:

[ 1 0 0 0 1 1 w2 W W w w2 w2]

[ O 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0]

[ © 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1]

[ O 0 0 1 1 1 w w  oww2 w2 w2]

true

true

Podemos ver que el cédigo lineal generado por el conjunto T1(E) estd contenido en el conjunto T1(E), por lo que
TT(E) es un codigo lineal.

x) Se verifica si el cédigo H =TI(E) es ciclico

//Se aplica la funcion IsCyclic

> IsCyclic(H);

[ false

Elemento (p,0,0)

//Elemento (p,0,0) en C

> P:=Vector(GR, [p,0,0]);
> P in C;

true

Conclusion. El conjunto de las imdgenes de Gray del [3,256,1]—cddigo ciclico lineal forma un [12,4,4]—
codigo cuasi-ciclico lineal de longitud 12, dicho cédigo no es ciclico y su imagen bajo la permutacion de Nechaev
tampoco lo es. Por otro lado la n—ada (2,0,0) es un elemento del cédigo.

En los siguientes c6digos se omitird el desarrollo del inciso i), pues se emplean los mismos Algorit-
mos para cada cédigo, sin embargo en la practica es necesario agregarlos. El desarrollo de los siguientes
cédigos empezard en el inciso ii), con la creacién del anillo de Galois.

Cédigo 4. Construccion del [3,1024, 1]—codigo ciclico lineal con polinomio generador G(z) = z+u + 3, sobre
el anillo R = GR(2,2,2).

i) Se insertan los Algoritmos que se requieren.

//Conjunto de Teichmuller

//Extension de la representacion p-adica de n-adas
//Funcion de Gray

//Permutacion de Nechaev

//Funcion Pi de la permutacion de Nechaev

//Permutacion global de Nechaev
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i), iii),iv),v) Construccién del anillo de Galois, su campo residual, los anillos de polinomios y el conjunto de
Teichmiiller.

//Anillo de Galois GR

> P<x>:=PolynomialRing(IntegerRing());
> p:=2;

> Zf:=x"24x+1;

> m:=2;

> GR<u>:=GaloisRing(p,2,Zf);

> GR;

//Campo residual del anillo GR

> RF<w>:=ResidueField(GR);
> RF;

//Anillos de Polinomios

> PGR<z>:=PolynomialRing(GR);
> PGR;
> PRF<t>:=PolynomialRing(RF);
> PRF;

//Conjunto de Teichmuller del anillo GR

> T:=Teichmuller(GR);
"Conjunto de Teichmuller:",T;

GaloisRing(2, 2, x"2 + x + 1)

Finite field of size 272

Univariate Polynomial Ring in z over GaloisRing(2, 2, x"2 + x + 1)
Univariate Polynomial Ring in t over GF(2"2)

Conjunto de Teichmuller: { 0, 1, u, u+ 1 }

vi) Construccién del cédigo C.

//Codigo C de longitud n

> B:i=z + u + 1;
> G:=B+p;
"Polinomio generador del codigo: G(z)=",G;

> n:=3;
"Longitud del codigo: n=",n;

> C:=CyclicCode(n,G);
> C;
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Polinomio generador del codigo: G(z)= z + u + 3
Longitud del codigo: n= 3

(3, 1024, 1) Cyclic Linear Code over GaloisRing(2, 2, x™*2 + x + 1)
Generator matrix:

[ 1 0 u+ 1]

[ 0 1 ul

[ 0 0 2]

vii),viii), ix), x). Evaluacién de la funcién de Gray, construccion del cédigo generado por ©(C). Confirmacién
sobre la no ciclicidad de ©(C).

//Se aplica la funcion de Gray a los elementos de C
> GMC:=[GrayMap(c,GR):c in C];
//Construccion del codigo generado por los elementos de GMC

> E:=LinearCode<RF, n*xp”~m|GMC>;
> E;

//Se verifica que el conj GMC esta contenido en el codigo E
> Q:=[e : e in E];

> Q subset GMC;

> #Q eq #GMC;

//Funcion IsCyclic

> IsCyclic(E);

[12, 5, 4] Quasicyclic of degree 2 Linear Code over GF(2"2)
Generator matrix:

[ 1 0 0 0 0 w2 wh2 0 1 w 0 w]

[ O 1 0 0 0 w 0 w2 w2 0 w 1]

[ © 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1]

[ © 0 0 1 0 w™2 w 0 1 w2 0 w]

[ O 0 0 0 1 w 0 w w2 0 w2 1]

true

true

false

El cédigo lineal generado por las imdgenes de Gray, &, estd contenido en ®(C) y ambos conjuntos tienen la
misma cardinalidad, por lo que € = ®(C). De ahi que ®(C) es un codigo lineal, ademds ©(C) no es ciclico.

Calculamos la permutacién de Nechaev en los pardmetros p =2y n = 3.

> NechaevPermutation(p,n);



5.4 CODIGOS CICLICOS LINEALES Y SUS IMAGENES DE GRAY | 77

El inverso de 3 modulo 2 es n'=1

Permutacion de Nechaev en el conjunto {0,1,..., 5 }
0 --->0

l1--->4

2 --->2

3 --->3

4 --->1

5--->5

xi). Aplicamos la Permutacién Global de Nechaev a los elementos de cédigo IFpm—lineal € y repetimos los
pasos viii),ix) y x) para el conjunto € =TI(C).

//Aplicamos la funcion PI a los elementos del codigo E
> PIE:=[PI(p,m,e):e in E];
//Se genera el codigo lineal con el conjunto PIE

> H:=LinearCode<RF,nxp™m| PIE>;
> H;

//Comprobamos que PI(E) sea el codigo lineal H
> S:=[h : h in HI;

> #PIE eq #H;

> S subset PIE

//PI(E) no es ciclico

> IsCyclic(H);

[12, 5, 4] Quasicyclic of degree 2 Linear Code over GF(2"2)
Generator matrix:

[ 1 0 0 0 0 w2 w2 0 1 w 0 wi]

[ © 1 0 0 0 w 0 w2 w2 0 w 1]

[ O 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1]

[ O 0 0 1 0 w2 w 0 1 w2 0 wl

[ © 0 0 0 1 w 0 ww'2 0 w2 1]

true

true

false

Podemos ver que el cédigo lineal generado por el conjunto T1(E) estd contenido en el conjunto T1(E), por lo que
TT(E) es un codigo lineal pero no ciclico.

(p,0,0) en C.

//Elemento (p,0,0) en C

> P:=Vector(GR, [p,0,0]);
> P in C;
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true

Conclusion. El conjunto de las imdgenes de Gray del (3,1024, 1]—cédigo ciclico lineal forma un [12,5,4]—cédigo
cuasi-ciclico lineal de longitud 12, dicho cédigo no es ciclico y su imagen bajo la permutacion de Nechaev tampoco
lo es. Por otro lado la n—ada (2,0,0) es un elemento del cédigo.

Codigo 5. Construccion del [3,1024, 1]—cédigo ciclico lineal con polinomio generador G(z) = z+ 3u+ 2, sobre
el anillo R = GR(2,2,2).

i) Se insertan los Algoritmos que se requieren.

//Conjunto de Teichmuller

//Extension de la representacion p-adica de n-adas
//Funcion de Gray

//Permutacion de Nechaev

//Funcion Pi de la permutacion de Nechaev
//Permutacion global de Nechaev

ii),1ii),iv),v). Construccion del anillo de Galois, su campo residual, los anillos de polinomios y el conjunto de
Teichmiiller.

//Anillo de Galois GR

> P<x>:=PolynomialRing(IntegerRing());
> p:=2;

> Zf:=x"2+x+1;

> m:=2;

> GR<u>:=GaloisRing(p,2,Zf);

> GR;

//Campo residual del anillo GR

> RF<w>:=ResidueField(GR);
> RF;

//Anillos de Polinomios

> PGR<z>:=PolynomialRing(GR);
> PGR;
> PRF<t>:=PolynomialRing(RF);
> PRF;

//Conjunto de Teichmuller del anillo GR

> T:=Teichmuller(GR);
“Conjunto de Teichmuller:",T;
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Finite field of size 272

GaloisRing(2, 2, X2 + x + 1)

Univariate Polynomial Ring in z over GaloisRing(2, 2, x"2 + x + 1)
Univariate Polynomial Ring in t over GF(2"2)

Conjunto de Teichmuller: { 0,

1, u, u+ 11}

vi) Construccion del cédigo C.

//Codigo C de longitud n

> B:=z + 3xu;
> G:=B+p;

"Polinomio generador del codigo:

> n:=3;
"Longitud del codigo: n=",n;

> C:=CyclicCode(n,G);
> C;

G(z)=",G;

Longitud del codigo: n= 3

Generator matrix:

[ 1 0 ul
[ 0 1u+ 1]
[ 0 0 2]

Polinomio generador del codigo: G(z)= z + 3*xu + 2

(3, 1024, 1) Cyclic Linear Code over GaloisRing(2, 2, x*2 + x + 1)

vii),viii), ix), x). Evaluacién de la funcién de Gray, construccién del cédigo generado por ®©(C). Confirmacién

sobre la no ciclicidad de ©(C).

//Se aplica la funcion de Gray a los elementos de C

> GMC:=[GrayMap(c,GR):c in C];

//Construccion del codigo generado por los elementos de GMC

> E:=LinearCode<RF, n*p~m|GMC>;
> E;

//Se verifica que el conj GMC esta contenido en el codigo E

> Q:=[e : e in E];
> Q subset GMC;
> #Q eq #GMC;

//Funcion IsCyclic
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> IsCyclic(E);

[12, 5, 4] Quasicyclic of degree 2 Linear Code over GF(2"2)
Generator matrix:

[ 1 0 0 0 0 ww'2 Ow2 w 0 1]

[ O 1 0 0 0 w2 0 w2 1 0 w o w]

[ © 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1]

[ O 0 0 1 0 w w 0 w2 w2 0 1]

[ O 0 0 0 1 w2 0 w 1 0 w2 w]

true

true

false

El cédigo lineal generado por las imdgenes de Gray, &, estd contenido en ®(C) y ambos conjuntos tienen la
misma cardinalidad, por lo que € = ®(C). De ahi que ®(C) es un codigo lineal, ademds O (C) no es ciclico.

Calculamos la permutacién de Nechaev en los pardmetros p =2y n = 3.

> NechaevPermutation(p,n);

El inverso de 3 modulo 2 es n'=1

Permutacion de Nechaev en el conjunto {0,1,..., 5 }
-->0

- >
--->
--->

cooD

u b W N KRR O
U L WN B

oo

xi). Aplicamos la Permutacién Global de Nechaev a los elementos de cédigo F,m—lineal € y repetimos los
pasos viii),ix) y x) para el conjunto & =TI(C).

//Aplicamos la funcion PI a los elementos del codigo E
> PIE:=[PI(p,m,e):e in E];
//Se genera el codigo lineal con el conjunto PIE

> H:=LinearCode<RF,nxp™m| PIE>;
> H;

//Comprobamos que PI(E) sea el codigo lineal H
> S:=[h : h in HI;

> #PIE eq #H;

> S subset PIE

//PI(E) no es ciclico

> IsCyclic(H);
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[12, 5, 4] Quasicyclic of degree 2 Linear Code over GF(2"2)
Generator matrix:

[ 1 0 0 0 0 w w2 0 w2 w 0 1]

[ O 1 0 0 0 w2 0 w2 1 0 w o w]

[ © 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1]

[ O 0 0 1 0 w w 0 w2 w2 0 1]

[ O 0 0 0 1 w2 0 w 1 0 w2 w]

true

true

false

Podemos ver que el cédigo lineal generado por el conjunto T1(E) estd contenido en el conjunto T1(E), por lo que
TT(E) es un cédigo lineal pero no ciclico.

(p,0,0) en C.

//Elemento (p,0,0) en C

> P:=Vector(GR, [p,0,0]);
> P in (;

[ true

Conclusion. El conjunto de las imdgenes de Gray del (3,1024, 1]—cédigo ciclico lineal forma un [12,5,4]—cddigo
cuasi-ciclico lineal de longitud 12, dicho cédigo no es ciclico y su imagen bajo la permutacion de Nechaev tampoco
lo es. Por otro lado la n—ada (2,0,0) es un elemento del cédigo.

Codigo 6. Construccién del [3,1024, 1]—cddigo ciclico lineal con polinomio generador G(z) = z+ 1, sobre el
anillo R = GR(2,2,2).

i) Se insertan los Algoritmos que se requieren.

//Conjunto de Teichmuller

//Extension de la representacion p-adica de n-adas
//Funcion de Gray

//Permutacion de Nechaev

//Funcion Pi de la permutacion de Nechaev

//Permutacion global de Nechaev

ii),1ii),iv),v). Construccion del anillo de Galois, su campo residual, los anillos de polinomios y el conjunto de
Teichmiiller.

//Anillo de Galois GR

> P<x>:=PolynomialRing(IntegerRing());
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> p:=2;

> Zfi=x"2+x+1;

> m:=2;

> GR<u>:=GaloisRing(p,2,Zf);
> GR;

//Campo residual del anillo GR

> RF<w>:=ResidueField(GR);
> RF;

//Anillos de Polinomios

> PGR<z>:=PolynomialRing(GR);
> PGR;
> PRF<t>:=PolynomialRing(RF);
> PRF;

//Conjunto de Teichmuller del anillo GR

> T:=Teichmuller(GR);
"Conjunto de Teichmuller:",T;

GaloisRing(2, 2, x"2 + x + 1)

Finite field of size 272

Univariate Polynomial Ring in z over GaloisRing(2, 2, x"2 + x + 1)
Univariate Polynomial Ring in t over GF(2"2)

Conjunto de Teichmuller: { 0, 1, u, u+ 1}

vi) Construccion del codigo C.

//Codigo C de longitud n

> B:=z + 1;
> G:=B+p;
"Polinomio generador del codigo: G(z)=",G;

> n:=3;
"Longitud del codigo: n=",n;

> C:=CyclicCode(n,G);
> C;
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Polinomio generador del codigo: G(z)=z + 1
Longitud del codigo: n= 3

(3, 1024, 1) Cyclic Linear Code over GaloisRing(2, 2, x™*2 + x + 1)
Generator matrix:

[101]

[0 11]

[0 0 2]

vii),viii), ix), x). Evaluacién de la funcién de Gray, construccion del cédigo generado por ©(C). Confirmacién
sobre la no ciclicidad de ©(C).

//Se aplica la funcion de Gray a los elementos de C
> GMC:=[GrayMap(c,GR):c in C];
//Construccion del codigo generado por los elementos de GMC

> E:=LinearCode<RF, n*xp”~m|GMC>;
> E;

//Se verifica que el conj GMC esta contenido en el codigo E
> Q:=[e : e in E];

> Q subset GMC;

> #Q eq #GMC;

//Funcion IsCyclic

> IsCyclic(E);

[12, 5, 4] Quasicyclic of degree 2 Linear Code over GF(2"2)
Generator matrix:

[ 1 0 0 0 0 1 w2 0 w W 0 w™2]

[ O 1 0 0 0 1 0 w2 w 0 ww'2]

[ © 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1]

[ © 0 0 1 0 1 w 0 w w2 0 w™2]

[ O 0 0 0 1 1 0 w W 0 w2 wt2]

true

true

false

El cédigo lineal generado por las imdgenes de Gray, &, estd contenido en ®(C) y ambos conjuntos tienen la
misma cardinalidad, por lo que € = ®(C). De ahi que ®(C) es un codigo lineal, ademds ©(C) no es ciclico.

Calculamos la permutacién de Nechaev en los pardmetros p =2y n = 3.

> NechaevPermutation(p,n);
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El inverso de 3 modulo 2 es n'=1

Permutacion de Nechaev en el conjunto {0,1,..., 5 }
0 --->0

l1--->4

2 --->2

3 --->3

4 --->1

5--->5

xi). Aplicamos la Permutacién Global de Nechaev a los elementos de cédigo IFpm—lineal € y repetimos los
pasos viii),ix) y x) para el conjunto € =TI(C).

//Aplicamos la funcion PI a los elementos del codigo E
> PIE:=[PI(p,m,e):e in E];
//Se genera el codigo lineal con el conjunto PIE

> H:=LinearCode<RF,nxp™m| PIE>;
> H;

//Comprobamos que PI(E) sea el codigo lineal H
> S:=[h : h in HI;

> #PIE eq #H;

> S subset PIE

//PI(E) no es ciclico

> IsCyclic(H);

[12, 5, 4] Quasicyclic of degree 2 Linear Code over GF(2"2)
Generator matrix:

[ 1 0 0 0 0 1 w2 0 w w 0 w'2]

[ © 1 0 0 0 1 0 w2 w 0 w w2]

[ O 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1]

[ O 0 0 1 0 1 w 0 ww2 0 w™2]

[ © 0 0 0 1 1 0 w w 0 w2 w2]

true

true

false

Podemos ver que el cédigo lineal generado por el conjunto T1(E) estd contenido en el conjunto T1(E), por lo que
TT(E) es un codigo lineal pero no ciclico.

(p,0,0) en C.

//Elemento (p,0,0) en C

> P:=Vector(GR, [p,0,0]);
> P in C;
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true

Conclusion. El conjunto de las imdgenes de Gray del (3,1024, 1]—cédigo ciclico lineal forma un [12,5,4]—cédigo
cuasi-ciclico lineal de longitud 12, dicho cédigo no es ciclico y su imagen bajo la permutacion de Nechaev tampoco
lo es. Por otro lado la n—ada (2,0,0) es un elemento del cédigo.

Codigo 7. Construccion del [3,256, 1]—cddigo ciclico lineal con polinomio generador G(z) = 22+ (3u+3)z+
w+ 2, sobre el anillo R = GR(2,2,2).

i) Se insertan los Algoritmos que se requieren.

//Conjunto de Teichmuller

//Extension de la representacion p-adica de n-adas
//Funcion de Gray

//Permutacion de Nechaev

//Funcion Pi de la permutacion de Nechaev
//Permutacion global de Nechaev

ii),1ii),iv),v). Construccion del anillo de Galois, su campo residual, los anillos de polinomios y el conjunto de
Teichmiiller.

//Anillo de Galois GR

> P<x>:=PolynomialRing(IntegerRing());
> p:=2;

> Zf:=x"2+x+1;

> m:=2;

> GR<u>:=GaloisRing(p,2,Zf);

> GR;

//Campo residual del anillo GR

> RF<w>:=ResidueField(GR);
> RF;

//Anillos de Polinomios

> PGR<z>:=PolynomialRing(GR);
> PGR;
> PRF<t>:=PolynomialRing(RF);
> PRF;

//Conjunto de Teichmuller del anillo GR

> T:=Teichmuller(GR);
“Conjunto de Teichmuller:",T;
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GaloisRing(2, 2, X2 + x + 1)
Finite field of size 272

Univariate Polynomial Ring in
Univariate Polynomial Ring in

Conjunto de Teichmuller: { O,

z over GaloisRing(2, 2, x™2 + x + 1)
t over GF(272)

1, u, u+11}

vi) Construccion del cédigo C.

//Codigo C de longitud n

> B:=z"2 + (3*%u + 3)*z + u;
> G:=B+p;
"Polinomio generador del codigo: G(z)=",G;

> n:=3;
"Longitud del codigo: n=",n;

> C:=CyclicCode(n,G);
> C;

Polinomio generador del codigo: G(z)= z"2 + (3*u + 3)*z + u + 2
Longitud del codigo: n= 3

(3, 256, 1) Cyclic Linear Code over GaloisRing(2, 2, x™2 + x + 1)
Generator matrix:

[ 1 uu+ 1]
[ 0 2 0]
[ 0 0 2]

vii),viii), ix), x). Evaluacién de la funcién de Gray, construccién del cédigo generado por ®©(C). Confirmacién
sobre la no ciclicidad de ©(C).

//Se aplica la funcion de Gray a los elementos de C
> GMC:=[GrayMap(c,GR):c in C];
//Construccion del codigo generado por los elementos de GMC

> E:=LinearCode<RF, n*p~m|GMC>;
> E;

//Se verifica que el conj GMC esta contenido en el codigo E

> Q:=[e : e in E];
> Q subset GMC;
> #Q eq #GMC;

//Funcion IsCyclic
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> IsCyclic(E);

[12, 4, 4] Quasicyclic of degree 2 Linear Code over GF(2"2)
Generator matrix:

[ 1 0 0 0 w w2 w2 w2 1 w 1 w]

[ © 1 o0 0 1 0 0 1 0 0 1 0]

[ 06 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1]

[ © 0 0 1 w w2 w w2 1 w2 1 w]

true

true

false

El codigo lineal generado por las imdgenes de Gray, €, estd contenido en ®(C) y ambos conjuntos tienen la
misma cardinalidad, por lo que € = ®(C). De ahi que ©(C) es un codigo lineal, ademds ©(C) no es ciclico.

Calculamos la permutacién de Nechaev en los pardmetros p =2y n = 3.

> NechaevPermutation(p,n);

El inverso de 3 modulo 2 es n'=1

Permutacion de Nechaev en el conjunto {0,1,..., 5 }
0 --->0

l1--->4

2 --->2

3 --->3

4 --->1

5--->5

xi). Aplicamos la Permutacién Global de Nechaev a los elementos de cédigo IFpm—lineal € y repetimos los
pasos viii),ix) y x) para el conjunto € =TI(C).

//Aplicamos la funcion PI a los elementos del codigo E
> PIE:=[PI(p,m,e):e in E];
//Se genera el codigo lineal con el conjunto PIE

> H:=LinearCode<RF,nxp™m| PIE>;
> H;

//Comprobamos que PI(E) sea el codigo lineal H
> S:=[h : h in HI;

> #PIE eq #H;

> S subset PIE

//PI(E) no es ciclico

> IsCyclic(H);
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[12, 4, 4] Quasicyclic of degree 2 Linear Code over GF(2"2)
Generator matrix:

[ 1 0 0 0 w w2 w2 w2 1 w 1 w]

[ O 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0]

[ © 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1]

[ O 0 0 1 ww'2 ww'2 1 w2 1 w]

true

true

false

Podemos ver que el cédigo lineal generado por el conjunto T1(E) estd contenido en el conjunto TT(E), por lo que
TT(E) es un cédigo lineal pero no ciclico.

(p,0,0) en C.

//Elemento (p,0,0) en C

> P:=Vector(GR, [p,0,0]);
> P in C;

true

Conclusion. El conjunto de las imdgenes de Gray del [3,256, 1]—cédigo ciclico lineal forma un (12,4, 4]—cédigo
cuasi-ciclico lineal de longitud 12, dicho cédigo no es ciclico y su imagen bajo la permutacion de Nechaev tampoco
lo es. Por otro lado la n—ada (2,0,0) es un elemento del cédigo.

Cédigo 8. Construccion del (3,256, 1]—cddigo ciclico lineal con polinomio generador G(z) = z% +uz+3u+1,
sobre el anillo R = GR(2,2,2).

i) Se insertan los Algoritmos que se requieren.

//Conjunto de Teichmuller

//Extension de la representacion p-adica de n-adas
//Funcion de Gray

//Permutacion de Nechaev

//Funcion Pi de la permutacion de Nechaev

//Permutacion global de Nechaev

i), iii),iv),v). Construccion del anillo de Galois, su campo residual, los anillos de polinomios y el conjunto de
Teichmiiller.

//Anillo de Galois GR

> P<x>:=PolynomialRing(IntegerRing());
> p:=2;
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> Zf:1=x"2+x+1;

> m:=2;

> GR<u>:=GaloisRing(p,2,Zf);
> GR;

//Campo residual del anillo GR

> RF<w>:=ResidueField(GR);
> RF;

//Anillos de Polinomios

> PGR<z>:=PolynomialRing(GR);
> PGR;
> PRF<t>:=PolynomialRing(RF);
> PRF;

//Conjunto de Teichmuller del anillo GR

> T:=Teichmuller(GR);
"Conjunto de Teichmuller:",T;

GaloisRing(2, 2, x"2 + x + 1)

Finite field of size 272

Univariate Polynomial Ring in z over GaloisRing(2, 2, x"2 + x + 1)
Univariate Polynomial Ring in t over GF(2"2)

Conjunto de Teichmuller: { 0, 1, u, u+ 1 }

vi) Construccion del cédigo C.

//Codigo C de longitud n

> B:=z"2 + u*xz + 3*%u + 3;
> G:=B+p;
"Polinomio generador del codigo: G(z)=",G;

> n:=3;
"Longitud del codigo: n=",n;

> C:=CyclicCode(n,G);
> C;

Polinomio generador del codigo: G(z)= z72 + u*xz + 3*xu + 1
Longitud del codigo: n= 3

(3, 256, 1) Cyclic Linear Code over GaloisRing(2, 2, x*2 + x + 1)
Generator matrix:

[ lu+1 u]

[ 0 2 0]

[ 0 0 2]
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vii),viii), ix), x). Evaluacion de la funcién de Gray, construccion del cédigo generado por ®(C). Confirmacion

sobre la no ciclicidad de ©(C).

//Se aplica la funcion de Gray a los elementos de C
> GMC:=[GrayMap(c,GR):c in C];
//Construccion del codigo generado por los elementos de GMC

> E:=LinearCode<RF, n*p~m|GMC>;
> E;

//Se verifica que el conj GMC esta contenido en el codigo E
> Q:=[e : e in E];

> Q subset GMC;

> #Q eq #GMC;

//Funcion IsCyclic

> IsCyclic(E);

[12, 4, 4] Quasicyclic of degree 2 Linear Code over GF(2"2)
Generator matrix:

[ 1 0 0 0 w2 w w2 1w'2 w w 1]
[ &6 1 ©6 ©6 1 e 6 1 o o0 1 o]
[ &6 6 1 ©6 66 1 6 6 1 0 0 1]
[ O 0 0 1 w2 w W 1 w2 w2 w 1]
true
true
false

El cédigo lineal generado por las imdgenes de Gray, &, estd contenido en ®(C) y ambos conjuntos tienen la

misma cardinalidad, por lo que € = ®(C). De ahi que ®(C) es un codigo lineal, ademds ©(C) no es ciclico.

Calculamos la permutacién de Nechaev en los pardmetros p =2y n = 3.

> NechaevPermutation(p,n);

El inverso de 3 modulo 2 es n'=1

Permutacion de Nechaev en el conjunto {0,1,..., 5 }
-->0

--->
- >

oo

u b~ W NP O
U R WN B

xi). Aplicamos la Permutacién Global de Nechaev a los elementos de cédigo F,m—lineal € y repetimos los

pasos viii),ix) y x) para el conjunto & =TI(C).

//Aplicamos la funcion PI a los elementos del codigo E

> PIE:=[PI(p,m,e):e in E];
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//Se genera el codigo lineal con el conjunto PIE

> H:=LinearCode<RF,nxp~m| PIE>;
> H;

//Comprobamos que PI(E) sea el codigo lineal H
> S:=[h : h in H];

> #PIE eq #H;

> S subset PIE

//PI(E) no es ciclico

> IsCyclic(H);

[12, 4, 4] Quasicyclic of degree 2 Linear Code over GF(2"2)
Generator matrix:

[ 1 0 0 0 w2 w w2 1 w2 w W 1]

[ O 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0]

[ © 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1]

[ 0 0 0 1 w2 w W 1 w2 w2 w 1]

true

true

false

Podemos ver que el cédigo lineal generado por el conjunto T1(E) estd contenido en el conjunto TI(E), por lo que
TTI(E) es un cédigo lineal pero no ciclico.

(p,0,0) en C.

//Elemento (p,0,0) en C

> P:=Vector(GR, [p,0,0]);
> P in C;

true

Conclusion. El conjunto de las imdgenes de Gray del [3,256, 1]—cédigo ciclico lineal forma un (12,4, 4]—cédigo
cuasi-ciclico lineal de longitud 12, dicho cédigo no es ciclico y su imagen bajo la permutacion de Nechaev tampoco
lo es. Por otro lado la n—ada (2,0,0) es un elemento del cédigo.

Codigo 9. Construccion del [2,729,1]—cédigo ciclico lineal con polinomio generador G(z) = z+ 4, sobre el
anillo R = GR(3,2,2).

i) Se insertan los Algoritmos que se requieren.

//Conjunto de Teichmuller

//Extension de la representacion p-adica de n-adas
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//Funcion de Gray
//Permutacion de Nechaev
//Funcion Pi de la permutacion de Nechaev

//Permutacion global de Nechaev

i), iii),iv),v). Construccion del anillo de Galois, su campo residual, los anillos de polinomios y el conjunto de
Teichmiiller.

//Anillo de Galois GR

> P<x>:=PolynomialRing(IntegerRing());
> p:=3;

> Zf :=x"2+4%x+8;

> m:=2;

> GR<u>:=GaloisRing(p,2,Zf);

> GR;

//Campo residual del anillo GR

> RF<w>:=ResidueField(GR);
> RF;

//Anillos de Polinomios

> PGR<z>:=PolynomialRing(GR);
> PGR;
> PRF<t>:=PolynomialRing(RF);
> PRF;

//Conjunto de Teichmuller del anillo GR

> T:=Teichmuller(GR);
"Conjunto de Teichmuller:",T;

GaloisRing(3, 2, x™2 + 4xx + 8)

Finite field of size 372

Univariate Polynomial Ring in z over GaloisRing(3, 2, x"2 + 4xx + 8)
Univariate Polynomial Ring in t over GF(3"2)

Conjunto de Teichmuller: { u+ 2, 0, 1, 2, 2%u, 2xu + 1, u, 2xu + 2, u + 1}

vi) Construccién del cédigo C.

//Codigo C de longitud n

> B:=z+1;
> G:=B+p;
"Polinomio generador del codigo: G(z)=",G;
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> n:=2;
"Longitud del codigo: n=",n;

> C:=CyclicCode(n,G);
> C;

Polinomio generador del codigo: G(z)= z + 4
Longitud del codigo: n= 2

(2, 729, 1) Cyclic Linear Code over GaloisRing(3, 2, Xx™2 + 4xx + 8)
Generator matrix:

[11]

[0 3]

vii),viii), ix), x). Evaluacién de la funcién de Gray, construccién del cédigo generado por ®©(C). Confirmacion
sobre la no ciclicidad de ®(C).

//Se aplica la funcion de Gray a los elementos de C
> GMC:=[GrayMap(c,GR):c in C];
//Construccion del codigo generado por los elementos de GMC

> E:=LinearCode<RF, n*xp~m|GMC>;
> E;

//Se verifica que el conj GMC esta contenido en el codigo E
> Q:=[e : e in E];

> Q subset GMC;

> #Q eq #GMC;

//Funcion IsCyclic

> IsCyclic(E);

[18, 3, 9] Linear Code over GF(3"2)

Generator matrix:

[ 1 0 0 2 w2 wh5 w w6 w6 w7 2 1 w7 ww'3 w2 w5 w3]
[ © 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1]

[ O 0 1 1 w w w2 w2 w3 w3 2 2 W5 w5 w6 we w7 wh7]

true

true

false

El codigo lineal generado por las imdgenes de Gray, €, estd contenido en ®(C) y ambos conjuntos tienen la
misma cardinalidad, por lo que € = ®(C). De ahi que ©(C) es un codigo lineal, ademds ©(C) no es ciclico.

Calculamos la permutacion de Nechaev en los pardmetrosp =3 yn = 2.
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> NechaevPermutation(p,n);

El inverso de 2 modulo 3 es n'= 2
Permutacion de Nechaev en el conjunto {0,1,..., 5 }
---> 0

U A WN RO
1
;
v

WA R NG

xi). Aplicamos la Permutacién Global de Nechaev a los elementos de cédigo Fpm—lineal & y repetimos los
pasos viii),ix) y x) para el conjunto & =TI(C).

//Aplicamos la funcion PI a los elementos del codigo E
> PIE:=[PI(p,m,e):e in E];
//Se genera el codigo lineal con el conjunto PIE

> H:=LinearCode<RF,nxp~m| PIE>;
> H;

//Comprobamos que PI(E) sea el codigo lineal H
> S:=[h : h in H];

> #PIE eq #H;

> S subset PIE

//PI(E) no es ciclico

> IsCyclic(H);

[18, 3, 9] Linear Code over GF(3"2)

Generator matrix:

[ 1 0 0 w w2 w6 w w7 w6 w3 2 w2 w7 2 w3 w5 wts 1]

[ © 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1]
[ O 0 1 w?5 w w2 w2 w3 w3 w7 2 w6 w5 1 w6 w w7 2]

true
true

false

Podemos ver que el cédigo lineal generado por el conjunto T1(E) estd contenido en el conjunto T1(E), por lo que
TT(E) es un cédigo lineal pero no ciclico.

(p,0) en C.

//Elemento (p,0) en C

> P:=Vector(GR, [p,0]1);
> P in (C;
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true

Conclusion. El conjunto de las imdgenes de Gray del (2,729, 1]—cédigo ciclico lineal forma un [18, 3, 91—cddigo
lineal de longitud 18, dicho cédigo no es ciclico y su imagen bajo la permutacion de Nechaev tampoco lo es. Por
otro lado la n—ada (3,0) es un elemento del cédigo.

Cédigo 10. Construccion del [2,729,1]—cddigo ciclico lineal con polinomio generador G(z) = z + 2, sobre el
anillo R = GR(3,2,2).

i) Se insertan los Algoritmos que se requieren.

//Conjunto de Teichmuller

//Extension de la representacion p-adica de n-adas
//Funcion de Gray

//Permutacion de Nechaev

//Funcion Pi de la permutacion de Nechaev
//Permutacion global de Nechaev

ii),1ii),iv),v). Construccion del anillo de Galois, su campo residual, los anillos de polinomios y el conjunto de
Teichmiiller.

//Anillo de Galois GR

> P<x>:=PolynomialRing(IntegerRing());
> p:=3;

> Zf:=x"2+4xx+8;

> m:=2;

> GR<u>:=GaloisRing(p,2,Zf);

> GR;

//Campo residual del anillo GR

> RF<w>:=ResidueField(GR);
> RF;

//Anillos de Polinomios

> PGR<z>:=PolynomialRing(GR);
> PGR;
> PRF<t>:=PolynomialRing(RF);
> PRF;

//Conjunto de Teichmuller del anillo GR

> T:=Teichmuller(GR);
“Conjunto de Teichmuller:",T;
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GaloisRing(3, 2, X"2 + 4xx + 8)

Finite field of size 372

Univariate Polynomial Ring in z over GaloisRing(3, 2, x"2 + 4xx + 8)
Univariate Polynomial Ring in t over GF(3"2)

Conjunto de Teichmuller: { u+ 2, 0, 1, 2, 2%u, 2*xu + 1, u, 2xu + 2, u + 1}

vi) Construccién del cédigo C.

//Codigo C de longitud n

> B:=z-1;
> G:=B+p;
"Polinomio generador del codigo: G(z)=",G;

> n:=2;
"Longitud del codigo: n=",n;

> C:=CyclicCode(n,G);
> C;

Polinomio generador del codigo: G(z)= z + 2
Longitud del codigo: n= 2

(2, 729, 1) Cyclic Linear Code over GaloisRing(3, 2, x*2 + 4xx + 8)
Generator matrix:

[1 2]

[0 3]

vii),viii), ix), x). Evaluacién de la funcién de Gray, construccion del cédigo generado por ©(C). Confirmacién
sobre la no ciclicidad de ©(C).

//Se aplica la funcion de Gray a los elementos de C
> GMC:=[GrayMap(c,GR):c in C];
//Construccion del codigo generado por los elementos de GMC

> E:=LinearCode<RF, nxp~m|GMC>;
> E;

//Se verifica que el conj GMC esta contenido en el codigo E
> Q:=[e : e in E];

> Q subset GMC;

> #Q eq #GMC;

//Funcion IsCyclic

> IsCyclic(E);
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[18, 3, 9] Linear Code over GF(3"2)

Generator matrix:

[ 1 0 0 1 w2 w w w2 w6 w3 2 2 W7 w5 w3 whe w5 wh7]
[ © 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1]
[ O 0 1 2 w w5 w2 whe w3 w7 2 1 w™5 w w6 w2 w7 w3]

true
true

false

El cédigo lineal generado por las imdgenes de Gray, &, estd contenido en ®(C) y ambos conjuntos tienen la
misma cardinalidad, por lo que € = ®(C). De ahi que ®(C) es un codigo lineal, ademds ©(C) no es ciclico.

Calculamos la permutacién de Nechaev en los pardmetros p =3 yn = 2.

> NechaevPermutation(p,n);

El inverso de 2 modulo 3 es n'= 2

Permutacion de Nechaev en el conjunto {0,1,..., 5 }
-->0

--->
--->
- >

s

u b WN PO
[OV Y L

s o

xi). Aplicamos la Permutacién Global de Nechaev a los elementos de cédigo IFpm—lineal € y repetimos los
pasos viii),ix) y x) para el conjunto & =TI(C).

//Aplicamos la funcion PI a los elementos del codigo E
> PIE:=[PI(p,m,e):e in E];
//Se genera el codigo lineal con el conjunto PIE

> H:=LinearCode<RF,nxp~m| PIE>;
> H;

//Comprobamos que PI(E) sea el codigo lineal H
> S:=[h : h in H];

> #PIE eq #H;

> S subset PIE

//PI(E) no es ciclico

> IsCyclic(H);
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[18, 3, 9] Linear Code over GF(3"2)

Generator matrix:

[ 1 0 0 w5 w2 w2 w w3 w6 w7 2 w6 w7 1 w3 w w5 2]
[ © 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1]
[ O 0 1 w w w6 w2 w7 w3 w3 2 w2 whh 2 w6 w5 w7 1]

true

true

false

Podemos ver que el cédigo lineal generado por el conjunto T1(E) estd contenido en el conjunto TI(E), por lo que
TT(E) es un cédigo lineal pero no ciclico.

(p,0) en C.

//Elemento (p,0) en C

> P:=Vector(GR, [p,0]);
> P in C;

[ true

Conclusion. El conjunto de las imdgenes de Gray del (2,729,1)—cédigo ciclico lineal forma un (18, 3,9)—cédigo
lineal de longitud 18, dicho cédigo no es ciclico y su imagen bajo la permutacion de Nechaev tampoco lo es. Por
otro lado la n—ada (3,0) es un elemento del cédigo.

Cédigo 11. Construccion del [3,4096, 11—cédigo ciclico lineal con polinomio generador G(z) = z% +z+ 3, sobre
el anillo R = GR(2,2,3).

i) Se insertan los Algoritmos que se requieren.

//Conjunto de Teichmuller

//Extension de la representacion p-adica de n-adas
//Funcion de Gray

//Permutacion de Nechaev

//Funcion Pi de la permutacion de Nechaev

//Permutacion global de Nechaev

i), iii),iv),v). Construccion del anillo de Galois, su campo residual, los anillos de polinomios y el conjunto de
Teichmiiller.

//Anillo de Galois GR

> P<x>:=PolynomialRing(IntegerRing());
> p:=2;
> Zf 1=x"3+2%X"2+X+3;
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> m:=3;

> GR<u>:=GaloisRing(p,2,Zf);

> GR;

//Campo residual del anillo GR

> RF<w>:=ResidueField(GR);
> RF;

//Anillos de Polinomios

> PGR<z>:=PolynomialRing(GR);
> PGR;
> PRF<t>:=PolynomialRing(RF);
> PRF;

//Conjunto de Teichmuller del anillo GR

> T:=Teichmuller(GR);
"Conjunto de Teichmuller:",T;

GaloisRing(2, 2, X™3 + 2*x"2 + X + 3)

Finite field of size 273

Univariate Polynomial Ring in z over GaloisRing(2, 2, x"3 + 2xx™2 + x + 3)
Univariate Polynomial Ring in t over GF(2"3)

Conjunto de Teichmuller: { 0, 1, u, u™2, u+ 1, u"2 +1, U2 +u, U2 +u=+11}

vi) Construccion del cédigo C.

//Codigo C de longitud n

> B:i=z"2 + z + 1;
> G:=B+p;
"Polinomio generador del codigo: G(z)=",G;

> n:=3;
"Longitud del codigo: n=",n;

> C:=CyclicCode(n,G);
> C;

Polinomio generador del codigo: G(z)= z"2 + z + 3
Longitud del codigo: n= 3

(3, 4096, 1) Cyclic Linear Code over GaloisRing(2, 2, x™3 + 2*x"2 + X + 3)
Generator matrix:

[111]

[0 2 0]

[0 0 2]
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vii),viii), ix), x). Evaluacion de la funcién de Gray, construccion del cédigo generado por ®(C). Confirmacion
sobre la no ciclicidad de ©(C).

//Se aplica la funcion de Gray a los elementos de C
> GMC:=[GrayMap(c,GR):c in C];
//Construccion del codigo generado por los elementos de GMC

> E:=LinearCode<RF, n*p~m|GMC>;
> E;

//Se verifica que el conj GMC esta contenido en el codigo E
> Q:=[e : e in E];

> Q subset GMC;

> #Q eq #GMC;

//Funcion IsCyclic

> IsCyclic(E);

[24, 4, 8] Linear Code over GF(273)

Generator matrix:
[I100011w3wwwbhw2w2ww3w3w5wdwdwdw'5w'5 w2 w'e w6l
[010010010010010010010010]

[0 1001001001001 001001001]
[000111wwww2w2w2w3w3dw3wdwdwdw'5w5w5 we w'e w6l

true

true

false

El cédigo lineal generado por las imdgenes de Gray, &, estd contenido en ®(C) y ambos conjuntos tienen la
misma cardinalidad, por lo que € = ®(C). De ahi que ®(C) es un codigo lineal, ademds ©(C) no es ciclico.

Calculamos la permutacién de Nechaev en los pardmetros p =2y n = 3.

> NechaevPermutation(p,n);

El inverso de 3 modulo 2 es n'=1
Permutacion de Nechaev en el conjunto {0,1,..., 5 }
---> 0

u b~ W NP O
1
:
\%

U R WN B

xi). Aplicamos la Permutacién Global de Nechaev a los elementos de cédigo IFpm—lineal € y repetimos los
pasos viii),ix) y x) para el conjunto € =TI(C).
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//Aplicamos la funcion PI a los elementos del codigo E
> PIE:=[PI(p,m,e):e in E];
//Se genera el codigo lineal con el conjunto PIE

> H:=LinearCode<RF,nxp™m| PIE>;
> H;

//Comprobamos que PI(E) sea el codigo lineal H
> S:=[h : h in HJ];

> #PIE eq #H;

> S subset PIE

//PI(E) no es ciclico

> IsCyclic(H);

[24, 4, 8] Linear Code over GF(2"3)

Generator matrix:
[100011w3wbhwwwow3w2ww)b5w3wh5wwdwdw2wbw2w4dwo6l]
[610010010010010010010010]
[00100100100100606100610601001]
[000111wwwHoww2w3w2w3wh5w3widwwd w5 w2wb5wbewd w6l

true

true

false

Podemos ver que el cédigo lineal generado por el conjunto T1(E) estd contenido en el conjunto TI(E), por lo que
TTI(E) es un codigo lineal pero no ciclico.

(p,0,0) en C.

//Elemento (p,0,0) en C

> P:=Vector(GR, [p,0,0]);
> P in C;

[ true

Conclusion. El conjunto de las imdgenes de Gray del [3,4096, 1]—cédigo ciclico lineal forma un (24,4, 8]—cédigo
lineal de longitud 18, dicho cédigo no es ciclico y su imagen bajo la permutacion de Nechaev tampoco lo es. Por
otro lado la n—ada (2,0,0) es un elemento del cédigo.

5.4.1 Resumen

A continuacién se muestran los cédigos que se implementaron y los resultados que se obtuvieron.
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Seanp =2y f(x) = X2 +x+1¢€(Z2/227)] polinomio ménico basico primitivo de grado m = 2,

(Z/4Z) X
(f(x))

n =3y A(z),B(z), C(z) € Rz tales que A(z)B(z)C(z) =z™ —1.

R =GR(2%,2) =

R—céd. ciclico, C F4-c6d. ©(C)

Referencia e Generador Ciclico | Lineal | Observaciones
C3 3,256,1] 22 42+3 F \Y (12,4,4) cuasicicico
Cy [3,1024,1] z+u—+3 F A% (12,5, 4] —cuasiciclico
Cs [3,1024,1] z+3u+2 F \Y (12,5, 4] cuasiciclico
co6 [3,1024,1] z+1 F \Y (12,5, 4] —cuasiciclico
Cy 3,256,1] | 22+ (B3u+3)z+ (u+2) F \% (12,4, 4)-cussiicico
C8 (3,256,1] 22 +uz+ (3u+1) F A% (12,4, 4] —cuasiciclico

Tabla 3: Codigos sobre el anillo GR(2%,2) de longitud 3.

Seanp =2y f(x) = X3+ 22 +x+3 € (Z/2°Z)[X] polinomio ménico basico primitivo de grado
m=3,
(Z/2*Z)X]

(f(x))
n =3y A(z),B(z),C(z) € R[s] tales que A(z)B(z)C(z) =z™ —1.

R = GR(2%,3) ==

R—céd. ciclico, C Fg-c6d. @(C)
Referencia e Generador | Ciclico | Lineal | Observaciones
Ci11 (3,4096,1] 224243 F \% (24,4, 8]-lineal

Tabla 4: Cédigos sobre el anillo GR(2%,3) de longitud 3.

Seanp =3y f(x) = X2 +4x+8 € (Z/327Z)[x] polinomio ménico bésico primitivo de grado m = 2,

(Z/3°Z)X]
(fx)) 7

n =2y A(z),B(z),C(z) € Rlz] tales que A(z)B(z)C(z) =z™ —1.

R = GR(3%,2) =

R—céd. ciclico, C Fo-c6d. @(C)
Referencia e Generador | Ciclico | Lineal | Observaciones
Co (2,729,1] z+4 F \% (18,3, 9]-lineal
C 10 [2,729,1] z+2 F Vv [18,3,9] —lineal

Tabla 5: Codigos sobre el anillo GR(32,2) de longitud 2.
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