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Introduccion

Un problema dimanante de la practica viene dado en los términos
siguientes:

Tenemos dos conjuntos no vacios y disjuntos X y € de R™, sobre los
cuales estd definida una funcién real f, se conoce que sobre X esta funcién
toma valores en el rango

g1(z) < f(z) < gao(2),

donde g; y g2 son funciones conocidas. Mientras que sobre (), tenemos
valores estadisticos de f. Se dispone de otra clase de funciones P; usualmente
polinomios hasta un grado determinado (con cualquier definicién prefijada
sobre el grado e identificado por sus coeficientes como un elemento de un
espacio euclidiano) y se desea ajustar la funcién f sobre X U ), mediante
alguna norma conveniente, con funciones p de la clase, que satisfagan la
desigualdad

91(2) < p(z) < g2(2),

sobre X. Surge, de manera natural, la necesidad de tener informacion sobre
las funciones de P que satisfacen la desigualdad anterior.

Con el objetivo de modelar las superficies de estratos de petréleo en el
drea caribena, este problema fue estudiado por M. A. Jiménez hacia 1986,
lo que condujo al logro de diversos softwares para la industria cubana de
prospeccién y extraccion del petroleo.

En esta tesis, analizamos el caso en que X = [a,b] y P es la clase de los
polinomios algebraicos. Consideramos funciones hy, hy € C'[a,b], hy, hy > 0,
tales que g1 = f — h1 vy g2 = f + ho. Por tal motivo, llamaremos “funciones
de error” a hy y hse. Por esta via surge el problema de estudiar el conjunto
factible

{peP:f—h <p<f+ha},
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el cual conduce a interesantes problemas simultdneos de aproximacion y de
optimizacién estudiados por Guerra y Jiménez desde el punto de vista de la
programacién seminfinita, [7], y posteriormente por otros mateméticos, por

ejemplo, [9], [10], [11].

Esta tesis estd inspirada en esos trabajos de aproximacion y optimizaciéon
y en la generalizacion del teorema de alternancia de Chebyshev, de Guerra-
Jiménez. En realidad, existen muchas variaciones y extensiones de este famoso
teorema de Chebyshev constituyente de los fundamentos de la Teorfa de la
Aproximacioén (vea, en nuestro contexto, el articulo relativamente reciente de
Tijomirov, [14], y la teoria de Kolmogorov en [6]); pero en cada problema
concreto se deben comprobar hipétesis y precisar los resultados.

El teorema de Chebyshev clédsico caracteriza los polinomios de la mejor
aproximacién y determina su unicidad. En el contexto de nuestro estudio,
debemos precisar previamente lo que entenderemos como mejor aproximacion
y proceder al andlisis de las diferentes preguntas que usualmente se formulan
en ese tépico de la aproximacién. Este estudio, que es nuestra contribucién
cientifica, lo desarrollaremos satisfactoriamente en el Capitulo 2, para h; y
hsy estrictamente positivas. En el Capitulo 3 presentamos una coleccién de
ejemplos que muestran la riqueza, pero a la vez la limitacién y dificultades,
del caso en el que hy; y hy tengan ceros. Este tltimo caso continia siendo
objeto de estudio por nuestra parte y confiamos en presentarlo en forma méds
o menos completa en una préxima publicacién.

Los resultados de Teoria de la Aproximaciéon que aqui utilizamos son
clésicos y pueden encontrarse en la mayoria de los textos sobre el tema (por
ejemplo, en los textos clasicos [5], [13], o mas reciente [6]). De todas formas,
el Capitulo 1 contiene un resumen de esos resultados, con lo que el lector
dispondrd de una lectura fluida y de una notacién establecida.

Debemos senalar que durante el periodo de tiempo en que nos
ocupdbamos de este estudio, se public6 un articulo en el cual se
estudian problemas abstractos de la mejor aproximacién, [2], que sin duda
tiene puntos de conexién con nuestros resultados del Capitulo 2. No parece,
sin embargo, que tenga conexién directa con el caso en que las funciones de
error tienen ceros comunes, que es el objetivo final de nuestra investigacion.



Capitulo 1

Problema de la mejor
aproximacion uniforme de

Chebyshev

En este primer capitulo, recopilaremos algunos resultados obtenidos en la
teorfa de aproximacion polinomial sobre la existencia del polinomio de mejor
aproximacién a una funcién continua en un intervalo cerrado, asi como la
caracterizacion y unicidad de dicho polinomio. Empecemos con las
definiciones siguientes.

Sean (X, d) un espacio métricoy Y C X, Y # ¢, dado z € X, el problema
que se plantea es encontrar un elemento y* € Y tal que d(y*,z) < d(y, x)
para todo y €Y.

X

Fig. 1.1 y* € Y es elemento de mejor aproximacion para x € X.
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No siempre es posible encontrar tales elementos; pero cuando existen se
les denomina como mejor aproximacion de Y a x. Sin embargo, atin teniendo
demostrada la existencia, no siempre se puede garantizar la unicidad de estos
elementos.

En este capitulo X := C'[a,b] yY := P,(x), el conjunto de los polinomios
de grado a lo més n y la norma que utilizaremos sera la uniforme, definida
por

IfIF = maz [f(z)].

x€la,b]

Bajo estas condiciones, en este primer capitulo estudiaremos la existencia
de la mejor aproximacion, la unicidad y un teorema que caracteriza a este
elemento.

1.1. Existencia de la mejor aproximacién

Para demostrar la existencia de la mejor aproximacién a una funcién, por
polinomios de grado a lo mds n, con n € N fijo, utilizaremos un resultado
bien conocido dentro de la teorfa de aproximacion, enunciado en el teorema
siguiente.

Teorema 1.1.1 Si X es un espacio normado y'Y C X un subespacio de X
de dimension finita, entonces dado v € X existe y* € Y tal que

|z —y*|| <|lz —yll paratodo y €Y.

En nuestro caso, X := C[a,b] y Y := P,(z), satisfacen las hip6tesis del
teorema y por tanto se desprende de manera inmediata la existencia de mejor
aproximacion.

La demostracién del teorema precedente es muy sencilla ([5],[13]), pues
se reduce al hecho de que una funcién real continua sobre un compacto, no
vacio, alcanza sus valores extremos.



1.2. Caracterizacién de los polinomios de
mejor aproximacion

Dada una funcién continua f sobre un intervalo [a,b] y n € N, si p¥ es un
polinomio de mejor aproximacién de P, a [y

E, = E.(f;la,b]) = d(f, P),

entonces E,, = d(f,p}).

Definicién 1.2.1 Un conjunto de k + 1 puntos xy, ..., x, € [a,b], tales que

a<zog< T < < <0b, es llamado conjunto alternante para la funcion
heCla,b], si

[h(z)l =Rl 5=0,..k

h(l’]) = —h(l']url), j :O,,k‘—l

Teorema 1.2.2 (de Alternancia de Chebyshev, [3], [4]) Dados n € N
y [ € Cla,b]; pi es un polinomio de mejor aproximacion de P, a f, si y sdlo
si, existe un conjunto alternante de n + 2 puntos para la funcion f — p.

Demostraciones contemporédneas de este teorema pueden encontrarse en
diversos textos, aunque para nosotros es mas comodo tenerlo como un caso
particular de [8] y de nuestro resultado del Capitulo 2. Gracias al mismo
tenemos que los polinomios de mejor aproximacién, de grado a lo méas n, de
una funcién continua f, se caracterizan por tocar en n+2 puntos y de manera
alternada a las  funciones f £+ FE, 'y debido a esta
caracterizacion es que se puede demostrar la unicidad de la mejor
aproximacién de P, a f, como veremos en el préximo epigrafe. Una vision
geométrica idealizada del contenido del Teorema 1.2.1 se muestra en la figura
1.2.1.



Fig. 1.2.1.

1.3. Unicidad de la mejor aproximacién

Antes de demostrar la unicidad de la mejor aproximacién demostraremos
el lema siguiente.

Lema 1.3.1 Sea X un espacio normado, v € X yY un subespacio de X,

entonces el conjunto de mejores aproximaciones de x a Y es un conjunto
convexo.

Demostracion: Sea Y* el conjunto de mejores aproximaciones de x a Y.
Si Y* es vacio o se reduce a un solo elemento, terminamos.
En otro caso, si y1, y2 € Y™, y1 # 4o, resulta

|2 =il = [lz = 2|l < |z = yll para todo y €Y.

Sean A1, Ay > 0 tales que A + Xy = 1, es asi que

[z = My + Aegp)[| < Mz —y1) + Aoz — 1o) |
< Az =yl + Az [z — |
<z —yll
para todo y € Y. Por tanto Y* es convexo l

Teorema 1.3.2 Dados f € Cla,b] y n € N, el polinomio pl de mejor
aproximacion de P, a f es unico.
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Demostracién: Supongamos que p, p;, € P, son mejores aproximaciones
de f € Cla,b]. Por el lema anterior ¢ = (p+p))/2 € P, es de mejor
aproximacién de f.

Sea g, x1,...,Tns1 € |a,b] un conjunto alternante para f — ¢, entonces
para algin k£ € N

fx)) = p(x)) | fzj) = pi(z))

. 4 5 = (=D E,(f), j=0,...n+1.
Por otro lado
|f(z;) — (i)l _ Enlf) v [F(xi) — )] Enlf)
2 2 2 2
Es asi que

flas) = play)  fla) = paley)
2 2
s6lo se cumple cuando

flaj) = plz)) = fa) = pi(a) = (1) E,(f)

= (_1)k+jEn(f>7

De aqui

por lo tanto

1.4. Convergencia uniforme

Dada una funcién continua f, consideremos la sucesiéon de polinomios
algebraicos que a cada n le hace corresponder el polinomio de mejor
aproximacién p,, a f. Esta sucesién tiene la propiedad siguiente, si n,m € N,
n < m, entonces

Por otro lado, dentro de la teorfa de aproximacién se tiene el teorema
de Weiesstras, el cual dice que el conjunto de polinomios algebraicos sobre
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un intervalo cerrado [a,b] forman un conjunto denso en C'[a,b]. En otras
palabras, dado € > 0, existe un polinomio p tal que

If = pll <e

Sea N = grad(p), entonces para cada n > N

If —pull < |If —pll <e.

Luego la sucesion (p,,) converge uniformemente a f sobre [a, b].
1.5. Ejemplos

Ejemplo 1.5.1 Sean f(x) = |z]/2, [a,b] = [-1,1] y Ey = d(f, P»),
entonces el polinomio de grado a lo més 2, p € P, que mejor aproxima a f
sobre [—1, 1], se caracteriza por hacer alternar los valores maximo y minimo
de la funcién p — f en n + 2 puntos consecutivos del intervalo. Calculemos
dicho polinomio y el valor de FEs.

Supongamos que p(z) = ax? + bx + c¢. Por ser f una funcién par,
debemos tener que b = 0. Con igual razonamiento sobre la paridad, el
polinomio de mejor aproximacién de grado a lo sumo 2n, también es el de
mejor aproximacién entre los de grado a lo sumo 2n + 1. De aqui deducimos
no sélo que Fy = Fj5 sino que hay un nimero impar de puntos de contacto del
polinomio de mejor aproximacién con los bordes de la banda. Ahora, dado
que la funcién p — f es par y p debe tocar, alternadamente, a las funciones
f £+ E5 en 5 puntos consecutivos al menos, pero siempre impar, entonces un
punto de contacto debe ser x = 0, y mds atin debe alcanzar este contacto en
la banda de arriba, pues no es posible tener

f(z) — By <pa(z), con py(0) = —Ey

en una vecindad de cero; por lo que

p(0) = f(0) + Ex.

Esto es ¢ = FEs.
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Ahora, también por la geometria del problema, p — f alcanza su norma
en los puntos -1 y 1, es decir

Ey = (p—f)(—l)
= (p—f)(1).

Por lo tanto a = 1/2, es asi que el polinomio de mejor aproximacion es
p(z) = 2?/2 + Es.

Calculemos ahora el valor Fs, para esto, observemos que existen al menos
dos puntos t y —t, 0 < t < 1, en los que p — f alcanza el valor —Fs, es decir,
p toca a la funcién f — E5 en los puntos —t y ¢t. Como estos puntos son
interiores a [—1,0) y (0, 1], respectivamente, y p — f es de clase C'! en estos
intervalos, la derivada debe anularse en estos puntos. De aqui deducimos que
t ==+1/2yde (p—f)(3) = F2, que E; = 1/16 y el polinomio de mejor
aproximacion es p(z) = 1/22? + 1/16.

Fig. 1.5.1 Gréfica de las funciones f, f £ E, y p,
el polinomio de mejor aproximacién.

El ejemplo siguiente también resulta interesante.

Ejemplo 1.5.2: En el intervalo [—a,a|, consideramos la funcién
f(z) = sen(nz). El que el nimero de ceros de f en [—a,a] depende
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naturalmente de a y n, y la cantidad de ceros determina, segin se
aprecia en la figura 1.5.2. Mientras el nimero de contactos de los bordes
de la banda con el eje sea mayor o igual a m + 2, el polinomio p;, de grado
a lo mas m que mejor aproxima uniformemente a f en [—a,a| es pf, =

- 2 T =, -~
! WV Y ! Y
L !
; ! ; / I

Sy
Loy

!
!
!
ey

[V

f 4
i \ ;
Yooy
N T
370,
]
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21

—

Fig. 1.5.2 Gréfica paraa =5y n = 7, en este caso m = 8.

En general, parece que no existe una regla para la distribucién de los
puntos alternantes (ver [12])

1.6. Resumen de capitulo

En este capitulo se ha demostrado que si tenemos una funcién continua
f sobre un intervalo [a,b] y consideramos la banda o regién cerrada del
plano que denominaremos uniforme y que estd limitada por los grafos de las
funciones f + FE,,que llamaremos bordes de la banda, entonces dentro de
esta region se encuentra el grafo de uno y sélo un polinomio de grado a lo
mds n y este se caracteriza por tomar valores coincidentes arriba y abajo, en
n + 2 puntos de [a, b] de manera alternada, con los bordes de la banda. Con
un lenguaje més sencillo y aunque sea menos exacto diremos que la banda
limitada por f + FE,,, contiene uno y sélo un polinomio de grado a lo més n
y que este toca arriba y abajo los bordes de la banda, de manera alternada,
en n + 2 puntos del intervalo.
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Si la propia funcién f no es ella misma un polinomio de grado a lo mds
n, entonces F,, > 0. Luego si cerramos la banda, o sea, si la definimos por las
funciones f £ p con 0 < p < E,; la banda no contiene polinomios de grado a
lo sumo n. Si por el contrario tomamos p > F,,, la banda contendria infinitos
polinomios.

En el capitulo siguiente se estudia el caso en el que la banda no es

uniforme, es decir, sus bordes se definen mediante los grafos de funciones
f—>\h1 y f—i—)\hg, A > 0; f,hl,hg € C[(I,b], hl,h2 > 0.

Veremos que se obtienen resultados similares a los mostrados en esta
primera parte. Ello constituye nuestra contribucién cientifica en esta tesis.
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Capitulo 2

Aproximacién polinomial para
banda no uniforme

En este capitulo estudiaremos el problema de aproximaciéon polinomial
en el caso en el que la banda antes formada por la funciones f m&s menos la
funcién constante FE,, se forme ahora al sumar y restar funciones
estrictamente positivas. Antes daremos una definicién generalizada a este
nuevo contexto, del elemento de mejor aproximaciéon y estudiaremos
también aqui el problema de existencia, caracterizacién y unicidad de la
mejor aproximacion.

Como continuacién de los trabajos aplicados de Jiménez en 1986, a la
industria del petroleo, los doctores Guerra y Jiménez publican un articulo, 7],
en 1997, el cual motiva a la profundizacién en el estudio de la
aproximacién en bandas no uniformes. En [8] ellos consideran la banda
delimitada por las funciones f — hy y f + hg, donde hy > 0, hy > 0y
f son continuas y f no es ella misma un polinomio de grado a lo sumo n.
Demuestran entonces que dado un nimero natural n, el conjunto de
polinomios de grado a lo mds n que se encuentra dentro de esta banda
satisface una de las condiciones siguientes:

i) Es vacio.
i1) Es infinito.
i11) Es un monoelemento.
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En realidad, esto es una consecuencia inmediata de lo que demuestran
realmente, que el conjunto de soluciones factibles es un monoelemento si
y sélo si los elementos de este conjunto tocan a la banda arriba y abajo,
alternadamente, en n+2 puntos del intervalo [a, b] , ver Fig. 2.1, 1o cual es una
cierta extension del Teorema de Alternancia de Chebyshev 1.2.1. Notemos,
sin embargo, que no se menciona atn la idea de mejor aproximacion.

Rt RTE T EEL EE

a=x X; X, b
Fig. 2.1

Introduzcamos un pardmetro A\ > 0, que multiplique a las funciones h; y
he, y que haga el efecto de expandir o contraer la banda (Fig. 2.2).

Fig. 2.2 El pardmetro A hace el efecto de

abrir o cerrar la banda tanto como se necesite.
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Planteemos ahora el problema de optimizar este pardmetro de manera de
generalizar la idea de la mejor aproximacién uniforme.

2.1. Definicibn de mejor aproximacion y
polinomio de mejor aproximacién en el
contexto de bandas no uniformes

Sean f, hy,hy € Cla,b], tales que hy,hs > 0y n € N dado. Para un
escalar A > 0 definimos el conjunto M, = M (n, f, hi, hy) C P, como sigue:

My:={peP,: f—Ah <p<f+ A} sobre [a,b].

La idea de introducir el pardmetro A es para poder expandir la banda
tanto como sea necesario para permitir la entrada de polinomios y
contraerla lo suficiente como para sélo dejar pasar uno, en caso de que esto sea
posible. Aqui, al igual que en el caso tradicional, tiene poco interés si f es
un polinomio de grado a lo més n.

Observemos que si A\; < Ay, entonces M), C M,,, es decir (My),., es
una familia creciente de conjuntos. Por otro lado, para cada A > 0 podemos
identificar M, con un subconjunto de R", el cual resulta ser cerrado y acotado,
por tanto compacto, con lo que tendriamos que M), también lo es.

Afirmamos que M, # ¢ para un valor de \ suficientemente grande. En
efecto, sea p € P,. Consideremos la funcién p — f, la cual es continua y
por tanto alcanza su valor maximo y minimo en [a,b]; es decir, para todo
x € [a,b],

m<(p—f)x) < M,

en donde m = m[z’%(p —f)x)y M = m[d%](p — f)(x). Por ser hy,hy >0y
xr€|a, xE|a,

continuas, existe \* > 0, tal que
—XNhi<m y M < \hg;
por tanto
f=XNhi <p < f+Nhs.
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Asi M)\* 7é gb

Habiendo definido estos conjuntos y presentado algunas de sus
propiedades, estamos listos para dar la definicién de mejor aproximacion
y polinomio de mejor aproximacion.

Definicién 2.1.1 Sean f,hy,hs € Cla,b], con hy,he > 0 yn € N dados.
Definimos la mejor aproximacion de P, a f, relativo a hy y ho, como

A i=inf{\>0: M, # ¢}.

Supongamos ahora que A\ > 0 es un valor suficientemente grande para el
cual My # ¢. Entonces, es de suponer que el valor de \,, debe estar asociado
al conjunto

M/\n = ﬂ MA.

AN,
My#¢

Cuando este conjunto sea no vacio, se denominard a sus elementos como
polinomios de mejor aproximaciéon de P, a f relativo a hy y hs.

En el caso de la aproximacién polinomial uniforme se tiene que,
A = En(f) vy que el conjunto M), es no vacio, mds ain, consta de un
tnico elemento.

2.2. Existencia de polinomios de mejor
aproximacion.

Para n fijo, demostrar la existencia de polinomios de mejor aproximacion
a f relativo a hy y hs, es una consecuencia de las propiedades de los conjuntos
M), antes mencionadas.

Teorema 2.2.1 Dados f,hy,hy € C'la,b], hy,he >0y n € N, entonces el
conjunto My, # ¢.

Demostraciéon: Como habfamos visto, para cada A > 0, M) es compacto
y la familia (M), _,, es decreciente, cuando A decrece.

Entonces tenemos una familia decreciente de conjuntos compactos no
vacios contenidos en un compacto My, por lo que su interseccién es no vacia,

[1]m
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2.3. Caracterizacion y unicidad de Ilos
polinomios de mejor aproximacion.
Dados f, hq, he € C'la,b], hy,he > 0y n € N. Observemos que si p* € P,

es un polinomio de mejor aproximacién a f relativo a hy; y he , entonces
existen al menos dos puntos g, x1 € [a, b] tales que

(p* = f) (w0) = Mha(x0), v (p" = f) (21) = =Anha(71).

En efecto. Como [a,b] es compacto y p*, f,h1 y hy son continuas;
aplicaremos la existencia de extremos para demostrar que la hipétesis

Vo € [a,b], — Mhi(x) <(q—f)(x) < Aho(x),

serfa contradictoria con la hipétesis de que A, es la mejor aproximacién. Asi
que p* — f toca al menos un borde de la banda. Debemos probar que, de
hecho, toca a los dos. Sin pérdida de generalidad, supéngase que toca al
borde superior; pero para cada x € [a, b|,

—Anha(z) < (p* = f) (2).

Sea
m = min (p* — f+ \h1) (2),

z€[a,b]

luego m > 0.

Fig. 2.3.1 La funcién p*— f no toca el borde inferior de la banda.
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Considerando el polinomio ¢(x) = p*(x) — m/2, tendriamos que q € P, y
ademas

_)\nhl < Q—f

m
q_fSAnh2_5 </\nh2a
es decir
—Aph1 < q— f < Apho
sobre [a, b] y por tanto ¢ también serfa un polinomio de mejor aproximacion

que no toca ninguno de los bordes, contradictoriamente a lo ya demostrado.

Estamos listos para enunciar el resultado siguiente.

Teorema 2.3.1 Sean f,hy,hs € Cla,b], hi,hs > 0y n € N. El polinomio
de grado a lo mds n, p}, es de mejor aproximacion a f relativo a hy y ho,
sty solo si, la funcion f — p} toca alternadamente arriba y abajo en n + 2
puntos consecutivos de [a,b], a las funciones —\,hy y Aho.

Demostracién: =) Dado n, sean A, > 0 la mejor aproximacién de P,
a f relativo a hy y hg, y p;, un polinomio de mejor aproximacion.

Sea C la clase de todos los conjuntos {zg,...,zx} C [a,b], tales que la
funcién p! — f toca alternadamente en estos puntos a las funciones —\,hy y

Anha. Es decir
(pr, — [)(x5) = Anha(z;)

(pr, = )(@j41) = —Anha(240),
7 =20,2,...; o bien

(pr, = () = =Anha(z)

(pn, = F)(xj31) = Aha(wj41),

j = 0,2,.... Afirmamos que alguno de los conjuntos en la clase C, que por
abuso de lenguaje continuamos llamando alternantes, tiene n + 2 o mas
elementos. En efecto, si no fuere asi, consideremos un conjunto alternante
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cualquiera de los que tienen el maximo de elementos posibles {zo, ..., 74},
1<k <n.
Sin pérdida de generalidad supondremos que

(pr, = f)(x0) = Anha(o).

Los conjuntos A := [pi — f=Mha| vy B := [p— f=—=N\hi] son
compactos, dada la continuidad de las funciones involucradas, asi que
AN [a,x] es compacto y por tanto este conjunto de niimeros reales tiene
un minimo z; y un maximo zj, observemos que no existe z € B, tal que
xry < z < mj pues entonces el conjunto {z,x,...,zx} serfa un conjunto
alternante con méas de k£ + 1 elementos.

cmmmmmaa Ay

5

Igualmente, B N [z{, z5] tiene un minimo en ) y un méximo z{ y no
existe z} < z < 2, z € A. Por induccién tenemos una sucesién de puntos

a<mzy<uaxyg<az)<al<- <<zl <D,

vea figura 2.3.2.
Ademés si I; [SC;,ZCﬂ ,0<j <k, tenemosque A C [(UlLU---Ul,y

BCLUI3U---Ul, rpary s impar; maz(r,s) =k y

(LhULU---UL)N(LUIz3U---UI,) = ¢.

"
Tomemos z; tal que 27

q € Py,

1 <2 <z}, 1< j <ky consideremos el polinomio
q(z) == (21 — ) -+~ (2 — ),
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es claro que p; — f y ¢ tienen el mismo signo sobre cada /;.En cada intervalo
[2iyziv1], 1 =0,1,.... k, donde zy = a y 2,41 = b se tiene que

min{(A\phe —py + f) (z) 1 x € [2i,2i11]} = a; > 0

min{(A\h1 +p) — f) (x) : x € [z, 2i11]} = a; > 0.

Tomemos ahora
M := maz [q(z)|,

a<z<b

y elegimos p > 0 tal que
puM < min(o; i =1,....k).

Consideremos p(z) = p!(x) — pg(z), polinomio de grado a lo mas n y
observemos que p estd en la banda generada por —\,h; v A ho, es decir
es polinomio de mejor aproximacién. Pero no toca a los bordes, por una
observacion anterior, esto no es posible.

<) Para n fijo, sean p € P, y A > 0, con p € M, y para el cual existen
n + 2 puntos distintos, x, ..., Z,41 € [a, b] tales que

(p— f) () = =Aha(z)

y
(p = f) (@iy1) = Aha(wita),
o bien
(p = ) (z:) = Aha(z:)
y

(= f) (1) = =M (wi41),

para i = 0,2,4, ...; supongamos que ocurre que (p — f) (xg) = —Mhi(xo).
Sean A, > 0 la mejor aproximacién de P, a f relativo a hy y hs ¥y
p* € P, un polinomio de mejor aproximacién. Si p no es un polinomio de
mejor aproximacion, entonces A\, < Ay p # p*.
Luego

(p—f) (i) < (" = f) ()

(p* = f) (wir1) < (p = f) (wit1),
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para i = 0, 2,4, ...; esto implica que la funcién continua
(" =) —=(=1f)=p"—p

cambia de signo en al menos n + 2 puntos distintos de [a,b], pero
p* —p € P,, luego tiene n + 1 ceros en [a,b] entonces debe ser p* — p = 0,
contradictoriamente a lo supuestoll

Dadas f,hy,he € Cla,b], hi,hy > 0y n € N, acabamos de demostrar
que los polinomios de grado a lo mas n de mejor aproximacién a f, relativos
a hy y ho, se caracterizan por tocar a los bordes de la banda en n + 2 puntos
de [a,b] de manera alternada. Esto tltimo y el resultado obtenido por los
doctores Guerra y Jiménez, [8], nos dan la unicidad del polinomio de mejor
aproximacién que formalizaremos en el teorema siguiente.

Teorema 2.3.2 Sean f,hy,hy € Cla,b] , hi,ha >0y n € N. Entonces el
polinomio de mejor aproximacion de grado a lo mds n a f relativo a hy y ho
es unico.

Demostraciéon: Sean p € P, y A > 0, con p € M, y tales que p — f
toca en n + 2 puntos distintos de [a, b] y de manera alternada a las funciones
—Anh1 ¥ Anhs. Por el resultado Guerra-Jiménez, [8], M, = {p} .

Por otro lado si p* es un polinomio de mejor aproximacion p* € M, para
todo My # ¢, luego p* € M,. Por tanto p = p*, es decir p es un polinomio
de mejor aproximacién W

2.4. Estimado de la velocidad de aproximacion

Sean hy, hy € C'|a,b], hy, hy > 0, fijas. Dada una funcién f € C [a, b], nos
interesamos en comparar la sucesién (\)) de la mejor aproximacién relativa a
f, h1, ho; con la sucesion (E,) de la mejor aproximacién uniforme tradicional.
El trabajo desarrollado previamente en este capitulo, nos permite dar una
rapida respuesta a este reto.

Definamos

M =gy { magi(o)}

i=1,2 z€a,b]

=y { minnu(o) |

i=1,2 | z€[a,b]
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Setiene 0 < m < M < oo.

Teorema 2.4.1 Para toda f € Cla,b], se tiene

—E’;\y) <A(f) < Ejflf)

o equivalentemente
mA, (f) < En(f) < MAL(f).

Demostracion: Fijemos n. No perdemos generalidad si suponemos que f
no es ella misma un polinomio de grado a lo m&s n, en cuyo caso
E.(f) = A, (f) = 0. Sean p y ¢, los polinomios de mejor aproximacién
a f, de grado a lo sumo n, relativos a hy y hy y a la aproximacién uniforme;
respectivamente. Tenemos

— M < =Nh(2) < (p, — f) () < Aho(z) < A M

luego
E,(f) < MAL(f)

por otro lado

‘Eréif) hi(x) < =Eu(f) < (a7 = f) (2) < Eu(f) < Ejflf ()
de aqui
i< e

2.5. Resumen de capitulo

Hemos demostrado en este capitulo teoremas de existencia y unicidad
del polinomio de mejor aproximacion, en este nuevo contexto; asi como un
teorema que caracteriza a dicho polinomio.

En el Capitulo 3 presentaremos el caso en que las funciones hy; y ho
pueden tener ceros. Veremos, mediante algunos ejemplos, las cosas tan raras
que pueden ocurrir.
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Capitulo 3

Condiciones de interpolacion.

En este capftulo introduciremos el caso en que h; y hy pueden tener
ceros en el intervalo de estudio. La idea es que al permitirle esta cualidad a
dichas funciones y estas tengan un nimero finito de ceros coincidentes, los
polinomios incluidos en la banda tengan que interpolar a la funcién f que se
aproxima, en cada cero comun de hy y hs.

'] Fd
F
* 1 Y Y
A 1 % ; %
n ] L i |1 ,f f
I l‘ I L] ’
|
[ P
g I
. ' - f— Ah
Fl w
LY f ".a' LS Ly f 1
LY !
[ F
Ly L »
, *
a b

Fig. 3.1 P interpola a f en los puntos donde
h1 y hg tienen ceros comunes.

Bajo condiciones adicionales, podria lograrse interpolar con una suavidad
predeterminada, buscando generalizar la interpolacién de Hermite. Por otra
parte, también estudiar la aproximacién unilateral.
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A diferencia del caso en el cual h; y ho son estrictamente positivas, el
nuevo problema que enfrentaremos encierra un alto grado de
complejidad y dificultad, segin podremos observar en la coleccién de
ejemplos que citaremos.

No se trata pues de presentar en esta ocasién un estudio completo del
nuevo caso sobre los problemas de existencia, caracterizacién, unicidad, etc.,
como logramos en el capitulo precedente. Ese serd el material de una segunda
tesis, la de doctorado. Pero la colecciéon anunciada de ejemplos tiene por si,
nos parece, interés propio.

Ocupémonos del planteamiento del problema. Se tienen hq, he, f € C'[a, b],
hi,hs > 0y n € N. Nos preguntamos si existen un escalar A > 0 y un
polinomio p € P, tales que

f=Ahy <p < f+ b (1)

En tales casos pasarfamos a estudiar los otros problemas tipicos de la
mejor aproximacion relativa a este contexto.

3.1. Funciones de error con infinitos ceros.

Si una de las funciones h;, 1 = 1, 2, es idénticamente nula y la otra no tiene
ceros, estarfamos generalizando la aproximacién lateral (superior si by = 0
e inferior si hy = 0). Obviamente siempre existe una solucién para todo n
y [ € Cla,b] dados. Anunciamos que también aqui se tienen resultados de
existencia, unicidad y caracterizaciéon de la mejor aproximacién polinomial.

Mis complejo es el caso en el cual la funcién de error no idénticamente
nula tiene ceros. Para su estudio se hace conveniente clasificar previamente
lo que ocurre cuando las funciones h; y ho tienen sélo un nimero finito de
ceros.

La interpolacién en un conjunto numerable de puntos, tiene interés, por
ejemplo, en la teoria de variable compleja. Para el caso de la aproximacion
polinomial, no tiene, a nuestro parecer, mayor interés.

En efecto, si las funciones de error h;, ¢« = 1,2, se anulan
simultdneamente en un conjunto infinito de puntos, el problema 1 sélo
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podria tener solucién si la funcién objeto de estudio, f, coincidiese sobre
ese conjunto con un polinomio p, de grado N exactamente. En tal caso,
podria existir A* > 0 que fuese solucién de 1 con n > N. Si asi fuere, p seria
la tinica solucién para todo A > A" y todo n > N y no habria solucién si
n < N.

3.2. Funciones de error con finitos ceros.

Si el nimero de ceros comunes de h; y de hs es finito, puede existir o no,
una solucién al problema 1.

El ejemplo siguiente muestra la no existencia de solucion.

Ejemplo 3.2.1: Sea [a, b] = [—1, 1], supongamos que deseamos encontrar
un polinomio p, tal que

f_)\hfl §p§f+)\h27

en donde f = hy = |2| /2y hy = 0.
O sea, tal que

kd |z
— <plz) < (14 N+
2 2

En este caso la gréfica del problema es la siguiente:

~ 10T :
~ ¥ o
-, i &
N, 1 -
. 0.8 P
W &
&
h N 06T Py
~ ™ £ -
- . -~ . -~
- N 04T p -
- - " - - -
- , A -
- L2 f -
T . . = -

} t } t t + } } } + } + } + }
10 N8 06 04 02 00 02 04 06 08 10
X

Fig. 3.2.1 La forma de la banda en este problema
determina su no solubilidad.
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De la gréafica podemos predecir que no existe solucién. Analiticamente,
se debe a que cualquier polinomio dentro de la banda deberd ser de grado
mayor o igual a 2 y tener un cero miiltiple en 0, lo cual es incompatible con
la desigualdad |x| /2 < p(x) en una vecindad del cero.

El ejemplo precedente conduce a pensar, que la existencia de solucién
del problema estd relacionada directamente con la suavidad de las funciones
f, h1 y ho. Sin embargo, el ejemplo siguiente demuestra que con funciones
suaves, puede no haber solucién.

Ejemplo 3.2.2: Sean

[ab) = [~1,1],hy =hy=2"y
E& sen—tr  x#0
f@) = g
0 =0
v s
T 06 s
&
04+ I
I
RN
Eay \'l. 0.2 7 ., - - -
I ' I/ufl ' '|,"-I ﬁ‘.jT‘J'h-"‘11 ".::: — ),:J J; }
05 o4 ;ﬁv.s 2440 o1 02,03 04 03
- . 0.2 1 N X
-
&
y 0.4 A
x
¥V 006 A

Fig. 3.2.2 Griéfica de los bordes de la banda
en una vecindad de cero.

Notemos que f, hy, hy € C'[—1,1], que hy y hy tienen un tinico cero y sin
embargo no existe polinomio alguno que satisfaga

f_/\hl §p§f+/\h2>
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independientemente del valor de X\ y del grado del polinomio.

En efecto, sean (z,,) y (y,) definidas por
1 dn +3 1 dn +1

T T

’$n|

tanto x,, — 0 como y,, — 0 y las sucesiones estan intercaladas de manera que

1 1
sen <W) =-1 y sen (W) =1

Dado A > 0 tendrfamos que buscar p € P,, tal que, en particular, se tenga
p(t,) < Aaj, — a3
y
plyn) = =2 + 3>,
Pero, para n suficientemente grande se tendra
g3

A2 — 23?2 <
n n —_ 2

o
2 3/2 n

Es decir, en cualquier vecindad de cero, p tendria infinitos méximos y
minimos y no es constante. Luego p no puede ser un polinomio.

En este caso el comportamiento oscilante de f afecté el problema de
existencia.

3.3. Pérdida de la unicidad.

Se tienen ejemplos en los cuales, dado n, atin cuando existe un polinomio
de grado a lo més n y la mejor aproximacién, A > 0, para el cual

[ = A <p < f 4 Ahs,

no se tenga unicidad. El ejemplo siguiente lo ilustra.
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Ejemplo 3.3.1: Para [a,b] = [—1,1]. Analicemos la desigualdad
[ =2 <p <[4 Ahg,

para f = |z|/2,hy = 3|z| /2y ha = 0.
Tenemos

(1=3A) || /2 < p(z) <[] /2.

Notemos que si 0 < A < 1/3, nos encontramos en un caso similar al
Ejemplo 3.1.1, por lo tanto, para esos valores de A, no hay solucién para
ningin n € N.

A partir del valor de A = 1/3 empezamos a tener polinomios dentro de
la banda, es decir la mejor aproximacién es A = 1/3 para todon. Sin =0 o0
n = 1, el polinomio de mejor aproximacion es la constante cero. Sin > 1,
va se pierde la unicidad. A manera de ilustracién para n = 2, p(z) = 2%/4 y

p(z) = 2%/2.

, 05T y
. T"r | ~
" g
™ 04 &

. £
™ ry
. A
“ 031 P
- #

R s
A e &
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™ I
~o0lq .
™ s
T
. , , . : | " , . . ,
I T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
A0 08B 06 04 02 0.0 02 04 0.6 0a 1.0

K

Fig. 3.3.1 p(z) = 132/2 y p(z) = x2/4 son soluciones del problema con o= 1/3.
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3.4. Resumen del capitulo.

Considerar funciones de error con ceros, enriquece ampliamente las
posibilidades de generalizar varios conceptos de la teorfa de la aproximacion,
como pueden ser la aproximaciéon con interpolacién pero se necesitard de
hipétesis complementarias para evitar las situaciones desagradables que se
han ejemplificado en este capitulo.
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Conclusiones

Sean f, hy,hy € C'la,b] y n € N dados.

Para funciones de error hy, hy > 0, se puede definir, en caso de que existan,
los valores de la mejor aproximacién de orden n y los polinomios de grado a
lo més n, de mejor aproximacion a la funcién f dada.

Si hi,he > 0, el problema considerado tiene solucién, es tunica y el
polinomio de mejor aproximacién se caracteriza a través de un teorema de
alternancia de Chebyshev.

El caso hq,hy > 0 presenta diferentes facetas y necesita de hipétesis
complementarias para tener resultados satisfactorios. Este problema serd
objeto de estudio en nuestro doctorado.
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