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Introducción

Un problema dimanante de la práctica viene dado en los términos
siguientes:
Tenemos dos conjuntos no vacíos y disjuntos X y 
 de Rm; sobre los

cuales está de�nida una función real f; se conoce que sobre X esta función
toma valores en el rango

g1(x) � f(x) � g2(x);

donde g1 y g2 son funciones conocidas. Mientras que sobre 
, tenemos
valores estadísticos de f . Se dispone de otra clase de funciones P; usualmente
polinomios hasta un grado determinado (con cualquier de�nición pre�jada
sobre el grado e identi�cado por sus coe�cientes como un elemento de un
espacio euclidiano) y se desea ajustar la función f sobre X [ 
, mediante
alguna norma conveniente, con funciones p de la clase, que satisfagan la
desigualdad

g1(x) � p(x) � g2(x);

sobre X: Surge, de manera natural, la necesidad de tener información sobre
las funciones de P que satisfacen la desigualdad anterior.
Con el objetivo de modelar las super�cies de estratos de petróleo en el

área caribeña, este problema fue estudiado por M. A. Jiménez hacia 1986,
lo que condujo al logro de diversos softwares para la industria cubana de
prospección y extracción del petróleo.
En esta tesis, analizamos el caso en que X = [a; b] y P es la clase de los

polinomios algebraicos. Consideramos funciones h1; h2 2 C [a; b] ; h1; h2 � 0;
tales que g1 = f � h1 y g2 = f + h2: Por tal motivo, llamaremos �funciones
de error�a h1 y h2: Por esta vía surge el problema de estudiar el conjunto
factible

fp 2 P : f � h1 � p � f + h2g ;
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el cual conduce a interesantes problemas simultáneos de aproximación y de
optimización estudiados por Guerra y Jiménez desde el punto de vista de la
programación semin�nita, [7], y posteriormente por otros matemáticos, por
ejemplo, [9], [10], [11].

Esta tesis está inspirada en esos trabajos de aproximación y optimización
y en la generalización del teorema de alternancia de Chebyshev, de Guerra-
Jiménez. En realidad, existen muchas variaciones y extensiones de este famoso
teorema de Chebyshev constituyente de los fundamentos de la Teoría de la
Aproximación (vea, en nuestro contexto, el artículo relativamente reciente de
Tijomirov, [14], y la teoría de Kolmogorov en [6]); pero en cada problema
concreto se deben comprobar hipótesis y precisar los resultados.

El teorema de Chebyshev clásico caracteriza los polinomios de la mejor
aproximación y determina su unicidad. En el contexto de nuestro estudio,
debemos precisar previamente lo que entenderemos como mejor aproximación
y proceder al análisis de las diferentes preguntas que usualmente se formulan
en ese tópico de la aproximación. Este estudio, que es nuestra contribución
cientí�ca, lo desarrollaremos satisfactoriamente en el Capítulo 2, para h1 y
h2 estrictamente positivas. En el Capítulo 3 presentamos una colección de
ejemplos que muestran la riqueza, pero a la vez la limitación y di�cultades,
del caso en el que h1 y h2 tengan ceros. Este último caso continúa siendo
objeto de estudio por nuestra parte y con�amos en presentarlo en forma más
o menos completa en una próxima publicación.

Los resultados de Teoría de la Aproximación que aquí utilizamos son
clásicos y pueden encontrarse en la mayoría de los textos sobre el tema (por
ejemplo, en los textos clásicos [5], [13], o más reciente [6]). De todas formas,
el Capítulo 1 contiene un resumen de esos resultados, con lo que el lector
dispondrá de una lectura �uida y de una notación establecida.

Debemos señalar que durante el periodo de tiempo en que nos
ocupábamos de este estudio, se publicó un artículo en el cual se
estudian problemas abstractos de la mejor aproximación, [2], que sin duda
tiene puntos de conexión con nuestros resultados del Capítulo 2. No parece,
sin embargo, que tenga conexión directa con el caso en que las funciones de
error tienen ceros comunes, que es el objetivo �nal de nuestra investigación.
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Capítulo 1

Problema de la mejor
aproximación uniforme de
Chebyshev

En este primer capítulo, recopilaremos algunos resultados obtenidos en la
teoría de aproximación polinomial sobre la existencia del polinomio de mejor
aproximación a una función continua en un intervalo cerrado, así como la
caracterización y unicidad de dicho polinomio. Empecemos con las
de�niciones siguientes.
Sean (X; d) un espacio métrico y Y � X; Y 6= �; dado x 2 X; el problema

que se plantea es encontrar un elemento y� 2 Y tal que d(y�; x) � d(y; x)
para todo y 2 Y:

Fig. 1.1 y� 2 Y es elemento de mejor aproximación para x 2 X:
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No siempre es posible encontrar tales elementos; pero cuando existen se
les denomina como mejor aproximación de Y a x: Sin embargo, aún teniendo
demostrada la existencia, no siempre se puede garantizar la unicidad de estos
elementos.

En este capítuloX := C [a; b] y Y := Pn(x), el conjunto de los polinomios
de grado a lo más n y la norma que utilizaremos será la uniforme, de�nida
por

kfk = m�ax
x2[a;b]

jf(x)j :

Bajo estas condiciones, en este primer capítulo estudiaremos la existencia
de la mejor aproximación, la unicidad y un teorema que caracteriza a este
elemento.

1.1. Existencia de la mejor aproximación

Para demostrar la existencia de la mejor aproximación a una función; por
polinomios de grado a lo más n; con n 2 N �jo, utilizaremos un resultado
bien conocido dentro de la teoría de aproximación, enunciado en el teorema
siguiente.

Teorema 1.1.1 Si X es un espacio normado y Y � X un subespacio de X
de dimensión �nita, entonces dado x 2 X existe y� 2 Y tal que

kx� y�k � kx� yk para todo y 2 Y:

En nuestro caso, X := C [a; b] y Y := Pn(x); satisfacen las hipótesis del
teorema y por tanto se desprende de manera inmediata la existencia de mejor
aproximación.

La demostración del teorema precedente es muy sencilla ([5],[13]), pues
se reduce al hecho de que una función real continua sobre un compacto, no
vacío, alcanza sus valores extremos.
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1.2. Caracterización de los polinomios de
mejor aproximación

Dada una función continua f sobre un intervalo [a; b] y n 2 N, sí p�n es un
polinomio de mejor aproximación de Pn a f y

En = En(f ; [a; b]) := d(f; Pn);

entonces En = d(f; p�n):

De�nición 1.2.1 Un conjunto de k + 1 puntos x0; : : : ; xk 2 [a; b] ; tales que
a � x0 < x1 < � � � < xk � b; es llamado conjunto alternante para la función
h 2 C [a; b] ; si

jh(xj)j = khk ; j = 0; :::; k

y

h(xj) = �h(xj+1); j = 0; :::; k � 1:

Teorema 1.2.2 (de Alternancia de Chebyshev, [3], [4]) Dados n 2 N
y f 2 C [a; b]; p�n es un polinomio de mejor aproximación de Pn a f; si y sólo
si, existe un conjunto alternante de n+ 2 puntos para la función f � p�n:

Demostraciones contemporáneas de este teorema pueden encontrarse en
diversos textos, aunque para nosotros es más cómodo tenerlo como un caso
particular de [8] y de nuestro resultado del Capítulo 2. Gracias al mismo
tenemos que los polinomios de mejor aproximación, de grado a lo más n; de
una función continua f; se caracterizan por tocar en n+2 puntos y de manera
alternada a las funciones f � En y debido a esta
caracterización es que se puede demostrar la unicidad de la mejor
aproximación de Pn a f; como veremos en el próximo epígrafe. Una visión
geométrica idealizada del contenido del Teorema 1.2.1 se muestra en la �gura
1.2.1.
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Fig. 1.2.1.

1.3. Unicidad de la mejor aproximación

Antes de demostrar la unicidad de la mejor aproximación demostraremos
el lema siguiente.

Lema 1.3.1 Sea X un espacio normado; x 2 X y Y un subespacio de X,
entonces el conjunto de mejores aproximaciones de x a Y es un conjunto
convexo.

Demostración: Sea Y � el conjunto de mejores aproximaciones de x a Y:
Si Y � es vacío o se reduce a un solo elemento, terminamos.
En otro caso, si y1, y2 2 Y �; y1 6= y2; resulta

kx� y1k = kx� y2k � kx� yk para todo y 2 Y:

Sean �1; �2 � 0 tales que �1 + �2 = 1; es así que

kx� (�1y1 + �2y2)k � k�1(x� y1) + �2(x� y2)k
� �1 kx� y1k+ �2 kx� y2k
� kx� yk

para todo y 2 Y: Por tanto Y � es convexo �

Teorema 1.3.2 Dados f 2 C [a; b] y n 2 N, el polinomio p�n de mejor
aproximación de Pn a f es único.
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Demostración: Supongamos que p; p�n 2 Pn son mejores aproximaciones
de f 2 C [a; b] : Por el lema anterior q = (p+ p�n) =2 2 Pn es de mejor
aproximación de f .
Sea x0; x1; : : : ; xn+1 2 [a; b] un conjunto alternante para f � q, entonces

para algún k 2 N

f(xj)� p(xj)
2

+
f(xj)� p�n(xj)

2
= (�1)k+jEn(f); j = 0; :::; n+ 1:

Por otro lado

jf(xj)� p(xj)j
2

� En(f)

2
y

jf(xj)� p�n(xj)j
2

� En(f)

2
:

Es así que

f(xj)� p(xj)
2

+
f(xj)� p�n(xj)

2
= (�1)k+jEn(f);

sólo se cumple cuando

f(xj)� p(xj) = f(xj)� p�n(xj) = (�1)k+jEn(f)

De aquí
p(xj) = p

�
n(xj); j = 0; :::; n+ 1;

por lo tanto
p = p�n �

1.4. Convergencia uniforme

Dada una función continua f; consideremos la sucesión de polinomios
algebraicos que a cada n le hace corresponder el polinomio de mejor
aproximación pn; a f: Esta sucesión tiene la propiedad siguiente, si n;m 2 N;
n < m; entonces

kf � pmk � kf � pnk :

Por otro lado, dentro de la teoría de aproximación se tiene el teorema
de Weiesstras, el cual dice que el conjunto de polinomios algebraicos sobre
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un intervalo cerrado [a; b] forman un conjunto denso en C [a; b] : En otras
palabras, dado " > 0, existe un polinomio p tal que

kf � pk < ":

Sea N = grad(p); entonces para cada n � N

kf � pnk � kf � pk < ":

Luego la sucesión (pn) converge uniformemente a f sobre [a; b] :

1.5. Ejemplos

Ejemplo 1.5.1 Sean f(x) = jxj =2; [a; b] = [�1; 1] y E2 = d(f; P2);
entonces el polinomio de grado a lo más 2; p 2 P2; que mejor aproxima a f
sobre [�1; 1] ; se caracteriza por hacer alternar los valores máximo y mínimo
de la función p � f en n + 2 puntos consecutivos del intervalo. Calculemos
dicho polinomio y el valor de E2:

Supongamos que p(x) = ax2 + bx + c: Por ser f una función par,
debemos tener que b = 0. Con igual razonamiento sobre la paridad, el
polinomio de mejor aproximación de grado a lo sumo 2n; también es el de
mejor aproximación entre los de grado a lo sumo 2n+ 1. De aquí deducimos
no sólo que E2 = E3 sino que hay un número impar de puntos de contacto del
polinomio de mejor aproximación con los bordes de la banda. Ahora, dado
que la función p � f es par y p debe tocar, alternadamente, a las funciones
f � E2 en 5 puntos consecutivos al menos, pero siempre impar, entonces un
punto de contacto debe ser x = 0; y más aún debe alcanzar este contacto en
la banda de arriba, pues no es posible tener

f(x)� E2 � p2(x); con p2(0) = �E2

en una vecindad de cero; por lo que

p(0) = f(0) + E2:

Esto es c = E2:
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Ahora, también por la geometría del problema, p� f alcanza su norma
en los puntos -1 y 1, es decir

E2 = (p� f) (�1)
= (p� f) (1):

Por lo tanto a = 1=2; es así que el polinomio de mejor aproximación es
p(x) = x2=2 + E2:

Calculemos ahora el valor E2; para esto, observemos que existen al menos
dos puntos t y �t, 0 < t < 1; en los que p� f alcanza el valor �E2; es decir,
p toca a la función f � E2 en los puntos �t y t: Como estos puntos son
interiores a [�1; 0) y (0; 1]; respectivamente, y p� f es de clase C1 en estos
intervalos, la derivada debe anularse en estos puntos. De aquí deducimos que
t = �1=2 y de (p� f) (1

2
) = E2; que E2 = 1=16 y el polinomio de mejor

aproximación es p(x) = 1=2x2 + 1=16:

Fig. 1.5.1 Grá�ca de las funciones f; f � En y p,
el polinomio de mejor aproximación.

El ejemplo siguiente también resulta interesante.

Ejemplo 1.5.2: En el intervalo [�a; a] ; consideramos la función
f(x) = sen(nx): El que el número de ceros de f en [�a; a] depende
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naturalmente de a y n, y la cantidad de ceros determina, según se
aprecia en la �gura 1.5.2. Mientras el número de contactos de los bordes
de la banda con el eje sea mayor o igual a m + 2, el polinomio p�m de grado
a lo más m que mejor aproxima uniformemente a f en [�a; a] es p�m � 0:

Fig. 1.5.2 Grá�ca para a = 5 y n = 7; en este caso m = 8:

En general, parece que no existe una regla para la distribución de los
puntos alternantes (ver [12])

1.6. Resumen de capítulo

En este capítulo se ha demostrado que si tenemos una función continua
f sobre un intervalo [a; b] y consideramos la banda o región cerrada del
plano que denominaremos uniforme y que está limitada por los grafos de las
funciones f � En;que llamaremos bordes de la banda, entonces dentro de
esta región se encuentra el grafo de uno y sólo un polinomio de grado a lo
más n y este se caracteriza por tomar valores coincidentes arriba y abajo, en
n+ 2 puntos de [a; b] de manera alternada, con los bordes de la banda. Con
un lenguaje más sencillo y aunque sea menos exacto diremos que la banda
limitada por f � En; contiene uno y sólo un polinomio de grado a lo más n
y que este toca arriba y abajo los bordes de la banda, de manera alternada,
en n+ 2 puntos del intervalo.
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Si la propia función f no es ella misma un polinomio de grado a lo más
n, entonces En > 0. Luego si cerramos la banda, o sea, si la de�nimos por las
funciones f � � con 0 < � < En; la banda no contiene polinomios de grado a
lo sumo n. Si por el contrario tomamos � > En; la banda contendría in�nitos
polinomios.

En el capítulo siguiente se estudia el caso en el que la banda no es
uniforme, es decir, sus bordes se de�nen mediante los grafos de funciones
f � �h1 y f + �h2, � > 0; f; h1; h2 2 C[a; b]; h1; h2 > 0:

Veremos que se obtienen resultados similares a los mostrados en esta
primera parte. Ello constituye nuestra contribución cientí�ca en esta tesis.
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Capítulo 2

Aproximación polinomial para
banda no uniforme

En este capítulo estudiaremos el problema de aproximación polinomial
en el caso en el que la banda antes formada por la funciones f más menos la
función constante En; se forme ahora al sumar y restar funciones
estrictamente positivas. Antes daremos una de�nición generalizada a este
nuevo contexto, del elemento de mejor aproximación y estudiaremos
también aquí el problema de existencia, caracterización y unicidad de la
mejor aproximación.

Como continuación de los trabajos aplicados de Jiménez en 1986, a la
industria del petróleo, los doctores Guerra y Jiménez publican un artículo, [7],
en 1997, el cual motiva a la profundización en el estudio de la
aproximación en bandas no uniformes. En [8] ellos consideran la banda
delimitada por las funciones f � h1 y f + h2; donde h1 > 0; h2 > 0 y
f son continuas y f no es ella misma un polinomio de grado a lo sumo n:
Demuestran entonces que dado un número natural n, el conjunto de
polinomios de grado a lo más n que se encuentra dentro de esta banda
satisface una de las condiciones siguientes:

i) Es vacío.

ii) Es in�nito.

iii) Es un monoelemento.
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En realidad, esto es una consecuencia inmediata de lo que demuestran
realmente, que el conjunto de soluciones factibles es un monoelemento si
y sólo si los elementos de este conjunto tocan a la banda arriba y abajo,
alternadamente, en n+2 puntos del intervalo [a; b] ; ver Fig. 2.1, lo cual es una
cierta extensión del Teorema de Alternancia de Chebyshev 1.2.1. Notemos,
sin embargo, que no se menciona aún la idea de mejor aproximación.

Fig. 2.1

Introduzcamos un parámetro � > 0; que multiplique a las funciones h1 y
h2; y que haga el efecto de expandir o contraer la banda (Fig. 2.2).

Fig. 2.2 El parámetro � hace el efecto de
abrir o cerrar la banda tanto como se necesite.
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Planteemos ahora el problema de optimizar este parámetro de manera de
generalizar la idea de la mejor aproximación uniforme.

2.1. De�nición de mejor aproximación y
polinomio de mejor aproximación en el
contexto de bandas no uniformes

Sean f; h1; h2 2 C [a; b], tales que h1; h2 > 0 y n 2 N dado. Para un
escalar � > 0 de�nimos el conjunto M� =M�(n; f; h1; h2) � Pn como sigue:

M� := fp 2 Pn : f � �h1 � p � f + �h2g sobre [a; b] :

La idea de introducir el parámetro � es para poder expandir la banda
tanto como sea necesario para permitir la entrada de polinomios y
contraerla lo su�ciente como para sólo dejar pasar uno, en caso de que esto sea
posible. Aquí, al igual que en el caso tradicional, tiene poco interés si f es
un polinomio de grado a lo más n:

Observemos que si �1 < �2; entonces M�1 � M�2 ; es decir (M�)�>0 es
una familia creciente de conjuntos. Por otro lado, para cada � > 0 podemos
identi�carM� con un subconjunto deRn; el cual resulta ser cerrado y acotado,
por tanto compacto, con lo que tendríamos que M� también lo es.

A�rmamos que M� 6= � para un valor de � su�cientemente grande: En
efecto, sea p 2 Pn: Consideremos la función p � f; la cual es continua y
por tanto alcanza su valor máximo y mínimo en [a; b] ; es decir, para todo
x 2 [a; b] ;

m � (p� f)(x) �M;

en donde m = m�{n
x2[a;b]

(p � f)(x) y M = m�ax
x2[a;b]

(p � f)(x): Por ser h1; h2 > 0 y
continuas, existe �� > 0; tal que

���h1 < m y M < ��h2;

por tanto

f � ��h1 � p � f + ��h2:
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Así M�� 6= �:

Habiendo de�nido estos conjuntos y presentado algunas de sus
propiedades, estamos listos para dar la de�nición de mejor aproximación
y polinomio de mejor aproximación.

De�nición 2.1.1 Sean f; h1; h2 2 C [a; b], con h1; h2 > 0 y n 2 N dados.
De�nimos la mejor aproximación de Pn a f; relativo a h1 y h2; como

�n := inf f� > 0 :M� 6= �g :
Supongamos ahora que �0 > 0 es un valor su�cientemente grande para el

cualM�0 6= �: Entonces, es de suponer que el valor de �n debe estar asociado
al conjunto

M�n :=
\
�<�0;
M� 6=�

M�:

Cuando este conjunto sea no vacío, se denominará a sus elementos como
polinomios de mejor aproximación de Pn a f relativo a h1 y h2:
En el caso de la aproximación polinomial uniforme se tiene que,

�n = En(f) y que el conjunto M�n es no vacío, más aún, consta de un
único elemento.

2.2. Existencia de polinomios de mejor
aproximación.

Para n �jo, demostrar la existencia de polinomios de mejor aproximación
a f relativo a h1 y h2; es una consecuencia de las propiedades de los conjuntos
M� antes mencionadas.

Teorema 2.2.1 Dados f; h1; h2 2 C [a; b], h1; h2 > 0 y n 2 N, entonces el
conjunto M�n 6= �:
Demostración: Como habíamos visto, para cada � > 0; M� es compacto

y la familia (M�)�<�0 es decreciente, cuando � decrece.
Entonces tenemos una familia decreciente de conjuntos compactos no

vacíos contenidos en un compactoM�0, por lo que su intersección es no vacía,
[1]�
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2.3. Caracterización y unicidad de los
polinomios de mejor aproximación.

Dados f; h1; h2 2 C [a; b], h1; h2 > 0 y n 2 N. Observemos que si p� 2 Pn
es un polinomio de mejor aproximación a f relativo a h1 y h2 , entonces
existen al menos dos puntos x0; x1 2 [a; b] tales que

(p� � f) (x0) = �nh2(x0); y (p� � f) (x1) = ��nh1(x1):

En efecto. Como [a; b] es compacto y p�; f; h1 y h2 son continuas;
aplicaremos la existencia de extremos para demostrar que la hipótesis

8x 2 [a; b] ; � �nh1 (x) < (q � f) (x) < �nh2 (x) ;

sería contradictoria con la hipótesis de que �n es la mejor aproximación. Así
que p� � f toca al menos un borde de la banda. Debemos probar que, de
hecho, toca a los dos. Sin pérdida de generalidad, supóngase que toca al
borde superior; pero para cada x 2 [a; b] ;

��nh1(x) < (p� � f) (x) :

Sea
m = m�{n

x2[a;b]
(p� � f + �nh1) (x);

luego m > 0:

Fig. 2.3.1 La función p��f no toca el borde inferior de la banda.
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Considerando el polinomio q(x) = p�(x)�m=2; tendríamos que q 2 Pn y
además

��nh1 < q � f

y

q � f � �nh2 �
m

2
< �nh2;

es decir
��nh1 < q � f < �nh2

sobre [a; b] y por tanto q también sería un polinomio de mejor aproximación
que no toca ninguno de los bordes, contradictoriamente a lo ya demostrado.

Estamos listos para enunciar el resultado siguiente.

Teorema 2.3.1 Sean f; h1; h2 2 C [a; b], h1; h2 > 0 y n 2 N. El polinomio
de grado a lo más n; p�n; es de mejor aproximación a f relativo a h1 y h2;
si y sólo si, la función f � p�n toca alternadamente arriba y abajo en n + 2
puntos consecutivos de [a; b] ; a las funciones ��nh1 y �nh2:

Demostración: )) Dado n; sean �n > 0 la mejor aproximación de Pn
a f relativo a h1 y h2; y p�n un polinomio de mejor aproximación:

Sea C la clase de todos los conjuntos fx0; :::; xkg � [a; b] ; tales que la
función p�n � f toca alternadamente en estos puntos a las funciones ��nh1 y
�nh2. Es decir

(p�n � f)(xj) = �nh2(xj)

y
(p�n � f)(xj+1) = ��nh1(xj+1);

j = 0; 2; :::; o bien

(p�n � f)(xj) = ��nh1(xj)

y
(p�n � f)(xj+1) = �nh2(xj+1);

j = 0; 2; :::: A�rmamos que alguno de los conjuntos en la clase C, que por
abuso de lenguaje continuamos llamando alternantes, tiene n + 2 o más
elementos. En efecto, si no fuere así, consideremos un conjunto alternante
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cualquiera de los que tienen el máximo de elementos posibles fx0; :::; xkg ;
1 � k � n:
Sin pérdida de generalidad supondremos que

(p�n � f)(x0) = �nh2(x0):

Los conjuntos A := [p�n � f = �nh2] y B := [p�n � f = ��nh1] son
compactos, dada la continuidad de las funciones involucradas, así que
A \ [a; x0] es compacto y por tanto este conjunto de números reales tiene
un mínimo x00 y un máximo x

00
0; observemos que no existe z 2 B, tal que

x00 < z < x000 pues entonces el conjunto fz; x0; :::; xkg sería un conjunto
alternante con más de k + 1 elementos.

Fig. 2.3.2

Igualmente, B \ [x000; x2] tiene un mínimo en x01 y un máximo x001 y no
existe x01 < z < x

00
1; z 2 A: Por inducción tenemos una sucesión de puntos

a � x00 � x000 < x01 � x001 < � � � < x0k � x00k � b;

vea �gura 2.3.2.
Además si Ij =

�
x0j; x

00
j

�
; 0 � j � k; tenemos que A � I0 [ I2 [ � � � [ Ir y

B � I1 [ I3 [ � � � [ Is; r par y s impar; max(r; s) = k y

(I0 [ I2 [ � � � [ Ir) \ (I1 [ I3 [ � � � [ Is) = �:

Tomemos zj tal que x00j�1 < zj < x
0
j; 1 � j � k y consideremos el polinomio

q 2 Pn;
q(x) := (z1 � x) � � � (zk � x);
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es claro que p�n� f y q tienen el mismo signo sobre cada Ij:En cada intervalo
[zi; zi+1] ; i = 0; 1; :::; k, donde z0 = a y zk+1 = b se tiene que

min f(�nh2 � p�n + f) (x) : x 2 [zi; zi+1]g = �i > 0

o
min f(�nh1 + p�n � f) (x) : x 2 [zi; zi+1]g = �i > 0:

Tomemos ahora
M := max

a�x�b
jq(x)j ;

y elegimos � > 0 tal que

�M < min (�i : i = 1; :::; k) :

Consideremos p(x) = p�n(x) � �q(x), polinomio de grado a lo más n y
observemos que p está en la banda generada por ��nh1 y �nh2; es decir
es polinomio de mejor aproximación. Pero no toca a los bordes, por una
observación anterior, esto no es posible.

() Para n �jo, sean p 2 Pn y � > 0, con p 2 M� y para el cual existen
n+ 2 puntos distintos, x0; :::; xn+1 2 [a; b] tales que

(p� f) (xi) = ��h1(xi)

y
(p� f) (xi+1) = �h2(xi+1);

o bien
(p� f) (xi) = �h2(xi)

y
(p� f) (xi+1) = ��h1(xi+1);

para i = 0; 2; 4; :::; supongamos que ocurre que (p� f) (x0) = ��h1(x0):
Sean �n > 0 la mejor aproximación de Pn a f relativo a h1 y h2 y

p� 2 Pn un polinomio de mejor aproximación: Si p no es un polinomio de
mejor aproximación, entonces �n < � y p 6= p�:
Luego

(p� f) (xi) < (p� � f) (xi)
y

(p� � f) (xi+1) < (p� f) (xi+1);
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para i = 0; 2; 4; :::; esto implica que la función continua

((p� � f)� (p� f)) = p� � p;

cambia de signo en al menos n + 2 puntos distintos de [a; b] ; pero
p� � p 2 Pn; luego tiene n + 1 ceros en [a; b] entonces debe ser p� � p � 0;
contradictoriamente a lo supuesto�

Dadas f; h1; h2 2 C [a; b], h1; h2 > 0 y n 2 N, acabamos de demostrar
que los polinomios de grado a lo más n de mejor aproximación a f; relativos
a h1 y h2; se caracterizan por tocar a los bordes de la banda en n+2 puntos
de [a; b] de manera alternada. Esto último y el resultado obtenido por los
doctores Guerra y Jiménez, [8], nos dan la unicidad del polinomio de mejor
aproximación que formalizaremos en el teorema siguiente.

Teorema 2.3.2 Sean f; h1; h2 2 C [a; b] , h1; h2 > 0 y n 2 N. Entonces el
polinomio de mejor aproximación de grado a lo más n a f relativo a h1 y h2
es único.

Demostración: Sean p 2 Pn y � > 0, con p 2 M� y tales que p � f
toca en n+2 puntos distintos de [a; b] y de manera alternada a las funciones
��nh1 y �nh2: Por el resultado Guerra-Jiménez, [8]; M� = fpg :
Por otro lado si p� es un polinomio de mejor aproximación p� 2 M�0 para

todo M�0 6= �; luego p� 2 M�: Por tanto p = p�; es decir p es un polinomio
de mejor aproximación �

2.4. Estimado de la velocidad de aproximación

Sean h1; h2 2 C [a; b], h1; h2 > 0, �jas. Dada una función f 2 C [a; b], nos
interesamos en comparar la sucesión (��n) de la mejor aproximación relativa a
f; h1; h2; con la sucesión (En) de la mejor aproximación uniforme tradicional.
El trabajo desarrollado previamente en este capítulo, nos permite dar una
rápida respuesta a este reto.

De�namos

M = max
i=1;2

�
max
x2[a;b]

hi(x)

�
y

m = min
i=1;2

�
min
x2[a;b]

hi(x)

�
:
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Se tiene 0 < m �M <1:

Teorema 2.4.1 Para toda f 2 C[a; b]; se tiene

En(f)

M
� ��n(f) �

En(f)

m

o equivalentemente
m��n(f) � En(f) �M��n(f):

Demostración: Fijemos n: No perdemos generalidad si suponemos que f
no es ella misma un polinomio de grado a lo más n; en cuyo caso
En(f) = ��n(f) = 0: Sean p�n y q

�
n, los polinomios de mejor aproximación

a f , de grado a lo sumo n; relativos a h1 y h2 y a la aproximación uniforme;
respectivamente. Tenemos

���nM � ���nh1(x) � (p�n � f) (x) � ��nh2(x) � ��nM

luego
En(f) �M��n(f)

por otro lado

�En(f)
m

h1(x) � �En(f) � (q�n � f) (x) � En(f) �
En(f)

m
h2(x)

de aquí

��n(f) �
En(f)

m
�

2.5. Resumen de capítulo

Hemos demostrado en este capítulo teoremas de existencia y unicidad
del polinomio de mejor aproximación, en este nuevo contexto; así como un
teorema que caracteriza a dicho polinomio.

En el Capítulo 3 presentaremos el caso en que las funciones h1 y h2
pueden tener ceros. Veremos, mediante algunos ejemplos, las cosas tan raras
que pueden ocurrir.
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Capítulo 3

Condiciones de interpolación.

En este capítulo introduciremos el caso en que h1 y h2 pueden tener
ceros en el intervalo de estudio. La idea es que al permitirle esta cualidad a
dichas funciones y estas tengan un número �nito de ceros coincidentes, los
polinomios incluidos en la banda tengan que interpolar a la función f que se
aproxima, en cada cero común de h1 y h2:

Fig. 3.1 P interpola a f en los puntos donde
h1 y h2 tienen ceros comunes.

Bajo condiciones adicionales, podría lograrse interpolar con una suavidad
predeterminada, buscando generalizar la interpolación de Hermite. Por otra
parte, también estudiar la aproximación unilateral.
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A diferencia del caso en el cual h1 y h2 son estrictamente positivas, el
nuevo problema que enfrentaremos encierra un alto grado de
complejidad y di�cultad, según podremos observar en la colección de
ejemplos que citaremos.

No se trata pues de presentar en esta ocasión un estudio completo del
nuevo caso sobre los problemas de existencia, caracterización, unicidad, etc.,
como logramos en el capítulo precedente. Ese será el material de una segunda
tesis, la de doctorado. Pero la colección anunciada de ejemplos tiene por sí,
nos parece, interés propio.

Ocupémonos del planteamiento del problema. Se tienen h1; h2; f 2 C [a; b],
h1; h2 � 0 y n 2 N. Nos preguntamos si existen un escalar � > 0 y un
polinomio p 2 Pn tales que

f � �h1 � p � f + �h2: (1)

En tales casos pasaríamos a estudiar los otros problemas típicos de la
mejor aproximación relativa a este contexto.

3.1. Funciones de error con in�nitos ceros.

Si una de las funciones hi, i = 1; 2, es idénticamente nula y la otra no tiene
ceros, estaríamos generalizando la aproximación lateral (superior si h1 � 0
e inferior si h2 � 0). Obviamente siempre existe una solución para todo n
y f 2 C [a; b] dados. Anunciamos que también aquí se tienen resultados de
existencia, unicidad y caracterización de la mejor aproximación polinomial.

Más complejo es el caso en el cual la función de error no idénticamente
nula tiene ceros. Para su estudio se hace conveniente clasi�car previamente
lo que ocurre cuando las funciones h1 y h2 tienen sólo un número �nito de
ceros.

La interpolación en un conjunto numerable de puntos, tiene interés, por
ejemplo, en la teoría de variable compleja. Para el caso de la aproximación
polinomial, no tiene, a nuestro parecer, mayor interés.

En efecto, si las funciones de error hi, i = 1; 2, se anulan
simultáneamente en un conjunto in�nito de puntos, el problema 1 sólo
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podría tener solución si la función objeto de estudio, f; coincidiese sobre
ese conjunto con un polinomio p; de grado N exactamente. En tal caso,
podría existir �� > 0 que fuese solución de 1 con n � N: Si así fuere, p sería
la única solución para todo � � �� y todo n � N y no habría solución si
n < N .

3.2. Funciones de error con �nitos ceros.

Si el número de ceros comunes de h1 y de h2 es �nito, puede existir o no,
una solución al problema 1.

El ejemplo siguiente muestra la no existencia de solución.

Ejemplo 3.2.1: Sea [a; b] = [�1; 1] ; supongamos que deseamos encontrar
un polinomio p; tal que

f � �h1 � p � f + �h2;

en donde f = h2 = jxj =2 y h1 � 0:
O sea, tal que

jxj
2
� p(x) � (1 + �) jxj

2
:

En este caso la grá�ca del problema es la siguiente:

Fig. 3.2.1 La forma de la banda en este problema
determina su no solubilidad.
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De la grá�ca podemos predecir que no existe solución. Analíticamente,
se debe a que cualquier polinomio dentro de la banda deberá ser de grado
mayor o igual a 2 y tener un cero múltiple en 0; lo cual es incompatible con
la desigualdad jxj =2 � p(x) en una vecindad del cero.

El ejemplo precedente conduce a pensar, que la existencia de solución
del problema está relacionada directamente con la suavidad de las funciones
f; h1 y h2: Sin embargo, el ejemplo siguiente demuestra que con funciones
suaves, puede no haber solución.

Ejemplo 3.2.2: Sean

[a:b] = [�1; 1] ; h1 = h2 = x2 y

f(x) =

�jxj3=2 sen 1

jxj1=4
x 6= 0

0 x = 0

Fig. 3.2.2 Grá�ca de los bordes de la banda
en una vecindad de cero.

Notemos que f; h1; h2 2 C1 [�1; 1] ; que h1 y h2 tienen un único cero y sin
embargo no existe polinomio alguno que satisfaga

f � �h1 � p � f + �h2;
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independientemente del valor de � y del grado del polinomio.

En efecto, sean (xn) y (yn) de�nidas por

1

jxnj1=4
=
4n+ 3

2
� y

1

jynj1=4
=
4n+ 1

2
�

tanto xn ! 0 como yn ! 0 y las sucesiones están intercaladas de manera que

sen

 
1

jxnj1=4

!
= �1 y sen

 
1

jynj1=4

!
= 1:

Dado � > 0 tendríamos que buscar p 2 Pn; tal que, en particular, se tenga

p(xn) � �x2n � x3=2n

y
p(yn) � ��y2n + y3=2n :

Pero, para n su�cientemente grande se tendrá

�x2n � x3=2n � �x3=2n
2

y

��y2n + y3=2n � y
3=2
n

2
:

Es decir, en cualquier vecindad de cero, p tendría in�nitos máximos y
mínimos y no es constante. Luego p no puede ser un polinomio.

En este caso el comportamiento oscilante de f afectó el problema de
existencia.

3.3. Pérdida de la unicidad.

Se tienen ejemplos en los cuales, dado n, aún cuando existe un polinomio
de grado a lo más n y la mejor aproximación, � > 0; para el cual

f � �h1 � p � f + �h2;

no se tenga unicidad. El ejemplo siguiente lo ilustra.
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Ejemplo 3.3.1: Para [a; b] = [�1; 1] : Analicemos la desigualdad

f � �h1 � p � f + �h2;

para f = jxj =2; h1 = 3 jxj =2 y h2 � 0:
Tenemos

(1� 3�) jxj =2 � p(x) � jxj =2:

Notemos que si 0 < � < 1=3; nos encontramos en un caso similar al
Ejemplo 3.1.1, por lo tanto, para esos valores de �; no hay solución para
ningún n 2 N:

A partir del valor de � = 1=3 empezamos a tener polinomios dentro de
la banda, es decir la mejor aproximación es � = 1=3 para todo n: Si n = 0 o
n = 1, el polinomio de mejor aproximación es la constante cero. Si n > 1,
ya se pierde la unicidad. A manera de ilustración para n = 2; p(x) = x2=4 y
p(x) = x2=2:

Fig. 3.3.1 p(x) = x2=2 y p(x) = x2=4 son soluciones del problema con �2= 1=3.
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3.4. Resumen del capítulo.

Considerar funciones de error con ceros, enriquece ampliamente las
posibilidades de generalizar varios conceptos de la teoría de la aproximación,
como pueden ser la aproximación con interpolación pero se necesitará de
hipótesis complementarias para evitar las situaciones desagradables que se
han ejempli�cado en este capítulo.
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Conclusiones

Sean f; h1; h2 2 C [a; b] y n 2 N dados.

Para funciones de error h1; h2 � 0; se puede de�nir, en caso de que existan,
los valores de la mejor aproximación de orden n y los polinomios de grado a
lo más n; de mejor aproximación a la función f dada.

Si h1; h2 > 0; el problema considerado tiene solución, es única y el
polinomio de mejor aproximación se caracteriza a través de un teorema de
alternancia de Chebyshev.

El caso h1; h2 � 0 presenta diferentes facetas y necesita de hipótesis
complementarias para tener resultados satisfactorios. Este problema será
objeto de estudio en nuestro doctorado.
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