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Introduccion

Los Autématas de estado finito que procesan cadenas
y arboles enraizados de simbolos apoyan una metodologia
parametro fijo tratable (PFT) importante. Esta metodologia
es basada en la siguiente estrategia algoritmica de dos pasos;
el primer paso consiste en calcular una representacion para
el grafo de ancho arbéreo acotado, como un arbol binario
etiquetado, denominado arbol de anélisis, para el objeto. En el
segundo, se utiliza un autémata arbéreo de estado finito para
reconocer con precision los arboles de andlisis que representan
los objetos (por ejemplo, grafos de ancho arbéreo acotado)
que tienen la propiedad de interés, por ejemplo, tener un ciclo
Hamiltoniano [3].

Como sabemos, la Teoria de la Complejidad clésica analiza
y clasifica problemas de acuerdo a la cantidad de recursos
necesarios para resolver un problema, cominmente los recursos
que se consideran son el tiempo y el espacio.

La Teoria de la Complejidad Parametrizada no sélo consi-
dera la complejidad con respecto al tamano de las entradas,
también considera la complejidad en términos de un pardme-
tro, el cual es un valor numérico dependiente de la entrada en
una forma arbitraria. La nocién central de esta teoria es la
tratabilidad de pardmetro fijo.

Un resultado cuya demostracion se basa en los automatas
arbéreos es el teorema de Courcelle [3], este resultado establece
las condiciones para la existencia de algoritmos parametro fijo
tratables para problemas sobre grafos que pueden ser expresa-
bles en légica monadica de segundo orden (M Sy) con ancho
arboreo acotado.

El Teorema de Courcelle es un meta-teorema basado en
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logica para establecer, junto con el Teorema de Bounlander
[5], que varias propiedades tedricas sobre grafos son PFT de-
cidibles en tiempo lineal, cuando el parametro es de entrada
el ancho arboreo del grafo. Un meta-teorema es un teorema
sobre teoremas, por ejemplo, el Teorema de la deduccion es
un meta-teorema [10]. En términos informales el Teorema de
Courcelle tiene la forma:

Si la propiedad de interés es expresable en logica M S,
entonces, parametrizando por el ancho drboreo de la entrada,
puede ser determinado en PFT tiempo lineal, en tanto el grafo
tenga la propiedad.

Muchas actividades en todas las areas del conocimiento
para su desarrollo requieren del apoyo de recursos tecnoldgicos,
dentro de estos recursos, las computadoras y los sistemas de
software son intrumentos de considerable valor. En el desarro-
llo de sistemas de software es comun contar con algoritmos que
realizan una tarea en determinado tiempo y espacio de memo-
ria. Particularmente existen muchos algoritmos que realizan
una tarea especifica en un tiempo considerablemente grande,
estos algoritmos pueden resultar muy incomodos para un usua-
rio que necesita obtener una respuesta en tiempo real, por lo
que es imprescindible buscar métodos que nos conduzcan a la
“eficiencia” de los algoritmos.

El término de eficiencia esta ligado a los conceptos de com-
plejidad en tiempo y espacio. En muchos casos el espacio que
ocupan los algoritmos puede no ser problema ya que cada vez
contamos con dispositivos con gran poder de almacenamiento.
En consecuencia la investigacion sobre la eficiencia compu-
tacional se centra principalmente en mejorar complejidad en
tiempo de los algoritmos y en la clasificacién de los problemas
que pueden ser tratados de manera eficiente.

El presente documento abarca desde el estudio y presenta-
cion de los autématas en su version clasica hasta su version
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arborea, asi como los resultados principales que nos conducen
a los Teoremas de Courcelle y Bounlander.

En el capitulo 1 se describen algunos conceptos de la teoria
de grafos, los cuales seran fundamentales para el desarrollo de
este trabajo. También se presentan algunos conceptos basicos
de la teoria de hipergrafos.

En el capitulo 2 se presentan los conceptos y resultados prin-
cipales al rededor de las clases de complejidad para problemas
de decision, problemas de conteo y problemas de optimizacién.
También se desarrolla la teoria de complejidad parametrizada
cuya nocién central es la tratabilidad de parametro fijo.

El capitulo 3 es dedicado a la teoria basica de los autéma-
tas clasicos, asi como a los conceptos de lenguajes regulares y
gramaticas formales.

En el capitulo 4 se generaliza el concepto de autémata clasi-
co a autémata arboreo. Se desarrolla el concepto de gramética
arborea y finalmente se presenta el teorema de Myhill-Nerode
para arboles.
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Simbolos

V(G)
B(G)
G|
|Gl
Z*

2**

PFT
NP

SAT
AAFD
AAFND

EXP(%)

Conjunto de los niimeros naturales.
Grafo.

Conjunto de vértices.

Conjunto de aristas.

Numero de vértices de G.

Nimero de aristas de G.

Hipergrafo.

Alfabeto.

Conjunto de cadenas finitas formadas en
el alfabeto ..

Conjunto de arboles enraizados con etique-
tas en el alfabeto ..

Maquina de Turing.

Conjunto de cadenas aceptado por el
automata M.

Conjunto de lenguajes aceptados por
autématas finitos.

Parametro fijo tratable.

Clase de complejidad P.

Clase de complejidad NP.

Conjunto de férmulas sastisfactibles.
Aceptacion por autémata finito determi-
nista.

Aceptacion por autéomata finito no deter-
minista.

Conjunto de expresiones regulares sobre
3.
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Capitulo 1

Preliminares

En esta seccion se introducen los conceptos basicos de la
teoria de grafos, los cuales son necesarios para el desarrollo de
este trabajo. La mayoria de los conceptos que aqui se presentan,
se pueden encontrar en [4].

1.1. Grafos

Dado un conjunto A no vacfo, denotaremos con [A]* al
conjunto de todos los subconjuntos binarios de A.

El concepto de grafo surge de manera natural en un grupo
de objetos y una relacién que existe entre los objetos. Para ser
mas precisos, se tiene la siguiente definicién.

Definicién 1.1. Un grafo es un par de conjuntos G = (V, E)
tales que E C [V]?, donde los elementos de V' son los vértices

o nodos del grafo G y los elementos de E son las aristas del
grafo G.

Si G = (V,E) es un grafo con conjunto de vértices V/,
se dice que es un grafo sobre V. Los simbolos V(G) y E(G)
denotan los conjuntos de vértices y el conjunto de aristas del
grafo GG, respectivamente. El nimero de vértices de el grafo GG
es su orden, lo denotamos por |G| y el ntimero de aristas es

1
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denotado por ||G]|.

A continuacion veamos la representacion de un grafo. En
esta representacion, para cada vértice asignamos un punto y
unimos dos puntos con una linea si los dos vértices correspon-
dientes forman una arista.

Figura 1.1: El grafo sobre V. = {a,b,...,h} con conjunto de aristas

E={{bc},{c,d},{d, e}, {d, f},{e, f}, {9, h}}.

En la Figura 1.1, podemos observar que el orden de G es,
|G| = 8; y el numero de aristas es ||G|| = 6.

Dado un grafo G = (V, E), el grafo vacio G = (0, ), se
denota por (). Si el orden de G es 0 o 1, G se llama el grafo
trivial. Decimos que el vértice v es incidente en la arista e
si v € e. Los vértives v, w incidentes con una arista e son sus
extremos y la arista e une esos extremos. Una arista {z,y}
usualmente se denotara por xy o yx. Dos vértices x e y son
adyacentes o vecinos si {z, y} es una arista de G y dos aristas
e # f son adyacentes si estas tienen un punto en comun.
Decimos que un grafo GG es completo si todos sus vértices
son adyacentes dos a dos. Un grafo completo de n vértices es
denotado por K™; un K3 es llamado un tridngulo, véase la
Figura 1.2.
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Figura 1.2: Los grafos completos; K3, K* y K®, respectivamente.

Sean G = (V,E) y G' = (V' E’) dos grafos. Definimos la
unioén e interseccién de los grafos G y G, respectivamente
por:

GUG =(VUV EUE)yGNnG :=VnNV ENE).

Si GNG = 0, entonces G y G’ son disjuntos. Si V/ C V
y E' C E, entonces G’ es un subgrafo de G ( y G es un
supergrafo de G’ ), escrito como G’ C . Menos formalmente,
decimos que G contiene a G'. Si G/ C G y G’ # G, entonces
G’ es un subgrafo propio de G y se denota por G' C G, véase
la Figura 1.3.

Si G C Gy G’ contiene todas sus aristas xy € E conx,y €
V', entonces G’ es un subgrafo inducido de G; decimos que
V" induce o amplia G’ en G, y escribimos G’ =: G[V']. Asi, si
U C V es cualquier conjunto de vértices, entonces G[U] denota
el grafo sobre U cuyas aristas son precisamente las aristas de
G con ambos extremos en U.

G G’ G"

Figura 1.3: Un grafo G con subgrafos G’ y G”.

Observemos que en la Figura 1.3, el grafo G’ es un subgrafo
inducido de G, pero G” no lo es.
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Un camino es un grafo no vacio P = (V, E) de la forma:

V=A{zo,21,....,2x} v E={xox, 1122, ..., 06125},

donde z; son todos distintos. Los vértices xg y xy estan ligados
por P y son llamados sus vértices extremos o extremos.
Los vértices x1, ..., xx_1 son llamados vértices internos de P,
véase la Figura 1.4. El nimero de aristas de una camino es su
longitud, y el camino de longitud k es denotado por P*. Se
considera a K! como el camino de longitud cero y se denota,
por P°.

Se hace referencia a un camino por la sucesién natural de
sus vértices. Mas precisamente, alguna de las dos sucesiones
naturales: xg...xp v Zk...xo denotan el mismo camino.

Zo
T

T4
T
2 T3

G P T5

Figura 1.4: Un camino P = P% en el grafo G.

Si P = xg...x5_1 es una camino y k > 3, entonces el grafo
C := P+ xp_1xq es llamado un ciclo. De manera andloga que
en los caminos, denotamos un ciclo por su sucesion de vértices,
asi el ciclo C' puede ser escrito como xg...x,_17¢. La longitud
de un ciclo es su numero de aristas (o vértices). Un ciclo de
longitud & es llamado un k-ciclo y es denotado por C*.
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o

Te

T2

G ol x5

Figura 1.5: El ciclo C7 := P% + x4z en el grafo G.

La distancia dg(x,y) entre dos vértices z,y en un grafo
G es la longitud del camino mas corto; si no existe tal camino,
se establece que dg(z,y) = oo.

Un grafo G es llamado conexo si es no vacio y cualquier par
de sus vértices estan unidos por un camino en G. Si U C V(G)
y G[U] es conexo, diremos que U es conexo en G. Si un grafo
no es conexo, diremos que es disconexo.

Como podemos observar en la Figura 1.5, el ciclo C' = C7,
es un ciclo de longitud 7 en G. Ademas, el grafo G es conexo.

Sea G = (V, E) un grafo. Un subgrafo conexo maximal de
G es una componente de GG. Claramente las componentes
son subgrafos inducidos y sus vértices forman una particion
de V.

Un grafo aciclico, uno que no contenga ciclos, es llamado
un bosque. Un bosque conectado es llamado un arbol. Asi,
un bosque es un grafo cuyas componentes son arboles, véase la
Figura 1.6. Los vértices de grado 1 en un arbol son sus hojas,
los otros son sus vértices internos.
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Ty T 15 15

Figura 1.6: El bosque F', cuyas componentes son los arboles Ty, T, 15
y Ts.

Algunas veces es conveniente considerar un vértice de un
arbol como especial; tal vértice se denomina la raiz de este
arbol. Un arbol T" con una raiz fija r es un arbol enraizado.
Los vértices a una distancia k de la raiz tienen una altura k
y forman el k—ésimo nivel de T'. Diremos que la altura de
un arbol 7T serd el mayor nivel de este, véase la Figura 1.7.

nivel 3

nivel 2

Figura 1.7: El arbol T con raiz r y altura 3.

Un grafo dirigido (o digrafo) es un par (V, E) de con-
juntos disjuntos (de vértices y aristas) junto con dos mapeos
mit: E — V y ter: E — V que asigna a cada arista e un
vértice inicial init(e) y un vértice terminal ter(e). La
arista e se dice que es dirigida de init(e) a ter(e).
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Note que un grafo dirigido puede tener diferentes aristas
entre los mismos dos vértices z,y. Tales aristas son llamadas
aristas miltiple; si estas tienen la misma direccién (digamos
de x a y, estas son paralelas). Si init(e) = ter(e), la arista e
es llamada un bucle.

Un grafo ponderado (o arista etiquetado) es una terna
(V,E,¢), donde ¢: E — Y es un mapeo tal que ¢(e) = y. La
imagen de cada arista es llamada el peso, véase la Figura 1.8.

\X/
/\\K

Figura 1.8: Un grafo ponderado.

U7

1.2. Hipergrafos

En esta seccién se introduce a los conceptos basicos de la
teoria de hipergrafos. Si se desea estudiar mas a profundidad
este tema, se sugiere consultar [2]. La mayor parte de los con-
ceptos que aqui se presentan, son tomados de esta referencia.

Los hipergrafos son sistemas de conjuntos finitos y forman
probablemente, el concepto mas general en matematicas discre-
tas. La idea bésica consiste en considerar los conjuntos como
aristas generalizadas y luego llamar hipergrafo a la familia de
estas aristas (hiperaristas). Los hipergrafos son una generali-
zacion de grafos, por lo que muchas definiciones de grafos se
refieren textualmente a los hipergrafos, vea [2].

A continuacién se presenta la definicion formal de hipergrafo.
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Definicién 1.2. Un hipergrafo H denotado por

H = (V;E = (&)ier) sobre un conjunto finito V, es una
familia (e;)ie; (donde I es un conjunto finito de indices) de
subconjuntos de V', llamados hiperaristas. Algunas veces, de-
notamos a 'V por V(H) y E por E(H).

Diremos que el orden del hipergrafo H = (V; E) es la car-
dinalidad de V, es decir, |V| = n; su tamano es la cardinalidad
de FE, es decir, |E| = m. Por definicién, el hipergrafo vacio
es H = (0,0) y un hipergrafo trivial es H = (V # (,0). En
lo que sigue, a menos que se indique lo contrario, un hipergrafo
tiene un conjunto no vacio de vértices, un conjunto no vacio
de hiperaristas y no contiene hiperaristas vacias.

Sea (e;)jes, con J C I una subfamilia de hiperaristas de
E = (€;)ie1, denotamos el conjunto de vértices pertenecientes
a Ujese; por V(Ujese;), pero algunas veces usamos e para
V(e). Por ejemplo, a veces usamos e NV’ para V(e) N V', con
ViCV.

En un hipergrafo un vértice x es aislado si z € V —J,; e;.
Si V' = (J,¢; €, el hipergrafo no tiene vértices aislados. Una
hiperarista e € F tal que |e] = 1 es un bucle. Dos vértices
en un hipergrafo son adyacentes si existe una arista que los
contiene. En particular, si {x} es una hiperarista, entonces x
es adyacente a si mismo. Dos hiperaristas en un hipergrafo
son incidentes si tienen interseccion no vacia.

Sea H = (V; E = (e;)er) un hipergrafo:

» El subhipergrafo inducido H (V") del hipergrafo H
donde V' C V es el hipergrafo H(V') = (V'; E'), donde

E' ={V(e,))NV'#(:e; € Eye; es un bucle o
|V(e;) N V'| > 2}.

La letra E’ puede representar un conjunto multilpe.
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» Dado un subconjunto V' C V| el subhipergrafo H' es
el hipergrafo

H' = (V' E" = (¢;)jes),
tal que para toda e; € E', se tiene que e; C V.

» Un hipergrafo parcial H' del hipergrafo H generado
por J C I, es un hipergrafo

H = (V' (ej)jer)-

Donde |
Vi=V.

s € © V’. Observemos que podemos tener

La estrella H(x) centrada en x es la familia de hiperaris-
tas (e;)jes que contiene a x; d(z) = |J| es el grado de z a
excepcién de un bucle {z}, donde el grado d(z) = 2. Si el
hipergrafo es sin hiperaristas repetidas, el grado se denota
por d(z) = |H(x)|, excepto para un bucle {z}, donde el grado
d(xz) = 2. El méximo grado de un hipergrafo H es denotado
por A(H). Si cada vértice tiene el mismo grado, decimos que
el hipergrafo es regular, o k—regular si para cada x € V,
se tiene que d(z) = k. Si la familia de hiperaristas es un con-
junto, esto es, si ¢ # j siy solo si e; # ej, decimos que H es
sin hiperaristas repetidas. El rango r(H) de H es la maxi-
ma cardinalidad de una hiperarista en el hipergrafo, esto es,
r(H) = méx;es|e;| y la minima cardinalidad de una hiperarista
es el co-rango, cr(H) = minesle;|. Sir(H) = cr(H) =k, el
hipergrafo es uniforme o k—uniforme.

El Hipergrafo H de la Figura 1.9 tiene orden: |V| = 9;
tamano: || F|| = 6; un bucle: eg; un vértice aislado: vg; los vérti-
ces vy, Vs, Vg son adyacentes; las aristas es, e; son incidentes.
Si H = (V' E'), donde V' = {wy,v3,v4,05} v E' = {eq, €3},
entonces H' es un subhipergrafo con un vértice aislado: vs.
Si V' = {vy, v3,v4, 05,09}, €l supergrafo inducido H (V') del
hipergrafo H tiene hiperaristas:
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ei=V'ne ={n}, e, =V"Ney={v3}, e = V' Nes = {vy},
ey =V'Ney={vg,vs}, ek =V Nes = {vs}.

El hipergrafo parcial generado por J = {1,2,3,4} de H es
H' = (V' ={v,v9,v3,04,09}; E' = {e1, €2, e3,€4}). La estrella
H(vg) = {e2,e3,e4}. El grado de vy es 3. El rango r(H) = 3;
el corango cr(H) = 1.

. ‘ o |
€3
e U3

Figura 1.9: El Hipergrafo H.

Sea H = (V; E) un hipergrafo sin vértices aislados. Un
camino P en H de z a y es una sucecién alternante de vértices
y aristas

r=T1,€1,T2,...,L5,E5,Ls1 = Y

tales que

" Ty, %9, ..., T, Tsrq SON vértices distintos con la posibilidad
de que 71 = w4 1;

= ¢, €69, ..., 65 sON hiperaristas distintas;
w1, w0 €6, coni = (1,2, ..., 5).

» Six =12, =141 =y, el camino es llamado un ciclo.
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El entero s es la longitud del camino P. Observemos que si
existe un camino de x a y, también existe un camino de y a x.
En tal caso decimos que P conecta a x con y. Un hipergrafo es
conexo si para cualquier par de vértices existe un camino que
los conecta. Si no existe tal camino, decimos que lo vértices
estan desconectados. La distancia d(z,y) entre dos vértices
2,1y es la minima longitud de un camino que conecta a x con
y. Si existe un par de vértices x,y sin camino de z a y (o de y
a x), definimos d(x,y) = oo.

Sea H = (V; E) un hipergrafo, una componente conexa
es un conjunto maximal de vértices X C V tal que para todo
z,y € X, d(z,y) # oo. El didAmetro d(H) de H es definido
por

d(H) = max{d(z,y): z,y € V}.

Figura 1.10: El Hipergrafo H'.

En la Figura 1.10, podemos observar que P = vy, e4,05 y
P’ = vy, e9, 19, €1,v4€3,v5 son caminos de v; a vs en el hiper-
grafo H'. La distancia de vy a vs es : d(vy,v2) = 2. Ademas,
P’ + e4,v; es un ciclo en H'. El hipergrafo H' tiene dos com-
ponentes: C, Cs.
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Un hipergrafo H es completosi H = (V; E = P(V)—{0}).
Para n = |V, un hipergrafo completo k-uniforme sobre
n < k < 2 vértices es un hipergrafo el cual tiene todos los k
subconjuntos de V' como hiperaristas, es decir, E = P(V),
donde Pi(V) es el conjunto de todos los k— subconjuntos de
V; es denotado por KF.

Sea H = (V; E) un hipergrafo, con V' = {vy,vg,...,0,} v
E = (e, e, ...,en,) con

Uei=v.
icl
(sin vértices aislados). Entonces H tiene una matriz de

incidencia n x m, A = (a;;), donde:

1 siv; € e
Clij =
0 en otro caso.

Esta matriz también puede escribirse como una matriz
m X n.



Capitulo 2

Clases de complejidad

En todas las areas del conocimiento existe una cantidad
considerable de problemas que son tratados con la ayuda de
la computadora, lo que conlleva al desarrollo de software y
a la necesidad de clasificar estos problemas de acuerdo a los
recursos computacionales empleados para su solucion.

Cualquier problema a tratar computacionalmente se puede
clasificar principalmente dentro de tres grandes clases de pro-
blemas que son: problemas de decision, problemas de conteo y
problemas de optimizacion.

En cada clase de problemas existen subclasificaciones de
acuerdo al tiempo y el espacio que ocupan los algoritmos em-
pleados para su solucion dentro de un modelo computacional.

Aqui se presentan los conceptos y resultados principales
alrededor de las principales clases de complejidad de problemas
en el modelo clasico computacional de las maquinas de Turing.

2.1. Clases de complejidad

Cuando se habla de complejidad es importante considerar
que se hace referencia a una medida o parametro que da pauta
a la clasificacién de problemas, es decir, establecer una medida
de complejidad para los problemas permite determinar las
clases de complejidad.

13
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Se utiliza como medida de complejidad el tiempo y el espa-
cio. En este documento centramos nuestra atencion al tiempo,
considerando como modelo computacional las maquinas de
Turing.

2.1.1. Clases de complejidad para problemas
de decision

= La clase P consiste de todos los problemas resolubles en
tiempo polinomial por una MT de Turing determinista,
vea [1]. Podemos decir que en esta clase se encuentran
todos los problemas computacionalmente tratables.

Formalmente la clase P se define de la siguiente manera:

P = | | DTIME[n").

k>0

Donde DTIM E[n*] es la clase de lenguajes reconocidos
por una MT determinista en tiempo O(n*).

Y

= La clase NP incluye problemas que son mas “dificiles’
que los que podemos hallar en la clase P. Podemos
decir que la clase NP es una extension de la clase P en
el cual se reemplazan los algoritmos deterministas con
algoritmos no deterministas.

Formalmente la clase NP se define de la siguiente manera

NP = | JNTIME[n).

k>0

Donde NTIM E[n*] es la clase de lenguajes reconocidos
por una M7 no determinista en tiempo O(nk).

= La clase NP—dificil es la clase de todos los problemas
tales que se puede transformar polinomialmente cualquier
problema de NP, en uno de esta clase, es decir, dado
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un problema H en NP-dificil se cumple que cualquier
problema en NP se puede transformar polinomialmente
en H.

= La clase NP-completo es la clase de todos los proble-
mas que cumplen que pertenecen a la clase NP y todo
problema en la clase NP se puede reducir a cualquier
elemento de esta clase.

2.1.2. Clases de complejidad para problemas
de conteo

= La clase FP denota la clase de funciones f tales que
f: X" — N computables en tiempo polinomial determi-
nista.

= La clase #P se define como:

#P = {py: M € M}

donde M denota la clase de todas las MT no determinis-
tas en tiempo polinomial y ¢y, es el nimero de caminos
computacionales de aceptaciéon de M.

= Diremos que un problema de conteo #L pertenece a
la clase #P—dificil si todo problema en la clase #P
se puede reducir a #L, ademas si #L estd en la cla-
se # P, entonces diremos que #L pertenece a la clase
# P—completo.

2.1.3. Complejidad parametrizada

Como sabemos, la teoria de la complejidad clésica analiza
y clasifica problemas de acuerdo a la cantidad de recursos
necesarios para resolver un problema, cominmente los recursos
que se consideran son el tiempo y el espacio. La teoria de la
complejidad parametrizada no solo considera la complejidad
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con respecto al tamano de las entradas, también considera la
complejidad en términos de un parametro, el cual es un valor
numérico dependiente de la entrada en una forma arbitraria.
La nocion central de esta teoria es la tratabilidad de pardmetro
fijo.

Comtunmente en teorfa de la complejidad los problemas de
decision son considerados lenguajes sobre alfabetos finitos; con
la intension de distinguir estos problemas de los problemas
parametrizados, llamaremos problemas clédsicos a los conjuntos
@ C X* de cadenas sobre Y. Asumiremos que ¥ es no vacio.

Definicién 2.1. Sea Y un alfabeto finito.

» Una parametrizacion de X* es un mapeo k: X — N
que es computable en tiempo polinomial.

= Un problema parametrizado sobre 3. es una pareja
(Q, k) que consiste de un conjunto Q) C ¥* de cadenas
sobre X y una parametrizacion k de 2*.

» Si(Q, k) es un problema parametrizado sobre ¥, entonces
las cadenas x € X* seran llamadas instancias de @), y
los nimeros k(x) se llamardn pardmetros.

» A los lenguajes L del producto cartesiano ¥* x N, se les
llama lenguajes parametrizados.

» Sea (x,k) € L, donde L es un lenguaje parametrizado,
llamaremos parametro a la k que estd en la sequnda
entrada de esta pareja.

Ejemplo 2.2. Sea SAT el conjunto de todas las formulas pro-
posicionales satisfactibles, donde las formulas proposicionales
se codifican como cadenas sobre un alfabeto finito 3.

Sea k: ¥* — N la parametrizacion definida por:

k() = numero de variables de x, six € PROP
- L, en otro caso ,
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para x € ¥*. Denotamos el problema parametrizado (SAT, k)
por p— SAT.

Usualmente representamos un problema parametrizado
(@, k) en la forma:

Instancia: x € X*.
Parametro: x(x).

Problema: Decide si = € Q.

Ejemplo 2.3. El problema p — SAT podria ser repre-
sentado de la siguiente manera:

Instancia: Una formula proposicional o.
Pardametro: Numero de variables de .
Problema: Decide si o es satisfacible.

En la teoria de la complejidad parametrizada es posible de-
finir un parametro que haga, en algunos casos, de un problema
dificil uno tratable. Por esta razon es importante introducir
la siguiente definicién. La longitud de una cadena x € ¥* es
denotado por |z|.

Definicién 2.4. Sea ¥ un alfabeto finito y k: X* — N una
parametrizacion.

s Dado un algoritmo A con un alfabeto de entrada X,
diremos que un algoritmo es pardmetro fijo tratable
( pft-algoritmo ) con respecto a k si existe una funcion
computable f: N — N y un polinomio p € Ny[z] tal que
para cada x € ¥*, el tiempo en el que corre A en una
entrada x es a lo sumo

f(r(x)) - p(la]).
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» Un problema parametrizado (Q, k) es pardmetro fijo
tratable si existe algun pft-algoritmo con respecto a k
que decida (). Denotamos con, PFT la clase de todos los
problemas pardmetro fijo tratable.

Ejemplo 2.5. El problema SAT, parametrizado como se des-
cribio anteriormente, es decir p-SAT, es pardmetro fijo tratable.
Es verificable que el algoritmo de busqueda mds “obvio” decide
st una formula o de tamano m con k variables es satisfactible
en tiempo O(2% - m).

Definicién 2.6. Sea (Q, k) un problema parametrizado.

» (Q, k) es fuertemente uniforme tratable de pardme-
tro fijo si y solo si existe un algoritmo A, una constante
¢ y una funcion f: N — N tal que, para cada z,k, el
algoritmo A({x, k)) corre en un tiempo a lo mds f(k)|z|°
y (z, k) € (Q, k) sty solo si A((z,k)) = 1.

» (Q,k) es uniforme tratable de pardmetro fijo si
existe un algoritmo A, una constante ¢ y una funcion
f: N —= N tal que el tiempo de corrimiento de A({(x,k))
es a lo mas de f(k)|z|°.

» (Q, k) es no uniformemente tratable de pardmetro
figo si existe una constante c, una funcion f: N — N
y una coleccion de procedimientos {Ay: k € N} tal que
para cada k € N y el tiempo de corrimiento de Ag({x, k))
es f(k)|z|®y ((z, k) € (Q, k) siy solo si A({x,k)) = 1.

Los problemas que se presentan en el Ejemplo 2.7 exhiben
alguna forma de tratabilidad parametrizada de la Definicion
2.6.

Ejemplo 2.7. Consideremos los siguientes problemas.

1. Cubierta de vértices:

Instancia: Un grafo G = (V, E).
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Pardametro: Un entero positivo k.

Problema: ;G tiene una cubierta de vértices de
tamano < k? (Una cubierta de vértices de un grafo
G es una coleccion de vértices V' de G tales que
para todas las arista v1ve de G, ya sea v € V' o
V2 € V/)

El problema de la cubierta de vértices parametrizado por
k puede ser resuelto en tiempo 2¥|G|, véa [G][Teo 3.2.1].

El tinico algoritmo conocido el cual trabaja para toda
k, y mds aun, podemos calcular la constante, y por lo
tanto, el tiempo de ejecucion para cada k. Este es el
comportamiento que se dio en la definicion 2.6 y lo
llamamos fuertemente uniforme tratable de pardmetro

fijo.

2. FEl género de un grafo:

Instancia: Un grafo G = (V, E)
Pardametro: Un entero positivo k

Problema: ;G tiene género k?.(Esto es, ;se puede
incrustar G sin que las aristas se crucen sobre una
superficie con k mangos?)

Aun tenemos un unico algoritmo ¢ para todo k, pero
esta vez no tenemos forma de calcular la constante en el
tiempo de ejecucion. Simplemente sabemos que para cada
k, el tiempo de ejecucion de ¢ en la entrada < G,k >
es O(|G|?). Este comportamiento se denomina uniforme
tratable de parametro fijo.

3. Numero de enlace de un grafo:

Instancia: Un grafo G = (V, E)

Parametro: Un entero positivo k
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Problema: ;Puede G ser incrustado en un 3—
espacio tal que el mdximo tamano de una coleccion
de ciclos disjuntos vinvulados topologicamente estd
limitado por k?)

Todo lo que conocemos es el exponente del tiempo de
ejecucion de los algoritmos. Para cada k, tenemos un al-
goritmo diferente (y desconocido) ejecutandose en O|G|?

con constantes desconocidas. Este compartamiento se
denomina no uniformemente tratable de pardmetro fijo.

Si consideramos la version cldsica de los problemas del
Ejemplo 2.7, donde k no es fijo, entonces todos son NP-dz'fz'cz'l.

2.1.4. Problemas de optimizacion

Los problemas de optimizacion estan en el corazéon de la
teoria de la complejidad, en la préactica generalmente deseamos
optimizar alguna funcién objetivo (por ejemplo, encontrar un
recorrido de menor costo), en lugar de resolver un problema
de decision relacionado. Ademaés, incluso si demostramos que
algiin problema no tiene solucién, a menudo es aceptable encon-
trar una soluciéon aproximada a alguna relacién de rendimiento
aceptada [7].

En general un problema de optimizacion consiste de un con-
junto de instancias, las cuales toman un valor bien especificado.
Cada intancia es asociada con un conjunto de soluciones tales
que cada solucién tiene un valor dada la instancia. Resolver
el problema de optimizacién es encontrar para cada instancia
dada una mejor (u optimal) solucién, la cual debe tener ya
sea el mas grande o mas pequeno valor asociado, dependiendo
de la descripcion del problema de optimizacion.

Definicion 2.8. Un problema de optimizacion QQ es una
A—tupla, Q) = {Ig, Sg, fqg,optg}, donde:

n [g es el conjunto de instancias de entrada. I es
reconocible en tiempo polinomaial.
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» So(z) es el conjunto de soluciones viables para la
entrada x € Ig.

» fo(z,y) € N es la funcion objetivo tal que para cada
parx € Ig yy € So(x), folx,y) es un nimero real.

» optg € {max,min}, especifica que el problema es un
problema mdximo o problema minimo.

Una solucion éptima para una instancia de entrada x € Ig
es una solucion viable y € Sg(x) tal que

folz,y) = opto{ fo(x,2): z € Sg(x)}.

Escribimos:

optg(x) = opto{fo(x,2): z € So(z)}

Veamos a cotinuacion un problema de optimizacion. En
la programacion de rutas o en la comunicacion de la red,
frecuentemente necesitamos encontrar el camino mds corto de
una posicion dada a otra posicion especifica. Este problema es
formulado como el problema del camino mas corto.

Ejemplo 2.9. El problema del camino mas corto.

» Ig: El conjunto de todos los grafos ponderados G con
dos vértices especificados u y v en G.

» So: S(Q) es el conjunto de todos los caminos que co-
nectan au y v en G.

v fo: fo(G,u,v, P) es la longitud del camino P (medido
por el peso de sus aristas) que conectan u y v en G.

» optg: min fg.
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Capitulo 3

Autématas

Los autématas finitos son estructuras matematicas que
representan modelos de computo abstractos disenados para
reconocimiento de palabras. Es 1til considerar un autémata
finito como una maquina virtual que consiste de una semi-
cinta infinita dividida en celdas que almacenan un sélo simbolo
de algin alfabeto dado y un sistema de control aunado a un
cabezal que apunta hacia las celdas de la cinta, véa la Fig. 3.1.

Definiciéon 3.1. Un autémata finito determinista puede
ser considerado como una quintupla M = (Q, %, 0, qo, F'), don-
de Q) es un conjunto finito, llamado conjunto de estados, ¥ es
un conjunto finito de simbolos, llamado alfabeto, qo representa
el estado inicial y F es subconjunto de QQ, llamado conjunto
de aceptacion y 0 es una funcion con dominio (Q X % y rango
Q, llamada funcion de transicion.

La descripcion del funcionamiento de M en términos de lo
dicho anteriormente es como sigue:

I. Inicializacién

1. La cadena o € ¥* se coloca en la cinta de M con un
simbolo en cada celda.

23



24

Automatas

2. El cabezal de la maquina se apunta a la celda que con-

tiene el simbolo de mas a la izquierda de la cadena o.

3. El estado actual de M pasa a ser qp.

II. Ejecucién

. Leer simbolo actual (el apuntado por el cabezal). Si el

cabezal apunta a una celda vacia, la maquina M termina
su ejecucion aceptando la cadena o en caso de que el
estado actual sea un estado final y rechazando la cadena
0 en caso contrario.

. Se calcula el estado siguiente a partir del estado actual y

del simbolo del cabezal mediante la funcién de transicién,
es decir, el estado siguiente es d(edo_actual, sim_cabezal).

. El cabezal de M se mueve hacia la derecha.

. El estado siguiente se convierte en el estado actual y M

vuelve al paso 1.

Los pasos 2 y 3 pueden ser descritos mediante la siguiente

expresion. Para la cadena 0 € ¥X* tal que 0 = aycona € Xy
v e X,

< qay>F <d(qa),y >

Formalmente M acepta la cadena o si para algin estado ¢ € F
se cumple

< qo,0>F'<q, N>

donde F* es la cerradura transitiva de la relacién - y A es la
cadena vacia. El conjunto de las cadenas o € ¥* aceptadas
por el autémata M se denota por L(M), esto es

L(M) = {0 € X": M acepta o}.
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albvlblalajala --+ Cinta de entrada

q1

Cabeza de lectura
(después de leer a se mueve hacia
la derecha y pasa al estado ¢;)

q3
42 / dn
q1 qo

Control finito

Figura 3.1: Representacion andloga al mecanismo de MT para autéma-
tas deterministas.

A continuacién se presenta un ejemplo de un autéomata
finito determinista.

Ejemplo 3.2. Sea M ={Q,%,0,qo, F'} el autdmata finito de-
terminista el cual rechaza cadenas que no tienen exactamente

tres 1737 dOnde Q = {QOaQD Q2>QB7(]f}; Y= {Oa ]-}7F = {Qf} )
0 estd dado por la siguiente tabla de transicion.

0 1
G| 4o G
qgi| 1 @
92| 42 gy
ar| 4f 943
4q3 \ q3 43

A continuacion se muestran el diagrama de transicion del
automata M.
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Figura 3.2: Diagrama de transicién del automata M.

Podemos observar que dado un autémata finito determinis-
ta M y una cadena o el problema de determinar si o € L(M)
es (fuertemente uniformemente) pardmetro fijo tratable, vea

[5].

ACEPTACION POR AUTOMATA FINITO DETER-
MINISTA (AAFD)

Entrada: Una cadena o € X*.
Pardametro: M.
Pregunta: jo € L(M)?.

La siguiente proposicién, cuya demostracion es trivial, com-
pleta la observacion anterior.

Proposicion 3.3. El problema AAFD es soluble en tiempo
O(lo|), y asi es (fuertemente uniformemente) PFT.

Los autématas finitos no deterministas, a diferencia de los
autématas deterministas, cumplen que para cualquier posicién
en la que se encuentre el autémata hay uno o mas posibles
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caminos de cémputo, es decir, en un autémata finito no deter-
minista se generaliza la relacién de transicién ¢ de una funcion
a una multifuncion.

Definicién 3.4. Un automata finito no determinista
es una quintupla M = (Q, %X, A, S, F), donde Q, F y X estdn
definidos de la misma manera que para los automatas finitos
deterministas, S es llamado el conjunto de estados iniciales
y A C Q x X xQ es una relacion llamada relaciéon de
transicion.

Se puede interpretar la accion de una maquina M empe-
zando en el estado ¢; leyendo el simbola a, ”pudiendo moverse
a cualquiera de los estados ¢, con < ¢;,a,q, >€ A”. Formal-
mente escribimos esta acciéon mediante la siguiente expresion.
Para la cadena 0 € X* tal que 0 = aycona € Xy v € ¥¥,

< g, ay > < g,y >

Tenemos que o € L(M) si y solo si
< qo,0 >F" < q, A >,

para algin ¢ € F' y donde -* denota la cerradura tran-
sitiva reflexiva de . La interpretacion de la definicion de
F* es que se acepta o siempre que exista algiin camino para
terminar en un estado de aceptacién, esto es, siempre que
exista algin camino computable de M que acepte o. Puede
haber muchos caminos de computo posibles para la entrada o,
tal vez solo uno lleve a la aceptacion. En este caso, se acepta o.

A continuaciéon se muestra un ejemplo de un autéomata
finito no determinista.

Ejemplo 3.5. Sea M = (Q,%,A, S, F), donde el conjunto

Q - {C]o’ --->CI4,Qf}; Y = {07 1}7 S = {C]o}; F = {qf} Yy A es
dado por la siguiente tabla de transiciones:
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0 1
| qo0 4do, q1
q1 q2 (o))
q2| g3 qs
43| 44 44
qa| gy qf

El diagrama de transiciones correspondiente es:

0,1
0,1
1 0,1
(0 o
0,1 @ 0,1

Figura 3.3: Diagrama de transicién del autémata no determinista M.

Podemos observar que el autémata M acepta las cadenas
de ceros y unos tales que su quinto simbolo de derecha a
izquierda es 1.

Se puede pensar que el poder de computacion de un autéma-
ta finito no determinista es mayor que el de un autémata finito
determinista, sin embargo el siguiente Teorema debido a Rabin
y Scott’s [13], establece que ambos autématas tienen el mismo
poder de cémputo. Decimos que dos autématas M; y My son
equivalentes si L(M;) = L(M>).

Teorema 3.6. Todo automata finito no determinista es equiva-
lente a uno determinista. St M es una maquina no determinista
con n estados, entonces podemos computar en O(2") pasos una
mdquina determinista M’ con a lo mas 2" estados. El orden
O sdlo depende de la cardinalidad de 3.
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En el caso del autémata del ejemplo 3.5, su autémata
deterministico correspondiente tendria almenos 2° estados.
Por lo que en el siguiente ejemplo consideramos un autéomata
no determinista similar mas simple.

Ejemplo 3.7. Sea N = (Q, %, A, S, F), donde Q = {qo, ¢1, 4y},
Y={0,1}, S={q}, F={qs} v A es dado por la siguiente
tabla de transiciones:

0 1
qo0 q0 4o, q1
q1| 4y qr

o (0
1 0,1
start %

Figura 3.4: Diagrama de transiciones del autémata no determinista N.

Construimos el autémata determinista N’ = (@', X', 6, 5, F')
de la siguiente manera:

S = {w}}

F'={{ar} {0 ar A, ar b {qo: a1 ap 3

y 0 esta dado por la siguiente tabla de transiciones
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0 1
0 0 0
{o} | {90} {90, 01}
{an} | {ar} {ar}
{ar}r | 0 0
{QO7QI} {QO’Qf} {QOuQI,Qf}
{90, ar}r | {a0} {qo0, a1}
{a.ar}s | {ar} {as}
{QO>Q17Qf}f {CIO,C]f} {QO,Ql,Qf}

Podemos simplificar la tabla de transiciones observando
que los estados 0, {qr}, {1} v {@1, ¢s} son inalcanzables desde
el estado {qo} siguiendo transiciones 0,1. La tabla simplificada
queda de la siguiente manera:

0

1

{QO}

{QO}

{QO, Q1}

{%#]1}

{CIO, Qf}

{q0, q1,qr}

{QO7 Qf}f

{QO}

{QO; Q1}

{q0, 1,95}y

{4, Qf}

{q0, q1,qr}

El diagrama de transiciones del autémata determinista N’
finalmente queda expresado como sigue.
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Figura 3.5: Diagrama de transiciones del autémata determinista N'.

La demostracion que a continuacién presentamos corres-
ponde a la construccién del dltimo autémata del ejemplo 3.7,
ésta es conocida como la construccion de Thompson. Aqui se
observa que no es necesario utilizar todos los estados de P(Q).

Demostracion. De Teorema 3.6.

Dado M = (Q, %, A, qo, F') un autémata finito no determinista,
definimos el autémata determinista M’ = (Q',%,6,S, F') a
partir de M, de la siguiente manera. El conjunto de estados
(' consiste de los conjuntos:

Qo =S = {q},
Q1={g€eQ :FaeX, <q,a><qg,\>},

Q2= U {Ir€Q:3be X, <q,b>F<r A >},

Qn=Useq, {8€Q:3c€X, <qc><s, A >}
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El procedimiento anterior se sigue hasta que ya no se generen
nuevos estados.

Se observa que la longitud de los caminos estd acotada
por n = |@Q] y el proceso se detiene después de O(2") pasos
ya que a lo mas se pueden generar 2" estados distintos de
Q ={q,q1,,qn1}. Los estados de aceptacién de M’ son los
subconjuntos de () que contienen un estado aceptado de M,
definido por F' = {Q; : Q;NF # 0}, y,s1Q; CQya€X,
definimos

5(Qi7a) = Q]7 paraj = {17 7n}

Veamos que L(M) = L(M’), esto es, que si ¢ € L(M) entonces
o € L(M'). En efecto, si < qg,0 >F3,< 1, A >, entonces r € F
y < Qo,0 >F3,< R, A >, para algin estado R que contenga
al estado r de Q).

O]

Como en el caso de los autématas finitos deterministas
tenemos el siguiente problema.

ACEPTACION POR AUTOMATA FINITO NO DETER-
MINISTA (AAFND)

Entrada: Una cadena o € >*
Parametro: M

Pregunta: jo € L(M)?

El siguiente corolario es consecuencia del teorema 3.6.

Corolario 3.8. El problema AAFND es soluble en tiempo
O(n), y asi es (fuertemente uniformemente) PFT.

En ciertos casos es conveniente extender el modelo de
un autémata finito no determinista a un autéomata finito no
determinista con A—transiciones.
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Definicién 3.9. Una A\—transicion es una transicion con
etiqueta la cadena vacia A.

Un automata finito no deterministico M con A\—transiciones
puede pasar de un estado a otro sin leer un solo simbolo, como
se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.10. El siguiente diagrama de transiciones corres-
ponde a un automata no determinista con A\—transiciones que
acepta cadenas de a's de longitud 3n o 5n, con n € N.

start H
A a
A a
;

Figura 3.6: Autémata no determinista con A—transiciones.

Como en el caso de los automatas finitos no deterministicos
versus los autématas finitos deterministas, no se gana mayor
poder computacional con estos automatas. El siguiente teorema
de McNaughton, Yamada, Rabin y Scott [13, @] confirma
nuestro comentario.

Teorema 3.11. Cualquier automata finito no determinista
con A—transiciones es equivalente a uno sin A—transiciones.
Ademds existe una construccion, que cuando se aplica a M,
un automata finito no determinista con A\—transiciones, pro-
duce un autdmata no deterministico equivalente M’ con O(n)
estados en O(n) pasos.

Para A, B C ¥*, consideremos las siguientes definiciones:

AUB={z:x€ Aox € B} unién.
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ANB={x:x€ Ayx € B} interseccién.

~A={re¥:x¢ A} complemento.

AB={zy: x € Ayy € B} concatenacién.

A = {rzy-xp:n>0yz; € A1 <i<n}
= AuAtuA’UAU--- estrella.

Es importante no confundir la concatenacién de conjuntos
con la concatenaciéon de cadenas. La operacion concatenacion
toma dos cadenas x,y y crea una nueva cadena zy poniendolas
juntas de un extremo a otro. La cadena zy es llamada la
concatenacién de x y y. Notemos que zy y yx son diferentes
en general. Veamos algunas propiedades de la concatenacion.

» La concatenacién es asociativa: (zy)z = z(yz);

= La cadena nula € es una identidad para la concatenacion:
€Ex = XT€ = X;

= Jzy| = || + [yl
Un caso especial de la iltima ecuacion es
a™a" = a™*" para toda m,n > 0.

De la teoria de Algebra superior, sabemos que un monoide
es cualquier estructura algebraica que consiste de un conjunto
con una operacion binaria asosiativa y una identidad para esa
operacion. De esta manera, el conjunto >* con la concatenacién
de cadenas como operacién binaria y € como la identidad es
un monoide.
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= Un prefijo de una cadena z es una subcadena inicial de z;
es decir, una cadena y para la que existe una cadena z tal
que x = yz. Por ejemplo, abaab es un prefijo de abaababa.
La cadena nula es el prefijo de cualquier cadena y cada
cadena es es un prefijo de si misma. Un prefijo y de x es
un prefijo propio de z siy # ey y # x.

= Considerando el conjunto concatenacion AB, tenemos
que z € AB si y solo si z puede ser escrito como una
concatenacién de dos cadenas x y y, donde =z € Ay
y € B. Por ejemplo, si A = {a,ab} y B = {b,ba},
tenemos que AB = {ab, aba, abb, abba}. Al formar una
concatenacién de conjuntos, se incluyen todas las cadenas
que pueden ser obtenidas de esta forma. Observemos
que AB y BA son conjuntos diferentes en general. Asi,
considerando A y B del ejemplo anterior, tenemos que

BA = {ba, bab, baa, baab}.

Veremos mas adelante que la siguiente definicién es impor-
tante para la eficiencia algoritmica.

Definicién 3.12. Si L es un conjunto de cadenas que reconoce
un automata finito, entonces decimos que L es de estado
finito.

Definicién 3.13. Sea L el conjunto de lenguajes aceptados
por automatas finitos. St L € L, definimos L* como el lenguaje
formado de concatenaciones de cadenas en L. La operacion
x: L — L* es llamada operacion estrella.

El siguiente teorema expresa algunas propiedades de los
conjuntos de estado finito.

Teorema 3.14. Sea L el conjunto de lenguajes aceptados por
automatas finitos. Entonces L es cerrado bajo las siguientes
0Peraciones:

(i) unién



36 Automatas

(ii

) complemento

(iii) interseccién

(iv) concatenacion
)

(v

Demostracion. Sean M; = (Q;, %, S;, Ay, F;) para i = 1,2,
automatas sobre ¥. Renombrando los estados podemos suponer

que @Q; N Q; = 0.

estrella .

(i) Se construye un autémata partiendo de My y M,, que
se denota por M; U M,, agregando un nuevo estado
inicial S” con una A—transicién hacia cada uno de los
estados iniciales de los autéomatas M; y Ms. El conjunto
de estados de aceptacion de My U My es I} U Fy.

start —

ofRo

(ii) Veamos que L(M;) es de estado finito. Para esto, basta
con elegir M' = (Q1,%4,51,A1,Q1 — Fy). Claramente

L(M,) = L(M).

(iii) Se sigue de L(M;) N L(My) = L(My) U L(Ms).

(iv) Aqui basta unir el autémata M; con el autémata M, con
A—transiciones entre el conjunto de estados de aceptacion
y el conjunto de estados iniciales del automata Ms. En
términos formales el automata resultante se define por

M' = (Q1U Q2,1 Uy, S1, A, F1 U Fy), donde

A/:A1UA2U{(p,)\,q):pEFl/\QESQ}
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A
start H@

(v) Si M; es el autémata que acepta el lenguaje L entonces
M' = (Q1,%, 51, A, Fy),
donde
A=A U{(p,\q):peF1Nqe S}

es el autémata que reconoce L*.

]

Veamos algunos ejemplos de la operaciones ya mencionadas:

Ejemplo 3.15. Si Ly,Ls € L, donde Ly = {11,00,10} y
Ly = {1,0}, entonces:

" Union:
LU Ly ={1,0,00,10,11}.

= concatenacion:

LyLy = {111,110, 001,000, 101, 100}.

» estrella: L' = {¢}, L' =L, L[> = LL. Si L = {0, 11},
entonces

L* = {00,011,110,1111}
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3.1. Lenguajes Regulares

Otro método sintactico bien conocido para los lenguajes
de estado finito es a través de patrones de coincidencia y la
clase de lenguajes regulares. Un lenguaje es regular si puede
ser representado via una cadena finita de simbolos tomados
de ¥, junto con la unién, concatenacién, estrella ( estrella de
Klein ) y el vacio. Las siguientes definiciones formalizan el
concepto de lenguaje regular.

Definicién 3.16. Una expresion regular sobre X es una
expresion sobre el alfabeto &2, U, (,) y 0 definida inductivamente
como:

1.- Son expresiones regulares el () y todo elemento de X.

2.- Si ay B son expresiones regulares, entonces también lo

son (U B) y (af).

3.- Si a es una expresion regular, entonces también lo es
().

4.- « es una expresion regular si y solo si es obtenido de los
casos anteriores.

Denotemos por EX P(X) el conjunto de expresiones regu-
lares sobre 3.

Ejemplo 3.17. Son elementos de EX P({a,b}) las cadenas:
a, b, (aUb), (ab), (aUb)(ab), (ab)*, (ab)*(a Ub)*, entre una
nfinidad.

A cada expresién regular sobre un alfabeto podemos aso-
ciarle un lenguaje como se establece en la siguiente definicion.

Definicién 3.18. Dada oo € EXP(X), definimos el lenguage
L(a) como sigue:

1- L(0) = 0.
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2- L(a) ={a}siaeX.

(

3- LlaUp)=Lla)UL(P), sia, € EXP(Y).
(af) = L(a)L(B), si a, B € EXP(Y).
(

a*) = (L(a))*, sia € EXP(Y).

Definicién 3.19. Un lenguaje L es regular si L = L(«) para
algin o € EXP(Y).

Ejemplo 3.20. Si ¥ = {a, b}, entonces:

L(a(aUb)*b) = L(a)L((aUb)*b)
{a}L(a Ub)*L(D)
{a}(L(a U b))*{b}
{a}(L(a) U L(b))"{b}
= {a}(({a} U {0})"{b}
= {a}{a, b}{0}.

Observe que L(a(a Ub)*b) es el lenguaje que consiste de
todas las cadenas sobre X que empiezan con el simbolo a y
terminan con el simbolo b.

Teorema 3.21. Todo lenguaje finito es reqular.

Demostracion. Es claro por la operacion de concatenacién que
toda cadena « es una expresién regular, por lo que L, = {a}
es un lenguaje regular. Supongamos que L es un lenguaje
tal que L = {ay,...,a,}. Sea L; = {o;} parai =1,...,n,
entonces de la operacion union se sigue que L = L U---U L,
es un lenguaje regular. O]

El siguiente teorema clasico debido a Kleene [§], establece
que la clase de los lenguajes de estado finito es igual a la clase
de los lenguajes regulares.

Teorema 3.22. Un lenguaje L es de estado finito si y solo si
L es un lenguaje regqular.
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Demostracion. Si L es un lenguaje regular, entonces es facil
construir un autémata M que acepte la cadena vacia () y
cualquier simbolo a € ¥. Si L no es construido partiendo de
cadenas de longitud < 1, entonces éste se construye utilizando
las condiciones de la 3 a la 5 de la definicion 3.18.

Ahora de la definiciéon 3.16, cualquier o € L es obtenida
mediante las operaciones de uniéon, concatenacion y estrella.
Luego por el Teorema 3.14, se sigue que L es de estado finito
(por ejemplo, si existe un autémata M; que acepta todas las
cadenas de L del tipo a y un automata My que acepta todas las
cadenas de L del tipo 3, entonces el automata resultante de la
combinacién de los automatas union, concatenacion y estrella
reconoce a todas las expresiones v de L que son derivables de
las expresiones de los tipos a y f.

Para la condicion necesaria, supongamos que L es un len-
guaje de estado finito. Sea M = (Q, X, 9, S, F') un autémata
finito determinista tal que L = L(M). Veamos que existe un
lenguaje regular R tal que R = L(M).

Supongamos que @ = {q1,G2,---,q.} v S = {q1}. Se define
R(i,j, k), parai,j € {1,...,n} y ke {l,...,n+ 1}, como el
conjunto de cadenas en X* derivables de M desde el estado g; al
estado g; sin usar ningun estado g, para m > k. Formalmente
tenemos:

R(i,j, k) ={o € L(M) : {g;; 0) =" {g;, VAV (i, 0) B (G, 7)
=m<kV(y=AAm=7)V(y=0Am=1))]}.
Observemos que
Ri,jin+1) = {o € L(M) : (g, 0) F* (g5, N}

Entonces es claro que

L(M) = {R(i.j,n+1):q € SAq; € F}.

.3
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Si se demuestra que R(7,j,n + 1) es un lenguaje regular,
entonces L(M) serd un lenguaje regular porque del Teorema
3.14, la unién de lenguajes regulares es un lenguaje regular.
El siguiente lema completa la demostracion del Teorema.

Lema 3.23. Para todo i,j,k, R(i, j, k) es regular.

Demostracion. La demostracion se realiza por induccion sobre
k. Para k = 1, tenemos:

R(i,j,1) = {0 € L(M) : (g;, o) =" (q;, NVAVY[{qi, o) F* (@, V)

=m<1IV(y=AAm=j)V(y=0cAm=1))|}.

={o € L(M) : {q;,0) =" {q;, VAYVYGi, o) =" {Gm, )

=y =AAm=j|}.

Esto es:

R(i,7,1) ={o: (gi,0) F {(¢;, \)} = {0 : §(¢i,0) = q;}.

Asi R(i, j, 1) es finito, luego por el Teorema 3.21 tenemos
que R(i,j,1) es regular. Por otra parte, se afirma que:

R(i,5,k+1) = R(i,j,k) U R(i, k, k)R(k, k, k)" R(k, j, k).

Si tal es el caso, por la hipdtesis de induccién y las pro-
piedades de unién, concatenacion y estrella, la prueba habra
concluido. Para esto, observemos primero que R(i,j,k + 1) es
el conjunto de cadenas o con (g;, o) moviendose a (g;, A) sin
pasar por ningun estado g, con m > k + 1. Ahora, para ir del
estado ¢; al estado ¢; sin involucrar estados g, con m > k + 1,
tenemos las siguientes opciones.
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1. Ir de ¢; a g; utilizando estados ¢, con m < k. Esto es el
conjunto R(i, 7, k).

2. En otro caso, ir de ¢; a ¢; utilizando gy, y esto se puede
hacer mediante las siguientes sub-opciones. Véase la
Figura 3.7.

(a) Ir de ¢; a ¢ usando ¢, con m < k (conjunto
R(i,k,k)).

(b) Ir de g a gx varias veces usando estados ¢, con
m < k (conjunto R(k,k, k)*).

(c) Ir de g a ¢; utilizando estados ¢, con m < k
(conjunto R(k,j,k)).

0
IR(i,k,k) Rk, k k)* R(k:,j,k')l

i ] | e
A~
ECWAVIE

£

V Vo

q1

Figura 3.7: Caso 2 del Lema 3.23.

Definicién 3.24. Llamaremos a una relacion R sobre ¥* una
congruencia derecha (con respecto a la concatenacion) si y
solo su:
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(a) R es una relacién de equivalencia sobre 3*
(b) para todo x,y € ¥* se cumple

rRy & (Vz € ¥*,22zRyz)

Intuitivamente, las congruencias derechas deben coincidir
en todas las extensiones. De manera similar podemos definir
una congruencia izquierda, reemplazando zzRyz en la Defini-
ci6én 3.24 inciso (b) por zxRzy.

Ejemplo 3.25. Sea R la relacion sobre ¥* dada por xRy si y
solo st x,y inician con la misma letra. Es claro que R es una
relacion de equivalencia y que cumple con (b) de la definicion,
por lo tanto R es una congruencia derecha. Observe que R no
es una congruencia izquierda.

Decimos que R es una congruencia si esta satisface ser
una congruencia izquierda y una congruencia derecha.

Definicién 3.26. La congruencia derecha candnica in-
ducida por un lenguaje L es la relacion ~p, sobre ¥* definida
por

r~pys VzeX)(zze Leyz e L)

De manera andloga se define la congruencia izquierda
canonica inducida por un lenguaje.

Veamos que la relacién candnica efectivamente es una re-
lacion de equivalencia. Es claro que = ~j x, puesto que si
r € ¥*, entonces (Vz € X* 2z € L < xz € L). Ahora si
x ~p, y entonces (Vz € ¥* 2z € L < yz € L) es equivalente a
(Vz € ¥* yz € L < xz € L). Finalmente, si z ~p y y y ~ w,
entonces (Vz € ¥ 2z € Lo yze L)y (V2 e ¥ yz € L &
wz € L) implica (Vz € ¥, 2z € L yz e L& wz € L).

Definicién 3.27. Una relacion de equivalencia sobre ¥* es
de indice finito si ésta solo tiene un niumero finito de clases
de equivalencia sobre ¥*.
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Ejemplo 3.28. Sea ¥ = {a} y el lenguaje L = {a}, entonces
la]| ={z € ¥ 1z ~pa} y comoVz € ¥*, vz € L < az € L,
entones z = A\, de donde [a] = {a}. Ahora sea xy € ¥*, con
xo # a, entonces [xo] = X* — {a}. Esto es porque xz € L y
xoz € L son simultaneamente falsos para todo z € ¥*. Aqui la
relacion ~p, es de indice finito.

Ejemplo 3.29. Sea ¥ = {a,b} y consideremos el lenguaje
L ={x € ¥*: x tiene un numero par de a’s}, entonces:

[a] = {x € ¥* : x tiene un ndmero impar de a’s} y

[aa] = {z € ¥* : x tiene un nimero par de a’s}.

Es claro que la relacion ~, es de indice finito.

Definicién 3.30. Una relacion de equivalencia Ry es un re-
finamiento de una relacion de equivalencia Ry si y solo
st las clases de equivalencia de Ry son uniones de clases de
equivalencia de Rs.

El siguiente teorema debido a Nerode y Myhill [12] [T1] es
una caracterizacion algebraica de la nocién computacional de
tener un lenguaje aceptado por un autémata finito. El teorema
es de gran importancia en términos de algoritmos practicos
para minimizar el niimero de estados en un autémata finito.
Una de sus bondades es demostrar que lenguajes concretos
son de estado finito.

Teorema 3.31. (Teorema de Myhill-Nerode)

= Las siquientes proposiciones sobre X* son equivalentes:

(i) L es de estado finito;

(i1) L es la union de una coleccion de clases de equiva-
lencia de una congruencia derecha de indice finito
sobre X*;

(ii) ~p es de indice finito.

» Cualquier congruencia derecha que satisface (b) es un
refinamiento de ~r,.
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Demostracion. (a) = (b). Supongamos que L es un lenguaje
regular que es aceptado por un automata finito determinista
M = (Q,%,S,F,0), donde S = {qo}. Se define la siguiente
relacion Rj; sobre X* de la siguiente manera:

xRy siy solo si existe ¢ € (Q tal que

(90, 7) F" (g, \) ¥ {q0,9) F" (¢, \)

Observemos que sobre la entrada x o y, terminamos en el
estado ¢. Claramente para cada z € ¥*, se cumplen:

(90, x2) F" (g, 2) ¥ {q0,y2) " (g, 2),

de donde Rj; es una congruencia derecha. Como () es finito,
entonces R, es de indice finito. Finalmente la implicacién se
sigue ya que:

L=Jlo e wo) @)}

qeF

(b) = (c). Supongamos que R es una congruencia derecha de
indice finito tal que L es la union de algunas de las clases de
equivalencia de R. Veamos que ~ es de indice finito, para
esto basta ver que cada clase de equivalencia de ~, es unién
de algunas clases de equivalencia de R, ya que R es de indice
finito. Para esto, se demuestra que para todo y € >* se cumple

Ylr C Y]~y (3.1)

de donde se cumplirfa que para todo y' € [y]~,,

de donde

z€[yYl~p

y como R es de indice finito, entonces ~j, debera ser de indice
finito. Para demostrar (3.1), supongamos que existen z,y € X*
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tales que = € [y|gr y « ¢ [y]~,, entonces existe z € X* tal que
zRy, xz € L'y yz ¢ L. Ahora como R es congruencia derecha
se tiene que xzRyz, sea C la clase de equivalencia que contiene
a rzy yz, entonces C C L o CNL =0, en cualquier caso se
obtiene una contradiccion.

(¢) = (a). Veamos que si hay un nimero finito de clases de
equivalencia bajo la relacién ~p, entonces existe un autémata
finito que acepta el lenguaje L. Para esto definimos el autémata

M =(Q,%, 5, F,d), donde
L Q={[z]~, : z € ¥},
2.5 ={N~. 1,
3. 0([z],a) = [za] parax € X* ya € X,y
4. F={x e ¥*:[z]., C L}

Veamos que M estd bien definido. Claramente las primeras
dos especificaciones estan bien definidas. Para demostrar que
la tercera especificacion esta bien definida, supongamos que

§([z],a) = [xa] y 6([2'], a) = [2'a] con & ~p, &,

entonces debemos probar que za ~j, z’a. Para esto, suponga-
mos por contradiccién que za ¢, x'a, entonces existe w € X*
tal que zaw € Ly 2’aw ¢ L o 2'aw € L'y raw ¢ L, en el
primer caso, como = ~, ', entonces

z(aw) € L sii 2'(aw) € L,

como la concatenacion es asociativa se llega a una contradiccién
con z'aw ¢ L. El segundo caso se sigue por simetria.

Para demostrar que la cuarta especificacion es bien definida,
se afirma que para cada z € ¥* se cumple que

2oy NL=0V[a]., C L,

si esto no se cumpliera tendriamos que existen x,y,z € X*
tales que y € [x]., N Ly z € [x]., — L, de aqui se sigue que
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(i) y~rzyyel,
(i) z~pxy2z¢ L.

De (i) obtenemos que xz € L y de (ii) como z ~ = tenemos
que z € L, lo que contradice (ii).

Ahora veamos que el autémata M reconoce el lenguaje
L. Para esto, demostramos primero por induccién sobre la
longitud de y € ¥* que para todo x € ¥* se cumple

([z], ) £ (el M) (3-2)

Para y = A el resultado es claro porque [zA] = [z]. Ahora
supongamos el resultado para todo x € ¥* y cadenas de
longitud n, entonces si ¥ = ay, con a € Xy |y| = n se sigue
que

([, y/) = ([z],ay) 1+ (5([z], a),y)  (definicién de )
=([zal, y) (definicién de 0)
F* ([zay],\)  (hipdtesis inductiva)
=([zy'], \) (v = ay)

Ahora de (3.2), para todo = € ¥*,

si ([, z) F* (g, \) entonces g = [z]., .
Entonces de la especificaciéon 4, o z € L y por tanto [z] es
un estado de aceptacién o x ¢ L y [x] no es un estado de
aceptacion.

O

Antes de ver un ejemplo del uso del Teorema de Myhill-
Nerode, tenemos la definicion de congruencia de Myhill.

Definicion 3.32. Decimos que x =, y si para todo u,v € ¥*
se cumple

urv € L sit uyv € L.
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Observe que ~, es de indice finito, entonces ~, es de indice
finito. En efecto, si &, es de indice finito, como [z]~, C [z].,,
entonces [x]., es unién de clases de equivalencia con la relacién
~, de donde ~, es de indice finito.

Como ejemplos de aplicacién del Teorema de Myhill-Nerode
demostremos los siguientes resultados clasicos de la teoria de
automatas.

Proposicién 3.33. L = {a"b" : n € N} es no regular.

Demostracion. Para todo n < m tenemos a™ £y a™ ya que
a™™ € L'y a™b™ ¢ L. Entonces existen un nimero infinito de
clases [a*] y por tanto, ~, es de indice infinito, del Teorema
de Myhill-Nerode se sigue que L no es regular. O]

Lema 3.34. Lema del bombeo (Bar-Hillel, Perles y
Shamir). Si L un lenguaje reqular e infinito, entonces existen

cadenas x,y,z € X%, y # X\ tales que para todon > 1, xy"z €
L.

Demostracion. Sean yy = A, y; la menor cadena con el orden
lexicogréafico de longitud 1 que extiende a yg en L, inducti-
vamente definimos y,,1 como la menor cadena con el orden
lexicografico de longitud n + 1 que extiende a y, en L. Por
el Teorema de Mihill-Nerode, L es de indice finito (por ser
regular), por lo tanto existe m > n tal que y, ~p yn. Sea
r=1vy,yy € X" tal que y,, = ry. Como ~ es una congruen-
cia derecha, entonces = ~, zy entonces xy ~j, xy? y asi por
induccién tenemos conjuntos infinitos de palabras equivalentes

xNnyNnyQNLZ'ySNL'..

Por otro lado, como x tiene una extension en L, existe z tal
que xz € L, de la cadena de equivalencias de arriba se infiere
que para todon > 1,

xy"z €L
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3.2. Gramaticas Formales

De manera intuitiva una gramatica es un conjunto de
reglas que son utilizadas para construir un lenguaje L C
>*. Estas reglas permiten reemplazar simbolos o cadenas de
simbolos con otros simbolos o cadenas de simbolos hasta que
finalmente tenemos cadenas de simbolos de ¥ que nos permiten
formar un elemento del lenguaje. Las restricciones impuestas
a las normas nos permiten construir diferentes lenguajes, en
particular lenguajes con cualidades deseables.

Definicién 3.35. Una gramadtica formal es una cuddrupla
G = (N,X%, S, P), donde:

s N es un conjunto finito llamado conjunto de simbolos
no termanales.

= Y es un conjunto finito llamado conjunto de simbolos
terminales.

» S es un elemento distinguido de N, llamado simbolo
inicial.

» P es una relacion finita sobre (N UX)* tal que para todo
par (w,u) € P se cumple que la cadena w contiene un
simbolo de N y al menos en un par (w,u) € P se cumple
que w = S. Lamamos a P conjunto de producciones
y (a, B) € P es una produccion de P.

Los elementos (w,u) € P, son denotados por w — u. Si
W = uvw y W' = uwv'w son elementos de (N UX)* y v — ¢/,
entonces denotamos también W — W',

Si existen Wy, ..., W, paran > 1 tales Wy — --- = W,
denotamos W; —* W,, y decimos que W,, es una derivacion
de Wj.

Definicién 3.36. El conjunto L de cadenas de simbolos de ¥
que pueden ser generadas por el conjunto de producciones P
de una gramdtica G es llamado lenguaje generado por la
gramdtica G y es denotado por G(L).
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Ejemplo 3.37. Consideremos la gramdtica G = (N, S, %, P)
donde:

» N ={sum, A, B},

s ¥ ={+,x%,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},

s S=sumy

» P={sum—A+B,A—- A+ B,B— AxB,A—0,
A—1,...,A—-9B—-0,B—1,...,.B—9}.

Entonces tenemos la siguiente derivacion

sum —- A4+ B

— A+ AxB (B— AXx B)
— A4+A+BxB (A— A+ D)
— 3+A+BxB (A—23)
— 34+44+BxB (A—4)
— 34+445xB (B—5)
— 34+4+5x%x6 (B — 6)

Observemos que el lenguaje generado por la gramatica G es
el conjunto de todas las expresiones aritméticas con niimeros
enteros 0 < n <9.

Definiciéon 3.38. Una gramdtica donde todas sus producciones
son de la forma A — W, donde A es un simbolo no terminal
es llamada gramdtica libre de contexto. Los lenguajes
generados por una gramdatica libre de contexto son llamados
lenguajes libres de contexto. Una gramdtica donde sus
producciones tienen la forma aAb — W, donde A es un simbolo
no terminal y ab # X es llamada gramdtica sensitiva al
contexto.

Otro ejemplo mas abstracto de una gramatica libre de
contexto es el siguiente.
Ejemplo 3.39. Sea G = (N,X%,S,P) donde N = {S, A},
Y ={a,b} y P={S — aSb,S — ab}. Claramente el lenguage

generado por esta gramdtica es L = {a"b" : n € N}.



Capitulo 4

Autéomatas arboreos

En esta capitulo se generaliza la clase de objetos acepta-
dos por un autémata, siendo estos objetos arboles enraizados
etiquetados. Un arbol enraizado etiquetado es un arbol etique-
tado con un nodo distinguido. Para tal objetivo se generaliza
el concepto de autémata y posteriormente se observa que los
resultados de la teoria de autématas son muy similares.

En lo que sigue, por un drbol entenderemos que se trata
de un arbol enraizado con etiquetas en un alfabeto ¥ y donde
cada nodo tiene una etiqueta acotada por una constante f. La
coleccion de tales drboles sobre X se denota por X**. Con rp
denotamos la raiz de T' € ¥**. Note que una cadena aias - - - ay,
puede ser considerada como un arbol unario con una sola hoja
ay y con raiz a,. Sabemos que los autématas actian sobre tales
arboles unarios, leyendo los simbolos desde la hoja a la raiz,
los estados cambian a medida de que se avanza por el arbol.
La extension a arboles mas generales es natural, para esto nos
movemos de las hojas a la raiz, cambiando de estados segiin
nos guien las etiquetas de los nodos. Para el caso de arboles
unarios sabemos que significa movernos entre sus nodos, para
el caso general necesitamos aclarar que significa movernos en
nodos k-arios con k < f.

Supongamos que v es un nodo de un arbol con k entra-
das 71,19,...,1r Yy suponga que v es etiquetado por a € .

o1
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Inductivamente, podemos suponer que correspondiendo a las
k lineas de entrada iq,1s,...,%,, el autémata deberia estar
simultaneamente en los estados ¢;,, qj,, - - -, gj,. Entonces, en
el nodo v el autémata deberia moverse al estado especificado
por la k + 1-tupla

< Qj1> 5oy - - -5 4y, A >

Se puede suponer que los nodos v del arbol estan ordenados
lexicograficamente.

Definicién 4.1. Un automata arboreo determinista sobre
> es una quintupla < Q,%,6,S,F > y una cota f donde
@, S, F son como para un autémata clasico de la Definicion
3.1y es una funcion

0 | @ xz=a

1<i<f

Para simplificar la notacién 6(xq, zs, ..., z;, a) representa
d(< x1, 9, ..., x; >,a). Analogamente al caso de un autémata
clasico tenemos que la accién “si un autémata M estd en el esta-
do (¢iy» iy, - - -, @i,,) leyendo a € X, moverse un simbolo a la de-
recha y cambiar el estado interno de M a d(qi, iy, - - -+ iy, )"

Para cada T' € ¥**, esta accién se representa por
< QiUQiza s >Qik,GT > l_ < 6(%17(]2'27 e 7Qik7a)7T >

Se tiene también una relacion llamada eval andloga a la rela-
cién H*, la cual se describe en la proxima definicion. Dados
Ty,T,, ..., Ty arboles enraizados etiquetados, denotamos por

TIQaTQQa"'@aTk

el arbol obtenido de considerar un nuevo nodo r y k nuevas
aristas que conecten este nodo con las k raices r,, 77, ..., 77,
de los arboles T} y etiquetar r con a. Por ejemplo, si tenemos
los &rboles 171 y T de la Figura 4.1.
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T T,

Figura 4.1: Arboles Ty y T3 con raices rp, y r1,, respectivamente.

Entonces T} ®, 15 es el arbol de la Figura 4.2.

Figura 4.2: Arbol T = T ®q 1.

Si adoptamos la convencién A\®, = a para a € X, todos los
arboles de ¥** pueden ser generados por A y ., para a € X.
También, si T7 es como en la Figura 4.1, T'= T1®, es el arbol
de la Figura 4.3.
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TTl

a

Figura 4.3: Arbol T = T Og -

La siguiente definiciéon formaliza lo discutido en el parrafo
anterior.

Definicién 4.2. (Autémata Arbéreo Aceptador).
St M =< Q,%,06,S, F > es un automata arboreo determinista,
la funcion evaly; se define por

1. evaly(gj,a) = 6(g;,a) para a € ¥ y q; € Q.
Denotamos evaly(qo, a) por evaly(a).

2. evalpy (T10 TG, O Ty) = d(evalp (Th), . .., evaly (Ty), a)
para a € 3.

Decimos que el drbol T € ¥** es aceptado si y solo si
evaly (T) € F.

Cuando sea claro en el contexto quién es el autémata M,
denotamos evaly; por eval.

Ejemplo 4.3. Sea M =< Q,%,9, S, F > un automata arboreo,

donde Q = {q07Q1}7 X = {071}7 S = {(Jo} ) F = {C]1} Se
define d en la siguiente tabla:
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Estados Simbolo d(Estados, Simbolo)
do 0 qo
do 1 Q1
q1 0 Q1
¢ 1 o

0, qo 0 ¢
o, 9o 1 0
qo, 1 0 do
q0, Q1 1 q1
1, 9o 0 o
q1, 9o 1 o
q1, q1 0 )
q1, 41 1 a1

A continuacion veremos si el arbol 7' de la Figura 4.4 es

aceptado por el autéomata M.

Figura 4.4: Arbol T a verificar si es aceptado por el autémata M.
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(b) T2
(a) Th

Figura 4.5: Subarboles Tyy To de T'

En la siguiente figura se muestran dos subarboles de T'.

A continuacién se muestra la evaluacién del arbol T en M,
representandolo con la notacion ©.

T = [Th ® T3]
T =1 (1®1)] @ [(1®)@1]

eval(T) = eval(Ty ®g Ts) = §(eval(Th), eval(Ty),

) )
—5(eval(1 o (1 ®g 1)), eval(((169)®1),0))

0)
0)
)
)

(eval(1), eval(1l ®g 1),0),6(eval (1), 1),0)
=0(0(0(qo, 1), eval(1 ®g 1),0),d(eval(1Gy),1),0)
d(6(qo, 1), 0(eval(1), eval(1),0),0),(d(eval(1),0),1),0)
1),0),0)

) (5( (qu )’ )71)70)

o(q1, (QthO)a ) ((Qh )7 ), 0)
4(q1,90,0),0(q1,1),0)

qo, 491, )—QO ¢F

=0(0
(60
=0(0(0
= 3(6(6(qo0, 1), 6(0(qo, 1), 0(qo,
= 0(6(
= 0(0(
o

Por lo tanto el arbol 1" no es aceptado por el autémata M. De
manera analoga al caso clasico se puede definir el concepto
de autémata arboreo no determinista introduciendo la mul-
tifuncion A en lugar de la fucién ¢ y también introducir un
teorema andlogo al teorema 3.6 del capitulo anterior.
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4.1. Gramaticas Formales Arboreas

Sea R cualquier conjunto de simbolos ajenos a ¥, es decir,
RNY =0, decimos que T es un arbol sobre X si T es el
resultado de tomar un arbol en ¥** y remplazar posiblemente
algunas de sus hojas por simbolos de R. Denotamos con X3
la coleccién de todos los arboles sobre Y 5.

Definicion 4.4. Una grdmatica arborea G sobre X es una
cuadrupla (X, S, R, P) donde:

(1) R es un conjunto de simbolos fuera del alfabeto 2 llama-
dos simbolos no terminales,

(1)) S € R es un simbolo distinguido llamado el simbolo
inicial, y
(i1i) P es el conjunto de producciones de la forma
N =T

donde N € R yT € X3 . En ocasiones ¥ es llamado el
conjunto de simbolos termainales.

Antes de dar un ejemplo de una gramatica arborea necesi-
tamos establecer la siguiente notacion.
Para T7,T, € Y3 denotamos

T — T
si se cumple lo siguiente
» Existen palabras X, X, Y1, Y, € ¥,
= una hoja N € Rde T}, y

= una produccién N — T tales que
Ty = XiNY; y Tr = XoTY,
Para T' € ¥} decimos que 7" es una derivacién de T si y
solo si existen 17, ..., T, tales que
T—T —-—T,—=T

en tal caso denotamos 7' —* T".
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También decimos que T' € L(G) si

1) T € ¥** (note que esto significa que 7" no tiene simbolos
no terminales), y

2) existe una derivacién de T" que se obtiene de S usando
las producciones de G.

Ejemplo 4.5. Sea ¥ = {0,1} y consideremos el siguiente
congunto de producciones:

1. S—)Nl
2. Ny = 0,N, = 1
3. Ny — (Ny &g N)

4. Ny — (N1 ©®1 Ny ©1 Ny)

Derivacion algebraica:

S — N; To
— (N7 ®g N2) T,

— ((N1 ®o Na2) ©¢ N2) T,

— ((0®o (N1 ©1 Ny ©1 N1)) ©g Ny) T3
— (000 (001 1 ®;1 (N7 ©g N3))) ©o 1) T,
= (000 (00111 (0301))) ® 1) Ts

Las siguientes figuras representan los arboles de derivacion
de la ejecuciéon de las instrucciones enunciadas anteriormente.
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N,
;<<
Ny 0
—

(a) To

N
N,
1 Ny

0 oe N,

(d) T3 (e) T

Figura 4.6: Arboles de derivacion.

Lema 4.6. (Lema de normalizacién gramatical). Si
existe una gramdtica arborea G que acepta un lenguaje L,
entonces existe una gramdtica G' equivalente a G con la pro-
piedad de que si N — T es una produccion de G', entonces la
altura de T es < 1. Ademds, podemos asequrar que G no tiene
producciones de la forma Ny — Ny con N1, Ny € R(G').

Demostracion. Para la ultima parte del lema podemos asegu-
rar que G no tiene producciones de la forma N; — N, con
N1, Ny € R(G"), haciendo lo siguiente:

Adicionar en P todas las producciones de la forma

Ny —T

donde T' € X3 — R es tal que hay un N3 € R que cumple con
N; —* N3 y P contiene una produccién de la forma

Ny — T

El siguiente diagrama ilustra la situacién de arriba.

Ny
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Ahora supongamos que existe en G una produccion de la
forma N — T con la altura de T" > 2. Entonces la raiz de T’
es de la forma

G1®a"'®aGm

para algin a € ¥ y G; € X}. Podemos adicionar a R nuevos
simbolos no terminales My, Ms, ..., M,, y nuevas producciones
de la forma

N—)M1®QM2®G...®aMm

Claramente la gramética obtenida es equivalente a G y asi
podemos normalizar a G. O

Definicion 4.7. Un lenguaje arboreo L es de estado finito
sty solo st L es un conjunto de cadenas reconocido por un
automata arboreo.

El siguiente teorema atribuido a varios autores es clave
para relacionar la eficiencia de algoritmos con la capacidad de
aceptar un lenguaje mediante un autémata arbéreo, vea [5].

Teorema 4.8. Un lenguaje arboreo L es de estado finito si y
solo si existe una gramdtica arborea G tal que L = L(G).

Demostracion. Supongamos primero que existe una gramati-
ca arbdrea normalizada G = (3, S, R, P) tal que L = L(G)
(Lema de Normalizacién Gramatical). Veamos que L es de
estado finito, para esto mostramos a continuacién un autémata
arboreo aceptador A =< ), X, 0, S, F' >. Denotamos primero:

» raiz(N) el conjunto de etiquetas de raices de arboles T’
con (N —T)e€P,

» raiz(a) = {a},sia € X,
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{@o} siCex
entrada(C) =
{¢c¢} siC€R

» Q={qv: N € R}

Por otro lado, dada la produccion N — T, siT =b € X,
definimos la transicion

5(q0a b) = (4N

Si T es de altura 1, entonces T es de la forma b; ®, by ®,
c+®g by, para algin a € X y by, by, ..., b, € XU R. Para cada
1 <@ < m, se definen nuevos estados ¢, = g, r y transiciones
de la forma

d(entrada(b;), raiz(b;)) = ¢

5(q/17' . ,q;n,a) = 4N

Las hojas de T pueden estar etiquetadas con elementos
de R o con simbolos de ¥. Si las etiquetas de las hojas de
T estan en Y entonces el tinico estado entrada posible del
autémata es go. Ahora, si las hojas de T son etiquetadas con
M € R, entonces esta solo puede ser remplazada por otro arbol
T" € ¥} por una produccién de la forma M — T". Ahora
el estado de entrada de T" generado por tal produccién sera
el estado final de 77, g5 v el simbolo que corresponde a la
produccién M — T” sera el simbolo raiz de T".

Ahora para la condicién suficiente, supongamos que A es un
autémata arbéreo que acepta al lenguaje arboreo L, entonces
el objetivo es construir una gramatica arbérea para L. Para
cada estado ¢; de A, se tiene un simbolo no terminal ();. Dada
una transicion de la forma

6(%17 e Qs (Z) = qk,
se construye un produccion de la forma

Qk—>Qi1 ®a"'®aQim'
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También es importante saber que es posible caracterizar
mediante expresiones arboreas regulares los lenguajes arboreos
de estado finito. Para esto es necesario establecer los siguientes
conceptos analogos a los presentados en los automatas clasicos
para expresiones regulares.

Definicién 4.9. Dados dos drboles L,W en ¥X**, para la eti-
queta a € X, se define el a-producto de L con W como el
lenguaje L -, W, que se obtiene tomando drboles T € W y
remplazando toda ocurrencia de a como una hoja de T" por un
arbol T" de L. Si no hay una ocurrencia de a como una hoja
de T', entonces esta accion se considera vacia.

Ejemplo 4.10. Consideremos los arboles L y W como se
muestran en la Figura 4.7.

1 1 0

(@) L (b)y W
Figura 4.7: Arboles L y W.
Tomando T' como el subarbol en W y
/ 0
1
(a) T

Figura 4.8: Subarbol T en W.
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T' = L tenemos que el drbol de la Figura 4.9 es una palabra
de L oW,

1

Figura 4.9: Un elemento del lenguaje L - W.

Ahora, si elegimos T =W y T" = L, otro elemento de
L oW, es el arbol de la Figura 4.10:

Figura 4.10: Otro elemento de L - W.

La a - estrella de L es el conjunto
L'*=LU(L-L)U(L-wL-,L)U---

Ejemplo 4.11. Eligiendo L como en el Ejemplo 4.10, son
elementos de la 1-estrella de L los caminos:
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(b) L L
0
(a) L

(€ L L L

Figura 4.11: Elementos de L*!.

Ahora si elegimos W como en el Ejemplo /.10, tenemos
los siguientes elementos del lenguaje W*':

1
1 0
1 \/ 0 1 0
1 1 1
(a) W (b) W W ()W aW W

Figura 4.12: Elementos de W*1.

Definicion 4.12. Una expresion regular arborea es defi-
nida inductivamente como:

1.- () es una expresion reqular.

2.- a es una expresion reqular para cada a € .
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3.- X .o Y es una expresion reqular si X,Y son expresiones
requlares y a es una etiqueta en 3.

4.- X** es una expresion reqular si X y a € ¥ son expresio-
nes requlares.

.- X1 ©Og Xo Oy -+ ©p X, €s una expresion reqular, si
X1... X ya €X son expresiones requlares.

6.- En ningun otro caso.

Dada una expresion reqular o podemos asociar un lenguaje
L(«) de la siguiente manera:

- L) =

2.- L(a) = {a},
X Y)=L(X) o L(Y)
L(X™) = L(X)*

L(
5.- L(Xl (OFRERNOM m):{Tl ®a"'®aTm:T; GL(XZ)}

Naturalmente decimos que L es reqular si y solo si L = L(«)
para cada expresion reqular c.

El siguiente teorema es analogo al Teorema de Kleene, aqui
se establece la equivalencia entre la regularidad y el estado
finito, en otros términos la regularidad de un lenguaje implica
ser PFT, y reciprocamente.

Teorema 4.13. Un lenguaje arboreo es de estado finito si y
solo si es reqular.

Demostracion. Supongamos que L es de estado finito y que
es aceptado por el autémata arbéreo M =< Q, 3,0, S, F >.
Basamos la prueba en el Teorema 3.22. Nuestra induccion
involucrard arboles en Y%; es decir, arboles que son normal
excepto que pueden tener hojas etiquetadas por estados de Q.
La interpretacion de la transicién es que 0 solo puede actuar
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sobre un estado ¢: d(q,q) = q.

Sea V C Q. Sea M(V,j,k) que denota el lenguaje que
contiene todos los arboles en 37/ el cual toma un conjunto
de estados como estados de entrada y los transforma via ¢ al
estado j sin usar cualquier estado con indice > k.

Probamos por induccién sobre k que M (V] j, k) es regular
para todo V. Note que esto es suficiente ya que V = () significa
que 37 = Y. Esto es odvio para k = 1. Para el paso
inductivo, un drbol T" estd en M(V, j,k + 1) si y solo si ya sea
T e M(V,j k), o:

1. Subéarboles de T llevan al estado g, entonces
2. quizas para g, muchas veces, y finalmente
3. a g; de gy sin involucrar ¢; para ¢ > k.

Como con el Teorema 3.22, tales consideraciones dan la expre-
sién regular o correspondiente a:

MV, 3, E)UM(V, k, k+1)- M(VU{qs}, k, k+1)"*, M(V, §, k).

Es facil argumentar que L = L(«).
La inversa es sencilla y funciona construyendo un autémata
arbéreo finito no determinista correspondiente a una expresion
regular o por induccién sobre la complejidad de «. O]

4.2. Teorema de Myhill-Nerode para
arboles
En esta seccion se presenta el Teorema de Myhill-Nerode.

Este teorema es el andlogo al Teorema de Myhill-Nerode de
los automatas clasicos, del cual puede obtenerse un algoritmo
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implicito de minimizacion de estados. Esto es, un algoritmo ba-
sado en la prueba del Teorema de Myhill-Nerode para érboles,
que minimiza el nimero de estados de un automata que acepta
un lenguaje de estado finito L sobre ¥**. Antes de abordar este
teorema, serd importante considerar los siguientes conceptos.

Definicién 4.14. Sean un nuevo simbolo x ¢ ¥ y drboles
etiquetados Ty y Ty, decimos que Ty ~p, Ty si y solo st para
todos los drboles T € Ef{*;} con exactamente una hoja etiquetada
con x, tenemos

Ty -, T €L siysolosiTy,-, T e L.

La Definicién 4.14, expresa que para cualquier arbol T, si
concatenamos la raiz de T con la hoja de T etiquetada por z,

el resultado esta en L si y solo si lo mismo se satisface para
T5.

Definicion 4.15. La relacion de equivalencia = es una con-
gruencia derecha sobre ¥X** si y solo si para drboles Ty, T €
Z**

7

Ty =15 si y solo si para todo T € ?;}, T, 2T =Ty, T.

Definicion 4.16. Una relacion de equivalencia R sobre 3**
es de indice finito si y solo si en ™ hay un numero finito
de clases de equivalencia.

Teorema 4.17. (Teorema de Myhill-Nerode)
Las siguientes proposiciones son equivalentes:

(i) L es de estado finito sobre 3**.

(ii) L es la union de clases de equivalencia de alguna con-
gruencia derecha R de indice finito sobre X**.

(111) ~ tiene indice finito sobre ¥**.
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Demostracion. = (i) = (i) Sea M un autémata arbéreo
determinista que acepta a L, un lenguaje de estado finito.
Como con Teorema 3.31, declaramos que dos arboles son
R—equivalentes si y solo si M los lleva al mismo estado
(es decir, de go sobre todas las hojas). Entonces R es una
congruencia derecha y tiene indice finito ya que M tiene
un numero finito de estados.

» (17) = (4i7) Se sigue paso a paso del Teorema 3.31.

» (i77) = (i) Ya que § es ahora mds compleja. Supongamos
que L es la unién de clases de equivalencia de ~, la
cual tiene indice finito. Nuevamente podemos dejar que
los estados de la maquina M que construimos sean las
clases de congruencia de ~ . Primero observese que para
arboles Th ~p T, y a € X, para d < f, la cota de ¥ y
arboles @1, Qo, ..., Qg € X, tenemos

11 ©a Q1O+ ©q Qa~p To ©f Q1 O+ O Qu-
Esto se sigue del hecho de que
T, ®, B=1,x®, B para todo B € ¥*.

Reemplazando el ()1 una a la vez, la observacion se
generaliza para establecer el siguiente hecho.

Para arboles Ty, ..., 1., vy 11, ..., T/ , con m < f, si para
toda i, T; ~1, T/, entonces para toda a € ¥

T1®a"'®aTmNLT{Qa"'QaT;l-

Ahora definimos

STy oo [T]) = [Th @+ @0 T

Del hecho anterior, se deduce que si especificamos § de
este modo, entonces § esta bien definida. Los estados
aceptados son otra vez {[T]: T € L} y otra vez, como
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en Teorema 3.31, el estado inicial es [A].

Observe que nuevamente obtendremos un algoritmo de
minimizacion implicito del Teorema de Myhill-Nerode

para arboles y un método de conjuntos de prueba.
O



Conclusiones y trabajo a futuro

El Teorema de Myhill-Nerode para automatas clasicos
establece equivalencias con lenguajes de estado finito, esto es,
lenguajes reconocidos por autématas finitos, lo que significa en
terminos computacionales que tenemos algoritmos tratables de
reconocimiento de cadenas. Los arboles etiquetados pueden ser
vistos como la generalizacion de cadenas de simbolos, por lo que
resulta natural extender la teoria clasica de lenguajes formales y
automatas a una teoria de lenguajes y automatas arboreos. Los
arboles que son grafos aciclicos conectados, tienen la limitacién
en el nimero de nodos que pueden contener sus aristas, este
hecho limita la posibilidad de tratar (con esta teoria) més
problemas que pueden ser resueltos por algoritmos tratables o
parametro fijo tratables, por lo que también resulta natural
desarrollar una teoria de lenguajes y autématas hiperarboreos.
Las aristas en un hipergrafo como se ha visto en el capitulo 1,
pueden contener un nimero arbitrario de nodos. En una teoria
de lenguajes y automatas hiperarbéreos es de esperarse un
analogo al Teorema de Myhill-Nerode. También sera de gran
interés el desarrollo e implantacién de los algoritmos implicitos
en este teorema.
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