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Resumen

En este trabajo se estudia la dindAmica de un electrén a través de una cadena lineal de dtomos
o moléculas diatomicas y a través de una red. En la interaccién electron-cluster se consideran
dos modelos con los cuales se encuentra la energia mecénica del electrén utilizando expresiones
analiticas y se estudia las variaciones de los niveles de energia y funciones de onda para encontrar
al electron.






Introduccion

En este trabajo se estudiara la dinamica de un electron a través de una cadena lineal (claster)
de atomos o moléculas diatémicas y a través de una red. En la interaccién electrén-cluster se
consideraran dos modelos: el primero es un modelo de interacciéon puntual, representado por pozos
de potencial del tipo delta de Dirac y en el segundo modelo se consideraran pozos de potencial
rectangulares, ademas en ambos casos se agregard un potencial de paredes rectangulares de altura
infinita en los extremos del cluster, los cuales confinaran al electrén dentro de este sistema.

Para hallar la energia mecanica de un electréon bajo la acciéon del potencial generado por el
claster lineal, se resolvera la ecuacién de Schrédinger; sin embargo, debido a que los potenciales
de interacciéon considerados serédn constantes en determinados intervalos espaciales, la solucién
completa resultard simple, ya que las soluciones en las regiones de potencial constante resultaran
sencillas de hallar, al final s6lo se deberé conectar las soluciones de las distintas regiones espaciales,
desde la continuidad de la funcién de onda y su derivada, para el caso de pozos de potencial
rectangular, mientras que para los pozos de potencial tipo delta de Dirac, la altima condicién debera
cambiarse por otra que resulta desde la ecuacién de Schrédinger, la cual dard una discontinuidad
en la derivada mediada por la profundidad del pozo.

En el primer capitulo se analizara el primer modelo, mientras que en el segundo capitulo se
analizara el segundo modelo para los cuales se obtendran métodos matriciales generales para en-
contrar la solucién no trivial a ambos sistemas y como parte de las soluciones se hallaran ex-
presiones analiticas para determinar los niveles de energia del electrén ante el clister lineal de
adtomos o moléculas diatémicas y a través de una red, esto ultimo seréd analizado en el tercer capi-
tulo. Ademaés, en el cuarto capitulo se analizaran los efectos de los parametros del potencial de
interaccion en los niveles de energia y funciones de onda.

En el quinto y altimo capitulo, también se estudiaran las variaciones de los niveles de energia y
funciones de onda al introducir un pequeno desorden en la cadena lineal, respecto a la profundidad
de los pozos tipo delta de Dirac. Al finalizar, se obtendra una relacién para las amplitudes de
probabilidad entre los sistemas ordenado y desordenado en el caso de los potenciales tipo delta de
Dirac.






Capitulo 1

Primer Modelo

En este capitulo analizaremos la dindmica de un electrén cuando éste se mueve a través de una
cadena lineal de N, moléculas, donde cada molécula estd formada por [Ny 4tomos y la interaccion
de los 4tomos de la cadena con el electrén se ha modelado por pozos de potencial delta de Dirac
con dos barreras de potencial infinitas en los extremos del cluster para simular la cohesion de la
cadena. Es claro que este sistema presenta energias ligadas (E < 0) y energias dispersivas (E > 0),
las cuales se han estudiado usando la ecuacién de Schrédinger unidimensional sin considerar la
dependencia temporal de la funcién de onda.

h? d?

5 V@) = Bo(a) (11)
Asimismo, se obtienen ecuaciones analiticas, en términos de las profundidades atémicas y de la
separacion entre los d4tomos y entre las moléculas, desde donde pueden determinarse las energias
permitidas para un atomo, un par de atomos y una molécula diatémica. De manera general, se
deduce una matriz de transicién asociada a la cadena lineal de N5 moléculas formadas por Ny
atomos cada una y usando tal matriz, es posible obtener cada uno de los resultados mostrados en
este capitulo.

1.1. Un atomo
En esta seccién se expone el caso més simple de un d4tomo modelado por un pozo de potencial
delta de Dirac con una profundidad ag > 0. El electron estara sometido a dos barreras de potencial

infinitas en los extremos, las cuales se encuentran a distancias a; y as del atomo, respectivamente.
Este sencillo modelo se muestra en la Figura 1.1.

«—aq; =fc—a, =

—ay6(x)

Figura 1.1: Potencial de interaccién de un electrén con una cadena de un sélo 4tomo, el pozo de
potencial corresponde a una delta de Dirac con intensidad negativa.



CAPITULO 1. PRIMER MODELO
1.1. UN ATOMO

Usamos la ecuacion de Schrodinger para hallar la energia a partir de la deducciéon de una
expresion anlitica. Iniciamos el anélisis para energias ligadas, definiendo al potencial y la energia
de la siguiente manera:

h? h2k?

Viz) = —ﬂaoé(az —a1) y E=-

se observa que ag y k deben tener unidades de inverso de distancia, ya que como sabemos §(z —aq)
también tiene unidades de inverso de distancia. Igualmente, comentamos que hemos escogido £ < 0
con k € R debido a que estamos interesados en los niveles de energia ligados. Entonces, la ecuacion
(1,1) es de la siguiente forma:

d* ()

dz?

— () = —apd(x — ar)p(x). (1.2)

En el diagrama de la Figura 1.1 para este problema, se consideran dos regiones. Por esta razon, la
solucion general a la ecuacion (1,2) esta dada por:

1(z) = Ayef® + Bie F*  si 0<z<a

Y(x) = (1.3)
Po(x) = Aseb” + Boe ™ si a; <z < ay +as.

Debido a las barreras de potencial infinitas en los extremos, se tiene que la funcion de onda debe
anularse en x = 0 y en £ = a; +as. Por la forma del potencial, la funcién de onda debe ser continua
en x = ay; sin embargo, la derivada de la funcién de onda presenta una discontinuidad en x = a;
determinada por la intensidad que acompaifia a la funcién §(x — a1 ), lo cual puede verificarse si se
integra en el intervalo (a; — €,a; + €) a la ecuacion (1,2) y se toma el limite cuando € — 0. Por
tales motivos, se deben satisfacer las siguientes condiciones de frontera:

1/}1($ = 0) - 0;

Yi(r = ar) = ¢a(z = ar),

% B % = —aop(z = ar), .
a1+e a1—¢

wg(m = ai +a2) = O

Aplicando las condiciones (1,4) en la solucién general (1,3), se siguen las siguientes relaciones entre
los pares de coeficientes.

A1 + Bl - 0
A k1 —ehm A
2 ao a0 1
B, ehor 2k g B;
Agek(a1+a2) -|- B2€7k(a1+a2) = O
De donde B; = —A;, realizando la multiplicacién de matrices y sustituyendo el resultado en la

ultima condicién de frontera; se obtiene una relaciéon analitica para hallar las energias ligadas a un
4tomo:
ksinh[k(a; + a2)] — ag sinh(kay ) sinh(kaz) = 0. (1.6)

Ahora, estudiemos al sistema de la Figura 1.2. Si las barreras estan lo suficientemente alejadas
del 4tomo, entonces dicho sistema se puede analizar desde la ecuacion obtenida para la Figura 1.1
y en consecuencia, la ecuacion (1,6) se convierte en la sencilla proporcién:

k= a2—0 si a,as = +o00. (1.7)




CAPITULO 1. PRIMER MODELO
1.1. UN ATOMO

Asi, se obtiene una expresion encontrada en el libro Wave Propagation por Markos and Soukoulis
para la energia del estado ligado a un pozo de potencial delta de Dirac:
h* a3

Es decir, la solucién (1,6) en el modelo para un atomo reproduce el resultado (1,8) de la energia
ligada del electron sometido a un pozo de potencial delta de Dirac sin barreras de potencial infinitas
en los extremos. Note que en este caso la posicion del origen coincide con la posicion de la §(z).
Véase Figura 1.2.

—ay6(x)

Figura 1.2: Un pozo de potencial delta de Dirac.

Por otro lado, al no considerar las paredes infinitas, resolver la ecuacién diferencial (1,1) con un
potencial de la forma V (z) = —ad(x) donde a es una constante positiva y aplicando adecuadamente
las condiciones de frontera, también se obtiene un solo estado ligado:

pa’

E=-2
252’

(1.9)
la cual se encuentra en el libro Quantum Mechanics por David J. Griffiths. Asimismo, note que
ap = 2pa/h? e implica que (1,8) y (1,9) son expresiones equivalentes para la energfa ligada al
sistema de la Figura 1.2.

Regresando al potencial del clister de la Figura 1.1, si queremos encontrar las energias disper-
sivas, las soluciones son muy similares a las anteriores. Sea

h2k?
E= >0 con keR.
2p
La ecuacion (1,3) se convierte en:
P1(x) = Ajeth 4 Ble~hr i 0<z<a

P(z) =

¢2($) = Ageikm + Bge_“” si a1 <z <a+as,

y las relaciones (1,5) ahora son:

A1 +B =0
2ik —2ik
A\ gy [ T T (A
B2 2ik eZikal 2ik +1 B1

ao
A26ik(a1+a2) + BQefik(alJrag) =0

Por tales ecuaciones, la solucién no trivial para hallar las energias dispersivas de la Figura 1.1 esta
dada por la siguiente expresion analitica:

ag sin(kay ) sin(kas) — ksin[k(a; + as)] =0 (1.10)




CAPITULO 1. PRIMER MODELO
1.2. UN PAR DE ATOMOS

Para terminar con esta seccion, note que la expresion (1,10) reproduce los niveles de energia para
el caso unidimensional de un pozo de potencial inifinito porque haciendo que ag — 0, esto da lugar
a sin[k(a; + a3)] = 0 y poniendo L = a; + as donde L es el ancho del pozo; esto implica que
koL =nmwconn=1,23,.... Porlo tanto,
h2m2n? .
E:W Sln:1,2,...

Y como sabemos, corresponden a las energias permitidas para el caso unidimensional de un pozo
de potencial infinito.

1.2. Un par de atomos
Proseguimos dando solucién para un par de atomos idénticos representados por dos pozos de

potencial delta de Dirac con la misma profundidad ag > 0 y separados por una distancia b, es
analogo al caso anterior para un atomo. El diagrama del modelo se muestra en la Figura 1.3.

" s
P V=0 V=o
~a— — a, =
b

—

=

e

S

(=]

T

Figura 1.3: Modelo de un par de 4tomos idénticos.

Primero, se analizaran los niveles de energia ligados, entonces la ecuacién de Schrodinger (1,1)
a resolver es de la siguiente forma:

(@) _ k¢ (z) = —ao[d(x — ar) + d(z — (a1 + b))]p(2). (1.11)

dx?
Dado que el sistema de dos &tomos se divide en tres regiones, la soluciéon general a la ecuacion
(1,11) esta dada por:

1(x) = AeF® + Bre ™k si 0<z<agq
P(x) = ta(z) = Aze*” + Boe ™" i ap <z <a +b (1.12)

3(x) = Aze®® + Bge ™ si a;+b<z<a;+b+as.

Utilizando un razonamiento similar a un atomo, la funcién de onda debe satisfacer las siguientes
condiciones de frontera:

1/}1(5” = 0) = 0’

(=) = (2 = ),

dis dib, - )

dr |, . dr|,_. —aph(z = ay), -
Yoz =a; +b) =3(r = a; +b), (1.13)
s dips ) i

2R T —app(z = ar +b),

Y3(x =a; +b+az) =0.




CAPITULO 1. PRIMER MODELO
1.2. UN PAR DE ATOMOS

Note que las primeras tres condiciones de frontera son las mismas para (1,4) y (1,13). Esto implica
que, los coeficientes A5 y Bs estarin relacionados con A; y B; por la misma matriz de transicion
de las ecuaciones (1,5); y para los coeficietes A3 y Bs, se tiene:

A 2k _ 1 _e—2k(a1+b) A

3 o P 2
= — (1.14)

By 2k e2k(a1+b) % +1 By

Observemos que las ecuaciones matriciales de (1,5) y (1,14) relacionan los coeficientes de la funcién
de onda antes y después de cada atomo. De esta manera, podemos obtener la relaciéon entre los
coeficientes Az y B3z en términos de A; y By. Esto es:

A +B; =0
A a2 % 1 _e—2k(a1+b) % _1 _e—2ka A
- (7«) (1.15)
B3 2 €2k(a1+b) % +1 €2ka1 % +1 B1

Agek(alerJraz) + Bg€7k(a1+b+a2) =0.
Asi, con las ecuaciones (1,15), se obtiene que:

0 =sinh[k(b+ a; + a2)] — CL—O{Sinh(kag) sinh[k(b + ay)] + sinh(ka, ) sinh[k(b + a2)]}
o K (1.16)
+ (f) sinh(kb) sinh(kay) sinh(kas)

es la solucién analitica para saber cuéles son las energias ligadas a un par de 4tomos idénticos de
la Figura 1.3.
Un célculo interesante es poner b = 0 y en consecuencia, la ecuacion (1,16) se reduce a:

ksinh[k(ay + a2)] — 2ap sinh(kaq ) sinh(kas) =0 si b=0 (1.17)

Comparando (1,17) con (1,6), se concluye que la primera es la expresion analitica de un 4tomo con
intensidad 2a¢ para energias ligadas, como debe suceder si se hace el limite en la ecuacion (1,11).

Ahora, vamos a estudiar al electrén bajo la accion del potencial mostrado en la Figura 1.4, el
cual se puede analizar a partir de las ecuaciones obtenidas de la Figura 1.8 para un par de atomos
identicos, pues multiplicando por e~ #(a1+42) 3 ]a ecuacion (1,16) y alejando infinitamente a las
barreas de los atomos, se llega a la soluciéon no trivial para un par de pozos de potencial delta de

Dirac. Véase Figura 1.4.
_aogkb_ ao\? _pp _
(1 Qk) € (Qk) e =0 (1.18)

Note que en los casos limites cuando b — oo 6 b = 0, entonces se obtiene la expresion (1,7)
para un pozo delta de Dirac con profundidad ag y 2aq, respectivamente. Nuevamente, a manera
de antecedente, es posible encontrar a la expresion analitica (1,18) en el libro Wave Propagation
por Markos and Soukoulis.

—ag6(x)

Figura 1.4: Un par de pozos delta de Dirac.




CAPITULO 1. PRIMER MODELO
1.3. N ATOMOS IDENTICOS

Para cerrar esta seccién, se considera E > 0 en el diagrama de la Figura 1.8 y de esta manera
se encuentra la solucién no trivial para hallar las energias dispersivas a un par de 4tomos idénticos:

0 =sin[k(b+ ay + as)] — %{Sin(km) sin[k(b + a»)] + sin(kaz) sin[k(b + a1)]} 119)
2 1.19
+(52) sin(kb) sin(ka) sin(kaz).

La ecuacion (1,19) puede determinarse por medio de dos caminos. El primero es partiendo de

la solucién a la ecuacion de Schrédinger con:

h?k?

E

>0,

y aplicando las respectivas condiciones de frontera (como se mostré para energias ligadas), con-
secuentemente se obtienen unas ecuaciones similares a (1,14), las cuales se reducen a la ecuacion
(1,19) para energias dispersivas. Por el primer camino de obtener a esta ecuacion, podemos intuir
que la segunda opcion es méas factible porque (1,19) se puede obtener desde (1,16) al hacer el
cambio k — ik como también se debi6 cambiar en (1,12) por las correspondientes expresiones para
el caso E > 0. Ademas, la ecuacion (1,19) sigue siendo consistente con el caso unidimensional de
un pozo de potencial infinito si hacemos ag = 0y L =a; + b+ as.

1.3. N Atomos idénticos

Es posible generalizar un poco més usando induccién matemética para cualquier nimero de
atomos. Un claster lineal de N atomos idénticos es un sistema donde se tienen N + 1 regiones y
se deben obtener N + 1 pares de coeficientes en la solucién a la ecuacién de Schédinger. Ademés,
a cada atomo del sistema se le asocia una matriz de transicién y con la ayuda de la multiplicacion
de las matrices asociadas a los &tomos, se encuentra una matriz que describe al sistema del claster
lineal para N atomos idénticos; asimismo, la matriz obtenida es capaz de expresar a los coeficientes
ANi+1 ¥ Byyi en términos de A; y By como veremos a continuacién para cualquier nimero de
atomos. Estos coeficientes son de gran utilidad para hallar la solucién no trivial al sistema de
acuerdo a lo visto anteriormente en los casos particulares para un atomo y un par de atomos
idénticos.

Para ello, proseguimos a considerar a un cldster lineal constituido por N dtomos modelados
por N pozos de potencial delta de Dirac de una profundidad ag > 0 cada uno y separados por una
distancia b uno del otro. En este sistema, también se consideran dos barreras de potencial infinitas
en los extremos de la cadena atomica a las distancias a; del primer d&tomo y as del altimo atomo.
Para visualizar lo escrito anteriormente, véase el diagrama de la Figura 1.5.

Iniciemos considerando las energias ligadas (E < 0) para el diagrama de la Figura 1.5. Sea M;
la matriz de transicién asociada al j—ésimo atomo del claster lineal de la cadena &tomica, la cual
relaciona los coeficientes A;;1 y B4 con los coeficientes A; y B;, en otras palabras, relaciona los
coeficientes de la funcién de onda antes y desptuies de cada dtomo del sistema, esto es:

A ) < Y > o
=M ( =1,2,..,N 1.20
<Bj+1 B )7 (120
eon 2k _ e 2klar+(G-1)b]
ag @0
M= 3 2k[a1+(j—1)b] 2k (1.21)
ant (e
(& 1T a + 1

Seguidamente, se da a conocer que siguiendo el orden de la multiplicacion de las matrices de (1,20)
para hallar cada par de coeficientes, se encuentra la formula general para la solucién no trivial para
encontrar las energias ligadas al cluster lineal constituido por N atomos idénticos.

10



CAPITULO 1. PRIMER MODELO
1.4. GENERALIZACION

4 4
t V=0 V=o
—a,—> o a; =
i : o oo i :
b

~

=

N

<

>

7

Figura 1.5: Modelo de un cluster lineal de N atomos idénticos.

Las formulas que deben seguirse son las ecuaciones (1,22) y es facil observar que a partir de
ellas, si se reproducen los casos particulares para uno y dos atomos dadas por las ecuaciones (1,5)
y (1,15), respectivamente. Por lo tanto, la solucién no trivial para energias ligadas estd dada por:

A1+Ble,

( gZi ) :M< gi ) (1.22)

AN+1ek[a1+(N—1)b+a2] + BN+1e—k[a1+(N—1)b+a2] — 07

con
M = MyxMpy_q - MyM;. (1.23)

En cambio, para las energias dispersivas (E > 0), solo debemos hacer el cambio k — ik, como
ya se realiz6 para uno y dos dtomos en las secciones anteriores. Pero, en ambos casos, se tiene
que (1,23) es la manera de multiplicar a las matrices asociadas de cada dtomo para obtener a la
matriz de transicién general asociada al sistema del claster lineal de N atomos idénticos y hallar
las energias del sistema.

1.4. Generalizacion

En esta seccién, se generaliza una matriz de transicién asociada al sistema de un claster lineal
de N, moléculas compuestas por N; atomos cada una, en principio, los &tomos de cada molécula
pueden ser diferentes. Para este proceso, veremos que existe una matriz de transicion asociada al
i1—ésimo atomo de cada j—ésima molécula en el clister lineal. En general, este sistema cuenta con
N1 N, +1 regiones y nuevamente, su matriz resultante es eficaz para expresar los ultimos coeficientes
AN, No+1, BN, No+1 en términos de los primeros coeficientes A;, By de la solucién general a la
ecuaciéon de Schrodinger.

Py s
V=0 V=oc i
<—b1—><—b2—>§ «— b, —>
ieo0e :
—~ ~
«— q; = x Ble—a—
P S
2 2
o =
— ] ~ S
= ] = |
Ra3
R
= <
%
= =]
§ 7

Figura 1.6: Modelo de un cluster lineal de N moléculas diatémicas.
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La Figura 1.6 muestra un caso particular de un claster lineal para N = N moléculas formadas
por N; = 2 atomos diferentes cada una. Los atomos de cada molécula se modelan con pozos de
potencial delta de Dirac siendo ag; > 0 y age > 0 sus respectivas profundidades, la distancia b,
es la separacion entre los atomos de cada molécula y la distancia by es la separacion entre las
moléculas. Igualmente, se han anadido las dos barreras de potencial infinitas en los extremos del
sistema a las distancias a; del primer atomo y as del ultimo atomo para simular la cohesién de
la cadena. No obstante, primero veremos la solucién para el clister lineal de No = N moléculas
compuestas por N; = 2 dtomos cada una, dicho de otra manera, la solucién de un clister lineal de
N moléculas diatéomicas.

Realizando ahora el cédlculo correspondiente con las condiciones de frontera para obtener la
solucién no trivial, se encuentra que podemos relacionar a los coeficientes Asji1 y Baji1 con
Asj_1 y Baj_1, es decir, relacionar los coeficientes de la funciéon de onda antes y después de cada
molécula del sistema por medio de la multiplicacién de dos tipos de matrices de transiciéon. Esto

es:
Aoj 1<A2'—1> <A2'+1 > 2<A2'>
- M J J — M2 J
( By; > 7\ Bgj-1 Y Bsji1 7\ Baj
Azjt orrn [ Azj o
= j — M2 M j -1,2,..,N 1.24
< Baj I\ By ) T (24
con
2k 1 —e—2kla+(i—1Db1+(G—1)b2]
1 ag1 ao1
M=o (1.25)
2k p2klai+G-1bi+(=1)bs] 2k 4 q
@01
Y
26 _q ¢ 2klar+jbi+(j—1)bs]
9 _ Qg2 @0z
M2 = 202 (1.26)
2k \ 2kar+ibi+(i—1)bs)] 2k 4 q

@02
Las matrices (1,25) y (1,26) corresponden al caso cuando F < 0 y poniendo las condiciones
obtenidas de los extremos del sistema, se obtiene que para energias ligadas, la solucién no trivial
es la siguiente:

A1+B1=0,

Asns1 ) < Ay )
- M , 1.2
( B B, (1.27)
kla1+b1 N+ba(N—1)+a2] —kla1+b1 N+b2(N—1)+a2] =0

A2N+1e + B2N+1e

Note que para este caso, utilizando moléculas diatémicas, la matriz asociada al sistema resulta
de la multiplicacién sucesiva de las matrices (1,25) y (1,26) por medio de la expresion (1,24). Asi,

M = (MEME) (M MY ) - (M3M3) (M3MY) (1.25)

Supongamos ahora que se tiene una molécula diatémica modelada por el potencial de la Figura
1.7 y empecemos con el analisis para energias ligadas (E < 0).
De las ecuaciones (1,25) a la (1,28) cuando N = 1 molécula diatomica, se obtiene que:

0 =sinh[k(by + a1 + az)] — a—]:l sinh(kay ) sinh[k(b; + a2)]
(1.29)

- a—;f sinh(kas) sinh[k(by + a1)] + GOZZOQ

es la expresion analitica para determinar las energias ligadas a una molécula diatémica. Desde
luego, poniendo ag; = ag2 = ag y by = b, claramente la expresion (1,29) se reduce a (1,16) para

sinh(kb; ) sinh(ka, ) sinh(kas)

12
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dos atomos idénticos y poniendo ag; = ag2 = (1/2)ag y by = 0, entonces se reduce a (1,6) para un
atomo.
Por otro lado, si E > 0, entonces se hace el cambio k — ik y de la ecuacion (1,29), se sigue que:

0 =sin[k(by + a1 + a2)] — a% sin(ka, ) sin[k(b; + a2)]

0102 (1.30)

k.2

- akﬂ sin(kas) sin[k(by + a1)] +

sin(kby ) sin(ka, ) sin(kas)

es la solucién analoga para las energias disperivas a una molécula diatémica.

4 4
~a, — <« a, -

~

=

N

L)

=

S

s

Figura 1.7: Modelo de una molécula diatémica.

Note que hasta aqui no hemos mostrado la solucién para hallar las energias dispersivas al clister
lineal de N moléculas diatomicas y el motivo por el cual se ha dejado de escribir esas expresiones
es que haciendo k — ik, un cambio de variable, entonces se puede obtener la soluciéon aniloga para
las energias dispersivas a partir de lo que se conoce para las energias ligadas como se ha estado
realizando hasta el momento. Por tal motivo, la generalizacién a continuacién solo es para energias
ligadas al clister lineal.

Finalmente, para cerrar este capitulo, sea V5 el niimero de moléculas y Ny el ntmero de dtomos
en cada molécula. Sea M ]Z la matriz de transicién asociada al i—ésimo atomo de cada j—ésima
molécula en el clister lineal y se define m; como la distancia a la que se encuentra cada d4tomo en
cada molécula del modelo. Pero cabe aclarar que los superindices de la matriz M j’ y de la distancia
xé hacen referencia a uno u otro a&tomo de la molécula y no son exponentes de los mismos. Entonces,
se tiene:

A1+ By =0,
AN1N2+1 Ay
=M
< BN, Ny By )’ (1.31)
AN1N2+1€k(a1+w%;+az) +BN1N2+1e—k(a1+w%;+az) -0

con

Na N; N2,N1
_ Ni+1—1% _ H Ni+1—1¢
M= H MN2+1*j - MNerl*J'
i=1 \i<1

=1 \s 3,i=1
2k _ 1 _ef2k(a1+z;-)
. ) aos
M= ‘;Lk " (1.32)
er(al—&-m;) 2k +1

aoi

Ny 7
= b+ (-1 b+ Y b
k=1 k=1

13
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Por lo tanto, para hallar las energias ligadas (E < 0) al sistema, las ecuaciones (1,31) y (1,32)
forman la solucién no trivial con mayor generalidad para un claster lineal de N, moléculas com-
puestas por N; atomos cada una. Si queremos hallar las energias dispersivas, entonces debemos
hacer el cambio de variable dicho anteriormente, es decir, sustituir & por ik y de esta manera,
obtenemos las ecuaciones anéalogas para obtener las energias dispersivas (E > 0) del sistema.

14



Capitulo 2

Segundo Modelo

En este capitulo, también se analiza la dindmica de un electrén a través de una cadena lineal de
N, moléculas compuestas por N; atomos, pero esta vez, cada dtomo ha sido modelado por pozos
de potencial finito y se han agregado dos barreras de potencial infinitas en los extremos del claster
lineal para simular la cohesiéon de la cadena. Este sistema cuéntico se ha estudiado por medio de
la ecuacion de Schréodinger independiente del tiempo en una dimensién para hallar las energias
ligadas (E < 0) y las energias dispersivas (E > 0).

h? d?
5 V@) = Bota) (21)
También se deducen las expresiones analiticas para describir los estados de un &tomo, un par de
atomos idénticos y una molécula diatémica; asimismo, se verifica analiticamente que la expresion
general para una molécula didtomica, se puede reducir a las expresiones para uno y dos atomos.
En general, se obtiene una matriz de transicién asociada al claster lineal de N, moléculas
compuestas por N7 atomos y con ella, es posible deducir cada uno de los resultados de este capitulo.

2.1. Un Atomo

En la presente seccion, se estudia a un atomo modelado por un pozo de potencial finito de ancho
b y profundidad V4 > 0 donde el electrén ha sido sometido a dos barreras de potencial infinitas en
los extremos del dtomo, a distancias a; y a» del mismo, respectivamente.

4

?V:oo V=o%
E‘_a1_> <—a2—>§
Vo
l le— b —>

Figura 2.1: Un atomo modelado por un pozo de potencial finito.
Este es el caso més simple analizado en este capitulo, pero es bastante ilustrativo porque es

posible obtener una expresion analitica para describir el comportamiento de los estados de un
atomo y, a partir de ella, se deduce la solucion no trivial a un pozo de potencial finito descrito en

15
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diversos libros de textos. El diagrama de la Figura 2.1 corresponde al potencial generado por un
atomo, el cual esta definido por:

0 si 0<z<a
V(z) = —%Vo si ap <z<a+b (2.2)
0 si ap+b<z<a;+b+as

Iniciando con el calculo para energias ligadas, también se define:

h%k?

con keR (2.3)

Sea ¢> = Vy — k2. Note que se tienen tres regiones, entonces la solucion general a la ecuacion (2,1)
es:
Y1(z) = A1eF” + Bie % si 0<z<aq
P(x) = Po(x) = Azel® + Boe™ 4% si ar <z<a;+b (2.4)
P3(z) = AzeF” + Bse™#®  si a;+b<z<a;+b+as

Ya que se estén considerando dos barreras de potencial infinitas en los extremos, esto implica que
la funcién de onda debe desvanecerse en z = 0 y en © = a; + b+ as. Ademas, por el hecho de
que se trata de un pozo de potencial finito, entonces la funcién de onda y su derivada deben ser
continuas en £ = a; y ¢ = a; + b. Por consiguiente, se deben cumplir las siguientes condiciones de
frontera:

P1(x=0)=0,
z/}1(33 = al) = 1/J2($ = 01);
din| _ v
dr |,_,. dr |,_,~
Yale = @+ B) = (e = a + 1), 23
dis| _dvs
dr |,—g, 4y dzx m=a1+b7

Y3(x =a; +b+as) =0.

Aplicando las condiciones (2,5) en la solucién (2,4), se llega a que ambos pares de coeficientes estén
relacionados entre si por medio de una matriz de transicién. Esto es,

Al + Bl - 0

A A
()= () .
A3ek(a1+b+az) +Bgefk(a1+b+az) =0

con

A = L (e (2kqcos(gb) + (K — ¢*)sin(gh)]  —(K® +¢%)emFCF sin(gh) (2.7)
' 2k (k? 4 ¢%)ek(2a1+0) gin(gb) eF®[2kq cos(qb) — (k* — ¢?) sin(qb)] '

donde M; es la matriz de transicion asociada a un dtomo. Como resultado de las ecuaciones (2,6)
y (2,7), se obtiene:

sin(gb)[k? cosh(kay ) cosh(kay) — ¢? sinh(kay ) sinh(kas)] + kq cos(gb) sinh[k(a; + a2)] =0, (2.8)

la cual es la solucién analitica para hallar los estados ligados a un atomo.
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Multiplicando ahora por e #(@1+492) v luego alejando lo suficiente a las barreras del atomo, se
produce la solucién no trivial para un pozo de potencial finito (sin barreras en los extremos). Es
decir,

2kq cos(gb) + (k* — ¢*)sin(gh) =0, si a,as — +00 (2.9)

Cabe destacar que la solucion (2,9) se encuentra en diversos libros textos.
Note que Vy = k% + ¢* es la ecuacién de un circulo de radio +/V;. De modo que podemos
parametrizarla con:

: q k
sinf = —— y cosbl = —— (2.10)
vVo vV
Entonces, la ecuacion (2,9) se cumple si
. q
2 arcsin <> +gb=nm, n€eN (2.11)
vVo

La ecuacion (2,11) ha estado disponible desde 1958 en el libro Quantum Mechanics por Landau y
Lifshitz.

Por otro lado, usando ahora identidades trigonométricas en la soluciéon (2,9), se obtienen las
soluciones pares e impares (Cohen et al., 2005).

tan(gb) = g y tan(gb) = —% (2.12)

En resumen, (2,9), (2,11) y (2,12) son equivalentes entre si; esto es, cada una de estas ecuaciones
son soluciones para un pozo de potencial finito. Véase Figura 2.2.

T

Vo

l<—b—>

Figura 2.2: Diagrama de un pozo de potencial finito.

Para cerrar esta seccién, regresemos al sistema de la Figura 2.1. Se tiene que definiendo:
h2 k>
= 2M )
y haciendo el calculo analogo con E > 0, se cumple que:

sin(gb)[¢* sin(kay ) sin(kas) — k* cos(kay) cos(kas)] — kq cos(gb) sin[k(a; + as)] = 0 (2.13)

es la solucién analitica para hallar los estados dispersivos a un dtomo.

2.2. Un par de atomos

Antes de hacer la generalizaciéon a un clister lineal de N &tomos idénticos, continuemos deter-
minando la solucién para dos dtomos idénticos representados por un par de pozos simétricos de
potencial finito, de ancho b y profundidad V; > 0 cada uno, acoplados por una barrera de ancho
c. El potencial a consideracion es el siguiente:

0 si 0<z<a
—%VO si a<z<a +b
V(z)=< 0 si g +b<z<a+b+c (2.14)
—%Vg si a+b+c<zx<a +2b+c
0 si a1 +2b+c<z<a;+2b+c+as
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Consideremos primero a los niveles de energfa ligados al definir E = —h%*k? /2u con k € R. Note
que E < 0y es claro que el sistema de dos atomos se divide en cinco regiones, entonces esto da
lugar a que la solucién general a la ecuacion (2,1) sea de la siguiente forma:

1(z) = Aref® + Bie k® i 0<z<a
Po(1) = Age’® 4 Bye 1% i ar <z<a;+b
P(z) =14 P3(z) = A3e"” + Bge*k‘z si a+b<zr<a +b+ec (2.15)
Yy(x) = Age™® + Bie "% si a1 +b+c<z<a;+2b+c
¥5(z) = Asef® + Bse™®*  si ay+2b+c<z<a;+2b+c+ay
4 V = V:oo?
i«— aq; = «— a, —>
T [€— ¢ —}
Vo Vo
l l«— h —>] le— ph —> l

Figura 2.3: Un par de atomos idénticos modelados por pozos de potencial finito.

Haciendo un razonamiento similar a un dtomo de la seccion anterior, la funcién de onda debe
obedecer las siguientes condiciones de frontera:

P1(z=0) =0,
77/11(35 = a1) = 1/12(17 = al),

di| _dv

dr |,_,. dr |,_,.~
Yo(z = a1 +b) =3(r = a; +b),

dis| _dus

dr {,_4 4 dx z=a1+b’ (2.16)
Y3(x=a1 +b+c) =vs(z =a1 +b+c),
dvs _ i

dr |, fpye dzx m=a1+b+c,
Ya(r =a1 +2b+c¢) = Ys(x = a1 + 2b+ ¢),
iy _dus

dr {,—4, 4 2p1c dx z:a1+2b+c,

Ys(x =a; +2b+c+az) =0.
Aplicando (2,16) en (2,15), se sigue que:
Al + B1 =0

< éi > = Mim} ( gi > (2.17)

Agek(a1+2b+c+a2) + B2e—k(a1+2b+c+a2) =0

M= e *[2kg cos(gb) + (k* — ¢*)sin(gh)]  —(k* + ¢*)e **+0) sin(gh) (2.18)
LT kg (k* 4 ¢*)ek(20140) gin(gb) eF®[2kq cos(qb) — (k* — ¢?) sin(qb)] '
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Ys

1o L (eM2kqeos(ah) + (K ~ ¢*)sin(gh)]  —(k? £ g?)e KON sin(gh) - o)
27 2kq (k? 4 ¢%)e(2a1+3b42¢) gin(gb) ekb[2kq cos(qb) — (k* — ¢*) sin(gb)] '

A partir de las ecuaciones (2,17) y de las matrices (2,18) y (2,19), se obtiene la ecuacion desde la
cual se pueden determinar los niveles ligados del sistema:
0 =(k* + ¢*)? sinh[k(c — a; — ay)] sin?(gb)

+2kq(k* + ¢*) cosh(kc) cosh[k(a; — as)] sin(2gb)

+2(k* — ¢*) sinh(kc) cosh[k(a; — a2)]sin(gb) (2.20)

+2kq(k* — ¢°) cosh[k(c + a1 + as)] sin(2qb)

+[4k%q? cos®(gb) + (K* — ¢*)? sin®(qb)] sinh[k(c + a1 + a»)]
es la ecuaciéon analitica para hallar los estados ligados de un eléctréon ligado a un potencial de dos
4tomos idénticos con modelo mostrado en la Figura 2.3.

Ademas, siendo ¢ = 0, es decir, desaparenciendo la barrera entre los atomos, entonces a partir
) ) ) b)
de (2,20) se verifica analiticamente la siguiente expresion:

sin(2¢b)[k? cosh(kay ) cosh(kas) — ¢* sinh(kay ) sinh(kas)] + kq cos(2¢b) sinh[k(a; + a2)] = 0, (2.21)

y comparando las ecuaciones (2,8) y (2,21), podemos afirmar que esta altima ecuacién es la solucion
no trivial para estados ligados a un atomo de ancho 2b, la cual, se esperaba obtener.

le— ¢ > |
VO VO

l<—b—> <—b—>l

Figura 2.4: Diagrama de un doble pozo simétrico de potencial finito.

Estudiemos ahora un potencial de dos atomos idénticos con el modelo mostrado en la Figura
2.4, es decir, con las paredes de altura infinita localizadas en el infinito, este se analizara a partir
de la ecuacion analitica obtenida de la Figura 2.3 para un par de dtomos idénticos. Porque si
multiplicamos por e *(@11e2) 3 13 ecuacion (2,20) y alejamos lo suficiente a las barreras de los
atomos, se concluye que es posible obtener la solucién no trivial para un doble pozo simétrico:

eFe[2kq cos(gb) + (k* — ¢°) sin(gb)]* — (k* + ¢*)*e~*¢sin?(gb) = 0, (2.22)

y es claro que en los casos limites cuando ¢ — oo 6 ¢ = 0, la ecuacion (2,22) se reduce a la
expresion (2,9) para un pozo de potencial finito de ancho b y 2b, respectivamente. Ademas, podemos
simplificar a la ecuacion (2,22) usando la parametrizacion propuesta en (2,10). Por tanto,

e sin?(20 + qb) — e *¢sin?(gb) = 0 (2.23)
con

6 = arcsin (q)
VVo

es una ecuacion equivalente a (2,22) para un doble pozo simétrico.
Por otro lado, si se consideran los niveles de energia dispersivos (E > 0) y desarrollando un
proceso equivalente, entonces se obtiene la ecuacién analitica para hallar los estados dispersivos a
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un par de atomos idénticos:
0 =(k* — ¢*)? sin[k(c — a; — az)]sin®(gb)
—2kq(k* — ¢*) cos(ke) cos[k(ar — as)]sin(2gb)
+2(k* — ¢*) cos[k(a; — as)]sin(kc) sin® (gb) (2.24)
—2kq(k* + ¢°) cos[k(c + a1 + a2)]sin(2gb)
+[—4k?¢? cos?(gb) + (k? + ¢*)* sin®(¢b)] sin[k(c + a; + a»)]

2.3. N Atomos idénticos

Es hora de generalizar a un clister lineal de N atomos idénticos modelados por N pozos de
potencial finito, de ancho b y profundidad V5 > 0 cada uno, acoplados por barreras de ancho ¢
entre los atomos. Nuevamente, se consideran dos barreras de potencial infinitas en los extremos de
la cadena atémica a las distancias a; y ay del primer y ultimo dtomo, respectivamente.

El potencial de la Figura 2.5 para una cadena lineal de N atomos estd dada por:

(0 si 0<z<am
—%Vg si ag <zx<a;+b
0 si ai+b<zr<a+b+ec
V(z) = : (2.25)
0 si e+ (N-1)b+(N—-2)c<z<a+(N-1)(b+c)
BV, si ar+(N-1(b+e) <z <a++Nb+ (N -1
L 0 si ap+Nb+(N-1ec<z<a++Nb+ (N —-1)c+as

Note que este potencial es para N > 2 atomos idénticos y dado que el sistema tiene 2N + 1
regiones, entonces vamos a obtener 2N + 1 pares de coeficientes en la solucién a la ecuaciéon de
Schrédinger.

Comencemos considerando las energias ligadas (E < 0) para el potencial mostrado en la Figura
2.5. Entonces, la soluciéon general a la ecuacién de Schrodinger es la siguiente:

(1 (2) si 0<z<a
Y2(z) si ar<z<ar+b
Y3(z) si ar+b<z<ar+b+c
Y(z) = : (2.26)

Yan—1(z) st a1+ (N=-1)b+(N=2)c<z<a1+(N-1)(b+c)
Yan () si ar+(N=-1)(b+c) <z <ar++Nb+ (N —-1)c
Yony1(z) si a1+ Nb+(N—-1)c<z<ar++Nb+ (N —1)c+as

con

ng ({IJ) = A2jeiqx + ngeiiqm (227)
Poj1 () = Agjp1€™ + Byjiie ™

Cabe senalar que la funcién de onda (2,26) se compone a trozos por funciones de la forma (2,27)
paracada j=1,2,,...,N.

Sea M; la matriz de transiciéon asociada al j—ésimo atomo del claster lineal de la cadena
atomica. Esta matriz expresa a los coeficientes Asjy1 y Bojt1 en términos de Asj_q y Boj_1 para
cada j =1,2,...,N. Es decir:

A2j+1 A2'71 ..
= M; J =1,2,..,N 2.28
( Byji1 i\ By, ) 7 (2.28)
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Con la ayuda de (2,28) para relacionar los coeficientes y aplicando las condiciones de frontera en
nuestra solucion general (2,26), se desprende la solucién no trivial a nuestro cluster lineal de N
atomos idénticos para estados ligados.

s s
§V=00 V=OO§

e o0
«— a; - T [«— a, —>

1<—b—>

Figura 2.5: Modelo de un cluster lineal de N atomos idénticos.

Pongamos Vy = ¢® + k?. Entonces, la solucién no trivial esta dada por:

A+ B =0
(mn)=v(%) 22
A2N+lek[a1+Nb+(N—1)c+a2} + B2N+1e—k[a1+Nb+(N—1)c+a2] -0
con
M= ( e ¥¥[2kg cos(qh) + (K* — %) sin(gb)]  —(k? + g?)e k2 H2I~L+20-1el gin gb) )
77 2kg \ (K7 + et im0 Delgin(gh)  eF[2kq cos(gb) — (k* — ¢?) sin(gb)]

(2.30)
Y gracias a las transformaciones (2,10), se llega a una expresién mas compacta de esta dltima
matriz. Luego,

W e kb sin(20 + ¢b) —ekl2a1+(27 =10 420~ Del gin (gb) 9 31
J— % ekl2a1+(25-1)b+2(j—1)c] sm(qb) ekb sm(29 _ qb) ( : )

con

0 = arcsin <q> .
VVo

En la proxima seccion, la forma de la matriz (2,31) sera usada para expresar de manera general la
solucién no trivial de un claster lineal de Ny moléculas compuestas por N; atomos cada una.

Por otro lado, para las energias dispersivas (E > 0), solo debemos hacer el cambio k — ik en
las funciones (2,27) y poniendo Vo = ¢> — k2, se obtiene:

A1+31:0

Asnt > ( Ay )
=M 2.32
< Bon+i B, (2.32)
ikla1+Nb+(N—1)c+as] + B2N+1e—ik[a1+Nb+(N—1)c+a2} =0

A2N+1 €
con

1 e *82ikq cos(qb) — (K + ¢?)sin(qh)]  —(q¢® — k?)e kRar+@—Db+2G—Del g ()
77 2ikq < (g% — k?)et*2a1+ @i —Db+2G=Del gy (b) e**[2ikq cos(gb) + (k* + ¢*) sin(gb)) )

(2.33)
En ambos casos, M es la matriz de transicién general asociada a la cadena atémica dada por la
siguiente multiplicacion:

N
M=MyMy_y - MpMy = [[ Myya—j (2.34)
j=1
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2.4. N Moléculas Diatémicas

Iniciemos con un caso particular para una molécula diatéomica, es decir, una cadena lineal de
dos atomos diferentes. Los dtomos de la molécula se modelan por pozos de potencial finito, de
anchos by, by y profundidades Vi1, Voo > 0, respectivamente; ademaés, la separaciéon entre atomos es
¢1 como se observa en la Figura 2.6. De la misma manera, se consideran dos barreras de potencial
infinitas en los extremos a las distancias a; del primer d4tomo y as del segundo atomo para modelar
la cohesiéon de la molécula. El potencial asociado a la molécula mostrada en la Figura 2.6 esta
dado por:

0 si 0<z< o
V1 si a1§$§a1+b1
Viz)y=¢ 0 si @+ <z<a +bra (2.35)
Vg si a1+b1+61§x§a1+b1+01+b2
0 si a1 +b+ei+b<zx<ay+b +eci+by+as

con
2 2

Vi=—W Vo=——W
1 2% o1y V2 2% 02

Una vez més, damos inicio con el anélisis para estados ligados (E < 0) y por ello, sean ¢ =
Vo1 — k? y ¢3 = Vpa — k2. Es claro que se tienen cinco regiones, entonces la solucion general a la
ecuacion (2,1) con el potencial (2,35) es de la siguiente forma:

¢1 (;E) = A16]'Cz =+ Bleikz'
Apeifl® 4 Boe~ini®

si 0<z<a

Ya(z) = si a1 <z <ar+b

P(z) = P3(x) = Aze*™ + Bze™k® si a1+b <x<ai+b+c (2.36)
ha(x) = Age®® 4 Bpe 127 si a1 +br+ci <z <ar+bi+ec+b
1/15(1:):1456“4-356_“ sioar+bi4+ci+b<xr<ar+bi+ci+br+as

Seguidamente, se tiene que la funcién de onda (2,36) debe satisfacer estas condiciones de fron-
tera:

’g[)l (.’E = 0) = 0,
z/Jl(w = 01) = 1,/12(% = al);
din| vy
dr |,_,. dr |,_,
’QZJQ(.’E =a + bl) = ’L/Jg(iL” =a + bl),
dipa _ s
dr | _ Codr | _ ’
z=a1+b1 z=a1+b1 (237)
’g[)g(.’b =a + b1 + Cl) = 1,04(37 =a + b1 +Cl),
vy _
dx r=a1+b1+c1 dx r=a1+b1+c
¢4(x:a1+b1+01 +bg) :¢5($:(11+b1+01+b2),
b, _dvs
dx r=a1+bi1+c1+b2 dx r=a1+bi1+c1+b2 ,
1,[15($:a1+b1+61 +b2+a2) =0.
Aplicando (2,37) en (2,36), se obtiene:
A1 + B1 - 0
A A
( BZ ) = MM} ( Bi > (2.38)

Azek(a1+b1+c1+b2+a2) + B2e—k(a1+b1+01+b2+a2) =0

22



CAPITULO 2. SEGUNDO MODELO
2.4. N MOLECULAS DIATOMICAS

siendo:
Ml — Vo e kb1 gin(260; + q1by) —e Fatbi) gin(qby) (2.39)
L7 9%kgy ek (201401 gin (g, by) e®15in(20; — q1by) ’
Y,
2 Voo ek in (2605 + goby) —e~FRar+2bit2e1+b2) gin (g, by ) (2.40)
U7 kg \ eFart2bit2a4b2) gin(gyby) kb2 sin (2605 — gabs) '
con

61 = arcsin ( N > y 6y = arcsin < 12 )
vVou Vv Vo2

4 A
V=0 V =0
—a a0,
| €<= 1 Voz
Vo1 — by, —> l

| ="

Figura 2.6: Modelo de una molécula diatémica

Las ecuaciones (2,38) con las matrices (2,39) y (2,40) generan:

0 =2sinh[k(ci — a1 — a2)](k* + ¢ )(k* + ¢3 ) sin(q1b1) sin(gzb»)
+4kqy (k2 —+ qf) sin(gab2) cos(q1b1) coshlk(ci + a1 — a2)]
+2(k* + q2) (k> — %) sin(qabs) sin(qiby ) sinh[k(cr + a1 — as)]
+4kqz(k* + ¢7) sin(q1b1) cos(gab2) cosh[k(c1 — a1 + a2)] (2.41)
—2(k* + ¢})(k* — ¢3) sin(qub1) sin(gzbs) sinh[k(c1 — a1 + as2)]
+ek(cl+a1+a2)[2kq1 cos(qib1) + (k* — ¢7) sin(qiby)] - [2kqa cos(gab2) + (K* — ¢3) sin(gzbz)]
+e Mertarte)lagg, cos(qiby) — (k% — q7) sin(qib1)] - [2kga cos(gzba) — (k* — ¢3) sin(gab2)],

la cual es la ecuacion analitica para hallar los niveles de energia ligados (E < 0) a una molécula

diatémica. Véase Figura 2.6. Notese que poniendo ¢ = g2 = ¢q, by = by = by ¢; = ¢, entonces
la ecuacion (2,41) se reduce a la solucion (2,20) para los estados ligados a dos atomos idénticos.
Asimismo, poniendo ¢1 = g2 = ¢, by = by = (1/2)b y ¢1 = 0, se verifica la solucion (2,8) para
estados ligados a un atomo.

Por otro lado, considerando E > 0, es posible obtener la solucién analitica para hallar los estados
dispersivos para una molécula diatémica, por suerte, no es necesario realizar todo el calculo anterior
pues a partir de la expresion (2,41) solo se le debe hacer el siguiente cambio de variable: k — ik.
A raiz de esto, la generalizacion en la proxima seccion se hara solo para los estados ligados, puesto
que, los estados dispersivos se pueden deducir a partir del cambio de variable mencionado.

Generalizando ahora a un claster lineal de N moléculas diatémicas, afiadimos un nuevo
parametro, la separacién entre las moléculas es ¢o como se muestra en la Figura 2.7 y conser-
vando las caracteristicas anteriormente descritas para el sistema, se tiene que el potencial de la
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cadena molecular estarad dado por:

0 si 0<z<a
Vi oosi a1 <z <ai+bt
0 si a1 +b1 <x<ar+byer
Vo si a1 +b1+ci <z <ar+bi+c1+b
0 si a1 +br+ecr+ba<z<ar+br+cr+ba+c2

V(z) = : (2.42)
0 si a1+(N—1)(b1+cl+b2)+(N—2)02§x<a1+(N—1)(b1+cl+b2+02)
Vi osi a1+ (N —=1)(b1 +c1+ba+e2) <z <ar+ Nbi+(N—1)(c1 + b2 + ¢2)
0 si a1+ Nbp + (N =1)(c1 +b2+¢2) <z <ai+N(b1 +c1)+ (N —1)(b2 + c2)
Vo osi a1+N(b1+01)+(N—1)(b2+62)SCL‘Sal-l-N(bl-‘rCl-‘rbg)-‘r(N—l)Cz
0 si (11+N(b1+61+b2)+(]\771)02<ISa]_+N(b]_+cl+b2)+(N71)62+a2

con
2 2

Vi= —@Vm y Vo= —ﬂvoz

Es claro que este potencial es para N > 2 moléculas y como el sistema tiene 4V + 1 regiones, se
tendran 4N + 1 pares de coeficientes en la soluciéon a la ecuacién de Schodinger y considerando las
energias ligadas (E < 0) al sistema, entonces la solucion general a dicha ecuacion es la siguiente:

¥1(x) si 0<z<al
Ya2(x) si a1 <z <a1+b
’(/)3(1) si a1 +b1 <x<ar+bye
Ya(z) si a1+b1+c <xz<ar+bi+c+bo
¥s5(z) si a1 +bi+ea+b<z<ar+bi+ci+ba+e
by =1
Yan—3(x) si a1+ (N —1)(b1 +c1 +b2) - (N —2)co <z <ar+(N—1)(b1+c1+b2+c2)
Yan-—2(z) s a1+ (N —=1)(b1 +c1 +b2+c2) <z < a1+ Nby+ (N —1)(e1 + b2 + c2)
Yan—1(x) si a1+ Nbi + (N —1)(e1 +b2+c2) <z <ar+ N(bi+c1) + (N —1)(bz2 + c2)
Yan () si a1+ N1 4er) +(N=1)(b2+c2) <z <ar+ N(by+c1 +b2) + (N —1)e2
Yany1(x) si a1+ N(bi+e1 +b2)+ (N —1)ea <z <ay+ N(b1 +c1 +b2) + (N —1)ca + az
(2.43)
donde

(z)
(z)
Yuj 1(z) = Agj 1" + By ek (2.44)
(2)
)

Cabe mencionar que la funcién de onda (2,43) se compone a trozos por funciones de la forma (2,44)
paracada j =1,2,...,N.

Aplicando las condiciones de frontera a la soluciéon (2,43), se encuentran dos tipos de matrices
de transicion capaces de relacionar pares de coeficientes entre si de la forma de (2,45). Por tal
motivo, sea M ]1 la matriz de transicion asociada al primer atomo de la j—ésima molécula tal que:

Agj_q 1 ( Ayj_s )
- M i
( By > 7\ Baj—s )’

y sea M ]2 la matriz de transicién asociada al segundo 4tomo de la j—ésima molécula tal que:
Agja — M2 Agj
Bajia 7\ Basj—1

Asjta 221 [ Asgj_3 .
— a2yt A ~1,2,.,N 2.45
( Baj 15\ By ) T (24)
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Por lo tanto, para los estados ligados (E < 0), se concluye que:

A1 + B1 - 0
A4N+1 Al
=M 2.46
( Bin-1 By (2.46)
A4N+1ek[a1+N(b1+C1+b2)+(N—1)02} + B4N+1e—k[a1+N(b1+C1+b2)+(N—1)02} — 0
donde
N
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
M = (MRMy) (MR My ) - (M5 M) (MPM]) = [] M7 M, (2.47)
Jj=1
siendo:
ML= Vo1 e~ kb1 sin(261 + q1b1) _e—k[2a1+(2j—1)b1+2(—1)(c1+b2+c2)] sin(q161)
7 2kq1 ekl[2a1+(27—1)b1+2(j —1)(c1+b2+c2)] sin(gb) ekb1 sin(20; — q1b1)
9 Voo e~ kb2 sin(26s + q2b2) _e—kl[2a1+2j(b1+c1)+ (25 —1)b2+2(j —1)e2] sin(gab2)
J = 2kqo ( ek[2a1+2j(b1+c1)+(2j71)b2+2(j71)c2] sin(ngg) ekb2 sin(262 _ qzbz) )
(2.48)
con

f; = arcsin ( n ) , By = arcsin < 12 )

VVor Vo2
De esta manera, usando (2,46), (2,47) y (2,48), se obtiene la solucién no trivial para hallar los
estados ligados a un claster lineal de N moléculas diatémicas. Véase Figura 2.7.

4 'y
i V=0 V=
<« q, —> €« a; —>
-0 00 7
T [<— 1> — ¢, —) — ;> Vo
Vo1 — by — <— b, —>| |
le— b, —> e— b, —>)

Figura 2.7: Modelo de un cluster lineal de N moléculas diatémicas.

Por otro lado, si queremos hallar los estados dispersivos (E > 0) de la Figura 2.7, entonces se
hace el cambio £ — ik como se ha estado mencionando desde el capitulo anterior.

2.5. Generalizacion

En esta ultima seccién del capitulo, sea Ny el nimero de moléculas y Ny el numero de 4tomos
en cada molécula, se generaliza a M como la matriz de transicién asociada al sistema de un claster
lineal de N, moléculas compuestas por Ny &tomos cada una; en principio, los dtomos de cada
molécula pueden ser diferentes. Sea M J’ la matriz de transicién asociada al i—ésimo atomo de la
j—ésima molécula en la cadena lineal y se define la cantidad ZL'; como la distancia a la que se
encuentra cada atomo en cada molécula del sistema. Visto que el sistema general tiene 2/Ny Ny + 1
regiones, entonces:

A+ By =0,
Aon, Npt1 A
=M
( Bon, Nyt1 B, )’ (2.49)
2N _ N
A2N1N2+16k(a1+£1v;+a2> + BonyNys1€ k(a1+wN;+a2) -0
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con

ji=1

N2 N1 N27N1

_ Ni+1—1 _ Ni+1—14
M= [ ITmRess) ) = T Madis
j=1 \i=1

—ekbig—2k(a1+2;) sin(q;b;)

e~ kbi sin(20; + q;b;)

A — Voi
I 9k 5 i
B\ o—kbig2k(ar+e) sin(g;b;) eFbisin(26; — ¢;b;)
(2.50)

. Akl :

i =—ci+(j—1) Z(bk +ar) + Z(bk +cn)
k=1 k=1

Voi = ¢} + k*

0; = arcsin ( gi )

VVoi

Por lo tanto, las ecuaciones (2,49) y (2,50) establecen la solucién con mayor generalidad para
energias ligadas a un claster lineal de No moléculas compuestas por N; atomos cada una.
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Capitulo 3

Formula analitica general para N
Atomos 1dénticos

En este capitulo hallamos formulas analiticas generales para hallar las energias ligadas (E < 0)
y las energias dispersivas (£ > 0) ante un cluster lineal de N atomos idénticos modelados por pozos
de potencial delta de Dirac y por pozos de potencial finito como lo muestran las Figuras 1.5 y 2.5
en los capitulos anteriores, respectivamente. Asimismo, se obtienen féormulas analiticas generales
para hallar las energias ligadas ante un sistema periédico constituido por pozos de potencial delta
de Dirac y por pozos de potencial finito como se observan en las correspondientes Figuras 3.1 y
3.2 de este capitulo.

Iniciemos dando a conocer algunos resultados de la referencia [9] que trata con medios 6pticos
periédicos y estructuras periddicas estratificadas, y aunque no nos enfocamos en ese estudio en
especifico, si nos interesa saber su formalismo teérico para el tratamiento de estructuras periddicas;
en nuestro caso, para aplicarlo a una cadena lineal de N 4tomos idénticos.

De modo que, al considerar un sistema perioédico finito y lineal, compuesto de N adtomos idén-
ticos, es posible obtener una matriz de transicién a la, N-ésima potencia que relaciona a los coefi-
cientes de la funcion de onda antes y después de la cadena lineal atémica en la forma de la siguiente

expresion:
N
(5)=(a i) (8) =
B a21  A22 BB ’ '

donde los coeficientes Ag y Bg son los tultimos coeficientes de la solucién a la ecuacién de
Schrédinger con = B(N), el cual cambiara en cada modelo.
Por otro lado, se tiene que el determinante de la matriz dada en (3.1) es uno, esto es:

a1z — ajzaz = 1. (3.2)

Utilizando el teorema de Floquet-Bloch donde A es el periodo del sistema y K es el vector de
Bloch, se obtiene la siguiente identidad:

N a11 sin(NKA)—sin[(N—1)KA] a1z sin(NKA)
aip a2 sin(KA) sin(KA)
- . (33)
as1 Qoo agls:lrz(lé\;\[)(A) as2 sm(NI(S/i\IZ(}?[IXl)[(Nfl)KA]
con 1
COS(KA) = 5(0/11 + agg). (34)

Para finalizar con los resultados del aticulo, se observa que la matriz del lado derecho en la
igualdad (3.3) es de gran utilidad para hallar los eigenvalores de un sistema finito de una cadena
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lineal de N &tomos idénticos al aplicarla en las ecuaciones descritas en los capitulos previos, esto
se verd a continuacién. Véase Figura 1.5 y Figura 2.5.

Por otro lado, en realidad, los elementos de la matriz al lado derecho de la expresion (3.3) siem-
pre se pueden expresarse en términos de la ecuacion (3.4). Ya que por la identidad trigonométrica
(5.68) del Manual de formulas y tablas matemdticas de la serie SCHAUM, se tiene que:

J
=3 (-1t (N _‘f) [2cos(KA)Y ™2 YN eN (3.5)

S

sin(NKA)

sin(KA) por
Sin embargo, la sumatoria en la identidad trigonométrica (3.5) tiene dos limites superiores porque
se debe tomar como limite superior a J = %(N + 1) si N es impar, pero si N es par, entonces

J = %N es el limite superior de la suma.

3.1. Primer Modelo

Comenzamos recordando que si consideramos las energias ligadas (E < 0) para el diagrama de
la Figura 1.5, se obtiene la solucion no trivial (1.22) al imponer las condiciones de frontera y usar
la relacion (1.20) para cada atomo con la matriz de transicion (1.21) asociada al j-ésimo atomo
del clater lineal de la cadena atémica.

Por otro lado, se puede mostrar que (1.20) con (1.21) se convierten en:

ek(a1+jb)Aj+1 (1 _ 12172) ekb _%ekb ek[a1+(j71)b]Aj
— si j=1,2,..,.N
e—k(a1+jb)Bj+1 g%efkb (1 + (217](;) e~ kb e—k[al-‘r(j—l)b}Bj
(3.6)
Ahora, vamos a redefinir a los coeficientes de la siguiente manera:
ek[al-i-(j—l)b}Aj Aj
> (3.7)
e klart(j-H B, B,

Note que esta redefinicién es valida porque se cumple para cada par de coeficiones consecutivos.
De forma tal que si hacemos j — j + 1 en (3.7), se obtienen las redefiniciones para los coeficientes
del extremo izquierdo de la igualdad (3.6), esto es:

eklartit A, Ajn
— (3.8)

e—k(a1+]b)Bj+1 Bj+1

Asi, dadas las redefiniciones (3.7) y (3.8), la igualdad (3.6) ahora es:

Ajp (I—sf)e™  —gpe 4; ey 59)
= si j=1,2,..., 3.9
Bj1 ste ™ (L+gp)e™ B;

A manera de comentario, observe que el determinante de la matriz de transicion en (3.9) es igual
a la unidad, en otras palabras, la matriz en (3.9) cumple con la expresion (3.2). Asimismo, es claro
que esta nueva matriz de transicion que relaciona a los coeficientes ya no depende de la posicion
de los atomos en la cadena lineal. Aplicando ahora la relacion (1.20) en (3.9) para cada atomo
y poniendo a los primeros coeficientes en términos de los ultimos coeficientes de la solucién a la
ecuacion de Schrodinger, se cumple que:

N

A, (1+2)e* ek Anis
- (3.10)
B _@ne—kb (1 Ga) kb By

28



CAPITULO 3. FORMULA ANALITICA GENERAL PARA N ATOMOS
IDENTICOS
3.1. PRIMER MODELO

Note que (3.10) tiene la forma de la expresion (3.1) con S(N) = N + 1 y también note que
A = b es el periodo de la cadena lineal atémica. Seguidamente, si aplicamos las ecuaciones (3.1) y
(3.3) en la ecuacion (3.10) y dado que redefinimos los coeficientes, entonces las ecuaciones (1.22)
se convierten en:

Ale_’““ + Blek‘“ = 0
a11 sin(INKb)—sin[(N—1)Kb] a12 sin(NKb)

Ay sin(Kb) sin(Kb) ANt
= (3.11)
B azlsisrlllz([é\g(b) a2z SIH(NKS?I)l(_[S(I;)[(N_l)Kb] Bni1
Ay e ib=e2) 4 By efb=e) =
con
aj; = (1 + ;7(1) e " ap = ;Lzekb;
(3.12)
as) = —@e_kb Y Qs = (1 — a—o) ekt
21 % 22 2% -

Realizando los célculos correspondientes en las ecuaciones (3.11) con los elementos de matriz
(3.12), se obtiene que:

0 = sinh[k(a1 + a2 — b)]

snl(N ~ DY) | gag . (3.13)

. . . in(NKb
sin(KD) % sinh(ka1) sinh(kas) — sinh[k(a1 + ag)]} 781;:1(1(1{1)))
donde el vector de Bloch queda determinado por la ecuacion (3.4), la cual da lugar a la expresion:

cos(Kb) = cosh(kb) — ;—Z sinh(kb). (3.14)

Por lo tanto, las ecuaciones (3.13) y (3.14) forman la férmula analitica general para hallar las
energias ligadas (E < 0) ante un claster lineal de N atomos idénticos distribuidos uniformemente
en el espacio, donde cada &tomo ha sido modelado por un pozo de potencial delta de Dirac como
se muestra en la Figura 1.5. En realidad, las ecuaciones (3.13) y (3.14) siempre llevan a una sola
ecuacion usando la identidad trigonométrica (3.5) si N > 2; en particular, el calculo explicito
con N = 2 para obtener la ecuacion analitica (1.16) a partir de las ecuaciones (3.13) y (3.14) se
encuentra en la primera seccion A.1 del Apéndice A y como resultado, poder hallar las energias
ligadas (E < 0) ante un par de atomos idénticos como se muestran en la Figura 1.3

Por otro lado, si consideramos las energias dispersivas (E > 0) en la Figura 1.5, debemos hacer
el cambio k — ik en las ecuaciones (3.13) y (3.14). Esto es:

0 = sinfk(a: +a2—b)]W+{‘:) sin(kay) sin(kas) — sinfk(a + a>)] m (3.15)
o cos(Kb) = cos(kb) — ;—Z sin(kb) (3.16)

Entonces, las ecuaciones (3.15) y (3.16) forman la féormula analitica general para hallar las energias
dispersivas (E > 0) ante un cluster lineal de N atomos idénticos distribuidos uniformemente en el
espacio de la Figura 1.5.

Para terminar con esta seccién, es interesante notar que (3.15) y (3.16) reproducen los niveles
de energia para el pozo unidimensional de potencial infinito porque si hacemos que ag — 0,
entonces desde la ecuacion (3.16) se observa que no existe diferencia entre el vector de Bloch K
y el vector de propagaciéon k, y de la ecuacion (3.15), al anular el término proporcional a ag se
obtiene exacatamente 0 = sin[k(a; + (N — 1)b + a2)] y al poner L = a; + (N — 1)b + a2 donde L
es el ancho del pozo, se sigue que:

h2r?n?

2uL?
las cuales corresponden a los estados permitidos del caso unidimensional de un pozo de potencial
infinito.

knL=nm=>FE= sin=1,2,..., (3.17)
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3.2. Segundo Modelo

Similarmente para el segundo modelo, recordemos ahora que si consideramos las energias ligadas
(E < 0) en el diagrama de la Figura 2.5, se obtiene la solucion no trivial (2.29) al aplicar las
condiciones de frontera y usar la relacion (2.28) para cada atomo con la matriz de transferencia
(2.30) asociada al j—ésimo atomo del cluster lineal de la cadena atomica.

Considere ahora las siguientes redefiniciones:

ek[a1+(j*1)(b+c)]A2j71 Az 6k[a1+j(b+6)]A2j+1 Agjy
— y — (3.18)
e~HartG-D+olp, | Boj 1 e~kletiCtalp, Bojt1
Y de manera anéloga a la seccién anterior, podemos mostrar que redefiniendo a los coeficientes

de la forma (3.18) y poniendo a los primeros coeficientes en términos de los ultimos coeficientes de
la solucion a la ecuacion de Schrédinger, entonces (2.28) con (2.30) se convierten en:

N

( A, ) o ke [Cos(qb) +1 (% - %) sin(qb)] 1 (% + %) ek sin(gb) ( Aowin )
B, B —% (% + %) e~k sin(gb) eke [cos(qb) — % (% — g) sin(qb)] Byn 11
(3.19)

Es claro que (3.19) es consistente con la forma de (3.1), pero para este caso S(N) = 2N +1y el
periodo de la cadena lineal atomica es A = b+ c. Proseguimos a aplicar las ecuaciones (3.1) y (3.3)
en la ecuacion (3.19) y como redefinimos los coeficientes, se concluye que las ecuaciones (2.29) se
convierten en:

Aye " 4 Bret =0

A a11 Sin[K N (b+c)]—sin[K(N—1)(b+c)] a12 sin[K N (b+c)] A
1 sin[K (b+c)] sin[K (b+c)] 2N-+1
B in[K N (b+ in[K N (b+c)]—sin[K (N—1)(b+ :
By R e el Ban
Agyyre Hema) 4 By geblema2) = ¢
(3.20)
con
—ke 1/q .
ajp =e cos(gb) + = | = — — ) sin(gb) | ,
2\ k
1 k
a1y = <q + > ke sin(gb),
2\k ¢
(3.21)

3 1 k
agy = er¢ [cos(qb) ~5 <Z - q> sin(qb)}
Note que es posible verificar la ecuacion (3.2) tomando en cuenta los elementos de matriz (3.21).

Ahora, simplificando las ecuaciones (3.20) usando las ecuaciones (3.21), se obtiene que:

sin[K (N —1)(b+ ¢)] sin[KKN (b + ¢)]

0 =sinh[k(a; + a2 — ¢)] — sinh[k(a1 + a2)] cos(gb)

sin[K (b + ¢)] sin[K (b + ¢)]
k q . . . sin[KN (b + ¢)] (822)
-5 cosh(kay ) cosh(kas) — % sinh(ka, ) sinh(kaz) sm(qb)m,
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y por la ecuacion (3.4), el vector de Bloch queda determinado por:

cos[K (b + ¢)] = cosh(kc) cos(gb) — % (Z - I;) sinh(kc) sin(gb) (3.23)

En conclusién, la ecuacion (3.22) con (3.23) constituyen la férmula analitica general para hallar
las energias ligadas (E < 0) ante un cluster lineal de N atomos idénticos distribuidos uniformemente
en el espacio, donde cada atomo ha sido modelado por un pozo de potencial finito como se muestra
en la Figura 2.5. Nuevamente, en realidad, las ecuaciones (3.22) y (3.23) conducen a una sola
ecuacion al usar la identidad trigonométrica (3.5) si N > 2. Particularmente para N = 2, las
ecuaciones generales (3.22) y (3.23) se reducen a la ecuacion analitica (2.20) para hallar los estados
ligados (E < 0) ante dos atomos idénticos como se observan en la Figura 2.3 y para verificarlo
rapidamente, en la segunda seccion A.2 del Apéndice A, se tiene explicitamente que las ecuaciones
(3.22) y (2.20) conllevan a la misma ecuacion cuando a; = as = 0.

En cambio, si consideremos las energias dispersivas (E > 0) en este sistema, entonces debemos
realizar el cambio k£ — ik en las ecuaciones (3.22) y (3.23). Esto es:

sin[K(N —1)(b+ ¢)] sin[K N (b + ¢)]

0 =sin[k(a; + a2 — ¢)]

—sin[k(a; + a2)] cos(gb)

sin[K (b + ¢)] sin[K (b + ¢)] (3.24)
k q . : . sin[KN (b + ¢)] '
-5 cos(ka ) cos(kas) — % sin(kay ) sm(kaz)] sm(qb)m,
cos[K (b + c¢)] = cos(kc) cos(gb) — % <Z + l;) sin(kc) sin(gb) (3.25)

Por lo tanto, la ecuacion (3.24) con (3.25) constituyen la féormula analitica general para hal-
lar las energias dispersivas (E > 0) ante un clister lineal de N atomos idénticos distribuidos
uniformemente en el espacio. Véase Figura 2.5.

3.3. Formula general para energias ligadas ante N pozos de
potencial

Describimos aqui los sistemas mas cominmente relacionados con nuestra cadena lineal, es decir,
consideramos las energias ligadas (E < 0) ante N pozos de potencial pero sin pared de potencial
inifinito en sus extremos, como se muestra en la Figura 3.1 para el caso del modelo de pozos tipo
delta de Dirac y como se ve en la Figura 3.2 para el caso de pozos de potencial rectangulares.

Asi, se sabe que para las energias ligadas (E < 0) ante un potencial periddico sin las barreras
en los extremos, la funcién de onda ¢ (z) debe ser bien comportada, en particular, ¢ (z) y ¢g(z)
deben tender a cero en z — —o0 y & — 00, respectivamente; donde el origen se ha situado en la
posicién del primer pozo. Por tales motivos, se debe imponer que By =0y Ag = 0. Sustituyendo
ahora la matriz de transicion (3.3) en (3.1), se tiene que:

a11 sin(NKA)—sin[(N—1)KA] a12 sin(NKA)

Al sin(KA) sin( KA) 0
B in(NKA in{NKA)—sin[(N—-1)KA ’
0 amsisn(EKA) ) == sir?(I;A)[( 1) Bﬁ

Es claro que:
a9 sin(NKA) —sin[(N — 1) KA
sin(KA)
Esto quiere decir que para un potencial periédico formado por pozos de potencial, la informacion
de los eigenvalores estara contenida en la cuarta entrada de la matriz de transicién general asociada
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a la cadena lineal. Note que no se ha especificado si nos situamos en el primer o segundo modelo,
ya que, la expresion (3.26) se cumple para un potencial periodico formado por pozos de potencial
delta de Dirac o por pozos de potencial finito. Sin embargo, las tnicas diferencias que tendrén se
encuentran en las expresiones correspondientes al elemento de matriz ass y al vector de Bloch K,
las cuales son distintas para cada caso.

—ay6(x)

Figura 3.1: Diagrama de N pozos delta de Dirac.

Por lo tanto, sustituyendo el elemento de matriz ass de las expresiones (3.12) en la ecuacion
(3.26) siendo el periodo A = b, se tiene que:

B ap\ sin(NKb) sin[(N —1)Kb]
0=e" (1_ i) sin(Kb)  sin(Kb)

donde K es el vector de Bloch dado en (3.14). Luego, las ecuaciones (3.27) y (3.14) forman la
ecuacion analitica general para hallar las energias ligadas (E < 0) ante un potencial periédico
formado por N pozos de potencial delta de Dirac. Véase Figura 3.1.

En realidad, se sabe que la ecuacion (3.27) se escribe en términos de la ecuacion (3.14) si usamos
la idéntidad trigonométrica (3.5). En el caso general para N > 2, se tiene que la ecuacion (3.27)
podemos expresarla de la siguiente forma explicita:

(3.27)

0=c (1-32) i(—l)s+1 (f:f) [2 cosh(kb) — 22 sinh(kb)]N%“ -
o 3.28
- i(—l)s+1 <N oy 1) [2 cosh(kb) - %sinh(kb)]N_Qs

Luego, a raiz de la ecuacion explicita (3.28) para N = 2, es posible obtener la ecuaciéon analitica
(1.18) del Capitulo 1. Primer Modelo para hallar las energias ligadas (E < 0) ante un doble pozo
de potencial tipo delta de Dirac mostrado en la Figura 1.4 y tal calculo se desarrolla explicitamente
en la primera seccion B.1 del Apéndice B.

T A
Vo

1<—b—>

Figura 3.2: Diagrama de N pozos de potencial finito.

Similarmente, sustituyendo el elemento de matriz ass de las expresiones (3.21) en la ecuaciéon
(3.27) siendo el periodo A = b+ ¢, se sigue que:

e 1/q kY . SinfKN(b+c)] sin[K(N —1)(b+ )]
0=¢ [Cos(qb) "3 (k - ) sin b)} SKb+0] | Ko+ 0 P

donde K es el vector de Bloch dado en (3.23). Asi, las ecuaciones (3.29) y (3.23) generan la ecuacion
analitica general para hallar las energias ligadas (E < 0) ante un potencial periédico formado por
N pozos de potencial finito. Véase Figura 3.2.
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Nuevamente, se sabe que la ecuacion (3.29) puede escribirse en términos de la ecuacion (3.23)
usando la identidad trigonométrica (3.5) y en el caso general para N > 2, se obtiene que la ecuacién
(3.29) toma la siguiente forma explicita:

0 =ek* [cos(qb) - % (Z - ’;) sin(qb)} x

é:l(_l)s“ (J;[—_ 1S> {2 cosh (kc) cos(qb) — <Z - 5) sinh (kc) sin(qb)]N_gsﬂ 550
_ :22;(_1)5+1 <N S__Sl_ 1) [2 cosh(ke) cos(gb) — (i - 2) sinh(kc) Sin(qb):| N-2s

Seguidamente, poniendo N = 2 en la ecuacion explicita (3.30), se obtiene la ecuacién analitica
(2.22) del Capitulo 2. Segundo Modelo para hallar las energias ligadas (E < 0) ante un doble
pozo de potencial finito mostrado en la Figura 2./ y dicho célculo se expone explicitamente en la
segunda seccion B.2 del Apéndice B.

Cabe destacar que las sumatorias en las ecuaciones (3.28) y (3.30) tienen dos limites superiores
en cada una de las sumas pues se debe tomar como limite superior al valor .J; = Jy = %N en
ambas sumas si IV es un nimero par, pero si N es impar, entonces los limites superiores de las
sumas seran J; = 1(N +1) y Jo = $(N — 1), respectivamente.

Como comentario final, la expresion (3.26) se encuentra en la referencia [9] y la ecuacion trascen-
dental (3.29), donde K es el vector de Bloch dado en la ecuacion (3.23), fue obtenida por Pochi
Yeh en el libro Optical Waves in Layered Media.
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Capitulo 4
Energias

En este capitulo, analizaremos el comportamiento de las energias ligadas y de las energias
dispersivas en ambos modelos; a saber, usando la forma general de las matrices de transferencia
encontradas, se calculan numéricamente las energias para un cluster lineal atémico y para un
clister lineal con moléculas diatémicas para los modelos descritos anteriormente en los Capitulos
1 y 2. A manera de extra, la cadena lineal no necesariamente debe tener el mismo tipo de dtomos
o moléculas diatémicas y se aclararad dependiendo en qué caso nos situemos.

4.1. Analisis dimensional

Primeramente, se hace un anéilisis dimensional para calcular adecuadamente las energias y
estudiar al sistema cuéntico en el cual hemos partido de la ecuacién de Schrédinger donde se define
la cantidad u = rm. como la masa efectiva, r es algtin nimero real, por lo general 0 < r < 1,y m,
es la masa del electréon. Por otro lado, se definid el valor de la energia de la siguiente manera:

21.2
Wk :k2=:|:2—uE

E=+
20 h?

Note que E < 0 si son energias ligadas y £ > 0 si son energias dispersivas.
Sea by el parametro de normalizacién y multiplicando ahora por b2, entonces:

211b3
72

y en virtud de obtener una igualdad con cantidades adimensionales, se definen:

211b3
52

Las expresiones (4.1) estan normalizadas y se relacionan por la siguiente igualdad:

(kb0)2 = F E

kn=kby y En=

E (4.1)

kIQV =FFEy = Ex = :I:kIQV (42)

Entonces,
o1 .
E=4+——K
2me b3
En vista del factor constante en (4.3), podemos obtener un valor de la energia en joules o
electronvoltios dependiendo del sistema de unidades que se deseé usar y, comenzamos por recordar
los valores de la constante de Plank reducida y la masa del electrén para calcular h%/2m..

(4.3)

h=1.054571 x 107%*J s y m. = 9.109382 x 10> kg
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2

= ~ 6.104256 x 10 3°J - m?

2m,

Ademés, se sabe que leV = 1.602176 x 10719 y 1 A= 1 x 10~ %m. En consecuencia,

h2 ‘
~ 6.104256 x 1073°J - m? ~

(6104256 x 1073%)(1 x 10'0)?

Me

Sin embargo, para este anélisis aproximaremos hasta el segundo decimal, esto es:

1.602176 x 10—19

02 02
eV- A ~3.809978V- A

K2 2 02
~6.10 x 107%J-m? 6 ~ 3.81eV- A . (4.4)
2me, Me
Sustituyendo los valores (4.4) en la ecuacion (4.3), se sigue que:
10 x 10739, - m2 lev. &’
p= OO T ma g p 3BIEVA e (4.5)
rbg rbg

son las expresiones para la energia en joules o electronvoltios, respectivamente.

No obstante, es importante mencionar que el clister lineal y su solucién general seran expresados
en términos de cantidades normalizadas para poder interpretar mejor fisicamente al sistema. Asi
pues, de las ecuaciones (4.5), es claro que el parametro by tiene unidadades de longitud, ya sean
metros si usamos la primera o bien, dngstroms si se usa la segunda; a partir de esto, las distancias
en los modelos serén directamente proporcionales a este parametro de normalizacion.

Para el primer modelo en el Capitulo 1:

bi
bz’N: iz}bZ:bZNbo
bo
a
a1N=b*1=>01=a1N'bo
0 (4.6)
a2
asN = - = a2 = azn - bo
bo
agin = agibo = ag; = qoin
0
Para el segundo modelo en el Capitulo 2:
bi
biN:iébi:biN'bo
bo
cl .
CGN = — =ci=c¢n by
bo
a1N = %1 = a1 =ain by (4.7)
0
azNZZiZ>G2=a2N'bo
0
Vin = —Von
con
02
6.10 x 1073%J - m? 3.81eV- A
Vi T 6 V= = R Yy (4.8)
rby rb

Obviaremos el célculo del potencial para ser dimensionalmente correcto en el segundo modelo
porque es analogo al calculo para la energia.
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4.2. Primer Modelo

En esta seccion se encuentran numéricamente los niveles normalizados de energia ligada (En <
0) y de energia dispersiva (Ey > 0) para el primer modelo con potenciales tipo delta de Dirac
para modelar a un claster lineal de N5 moléculas formadas por N1 atomos cada una por medio de
su solucion general no trivial en términos de cantidades normalizadas. Usando (1.31) y (1.32) del
primer capitulo con (4.6) de la seccion anterior, la solucién general ahora es:

Al +31=0,

AN, Nat1 Ay
1 2 — M
< BN1N2+1 ) < Bl ) ’ (49)

kn (a1N+$x;+a2N> kN (a1N+z%;+a2N> -0

AN1N2+16 +BN1N2+167

con

N2 [/ Np N2, N1
_ Ni+1—1 _ Ni+1—14
=T {ITMe5S ) = 1T MEES
j=1

i=1 Fri=1
2kn 1 _e*2kN(a1N+wj-)
. an; QaoiN
Mi= 2(;;N (4.10)
N 2kN(a1N+zi-) 2kn
€ ! aoiN + 1

.

N, i
2= —bin+ (G- 1)) ben + Y bin
k=1 k=1

4.2.1. Claster lineal de N atomos idénticos distribuidos uniformemente
en el espacio

Inicialmente, considere un clister lineal formado por N dtomos idénticos distribuidos uniforme-
mente en el espacio, es decir, un claster lineal de No = N moléculas formadas por Ny = 1 solo
tipo de adtomos cada una, entonces se programo iterativamente la solucion (4.9) con (4.10) y, de
esta manera, se llegan a las energias normalizadas para distintos nimeros de atomos idénticos
distribuidos uniformemente en el espacio.

Por otra parte, el arreglo de la cadena lineal se pone con distancias homogéneas, en otras
palabras, las distancias entre dtomos se ponen iguales a las distancias de las paredes infinitas de
potencial a los &tomos mas cercanos; debido a esto, se eligen las siguientes distancias normalizadas
by = a1ny = aony = 5.0 con una intensidad agy = 2.0 para cada atomo. Asimismo, el nimero de
4dtomos a analizar se ha elegido en potencias de dos, en particular, se calcula para N = 2" atomos
idénticos con n =0,1,2,3,4,5.

La Figura 4.1 muestra los niveles normalizados de energia ligada (Ex < 0), los cuales resultaron
de forma tal que se obtuvieron N estados ligados como resutado de tener N &tomos idénticos
distribuidos uniformemente en el espacio con los parametros descritos previamente.

Cabe senalar que Ex = —0.9998 es el valor central (o mediana) y Ey = —0.9991 es la media
aritmética de los niveles normalizados de energia ligada al sistema de N = 32 &tomos idénticos,
ya que, para un atomo con una profundidad apny = 2.0 y a1ny = asny = 5.0, se obtiene que su
unico nivel normalizado de energia ligada es E1ny = —0.9998. Lo anterior se debe a que los niveles
de energia ligada, ante cadenas lineales de N atomos idénticos distribuidos uniformemente en el
espacio, se distribuyen casi simétricamente alrededor del nivel normalizado de energia ligada a un
atomo. Véase Figura 4.1.

A medida que las paredes infinitas se alejan a los extremos de los pozos los niveles decrecen,
de tal forma que en el caso de paredes muy lejanas E;y = —1.0, sin embargo, vemos que la
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dependencia no es lineal, cuando las paredes estan s6lo a una distancia de la separacion entre
pozos la energia sélo difiere en dos diez milecimas de lo que seria en el infinito.

La Figura 4.2, en cambio, ilustra los niveles normalizados de energia dispersiva (Enx > 0)
donde se obtienen NN + 1 estados dispersivos por cada banda de energia a partir de tener N atomos
idénticos distribuidos uniformemente en el espacio con distancias homogéneas.

Es interesante notar que independientemente del nimero de atomos, se obtiene que Einy =
0.3947 es el valor del primer nivel normalizado de energia dispersiva correspondiente al estado base
ubicado en la primera banda de energia. También, note que el primer nivel normalizado ubicado en
la segunda banda de energia dispersiva se conserva para cualquier nimero de atomos en la cadena
lineal. Véase Figura 4.2.
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Figura 4.1: Niveles normalizados de energia ligada ante un claster lineal de N = 1,2,4,8,16, 32
atomos idénticos distribuidos uniformemente en el espacio con by = ajny = asny = 5.0y agy = 2.0.
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Figura 4.2: Niveles normalizados de energia dispersiva ante un clister lineal de N = 1,2,4, 8, 16, 32
atomos idénticos distribuidos uniformemente en el espacio con by = ajny = asny = 5.0y agy = 2.0.

Finalmente, se han generado las funciones de onda normalizadas y las densidades de proba-
bilidad mostradas en el Apéndice C, las cuales corresponden a los cuatro estados ligados y a los
primeros cinco estados dispersivos ante N = 4 atomos idénticos distribuidos uniformemente en el
espacio. Véase Apéndice C.

A manera de plus, en la Figura 4.3 se han agrupado a todas las funciones de onda de los cuatro
estados ligados y primeros cinco estados dispersivos ante una cadena lineal de N = 4 atomos
idénticos distribuidos uniformemente en el espacio.
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Claramente se observa que en la parte inferior de la Figura 4.3 donde se encuentran los estados
ligados, se tiene que la funcién de onda del estado base es una funcién par, es decir, se cumple
que Y1 (—x) = 11 (x). Mientras que la funcion de onda del segundo estado ligado es una funcion
impar, es decir, ¥5(—z) = —1o(x). Asimismo, se observa que ¥3(z) es par y ¥4(z) es impar. Por
otro lado, en la parte superior de la Figura 4.3 donde se localizan los estados dispersivos, se tiene
que la funcion de onda 7 (z) del estado base es par, asi como 3(z) y ¥5(x) son funciones pares,
pero ¥s(x) y ¥4(x) son funciones impares.

Figura 4.3: Funciones de onda de los estados ligados y primeros cinco estados dispersivos ante un
clister lineal de N = 4 atomos idénticos distribuidos uniformemente en el espacio con by = a1 x5 =
asN = 5.0 Y agoNy = 2.0.

4.2.2. Claster lineal de N atomos diferentes distribuidos aleatoriamente
en el espacio

Previamente se analiz6 una cadena lineal de 4tomos idénticos distribuidos uniformemente en el
espacio, ahora centraremos el estudio en una cadena lineal de &tomos diferentes distribuidos aleato-
riamente en el espacio. En este célculo, las intensidades de los potenciales atémicos son distintos,
varian en un intervalo determinado y estédn distribuidas aleatoriamente en el espacio. La Figura
4.4 muestra los niveles normalizados de energia ligada ante N = 32 atomos con profundidades
diferentes distribuidos aleatoriamente en el espacio y note que se obtienen 32 estados ligados, lo
cual, se esperaba obtener; sin embargo, la distribucién de dichos niveles cambia considerablemente
debido a pequenos cambios en el intervalo de las intensidades normalizadas.

De derecha a izquierda, vamos a examinar a la Figura 4.4 para la cual, en cualquier intervalo
de las intensidades normalizadas, hay 32 profundidades uniformemente distribuidas en un cierto
intervalo de energia, pero aleatoriamente distribuidas en el espacio. La banda de energia ligada
en color rojo corresponde al caso cuando todos los pozos atémicos tienen la misma profundidad
agN = 2.00.
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Por otro lado, la banda en color verde se consigue a partir de variar las intensidades de las
profundidades atémicas de 1.95 a 2.05, donde el valor minimo y el valor méximo de este intervalo
son 2.5 % menor y mayor, respectivamente, respecto a las profundidades de los atomos de la banda
de energia en color rojo.

Aumentando ahora un 5% a la intensidad agy = 2.00, considerarla como el valor maximo del
intervalo correspondiente a la banda de energia en color cyan y manteniendo el mismo valor minimo
de la intensidad del intervalo de la banda en color verde, entonces se consigue que el intervalo de las
intensidades de las profundidades atémicas sea de 1.95 a 2.10 para las cuales, se obtiene la banda
de energia en color cyan. Asi se fue haciendo los incrementos o los decrementos en los intervalos
sumandoles un 2.5% que corresponde a aumentar o disminuir en un 0.05 a ambos extremos del
intervalo de variacion de las intensidades de las profundidades atémicas.

El desorden de las energias ligadas es muy evidente para la banda de color negro en el extremo
izquierdo de la Figura 4.4 pues es casi 6 veces mas extensa que la banda roja y tan solo basto
un decremento en el valor minimo al unisono de un incremento en el valor maximo de un 7.5 %
respecto al valor agy = 2.00 para obtener los valores extremos de las intensidades del intervalo
para la banda de color negro, es decir, poner la variacién de las intensidades de las profundidades
atémicas en el intervalo de 1.85 a 2.15.
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Figura 4.4: Niveles normalizados de energia ligada ante un claster lineal de N = 32 atomos con
profundidades diferentes distribuidos aleatoriamente en el espacio siendo by = a1 n = asny = 5.0.

Para finalizar el anélisis del claster lineal de N = 32 atomos con profundidades diferentes
distribuidos aleatoriamentre en el espacio, es intersante notar que el promedio de los niveles nor-
malizados de energia ligada est4 al rededor de Exy = —1.000 para las bandas de energia en color
rojo, verde, azul marino y negro; la razén es que en esos casos se cambié en la misma proporcién
tanto al valor maximo como al valor minimo en el intervalo de variacién de la intensidad mante-
niendo al valor central fijo, pero con cambios mas pronunciados, esto no se seguird cumpliendo.
Ademés, al ver a la Figura 4.4 de izquierda a derecha, se puede observar que un aumento en el
valor minimo de la intensidad implica una disminucién en los valores de los niveles superiores de la
banda y una disminucién en el valor maximo de la intensidad implica un aumento en los valores de
los niveles inferiores de la banda pues esto se debe a que las profundidades de los pozos en realidad
son negativas.

4.2.3. Cluaster lineal de N moléculas diatomicas idénticas distribuidas
uniformemente en el espacio

Una vez terminado con el estudio para una cadena lineal de 4tomos, se prosigue a analizar a
un claster lineal de N moléculas diatémicas idénticas distribuidas uniformemente en el espacio, en
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otras palabras, un cluaster lineal de Ny = N moléculas compuestas por Ny = 2 tipos de dtomos
cada una; y en seguida, se calculan las energias normalizadas ante distintos nimeros de moléculas
diatomicas idénticas distribuidas uniformemente en el espacio para distintas caracteristicas en las
intensidades de los 4&tomos y en la separacién entre sus atomos y moléculas.

En un primer acercamiento a este nuevo sistema, considere los siguientes pardmetros normal-
izados: a1y = asny = 5.0, biy = 2.5, bay = 5.0, apyny = 2.0 y agay = 1.9 para N = 2" moléculas
diatémicas idénticas con n = 1,2,...,5. Note que la distancia de separacién entre dtomos en las
moléculas es la mitad de la separacién entre las moléculas y la profundidad del segundo atomo en
la molécula es solo un 5% menor respecto al primero. La Figura 4.5 ilustra el comportamiento
de los estados ligados bajo estos parametros ante N moléculas diatémicas idénticas distribuidas
uniformemente en el espacio, pero a diferencia de la cadena lineal atomica, aqui se forman dos
bandas de energia y cada una de ellas tiene IV estados ligados.
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Figura 4.5: Niveles normalizados de energia ligada ante un cluster lineal de N = 2,4,8,16,32
moléculas diatémicas idénticas distribuidas uniformemente en el espacio con los pardmetros ayx =
asN = 5.0, blN = 2.5, ng = 5.0, Aol N — 2.0 y apoN = 1.9.
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Figura 4.6: Niveles normalizados de energia dispersiva ante un claster lineal de V = 2,4, 8,16, 32
moléculas diatomicas idénticas distribuidas uniformemente en el espacio con los pardmetros ayx =
Ao N = 50, blN = 2.5, ng = 50, g1 N = 2.0 Yy GpoaN = 1.9.

Por otro lado, en la Figura 4.6 se muestran los niveles normalizados de energia dispersiva y un
gap entre las primeras dos bandas de energia con NV + 1 estados dispersivos cada una. Fijémonos
ahora en la parte inferior de la primer banda de energia dispersiva en color rojo generada ante
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N = 32 moléculas diatomicas idénticas distribuidas uniformemente en el espacio, note que existe
una ligera separacién entre dos de sus niveles de energia con el resto, pero su segunda banda
presenta un comportamiento distinto pues sus estados inferiores se encuentran muy proximos entre
si a diferencia de sus estados superiores de la misma.

Para continuar con esta subseccién, fijamos ahora a un cluster lineal de N = 32 moléculas
didtomicas idénticas distribuidas uniformemente en el espacio con las mismas caracteristicas en la
intensidad normalizada del primer 4tomo en cada molécula y en las distancias normalizadas entre
atomos y moléculas, no obstante se disminuye en un 2.5 % a la intensidad normalizada del segundo
atomo en cada molécula hasta tener una intensidad del 10 % menor respecto al primero, es decir,
se incia con agay = 2.0 y se finaliza con agony = 1.8 manteniendo a agiy = 2.0. Al variar a la
segunda intensidad de esta manera, se conservan el niimero estados ligados en ambas bandas, pero
provoca que las bandas de energia ligada asciendan y se observa que se modifica mas intensamente
a la segunda banda de energia ligada. Véase Figura 4.7.
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Figura 4.7: Niveles normalizados de energia ligada ante un cluster lineal de N = 32 moléculas
diatomicas idénticas distribuidas uniformemente en el espacio con los parametros a;y = asy = 5.0,
blN = 2.5, ng =5.0 Yy aoin = 2.0.
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Figura 4.8: Niveles normalizados de energia ligada ante un cluster lineal de N = 32 moléculas
diatémicas idénticas distribuidas uniformemente en el espacio con los parametros a1y = asy = 5.0,
blN = 2.5, ng =5.0 y apoN = 2.0.

Estudiando brevemente a la Figura 4.8 y a diferencia de la Figura 4.7, aqui fijamos agay = 2.0y
aumentamos en un 2.5 % a la intensidad normalizada del primer 4tomo en cada molécula hasta con-
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seguir una intensidad del 10 % mayor respecto al segundo, esto es, ag1xy = 2.00,2.05, 2.10, 2.15, 2.20;
entonces se mantiene el nimero de estados ligados en cada banda, pero esta vez, provocando el
efecto contrario. Las bandas de energia ligada descienden si aumentamos la intensidad de agin
y ahora se observa que se modifica méas intensamente la primer banda de energia ligada. Véase
Figura 4.8.

Si ahora unimos las Figuras 4.7 y 4.8, entonces obtenemos la Figura 4.9 y resulta ser intrigante
porque se combinan ambos comportamientos. Sabemos que para estados ligados, las bandas de
energia ascienden a menor intensidad y descienden a mayor intensidad de los atomos ya que este
comportamiento es debido a que las intensidades son en realidad negativas. Por lo tanto, si variamos
las intensidades de los atomos en las moléculas simultdneamente, entonces la banda de energia
ligada superior asciende al disminuir la intensidad normalizada del segundo 4tomo mientras que
la banda de energia ligada inferior desciende al aumentar la intensidad del primer atomo pues al
pozo mas profundo se le asigna la primer banda y al pozo menos profundo se le asigna la segunda
banda; por supuesto, conservando el nimero de estados por cada banda de energia ligada.

El comportamiento que ambos obedecen es que para pozos méas profundos las posiciones en-
ergéticas de las bandas descienden . Véase Figura 4.9.
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Figura 4.9: Niveles normalizados de energia ligada ante un cluster lineal de N = 32 moléculas
diatomicas idénticas distribuidas uniformemente en el espacio con a;y = asy = 5.0, byjy = 2.5y
bon = 5.0.

Por otro lado, en la Figura 4.10 se obtienen 33 estados dispersivos en cada banda de energia y
coincide para atomos con intensidades diferentes en las moléculas, excepto en un caso. La primer
banda en color negro tiene tan solo 31 estados dispersivos porque los atomos de las moléculas
ahora tienen las mismas intensidades, entonces el nimero de estados son influidos tinicamente por
la separacion entre los &tomos en cada molécula diatémica y por la separaciéon entre las moléculas
diatomicas; por consiguiente, le corresponde un anélisis diferente al mostrado hasta el momento.
Ademiés, el comportamiento de los estados dispersivos son muy similares, ain con la diferencia al
variar simultaneamente a las intensidades de ambos dtomos en las moléculas diatémicas idénticas.

Continuando con el estudio del comportamiento de los niveles de energia ante un claster lineal
de N = 32 moléculas diatémicas idénticas distribuidas uniformemente en el espacio, ahora vamos
a variar la separaciéon entre las moléculas diatémicas, asi como la separacion entre los &tomos de
cada molécula diatomica.

Considerando los siguientes parametros normalizados: a1 xy = asny = 5.0, apiny = 2.1, agony = 1.9
y establecemos que la distancia normalizada de separacién entre las moléculas diatémicas sea
bony = 5.0. Pero, disminuimos en un 10% a la distancia normalizada de separacién entre los
atomos de cada molécula diatémica respecto a la distancia de separaciéon entre dichas moléculas
hasta conseguir que la separaciéon entre los dtomos en las moléculas diatémicas sea la mitad de la
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Figura 4.10: Niveles normalizados de energia dispersiva ante un claster lineal de N = 32 moléculas
diatomicas idénticas distribuidas uniformemente en el espacio con a;y = asy = 5.0, byy = 2.5y
b2N =5.0.
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Figura 4.11: Energias normalizadas ligadas ante un claster lineal de N = 32 moléculas diatémicas
idénticas distribuidas unifomemente en el espacio con los parametros normalizados a1 5 = asy = 5,
Ao N = 2.]., agoN = 1.9 y b2N =9.

distancia entre las moléculas diatémicas, esto es, la separacion entre los dtomos de cada molécula
diatémica toma los siguientes valores by = 5.0,4.5,4.0,3.5,3.0,2.5. En consecuencia, note que la
banda de energia ligada superior asciende mientras que la banda de energia ligada inferior desciende
y se modifica més intensamente a la banda superior al disminuir la separacién entre los atomos
de cada molécula diatomica. Asimismo, se mantienen los 32 estados ligados por cada banda de
energia. Véase Figura 4.11.

Por otro lado, también se calcularon los niveles normalizados de energia dispersiva mostrados
en la Figura 4.12 y, para cada valor de la distancia de separacién entre los &tomos de cada molécula
diatomica, existen cambios muy significativos en el comportamiento de los niveles de energia en
cada una de sus respectivas bandas. Fijémos ahora cuando b, = 5.0, dando lugar a las bandas
de energia dispersiva en color negro de la Figura 4.12 y para esta separacion, se muestran las
primeras cuatro bandas de energia dispersiva, pero las dos primeras bandas en la parte inferior
se encuentran muy ligeramente separadas entre si al igual que las dos tltimas bandas en la parte
superior; por tanto, cada par de bandas en color negro vistas de esta manera, hacen ilusién a una
sola banda de energia con 2 x 32 + 1 estados dispersivos.

El anterior parrafo es posible verificarlo si seguimos con el estudio en la Figra 4.12, pero

44



CAPITULO 4. ENERGIAS
4.2. PRIMER MODELO

D
i
T

[\S]
T

Energia Normalizada
—_ n
T T

0.5k =
. blNZSAO blN:4‘5 blN:4‘0 blN:3‘5 blN:3‘0 blN:2‘5
Figura 4.12: Energias normalizadas dispersivas ante un clister lineal de N = 32 moléculas

diatomicas idénticas distribuidas unifomemente en el espacio con los parametros normalizados
aiy = aan =5, apiy = 2.1, agay = 1.9y bay = 5.

sitiandonos ahora en las préoximas bandas de energia dispersiva en color magenta generadas cuando
la separaciéon normalizada entre los atomos de cada molécula es by = 4.5, entonces se aprecia
inmediatamente que sus dos primeras bandas en la parte inferior tienen una notoria separacién
entre ellas, asi como las dos bandas de energia en color magenta en la parte superior. Ademés,
la primera banda y la tercera banda de energia dispersiva en color magenta tienen 33 estados
dispersivos cada una, no obstante la segunda banda tiene tan solo 32 estados dispersivos de tal
manera que concuerda con el nimero de estados que se tenian desde las bandas de energia dispersiva
en color negro.

Siguiendo con las observaciones de las bandas de energia dispersiva de la Figura 4.12, nos fijamos
ahora en las bandas de energia de los colores cyan y azul marino que corresponden a los valores
biy = 4.0y byy = 3.5 como sus correspondientes distancias normalizadas de separacién entre
los 4tomos en cada molécula. Estas distancias normalizadas conllevan a distinguir mejor a las dos
primeras bandas de energia dispersiva una de la otra; y en el caso de la parte inferior de la primer y
tercer banda de energia, note que coexisten dos estados dispersivos que se encuentran ligeramente
separados del resto de su respectiva banda. Aun con ello, las bandas conservan el nimero de estados
dispersivos, en particular, la primer banda de energia contiene 33 estados dispersivos, la segunda
banda tiene 32 estados dispersivos, etc. Véase las bandas en colores cyan y azul marino de la Figura
4.12.

También nétese que para cualquier distancia mostrada en la Figura 4.12, la primer banda
de energia dispersiva se mantiene casi en la misma posicién respecto a las demas. Sin embargo,
la segunda banda de energia dispersiva asciende rapidamente conforme se disminuye la distancia
normalizada de separacion entre los &tomos de cada molécula diatomica. Asi, la segunda y la tercer
banda en color negro generadas cuando b;ny = 5.0, que en principio se encuentran muy separadas
entre si, al disminuir la separacién normalizada entre los &tomos en las moléculas diatémicas hasta
tres quintas partes de la separacién entre dichas moléculas, es decir, cuando by ;y = 3.0 y generar las
bandas en color verde, entones observamos que la segunda y la tercer banda de energia dispersiva
se aproximan mucho entre si. Pero, al poner la distancia de separacién entre los dtomos en las
moléculas diatémicas como la mitad de la separacién entre moléculas diatémicas, es decir, al poner
b1y = 2.5; nuevamente la segunda y la tercer banda en color rojo se alejan una de la otra, pero la
segunda banda de energia dispersiva en color rojo ahora contiene a 33 estados dispersivos. Véase
la Figura 4.12.

Siguiendo con el anélisis, estudiemos las Figuras 4.18 y 4.14 que muestran los niveles de
energia normalizada ante un cluster lineal de N = 32 moléculas diatémicas idénticas distribuidas
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uniformemente en el espacio, pero en lugar de variar la separacion entre los &tomos de cada molécula
diatémica, ahora nos dirigimos a variar la distancia de separacion entre las moléculas diatémicas.
Poniendo los pardmetros normalizados: aixy = asy = 5.0, apixy = 2.1, apey = 1.9, fijamos a
biny = 5.0 y disminuimos en un 10 % a la distancia normalizada de sepraciéon entre las moléculas
diatomicas hasta conseguir una distancia 50 % menor que la distancia normalizada de separacion
entre los &tomos de cada molécula diatémica, es decir, la separaciéon entre las moléculas diatémicas
toma los siguientes valores normalizados: by = 5.0,4.5,4.0, 3.5,3.0, 2.5.

Iniciando con la Figura 4.13 para los niveles normalizados de energia ligada, nuevamente ten-
emos que la banda de energia ligada superior asciende mientras que la banda de energia ligada
inferior desciende y cada una de estas bandas contienen 32 estados ligados. Ademas, la segunda
banda en la parte superior parece modificarse a mayor medida que la primer banda en la parte in-
ferior al disminuir la separacién entre las moléculas diatémicas. En particular, es interesante notar
que para cualquier separacion entre las moléculas diatémicas mostradas en la Figura 4.13, ambas
bandas abandonan a un nivel de energia conforme se varia esta distancia; en otras palabras, el ul-
timo estado ligado de la primer banda se mantiene constante, asi como el primer estado ligado de
la segunda banda también se mantiene constante mientras que las bandas descienden o ascienden,
respectivamente.
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Figura 4.13: Niveles normalizados de energia ligada ante un clister lineal de N = 32 moléculas
diatomicas idénticas distribuidas unifomemente en el espacio con los parametros normalizados
aiN = aaN = 50, aglN = 2.]., agaN = 1.9 y blN =5.0.

En contraparte, también se calcularon numéricamente los niveles normalizados de energia dis-
persiva que se muestran en la Figura 4.14 e igualmente, proseguimos analizando las bandas de
energia normalizada dispersiva para las distintas distancias de separacién entre las moléculas di-
atémicas. Aqui también se observan cambios muy significativos en el comportamiento de los niveles
de energia dispersiva en cada una de sus bandas, pero recuerde que la banda en color negro para
bany = 5.0 de la Figura 4.14 se analiz6 previamente en la Figura 4.12 pues las bandas negras en
las Figuras 4.12 y 4.14 corresponden al mismo sistema con los mismos pardmetros normalizados.

Por otro lado, si comparamos las Figuras 4.12 y 4.14, entonces se aprecian similares entre si;
aunque, el numero de estados dispersivos en cada banda no necesariamente coincide. Por ejemplo, la
primer banda de energia dispersiva en color magenta de la Figura 4.14 tiene 34 estados dispersivos
y la segunda banda en color magenta tiene ahora 31 estados dispersivos; en cambio, las dos primeras
bandas de energia dispersiva en color rojo de la Figura 4.14 tienen 34 estados dispersivos cada
una, pero con la diferencia de que dos de los estados dispersivos de la primer banda se encuentran
separados de ella, como se observa en la Figura 4.14. Por lo tanto, lo anterior difiere en el niimero
de estados dispersivos con lo obtenido en la Figura 4.12.

Para finalizar el anélisis del comportamiento de los niveles de energia ante un claster lineal de
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Figura 4.14: Niveles normalizados de energia dispersiva ante un claster lineal de N = 32 moléculas
diatomicas idénticas distribuidas unifomemente en el espacio con los parametros normalizados
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Figura 4.15: Energias ante un claster lineal de N = 32 moléculas diatémicas idénticas distribuidas

unifomemente en el espacio con los parametros a; = ay = 25 EA, agr = 0.42m~ 1 y ags = 0.38m L.

N = 32 moléculas diatémicas idénticas distribuidas uniformemente en el espacio, ya no vamos a
considerar cantidades normalizadas sino que pondremos la energia en electronvoltios y utilizaremos
la masa efectiva del Arseniuro de Galio (GaAs) dada por p = rm, con r = 0.067 y el parametro

de normalizacién by = 5.0 A para usar las relaciones (4.6). En la Figura 4.15 se muestra el
comportamiento de los niveles de energia tanto ligados como dispersivos, donde ponemos a la
distancia de separacién entre las moléculas diatémicas igual a la distancia de separacién entre los
adtomos de cada molécula y posteriormente, se disminuyen a ambas distancias al mismo tiempo,

esto es, las distancias antes mencionadas toman los siguientes valores: by = bs = 25.0 10&,22.5 A

.20.0 A,17.5 8,15.0 A, 12.5 A.
Analizando la Figura 4.15, se tiene que cada par de distancias by y by generan dos bandas de

energia ligada (E < 1.5 €V) con 32 estados ligados cada una. En el caso cuando b; = by = 12.5 j&,
encontramos un gap con un ancho de 0.47 eV y al tomar las diferencias de los valores de las energias
extremas de las bandas ligadas en color rojo, se tiene que el ancho de la primer banda ligada es
de 0.47 eV y el ancho de la segunda banda ligada es 0.86 eV. Por otro lado, fijémonos ahora en
las bandas de energia dispersiva (E > 1.5 eV') y conforme se dismiuyen las distancias by y bs, dos
estados dispersivos van quedando apartados del resto de los niveles encontrados en las bandas de
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energia dispersiva; en el caso de las bandas en color rojo para estados dispersivos, se tiene que la
energia dispersiva en el estado base es F; = 2.60 eV y el segundo nivel de energia se encuentra en
E, =2.62 eV, los cuales se localizan aislados de los demas.

4.2.4. Claster lineal de N moléculas diatémicas diferentes distribuidos
aleatoriamente en el espacio

Anteriormente, se estudié una cadena lineal de moléculas diatémicas idénticas distribuidas
uniformemente en el espacio, pero ahora se estudia brevemente a una cadena lineal de moléculas
diatomicas diferentes distribuidas aleatoriamente en el espacio. Y una vez més, se propone la masa
efectiva del Arseniuro de Galio (GaAs) dada por p = rm, con r = 0.067 y el parametro de

normalizacién by = 5 A para usar las relacions (4.6); en este nuevo caso, las intensidades de los
potenciales moleculares son distintos, también varian en un intervalo dado y estan distribuidos
aleatoriamente. Este célculo se lleva a cabo variando aleatoriamente las intensidades de los atomos
en cada molécula y en la Figura 4.16 se presentan dos bandas de energia ligada, con 32 estados
cada una, generadas ante N = 32 moléculas diatémicas diferentes distribuidas aleatoriamente en
el espacio para distintos pardmetros del sistema.

Las primeras tres bandas de energia ligada ubicadas en la parte izquierda de la Figura 4.16,
corresponden al caso cuando la separacion entre los &tomos de cada molécula diatémica es la mitad
que la separacion entre las moléculas diatémicas, esto es, by = 12.5 A y bo = 25.0 A. Las bandas de
energia en color negro, magenta y cyan son generadas cuando las intensidades de los potenciales se
permiten variar aleatoriamente en los siguientes tres pares distintos de intervalos: (I) de 0.30 m~! a
0.36 m~!yde0.38 m~! a0.44 m~t, (II) de 0.32 m~' 2 0.36 m~! y de 0.38 m~! a 0.42 m~1, (III)
de 0.34 m~! a 0.36 m™! y de 0.38 m™! a 0.40 m~!; para las intensidades del primer y segundo
atomo en cada molécula diatémica, respectivamente.
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Figura 4.16: Energias ligadas ante un claster lineal de N = 32 moléculas diferentes distribuidas

aleatoriamente en el espacio cuyo parametro de normalizacion es by =5 Ay a; = as = 25 A.

En particular, note que si reducimos los intervalos de variacion de las intensidades de los poten-
ciales moleculares, entonces el ancho de las bandas de energia ligada se reducen considerablemente.
En particular, fijémonos en las bandas en color negro para las cuales, se tienen los anchos de 0.64 eV
y 0.58 eV que corresponden al ancho de la primera banda y de la segunda banda de energia ligada
en color negro, respectivamente. Ademaés, los anchos de las primeras bandas en color magenta y
cyan son 37.5 % y 71.8 %, respectivamente, menores respecto al ancho de la primera banda en color
negro. Pero, los anchos de las segundas bandas de energia en color magenta y cyan son 31.0% y
62.0 % menores respecto al ancho de la segunda banda de energia en color negro. Por lo tanto, la
primera banda de energia ligada se contrae mas intensamente. Véase Figura 4.16.
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En cambio, las tres bandas de energia ligada localizadas en la parte derecha de la Figura 4.16,
corresponden al caso (IIT) cuando las intensidades de los potenciales varian aleatoriamente de
0.34 m~' a0.36 m~' y de 0.38 m™—! a 0.40 m~! para las intensidades del primer y segundo 4tomo
en cada molécula diatémica, respectivamente. Pero, las bandas de energia en color azul marino,

verde y rojo son generadas a partir de proponer las distancias: (IV) b; = 14.5 A y by =23.0 A, (V)

by = 16.5 A y by = 21.0 A, (VI) by =185 A y by = 19.0 A; como la separacién entre los &tomos en
cada molécula diatéomica y la separaciéon entre las moléculas diatémicas, respectivamente.

Asi, al fijar solamente a un par de intervalos de variacion de las intensidades de los potenciales
moleculares y variar las distancias de separacion, se observa que los anchos de las bandas de energia
ligada no se contraen significativamente. Véase Figura 4.16.

4.3. Segundo Modelo

Una vez mas, en esta nueva seccién se encuentran numéricamente las energias normalizadas
tanto ligadas (Enx < 0) como dispersivas (Ex > 0) para un segundo modelo de un claster lineal
de Ny moléculas formadas por N; dtomos cada una por medio de su solucién general no trivial en
términos de cantidades normalizadas de manera semejante a lo realizado para el primer modelo de
la seccion anterior. Utilizando ahora las ecuaciones (2.49) y (2.50) del Capitulo 2 con las relaciones
(4.7) de la Seccion 4.1 de este capitulo, la solucion general es:

A1+B1:0,

Aony Not1 Ay
1 2 — M
( Byn, No+1 B, )’ (4.11)

kn (a1N+$x;+a2N) —kn (0«1N+90%;+CL2N) -0

Aon, Nyt1€ + Bon, Nyt1€

con

Ng N1 N27N1
_ Ni+1—1 _ Ni+1—14
M= L ITvds) | = T Meis
i=1

i=1 =1

e knbin sin(26; + q;inbin) —eknbin g=2kn (@1N+23) gin (g bin)
M= Voin

77 2kng i
NAN\ emhvbin g2k (@in +20) sin (g biy) eF v sin(26; — qinbin)
‘ M i
wi=—cin+ (= 1)) (b + cxn) + Y (ben + ckn)
k=1 k=1
Voin = iy + kX (4.12)

6; = arcsin ( din >
VVoin

4.3.1. Cluaster lineal de N Atomos idénticos distribuidos uniformemente
en el espacio

En primer lugar, supongamos un claster lineal formado por N atomos idénticos distribuidos
uniformemente en el espacio, es decir, un claster lineal de Ny, = N moléculas compuestas por
N; =1 solo tipo de atomos cada una. Asi, vamos a programar iterativamente la solucion (4.11)
con (4.12) para encontrar numeéricamente las energias normalizadas ante distintos nimeros de
atomos idénticos distribuidos uniformemente en el espacio. También, definimos una expresion en
términos de la longitud de enlace de los 4tomos en la molécula y la distancia de separacién entre
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ellas dadas por by y ¢y, respectivamente. Esta expresion es llamada fraccion de llenado y estara
definida por:

I=1rn (4.13)

En el estudio del arreglo de la cadena lineal atémica se fijan los siguientes parametros nor-
malizados: los atomos extremos de la cadena lineal estdn a a;y = asny = 5.0 de las barreras de
potencial infinitas y la energia potencial de cada dtomo es Viy = —Vpn = —1.0.

Considere N = 2™ 4tomos idénticos paran = 0,1,...,5y by = ¢y = 4.0. Note que el ancho
de los 4atomos es igual a la distancia de separacion entre ellos y, por tanto, f = 1/2 es la fraccion
de llenado en este caso. La Figura 4.17 ilustra el comportamiento de los niveles normalizados
de energia ligada bajo estos parametros ante N atomos idénticos distribuidos uniformemente en
el espacio y, como resultado, se generan dos bandas de energia ligada al aumentar el ntimero de
atomos, la primera banda tiene N estados ligados, pero el nimero de niveles de la segunda banda
de energia ligada varia conforme agregamos atomos a la cadena lineal.
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Figura 4.17: Niveles normalizados de energia ligada ante un cluster lineal de N = 1,2,4,8, 16, 32
atomos idénticos distribuidos uniformemente en el espacio cuya energia potencial es Vy = —1.0
para cada atomo con a1y = aay =5.0, by = ey =4.0y f=1/2.

it
oo
T

S
[=)}
T

Energia Normalizada
<) o
[\ ~
T T
L

(]
T

Figura 4.18: Niveles normalizados de energia dispersiva ante un clister lineal de N = 1,2,4, 8,16, 32
atomos idénticos distribuidos uniformemente en el espacio cuya energia potencial es Vy = —1.0
para cada atomo con a1x = asny =5.0, by =cy =4.0y f=1/2.
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En particular, si nos fijamos ahora en las bandas de energia ligada en color rojo para N = 32
atomos idénticos distribuidos uniformemente en el espacio, entonces la primera banda tiene 32
estados ligados y la segunda banda solamente tiene 27 estados ligados. Donde es interesante obtener
que Ex = —0.7347 es la media aritmética de los valores de las energias normalizadas ubicadas en
la primera banda ligada en color rojo, ya que, Eyn = —0.7347 es el nivel normalizado de energia
ligada en el estado base ante un tinico 4&tomo con energia potencial Vy = —1.0. Véase Figura 4.17.

+ N

Vs
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ZE

Figura 4.19: Funciones de onda de los estados ligados y primeros cinco estados dispersivos ante un
claster lineal de N = 4 atomos idénticos distribuidos uniformemente en el espacio con f =1/2.

Por otro lado, la Figura 4.18 muestra los niveles normalizados de energia dispersiva ante N
atomos idénticos distribuidos uniformemente en el espacio con f = 1/2 como la fraccién de llenado.
La segunda banda de energia tiene N + 1 estados dispersivos, pero es importante notar que la
primera banda de energia dispersiva se manifiesta a partir de N = 8 atomos idénticos pues el
nimero de estados dispersivos en la primera banda incrementa al aumentar el nimero de 4tomos
de la cadena lineal a causa de los estados ligados, aparentemente faltantes, de la segunda banda
de energia ligada; puesto que, si sumamos el nimero de estados de la segunda banda de energia
ligada de la Figura 4.17 con el nimero de estados de la primera banda de energia dispersiva de la
Figura 4.18, entonces obtenemos un total N estados.

Por ejemplo, la primera banda de energia dispersiva en color rojo tiene 5 estados dispersivos
y previamente se coment6 que la segunda banda de energia ligada en color rojo tiene 27 estados
ligados y al sumar ambas cantidades, se obtienen un total de 32 estados. Por lo tanto, los estados
ligados faltantes de la Figura 4.17 han migrado como estados dispersivos de tal manera que forman
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la primera banda de energia dispersiva de la Figura 4.18.

Ademés, se han generado las funciones de onda normalizadas y las densidades de probabilidad
mostradas en el Apéndice D, las cuales corresponden a los ocho estados ligados y a los primeros
cinco estados dispersivos ante N = 4 atomos idénticos distribuidos uniformemente en el espacio
mostrados en las Figuras 4.17 y 4.18 con f =1/2 como fraccion de llenado.. Véase Apéndice D.

Nuevamente, a manera de plus, en la Figura /.19 se han agrupado a todas las funciones de
onda de los ocho estados ligados y primeros cinco estados dispersivos ante una cadena lineal de
N = 4 atomos idénticos distribuidos uniformemente en el espacio.

Fijémos ahora a una cadena lineal de N = 32 atomos idénticos distribuidos uniformemente en
el espacio cuya energia potencial es de V = —1.0 para cada atomo, donde las distancias de los
atomos extremos de la cadena lineal estan a aynx = asny = 5.0 de las barreras de potencial infinitas
y estudiemos un par de casos que describen diferentes comportamientos de los niveles de energia a
partir de como se relaciona el ancho de los 4&tomos con la distancia de separacién entre ellos en la
fraccion de llenado.

Supongamos una dependencia lineal entre el ancho de los a&tomos y la distancia de separacion
entre ellos. Las Figuras 4.20 y 4.21 muestran las energias normalizadas tanto ligadas como dis-
persivas donde se observa la migracion de los niveles de energia usando diferentes fracciones de
llenado, las cuales han sido calculadas a partir de la expresion (4.13).

o
i
T

Energia Normalizada
S
W (e
T
|

| — _— [
f=513 =715 f=9/17 f=11/19 f=1321 £=15/23

-1

Figura 4.20: Energias normalizadas ante un cliaster lineal de N = 32 atomos idénticos distribuidos
uniformemente en el espacio cuya energia potencial es Vy = —1.0 para cada atomo con a1y =
Ao N = 5.0 y bN =4.0.

Primero consideré by = 4.0 como el ancho de los dtomos y cxy = 2.5, 3.5, 4.5, 5.5, 6.5, 7.5 son
los valores que toma la distancia de separacién entre los atomos en la cadena lineal. Esto da lugar
a la Figura 4.20 que muestra los niveles normalizados de energia ligada (Exy < 0) y de energia
dispersiva (Ey > 0) ante N = 32 atomos idénticos distribuidos uniformemente en el espacio.
Situdndonos en la primera banda de energia ligada, se tienen 32 estados ligados para cualquier
fraccion de llenado y podemos apreciar que al ir aumentando el valor de la fraccién de llenado, los
niveles normalizados de energia ligada tienden a su media aritmética Ex = —0.7347, la cual es
constante para cada fraccion de llenado y es el valor de la energia normalizada en el estado base
para un sélo &tomo mencionado anteriormente.

Por otro lado, observe que las bandas de energia dispersiva en la parte superior de la Figura
4.20 van descendiendo al mismo tiempo que se van compactando. Asimismo, se puede distinguir
el cambio de estados dispersivos a estados ligados en la frontera (Ey = 0) donde se crea una
especie de banda de energia con el inconveniente que algunos estados son dispersivos mientras que
otros son estados ligados a la cadena lineal, tal como se percibe para las bandas generadas con
f=5/13, 7/15 a la izquierda de la Figura 4.20.

En particular, analicemos cuando la fraccion de llenado es f = 7/15 a partir de que by = 4.0 es
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el ancho de los atomos y ¢y = 3.5 es la distancia de separacion entre ellos. La primera y la segunda
banda de energia ligada (Ex < 0) en color magenta tienen 32 y 24 estados ligados, respectivamente;
no obstante, la primera banda de energia dispersiva (Ex > 0) en color magenta tnicamente tiene
8 estados dispersivos y junto con la segunda banda de energia ligada aparentan ser una sola banda
de energia con 32 estados. También, podemos obtener algo analogo para f = 5/13 que genera las
bandas de energia en color negro. Véase Figura 4.20

Pongamos ahora que cy = 4.0 es la distancia de separaciéon entre los &tomos, by =
3.0, 3.4, 3.8,4.2,4.6, 5.0 son los valores que toma el ancho de los d4tomos y, como resultado, se
obtiene la Figura 4.21 que muestra los niveles normalizados de energia ligada (Ex < 0) y de en-
ergia dispersiva (Enx > 0) ante N = 32 atomos idénticos distribuidos uniformemente en el espacio,
pero esta vez, inicamente se varia al ancho de los a&tomos en la cadena lineal.
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Figura 4.21: Energias normalizadas ante un cliaster lineal de IV = 32 atomos idénticos distribuidos
uniformemente en el espacio cuya energia potencial es Vy = —1.0 para cada atomo con a1y =
Ao N = 5.0 Y CN = 4.0.

En la Figura 4.21, observe que las bandas de energia ligada (Ey < 0) descienden y se compactan
cada vez que se disminuye la fraccion de llenado (los anchos de los pozos aumenta por lo que existe
mas interaccion entre los pozos). Para empezar, note que existe una tnica banda de energia ligada
en color negro con 32 estados ligados generados a raiz de f = 20/35, fraccion de llenado desde la
cual, se contempla el cambio de estados dispersivos a estados ligados en la frontera (Ey = 0) para
las siguientes fracciones de llenado f =20/37 y f = 20/39.

En particular, si ey = 4.0 y by = 3.4, se tiene f = 20/37 donde la primera y la segunda banda
de energia ligada (En < 0) en color magenta tienen 32 y 11 estados ligados, respectivamente; pero,
la primera banda de energia dispersiva (Ex > 0) en color magenta solo tiene 21 estados dispersivos.
De tal manera que, una vez mas, se confirma que se obtienen 32 estados al sumar el nimero de
estados ubicados en la segunda banda de energia ligada y la primera banda de energia dispersiva
de la Figura 4.21.

4.3.2. Claster lineal de N moléculas diatémicas idénticas distribuidas
uniformemente en el espacio

Ya que hemos terminado con el estudio para una cadena lineal de &tomos, ahora vamos a analizar
un clister lineal de N moléculas diatéomicas idénticas distribuidas uniformemente en el espacio,
es decir, un claster lineal de N = N moléculas compuestas por Ny = 2 tipos de dtomos cada
una y, en seguida, se calculan numéricamente las energias normalizadas ante distintos nimeros de
moléculas diatomicas idénticas distribuidas uniformemente en el espacio. Para esta nueva seccion,
definimos una fraccion de llenado asociada a los potenciales atéomicos en cada molécula, la cual
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estd dada por la siguiente expresion:

1 1
v = — , 4.14
Mo T Y
donde Viy = —Viin v Voy = —Vhon son las energias normalizadas de potencial asociadas al

primer y al segundo atomo, respectivamente.
También definimos dos fracciones de llenado adicionales que relacionan el ancho de los 4tomos
con las distancias de separacién entre 4tomos y moléculas. Estas son:

1 1

= Y P (4.15)

C1N Ca2N

fi

donde by y bay son los anchos respectivos del primer y del segundo 4tomo en cada molécula
diatémica, mientras que c;y es la distancia de separacién entre los atomos de cada molécula
diatémica y con es la distancia de separacion entre dichas moléculas.

Primero, variamos el nimero de moléculas diatémicas idénticas en potencias de dos, en partic-
ular, considere una cadena lineal con N = 2" moléculas diatémicas idénticas paran = 0,1,...,5
donde los atomos extremos de la cadena lineal estan a a1y = asy = 5.0 de las barreras de potencial
infinitas. Asimismo, ponemos que Viy = —1.2 y byny = 2bay = 4.0 usando fy = 10/22, f; =1/3
y f2 = 3/5 como las fracciones de llenado. Véase Figura 4.22.

Note que los parametros mencionados en el parrafo anterior son suficientes para hallar los
demas faltantes pues teniendo en cuenta las definiciones de las fracciones de llenado, se obtienen
que Voy = —1.0, c;n = 2.0 y cany = 3.0. Asimismo, es claro que en cada molécula diatomica, la
profundidad del potencial asociado al primer atomo es 20 % mayor respecto a la profundidad del
segundo atomo y el ancho del primer d4tomo es el doble del ancho del segundo d4tomo. Por otro lado,
la distancia de separacién entre los 4tomos de cada molécula diatémica es 50 % menor respecto a
la distancia de separacion entre dichas moléculas.
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Figura 4.22: Energias normalizadas ante un claster lineal de N = 1,2,4,8,16,32 moléculas di-
atomicas idénticas distribuidas uniformemente en el espacio con a1y = asny = 5.0, Viy = —1.2,
biy = 2bany = 4.0, fy =10/22, f =1/3y fa = 3/5.

La Figura 4.22 muestra cuatro bandas de energia, en particular, hay tres bandas de energia
ligada (Ex < 0) con N estados ligados cada una y una banda de energia dispersiva (Ex > 0), en el
intervalo de energia considerado, con N + 1 estados dispersivos. Estas bandas han sido generadas al
variar IV, el numero de moléculas diatémicas idénticas. Ademaés, observe que los estados ubicados
en la primera banda de energia ligada se encuentran degenerados compartiendo la energia en el
estado base de una molécula diatomica. Por otro lado, los estados ligados ubicados en la primera
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y en la segunda banda de energia ligada se distribuyen casi simétricamente al rededor del segundo
y del tercer nivel normalizado de energia ligada ante una molécula diatémica.

Fijémos ahora a una cadena lineal de N = 16 moléculas diatémicas idénticas distribuidas
uniformemente en el espacio donde las distancias de los dtomos extremos del clister lineal estan a
ain = asy = 5.0 de las barreras de potencial infinitas y analicemos algunos casos describiendo el
comportamiento de las energias normalizadas a partir de variar las fracciones de llenado. De modo
que iniciemos variando fy y, posteriormente, variaremos f; y fo.

Como se coment6 en el parrafo anterior, vamos a iniciar con la variacién de fy siendo Von =
—1.0 un valor fijo para la profundidad del potencial del segundo dtomo en cada molécula diatémica,
entonces solo haremos variar Viy que la profundidad del potencial asociado al primer atomo
mientras que usamos las mismas distancias que se manejaron en la Figura 4.22, esto es, fijaremos
las siguientes distancias normalizadas a1y = aany = 5.0, byy = 2bay =4.0con f, =1/3y fo =3/5
como fracciones de llenado. Véase la Figura 4.28 para apreciar el comportamiento de las energias
normalizadas al variar fy .
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Figura 4.23: Energias normalizadas ante un claster lineal de N = 16 moléculas diatomicas idénticas
distribuidas uniformemente en el espacio con a1y = asy = 5.0, Voy = —1.0, byy = 2boy = 4.0,

=13y f2=3/5.

La Figura 4.23 muestra las bandas de energia ante distintos valores de la fraccion de llenado
asociada a los potenciales atomicos de cada molécula. Es intersante notar que hay cuatro bandas de
energia en color negro generadas ante fyy = 10/18, de las cuales, las dos bandas en la parte inferior
de la grafica (Eny < 0) tienen 16 estados ligados cada una, asi como la primera banda de la parte
superior de la grafica (Ex > 0) tiene 16 estados dispersivos, pero la segunda banda de energia
dispersiva tiene 17 estados y dos de ellos se distinguen bien uno del otro y, aunque se encuentran
separados del resto, su separacion se hace cada vez méas estrecha al disminuir la fraccién fy . Para
el caso fy = 10/18, note que la profundad del potencial asociado al primer dtomo es 20 % mayor
respecto a la profundidad del segundo.

Observamos que la segunda banda ligada casi no mueve su posicién enegética (en realidad
desciende ligeramente), algo semejante sucede también con la segunda banda dispersiva que después
se convierte en primera para f > 10/21.

Asimismo, la banda de energia dispersiva encontrada cerca de la frontera (Ex = 0) para
fv = 10/18, conserva 16 estados pese a que va descendiendo hasta convertirse en una banda de
energia ligada para fy = 10/23. Terminando tal sucesion, también se observan cuatro bandas de
energia en color rojo generadas ante fy = 10/23 y, esta vez, se obtienen tres bandas de energia
ligada (Ex < 0) con 16 estados cada una y la primera banda de energia dispersiva (Enx > 0) con
17 estados. Véase la Figura 4.23.

Por otro lado, note que las bandas de energia ligada se degeneran (las bandas se compactan)
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mientras que la primera banda desciende y la segunda banda desciende ligeramente hasta aprox-
imarse a la que serd la tercera banda de energia ligada. Y, como consecuencia, las primeras dos
bandas de energia ligada, que en principio se encontraban muy proximas entre si, se alejan una
respecto de la otra. Véase parte inferior de la Figura 4.23.

Sin embargo, otra manera de variar la fraccién fy es cambiando Vo, la profundidad del
potencial asociado al segundo atomo y fijando la profundidad del primero a Vi = —1.2. Asi, la
Figura 4.24 también muestra las bandas de energia, ante distintos valores de la fraccion de llenado
asociada a los potenciales a&tomicos de cada molécula, pero presentando un comportamiento distinto
al mostrado anteriormente en cémo se disponen sus niveles de energia. Véase la Figura 4.24 para
apreciar el comportamiento de las energias normalizadas al variar fy .

Al fijarnos en los estados ligados (Ex < 0) donde se aprecian tres bandas de energia para cada
fv, la primera banda permanece fija mientras que la segunda banda se degenera y desciende rapi-
damente hasta aproximarse a la primera; en cambio, la tercera banda de energia ligada se degenera
y desciende paulatinamente. Por otro lado, la primera banda de energia dispersiva (Ex > 0) se
comporta de manera muy similar al caso anteriormente visto pues contiene 17 estados dispersivos
y dos de estos estados se encuentran separados del resto. Véase Figura 4.24.
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Figura 4.24: Energias normalizadas ante un claster lineal de N = 16 moléculas diatomicas idénticas
distribuidas uniformemente en el espacio con a1y = asy = 5.0, Viy = —1.2, by = 2bon = 4.0,

fi=1/3y f»=3/5.

Veamos ahora qué pasa si variamos f; y f2, las cuales relacionan el ancho de los &tomos con
las distancias de separacién entre dtomos y molélculas. Entre otras cosas, se obtendran compor-
tamientos similares al variar una u otra fraccion de llenado.

Primeramente, modificamos el valor de f; siendo byy = 4.0 un valor fijo para el ancho del
primer dtomo de cada molécula diatémica y, para ello, variamos el valor de ¢ que es la dis-
tancia de separacion entre los atomos de dichas moléculas. Véase la Figura 4.25 para apreciar el
comportamiento de las energias normalizadas si se varfa fi.

Como hemos estado observando, tenemos que la Figura 4.25 también degenera las bandas de
energia a la medida de que aumentamos la fraccion de llenado. Cuando f; = 0, se tiene que ¢y = 0,
es decir, la separacién entre los atomos de cada molécula diatémica es nula; generando asi, tres
bandas de energia ligada (Ey < 0), la primera y la segunda banda contienen 16 estados ligados
y la tercera banda de energia ligada tan solo tiene 3 estados ligados pues, como sabemos, esto se
debe a que la primer banda de energia dispersiva (Ex > 0) tiene 13 estados dispersivos. En estos
casos, existe un traslape entre estados ligados y dispersivos (como cuando f; = 0).

Al fijarnos en los estados ligados (Ex < 0), la primera y la segunda banda ascienden, pero
la tercera banda de energia ligada desciende y, como se aprecia, son procesos lentos. En cambio,
si observamos los estados dispersivos (Ex > 0), entonces notamos la formacion de gaps entre las
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bandas de energia dispersiva solo en las bandas de los colores magenta, cyan, azul y rojo pues en la
segunda banda en color negro y en la primera banda de color verde no son claras las separaciones
entre dichas bandas.
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Figura 4.25: Energias normalizadas ante un claster lineal de N = 16 moléculas diatémicas idénticas
distribuidas uniformemente en el espacio con a1y = asy = 5.0, Viy = —1.2, byy = 2bsy = 4.0,
fy=10/22y fo = 3/5.

Considere ahora una variacién de f; mientras fijamos ¢; 5 = 2.0 como la distancia de separacién
entre los atomos de cada molécula diatémica, en otras palabras, solo vamos a variar el ancho del
primer atomo de dichas moléculas dado por el parametro byy. Como veremos a continuacion,
aparentemente las bandas de energia se disponen de una manera complicada si observamos por
separado a los estados ligados de los estados dispersivos. Sin embargo, su comportamiento cobra
sentido observandose a las bandas de energia ligadas junto con las bandas de energia dispersiva.
Véase Figura 4.26.
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Figura 4.26: Energias normalizadas ante un claster lineal de N = 16 moléculas diatémicas idénticas
distribuidas uniformemente en el espacio con a5 = asy = 5.0, Viy = —1.2, boy = 1y = 2.0,
fy=10/22y fo = 3/5.

La parte inferior de la Figura 4.26 muestra diferentes nimeros de bandas de energia ligada
(En < 0) conforme se disminuye la fracciéon de llenado, en particular, es claro que hay un par de
bandas en color negro y un par en color magenta, tres bandas en color cyan y tres en color azul y,
cuatro bandas en color verde y cuatro en color rojo. Estas bandas de energia contienen 16 estados
ligados cada una.
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Note ahora que las bandas de energia ligada descienden al mismo tiempo que se degeneran ya
que las bandas se compactan. Mas atn, las primeras dos bandas de energia ligada estan cercanas
entre si en f; = 5/10, pero de f; = 5/15 hasta f; = 5/19 se van alejando una de la otra y vuelven
a acercarse entre si cuando fi = 5/22.

En las bandas de energia dispersiva (Ex > 0) de la parte superior de la Figura 4.26 podemos
observar uno o dos gaps entre dichas bandas. Note que en el primer gap encontramos dos estados
dispersivos entre las primeras dos bandas de energia dispersiva en colores magenta, azul y rojo;
pero estan distanciados del resto. Ademas, las primeras bandas de energia dispersiva tienen 16 o
17 estados dispersivos, en particular, la de color negro tiene 17, la de color magenta tiene 16, la
de color cyan tiene 17 y asi sucesivamente hasta llegar a la primera banda en color rojo con 16
estados dispersivos. Esto es debido al intercambio de un estado entre las primeras dos bandas de
energia dispersiva.

Por otro lado, fijandonos en los estados de la primera banda de energia dispersiva. En f; = 5/10
tenemos 17 estados, pero en f; = 5/13 solo tenemos 16 estados. Puesto que en la transicion de
fi = 5/10 hasta f; = 5/13 se esta cediendo un estado dispersivo a la segunda banda de energia
dispersiva. Este proceso se lleva a cabo como indica la siguiente lista, el cual se repite cada cierto
valor de la fraccion de llenado.

1. En f; = 5/10, la primera banda tiene 17 estados dispersivos.
2. La formacion de un segundo gap y distincion de una segunda banda con 17 estados dispersivos

3. El estado dispersivo con menor energia de la segunda banda desciende mas rapido y se
desprende de ella.

4. El estado dispersivo de la primera banda con mayor energia desciende muy lentamente y se
desprende de la misma.

5. El estado dispersivo con mayor energia de la segunda banda se desprende de ella de manera
parecida al paso anterior.

6. En f; = 5/13, los estados dispersivos en el primer gap entre las primeras bandas se trasladan
hacia la parte inferior de la segunda banda y el estado dispersivo ubicado en el segundo gap
emigra a la parte inferior de la tercera banda.

7. La primera banda ahora tiene un nimero de estados menor a sus 16 estados iniciales.
8. El estado dispersivo del quinto paso ahora ya se sitia en la parte inferior de la tercera banda.

9. No queda rastro de la primera banda inicial, la segunda banda ahora es la primera banda de
energia con 17 estados dispersivos y dos de ellos estan distanciados del resto.

10. Los estados dispersivos de los pasos tres y cuatro se sitian en la parte inferior de la recien-
temente nombrada primera banda de energia dispersiva.

11. En f; = 5/16, regresamos al paso uno con distinta fraccion de llenado.

Nota: En cada uno de los pasos enlistados anteriormente, los niveles normalizados de energia
dispersiva descienden.

Asi, se repite el proceso de tal manera que las bandas de energia dispersiva (Ex > 0) en-
contradas cerca de la frontera (Exy = 0) conservan 16 estados aunque van descendiendo hasta
convertirse en bandas de energia ligada (Exy < 0) y, por esta razén, el numero de bandas de
energia ligada aumenta al disminuir la fraccién de llenado.

De manera anéloga a lo realizado anteriormente, al modificar el valor de f, considerando a
bany = 2.0 como un valor fijo para el ancho del segundo atomo de cada molécula diatémica y
el comportamiento de las energias normalizadas se muestra en la Figura 4.27 aunque, por otra
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parte, también se puede modificar el valor de fs ahora considerando que cony = 3.0 es un valor fijo
para la distancia de separacién entre las moléculas diatémicas y el comportamiento de las energias
normalizadas obtenidas se muestran en la Figura 4.28.

En la Figura 4.27 cabe destacar la existencia de un par de estados ligados (Ex < 0) separados
de las bandas de energia cuando fo = 0 pues el primer estado parece marcar pauta para saber
en dénde se ubicaré la primera banda degenerada de energia ligada si aumentamos la fracciéon de
llenado, mientras que el segundo estado marca la pauta de la tendencia de la ubicacién del primer
nivel con menor energia de la tercera banda de energia ligada. Véase Figura 4.27.

En el caso de los estados ligados de la Figura 4.28, note que hay tres bandas de energia ligada
(En < 0) con 16 estados cada una cuando f, = 15/25 y, al terminar la disminucion de la fraccion de
llenado, hay cinco bandas de energia ligada (Ex < 0) con 16 estados cada una cuando f» = 15/55.
Véase Figura 4.28.
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Figura 4.27: Energias normalizadas ante un claster lineal de N = 16 moléculas diatomicas idénticas
distribuidas uniformemente en el espacio con a1y = asy = 5.0, Viy = —1.2, byy = 2boy = 4.0,

fv=10/22y fi = 1/3.
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Figura 4.28: Energias normalizadas ante un claster lineal de N = 16 moléculas diatomicas idénticas
distribuidas uniformemente en el espacio con a1y = asy = 5.0, Viy = —1.2, iy = 4.0, coay = 3.0
fr=10/22y f, =1/3.

4.4. Comparaciéon de un &tomo con una serie infinita de pozos

Para finalizar el capitulo, vamos a comparar los niveles de energia ante un atomo con una serie
infinita de pozos (cristal unidimensional) sin barreras infinitas de potencial en los extremos donde
utilizaremos cada uno de los modelos vistos anteriormente.
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En el primer modelo obtuvimos las férmulas analiticas (1.6) para Ex < 0y (1.10) para Ex > 0
ante un atomo modelado por un pozo de potencial tipo delta de Dirac con barreras infinitas de
potencial en los extremos del a&tomo como se ilustra en la Figura 1.1, mientras que para el vector
de Bloch K del primer modelo, se obtuvieron las férmulas analiticas (3.14) para Ex < 0y (3.16)
para Ex > 0.

A la izquierda de la Figura 4.29 se muestra el nivel de energia ligado y los primeros dos niveles
de energia dispersivos para un atomo del primer modelo (pozo tipo delta de Dirac) y, por otro
lado, las regiones en color azul a la derecha de la Figura 4.29 son las bandas de energia de una
serie infinita de pozos de potencial tipo delta de Dirac sin barreras infinitas de potencial en los
extremos. La curva en color gris a la derecha de la Figura 4.29 es Kn /7 contra En.

Desde la Figura 4.29 podemos ver el salto desde los niveles discretos de un simple pozo de
potencial tipo delta de Dirac hasta el caso de un potencial cristalio periédico fomado por pozos
tipo delta de Dirac.

Figura 4.29: Grafica de los niveles de energia de un atomo y las bandas de energia de una serie
infinita de pozos de potencial tipo delta de Dirac cuyos parametros son by = a;y = asy = 5.0y
agN = 2.0.

Figura 4.30: Grafica de los niveles de energia de un &tomo y las bandas de energia de una serie
infinita de pozos de potencial finito cuyos parametros son Va = —1.0, ayy = aeny =5.0y f =1/2.
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En el segundo modelo obtuvimos las formulas analiticas (2.8) para Ex < 0y (2.13) para Ex > 0
de un 4tomo modelado por un pozo de potencial finito con barreras infinitas de potencial en los
extremos del &tomo como se ilustra en la Figura 2.1, mientras que para el vector de Bloch K del
segundo modelo, se obtuvieron las férmulas analiticas (3.23) para En < 0y (3.25) para Ex > 0.

A la izquierda de la Figura 4.80 se muestran los dos niveles de energia ligados y los primeros
dos niveles de energia dispersivos de un atomo del segundo modelo y, por otro lado, las regiones en
color rojo a la derecha de la Figura 4.30 son las bandas de energia de una serie infinita de pozos
de potencial finito sin barreras infinitas de potencial en los extremos. La curva en color amarillo a
la derecha de la Figura 4.30 es Kn contra Ep.

De la Figura 4.30 se observa que para el modelo de pozos rectangulares, la primer banda ligada
queda bien confinada alrededor del primer nivel de un pozo, pero no sucede lo mismo con el segundo
nivel ligado, el cual queda un poco més extendido, de manera semejante a las bandas dispersivas.

Notemos que el comportamiento de las bandas de energia obtenidas en las Figuras 4.29 y 4.30
ya se anunciaban desde las Figuras 4.1 y 4.2 en la subseccion 4.2.1 del primer modelo y desde las
Figuras 4.17 y 4.18 en la subseccion 4.3.1 del segundo modelo.

Como parte de los resultados, también podemos obtener la Figura 3.1, una grafica similar
encontrada en la referencia [8] para las bandas de energia de una serie infinita de pozos de potencial
finito donde el ancho de los pozos y la separacién entre ellos son tales que ¢y = 0.1by = 0.5.

Figura 4.31: Grafica de los niveles de energia de un atomo y las bandas de energia de una serie
infinita de pozos de potencial finito cuyos parametros son Vy = —3.1, a1y = aay = 5.0y f = 1/11.
La curva en color amarillo a la derecha es Ky contra Ep.
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Capitulo 5

Densidades de probabilidad para una
cadena lineal

En este ultimo capitulo, consideramos los estados ligados (E < 0) y responderemos las sigu-
ientes preguntas: jddnde es mds probable encontrar al electron? y ;donde no existe probabilidad de
encontrarlo?, cuando éste se mueve a través de una cadena lineal de dtomos idénticos distribuidos
uniformemente en el espacio. Para ello, vamos a analizar las densidades de probabilidad, |¢(x)|?,
obtenidas a partir del primer modelo visto en los capitulos anteriores usando potenciales tipo delta
de Dirac.

Dada la forma de la funcién de onda v (z) de los estados ligados, como se observa en la Figura
4.8 o en el Apéndice C, se tiene que la maxima probabilidad de hallar al electrén debe encontrarse
en las posiciones de los atomos en la cadena lineal y estudiaremos como es este comportamiento.
A continuacion notaremos que este patron depende del numero de dtomos y del nivel de energia
que queramos analizar.

5.1. Cadena lineal de N aAtomos idénticos distribuidos uni-
formemente en el espacio

Supongamos que cada uno de los atomos tiene la misma profundidad agxy = 2.0 con las sigu-
ientes distancias by = a;ny = azny = 5.0. Note que estos pardmetros fueron propuestos para
calcular las energias mecanicas normalizadas de un electrén ante N atomos idénticos distribuidos
uniformemente en el espacio y generar las Figuras 4.1 y 4.2 de la Subseccion 4.2.1 en el Capitulo
4.

Consideramos el n—ésimo nivel de energia y dado un ntmero N de atomos idénticos de la
cadena lineal, sean P,,Q,, C N2 el conjunto de los 4tomos con la mayor probabilidad de hallar
al electréon y el conjunto de los &tomos en los que no existe probabilidad de encontrarlo en el
n—ésimo nivel de energia, respectivamente. Estos conjuntos pueden visualizarse en un grafo simple
con algin nimero de vértices unidos por cierta cantidad de aristas, donde los vértices del grafo son
de la siguiente forma:

km =(N, Npae) v ap = (N, Npunr) (5.1)
siendo m, k,r € N donde en principio m es arbitrario, k representa al nimero de elemento en el
conjunto P,, mientras que r representa al nimero de elemento en el conjunto ,, y son tales que
N = N(m) es el ntimero de atomos idénticos numerados de izquierda a derecha en la cadena lineal,
Niaz = Nz (m) es el namero del dtomo con la mayor probabilidad y Nyuy = Npw(m) es el
nimero del 4&tomo en el que no existe probabilidad de hallar al electrén en el n—ésimo nivel de
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energia ligada. Asimismo, note que Ag’m € P,y ay,, € Qn, pero cabe aclarar que sus superindices
hacen referencia a uno u otro nivel de energia ligada de cada conjunto.

Vamos a describir este comportamiento para los primeros tres niveles de energia (n = 1,2,3)
dibujando su grafo simple y la grafica generada a partir de los conjuntos P, y @, especificos de
cada nivel de energia.

5.1.1. Estado base

Demos inicio con el estado base, es decir, considere n = 1. En este caso, se tiene que:

b = {A%,m ’ Aim 7Aé,m }mGN (52)
donde
Al =(2m—1,m), (5.3)
A5 = (2m, m) (5.4)
y
A3 = (2m, m + 1), (5.5)

esto es, el conjunto P; le asigna tres puntos a cada niimero natural, entonces lo representaremos
por un grafo de tres vértices unidos por dos aristas. Véase Figura 5.1.

1
A3,m

1
1 AZ,m
Al,m

Figura 5.1: Grafo simple representando a los 4tomos con las maximas probabilidades de hallar al
electron en el estado base o primer nivel de energia ligada.

Sin embargo, ()1 no tiene representacién porque éste es el conjunto vacio, ya que, siempre hay
probabilidad de encontrar al electréon en el estado base de la cadena lineal.

La Figura 5.2 muestra explicitamente a los 4&tomos con las maximas probabilidades de hallar
al electron en el estado base o primer nivel de energia ligada y dicha grafica es contruida a partir
del grafo simple mostrado en la Figura 5.1. Ademas, observe que para cada m € N, los tres puntos

de la forma Aj ., A}, v Aj,, siempre se encuentran a la misma distancia entre ellos.
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Figura 5.2: Grafica de los atomos con las maximas probabilidades de hallar al electron en el estado
base o primer nivel de energia ligada.
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5.1.2. Densidades de probabilidad del estado base para algunas cadenas
lineales

En la Figura 5.2, note que si N es impar, entonces la mayor probabilidad de hallar al electrén
en el primer nivel de energia ligada siempre se encuentra en un tnico atomo de la cadena lineal.
Sin embargo, cuando NV es par, esto implica que la mayor probabilidad de encontrarlo en el estado
base es compartida simultdneamente por dos de los 4&tomos de la cadena lineal.

Pongamos ahora algunos ejemplos para observar qué representan los grafos de la subseccién
anterior mostrando las densidades de probabilidad del estado base para las cadenas lineales de

N =4,5,...,9 atomos idénticos distribuidos uniformemente en el espacio.
N=4 N=5
0.4 T 0.4 T 1 J
03 03
o o J
Z 02 Z 02
0.1 0.1
0 ‘ 0 ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 6
x/b x/b

Figura 5.3: Densidad de probabilidad de una ca- Figura 5.4: Densidad de probabilidad de una ca-

dena lineal de N = 4 adtomos idénticos. dena lineal de N = 5 4tomos idénticos.
N=6 N=7
0.3 T T 0.25
02
02 o
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0
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Figura 5.5: Densidad de probabilidad de una ca- Figura 5.6: Densidad de probabilidad de una ca-

dena lineal de N = 6 4tomos idénticos. dena lineal de N = 7 4tomos idénticos.
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0.25 T T T T T T 0.2
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3 0.15+ 3 ol
= 0l e
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Figura 5.7: Densidad de probabilidad de una ca- Figura 5.8: Densidad de probabilidad de una ca-
dena lineal de NV = 8 atomos idénticos. dena lineal de NV =9 atomos idénticos.

5.1.3. Segundo nivel de energia ligada
Seguimos para n = 2, el segundo nivel de energia ligada. Aqui tenemos que:

P, = {A%,m ) Agmn 7A§,m ) A%,m 7A§,m }mEN U {Agym s Aim 7A(23,m ) Agﬂn 7A%07m }meN (5'6)
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donde
A%,m = (4m - 27 m)v (57)
A3, = (4m —2,3m — 1), (5.8)
A3, = (4m —1,m), (5.9)
A?l,m = (4m - 17 3m)7 (510)
AR, = (4m, m), (5.11)
AZ . = (4m, 3m+1), (5.12)
A7, =(4m+1,m), (5.13)
Af = Em+1,m+1), (5.14)
Aj = (dm+1,3m+1) (5.15)
y 5
Al = (4m +1, 3m +2). (5.16)
Por otro lado, también se tiene que:
QZ = {a’im a%,m}mEN (517)
donde
al,, = (4m -1, 2m) (5.18)
y
a3, = (4m+1,2m +1) (5.19)

El conjunto P, le asigna diez puntos a cada nimero natural y el conjunto (- le asigna dos
puntos a cada nimero natural. Esto implica que podemos representarlos por un grafo de doce
vértices unidos por doce aristas. Véase Figura 5.9.

2 2 2
Al,m A3,m AS,m

Figura 5.9: Grafo simple representando a los dtomos con las méximas probabilidades y las nulas
probabilidades de hallar al electrén en el segundo nivel de energia ligada.

No obstante, se han elegido dos tipos de aristas, una continua y otra punteada, porque los
puntos unidos por la linea continua siempre permanecen a la misma distancia uno del otro y los
puntos unidos por la linea punteada significa que estos se separan unos de otros.

La Figura 5.10 es construida a partir del grafo simple la Figura 5.9 y muestra de manera
explicita a los atomos con las méximas probabilidades y las nulas probabilidades de hallar al
electrén en el segundo nivel de energia ligada; donde se aprecia como los puntos unidos por la linea
punteada se separan unos de otros conforme aumentamos el nimero de atomos a la cadena lineal,
pero los puntos unidos por la linea continua siempre permanecen a las mismas distancias unos de
otros al anadir atomos a la cadena lineal.
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Figura 5.10: Gréfica de los 4tomos con las maximas probabilidades y las nulas probabilidades de
hallar al electrén en el segundo nivel de energia ligada.

5.1.4. Densidades de probabilidad para algunas cadenas lineales en el
segundo nivel de energia

Pongamos ahora algunos ejemplos para observar qué representan los grafos de la seccién anterior
mostrando las densidades de probabilidad del segundo nivel de energia para las cadenas lineales

de N =4,5,...,9 atomos idénticos distribuidos uniformemente en el espacio.
N=4 N=5
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03 | 02+ -
= = 015t
Z 02} : =3
= = o1
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Figura 5.11: Densidad de probabilidad de una Figura 5.12: Densidad de probabilidad de una
cadena lineal de N = 4 &tomos idénticos. cadena lineal de N = 5 &tomos idénticos.
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Figura 5.13: Densidad de probabilidad de una Figura 5.14: Densidad de probabilidad de una
cadena lineal de N = 6 atomos idénticos. cadena lineal de N = 7 &tomos idénticos.
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Figura 5.15: Densidad de probabilidad de una Figura 5.16: Densidad de probabilidad de una
cadena lineal de N = 8 atomos idénticos. cadena lineal de N =9 atomos idénticos.

5.1.5. Tercer nivel de energia ligada

Finalmente para n = 3, el tercer nivel de energia ligada, se tiene que:

_ 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
P2 _{ A2,m ’ A4,m 7A7,m ’ AlO,m ’ All,m }mEN u {Al,m 7A5,m 7A9,m ’ A12,m ’ A13,m }mEN

UL AR s A A A I (5:20)

donde
A}, = (6m—3,3m—1), (5.21)
A} = (6m—2,m), (5.22)
A3, = (6m—2,5m —1), (5.23)
A}, = (6m—1,m), (5.24)
A}, =(6m—1,3m), (5.25)
AG = (6m =1, 5m), (5.26)
A3, = (6m, m), (5.27)
A}, = (6m,5m+1), (5.28)
A;m =(6m+1,3m+1), (5.29)
Al = (6m + 2, m), (5.30)
A} = 06m+2,m+1), (5.31)
A}y = (6m+2,3m+1), (5.32)
A}y = (6m+2,3m +2), (5.33)
A}y = (6m+2,5m +2) (5.34)

y
Als = (6m +2, 5m + 3) (5.35)
Por otro lado, ademas tenemos que:

Q2 ={ai .03 1 03, 01 bmen (5.36)

donde
ai ,, = (6m —1, 2m), (5.37)
a3, = (6m —1, 4m), (5.38)
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a3, =(6m+2,2m+1) (5.39)

al,, = (6m+2,4m +2) (5.40)

La Figura 5.18 se contruye con el grafo simple de la Figura 5.17, este tltimo muestra de
manera explicita a los &tomos con las maximas probabilidades y las nulas probabilidades de hallar
al electréon en el tercer nivel de energia ligada. Observe que presenta un comportamiento mas
complicado que para los dos primeros niveles de energia ligada.

E inferimos que los 4&tomos en los que no existe probabilidad de hallar al electrén se debe a
la simetria que existe en la cadena lineal de N atomos idénticos distribuidos uniformemente en el
espacio.

Figura 5.17: Grafo simple representando a los &tomos con las maximas probabilidades y las nulas
probabilidades de hallar al electréon en el tercer nivel de energia ligada.
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Figura 5.18: Grafica de los 4tomos con las méximas probabilidades y las nulas probabilidades de
hallar al electrén en el tercer nivel de energia ligada.

5.1.6. Otros niveles de energia ligada

Un estudio semejante puede realizarse para los siguientes niveles de energia ligada y cada uno de
ellos presenta un patrén particular generalizable a cualquier nimero de atomos idénticos, pero con
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el inconveniente de que a mayor nivel de energia ligada es quizé mayor el grado de dificultad de sus
comportamientos. Por ejemplo, enseguida se encuentran a las Figuras 5.19 y 5.20 que muestran
de manera explicita a los puntos de la forma (5.1) para el cuarto y el quinto nivel de energia ligada,
respectivamente.
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Numero de atomos ( N )

Figura 5.19: Gréfica de los 4tomos con las maximas probabilidades y las nulas probabilidades de
hallar al electrén en el cuarto nivel de energia ligada.
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Figura 5.20: Grafica de los atomos con las méximas probabilidades y las nulas probabilidades de
hallar al electréon en el quinto nivel de energia ligada.

5.2. Breve anilisis para una cadena lineal de N = 5 Atomos
idénticos distribuidos uniformemente en el espacio

En el caso particular de la cadena lineal de cuatro &tomos idénticos obtenemos cuatro niveles de
energias ligadas. En las Figuras C.2 y C.8 del Apéndice C, se observa que los atomos intermedios
comparten la mayor probabilidad de hallar al electrén cuando consideramos el estado base y el
cuarto nivel de energia ligada; pero en las Figuras C.4 y C.6 también del Apéndice C, notamos
ahora que los atomos extremos comparten la mayor probabilidad de hallar al electrén cuando se
considera el segundo y el tercer niveles de energia ligada.

Note que la informacién del parrafo anterior esta contenida en la Figura 5.2 para el estado base
y en las Figuras 5.10, 5.18 y 5.19 para los respectivos segundo, tercer y cuarto nivel de energia
ligada.
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Por otro lado, estudiaremos brevemente a una cadena lineal de N = 5 4tomos idénticos distribui-
dos uniformemente en el espacio pues este es uno de los sistemas que presentan un compormiento
muy interesante y a continuacién se han graficado las densidades de probabilidad para cada estado
ligado ante esta cadena lineal.

Aqui tenemos que la mayor probabilidad de hallar al electron esté en el tercer atomo paran = 1
o el estado base (Figura 5.21); en los 4&tomos uno, dos, cuatro y cinco para n = 2 (Figura 5.22);
en los 4tomos uno, tres y cinco para n = 3 (Figura 5.23); en los atomos uno, dos, cuatro y cinco
para n = 4 (Figura 5.24); y en el tercer atomo para n = 5 (Figura 5.25). Aunque, tenemos que
no existe probabilidad de hallar al electréon en el tercer atomo para n = 2 (Figura 5.22), en los
atomos dos y cuatro para n = 3 (Figura 5.28) y en el tercer atomo para n = 4 (Figura 5.24).
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Figura 5.21: Estado base de energia ligada. Figura 5.22: Segundo nivel de energia ligada.
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Figura 5.23: Tercer nivel de energia ligada. Figura 5.24: Cuarto nivel de energia ligada.
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Figura 5.25: Quinto nivel de energia ligada.

Observe también la simetria presente en las densidades de probabilidad para esta cadena lineal
donde sus nodos son en realidad los puntos de la forma ay!,, = (N, Npui) € Qp. Asimismo, es
claro que si solo nos interesa saber en qué atomos vamos a tener la mayor probabilidad de hallar
al electréon o bien en qué dtomos no tendriamos probabilidad de encontrar al electrén, entonces
solo debemos usar las ecuaciones de la Seccion 5.1 sin necesidad de graficar sus densidades de
probabilidad o graficar explicitamente a los atomos con las méximas probabilidades y las nulas
probabilidades de hallar al electrén.
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En el caso de la cadena lineal de cinco atomos idénticos, solo debemos encontrar el nimero
natural m en sus respectivos puntos de la forma (5.1) tales que N(m) = 5 para cada uno de los
estados ligados. Por ejemplo, en el estado base hay tres posibles puntos, pero solamente la ecuacion
(5.3) cumple que si m = 3, entonces N(3) =5y A%,s = (5,3), este punto nos dice que la mayor
probabilidad de hallar al electrén en el estado base esta en el tercer &tomo de la cadena lineal
de cinco atomos idénticos; en el segundo nivel de energia ligada hay doce posibles puntos, pero
solo las ecuaciones (5.13) a la (5.16) y la (5.19) cumplen que si m = 1, entonces N(1) = 5y
A2 =(5,1), A3, = (5,2), A5, = (5,4), Afs, = (5,5) junto con a3 ; = (5,3) donde la coordenada
vertical de los puntos A corresponden a los &tomos con la mayor probabilidad de hallar al electron
y la coordenada vertical del punto a significa que en el tercer &tomo de la cadena lineal no existe
probabilidad de hallar al electrén en el segundo nivel de energia ligada. Asi sucesivamente para los
demés estados ligados.

5.3. Cadena lineal de N &atomos diferentes distribuidos
aleatoriamente en el espacio

En esta seccién, supongamos que las intensidades de los potenciales atémicos son distintos,
varfan en un intervalo determinado por apny € [2 — aqn, 2 4+ aan] con a1y, aay € Ry y estan
distribuidos aleatoriamente en el espacio, pero uniformemente en energia. Las cantidades ai1n y
Qs representan un porcentaje minimo de 2 y aqui también pondremos a las distancias by = ayn =
asn = 5.0, las cuales fueron propuestas para calcular las energias normalizadas ante N = 32 atomos
diferentes distribuidos aleatoriamente en el espacio para generar a la Figura 4.4 de la Subseccion
4.2.2 del Capitulo 4.

Para este anélisis, ya se sabe de ante mano que la probabilidad de hallar al electrén en el primer
nivel de energia ligada o estado base se encontraré al rededor del 4tomo con la mayor profundidad,
en el segundo estado ligado se encontrard en el 4tomo con la segunda mayor profundidad y, asi
sucesivamente, hasta el altimo nivel de energia ligada donde la probabilidad de encontrar al electrén
estara alrededor del 4tomo menos profundo de la cadena lineal. Este comportamiento puede verse
en las Figuras 5.26 y 5.27.

Considere ahora una cadena lineal de N = 5 atomos diferentes distribuidos aleatoriamente en
el espacio donde sus potenciales atémicos varian en el intervalo dado por agy € [1, 3]. Veamos el
caso particular de la Figura 5.26 cuando la reparticion de los valores de las profundidades atomicas
de agy son 2.5, 3, 2, 1y 1.5 para los 4tomos de la cadena lineal numerados de izquierda a derecha,
respectivamente. Note que los 4tomos con estos potenciales estan distribuidos uniformemente en
energia, pero aleatoriamente en el espacio.

En este ejemplo, el segundo atomo tiene la mayor profundidad atémica, entonces la probabilidad
de hallar al electrén en el estado base estard alrededor del segundo &tomo de la cadena lineal; el
primer atomo tiene la segunda mayor profundidad atémica, esto implica que la probabilidad de
hallar al electréon en el segundo estado ligado se encuentra alrededor del primer a4tomo y hasta
llegar al dltimo nivel de energia ligada donde alrededor del cuarto a&tomo de la cadena lineal, el
cual tiene la menor profundidad atémica, se observa la probabilidad de encontrar al electrén.

Las densidades de probabilidad de los estados ligados para este ejemplo de una cadena lineal
de N = 5 atomos diferentes distribuidos aleatoriamente en el espacio cuyos potenciales atémicos
varfan de 1 a 3 se muestran en la Figura 5.26 de la siguiente seccion.

5.4. Transicion de una cadena lineal de N Atomos diferentes
a una cadena lineal de N Atomos idénticos

Hemos visto que las maximas probabilidades o las nulas probabilidades de hallar al electrén
en una cadena lineal de atomos idénticos distribuidos uniformemente en el espacio siguen com-
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portamientos complicados conforme nos situamos en un nivel de energia ligada cada vez mayor.
Por otro lado, la probabilidad de encontrar al electrén en una cadena lineal de atomos diferentes
distribuidos aleatoriamente en el espacio se sitiian alrededor de un a4tomo y siguen un orden para
cada estado ligado, empieza con el &tomo més profundo para el estado base y termina con el &tomo
menos profundo para el altimo estado ligado.

Surge la siguiente pregunta: ;FExiste un relacion entre ambos tipos de cadenas lineales? y la
respuesta es s7 existe al definir un nimero de transicién any € R para cada nimero N de dtomos
tal que:

= siagny+asy > ay, entonces la probabilidad de encontrar al electrén tenderé a estar alrededor
del atomo mas profundo de su nivel de energia correspondiente;

= pero, si ayn + asny < ay, esto implica que la mayor probabilidad de encontrar al electrén
tendera a comportarse como en alguno los grafos descritos anteriormente.

Sin embargo, tomamos los casos limites donde obtenemos que:

s Siajny + asy > apn, entonces la probabilidad de hallar al electrén esté alrededor del atomo
més profundo de su nivel de energia correspondiente como en la Figura 5.26 descrita en la
secciéon anterior.

s Si oy + asy K apy, esto implica que tenemos una cadena lineal de atomos idénticos y las
probabilidades se comportan como en los grafos que estudiamos en la Seccidn 5.1 para los
primeros estados ligados.

En la siguiente tabla, se muestran algunos valores para el niimero de transicién de una cadena
lineal de pocos atomos, los cuales fueron calculados numérticamente.

Numero de | Nimero de
Atomos transicion
(V) (o)
3 0.028
4 0.055
5 0.080
6 0.109

Tabla 5.1: Relacién del numero de transiciéon para los primeros numeros de dtomos.

A continuacion se han graficado las densidades de probabilidad de los estados ligados ante una
cadena lineal de N = 5 atomos. Las Figuras 5.26, 5.27 y 5.28 corresponden a cadenas lineales
de cinco atomos diferentes distribuidos aleatoriamente en el espacio, mientras que la Figura 5.29
corresponde a una cadena lineal de cinco atomos idénticos distribuidos uniformemente en el espacio.

Note que la longitud del intervalo de variacién de los potenciales atémicos en la Figura 5.26
es igual a 2 y este valor es mucho mayor que el nimero de transiciéon para una cadena lineal de
N = 5 atomos. Ademas, la longitud del intervalo de variacion en la Figura 5.28 es precisamente
el ntmero de transicion ay = 0.080 y a partir de este namero se llega casi inmediatamente a la
Figura 5.29 que muestra el comportamiento de una cadena lineal de dtomos idénticos, el cual fue
analizado en la Seccion 5.2.

Ultimas observaciones en los casos limites para los primeros valores del ntimero de transicion:

= Poniendo ajy + azny = 1, ya es un ntimero muy, muy grande a comparacion de ap.

s Considerando ayn + asy = 0.01, ya es un nimero muy pequefio a comparacion de ay.
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Figura 5.26: Las profundidades de los potenciales atomicos varian en agy € [1,3] y son 2.5,3,2,1 y
1.5, respectivamente. Donde 1|2 representa la la probabilidad del sistema del estado base (j = 1)
y demaés niveles excitados (j = 2,3,4,5).
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Figura 5.27: Las profundidades de los potenciales atémicos varian en agy € [1.48,2.52] y son
2,2.52,1.48,1.74 y 2.26, respectivamente. Donde |¢);]? representa la la probabilidad del sistema del
estado base (j = 1) y demas niveles excitados (j = 2,3,4,5).
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Figura 5.28: Las profundidades de los potenciales atémicos varian en agy € [1.96,2.04] y son
1.96,2.02,2.04,2 y 1.98, respectivamente. Donde |’I/Jj|2 representa la la probabilidad del sistema del

estado base (j = 1) y demas niveles excitados (j = 2,3,4,5).
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Figura 5.29: Todas las profundidades de los potenciales atémicos son iguales a agny = 2. Donde
|4;|? representa la la probabilidad del sistema del estado base (j = 1) y demaés niveles excitados

(1 =2,3,4,5).







Conclusion

En este trabajo se estudié la dindmica de un electrén en un cluster lineal en dos aproximaciones
del potencial de interaccién electrén-claster: pozos tipo delta de Dirac y pozos de potencial rectan-
gulares, para ambos modelos se hallaron expresiones analiticas desde las cuales pueden determinarse
los niveles de energia electronicos para el clister lineal de NV dtomos. Se verificd la consistencia de
las expresiones, reproduciendo los casos limites de un pozo de potencial de paredes infinitas, uno y
dos pozos de potencial rectangulares de altura finita, los cuales se consideran generalmente en los
libros de Mecanica Cuantica. Respecto a un claster lineal de N moléculas diatéomicas se establecio
también un método matricial general para determinar sus niveles de energia.

Con base en nuestros resultados analiticos se aplicé al caso especifico de pozos con N =
1,2,4,8,16 y 32 desde ambos modelos de potencial. Se estudié el comportamiento de los nive-
les de energia con los pardmetros de potencial, como profundidad, separacién, ancho de los pozos
y limites del cluster. Se hall6 que variaciones pequenas, de menos de un 5% respecto a los valores
centrales de los paradmetros tienen efectos muy visibles en los niveles de energia, se encontraron
detalles especificos respecto a los niveles ligados, dispersivos y en su transiciéon de uno a otro tipo.
Se determinaron y compararon también los niveles de energia del electrén en una red (con potencial
periodico) y su transicién desde un cluster hacia la red correspondiente.

Finalmente se consider6 una cadena lineal en la cual se introdujo un pequeno desorden en la
profundidad de los pozos (tipo delta de Dirac), dicho desorden se distribuy6 aleatoriamente entre las
posiciones de los pozos, para dicho sistema se estudiaron las variaciones de los niveles de energia
y las funciones de onda asociadas. Encontramos en este caso de profundidades aleatoriamente
distribuidas que desde la funcion de probabilidad nos permite localizar al electron en la estructura,
lo que no siempre sucede en el caso no aleatorio.

Para los primeros estados ligados de una cadena lineal de N &atomos idénticos distribuidos
uniformemente en el espacio (con potencial de interaccion de tipo delta de Dirac), se concluyo la
existencia de comportamientos particulares en las méaximas probabilidades o las nulas probabili-
dades de localizar al electron en la cadena lineal, los cuales fueron representados utilizando grafos.
Asimismo, vimos en qué punto ocurre la transicion entre los comportamientos de una cadena lineal
desordenada y una cadena lineal ordenada.
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Apéndice A

Deduccion de formulas analiticas
particulares para dos atomos
1dénticos

En este apéndice se deducen explicitamente las formulas analiticas particulares para hallar las
energias ligadas (E < 0) ante N = 2 dtomos idénticos a partir de las férmulas analiticas generales
para una cadena lineal de IV atomos idénticos distribuidos uniformemente en el espacio. Para ello,
sea N = 2 y por la ecuacién (3.5), se tiene que:

m = ;(_I)M (i B T) [2cos(KA)* 2 = <(1J> -2cos(KA) = 2cos(KA) (A1)

A.1. Primer modelo

Ahora, sustituyendo la identidad trigonométrica (A.1) con A = Kb en la ecuacion analitica gen-
eral (3.13) para hallar las energias ligadas ante N = 2 atomos idénticos distribuidos uniformemente
en el espacio. Entonces,

in(Kb in(2Kb
0 = sinh[k(a; + az — b)] ZiEEKb; + {% sinh(kay ) sinh(kaz) — sinh[k(a; + ag)]} Ssllril((Kb))

= sinh[k(as + as — b)] + {% sinh(kay ) sinh(kas) — sinh[k(a; + a2)]} -2 cos(Kb),

y por la expresion (3.14), se sigue que:
0 = sinh[k(a1 + as — b)] + 2 {% sinh(kay ) sinh(kaz) — sinh[k(a; + aQ)]} : [cosh(kb) - ;LZ sinh (kb)

Simplificando y agrupando términos semejantes, se obtiene que:

0 = sinh[k(ar + as — )] — 2sinh[k(ar + as)] cosh(kb) — (%0)2 sinh(kay ) sinh(kas) sinh (kb)

(A.2)
+ % {2sinh(ka, ) sinh (kas) cosh(kb) + sinh[k(a; + az)] sinh(kb)}

Ahora, note que:
sinh[k(a; + a2 — b)] — 2sinh[k(a; + a2)] cosh(kb) = —sinh[k(a; + a2 + )] v,
2sinh(kay) sinh(kas) cosh(kbd) + sinh[k(a; + a2)] sinh(kb) = sinh(kaz) sinh[k(a; + b)] (A.3)
+ sinh(kay ) sinh[(k(az + b))]
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APENDICE A. DEDUCCION DE FORMULAS ANALITICAS PARTICULARES
PARA DOS ATOMOS IDENTICOS
A.2. SEGUNDO MODELO

Sustituyendo las expresiones (A.3) en (A.2), se obtiene precisamente:

2
0 = — sinh[k(a; + a2 + b)] — ((;C—O) sinh(ka, ) sinh(kaz) sinh(kb)

(A4)
+ % {sinh(ka2) sinh[k(a; + b)] + sinh(ka, ) sinh[(k(as + ))]}

La expresion (A.4) es la formula analitica (1.16) para hallar las energias ligadas (E < 0) ante

N = 2 atomos idénticos de la Figura 1.3.

A.2. Segundo modelo

En el segundo modelo, el célculo para obtener la ecuacion analitica (2.20) a partir de la ecuacion
analitica general (3.22) es anélogo a la primera seccion de este apéndice. Sin embargo, aqui solo se
muestra que poniendo a; = az = 0, entonces las ecuaciones (2.20) y (3.22) conducen a la misma
ecuacion.

Inicialmente, considere la ecuacion analitica general (3.22), pongamos a; = as = 0 y al sustituir
la identidad trigonométrica (A.1) con A = K (b + ¢) en la ecuacion (3.22) para hallar las energias
ligadas ante N = 2 atomos idénticos distribuidos uniformemente en el espacio, se tiene que:

— sinh(—ke) IEC+ ALk SRRECH O] ke = sin(ab) - 2 cos ¢
0= sinh(=k )sin[K(b +c)] ¢ (4b) sin[K(b+c¢)] B(=ke) q (4b) - 2 cos[K(b+ )]
.0 =sinh(—kc) — %Sin(qb) cos[K (b + ¢)] (A.5)

Sustituyendo la expresion (3.23) en (A.5), se sigue que:

0 = sinh(—kc) — %sin(qb) - [cosh(kc) cos(qh) — % (Z _ l;) sinh (kc) sin(qb)}

2
= —sinh(ke) — k sin(2¢b) cosh(kc) + <1 - k2) sin?(gb) sinh (kc)
q q

Multiplicando ahora por ¢ y simplificando, se obtiene que:
0 = [¢* cos?(gb) + k” sin® (gb)] sinh(kc) + kg sin(2gb) cosh(kc) (A.6)
Por otro lado, considere la ecuacion analitica (2.20) y poniendo a; = as = 0, se sigue que:
0 =(k? + ¢*)? sinh(kc) sin® (gb) + 2kq(k* + ¢*) cosh(kc) sin(2¢b) + 2(k* — ¢*) sinh(kc) sin® (gb)
+2kq(k* — ¢°) cosh(kc) sin(2gb) + [4k?q? cos? (gb) + (k* — ¢*)? sin?(¢b)] sinh(kc)

Agrupando términos semejantes y simplificando:

0=[(k*+¢°)*+2(k" — ¢") + (¥* — ¢°)°] sinh(ke) sin®(¢b)

+ 2kq [(K* + ¢°) + (k* — ¢*)] cosh(kc) sin(2gb) + 4k*q* cos® (¢b) sinh(kc)
.0 = 4k* sinh(kc) sin®(gb) + 4k>q cosh(kc) sin(2gb) + 4k?¢* cos®(¢b) sinh(kc) (A.7)

Note que dividiendo por 4k? a la expresién anterior (A.7), entonces se obtiene la expresion (A.6).
Por lo tanto, se verifica que las ecuaciones (2.20) y (3.22) en el caso de N = 2 son equivalentes
entre si cuando a; = ay = 0 y en general, la ecuacion analitica general (3.22) con N = 2, se reduce
a la ecuacion analitica (2.20).
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Apéndice B

Deduccion de formulas analiticas
particulares para un doble pozo de
potencial

En este apéndice se obtienen las férmulas analiticas para un doble pozo de potencial, ya sea,
para el caso del primer modelo de pozos delta de Dirac como se observa en la Figura 1.4 o para el
caso del segundo modelo de pozos de potencial rectangulares como se ve en la Figura 2.4.

B.1. Doble pozo de potencial tipo delta de Dirac

Para hallar las energias ligadas (F < 0) ante un potencial periédico formado por N > 2 pozos
de potencial tipo delta de Dirac como se muestra en la Figura 3.1, se debe usar la ecuaciéon explicita
(3.28). Considere el caso particular de un doble pozo de potencial tipo delta de Dirac como se ve
en la Figura 1.4. Note que N = 2 y es un namero par, entonces debemos usar al niimero %N =1
como limite superior en ambas sumas de la ecuacion (3.28) y en consecuencia, se tiene que:

0= (1 _ ﬂ) i(_l)erl (i } 1) [2 cosh(kb) — "’ s1nh(kb)] 3-2s

s=1
1

~ S (-1 <1 1) [2 cosh(kb) — ?smh(kb)r_gs

s —
s=1

—ekt (1 - ;Lz) (—1) (é) [2 cosh(kb) — %0 sinh(kb)}
—(~1)? <8> [2 cosh(kb) — %0 sinh(kb)]o
—eh (1 ﬂ) [2 cosh(kb) — 2> smh(kb)]
= (1= g [ (- 5) w1 )] -
0= 2kt (1— ;—Z) (;Z) (B.1)
Multiplicando ahora por e™*? a la expresion (B.1), se obtiene que:
0= ekt (1 - ;—2)2 — ek (;—Z)Z (B.2)
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APENDICE B. DEDUCCION DE FORMULAS ANALITICAS PARTICULARES
PARA UN DOBLE POZO DE POTENCIAL
B.2. DOBLE POZO DE POTENCIAL FINITO

Asi, la ecuacion (B.2) es la misma que la ecuacion (1.18) para hallar las energias ligadas (E < 0)
ante un par de pozos de potencial delta de Dirac.

B.2. Doble pozo de potencial finito

Similarmente a la seccién anterior de este apéndice, para hallar las energias ligadas (E < 0)
ante un potencial periddico formado por N > 2 pozos de potencial finito como se observa en la
Figura 3.2, se utiliza la ecuacion explicita (3.30). Considere ahora el caso particular de un doble
pozo de potencial finito como se ve en la Figura 2.4. Es claro que N = 2 y es un nimero par, esto

implica que se debe usar al niimero %N = 1 como el limite superior en ambas sumas de la ecuacion
(3.30), de modo que:

0 =¢ke [cos(qb) - % (Z - ];) sin(qb)} x

i(_l)SH <2 _ i) {2 cosh(kc) cos(gb) - (Z - k) sinh (kc) sin(qb)] o

S —
s=1 q

_ si;(_l)SH (i - f) [2 cosh(ke) cos(gb) — (Z - ’;) sinh(kc) sin(qb)} o
_ehe [cos(qb) - % (Z - ’;) sin(qb)} y
(—1) <(1J> [2 cosh(ke) cos(gb) — (Z - ’q‘“) sinh(kc) sin(qb)}

_(—1)? (8) [2 cosh(kc) cos(qb) — (Z _ ’q“) sinh (kc) sin(qb)r

0= ek [cos(qb) - % (% - S) sin(qb)} [2 cosh(ke) cos(qb) — (% - g) sinh(kc) sin(qb)] 1 (B3)

Simplificando la expresion (B.3), se sigue que:
1 k
0 = eke {cos(qb) ~5 (Z - q) sin(qb)] X

{ekc {cos(qb) _ % <Z _ ’;) sin(qb)] +eke [cos(qb) + % (Z - ’;’) sin(qb)} } 1

= o2k [cos(qb) - % (Z - ’;) sin(qb)]2 + |cos?(gb) — i (Z - ’;)2 sinz(qb)] —1

50 = e2he [cos(qb) 21 (q - ’;) sin(qb)} T w sin?(gb) (B.4)

Multiplicando ahora por 4k?q?e~*¢ a la expresion (B.4), se concluye que:
0 = e*¢ [2kq cos(gd) + (K — ¢*) sin(qb)]2 — e ke (k% + ¢*)? sin?(qb) (B.5)

Por lo tanto, la ecuacion (B.5) es la misma que la ecuacion (2.22) para hallar las energias ligadas
(E < 0) ante un par de pozos de potencial finito.
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Apéndice C

Primer modelo: funciones de onda
normalizadas y densidades de

probabilidad

En el presente apéndice se muestran las funciones de onda normalizadas y las densidades de
probabilidad ambas como funciones de z. En seguida, las graficas de ¢ (z) y |[¢(z)

se localizan
a la izquierda y a la derecha de las paginas, respectivamente, para una cadena lineal de N = 4

2
atomos idénticos distribuidos uniformemente en el espacio usando el primer modelo.

E, =-1.0208 E =-1.0208
0.6 0.4 ‘
03
04 1 o
= =
<) Z 02
o —
02 =
0.1
0
0 5 10 15 20
X

0
25

[

Figura C.1: Funciéon de onda del primer nivel Figura C.2: Densidad de probabilidad del primer
estado base.

normalizado de energia ligada correspondiente al nivel normalizado de energia ligada correspondi-

ente al estado base.

EZN =-1.0080

EZN =-1.0080

1/)2(x)

Figura C.3: Funcién de onda del segundo nivel Figura C.4: Densidad de probabilidad del segun-
normalizado de energia ligada.

do nivel normalizado de energia ligada.
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APENDICE C. PRIMER MODELO: FUNCIONES DE ONDA NORMALIZADAS

Y DENSIDADES DE PROBABILIDAD

E.=- 0.9913

E.=- 0.9913

Figura C.5: Funcién de onda del tercer nivel nor- Figura C.6: Densidad de probabilidad del tercer
malizado de energia ligada.

nivel normalizado de energia ligada.

E, . =-09770 E, . =-09770

04 ‘ :

03
—~ o
% =
N = 0.2
he =

N JK A
0 ‘ ‘
0 5 10 15 20 25
X X

Figura C.7: Funcién de onda del cuarto nivel nor- Figura C.8: Densidad de probabilidad del cuarto
malizado de energia ligada.

nivel normalizado de energia ligada.

E \=0.3947 E \=0.3947
: 0.1
02 0.08
0.1 1 N
O = 006
e o =70.04
02 0.02
03 ‘ 0
0 5 10 15 20 25 0 5
X

20 25

Figura C.9: Funciéon de onda del primer nivel Figura C.10: Densidad de probabilidad del
normalizado de energia dispersiva correspondi- primer nivel normalizado de energia dispersiva
ente al estado base. correspondiente al estado base.

E, =0.4255 E, =0.4255
0.15
—_ 0.1
x =
- ~
- = 0.05
0
0 5 10 15
X

20 25

Figura C.11: Funcién de onda del segundo nivel Figura C.12: Densidad de probabilidad del se-
normalizado de energia dispersiva.

gundo nivel normalizado de energia dispersiva.
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APENDICE C. PRIMER MODELO

: FUNCIONES DE ONDA NORMALIZADAS
Y DENSIDADES DE PROBABILIDAD

ESN =0.5133

ESN =0.5133
0.2 T

¥, (%)

=}
=3
by
I B e N T —|

G

20
Figura C.13: Funciéon de onda del tercer nivel Figura C.14: Densidad de probabilidad del tercer
normalizado de energia dispersiva

nivel normalizado de energia dispersiva.

En= 0.6440

En= 0.6440
0.2 T

0.15

¥, ()

0.1

I, (o

0.05

Y S

20 25
Figura C.15: Funcién de onda del cuarto nivel Figura C.16: Densidad de probabilidad del cuar-
normalizado de energia dispersiva.

to nivel normalizado de energia dispersiva.

ESN =0.7862

ESN =0.7862
0.2
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~ 0.1r 8
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Figura C.17: Funciéon de onda del quinto nivel Figura C.18: Densidad de probabilidad del quin-
normalizado de energia dispersiva.

to nivel normalizado de energia dispersiva.
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Apéndice D

Segundo modelo: funciones de onda
normalizadas y densidades de

probabilidad

En este apéndice, también se muestran las funciones de onda normalizadas y las densidades de
probabilidad ambas como funciones de z. En seguida, las graficas de ¢ (z) y |[¢(z)

|? se localizan

a la izquierda y a la derecha de las paginas, respectivamente, para una cadena lineal de N = 4
atomos idénticos distribuidos uniformemente en el espacio usando el segundo modelo.

E  =-0.7422 E  =-0.7422
1 T 1 0.8 T i ‘
0.8 06
206 =
> . —
e Z 04
=04 =
02 02
0 ‘ ‘
0 5 0 15 20 25

30
X

5 10 15 20 25 30 35
X

Figura D.1: Funcién de onda del primer nivel Figura D.2: Densidad de probabilidad del primer
normalizado de energia ligada correspondiente al nivel normalizado de energia ligada correspondi-
estado base.

ente al estado base.

,
¥, (%)

15 20
X

25 30 35

1‘5 20 2‘5 30 35
Figura D.3: Funcién de onda del segundo nivel Figura D.4: Densidad de probabilidad del segun-
normalizado de energia ligada.

do nivel normalizado de energia ligada.
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APENDICE D. SEGUNDO MODELO: FUNCIONES DE ONDA
NORMALIZADAS Y DENSIDADES DE PROBABILIDAD

E  =-07320 E, =-07320
0.6 T T T T 0.4 T T T T T
04 ] 03
= 02 =
= o
= Z 02
=0 = J
02t | 0.1 /\/\
04 | I | | | | o | | ‘ | |
0 5 o 15 20 25 30 35 0 5 o 15 20 25 30 35
X X

Figura D.5: Funcién de onda del tercer nivel nor- Figura D.6: Densidad de probabilidad del tercer
malizado de energia ligada.

nivel normalizado de energia ligada.

0 5 10 15 20 25 30 35 10 15 20 25 30 35
X X

Figura D.7: Funcién de onda del cuarto nivel Figura D.8: Densidad de probabilidad del cuarto
normalizado de energia ligada. nivel normalizado de energia ligada.

0 5 10 1‘5 2‘0 2‘5 36 33 16 15 2‘0 2‘5 36 33
Figura D.9: Funcién de onda del quinto nivel Figura D.10: Densidad de probabilidad del quin-
normalizado de energia ligada. to nivel normalizado de energia ligada.

¥ (X)

0 5 10 15 20 25 30 35 10 15 20 25 30 35
X X

Figura D.11: Funcién de onda del sexto nivel nor- Figura D.12: Densidad de probabilidad del sexto
malizado de energia ligada.

nivel normalizado de energia ligada.
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APENDICE D. SEGUNDO MODELO: FUNCIONES DE ONDA
NORMALIZADAS Y DENSIDADES DE PROBABILIDAD

¥, (x)

5 10 15 20 25 30 35
X X

Figura D.13: Funcién de onda del séptimo nivel Figura D.14: Densidad de probabilidad del sép-
normalizado de energia ligada.

timo nivel normalizado de energia ligada.

ESN =-0.0081

ESN =-0.0081
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Figura D.15: Funcién de onda del octavo nivel Figura D.16: Densidad de probabilidad del octa-
normalizado de energia ligada.

vo nivel normalizado de energia ligada.

EIN=0.3I75 E1N=0.3175
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. 02 1 a 01
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Figura D.17: Funcién de onda del primer nivel Figura D.18: Densidad de probabilidad del
normalizado de energia dispersiva correspondi- primer nivel normalizado de energia dispersiva
ente al estado base. correspondiente al estado base.

EZN =0.3531

EZN =0.3531
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Figura D.19: Funcién de onda del segundo nivel Figura D.20: Densidad de probabilidad del se-
normalizado de energia dispersiva.

gundo nivel normalizado de energia dispersiva.
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APENDICE D. SEGUNDO MODELO: FUNCIONES DE ONDA
NORMALIZADAS Y DENSIDADES DE PROBABILIDAD

ESN =0.4615 ESN =0.4615
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Figura D.21: Funcién de onda del tercer nivel Figura D.22: Densidad de probabilidad del tercer
normalizado de energia dispersiva.

nivel normalizado de energia dispersiva.

E4N =0.5985
0.5 T T
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. I . 0
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Figura D.23: Funcién de onda del cuarto nivel Figura D.24: Densidad de probabilidad del cuar-
normalizado de energia dispersiva.

to nivel normalizado de energia dispersiva.
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Figura D.25: Funcién de onda del quinto nivel Figura D.26: Densidad de probabilidad del quin-
normalizado de energia dispersiva.

to nivel normalizado de energia dispersiva.
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