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Resumen

La presente tesis tiene como objetivo la descripción dinámica de un sistema activo de partí-
culas Janus con carácter dipolar (tanto teóricamente hablando, como de manera computacional),
teniendo en su punto de mira su posterior contraste y análisis. Para ello se tratan los fundamentos
correspondientes al manejo de sistemas coloidales, tratando los rangos efectivos para sus escalas
de tiempo a considerar, concretamente la escala de tiempo balística y la escala difusiva; partiendo
desde el caso más sencillo (el de una partícula browniana sin actividad) hasta llegar a un caso más
complejo que resulta de gran interés, como es el de un sistema de N dipolos activos interactuantes
bajo la influencia de un campo magnético externo (para el caso del sistema analizado en la presente
tesis, se consideraron 5 dipolos).

Tanto para la formulación del caso de una partícula, como durante su extrapolación para el caso
de 5 partículas, se considera su dinámica browniana para la parte traslacional, así como su dinámica
rotacional. Para ello se hace uso tanto del formalismo de Smoluchowski que enfatiza los resultados
teóricos importantes (como es el caso del desplazamiento cuadrático medio y la autocorrelación
para las velocidades); como del formalismo de Langevin que funge como medio para la vinculación
de la parte teórica con la parte computacional, haciendo uso del método de diferencias finitas que
discretiza las ecuaciones para la construcción de algoritmos que permiten la manipulación de las
condiciones iniciales del sistema en cuestión, utilizando Mathematica® de Wolfram como medio
para su posterior simulación y recopilación de resultados.

xi





Introducción

El siglo XlX fue un periódo de grandes avances en múltiples áreas de la fisica; tal es el caso
de la mecánica estadística, que vio la luz de manera formal en dicho siglo. Aportes como los de
Albert Einstein en 1905 sobre el movimiento Browniano, o las contribuciones fundamentales de
Boltzmman, propiciaron el nacimientos de la mecánica estadística como una disciplica sistemática.
A su par y a partir de entonces, también se fue generando gran interés en el estudio de sistemas
más concretos, como es el caso de los sistemas coloidales, cuya teoría continuó desarrollandose en el
siglo XX. El estudio de estos sistemas eventualmente fue evolucionado; no obstante, los científicos
de la época se dieron cuenta de que para poder describir sistemas más complejos que se encontraran
fuera del equilibrio termodinámico habría que proponer nuevas alternativas, y como resultado de
ello nació el reiterado interés por el estudio y desarrollo de una teoría que describiese aquellos que
actualmente son conocidos como “sistemas activos”.

Un ejemplo particular y recurrente de materia activa es la materia viva. “Los sistemas vivos
están persistentemente fuera de equilibrio: un organismo en equilibrio está muerto. Este persistente
estado de desequilibrio se mantiene mediante el consumo continuo de energía. La comprensión física
de los sistemas fuera de equilibrio es mucho más difícil que la de termodinámica bien establecida
y aún quedan muchos fenómenos sorprendentes por descubrir. Esta será una de las áreas más
interesantes de la física en las próximas décadas”. [1]

El estudio de sistemas activos fue tomando gran relevancia desde las últimas décadas del siglo
XX, y ha continuado desarrollándose ahora en el siglo XXl. Fenómenos como la quimiotaxis en
las bacterias, o el comportamiento emergente en aglomeraciones de partículas, células u otros
organismos más complejos, que pueden conducir a la auto organización o al trasporte selectivo,
han llamado la atención de una gran parte de la comunidad científica, conduciendo como resultado
a una extensa cantidad de investigaciones con el pasar de los años, teniendo como enfoque una
amplia gama de finalidades.

Desde la implementación de micromotores; ya sea en forma de micronadadores, para fines
biomédicos como método de administración de medicamentos a zonas muy específicas del cuerpo
(de manera particular, “el uso de micronadadores para la detección puede, por ejemplo, contribuir
al diagnóstico clínico o completar la administración específica de fármacos mediante el seguimiento
de los efectos localizados inducidos por los fármacos” [2]) , o dando paso a la posibilidad de
“construir nano-robots inteligentes en el futuro” [3]; hasta el desarrollo de la teoría a niveles más
fundamentales para una futura mejor comprensión de sistemas complejos, como son el caso de la
organización de tejidos celulares; así como del comportamiento colectivo y sincronizado, que puede
servir para la contrucción de sistemas inteligentes con la capacidad de trabajar colectivamente en
tareas específicas, como si se tratasen de un enjambre; e incluso para comprender la relación entre
la organización y los procesos neuronales con los pensamientos que emergen de los seres vivos.

“Un buen ejemplo para el comportamiento emergente es el cerebro. Las neuronas individuales
son celulas bastante simples, similares a un transistor en electrónica. Pero si se acoplan más o menos
100 billones en el cerebro humano, comienzan a ser conscientes y a pensar. Este comportamiento
emergente no es una propiedad propia de la neurona. Un ejemplo aún mejor es la vida misma. Un
organismo consiste principalmente en hidrógeno, carbono y oxígeno. Mezcle 100 kilogramos juntos,
agite bien, para que todo caiga en su lugar, y comienza a correr y a utilizar un celular”. [1]
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xiv Introducción

La materia activa en general, es aquella que puede absorber energía de algún medio externo
y transformarla en trabajo. Por ejemplo por medio de campos electromagnéticos, absorbiendo
energía de fotones, o incluso apoyandose de un estímulo mecánico como puede ser la diferencia de
presión debida a un gradiente químico en un proceso difusioforético cuando hablamos de partículas
Janus. Esto ha permitido el desarrollo de múltiples técnicas experimentales para la manipulación
de distintos tipos de partículas activas, que pueden ser sintéticas o materia viva (Normalmente
haciendo uso de la microscopía).

Figura 1: (a) Partículas Janus, compuestas de platino-látex, obtenidas a partir de un microscopio
electrónico de barrido. (b) Boceto de la configuración experimental: una cámara microfluídica
circular moldeada en gel de agarosa (áreas grises) contiene los coloides de 1 �m tipo “Janus”. La
alimentación de H2O2 se logra mediante una circulación constante en los canales laterales (azul
oscuro). (c) La suspensión coloidal activa se observa a través de un objetivo piezo-eléctrico de alta
apertura numérica montado en un microscopio invertido. [4]

Algunos ejemplos de propuestas que resultan de gran interés para la manipulación de sistemas
brownianos activos son: La rectificación de movimiento a través de microcanales, y el aprovecha-
miento de su dependencia con la velocidad de autopropulsión de las partículas para su separación y
clasificación en función de sus velocidades como se explica en [5]. Así mismo y de manera similar, el
aislamiento de partículas activas, utilizando barreras asimétricas (véase la Fig 2 donde “se muestra
la segregación de partículas activas dentro de una caja cuadrada en 100 �m de lado, dividida en
dos partes por una serie de cuñas; después de 100 s la mayoría de las partículas se concentran
la parte derecha de la caja”), o incluso la separación de partículas quirales, empleando arreglos
de rectángulos inclinados a lo largo de círculos para formar “flores” quirales, utilizandolas para
encerrar partículas activas con quiralidades opuestas que inicialmente se encuentran libres (véase
la Fig. 3). “Tales prácticas prodrían aplicarse en la industria biomédica y farmacéutica, donde a
menudo solo se desea una quiralidad específica”.

Además de la experimentación, también se ha enfocado gran parte de las investigaciones en el
desarrollo de simulaciones computacionales para el estudio de la materia activa, con la finalidad de
tener un mayor control sobre las diferentes configuraciones estocásticas de interés, y de esta manera
contar con un rango más amplio de herramientas que puedan enriquecer el conocimiento que se
tiene en la actualidad. Por ejemplo, se han propuesto técnicas para movilizar y hasta cierto punto,
controlar la dinámica de partículas activas sintéticas con diferentes formas y distribuciones de masa,
aprovechando los efectos gravitacionales del medio donde se encuentran inmersas, y haciendo uso
de campos externos del tipo AC, como se menciona en [6]. Utilizando para esto partículas esféricas
del tipo Janus en un espacio bidimensional, aunque sin considerar el término que corresponde a la
interacción entre dipolos (véase la Fig. 4).
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Figura 2: Segregación de partículas activas usando una serie de cuñas (estructuras moradas). (a)
al tiempo t = 0 s, las partículas activas (puntos negros) están distribuídos uniformemente a través
del recuadro; (b) al tiempo t = 100 s, la mayoría de las partículas activas están concentradas en el
lado derecho de las cuñas. [5]

Figura 3: Clasificación de micronadadores quirales con “flores” quirales (rectángulos grises). (a) En
t = 0 s una mezcla equilibrada de partículas activas con quiralidades opuestas se liberan dentro de
dos flores quirales con quiralidades opuestas. A medida que avanza el tiempo, se muestra en (b)
y (c), las partículas activas que giran en sentido contrario a las agujas del reloj (cuadrados rojos)
están atrapados en las flor quiral izquierda, mientras que las partículas que giran en el sentido de
las agujas del reloj (cuadrados amarillos) están atrapados en la flor quiral derecha. [5]
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Figura 4: Simulación instantánea de subconjuntos representativos de 200 PBAs (partículas brow-
nianas activas). En los recuadros azules se considera la región difusiva, mientras que en los rojos
se considera la región balística. En los recuadros superiores se muestra como las partículas se se-
dimentan con el pasar del tiempo adimensionado t�. Luego en los recuadros inferiores se muestra
como las partículas reaccionan a un campo externo AC que se aplica al sistema. Las flechas de las
las partículas indican la dirección de autopropulsión en 20 oscilaciones del campo de AC. En los
recuadros internos de color blanco se muestra la distribución de las orientaciones de las PBAs. [6]

Así como este, hay múltiples trabajos que aprovechan estas herramientas computacionales para
modelar sistemas que pueden ser en menor o mayor medida, complejos de estudiar solamente con la
experimentación (mayoritariamente cuando se trata de sistemas tridimensionales, pues las técnicas
de microscopía extraen y registran datos bidimensionales del sistema en cuestión; además de la
dificultad que le compete el hacer un registro cuantitativo preciso de las posiciones, orientaciones
y momentos para cada pequeño elemento que conforma el sistema). Es en consecuencia, que la
simulación ha jugado un papel muy importante en el desarrollo de la teoría, y es por ello que la
presente tesis se enfocará en el desarollo teórico-computacional acorde al análisis de algunos de
estos sistemas particulares, utilizando el formalismo de Langevin para micronadadores esféricos y
comparandolo con los resultados que describe teóricamente el formalismo de Smoluchowski.

Los primeros dos capítulos aluden y sirven como prefacio para el análisis de los sistemas ac-
tivos de interés desarrollados en los capitulos posteriores. En el primer capitulo se abordan los
conceptos correspondientes a los términos que forman parte de la dinámica browniana presentes
en el formalismo de Langevin y también en el de Smoluchowski; además de hacer hincapié en las
consideraciones que se tomaron en cuenta para los modelos computacionales. Luego en el capitulo
2 se introducen las escalas de tiempo, que toman gran relevancia para el análisis y estudio de los
datos que manifiestan los sistemas para las diferentes consideraciones en las escalas.

Para los siguientes dos capítulos se pone en marcha el desarrollo y análisis de los sitemas
para los dos formalismos que se abordan en la presente tesis. El capitulo 3 desarrolla la dinámica
que corresponde al formalismo de Smoluchowski, se calcula el desplazamiento cuadrático medio
(traslacional y rotacional) para una partícula activa, además de analizar el comportamiento de un
dipolo al exponerlo a un campo magnético externo. Mientras que en el capitulo 4 se trata con el
formalismo de Langevin para distintos sistemas; desde los menos, hasta los más complejos, y por
medio del método de diferencias finitas se construyen las ecuaciones discretas que sirven como base
para los algoritmos que simulan dichos sistemas; desde una partícula browniana unidimensional y
sin interacciones, hasta un sistema de múltiples dipolos activos interactuantes bajo la influencia de
un campo magnético externo.

Por último en los capitulos 5 y 6 se contrastan los datos obtenidos para dar paso a la resolución
de las conclusiones generales.



Capítulo 1

Marco teórico y consideraciones
metodológicas

En el presente capítulo se hace mención de los conceptos y proposiciones fundamentales que
constituyen el sustento de la teoría para la descripción de este trabajo, así como los parámetros
que son considerados para su desarrollo, ligados directamente con sus alcances y limitaciones.

1.0.1. Fundamentos

Para la construcción de los algoritmos que corresponden a las simulaciones computacionales
vinculadas a los sistemas de interés, se aplica el método de diferencias finitas a la ecuación de
Langevin, que representa de manera “determinista” la dinámica de las partículas individuales (esto
significa que es necesario generar N ecuaciones que describan de manera individual el comporta-
miento de las N partículas que conformen el sistema activo), esto con la finalidad de discretizar
los pasos que dictan la posición de las partículas brownianas activas y de esta manera poder in-
corporarlos a los códigos en Mathematica®. Dicha ecuación se encuentra compuesta por distintos
términos cuya suma cumple y corresponde a la segunda Ley de Newton.

En retrospectiva, es necesario identificar cada uno de los términos que aportan a la suma
total de las fuerzas ejercidas sobre las partículas activas. Las cuatro fuerzas involucradas en dicha
descripción son: La fuerza browniana, la fuerza hidrodinámica, la fuerza derivada de la propia
actividad de la partícula en cuestión y las fuerzas que son producto de los potenciales de interacción.

Movimiento browniano

Debido a la enorme cantidad de partículas que forman parte del solvente, estas imbullen por
medio de un baño térmico, un comportamiento errático a las partículas del soluto. Dicho com-
portamiento depende de la energía del sistema, que a su vez depende de la temperatura. A este
comportamiento atribuido se le conoce como “movimiento browniano” y es el responsable del ca-
rácter estocástico que presentan este tipos de sistemas.

A la fuerza que impulsa dichas partículas y que continuamente cambia la dirección de su movi-
miento se le conoce como “fuerza browniana”. Esta fuerza se deriva directamente de las colisiones
que sufren con las partículas más pequeñas que constituyen al medio donde se encuentran inmersas.
Dichas colisiones infunden un movimiento aleatorio que se caracteriza por no tener una dirección
preferencial; es decir, que su media es igual a cero (hw(t)i = 0), y además de acuerdo a [7] se tiene
que cumplir con hw(t)2i = 1 para cualquier valor de t; y con w(t1) y w(t2) independientes una de la
otra para t1 6= t2. Por lo tanto, al término que corresponde a la fuerza browniana en la ecuación de
Langevin, se le asigna una variable estocástica w(t) que le atribuya la mencionada “aleatoriedad”.
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Marco teórico y consideraciones metodológicas

Interacciones hidrodinámicas

La medida que relaciona los efectos inerciales y los viscosos de un flujo dentro de un sistema
hidrodinámico es el número de Reynolds. Cuando el número de Reynolds es relativamente pequeño
(Re � 1), los términos inerciales en la ecuación de Navier-Stokes se vuelven despreciables en
comparación con los efectos viscosos. Es en estas condiciones cuando el flujo se ve dominado por
la viscosidad del fluido, por lo que las partículas tienden a frenar su movimiento debido a la fuerza
de arrastre que las múltiples partículas del solvente ejercen sobre ellas. Cuando la aproximación de
Stokes es considerada válida, la ley de Stokes para la fuerza hidrodinámica entra en acción. Dicha
ley describe la fuerza de fricción experimentada por una esfera pequeña que se mueve lentamente
a través de un fluido viscoso y se escribe como:

Farras = �6��Rv = �
v

(para consultar las constantes, véase el apéndice A)

Movimiento activo

Como se mencionó con anterioridad, las partículas activas son todas aquellas que tienen la
capacidad de absorber energía de algún medio externo para posteriormente transformarla en energía
mecánica. Esto no se limita solamente al movimiento de rotación y al transporte (también puede
ser alguna clase de fuerza mecánica en respuesta a algún estimulo, la auto-organización, hasta
la retransmisión de impulsos eléctricos o la generación de respuestas químicas); sin embargo, el
enfoque de interés de este trabajo en particular es el del desplazamiento para el transporte de
partículas activas.

Las partículas Janus por ejemplo, pueden autopropulsarse aprovechandose del efecto de la
difusioforesis. Cuando la cara catalizadora entra en contacto con el peróxido de hidrógeno, la capa
de platino descompone un par de moléculas de H2O2 en dos moléculas de H2O y una de O2 como
se menciona en [8], lo que genera una diferencia de presión entre la párticula Janus y las moléculas
del solvente, de esta forma generando una fuerza neta que apunta en dirección opuesta a la capa
de platino. Esta fuerza producto de la actividad tiene importantes repercusiones en la dinámica
del sistema y se debe de considerar dentro de la ecuación de Langevin.

Potenciales de interacción

Otra manera de generar una fuerza sobre una o más partículas coloidales, es a través de la incor-
poración de gradientes de potencial. Las fuerzas generadas a partir de potenciales pueden ser tanto
externas (a consecuencia de campos externos, como el gravitacional o campos electromagnéticos),
o pueden ser potenciales generados dentro del propio sistema (por ejemplo los gradientes químicos
o aquellos generados por la interacción entre dos o más dipolos activos). En general pueden co-
existir varios tipos de potenciales simultáneamente en un mismo sistema, y ello puede conducir a
comportamientos sumamente complejos, por lo que normalmente suelen considerarse solo un par
de ellos, aunque ello no exime de hallar interés en el estudio de sistemas más completos y que
arrojen resultados exuberantes.

1.0.2. Consideraciones adicionales
Una de las aproximaciones destacables que se tomaron en cuenta para la construcción de los

algoritmos implementados, fue el relativamente bajo número de iteraciones utilizadas para simular
los pasos balísticos de las partículas brownianas, pues fueron de apenas centenares o en ocasiones
algunos pocos miles de pasos, lo que corresponde a resultados no del todo exactos, pero sí lo sufi-
ciente para que se vean reflejados los comportamientos que se esperan de acuerdo a la literatura (Si
se quisiera ser extremadamente precisos, se necesitarían decenas de millones de pasos). Además se
utilizó un bajo número de partículas interactuantes, pues es complicado simular una gran cantidad
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Marco teórico y consideraciones metodológicas

de ellas debido a los altos requerimentos computacionales que estas conllevan; no obstante, basta
con unas pocas partículas (4 o 5 partículas por citar un ejemplo, como se puede observar en [5])
para obtener resultados de interés y analizar la dinámica del sistema.

Por otra parte, se considera un sistema estacionario, con un solvente homogéneo y solamente
un tipo de partículas brownianas, cuyas características físicas son exactamente las mismas, tanto
el tamaño, la forma, como la actividad que estas presentan y el cómo reaccionan a las interacciones
con medios externos; es decir, todas se tratan de partículas idénticas (un sistema monodisperso).
Para poder hacer una comparativa eficaz con modelos previamente estudiados, como en el caso de
los resultados obtenidos en [14], también se considera que se tratan de partículas esféricas del tipo
Janus con una densidad uniforme (aunque la densidad de las partículas Janus no es uniforme, pues
están compuestas por dos materiales diferentes, en este caso el platino y poliestireno).

La manera en que se puede despreciar el hecho de que las partículas no tengan una densidad
uniforme, es despreciando los efectos gravitacionales, pues si se considerasen se tendría que replan-
tear una basta cantidad de parámetros y la dinámica del sistema difiere considerablemente. Esto
puede sustentarse de acuerdo a [6, 8], donde se menciona que además de que se llega a presentar
tanto la sedimentación como la sedimentación invertida en ciertos porcentajes (dependiendo de
variables tales como las densidades o la actividad que se presenta), también las trayectorias debido
a los procesos estocásticos se ven afectadas, pues existe una orientación preferencial hacia la fron-
tera superficial debido a la torca que ejerce el campo gravitacional sobre las partículas Janus. Por
ende en la presente tésis se han omitido dichas interaccones, aunque como un primer acercamiento
a dichos sistemas, se propone el uso de las tres dimensiones espaciales, pues estas permiten un
estudio más completo para partículas que presentan densidades no homogéneas; sistemas que por
supuesto son más difíciles de tratar experimentalmente, pues las técnicas de microscopía se basan
en la consideración de dos dimensiones espaciales, limitando de esta manera las capacidades de
estudio del sistema en cuestión.

Como se están despreciando los efectos gravitacionales y como no hay mayor interés por describir
la interacción de las partículas con superficies delimitadoras, también se excluyeron las interacciones
con fronteras y solamente se tomaron en consideración las interacciones entre partículas debido a
los potenciales de interacción involucrados. Potenciales que aunque normalemente se tienden a
simplificar utilizando aproximaciones por medio de etapas de pozos de potencial cuadrados como
se menciona en [9]; no se incorporaron como parte de los códigos generados, sino más bien se
utilizó la forma completa y continua de los potenciales de interacción. Y para las interacciones que
involucran al campo magnético externo, se considera un campo uniforme orientado en dirección
del eje vertical, pues simplifica significativamente el planteamiento de las ecuaciones y por ende
del código utilizado, además de otras razones explicadas en el cuarto capítulo.
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Capítulo 2

Escalas de tiempo y caminata
aleatoria

A pesar de que el comportamiento dinámico de las partículas en un sistema coloidal es muy
similar tanto para el soluto, como para el solvente; (pues debido al principio de partición, al
considerar que localmente el sistema se encuentra en equilibrio, los distintos tipos de partículas
llevan la misma energía cinética media) existe una diferencia sustancial que corresponde a las escalas
de tiempo para sus respectivas partículas; y por ende, de escalas características correspondientes
a longitudes de desplazamiento.

Se pueden distinguir especialmente dos escalas de tiempo con las que se trabajarán en la presente
tesis: las que están directamente relacionadas con la masa inercial de las partículas, y aquellas
donde las partículas “perdieron la memoria de sus masas”; es decir, los términos inerciales han
desaparecido.

Tomando como principales referentes a [10] y [11], se describen y analizan las escalas de tiempo
fundamentales que son indispensables para el desarrollo de este trabajo, así como las reglas que
caracterizan a la caminata aleatoria en base a la definición de la escala de tiempo de relajación
de momento (concretamente hablando de las secciones que corresponden a este capitulo, las es-
calas de tiempo y la caminata aleatoria respectivamente), ligando esta última con la definición
del desplazamiento cuadrático medio de un sistema browniano (o también conocido como MSD),
puesto que se ve estrictamente arraigado en el análisis de resultados computacionales de interés.
A continuación los fragmentos más relevantes a considerar, basados en los textos originales:

2.1. Escalas de tiempo relacionadas con la masa (Régimen
balístico)

2.1.1. Escala de tiempo de colisión molecular �c

El proceso más rápido en una dispersión coloidal, relevante para el movimiento browniano, es la
colisión de moléculas de disolventes entre sí y con un coloide. La energía cinética de las partículas
con masa m y velocidad v es igual a:

hEkini = h1
2
mv2i =

3

2
kBT (2.1)

Debido a la estrecha distancia intermolecular del solvente, las moléculas chocan al viajar una
distancia aproximada al radio molecular r. El tiempo relacionado con la colisión es en proporción:

r � �c
p
hv2i
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Escalas de tiempo y caminata aleatoria
2.1 Escalas de tiempo relacionadas con la masa (Régimen balístico)

Por tanto, el tiempo de colisión �c para las moléculas con radio r es del orden:

�c =
rp

kBT=m

Dado que la partícula colidal se encuentra aparentemente estática en esta escala de tiempo, �c es
también el tiempo característico para los encuentros entre un coloide y sus moléculas circundantes.
Debido a la alta frecuencia de las colisiones, para la partícula browniana, la escala de tiempo
cumple t� �c; es decir, dicha partícula experimenta un fluido continuo en lugar de una colección
de moléculas discretas. En consecuencia, el movimiento de una partícula coloidal se considera que
cumple con el amortiguamiento por fricción de Stokes, y debido a esta amortiguación viscosa, la
partícual “relaja” su momento.

2.1.2. Escala de tiempo de relajación de momento �MR

Considérse una partícula coloidal, con una velocidad de deriva v0 y un impulso p0 = mv0 para
un tiempo t = 0 (véase la Fig. 2.1).

Figura 2.1: La velocidad v(t) de una esfera decae exponencialmente en el tiempo debido a la
disipación de la energía cinética viscosa. En el tiempo de relajación del momento �MR, la velocidad
de la esfera ha disminuido en un factor e desde su valor inicial v0. [10]

La fuerza viscosa en la esfera es igual a 
tv(t) donde 
t es el coeficiente de fricción traslacional
de Stokes. Por la segunda ley de Newton se tiene que, para una partícula con masa constante m:

m
d

dt
v(t) = �
tv(t); t� �c (2.2)

A partir de la cual se encuentra que la velocidad instantánea v(t) y, consecuentemente, el
momento inicial decae como:

v(t) = v0 exp

�
�
tt
m

�
= v0 exp

�
� t

�MR

�
(2.3)

La disminución exponencial del momento del coloide (nuevamente se observa en la Fig. 2.1) se
establece por el tiempo de relajación, también conocido como el tiempo de relajación del momento:

�MR =
m


t
=

2

9

�p
�
R2; (2.4)

Como consecuencia del intercambio de energía cinética con el disolvente circundante, la partícula
coloidal ejecuta pasos “balísticos” que en longitud son comparables a los tomados por las méculas
del solvente; sin embargo, debido a su masa mucho mayor, la partícula coloidal da estos pasos a
una frecuencia mucho más baja. Si se siguiese considerando una serie de muchos pasos balisticos
como este, se entraría en el régimen difusivo o browniano.
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Escalas de tiempo y caminata aleatoria
2.2 Caminata aleatoria

2.2. Caminata aleatoria

Se considera una partícula browniana que presenta una caminata aleatoria unidimensional como
se muestra en la parte inferior de la Fig. 2.4, que comienza en la posición x = 0 y en el tiempo
t = 0, acorde a esto se consideran las siguientes reglas:

1. La partícula se mueve hacia la derecha o la izquierda una vez cada � = �MR segundos,
moviéndose a una velociad �vx una distancia � = �vx� .

2. La probabilidad de ir hacia la derecha o hacia la izquierda en cada caso es de 1=2. Además
las partículas al interactuar con las moléculas del agua, olvidan lo que hicieron en la etapa
anterior de su viaje. Los pasos sucesivos son estadísticamente independientes.

3. Cada partícula se mueve independientemente de todas las demás partículas; es decir, que las
partículas no interactúan las unas con las otras. En la práctica, esto será cierto siempre que
la suspensión de las partículas esté razonablemente diluida.

Como consecuencia de dichas reglas, las partículas no van a ninguna parte en promedio. Por
otra parte, el desplazamiento de la raíz cuadrática media no es proporcional al tiempo, sino a la
raíz cuadrada del tiempo.

Se puede establecer estas un procedimiento iterativo haciendo uso de estas proposiciones. Con-
siderando un conjunto de N partículas que se tiene lo siguiente:

Sea xi(n) la posición de la i-ésima partículas después de del n-esimo paso. De acuerdo con la
regla 1, la posición de una partículas después del n-ésimo paso difiere después del n� 1 pasos por
��:

xi(n) = xi(n� 1)� � (2.5)

De acuerdo con las reglas 2 y 3, tanto el signo positivo como el negativo se aplicarán a aproxi-
madamente la mitad de las partículas.

El desplazamiento medio de las partículas después del n-ésimo paso se puede encontrar prome-
diando sobre las partículas de índice i de la forma:

hx(n)i =
1

N

NX
i=1

xi(n) (2.6)

Al expresar xi(n) en términos de xi(n� 1), Eq 2.5, se encuentra que:

hx(n)i =
1

N

NX
i=1

[xi(n� 1)� �] =
1

N

NX
i=1

xi(n� 1)

El segundo término entre paréntesis tiene un promedio de cero, puesto que su signo es positivo
para aproximadamente la mitad de las partículas y negativo para la otra mitad.

=) hx(n)i = hx(n� 1)i (2.7)

La Eq. 2.7 expresa que la posición media de las partículas no cambia de un paso a otro.
Ahora, dado que todas las partículas comienzan en el origen donde la posición media es cero,

la posición media sigue siendo cero. La propagación de las partículas es simétrica con respecto al
origen, como se muestra en la Fig. 2.2
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Escalas de tiempo y caminata aleatoria
2.2 Caminata aleatoria

Figura 2.2: La probabilidad de encontrar partículas en diferentes puntos x en tiempos t = 1; 4 y
16. Las desviaciones estándar (anchos de raíz cuadrática media) de las distribuciones aumentan
con la raíz cuadrada del tiempo. Sus alturas máximas disminuyen con la raíz cuadrada del tiempo.
[11]

Una medida conveniente de propagación es el MSD hx2(n)i. Aquí se hace un promedio del
cuadrado del desplazamiento en lugar del desplazamiento en sí (véase el apéndice B). Dado que el
cuadrádo de un número negativo es positivo, el resultado debe ser finito; no puede ser cero. Por lo
que se obtiene que el MSD para 1, 2 y 3 dimensiones espaciales son respectivamente:

hr2i = 2Dtt (2.8)

hr2i = 4Dtt (2.9)

y

hr2i = 6Dtt (2.10)

Para las escalas de tiempo � � m=
t, la coordenada de posición es en promedio proporcional
a
p
t. Esta escala de tiempo generalmente se conoce como la escala de tiempo difusiva �D. En

dicha escala de tiempo, resulta factible una descripción estadística del movimiento de la partícula
browniana. Por lo tanto, se llega al siguiente orden de escalas de tiempo:

10�14s = �solvente � �FP � m=
t � �D (2.11)

como se muestra en la Fig. (2.3). El punto de transición es el equivalente a la escala de tiempo
de relejación de momento �MR = m=
t, que divide a la escala de tiempo de Fokker-Planck �FP
(correspondiente a la región balística) y a la escala de tiempo que corresponde a la región difusiva
�D también conocida como “escala de tiempo browniana”.
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2.3 El régimen difusivo

Figura 2.3: Desplazamiento cuadrático medio como función del tiempo. La función presenta en un
comienzo un comportamiento cuadrático; sin embargo, conforme pasa de la escala balística a la
difusiva se va volviendo lineal. [12]

2.3. El régimen difusivo

2.3.1. Escala de tiempo difusiva o Browniana t � �MR

A la secuencia de pasos moleculares de magnitud � que cambian de dirección continuamente
debido a las colisiones se le conoce como difusión.

Cuando un coloide ha realizado muchos pasos de intercambio de momentos, entra en el régimen
de tiempo difusivo t� �MR (vease la Fig. 2.4).

Figura 2.4: Parte superior: Una esfera ejecuta pasos balísticos de longitud l en la misma direc-
ción de tal manera que su desplazamiento es proporcional al tiempo. Parte inferior: Una esfera
browniana camina con la misma probabilidad hacia la izquierda o hacia la derecha, lo que implica
un deplazamiento neto que crece como la raíz cuadrada de t. [10]
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Para el cuadrado del vector de desplazamiento, se encuentra en promedio un número de pasos
balísticos n = t=�MR � 1, sumamente grande:

hx � xi = h
nX
j=1

l �̂j �
nX
k=1

l �̂k i = l2
t

�MR
h�̂j � �̂ji+ l2

nX
j 6=k

nX
h�̂j � �̂ki = l2

t

�MR
(2.12)

El promedio de la doble suma de los términos cruzados j 6= k desaparece porque la suma
produce una secuencia de productos punto de vectores unitarios iguales a 1 o �1 con la misma
probabilidad. Desde

l2 � (v0�MR)2 � kBT�
2
MR

m
;

encontrando un desplazamiento cuadrático medio que es proporcional a:

hx2i � kBT

m
�MRt �

kBT



t; t� �MR (2.13)

De esto se concluye que la masa m de la partícula coloidal se ha eliminado de la ecuacíon, por
lo que no tiene efecto alguno sobre los desplazamientos difusivos; además, en el hipotético caso
balístico, el desplazamiento al cuadrado aumenta de forma cuadrática en el tiempo, a diferencia
del movimiento descrito por la Ec. (2.13), donde crece de manera lineal. Esto radica en el hecho de
que en los pasos balísticos todos los pasos se suman, mientras que para el movimiento browniano,
los pasos se suman y también se restan con la misma frecuencia. Se puede ver en la constante de
proporcionalidad en la Ec. (2.13) el coeficiente de difusión traslacional Dt = kBT=
t.

2.3.2. Escala de tiempo de relajación configuracional �CR

Luego de varios procesos de relajación, los coloides han entrado en el régimen difusivo y se
han difundido una distancia comparable a su propio radio R; como consecuencia de esto, se puede
definir un tiempo �CR, que es necesario para que los centros de la esfera inscriban un área de orden
R2 por difusión. De la Ec. (2.12) se obtiene para este tiempo de relajación configuracional:

�CR �
�
R

l

�2

�MR

Una expresión alternativa para �CR se deriva de la Ec. (2.13):

�CR �

tR

2

kBT
� �R3

kBT
(2.14)

Por lo tanto se tiene que:

�MR � t� �CR

Los coloides solo experimentan entre sí (o una pared, o cualquier otro obstáculo) a través
de campos de flujo hidrodinámico (‘ìnteracciones hidrodinámicas”). Solo en la escala de tiempo
t > �CR los coloides se encuentran directamente y experimentan interacciones “directas”.

2.3.3. La escala de tiempo de relajación rotacional �RR

Cuando las esferas coloidales han realizado muchos pasos angulares en los que intercambian
el momento angular con el disolvente, entran en el régimen de tiempo difusivo t � �AR (con
�AR como el tiempo de relajación del momento angular, que es aproximadamente igual a �MR).
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Inicialmente, el desplazamiento angular neto � de la esfera sigue siendo insignificante. Para que �
se desvie sustancialmente de su valor � = 0 en t = 0 se tiene que esperar al menos un tiempo.

�RR =
1

Dr
� �R3

kBT
(2.15)

Aquí Dr = kBT=8��R
3 es el coeficiente de difusión rotacional que determina el decaimiento de

las orientaciones de las esferas. Por lo tanto, el tiempo �CR en la Ec. (2.14) tomado por una esfera
para cambiar significativamente su posición coincide con el tiempo que �RR (o simplemente �R)
necesita para cambiar sustancialmente su orientación.

Nuevamente esto resulta conveniente, pues permite extraer datos significativos tanto para la
dinámica rotacional, como para la dinámica traslacional de un mismo sistema simulado bajo los
parámetros previamente establecidos.
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Capítulo 3

Formalismo de Smoluchowski

3.1. La Función de Densidad de Probabilidad (PDF)

Para cada una de las coordenadas de posición y de momento en el espacio fase, los valores
específicos forman un conjunto con cierta presición para un tiempo en particular. Se puede entonces
definir la probabilidad de que ciertas condiciones iniciales concretas ocurran.

Para partículas esféricas, el espacio fase se define como el espacio de 6N -dimensiones que abarca
las coordenadas de posición r1; :::; rN y de las coordenadas de momento p1; :::;pN de todas las N
partículas en cada sistema. Los valores de las posiciones y los momentos definen el microestado en
el que se encuentra el sistema, representado por un único punto en el espacio fase.

La densidad de puntos es proporcional a la probabilidad de encontrar un único sistema en
ese microestado para un tiempo determinado. La función de densidad de probabilidad (también
conocida como PDF) P (X; t) de X = (r1; :::; rN ;p1; :::;pN ) se define como: P (X; t)dX igual a la
probabilidad de que las posiciones y los momentos de las partículas estén entre (X;X + dX) en un
particular tiempo t.

Considerando una PDF para N partículas

P (rN ; ûN ; t)

donde solamente interesan las coordenadas de posición r y las de orientación û para cada una
de las partículas.

3.2. Posición y orientación de una partícula

Utilizando el sistema de coordenadas esféricas, se tiene que una partícula cualquiera del sistema
cumple:

r = x î + y ĵ + z k̂; û = ux î + uy ĵ + uz k̂

donde,

ux = sin � cos�; uy = sin � sin�; uz = cos �

Cuyas coordenadas de orientación se localizan sobre la esfera unitaria como en la Fig. (3.1),
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Formalismo de Smoluchowski
3.3 Flujo de partículas

Figura 3.1: (a) Vector de orientación definido a partir del ángulo polar y el acimutal. (b) Esfera
unitaria sobre la que reside cada posible vector de orientación û [13]

Sea P (r; û; t)drdû la probabilidad de que una partícula con posición r y orientación û esté en
el elemento drdû alrededor de (r; û) del espacio de configuraciones de una partícula al tiempo t.
La probabilidad debe ser normalizada, por lo que:Z

dr

Z
dû P (r; û; t) = 1

donde,

dû = sin � d� d�; 0 � � � �; 0 � � � 2�

3.3. Flujo de partículas
Considerando un ensamble tipo canónico N;V; T donde cada uno de los elementos es una

partícula coloidal esférica axial (partícula browniana) en un fluído molecular.
Cada microestado está definido por N puntos dentro de R3, y por N puntos sobre la superficie

esférica unitaria R2. Se visualiza a continuación en la Fig. (3.2) y (3.3) respectivamente:

Figura 3.2: Puntos dentro del volúmen R3 [13]
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Formalismo de Smoluchowski
3.3 Flujo de partículas

Figura 3.3: Puntos sobre la superficie esférica unitaria R2 [13]

El número de puntos en función del tiempo N(t) en W y A están relacionadas con la PDF,
P (r; û; t) donde dû es un elemento de superficie de la esfera unitaria.

La variación en el tiempo del número de puntos en W y A está dada de la siguiente manera:

dN(t)

dt
=

Z
W

dr

Z
A

dû
@

@t
[P (r; û; t)] (3.1)

El cambio en el número de puntos está relacionado con los flujos de puntos, jtras y jrot, que
entran y salen a través de las fronteras @W y @A, de W y A respectivamente.

dN(t)

dt
=

Z
@W

dS

Z
A

dû jtras +

Z
W

dr

Z
@A

dl jrot (3.2)

La contribución local al cambio de número de puntos en W es igual a la densidad local de
la probabilidad de P (r; û; t) multiplicado por la componente perpendicular de la velocidad de
traslación del centro de masa v en el caso traslacional, y a la velocidad angular en el caso rotacional.

Para el caso traslacional, simplemente es:

jtras = (n̂ � v) P (r; û; t)

Mientras que para el caso rotacional, el vector normal a la recta es n̂ = l̂� û. Así que se tiene:

jrot =
dû

dt
� (̂l� û) P (r; û; t)

Y utilizando la propiedad

=) jrot = l̂ � (û� dû

dt
) P (r; û; t)

Entonces:

jtras = (n̂ � v) P (r; û; t) jrot = l̂ � (û� dû

dt
) P (r; û; t)

Luego sustituyendo jtras y jrot en la Ec. (3.2) y si dS = n̂ dS, se tiene:

dN(t)

dt
= �

Z
@W

dS

Z
A

dû [v P (r; û; t)]�
Z
W

dr

Z
@A

dl l̂ � (û� dû

dt
) P (r; û; t) (3.3)
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Formalismo de Smoluchowski
3.4 Ecuación de Continuidad para el movimiento traslacional y rotacional

Figura 3.4: La componente perpendicular de la velocidad de traslación del centro de masa es
l̂ � (û� dû

dt ), que multiplicada por la probabilidad P (r; û; t) da como resultado el flujo jrot [12]

3.4. Ecuación de Continuidad para el movimiento traslacio-
nal y rotacional

Aplicando los Teoremas de Gauss y de Stokes a la Ec. (3.3) se llega a:

dN(t)

dt
= �

Z
W

dr

Z
A

dû r � [v P (r; û; t)]�
Z
W

dr

Z
A

dû [û � (ru � û� dû

dt
) P (r; û; t)] (3.4)

Luego, sea v = 
� r

=) dû

dt
= 
� û; (
 y û son perpendiculares) =) û� dû

dt
= û� (
� û)

Por la septima propiedad de A.3

=) 
 = û� dû

dt

Ahora, utilizando la octava propiedad de A.3 con R̂ � û�rû como el operador rotacional, y
sustituyendo 
 = û� dû

dt en la Ec. (3.4) se llega a:

dN(t)

dt
= �

Z
W

dr

Z
A

dû r � [v P (r; û; t)]�
Z
W

dr

Z
A

dû R̂ � [
 P (r; û; t)]

Sustituyendo en la Ec. (3.1) y haciendo algunos arreglos:Z
W

dr

Z
A

dû

�
@

@t
P (r; û; t) +r � [v P (r; û; t)] + R̂ � [
 P (r; û; t)]

�
= 0

=) @

@t
P (r; û; t) = �r � [v P (r; û; t)]� R̂ � [
 P (r; û; t)] (3.5)

Que es la ecuación de continuidad para el movimiento traslacional y rotacional para una par-
tícula donde v es la velocidad de traslación y 
 la velocidad rotacional.
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Formalismo de Smoluchowski
3.5 Formalismo de Smoluchowski generalizado dentro de la escala difusiva

Para N partículas brownianas, la Ec. (3.5) se escribe como:

@

@t
P (rN ; ûN ; t) = �

NX
j=1

n
rj �

�
vj P (rN ; ûN ; t)

�
+ R̂j �

�

j P (rN ; ûN ; t)

�o
(3.6)

3.5. Formalismo de Smoluchowski generalizado dentro de la
escala difusiva

Una relación importante para expresar las velocidades en términos de funciones fase, es la ecua-
ción de equilibrio de fuerzas y la de torcas. En la escala de tiempo browniana (�B), las coordenadas
de los momentos traslacionales y angulares han relajado al equilibrio térmico con las moléculas del
solvente, de modo que la fuerza total y la torca total sobre cada partícula browniana es cero.

Hay tres fuerzas no inerciales y torcas que actúan sobre cada j-ésima partícula: La fuerza hidro-
dinámica FHj y la torca hidrodinámica �Hj , que el solvente ejerce sobre dicha partícula browniana.
La fuerza de interacción directa FIj ejercida sobre la j-ésima partícula por el resto de partículas, así
como la torca de interacción directa � Ij . Y la propia fuerza browniana FBj de la partícula, además
de la respectiva torca browniana �Bj con la que cuenta.

Partiendo de dicha condición, para la parte traslacional se tiene:

0 = FHj + FIj + FBj (3.7)
Y análogamente para la parte orientacional:

0 = �Hj + � Ij + �Bj (3.8)

La fuerza de interacción directa se define en este caso como FIj = �rrj �(rN ; ûN ) del en-
samble de las partículas brownianas, y la torca de interacción directa relacionada con � es
� Ij = �R̂j�(rNj ; û

N
j ).

Sin tomar en cuenta las interacciones hidrodinámicas en la fuerza y la torca, sólo tomando las
fuerzas de fricción, se tiene (para el caso de una partícula esférica):

FHj = �
tvj ; �Hj = �
r
j

.
Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones de equilibrio (3.7) y (3.8), luego despejando

para vj y 
j :

vj = � 1




�
rrj

�(rN ; ûN ) + FBj
�

(3.9)

y


j = � 1




h
R̂j �(rN ; ûN ) + �Bj

i
(3.10)

Sustituyendo la Ec. (3.9) en la Ec. (3.6) para la parte traslacional, se obtiene la Ecuación de
Smoluchowski para la parte traslacional:

@P (rN ; ûN )

@t
= �

NX
j=1

1


t
rrj �

�
�rrj � + FBj

�
P (rNj ; û

N
j ) = 0

De igual manera se tiene que la Ecuación de Smoluchowski para la parte orientacional es:

@P (rN ; ûN )

@t
= �

NX
j=1

1


r
R̂j �

h
�R̂j� + �Bj

i
P (rNj ; û

N
j ) = 0
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Formalismo de Smoluchowski
3.6 Formalismo de Smoluchowski para una partícula activa dentro de la escala difusiva

3.5.1. Ecuación de Smoluchowski
Para tiempos grandes (Difusivos), se puede utilizar la aproximación de Boltzmman P (rNj ; û

N
j ) �

e���, donde la PDF P (r; û; t) no depende del tiempo, así que la derivada temporal en la ecuación
de continuidad es igual a cero. Esta igualdad se cumple al relacionar la PDF con las fuerzas y
torcas brownianas por medio de:

FBj = �kBT rr lnP (r; û); �Bj = �kBT R̂ lnP (r; û)

Que se pueden reescribir como:

FBj = � 1

�

1

P
rrjP (rNj ; û

N
j ) ; �Bj = � 1

�
R̂ lnP (rNj ; û

N
j )

Así que sustituyendo estas expresiones en la Ec. (3.9), en la Ec. (3.10) (con 
t = 1=�Dt, y 
r =
1=�Dr respectivamente), y sustituyendo en la Ec. (3.6). Entonces la Ecuación de Smoluchowski se
escribe:

@P (rNj ; û
N
j )

@t
=

NX
j=1

�
Dtrrj

�
�
�(rrj

�)P (rNj ; û
N
j ) +rrj

P (rNj ; û
N
j )
�

+ : : :

: : : DrR̂j �
h
�(R̂j�)P (rNj ; û

N
j ) + R̂jP (rNj ; û

N
j )
i
g = L̂SP (rN ; ûN )

(3.11)

Donde L̂S es el operador de Smoluchowski definido como:

L̂S �
NX
j=1

n
Dtrrj �

�
�(rrj �)(: : :) +rrj (: : :)

�
+DrR̂j �

h
�(R̂j�)(: : :) + R̂j(: : :)

io

3.6. Formalismo de Smoluchowski para una partícula activa
dentro de la escala difusiva

Al igual que el caso de múltiples partículas sin actividad, se tiene que recurrir a las ecuaciones
correspondientes para el equilibrio entre fuerzas y el equilibrio entre torcas. En este caso es evidente
que la fuerza de interacción entre partículas no se encuentra presente. Entonces el equilibrio entre
fuerzas se puede escribir como:

0 =
X
i

Fi = FH + FB

Como en el caso de múltiples partículas brownianas sin actividad, se considera la veracidad de la
aproximación para la fuerza y la torca browniana, haciendo uso de la aproximación de Boltzmman,
entonces se tiene que en el equilibrio:

FB = �kBT rr lnP (r; û; t); �B = �kBT R̂ lnP (r; û; t)

Además la fuerza hidrodinámica es FH = �
t(v � v0û). Así que sustituyendo en la condición
de equilibrio,

=) �
t(v � v0û)� kBT r[lnP (r; û; t)] = 0

=) v = v0û�Dtr[lnP (r; û; t)] (3.12)

Análogamente para el caso rotacional se tiene que en el equilibrio:
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3.6 Formalismo de Smoluchowski para una partícula activa dentro de la escala difusiva

0 =
X
i

�i = �H + �B

Con �H = �
r 
 como la Torca Hidrodinámica.

=) �kBT R̂ lnP (r:û; t)� 
r 
 = 0

=) 
 = �DrR̂ lnP (r; û; t) (3.13)

Además teniendo en cuenta que:

r[lnP (r; û; t)] =
1

P (r; û; t)
r[P (r; û:t)] (3.14)

Después sustituyendo la Ec. (3.12), Ec. (3.13) y Ec. (3.14) en la Ec. (3.5), y haciendo algunos
arreglos:

@

@t
P (r; û; t) = �r � [v0û P (r; û; t)] +Dt r2P (r; û; t) +Dr R̂

2P (r; û; t) (3.15)

3.6.1. Desplazamiento cuadrático medio para una partícula activa tridi-
mensional dentro de la escala difusiva

Sea Wt(t) el desplazamiento cuadrático medio (MSD), tal que; Wt(t) = hr2(t)i. Se parte de su
derivada temporal de acuerdo a la definición de la PDF; luego, utilizando el formalismo de Smolu-
chowski para una partícula activa dentro de la escala difusiva y haciendo una serie de desarrollos
(véase el apéndice B) se llega a:

Wt(t) =

�
6Dt +

v2
0

Dr

�
t+

v2
0

2D2
r

�
e�2tDr � 1

�
(3.16)

Esta es la Ecuación que describe la evolución del desplazamiento cuadrático medio a través del
tiempo, y está relacionado con las condiciones del sistema en concreto, así como la actividad que
presenta la partícula.

Se puede simplificar aún más la expresión utilizando la definición del desarrollo en serie de
Taylor para la exponencial (véase el apéndice A), facilitando su uso mediante una aproximación a
tiempos cortos. Con t� �R se tiene entonces:

Wt(t) =

�
6Dt +

v2
0

Dr

�
t+

v2
0

2D2
r

�
1� 2tDr +

4t2D2
r

2!
� 1

�
Simplificando,

=)Wt(t) = 6Dtt+ v2
0t

2 (3.17)

Luego para t� �R, la exponencial de la Ec. 3.16 tiende a cero, por lo tanto:

Wt(t) = 6Dtt+ v2
0�Rt�

v2
0

2D2
r

(3.18)

Al graficar el análogo bidimensional del desplazamiento cuadrático medio generalizado, para
tiempos cortos y para tiempos largos, de acuerdo a [14] se observan las gráficas de la Fig (3.5)
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3.6 Formalismo de Smoluchowski para una partícula activa dentro de la escala difusiva

Figura 3.5: Desplazamiento cuadrático medio en función del tiempo para la trayectoria expuesta
(esfera recubierta de platino en 10 % de H2O2), que se asemeja a una parábola (línea roja) con
�t� �R, y una línea recta (línea verde) con �t� �R. [14]

3.6.2. Desplazamiento rotacional cuadrático medio para una partícula
activa bidimensional dentro de la escala difusiva

Análogamente al cálculo del MSD, se calcula el MSRD para una partícula bidimensional que
presenta actividad para la parte traslacional dentro de la escala difusiva (véase el apéndice B) y se
llega a:

Wû = 2(1� e�Drt) (3.19)

Análogamente para tiempos cortos:

Wû = 2Drt (3.20)

Figura 3.6: Análogo al MSD; el MSRD para una esfera browniana dentro de la escala difusiva
cambia de 2Drt a 4Drt para tiempos cortos cuando se añade una componente angular. [10]
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Formalismo de Smoluchowski
3.7 Un dipolo bajo los efectos de un campo magnético de acuerdo a Smoluchowski

3.7. Un dipolo bajo los efectos de un campo magnético de
acuerdo a Smoluchowski

Considerando el caso de una única partícula que se encuentra en el equilibrio, tomando el
término para la parte rotacional de la Ec. (3.11), se tiene que:

0 =
dP (û; t)

dt
= DrR̂ �

h
�(R̂ �)P (û; t) + R̂P (û; t)

i
=) R̂P (û) = ��(R̂ �)P (û) =) R̂P (û)

P (û)
= ��(R̂ �)

Luego con R̂ lnP (û) = R̂P (û)
P (û) se llega a:

P (û) = e��� (3.21)

De acuerdo a la definición del potencial para un dipolo bajo los efectos de un campo magnético
Uext = �� �Eext, con un campo magnético externo Eext = E0k̂ de magnitud E0 en la dirección k̂,

Uext = ��E0 cos �

Se sustituye esta expresión en la Ec. (3.21), así que:

P (û) = e��E0 cos � = eE
∗
0 cos �

con E�0 = ��E0. Luego normalizando la PDF:

C

Z
dû P (û) = 1 =) P (û) =

E�0 e
E∗

0 cos �

4� sinhE�0

10-4 T

0.5 T

1 T

1.5 T

2 T

2.5 T

0 π 2π
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

θ

P
(θ
)

Pdf de un dipolo contra θ para diferentes E0
*

Figura 3.7: PDF de un dipolo en función de su orientación al variar la intensidad del campo
magnético que se encuentra orientado en dirección del eje z positivo. Cuando el valor del campo
tiende a cero, es igualmente probable encontrar la partícula en cualquier orientación. Conforme se
aumenta la intensidad del campo, la probabilidad de hallar una partícula orientada en la dirección
del campo aumenta, y tiende a cero conforme el ángulo se acerca a �.
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Capítulo 4

Formalismo de Langevin

4.1. La Ecuación de Langevin

El modelo de Langevin se basa en la idea de que las partículas se encuentran en equilibrio
térmico con su medio circundante, producto de ello el sistema presenta un movimiento Browniano
que se incluye dentro de la ecuación de Langevin. Estas colisiones aleatorias son en gran medida la
principal fuente de movimiento. La validez de la suposición depende de que haya tiempo suficiente
para que las partículas alcancen dicho equilibrio. Además, la escala de tiempo se encuentra siempre
presente en la constante de fricción, que cuantifica la perdida de la velocidad de la partícula en
cuestión, debido a la viscosidad del medio, es por ello que la escala de tiempo resulta tan importante,
pues determina la frecuencia y la intensidad de las colisiones, y por ende de la dinámica del sistema.

La Ecuación de Langevin muestra la relación que existe entre la fuerza neta que actúa sobre
alguna partícula del sistema con su movimiento teniendo en cuenta la fricción, y de términos
estocásticos debido al movimiento Browniano:

m�r(t) = �
t _r(t) +
p

2kBT
t w(t) (4.1)

donde m�r(t) es el término de inercia, �
t _r(t) corresponde a la fricción,
p

2kBT
tw(t) es el
término de ruido blanco y w(t) la variación aleatoria que se produce sobre la partícula debido a
su naturaleza Browniana (véase el apéndice A).

4.1.1. Simulación del movimiento browniano

Se puede resolver una ecuación diferencial ordinaria fácilemte utilizando el método de diferencias
finitas. La solución de tiempo continuo x(t) se aproxima por una secuencia de tiempo discreto
xi, que es la solución de la correspondiente ecuación en diferencias finitas evaluada en los pasos
de tiempo regulares ti = i�t. Si �t es suficientemente pequeño xi � x(ti). Una ecuación de
diferencias finitas es obtenida desde la ecuación diferencial ordinaria reemplazando x(t) por xi,
_x(t) por (xi � xi�1)=�t, y �x(t) por (xi � 2xi�1 + xi�2)=�t2 (véase el apéndice C).

Considerando la Ec. (4.1) dentro de la escala de difusiva se puede despreciar el término inercial.
Luego aplicando el método de diferencias finitas se tiene que:

xi = xi�1 +
p

2Dt�t !i (4.2)

La cuál es la forma más simple de simular una partícula con propiedades estocásticas de ruido
blanco. En [7] se pueden hallar los resultados que obtuvieron para la simulación de una partícula
browniana basada en ese modelo simple para una dimensión espacial como se puede ver en la Fig.
(4.1), que muestra diferentes recorridos tomados en 3 simulaciones para distintos intervalos de
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