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Introducción

Una de las causas de interés para algunos investigadores que buscan compren-

der la teoría de probabilidad es que frecuentemente se enfrentan con problemas

cuya solución es incierta y desearían tener al menos un poco de certeza. Es aquí,

donde se empieza a implementar la teoría que sí da certeza como herramienta

para enfrentar aquello que es incierto. Este proyecto de tesis es un claro ejemplo

de ello, pues se emplea la teoría del análisis y álgebra para estudiar una parte de

la teoría de probabilidad que suele confundir a varios estudiantes, la convergencia

de variables aleatorias.

Durante los cursos de probabilidad y estadística se estudian diferentes cri-

terios de convergencia para las variables aleatorias, los cuales pueden confundir

al estudiante que no ha llevado un buen curso de análisis y no sabe de donde

se originan estos criterios. En un curso de análisis se observa que en un espacio

vectorial se puede de�nir diferentes normas y, por lo tanto, diferentes criterios de

convergencia; estos criterios proporcionan información del comportamiento de los

vectores, algunos criterios pueden dar información más efectiva que otros.

Es así como se pueden de�nir varias formas de convergencia en el espacio de

variables aleatorias y, por esta razón, surge la pregunta sobre la existencia de

algún espacio de variables aleatorias en el cual se pueda de�nir una forma de

convergencia que pueda mejorar la información que nos proporciona el criterio de

convergencia usual acerca de las variables aleatorias contenidas en éste.

De los estudios básicos de álgebra lineal y probabilidad se logra percibir que

la covarianza es una forma bilineal para las variables aleatorias; aún más, se ob-

serva que cumple con casi todas la propiedades del producto interno. Por esta
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razón, el objetivo general de la investigación reside en encontrar un espacio de

variables aleatorias que sea normado y completo, partiendo de otro espacio tam-

bién normado, por un criterio de convergencia relacionado a una típica medida

de dispersión, la covarianza. Para lograrlo, en esta tesis se estudia una parte de la

teoría de análisis y una parte de la teoría de probabilidad, luego se utilizan para

estudiar las variables aleatorias como un espacio métrico y revisar su forma de

convergencia. De esta manera, la investigación que se realiza parece asemejarse

a la forma que se construyen los espacios Lp de Lebesgue, sin embargo, no se

trabaja sobre estos en sí.

Para tener una buen desarrollo del trabajo, en el primer capítulo se mencio-

nan una serie de conceptos preliminares que sirven de preparación para lo que se

desarrolla en el segundo capítulo, el cual es una revisión de la teoría de espacios

de funciones integrables partiendo de los conceptos de espacios medibles para su

mejor entendimiento, también se estudia de forma breve los espacios vectoriales

y sus propiedades. El capítulo dos contiene toda la información necesaria para

lograr el objetivo, por lo que se le pide al lector paciencia pues, de manera deduc-

tiva, del estudio de las funciones integrables como espacio vectorial surge el caso

particular de las funciones de�nidas en un espacio con medida de probabilidad

como estudio principal. En el tercer capítulo se revisan algunos conceptos básicos

de probabilidad y medidas de dispersión, luego se desarrolla el proceso para en-

contrar el espacio con las características deseadas. A partir de esta información,

será más fácil la construcción de un nuevo espacio que sirva como una propues-

ta alternativa para estudiar las variables aleatorias desde otro enfoque, donde la

covarianza brinda información como criterio de convergencia..

Finalmente, se presentan las conclusiones obtenidas de este trabajo.
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Capítulo 1

Preliminares

Antes de comenzar a revisar la teoría de espacios de funciones medibles, se pre-

senta una serie de conceptos preliminares de cálculo y probabilidad, no de manera

detallada, para facilitar la comprensión de lo que se presenta más adelante.

1.1. Cálculo

Una herramienta básica para estudiar el Cálculo es la noción de límite, así

que la primera tarea en este texto será presentar el concepto de una sucesión.

Una manera intuitiva de entender una sucesión es a través de una lista ordenada

e in�nita de números reales en la cual existe una regla que permite generar un

elemento de la lista en un determinado lugar; al igual que una función, un número

real puede aparecer más de una vez en la lista pero un lugar en la lista no puede

tener más de un valor. Se presenta la siguiente de�nición entendiendo que una

función hace referencia a una regla de asociación que relaciona a cada elemento

de un conjunto (dominio) con un único elemento de otro conjunto (recorrido).

De�nición 1.1.1. Sea x : N → R una función, entonces se dice que x es una

sucesión de números reales y se denota como (xn)n∈N o simplemente (xn).

Si K es un subconjunto de N no �nito y se de�ne a xnk
como la función

x restringida a los enteros en K, se dice que (xnk
)nk∈K , o solo (xnk

), es una

subsucesión de (xn).
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2 Preliminares

Aún más, se pueden enunciar sucesiones de diferentes objetos dependiendo del

recorrido, como lo es el conjunto de funciones reales de�nidas en algún conjunto

no vacío. Esto es, si X es un conjunto no vacío y de�nimos al conjunto F como

F = {h : X → R | h es una función},

entonces si f : N → F es una función, se dice que (fn) es una sucesión de

funciones reales.

Recordando que dos funciones reales con dominio común pueden sumarse y

multiplicarse, en particular sucede para las sucesiones reales. Esto es, si (xn) y

(yn) son sucesiones reales entonces

(xn + yn)n∈N = (xn)n∈N + (yn)n∈N y (xn · yn)n∈N = (xn)n∈N · (yn)n∈N.

Las ideas de operaciones de sucesiones reales pueden extenderse a sucesiones de

funciones reales, donde si f y g son funciones reales con dominio X se tiene que

(f + g)(x) = f(x) + g(x) y (fg)(x) = f(x)g(x)

para todo x ∈ X. Así, se genera la siguiente de�nición sobre sucesiones de fun-

ciones reales que son propiedades similares a las que tienen las sucesiones reales.

De�nición 1.1.2. Sean (fn) y (gn) sucesiones de funciones reales. Entonces:

1. (fn) = (gn) si y sólo si fn = gn para todo n ∈ N.

2. Si c ∈ R es una constante, entonces (fn) + (cgn) = (fn + cgn).

3. (fn) · (gn) = (fn · gn).

4. Se dice que (fn) es una sucesión acotada superiormente de forma pun-

tual si existe una función real g tal que para todo n ∈ N se tiene que

fn(x) ≤ g(x) para todo x ∈ X.

5. Se dice que (fn) es una sucesión acotada puntualmente si existe una

función real g tal que para todo n ∈ N se tiene que |fn(x)| ≤ g(x) para

todo x ∈ X.
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6. Se dice que (fn) es una sucesión acotada uniformemente si existeM ∈ R

tal que para todo n ∈ N se tiene que |fn(x)| ≤M .

7. Se dice que (fn) es una sucesión monótona creciente (decreciente) si para

n < m se cumple que fn ≤ fm (fm ≤ fn) para todo x ∈ X.

En algunas sucesiones se puede observar que a partir de cierto entero los

valores tienden a acercarse a un determinado elemento, esta es la noción del

límite. Si (xn) es una sucesión de números reales, se dice que L ∈ R es el límite

de (xn) si para todo ε > 0 existe N ∈ N tal que si n ≥ N implica que |xn−L| < ε

y se dice que (xn) converge L. De igual forma, se enuncia la de�nición del límite

de una sucesión de funciones reales.

De�nición 1.1.3. Sea (fn) una sucesión de funciones reales. Se dice que f , una

función real, es el límite de (fn) si para todo x ∈ X la sucesión (fn(x)) converge

a f(x). En este caso, se dice que (fn) converge puntualmente a f y se denota

como ĺım fn = f .

Dado que una función real fn puede ser la función constante xn, las propieda-

des que se mencionen para una sucesión de funciones reales se cumplen también

para las sucesiones reales.

A continuación, se presenta una serie de resultados importantes de sucesiones.

Proposición 1.1.1. Sean (fn) y (gn) sucesiones de funciones reales convergentes.

Entonces se cumple lo siguiente:

1. El límite es único.

2. La sucesión (|fn|) es convergente y ĺım |fn| = | ĺım fn|.

3. Si ĺım fn = ĺım gn = L y (hn) es una sucesión de funciones reales tal que

para cada n ∈ N, fn ≤ hn ≤ gn para todo x ∈ X, entonces ĺımhn = L.

4. Sea c ∈ R, entonces ĺım(fn + cgn) = ĺım fn + c ĺım gn.

5. ĺım(fn · gn) = (ĺım fn) · (ĺım gn).
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6. Sea p ∈ N, entonces ĺım(fn)p = (ĺım fn)p. Si para cada n ∈ N, fn ≥ 0 para

todo x ∈ X, entonces ĺım(fn)
1
p = (ĺım fn)

1
p .

Como se observa, el límite de una sucesión de funciones es un poco diferente

al concepto del límite de una función. Si f es una función real con dominio R,

se dice que A ∈ R es el límite de f en x0 si dado ε > 0 existe δε > 0 tal que

|f(x)−A| < ε siempre que 0 < |x− x0| < δ y se denota como ĺımx→x0 f(x) = A.

Si f(x0) está de�nido, con x0 ∈ R, y si ĺımx→x0 f(x) = f(x0), se dice que f es

continua en x0; si B es un subconjunto de R y si para cada x ∈ B la función f

es continua, se dice que f es continua en B.

Ahora, se le da sentido a la suma de una sucesión a través de la siguiente

de�nición.

De�nición 1.1.4. Sea (fn) una sucesión de funciones reales convergente, entonces

para cada n ∈ N se de�ne la suma parcial de (fn) como Sn = f1 + f2 + ...+ fn,

o bien Sn =
n∑
i=1

fn. Si la sucesión (Sn) converge se dice que (fn) es sumable y

se escribe como ∑
fn = ĺımSn.

A este límite se le llama suma .

Notar que el límite de (Sn) puede ser una función con valores que divergen a

in�nito, por lo que la función límite tiene como recorrido a R = R ∪ {−∞,∞}.

Si x0 es tal que el límite de la sucesión (fn(x0)) toma el valor ∞ o −∞ (en R),

se dice que dicha sucesión diverge a ∞ o −∞, según sea el caso.

Las series y sumas parciales ayudan a formalizar el concepto de integral. En

este trabajo se de�ne primero la integral de una función �escalonada� y luego la

de una función cualquiera, de esta manera se concluirá esta sección.

Si ϕ : [a, b] → R es una función con [a, b] ⊆ R, se dice que es una función

escalonada si existe una partición del intervalo P = {x0, x1, ..., xn} para la cual

ϕ(x) = ak si x ∈ (xk−1, xk) con ak una constante real para k = 1, 2, ..., n.

De�nición 1.1.5. La integral de una función escalonada ϕ sobre el intervalo
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[a, b], denotada como
∫ b
a
ϕdx, se de�ne como:∫ b

a

ϕ(x)dx =
n∑
k=1

ak(xk − xk−1).

Esta de�nición exige que la función tenga como dominio un conjunto de nú-

meros reales, esto es porque se requiere que la diferencia de los elementos del

dominio exista y en un conjunto arbitrario no siempre está de�nida.

Si una función real f es acotada puntualmente en el intervalo [a, b], entonces

existen funciones reales g y h tales que g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) para todo x ∈ [a, b].

Estas funciones pueden ser escalonadas, basta considerar las funciones constantes

con el valor más alto y más bajo de f .

De�nición 1.1.6. Sea f : [a, b] → R una función acotada puntualmente. Si

g y h denotan funciones escalonadas con dominio [a, b], se de�ne los conjuntos

G = {
∫ b
a
g(x)dx | g ≤ f} y H = {

∫ b
a
h(x)dx | f ≤ h}, de esta manera f es

acotada por funciones simples, g ≤ f ≤ h, se tiene que
∫ b
a
g(x)dx ≤

∫ b
a
h(x)dx y

por lo tanto ∫ b

a

g(x)dx ≤ supG ≤ ı́nf H ≤
∫ b

a

h(x)dx.

Si supG = ı́nf H se dice que f es integrable y se escribe como∫ b

a

f(x)dx = supG = ı́nf H.

1.2. Probabilidad

Los modelos matemáticos tratan de describir los fenómenos que se obtienen a

través de la observación, estos se pueden clasi�car en modelos deterministas y mo-

delos no deterministas, también llamados probabilísticos o estocásticos. El modelo

determinista estipula que el resultado de un experimento es el mismo siempre que

las condiciones en las que se veri�ca dicho experimento se mantengan iguales. Por

ejemplo: s = −16t2 + v0t, donde s es la distancia recorrida verticalmente de un

objeto, t es el tiempo empleado y v0 su velocidad inicial; lo que se quiere destacar

de esta expresión es el hecho de que hay una relación de�nida entre t y v0 que

determinan unívocamente a s.
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Sin embargo, hay veces en que una variable depende de factores que no se

puede controlar o predecir su comportamiento, los juegos de azar son ejemplos

típicos como lo es la �mano de 5 cartas� sacadas al azar de un mazo con 52

cartas; para estos casos es apropiado usar los modelos probabilísticos y a estos

fenómenos se les conoce como experimento aleatorio. Un experimento aleatorio se

caracteriza por lo siguiente: porque es posible repetir inde�nidamente (al menos

teóricamente) el experimento sin cambiar las condiciones escenciales, porque se

puede describir el conjunto de todos los posibles resultados del experimento y

porque va acompañado de una regularidad estadística (a medida que se repite el

experimento los resultados individuales empiezan a ocurrir de forma regular) que

permite construir el modelo.

Al conjunto de todos los posibles resultados del experimento aleatorio se le

llama espacio muestral y usualmente se le denota como Ω. A un subconjunto

A de Ω se le llama evento, este concepto surge en vista de que sólo algunos

resultados podrían ser del interés de investigación; de esta forma, tanto el con-

junto Ω como los resultados individuales son eventos. Recurriendo a la teoría de

conjuntos, se dice que �ha ocurrido el evento A� si el resultado del experimento

es algún ω ∈ A, se dice que �no ocurre A� si el resultado es algún ω ∈ Ac = Ω\A;

de igual forma, si B es un evento entonces se dice que �ha ocurrido A y B� si el

resultado es algún ω ∈ A ∩B y que �ocurre A o B� si es algún ω ∈ A ∪B.

La noción intuitiva del modelo probabilístico que se ajusta al experimento sur-

ge de la regularidad estadística que permite relacionar a cada resultado individual

ω con un número real en [0, 1], de esta forma se vería re�ejado el comportamiento

del experimento a través de este modelo. Por ejemplo, si después de repetir un

gran número de veces el experimento resulta que el resultado ωk ocurre nk por

cada 100 repeticiones, entonces se relaciona a ω con pk =
nk
100

y decimos que pk es

la probabilidad de que ocurra ωk y suele denotarse como P ({ωk}). Bajo la misma

idea, la probabilidad de que ocurra el evento A se de�ne como

P (A) = P ({ω ∈ Ω | ω ∈ A}) =
∑
ω∈A

P ({ω}).

Dado que es un capítulo de conceptos preliminares, no se detallará más en el
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modelo probabilístico, solo destacar que está de�nido para cada posible evento

del experimento por lo que es necesario decir que P es una función que relaciona

a cada evento con un valor real entre cero y uno. Una σ-álgebra consiste en una

colección de conjuntos de eventos O con la característica de que cada evento

contenido en la colección implica que su complemento también pertenezaca a

esta. Este concepto se detallará en el siguiente capítulo, sin embargo con esto

se explica que si existe conocimiento de la probabilidad que un evento tiene de

ocurrir entonces se conoce que tan probable es que no ocurra, por lo que si A ∈ O

entonces Ac ∈ Ω; aún más, se puede explicar que la unión de eventos ocurre. Dicho

esto, se tiene que el límite superior e inferior de una sucesión de eventos también

es un evento.

De�nición 1.2.1. Para una sucesión de eventos (An) se de�ne el límite superior

y el límite inferior como sigue:

ĺım sup(An) =
∞⋂
m=1

∞⋃
k=m

(Ak).

ĺım inf(An) =
∞⋃
m=1

∞⋂
k=m

(Ak).

Los límites inferior y superior son operaciones bien de�nidas; esto es, el resul-

tado siempre existe y es único.

En resumen, para cada experimento aleatorio el modelo probabilístico asocia

un espacio muestral Ω, la colección de los eventos O y una función real P ; a la

terna (Ω,O, P ) se le llama espacio de probabilidad y se explicará en el siguiente

capítulo.

Para �nes prácticos, es conveniente usar valores reales y aprovechar sus propie-

dades de campo para estudiar el fenómeno, por lo que se puede usar una función

real X de�nida en Ω que además sea medible. Una vez dicho esto, es momento de

cerrar este capítulo y comenzar a revisar la teoría de funciones medibles.
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Capítulo 2

Funciones medibles

Nota 2.0.1. Con la itención de estudiar el espacio de variables aleatorias es ne-

cesario comprender los conceptos de la funciones integrables, para esto se parte

desde la idea de funciones y espacios medibles. Es así como se empieza este proyec-

to, mencionando conceptos y resultados para establecer una base teórica; algunas

referencias importantes que forman esta base son: �The Elements of Integración

and Lebesgue Measure� (ver [1]), �Convergence of Probability and Measures� (ver

[2]) y �Probability and Measure� (ver [3]).

De�nición 2.0.1. Una familia de subconjuntos X de un conjunto X se dice que

es una σ-álgebra (σ-campo) si cumple lo siguiente:

1. X ∈X .

2. Si A ∈X , entonces Ac = (X \ A) ∈X .

3. Si {An}n∈N es una sucesión numerable de elementos en X , entonces

∞⋃
n=1

An ∈X .

De�nición 2.0.2. La pareja ordenada de un conjunto no vacíoX y una σ-álgebra

X de X, (X,X ), se le llama espacio medible. A cualquier elemento en X se

le llama conjunto X -medible, o cuando no existe problema de confusión se le

dice simplemente conjunto medible.

9
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Observación 2.0.1. Recordando las leyes de De Morgan:(⋃
λ

Aλ

)c

=
⋂
λ

Acλ y

(⋂
λ

Aλ

)c

=
⋃
λ

Acλ,

con λ perteneciente a un conjunto indexado, posiblemente in�nito numerable. Se

tiene que la intersección de una sucesión numerable de conjuntos X -medibles

también es X -medible.

Sea A ⊆ X no vacío, la intersección de todas las σ-álgebras que contienen a

A, denotada como σ(A), es la σ-álgebra más pequeña que contiene a A y se le

llama σ-álgebra generada por A.

La σ-álgebra de Borel, denotada como B, es la σ-álgebra generada por todas

las bolas abiertas (que en R son los intervalos abiertos (a, b)) y cualquier elemento

en él es llamado conjunto Boreliano, o simplemente boreliano. Si E ∈ B y sean

E1 = E ∪ {−∞}, E2 = E ∪ {∞} y E3 = E ∪ {−∞,∞}; la colección de todos

los conjuntos E, E1, E2, E3, para cada E ∈ B, forman la σ-álgebra de Borel

extendida y se denota como B̄.

La siguiente de�nición servirá para identi�car el tipo de funciones que son

convenientes para iniciar el estudio de nuestro interés.

De�nición 2.0.3. Una función f : X → R se dice X -medible si

∀α ∈ R, {x ∈ X | f(x) > α} ∈X . (2.1)

Se puede demostrar que la condición (2.1) es equivalente con las siguientes

condiciones:

(i) {x ∈ X | f(x) ≥ α} ∈X .

(ii) {x ∈ X | f(x) ≤ α} ∈X .

(iii) {x ∈ X | f(x) < α} ∈X .

Ejemplo 2.0.1. A continuación, se presenta unos pequeños ejemplos de funciones

medibles.
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a) Cualquier función constante es X -medible. Esto es, si f(x) = c para todo

x ∈ X donde c es una constante real, entonces si α ≥ c se tiene {x ∈ X |

f(x) > α} = ∅ ∈ X ; si α < c, se tiene que {x ∈ X | f(x) > α} = X ∈ X ;

por lo tanto, f es X -medible.

b) La función característica es X -medible. Esto es, si E es X -medible,

la función χE es tal que χE(x) = 1 si x ∈ E y χE(x) = 0 si x /∈ E, esta

función es X -medible; basta ver que {x ∈ X | χE(x) > α} es X si α < 0,

que es vacío si α ≥ 1 y que es E si 0 ≤ α < 1.

c) Si f : R → R es una función continua, como {x ∈ R | f(x) > α} es un

conjunto abierto y, por lo tanto, es la unión arbitraria de intervalos abiertos

por lo que pertenece a B, entonces f es Borel medible.

d) Si f : R → R es monótona, como {x ∈ R | f(x) > α} consiste en una

semirecta {x ∈ R | x > a}, entonces f es Borel medible.

Lema 2.0.1. Si f y g son funciones reales medibles y c ∈ R, entonces las si-

guientes funciones son medibles:

1. La función cf , donde (cf)(x) = cf(x) para todo x ∈ X.

2. La función f 2, donde f 2(x) = (f(x))2 para todo x ∈ X.

3. La función f + g, donde (f + g)(x) = f(x) + g(x) para todo x ∈ X.

4. La función fg, donde (fg)(x) = f(x)g(x) para todo x ∈ X.

5. La función |f |, donde |f |(x) = |f(x)| para todo x ∈ X.

Demostración. Por hipótesis, f y g cumplen con la condición (2.1); es decir, para

todo α ∈ R

{x ∈ X | f(x) > α} ∈X y {x ∈ X | g(x) > α} ∈X .

1. Sea c > 0, entonces

{x ∈ X | cf(x) > α} =
{
x ∈ X | f(x) >

α

c

}
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es un conjunto X -medible. De manera similar se muestra para c < 0 y el

caso c = 0 es trivial. Por lo tanto, cf es medible.

2. Si α < 0, se tiene que {x ∈ X | (f(x))2 > α} = X.

Si α ≥ 0, entonces (f(x))2 > α si y sólo si f(x) >
√
α ó f(x) < −

√
α, así

pues

{x ∈ X | (f(x))2 > α} = {x ∈ X | f(x) >
√
α} ∪ {x ∈ X | f(x) < −

√
α}

es un conjunto X -medible dado que es la unión de conjuntos X -medibles.

Por lo tanto, f 2 es medible.

3. Se tiene que los conjuntos {x ∈ X | f(x) > n} y {x ∈ X | g(x) > α − n}

son X -medibles para n ∈ N; de aquí que

An = {x ∈ X | f(x) > n} ∩ {x ∈ X | g(x) > α− n} ∈X .

Así pues,

{x ∈ X | (f + g)(x) > α} = {x ∈ X | f(x) + g(x) > n+ α− n} =
⋃
n∈N

An

es un conjuto X -medible pues es la unión de conjuntos X -medibles. Por

lo tanto, f + g es función medible.

Como se vió antes, si c = −1 entonces −g es medible y, por lo tanto, f − g

es medible.

4. Ahora, se observa que

1

4

(
(f + g)2 − (f − g)2

)
=

1

4
(f 2 + g2 + 2fg − f 2 − g2 + 2fg) = fg.

Por lo que se ha mostrado, (f + g)2 y (f − g)2 son funciones medibles dado

que las funciones f + g y f − g son medibles, de aquí que la resta de estas

dos funciones es una función medible. Por lo tanto, fg es medible.

5. Si α < 0, se tiene que {x ∈ X | |f(x)| > α} = X.

Si α ≥ 0, entonces |f(x)| > α si y sólo f(x) > α ó f(x) < −α; así pues

{x ∈ X | |f(x)| > α} = {x ∈ X | f(x) > α} ∪ {x ∈ X | f(x) < −α} ∈X .

Por lo tanto, |f | es medible.
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Se de�ne la parte positiva de f como f+(x) = sup{f(x), 0} y la parte negativa de

f como f−(x) = sup{−f(x), 0}, entonces se tiene que

f = f+ − f− y |f | = f+ + f−; (2.2)

o de igual forma,

f+ =
1

2
(|f |+ f) y f− =

1

2
(|f | − f). (2.3)

De aquí se tiene que si f es medible, por tanto |f | también lo es, implica que f+

y f− son medibles dado que son suma y resta de funciones medibles.

Por otro lado, si f+ y f− son medibles, entonces f es medible dado que es la

resta de funciones medibles. Así pues, se ha probado el siguiente corolario.

Corolario 2.0.2. Una función f es X -medible si y sólo si f+ y f− son funciones

X -medibles.

De�nición 2.0.4. Una función real-extendida f : X → R̄ es una función X -

medible si {x ∈ X | f(x) > α} ∈ X para todo número real α. La colección de

todas las funciones real-extendidas X -medibles se denota por M(X,X ).

Observación 2.0.2. Si f ∈M(X,X ), entonces los siguientes conjuntos pertenecen

a X :

(i) {x ∈ X | f(x) =∞} =
∞⋂
n=1

{x ∈ X | f(x) > n}.

(ii) {x ∈ X | f(x) = −∞} =

(
∞⋃
n=1

{x ∈ X | f(x) > −n}

)c

.

Lema 2.0.3. Sea A = {x ∈ X | f(x) =∞} y B = {x ∈ X | f(x) = −∞} . Una

función real-extendida f es medible si y sólo si los conjuntos A y B pertenecen a

X y la función

f1(x) =

f(x), si x /∈ A ∪B;

0, si x ∈ A ∪B.

es medible.
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Demostración. (Ver referencia [1]).

Por el lema anterior, se puede ver que si f ∈M(X; X ) entonces los conjuntos

A y B pertenecen a X y la función f1 es medible, con A, B y f1 descritos

en dicho lema. Luego, por el Lema (2.0.1), las funciones cf1, f
2
1 , |f1|, f+

1 , f
−
1 son

medibles, con c una constante real; aún más, si g es una de estas funciones entonces

los conjuntos {x ∈ X | g(x) = ∞} y {x ∈ X | g(x) = −∞} se pueden

describir como la intersección y/o la unión de los conjuntos A y B, por lo que

también pertenecen a X . De nuevo, por el lema anterior, se tiene que las funciones

cf, f 2, |f |, f+, f− pertenecen a M(X; X ).

Observación 2.0.3. La función f + g no está de�nida en los conjuntos:

A1 = {x ∈ X | f(x) =∞ y g(x) = −∞},

A2 = {x ∈ X | g(x) =∞ y f(x) = −∞};

por lo que se de�ne f + g como

(f + g)(x) =

0, si x ∈ A1 ∪ A2;

f(x) + g(x), de otra forma (d.o.f.)

De esta manera, la función f + g es medible y pertenece a M(X,X ).

Lema 2.0.4. Sea (fn)n∈N una sucesión en M(X,X ), entonces las siguientes

funciones también pertenecen a M(X,X ):

1. La función f(x) = ı́nfn∈N (fn(x)).

2. La función F (x) = supn∈N (fn(x)).

3. La función f ∗(x) = ĺım inf fn(x).

4. La función F ∗(x) = ĺım sup fn(x).

Demostración. Como fn es medible para cada n ∈ N, entonces dado α ∈ R el

conjunto An = {x ∈ X | fn(x) > α} ∈ X para cada n ∈ N; así, se tiene que
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el conjunto de todos los elementos x ∈ X tales que fn(x) es mayor que α para

algún n ∈ N, el cual es
⋃∞
n=1An, también pertenece a X . Esto es,

{x ∈ X | F (x) = sup (fn(x)) > α} =
∞⋃
n=1

An ∈X .

Por lo tanto, F (x) es medible. De forma análoga, se muestra que f(x) = ı́nf(fn(x))

es medible.

Por otro lado, se observa que

F ∗(x) = ĺım sup fn(x) = sup
n∈N

(
ı́nf
m≥n

fm(x)

)
;

es decir, F ∗ es la función supremo de una sucesión de funciones medibles (́ınf(fm))

y, por lo tanto, F ∗(x) = ĺım sup fn(x) es medible. De nuevo, bajo argumento

similar se muestra que f ∗(x) = ĺım inf fn(x) es una función medible.

Recuerde que si una sucesión (fn) ∈ M(X,X ) converge a una función f ,

entonces

ĺım
n→∞

fn = ĺım inf
n

fn = ĺım sup
n

fn;

así que la función f es una función medible. Este argumento muestra el siguiente

resultado.

Corolario 2.0.5. Si (fn)n∈N es una sucesión en M(X,X ) que converge a f en

X, entonces f ∈M(X,X ).

Lema 2.0.6. Si f es una función no negativa en M(X,X ), entonces existe una

sucesión (ϕn) en M(X,X ) tal que:

1. 0 ≤ ϕn(x) ≤ ϕn+1(x).

2. f(x) = ĺım
n→∞

ϕn(x).

3. Cada ϕn tiene una cantidad �nita de valores reales.

Demostración. Para cada n ∈ N se de�ne el conjunto Ek,n, para k = 0, ..., n2n−1,

como

Ek,n = {x ∈ X | k2−n ≤ f(x) < (k + 1)2−n},
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y también

En2n,n = {x ∈ X | n ≤ f(x)}.

Como f es X -medible estos conjuntos pertenecen a X para cada n ∈ N; aún

más, son conjuntos disjuntos y cuya unión es igual a X.

Para cada n ∈ N se de�ne ϕn como la función tal que ϕn(x) = k2−n si x ∈ Ek,n.

Como para cada n ∈ N la función ϕn es la suma de funciones características χEk,n

multiplicadas por una constante, entonces es la suma de funciones medibles y

se tiene que ϕn es una función medible. Además, esta función tiene a lo más

2n + 1 valores diferentes, por lo que tiene una cantidad �nita de valores reales,

cumpliéndose así el inciso (3) del Lema.

Ahora bien, se ve que para cualquier n ∈ N, la función ϕn es no negativa

pues 0 ≤ ϕn(x) para todo x ∈ X. Luego, como X =
⋃
Ek,n, para dado x ∈ X

se tiene que x ∈ Ekn,n, donde kn es el mayor entero k en {0, 1, ..., n2n} tal que

k2−n ≤ f(x); entonces se tiene que ϕn(x) = kn2−n.

Por otro lado, X =
⋃
Ek,n+1, entonces x ∈ Ekn+1,n+1, donde kn+1 es el mayor

entero k en {0, 1, ..., (n+ 1)2n+1}, tal que k2−(n+1) ≤ f(x); entonces se tiene que

ϕn+1(x) = kn+12−(n+1). Por la de�nición de kn, 2kn es un entero tal que

2kn2−(n+1) = kn2−n ≤ f(x);

así, 2kn ≤ kn+1 pue por la de�nición de kn+1 es el mayor entero que cumple esta

condición para n+ 1 y se tiene que

ϕn(x) = kn2−n = 2kn2−(n+1) ≤ kn+12−(n+1) = ϕn+1(x).

Por lo tanto, para cualquier n ∈ N,

0 ≤ ϕn(x) ≤ ϕn+1(x)

para todo x ∈ X, mostrándose de esta forma el inciso (1) del Lema.

Por último, se muestra el inciso (2) del Lema. Si x ∈ X es tal que f(x) =∞,

entonces f(x) > n y x ∈ En2n,n para cada n ∈ N; así pues,

ϕn(x) = n2n
1

2n
= n < f(x).
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Aplicando el límite sobre n se tiene que

ĺım
n→∞

ϕn(x) = ĺım
n→∞

n = f(x).

Recordando la propiedad arquimediana de los reales, si x ∈ X es tal que f(x) <∞,

entonces existe n ∈ N tal que n2n2−n > f(x); es decir, existe n tal que x ∈ Ekn,n
donde kn es el mayor entero k en {0, 1, ..., n2n− 1} que cumple que k2−n ≤ f(x).

De esta forma, se tiene que

kn
2n
≤ f(x) <

kn + 1

2n
,

aplicando el límite sobre n se obtiene que

ĺım
n→∞

kn
2n
≤ ĺım

n→∞
f(x) < ĺım

n→∞

kn + 1

2n
= ĺım

n→∞

kn
2n

+ ĺım
n→∞

1

2n

y esto sucede si y sólo si

ĺım
n→∞

kn
2n
≤ f(x) ≤ ĺım

n→∞

kn
2n

;

o bien,

ĺım
n→∞

ϕn(x) ≤ f(x) ≤ ĺım
n→∞

ϕn(x).

Por lo tanto, f(x) = ĺım
n→∞

ϕn(x) para todo x ∈ X.

2.1. Medidas

De�nición 2.1.1. Una medida es una función real extendida µ de�nida en una

σ-álgebra X de un conjunto X tal que cumple lo siguiente:

1. µ (∅) = 0.

2. µ(E) ≥ 0, para todo E ∈X .

3. Es aditiva contable ; esto es, si (En) es una sucesión disjunta en X (si

n 6= m se tiene que En ∩ Em = ∅), entonces

µ

(
∞⋃
n=1

En

)
=
∞∑
n=1

µ(En).
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Si una medida no toma el valor∞ se dice que es �nita. Si X es la unión contable

de conjuntos medibles y cada uno de estos tiene medida �nita, entonces se dice

que µ es σ-�nita.

Ejemplo 2.1.1. A continuación se presentan unos ejemplos de medida.

a) La medida unitaria concentrada en p: sea p ∈ X y el espacio medible

(X,X ), entonces µ : X → R es una medida si

µ(E) =

1, si p ∈ E;

0, si p /∈ E.

b) La medida contadora en N: Si µ es la función que da el valor cardinal

(la cantidad de elementos que contiene el conjunto) para E ⊆ N, es una

medida σ-�nita pero no �nita.

c) La medida de Lebesgue (Borel): Sea (R,B) y λ : B → R donde

λ(a, b) = b − a, entonces λ genera una medida que es σ-�nita pero no

�nita.

Lema 2.1.1. Sea X una σ-álgebra de un conjunto X y sea µ una medida de�nida

en X , entonces se cumplen las siguientes proposiciones:

1. Si E ⊆ F ∈X , se tiene que µ(E) ≤ µ(F ); además, si µ(E) <∞, entonces

µ(F \ E) = µ(F )− µ(E).

2. Si (En) es sucesión creciente en X , se tiene que

µ

(
∞⋃
n=1

En

)
= ĺım

n→∞
µ(En).

3. Si (Fn) es sucesión decreciente en X y si µ(F1) <∞, se tiene que

µ

(
∞⋂
n=1

Fn

)
= ĺım

n→∞
µ(Fn).

Demostración. Se observa que para probar los incisos (2) y (3) de este lema se

puede apoyar del inciso (1).
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1. Como E ⊆ F se observa que F = E ∪ (F \E), además E ∩ (F \E) = ∅. Ya

que µ es medida, entonces es aditiva contable, y así

µ(F ) = µ(E) + µ(F \ E).

Dado que µ(F \ E) ≥ 0, entonces µ(F ) ≥ µ(E). Luego, si µ(E) < ∞

permite sumar por su inverso aditivo en la igualdad anterior, por lo que

µ(F )− µ(E) = µ(F \ E).

2. Sea (En) una sucesión creciente. Si para algún entero positivo m se tiene

que µ(Em) =∞, entonces para todo n ≥ m se tiene que µ(En) =∞ pues,

por el inciso (1), si Em ⊆ En implica que µ(Em) ≤ µ(En); de igual forma

sucede que µ (
⋃
En) =∞, por lo que

µ

(
∞⋃
n=1

En

)
=∞ = ĺımµ(En).

Si µ(En) < ∞ para todo n ∈ N, se crea una sucesión disjunta (An) donde

A1 = E1 y An = En \En−1 para todo n > 1. Se observa que En =
⋃n
j=1 Aj,

entonces
∞⋃
n=1

En =
∞⋃
n=1

n⋃
j=1

Aj =
∞⋃
n=1

Aj.

Como µ es aditiva contable, se tiene que

µ

(
∞⋃
n=1

En

)
=
∞∑
n=1

µ(An) = ĺım

(
n∑
j

µ(Aj)

)
;

por el inciso (1), µ(An) = µ(En)− µ(En−1), así que

n∑
j=1

µ(Aj) =
n∑
j=2

(µ(Ej)− µ(Ej−1)) + µ(E1) = µ(En).

Por lo tanto,

µ

(
∞⋃
n=1

En

)
= ĺım

(
n∑
j

µ(Aj)

)
= ĺımµ(En).

3. Sea (Fn) una sucesión decreciente con µ(F1) < ∞ ( así µ(Fn) < ∞ para

todo n debido al inciso (1)). Se crea una sucesión creciente (En) donde para
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cada n ∈ N se de�ne En = F1 \ Fn, por el inciso (2) de este lema se tiene

que

µ

(
∞⋃
n=1

En

)
= ĺımµ(En) = ĺım(µ(F1)− µ(Fn)) = µ(F1)− ĺımµ(Fn);

observar que la última igualdad es válida dado que para todo n, µ(Fn) <∞.

Por otro lado,
⋃∞
n=1 En = F1 \

⋂∞
n=1 Fn, entonces

µ

(
∞⋃
n=1

En

)
= µ(F1)− µ

(
∞⋂
n=1

Fn

)
.

De las dos igualdades anteriores, se tiene

µ(F1)− ĺımµ(Fn) = µ(F1)− µ

(
∞⋂
n=1

Fn

)
;

dado que µ(F1) <∞, sumando por su inverso aditivo en la última igualdad

y multiplicando por −1 se tiene que

ĺımµ(Fn) = µ

(
∞⋂
n=1

Fn

)
.

De�nición 2.1.2. Un espacio de medida (o con medida) es una terna (X,X , µ)

con un conjunto X 6= ∅, X una σ-álgebra de X y µ una medida de�nida en X .

Nota 2.1.1. Se dice que una proposición se cumple µ-c.s. (lease �mu

casi donde sea� o �mu casi donde quiera�) si existe N ∈X tal que µ(N) = 0

y dicha proposición se cumple en el complemento de N , N c = X \N .

Por ejemplo: si µ(N) = 0 y f(x) = g(x) para todo x /∈ N , entonces se dice que

f y g son igulaes µ-c.s.; o bien, si f(x) = ĺım fn(x) para todo x /∈ N , entonces se

dice que f es el límite de (fn) µ-c.s.

2.1.1. Medida de probabilidad

Sea Ω el conjunto que denota todos los posibles resultados de algún experimen-

to aleatorio. En probabilidad, a cualquier subconjunto de Ω se le llama evento

y a un elemento ω ∈ Ω se le llama punto muestral.
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De esta forma, (Ω,O) es un espacio medible donde O es la σ-álgebra de Ω que

contiene a todos los eventos (todos los subconjuntos de Ω).

De�nición 2.1.3. Una función real P de�nida en O se dice que es una medida

de probabilidad si satisface lo siguiente:

1. Para todo A ∈ O, se tiene que 0 ≤ P (A) ≤ 1.

2. P (Ω) = 1.

3. Es aditiva contable; es decir, si (An) es una sucesión de eventos disjunta

dos a dos en O, entonces

P

(
∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

P (An).

Observación 2.1.1. Hay que destacar que una medida de probablidad es �nita.

Además, P (∅) = 0 pues

P (∅) = P

(
∞⋃
n=1

∅

)
=
∞∑
n=1

P (∅),

y si P (∅) > 0 la ecuación anterior tiende a in�nito contradiciendo la propiedad 2.

De�nición 2.1.4. Un espacio de medida de probabilidad (o sólo espacio de

probabilidad) es una terna (Ω,O, P ) con Ω un conjunto no vacío llamado espacio

muestral, O la σ-álgebra que contiene todos los eventos de Ω y P una medida de

probabilidad de�nida en O.

Se le llama soporte de P a cualquier elemento A de O tal que P (A) = 1.

Ejemplo 2.1.2. Sea O la σ-álgebra de todos los eventos de un espacio contable

Ω y sea f una función no negativa real de�nida en Ω tal que
∑

ω∈Ω f(ω) = 1.

Entonces, si se de�ne a P para A ∈ O como

P (A) =
∑
ω∈A

f(ω),

entonces P (A) ≥ 0 pues es la suma de elementos no negativos. Ya que P (Ω) = 1,

solo falta ver que P es aditiva contable y, así, se tiene que es una medida de

probabilidad.
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Supongamos que A =
∞⋃
i=1

Ai donde Ai son disjuntos dos a dos y para cada Ai

se denotan sus puntos como ωi1, ωi2, ...; así,

P (A) =
∑
i,j

f(ωij) =
∑
i

∑
j

f(ωij) =
∑
i

P (Ai).

En general, esta igualdad no es cierta pues no siempre se puede separar la suma

de esta manera; en este caso, como cada Ai es subconjunto de Ω se tiene que

P (Ai) ≤ P (Ω) = 1, por lo que �jando cada i o cada j las sumas son �nitas y se

permite esta igualdad. Por lo tanto, P es aditiva contable. Al espacio (Ω,O, P )

se le conoce como espacio de probabilidad discreto.

Una función real X de�nida en un espacio de probabilidad y que además sea

O-medible es llamada variable aleatoria. Esta de�nición se puede generalizar si

la función parte de Ω a un espacio métrico S (más adelante se hablará sobre los

espacios métricos).

De�nición 2.1.5 (Elemento Aleatorio). Sea (Ω,O, P ) un espacio de probabili-

dad y sea X una función O-medible de�nida sobre un espacio métrico S, entonces

se dice que X es un elemento aleatorio de S. Si S = Rn se le llama vector

aleatorio a X, si S = R∞ se le llama sucesión aleatoria a X, si S = C(a, b) o

algún otro espacio de funciones se le llama función aleatoria a X; y si S = R se

le llama a X simplemente como variable aleatoria; esto es, X es una variable

aleatoria si

X−1(H) = {ω ∈ Ω | X(ω) ∈ H} ∈ O,

para todo conjunto boreliano H ∈ B.

La intención de tener la de�nición de esta manera es que la preimágen de

cada conjunto boreliano H, {ω ∈ Ω | X(ω) ∈ H}, se le pueda asignar una medida

de probabilidad; de esta manera, PX−1 de�ne una medida de probabilidad para

(R,B) o, en general, para cualquier espacio medible (S,S ) con S un espacio

métrico.

De�nición 2.1.6. Sea (Ω,O, P ) un espacio de probabilidad y sea X una variable

aleatoria, se le llama distribución de X a la medida de probabilidad PX = PX−1
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de�nida en el espacio medible (R,B) por

PX(H) = P (X−1(H)) = P [ω ∈ Ω | X(ω) ∈ H],

para todo H ∈ B.

También, se de�ne a FX como la función de distribución de X en R como

FX(x) = PX(−∞, x] = P [ω ∈ Ω | X(ω) ≤ x].

Notar que P es la medida de probabilidad de (Ω,O, P ) y PX está de�nida sobre

la σ-álgebra de Borel de R. La distribución PX contiene información escencial

sobre el comportamiento de la variable aleatoria, como se observará en la integral

de una variable aleatoria.

2.2. La integral

Nota 2.2.1. Se entenderá a (X,X , µ) como el espacio de medida constituido por

un conjunto no vacío X, X como una σ-álgebra de X y µ una medida de�nida

en X . Se denota a M = M(X,X ) como la colección de todas las funciones X -

medibles de X a R̄ y aM+ = M+(X,X ) como la colección de todas las funciones

X -medibles no negativas.

De�nición 2.2.1. Una función real f se dice que es simple si tiene valuación

�nita (tiene una cantidad �nita de valores reales). Una función simple X -medible

ϕ se puede expresar como

ϕ =
n∑
j=1

ajχEj
,

donde aj ∈ R y χEj
la función característica de Ej ∈X . Esta es una represen-

tación estándar de ϕ bajo el hecho de que los aj son distintos para cada j y

que X =
⋃
Ej.

De�nición 2.2.2. Si ϕ es una función simple en M+, se de�ne la integral de

ϕ respecto a µ, denotada por
∫
fdµ, como el valor en R̄ resultado de∫

ϕdµ =
n∑
j=1

ajµ(Ej),
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donde los valores aj y los conjuntos Ej de�nen una representación estándar, con

aj ∈ R+ para cada j.

Observación 2.2.1.
∫

0̄dµ = 0 ∈ R donde 0̄ ∈M+.

Lema 2.2.1. Sean ϕ, ψ ∈M+ funciones simples y sea c ∈ R+, entonces∫
(ϕ+ cψ)dµ =

∫
ϕdµ+ c

∫
ψdµ.

Además, si

λ(E) =

∫
ϕχEdµ,

para E ∈X , entonces λ es una medida en X .

Demostración. Se escribe a las funciones en su representación estándar como

ϕ =
n∑
j=1

ajχEj
y ψ =

m∑
j=1

bjχFj
,

donde

X =
n⋃
j=1

Ej =
m⋃
j=1

Fj.

Así pues, cada Ej se puede representar como Ej =
m⋃
i=1

Ej ∩ Fi, por lo que

(ϕ+ cψ) =
n∑
j=1

ajχEj
+ c

m∑
i=1

biχFi
=

n∑
j=1

m∑
i=1

ajχEj∩Fi
+

m∑
i=1

n∑
j=1

cbiχFi∩Ej

=
n∑
j=1

m∑
i=1

ajχEj∩Fi
+

n∑
j=1

m∑
i=1

cbiχEj∩Fi
=

n∑
j=1

m∑
i=1

(aj + cbi)χEj∩Fi
.

Sea Gh =
⋃
Ej ∩ Fi para los índices i y j tales que ch = aj + cbi, se tiene que Gh

es una colección disjunta dos a dos para la cual µ(Gh) =
∑

(h) µ(Ej ∩ Fj). Hay

que notar que se tiene que introducir ch para tener una representación estándar

de ϕ + cψ ya que no necesariamente los aj + cbi son diferentes entre si. Luego,

usando el hecho de que µ es aditiva contable, se tiene
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∫
(ϕ+ cψ)dµ =

p∑
h=1

chµ(Gh) =

p∑
h=1

∑
{(i,j)|aj+bi=ch}

chµ(Ej ∩ Fi)

=
n∑
j=1

m∑
i=1

(aj + cbi)µ(Ej ∩ Fi)

=
n∑
j=1

m∑
i=1

ajµ(Ej ∩ Fi) +
n∑
j=1

m∑
i=1

cbiµ(Ej ∩ Fi)

=
n∑
j=1

aj

m∑
i=1

µ(Ej ∩ Fi) + c

m∑
i=1

bi

n∑
j=1

µ(Ej ∩ Fi)

=
n∑
j=1

ajµ(Ej) + c
m∑
i=1

biµ(Fi)

=

∫
ϕdµ+ c

∫
ψdµ.

Ahora, se observa que χEχF = χE∩F para cualesquiera E, F ∈X , entonces

ϕχA =
n∑
j=1

ajχEj
χA =

n∑
j=1

ajχEj∩A.

Así, como µ(∅) = 0, se tiene que

λ(∅) =

∫
ϕχ∅dµ =

n∑
j=1

ajµ(Ej ∩ ∅) =
n∑
j=1

ajµ(∅) = 0.

Dado que ϕ ∈ M+, los aj son no negativos y, como también la función µ es no

negativa, se tiene que ajµ(A) ≥ 0 para cualquier A ∈X , luego∫
ϕχAdµ =

n∑
j=1

ajµ(A ∩ Ej) ≥ 0;

así que, λ(A) ≥ 0 para cualquier A ∈X .

Finalmente, sea (An) una sucesión disjunta dos a dos en X , entonces

λ

(
∞⋃
i=1

Ai

)
=

∫
ϕχ⋃∞

i=1 Ai
dµ =

n∑
j=1

ajµ

(
Ej ∩

∞⋃
i=1

Ai

)

=
n∑
j=1

ajµ

(
∞⋃
i=1

Ej ∩ Ai

)
=

n∑
j=1

aj

∞∑
i=1

µ (Ej ∩ Ai)

=
∞∑
i=1

n∑
j=1

ajµ (Ej ∩ Ai) =
∞∑
i=1

∫
ϕχAi

=
∞∑
i=1

λ(Ai).

Por lo tanto, λ es una medida de�nida en X .
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Observación 2.2.2. Se ha de�nido la integral en base a una medida arbitraria; es

decir, sin importar si la medida es �nita, medida no �nita o medida de proba-

bilidad, por lo que estos resultados prevalecen, en particular, en un espacio de

probabilidad.

De�nición 2.2.3. Sea f ∈M+, se de�ne la integral de f respecto a µ como

el valor en R̄ resultado de∫
fdµ = sup

ϕ∈M+ función simple

(∫
ϕdµ

)
,

donde 0 ≤ ϕ(x) ≤ f(x) para todo x ∈ X. Si E ∈ X , entonces fχE ∈ M+ y se

de�ne la integral de f sobre E respecto a µ como∫
E

fdµ =

∫
fχEdµ.

Lema 2.2.2. Sea f, g ∈M+ tal que f ≤ g, entonces∫
fdµ ≤

∫
gdµ;

además, si E ⊆ F ∈X , se tiene que∫
E

fdµ ≤
∫
F

fdµ.

Demostración. Si ϕ es una función simple tal que 0 ≤ ϕ ≤ f , entonces 0 ≤ ϕ ≤ g

por lo que

sup
0≤ϕ≤f

∫
ϕdµ ≤ sup

0≤ϕ≤g

∫
ϕdµ;

o bien, ∫
fdµ ≤

∫
gdµ.

Luego, dado que E ⊆ F se observa que χE ≤ χF y, como f ∈ M+, se tiene que

fχE ≤ fχF , por lo que∫
E

fdµ =

∫
fχEdµ ≤

∫
fχFdµ =

∫
F

fdµ.
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Teorema 2.2.3 (convergencia monótona). Si (fn) es sucesión monótona cre-

ciente en M+ que converge a f , entonces∫
fdµ = ĺım

∫
fndµ.

Demostración. Anteriormente, se obtuvó el resultado que f es medible ya que es

el límite de una sucesión de funciones medibles (Corolario (2.0.5)). Por el lema

anterior, como para todo n ∈ N se tiene que fn ≤ fn+1 ≤ f , entonces∫
fndµ ≤

∫
fn+1dµ ≤

∫
fdµ.

Por lo que se obtiene una nueva sucesión creciente cuya cota superior es
∫
fdµ y

donde cada elemento es el valor de una integral; así,

ĺım
n→∞

∫
fndµ ≤

∫
fdµ.

Ahora se mostrará la desigualdad inversa. Para ello, se toma a una función simple

medible ϕ tal que 0 ≤ ϕ ≤ f y sea An = {x ∈ X | fn(x) ≥ ϕ(x)}. De esta

manera, An es medible y (An) es una sucesión creciente que converge a X; esto

es, X =
⋃∞
n=1An. Por el lema (2.2.1), λ es una medida en X si

λ(An) =

∫
An

ϕdµ

y, de nuevo, por el lema anterior se observa que∫
An

ϕdµ ≤
∫
An

fndµ ≤
∫
⋃
An

fndµ,

por lo que al aplicar el límite sobre n se tiene

ĺım
n→∞

∫
An

ϕdµ ≤ ĺım
n→∞

∫
An

fndµ ≤ ĺım
n→∞

∫
X

fndµ.

Por el lema (2.1.1),∫
⋃
An

ϕdµ = λ

(
∞⋃
n=1

An

)
= ĺım

n→∞
λ(An) = ĺım

n→∞

∫
An

ϕdµ,

sutituyendo en la desigualdad anterior se obtiene∫
X

ϕdµ ≤
∫
X

fndµ ≤ ĺım
n→∞

∫
fndµ;
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o bien, ∫
X

ϕdµ ≤ ĺım
n→∞

∫
fndµ.

Como se habla de una función simple arbitraria ϕ tal que ϕ ≤ f , por la de�nición

de la integral de f respecto a µ y de la última desigualdad se tiene que∫
fdµ = sup

ϕ

∫
ϕdµ ≤ ĺım

n→∞

∫
fndµ.

De esta manera, se muestra la desigualdad deseada. Por lo tanto,

ĺım

∫
fndµ =

∫
fdµ.

En este último teorema, no se restringió a la integral a tener valor �nito pues

la sucesión
∫
fndµ es una sucesión de valores reales extendidos que tiene límite

en R̄ pero podría no tenerlo en R.

Por otro lado, si f ∈ M+(X,X ) siempre existe una sucesión creciente de

funciones medibles de valuación �nita (funciones simples) menores o iguales a f

y que converge a f ; esto por el Lema (2.0.6). Así pues, añadiendo el teorema

de convergencia monótona, la integral de una función f ∈ M+ es el límite

de una sucesión creciente de integrales de funciones simples, el cual

siempre existe.

Por ejemplo, si c > 0 y f, g ∈ M+, entonces (cf + g) ∈ M+. Si (ϕn) es una

sucesión creciente de funciones simples en M+ que converge a f , entonces (cϕn)

es una sucesión creciente de funciones simples en M+ que converge a cf . Luego,

existe una sucesión creciente de funciones simples (ψn) ∈ M+ que converge a g,

entonces (cϕn + ψn) ∈ M+ y es una sucesión creciente de funciones simples que

converge a cf+g. Por el Lema (2.2.1), la integral de la suma de funciones simples

es la suma de las integrales de estas funciones y además
∫
cϕdµ = c

∫
ϕdµ; de

aquí que,∫
(cf + g)dµ = ĺım

∫
(cϕn + ψn)dµ = ĺım

(
c

∫
ϕndµ+

∫
ψndµ

)
= c ĺım

∫
ϕndµ+ ĺım

∫
ψndµ = c

∫
fdµ+

∫
gdµ.

Con esto, se ha probado el siguiente resultado.
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Corolario 2.2.4. Si f, g ∈M+, c ≥ 0, entonces (cf + g) ∈M+ y∫
(cf + g)dµ = c

∫
fdµ+

∫
gdµ.

Si λ es una función de�nida en X como

λ(E) =

∫
E

fdµ,

para E ∈X , entonces λ es una medida.

Lema 2.2.5 (de Fatou). Si (fn) es una sucesión en M+, entonces∫
ĺım inf(fn)dµ ≤ ĺım inf

(∫
fndµ

)
.

Demostración. Para probar el Lema de Fatou conviene apoyarse del Teorema

(2.2.3), por lo que se construye una subsucesión (gm) de (fn) tal que gm ≤ fn

siempre que m ≤ n, para esto se de�ne a gm como gm = ı́nf{fm, fm+1, fm+2, ...}.

Así, para todo n ≥ m se tiene que
∫
gmdµ ≤

∫
fndµ, entonces∫

gmdµ ≤ ĺım inf

∫
fndµ.

Por otro lado, se observa que (gm) es una sucesión monótona creciente que con-

verge a ĺım inf(fn), por lo que el Teorema (2.2.3) implica que

ĺım

(∫
gmdµ

)
=

∫
ĺım(gm)dµ =

∫
ĺım inf(fn)dµ.

En resumen, ∫
ĺım inf(fn)dµ = ĺım

(∫
gmdµ

)
≤ ĺım inf

∫
fndµ.

Proposición 2.2.6. Sea f ∈M+. Entonces f(x) = 0 µ-c.s. en X si y sólo si∫
fdµ = 0.

Demostración. Se muestra primero la condición necesaria. Sea E tal que

E = {x ∈ X | f(x) > 0},
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como f(x) = 0 casi donde quiera entonces µ(E) = 0; entonces todo subconjunto

Ej de E también tiene medida cero. Como f(x) = 0 en X \E se puede expresar

a f como el producto 0 · f , integrando f y suponiendo que ϕ denota una función

simple tal que 0 ≤ ϕ ≤ f se tiene que∫
fdµ =

∫
E

fdµ+

∫
X\E

fdµ =

∫
fχEdµ+

∫
0 · fχX\E

= sup

(∫
ϕdµ

)
+ 0

∫
fχX\Edµ = sup

(
n∑
j=1

ajµ(Ej)

)
+ 0

= sup

(
n∑
j=1

aj ∗ 0

)
= sup

(
n∑
j=1

0

)
= 0.

Ahora, suponiendo que la integral de f respecto a µ es cero y sea En el conjunto

tal que

En = {x ∈ X | f(x) > n−1}.

De esta manera f ≥ n−1χEn , por lo que al integrar se tiene

0 ≤ 1

n
µ(En) =

∫
n−1χEndµ ≤

∫
fdµ = 0;

así que µ(En) = 0 para cualquier n ∈ N. Luego, el conjunto

{x ∈ X | f(x) > 0} =
∞⋃
n=1

En

también tiene medida cero. Por lo tanto, f(x) = 0 µ-c.s.

Observación 2.2.3. Si f y g son funciones medibles no negativas y suponiendo

que f ≤ g casi donde quiera, entonces el Lema (2.2.2) igual se cumple. Aún más,

si (fn) es una sucesión monótona creciente en M+ que converge a f casi donde

quiera, el Teorema (2.2.3) también se cumple.

2.3. Funciones integrables

De�nición 2.3.1. La colección de las funciones integrables (o sumables),

denotada por L = L(X,X , µ), consiste en las funciones reales X -medibles de�-

nidas en X tales que su parte positiva y negativa, f+ y f−, tienen integral �nita

respecto a µ.
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La integral de f respecto a µ, con f ∈ L, se de�ne como∫
fdµ =

∫
f+dµ−

∫
f−dµ.

Si E ∈X , entonces ∫
E

fdµ =

∫
E

f+dµ−
∫
E

f−dµ.

En otras palabras, f ∈ L(X,X , µ) si y sólo si f+ y f− son medibles y tienen

integral �nita respecto a µ. Aún más, |f | tiene integral �nita pues∫
|f |dµ =

∫
(f+ + f−)dµ =

∫
f+dµ+

∫
f−dµ <∞;

así que |f | ∈ L(X,X , µ) si y sólo si f ∈ L(X,X , µ).

De esta manera, algunos resultados adicionales se apoyarán de estos hechos,

ya que se ha de�nido la integral sólo para funciones medibles no negativas; así

que la integral de una función medible cualquiera y sus resultados se realiza a

través de f+ y f− que son funciones positivas evitando así complicaciones.

Lema 2.3.1. La integral inde�nida en L es aditiva contable. Esto es, si f ∈ L y

(En) es sucesión disjunta en X cuya unión es E, entonces∫
E

fdµ =
∞∑
n=1

∫
En

fdµ.

Demostración. Como λ1 y λ2 son medidas si para todo conjunto A ∈X

λ1(A) =

∫
A

f+dµ

y

λ2(A) =

∫
A

f−dµ,

ya que f+, f− ∈M+, entonces

λ1(E) = λ1

(⋃
En

)
=
∞∑
n=1

λ(En) =
∞∑
n=1

∫
En

f+dµ,

de igual forma se tiene que

λ2(E) =
∞∑
n=1

∫
En

f−dµ;
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Por de�nición, ∫
E

fdµ =

∫
E

f+dµ−
∫
E

f−dµ = λ1(E)− λ2(E);

o bien, ∫
E

fdµ =
∞∑
n=1

∫
En

f+dµ−
∞∑
n=1

∫
En

f−dµ

=
∞∑
n=1

(∫
En

f+dµ−
∫
En

f−dµ

)
=
∞∑
n=1

∫
En

fdµ.

Teorema 2.3.2 (Propiedad de integrabilidad absoluta). Sea f una función

integrable, entonces ∣∣∣∣∫ fdµ

∣∣∣∣ ≤ ∫ |f |dµ.
Demostración. Como f+ y f− son funciones no negativas, se tiene que

f+ − f− ≤ f+ + f−;

por el Lema (2.2.4) se cumple que∫
(f+ − f−)dµ ≤

∫
(f+ + f−)dµ;

aún más, ∣∣∣∣∫ (f+ − f−)dµ

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ (f+ + f−)dµ

∣∣∣∣ =

∫
(f+ + f−)dµ.

Se observa que |f |+ = (f+ + f−) y |f |− = 0, por lo que∫
|f |dµ =

∫
(f+ + f−)dµ−

∫
0dµ =

∫
(f+ + f−)dµ.

Por otro lado,∣∣∣∣∫ fdµ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ f+dµ−
∫
f−dµ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ (f+ − f−)dµ

∣∣∣∣ ,
donde la última igualdad se debe al Corolario (2.2.4). Finalmente, sustituyendo

estas integrales en la desigualdad anterior se tiene que∣∣∣∣∫ fdµ

∣∣∣∣ ≤ ∫ |f |dµ.
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Corolario 2.3.3. Si f es una función medible, g una función integrable y |f | ≤ |g|

(o bien, si |f | ≤ |g| casi donde quiera). Entonces f es integrable y∫
|f |dµ ≤

∫
|g|dµ.

Demostración. Si N ∈X es tal que µ(N) = 0, entonces∫
|g|dµ =

∫
N

|g|dµ+

∫
X\N
|g|dµ =

∫
X\N
|g|dµ <∞,

por el Lema (2.2.2)∫
|f |dµ =

∫
X\N
|f |dµ ≤

∫
X\N
|g|dµ =

∫
|g|dµ <∞.

Teorema 2.3.4 (Operador lineal). Si f, g ∈ L y α ∈ R, entonces (αf +g) ∈ L

y ∫
(αf + g)dµ = α

∫
fdµ+

∫
gdµ.

Demostración. Como f, g ∈ L(X,X , µ) entonces |f |, |g| ∈ L(X; X , µ); es decir,

sus integrales son �nitas. Luego∫
|αf + g|dµ ≤

∫
(|αf |+ |g|)dµ = |α|

∫
|f |dµ+

∫
|g|dµ <∞,

por lo que (αf + g) es función integrable y pertenece a L(X; X , µ).

Si α = 0, ∫
(αf + g)dµ =

∫
0̄dµ+

∫
gdµ =

∫
gdµ.

Ahora, si α 6= 0, entonces

(αf + g) =

(αf+ − αf−) + (g+ − g−), si α > 0,

(−αf+ + αf−) + (g+ − g−), si α < 0.

Se tomará el caso en que α > 0, el otro caso se maneja de forma similar. Ahora,

se reescribe la función como

(αf + g) = (αf+ + g+)− (αf− + g−),
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donde (αf+ + g+) y (αf− + g−) son funciones positivas. Con estas expresiones,

se puede aplicar la integral respecto a µ y se obtiene∫
(αf + g)dµ =

∫
(αf+ + g+)−

∫
(αf− + g−).

Luego, por el Corolario (2.2.4), se tiene∫
(αf + g)dµ = α

∫
f+dµ− α

∫
f−dµ+

∫
g+dµ−

∫
g−dµ

= α

∫
fdµ+

∫
gdµ.

Observación 2.3.1. Si f ∈ L, g ∈ M tal que f(x) = g(x) µ-a.e en X, entonces

g ∈ L y ∫
fdµ =

∫
gdµ.

Para la siguiente de�nición, se retoma los conceptos de la De�nición (2.1.5)

(de �Elemento aleatorio�).

De�nición 2.3.2. Sea X una variable aleatoria enM(Ω,O, P ), con (Ω,O, P ) un

espacio de probabilidad. Se dice que X es una variable aleatoria simple si la

función X es simple.

Sin embargo, el interés es que la función también sea integrable y al resultado

de esta integral lo llamarémos de una manera especí�ca, por lo que se retoma la

De�nición (2.1.6).

De�nición 2.3.3 (Esperanza de una variable aleatoria). Sea (Ω,O, P ) un

espacio de probabilidad y sea X una variable aleatoria, se le llama valor espe-

rado o esperanza de X (o de X(ω)) a la integral de la función X respecto a

P (o de PX), y se denota por E(X). Es decir,

E(X) =

∫
Ω

XdP =

∫
R
X(ω)dPX = E (X(ω)) .

Debido a esta última de�nición, el espacio de funciones reales integrables de

un espacio de probabilidad, L(Ω,O, P ), es el espacio de variables aleatorias con

esperanza �nita.
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2.4. Espacios vectoriales y nociones de convergen-

cia

Un espacio abstracto se de�ne mediante un conjunto de axiomas que enuncian

las propiedades básicas de los elementos pertenecientes al espacio. Los elementos

pueden ser puntos, vectores, funciones, variables o funciones estocásticas, entre

otros. Los espacios vectoriales estan asociados a un campo y están conformados

por dos operaciones, la suma y producto por un escalar. La suma relaciona dos

elementos del espacio, que llamamos vectores, por lo que hablar de suma puede

causar confusión con la suma de elementos del campo, que llamamos escalares,

por lo que a veces es mejor tener una notación especí�ca para esta suma. De igual

forma, se debe evitar confusión con el producto de un vector por un escalar y el

producto de�nido en el campo, por lo que también se puede denotar de forma es-

pecí�ca este producto. Ninguna notación diferente es necesaria siempre que exista

claridad de que operación se este realizando. Las referencias que principalmen-

te se consideraron para la elaboración de esta sección son: �Apuntes de Álgebra

Lineal� (ver [4]), �Topics In Algebra� (ver [6]) y �The Elements of Integration

and Lebesgue Measure� (ver [1]). Así pues, se reconoce un espacio vectorial de la

siguiente manera.

De�nición 2.4.1. Sea V un conjunto no vacío y sea F un campo, se dice que V

es un espacio vectorial sobre el campo F, y lo denotamos como V(F), si están

de�nidas dos operaciones de asociación: suma (o adición) y producto por un

escalar ; tales que para ~u,~v, ~w ∈ VF y α, β ∈ F se cumple que:

1. La suma de ~u y ~v asigna a un solo elmento (~u+ ~v) ∈ V(F).

2. El producto de α por ~u asigna a un solo elemento α~u ∈ V(F).

3. Existe un elemento ~0 ∈ V(F) tal que ~0 + ~u = ~u.

4. Para cada vector ~u existe un elemento −~u ∈ V(F) tal que −~u+ ~u = ~0.

5. La suma es asociativa, ~u+ (~v + ~w) = (~u+ ~v) + ~w.
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6. La suma es abeliana, ~u+ ~v = ~v + ~u.

7. El producto distribuye escalar sobre la suma de vectores, α(~u+~v) = α~u+α~v.

8. El producto distribuye vector sobre la suma de escalares, (α+β)~u = α~u+β~u.

9. El producto por escalar asocia a los valores escalares, α(β~u) = (αβ)~u.

10. Si 1 ∈ F es la unidad del campo, entonces 1~u = ~u.

Ejemplo 2.4.1. Se aborda el espacio de funciones integrables de un espacio con

medida L(X,X , µ) como ejemplo.

Primero, se observa que los vectores son funciones y los escalares son números

reales aunque el dominio de las funciones pueda no ser un conjunto relaciona-

do con los reales. Las operaciones de�nidas en L(X,X , µ) son las operaciones

comunes para cualquier función; estas son, si f, g ∈ L(X,X , µ) y α es un escalar:

(i) La suma de vectores (f + g)(x) = f(x) + g(x) para todo x ∈ X.

(ii) Producto por un escalar (αf)(x) = αf(x) para todo x ∈ X.

Por el Lema (2.3.4) la suma de funciones integrables y el producto escalar por

una función también son funciones integrables, por lo que se cumplen las propie-

dades (1) y (2) de espacio vectorial. Luego, para probar las demás propiedades

se supondrá que α, β ∈ R y f, g, h ∈ L(X,X µ).

El elemento ~0 es la función 0̄(x) = 0 ∈ R para todo x ∈ X, pues

(f + 0̄)(x) = f(x) + 0 = f(x),

por lo que f + 0̄ = f . El elemento −f = −1(f) es tal que −f + f = ~0, pues

(−f + f)(x) = −f(x) + f(x) = 0

para todo x ∈ X. También se tiene que para x ∈ X,

(f + (g + h))(x) = f(x) + (g + h)(x) = f(x) + g(x) + h(x)

= (f + g)(x) + h(x) = ((f + g) + h)(x),

(f + g)(x) = f(x) + g(x) = g(x) + f(x) = (g + f)(x);
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lo cuál implica que (f +g)+h = f +(g+h) y f +g = g+f . Así, se han mostrado

las propiedades (3), (4), (5) y (6) de espacio vectorial.

Se observa que las propiedades de campo que tienen los reales son quienes

permiten la comprobación de las propiedades del espacio vectorial. De la mis-

ma forma, es la propiedad abeliana y distributiva de los reales que veri�can las

propiedades (7), (8) y (9) de espacio vectorial.

Por último, notar que f(x) = 1 · f(x) para todo x ∈ X por lo que f = 1f ,

mostrando así la propiedad (10). Por lo tanto, L(X,X , µ) es un espacio vectorial

sobre R.

Observación 2.4.1. Bajo una combinación de las propiedades de espacio vectorial

se puede ver que el elemento ~0 y −~u para ~u en V(F) son elementos únicos en el

espacio. También que α~0 = ~0 y que 0~u = ~0 para cualquier vector ~u y escalar α.

Como estas propiedades se cumplen para cualquier vector del espacio y para

cualquier escalar del campo, en particular se deben cumplir en cualquier subcon-

junto del espacio. Si el producto escalar es cerrado en este subconjunto, digamos

S, entonces contiene al elemento ~0 y, dado ~u ∈ S, contiene también al elemento

−~u, pues 0~u = ~0 y −1~u = −~u ∈ S.

Así que, si en un subconjuto sucede que las operaciones son cerradas, se tiene

que este subconjunto también es un espacio vectorial; es decir, si S ⊆ V y para

todo ~u,~v ∈ S y α ∈ F sucede que (~u + ~v), (α~u) ∈ S entonces S(F) es también un

espacio vectorial y lo llamamos subespacio de V(F).

Ejemplo 2.4.2. Se denota como Lp = Lp(X,X , µ) a la colección de las fun-

ciones integrables de orden p respecto a µ de�nidas en (X,X ), con p un

entero mayor o igual que 1; estas son las funciones f ∈M tales que
∫
|f |pdµ <∞.

Se tiene que para cada p ∈ N, Lp es un espacio vectorial

Si µ es una medida �nita, es fácil ver que Lp es un subconjunto de Lr, donde

1 ≤ r ≤ p, pues si f ∈ Lp entonces |f |r ≤ 1 + |f |p se cumple para r = 1, ..., p y al

integrar respecto a µ se tiene∫
|f |rdµ ≤

∫
(1 + |f |p)dµ =

∫
dµ+

∫
|f |pdµ = µ(X) +

∫
|f |pdµ <∞.
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Tampoco son vacíos pues cada función constante es integrable de orden p (si

µ es �nita), para veri�car que es un subespacio de Lr hay que revisar que las

operaciones son cerradas en Lp. Sea f, g ∈ Lp(X,X , µ), entonces
∫
|f |pdµ < ∞

y
∫
|g|pdµ <∞; luego, dado α ∈ R se tiene que∫

|αf |2dµ =

∫
|α|2|f |2dµ = |α|2

∫
|f |2dµ <∞.

Por otro lado, se observa que |f + g|p ≤ (2 sup{|f |, |g|})p ≤ 2p (|f |p + |g|p) , y en

virtud del Corolario (2.3.3) se tiene∫
|f + g|pdµ ≤ 2p

∫
(|f |p + |g|p)dµ = 2p

∫
|f |pdµ+ 2p

∫
|g|pdµ <∞;

por lo que las funciones αf y (f + g) pertencen a Lp(X,X , µ) y, así, ambas

operaciones son cerradas en este subconjunto. Por lo tanto, Lp(X,X , µ) es un

subespacio de Lr(X,X , µ) para r = 1, ..., p.

Aún más, si (Ω,O, P ) es un espacio de probabilidad, entonces es de medida

�nita por lo que el espacio de variables aleatorias con esperanza �nita de

orden p, Lp(Ω,O, P ), es un subespacio de L(Ω,O, P ). De esta forma, se tiene

que X ∈ Lp(Ω,O, P ) si y sólo si E(|X|p) <∞.

Nota 2.4.1. Se ha usado Lp para denotar el espacio de las funciones integrables

de orden p, no se deben confundir con los espacios normados de Lebesgue que

usualmente se denotan como Lp o Lp (donde la �L� es escrita con un estilo

curveado).

Ya que se ha introducido los espacios de funciones integrables de orden p, Lp, se

muestran algunos resultados que servirán de apoyo para estudiar la convergencia.

Proposición 2.4.1. Sea f ∈ Lp y sea g ∈ Lq, donde p > 1 y 1
p

+ 1
q

= 1, entonces

fg ∈ L1.

Demostración. Si f ∈ Lp y g ∈ Lq, entonces
∫
|f |pdµ <∞ y

∫
|g|qdµ <∞ y por

hipótesis 1
q

= 1− 1
p
. Se mostrará que

∫
|fg|dµ <∞.

Sea ϕ una función real de�nida como ϕ(t) = αt − tα para 0 ≤ t, donde

α ∈ (0, 1); derivando ϕ, se tiene que ϕ′(t) = α− αtα−1. Luego, se muestra que ϕ

alcanza su valor mínimo en t = 1, primero se observa que para t > 0 se tiene:
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ϕ′(t) > 0 ⇐⇒ α − αtα−1 > 0 ⇐⇒ 1 > tα−1 > 0 ⇐⇒ t1−α > 1 ⇐⇒

t > 1.

ϕ′(t) < 0 ⇐⇒ α − αtα−1 < 0 ⇐⇒ 1 < tα−1 ⇐⇒ 0 < t1−α < 1 ⇐⇒

t < 1.

ϕ′(1) = α− α1α−1 = α− α = 0.

Comparando con t = 0, que es el otro punto crítico aunque la derivada de la

función en 0 no está de�nida, se tiene que

ϕ(0) = 0 > α− 1 = ϕ(1);

por lo tanto, ϕ(1) ≤ ϕ(t) para t ≥ 0. Es decir, dado α ∈ (0, 1) y para todo t ≥ 0

se tiene que

α− 1 ≤ αt− tα.

Si α = 1
p
y escribiendo a t como el cociente de dos reales positivos Ap y Bq,

t =
Ap

Bq
> 0, se tiene que

−1

q
=

1

p
− 1 ≤ 1

p

Ap

Bq
−
(
Ap

Bq

) 1
p

=
Ap

p

1

Bq
− Ap

1/p

Bq1/p
.

Ahora, multiplicando la desigualdad por Bq, se tiene

−B
q

q
≤ Ap

p
− ABq

Bq/p
.

Por otro lado,
Bq

Bq/p
= Bq−q/p = Bq(1−1/p) = Bq1/q = B,

por lo que la desigualdad se puede ver como

AB ≤ Ap

p
+
Bq

q
. (2.4)

Como t es el cociente de dos reales positivos, se puede ver que si A = |f(x)| y

B = |g(x)| entonces

|f(x)g(x)| ≤ |f(x)|p

p
+
|g(x)|q

q

para todo x ∈ X. Por lo tanto,∫
|fg|dµ ≤ 1

p

∫
|f |pdµ+

1

q

∫
|g|qdµ <∞.

Por lo que fg ∈ L.
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Aún más, retomando la expresión (2.4) de la demostración anterior y supo-

niendo que f y g son diferentes de la función cero casi donde quiera (así las

integrales de |f |p y |g|q son mayores que cero), se tiene que si

A =
|f(x)|(∫
|f |pdµ

)1/p y B =
|g(x)|(∫
|g|qdµ

)1/q
entonces

|f(x)g(x)|(∫
|f |pdµ

)1/p (∫ |g|qdµ)1/q ≤ |f(x)|p

p
(∫
|f |pdµ

) +
|g(x)|q

q
(∫
|g|qdµ

) ;

para todo x ∈ X. Luego, por el Teorema (2.3.4), al integrar respecto a µ se

obtiene ∫
|fg|dµ(∫

|f |pdµ
)1/p (∫ |g|qdµ)1/q ≤

∫
|f |pdµ

p
(∫
|f |pdµ

) +

∫
|g|qdµ

q
(∫
|g|qdµ

) =
1

p
+

1

q
= 1;

pues por hipótesis 1
p
+ 1
q

= 1. Ahora, multiplicando la desigualdad por los cocientes

de A y B se obtiene∫
|fg|dµ ≤

(∫
|f |pdµ

) 1
p
(∫
|g|qdµ

) 1
q

. (2.5)

A la expresión (2.5) se le conoce como la desigualdad de Hölder y será de

utilidad más adelante. Notar que si las funciones son cero o iguales a la función

cero casi donde quiera la desigualdad se sigue cumpliendo.

Observación 2.4.2. La proposición anterior implica que el producto de una función

en Lp con otra función en Lq es integrable si p > 1 y p + q = pq. Estos índices

se llaman índices conjugados siendo p = 2 el único conjugado propio y, por lo

tanto, el producto de dos funciones en L2 es integrable.

Corolario 2.4.2. Sean f, g ∈ L2, entonces fg es integrable (fg ∈ L).

Demostración. Este es un caso particular de la Proposición (2.4.1), basta ver que

2 > 1 y que 1
2

+ 1
2

= 1, por lo que si dos funciones f y g pertenecen a L2, entonces

fg pertenece a L.

En consecuencia de este corolario, si (Ω,O, P ) es un espacio de probabilidad,

entonces si dos variables aleatorias tienen esperanza �nita de orden 2 implica
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que su producto tiene esperanza �nita. Esto es, si E(|X|2) < ∞ y E(|Y |2) < ∞

entonces X, Y ∈ L2(Ω,O, P ), por lo que XY ∈ L(Ω,O, P ) y E(|XY |) <∞.

La idea de magnitud (o tamaño) de un vector se introduce formalmente en un

espacio vectorial a través del concepto de norma.

De�nición 2.4.2 (Norma). Sea V(R) un espacio lineal (vectorial), a una función

N se le dice norma sobre V(R) si es una función real no negativa tal que cumple

lo siguiente:

1. N(~v) = 0 si y sólo si ~v = ~0.

2. N(α~v) = |α|N(~v) para todo ~v ∈ V(R) y cualquier α ∈ R.

3. N(~u+ ~v) ≤ N(~u) +N(~v) para todo ~u,~v ∈ V(R).

Al espacio (V,N) se le llama espacio vectorial normado.

Si la función N no satisface la propiedad (1) pero si las demás propiedades se

dice que es una seminorma o pseudonorma.

Ejemplo 2.4.3. A continuación, se presenta tres ejemplos de normas.

a) Sea V = Rn y ~u = (u1, ..., un) ∈ V , se pueden de�nir estas tres normas:

(i) N1(u1, ..., un) =
n∑
i=1

|ui|.

(ii) Np(u1, ..., un) =
n∑
i=1

|ui|p con p ≥ 1.

(iii) N∞(u1, ..., un) = sup{|u1|, ..., |un|}.

b) Sea B(X) la colección de funciones reales acotadas en X, es un espacio

vectorial normado bajo la función

N(f) = sup{|f(x)| | x ∈ X}.

c) Sea (X,X , µ) un espacio de medida, si f ∈ L entoncesNµ es una seminorma

para el espacio L(X,X , µ) si

Nµ(f) =

∫
|f |dµ.
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La siguiente de�nición presenta el concepto de producto interno que surge

como una generalización a un espacio vectorial cualquiera del producto escalar en

Rn. Por esta razón, se contempla el campo complejo C o un subcampo de este.

De�nición 2.4.3 (Producto interno). Sea V(C) un espacio vectorial, se de�ne el

producto interno en V(C) como una función que asigna a cada pareja ordenada

de vectores un valor escalar del campo, 〈· | ·〉 : V(C) × V(C) → C, y que, para

~u,~v, ~w ∈ V(C) y α ∈ C, satisface lo siguiente:

1. 〈~u | ~v〉 = 〈~v | ~u〉.

2. 〈~u | ~v + ~w〉 = 〈~u | ~v〉+ 〈~u | ~w〉.

3. 〈α~u | ~v〉 = α 〈~u | ~v〉.

4. 〈~u | ~u〉 > 0 si ~u 6= 0 y 〈~u | ~u〉 = 0 si y sólo si ~u = 0.

Nota 2.4.2. Cuando el espacio se restringe al campo R, la propiedad (1) se

resume a una abelianidad: 〈~u | ~v〉 = 〈~v | ~u〉. En lo que sigue, se limitará el espacio

al campo R aunque los resultados obtenidos puedan extenderse al campo C.

Cuando un espacio vectorial cuenta con producto interno, se puede inducir

un espacio normado donde la norma es inferida por el producto interno. Para

veri�car esto, primero se requiere revisar el siguiente resultado.

Teorema 2.4.3 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sea V(R) un espacio vec-

torial con producto interno de�nido, entonces para todo ~u,~v ∈ V(R) se tiene que

| 〈~u | ~v〉 |2 ≤ 〈~u | ~u〉 〈~v | ~v〉 ;

o bien,

−〈~u | ~u〉
1
2 〈~v | ~v〉

1
2 ≤ 〈~u | ~v〉 ≤ 〈~u | ~u〉

1
2 〈~v | ~v〉

1
2 .

Demostración. Si alguno de los vectores es el vector cero se obtendría la igualdad.

Por otro lado, si ~u = α~v con α ∈ R se tiene que

| 〈~u | ~v〉 |2 = | 〈α~v | ~v〉 |2 = |α 〈~v | ~v〉 |2 = |α||α| | 〈~v | ~v〉 | | 〈~v | ~v〉 |

= | 〈α~v | α~v〉 | | 〈~v | ~v〉 | = | 〈~u | ~u〉 | | 〈~v | ~v〉 |

= 〈~u | ~u〉 〈~v | ~v〉 .
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En este caso, también se cumple la igualdad. Ahora, si ninguno de los vectores es

cero y ~u 6= −α~v para cualquier α ∈ R, entonces ~u + α~v 6= 0 y por la propiedad

(4) de la De�nición (2.4.3) se tiene

〈~u+ α~v | ~u+ α~v〉 > 0.

Luego, desarrollando el producto interno bajo uso de sus propiedades, se obtiene

〈~u+ α~v | ~u+ α~v〉 = 〈~u+ α~v | ~u〉+ 〈~u+ α~v | α~v〉

= 〈~u | ~u〉+ 〈α~v | ~u〉+ 〈~u | α~v〉+ 〈α~v | α~v〉

= 〈~u | ~u〉+ 2α 〈~u | ~v〉+ α2 〈~v | ~v〉 ;

en resumen, se tiene

〈~u | ~u〉+ 2α 〈~u | ~v〉+ α2 〈~v | ~v〉 > 0.

Como esto sucede para cualquier escalar, en particular sucede para α = −〈~u | ~v〉
〈~v | ~v〉

,

que sustituyendo en la desigualdad anterior se obtiene

〈~u | ~u〉 − 〈~u | ~v〉
2

〈~v | ~v〉
> 0;

o bien

〈~u | ~u〉 〈~v | ~v〉 > 〈~u | ~v〉2 .

De esta manera, la demostración queda completa.

Ahora, se de�ne la norma a través del producto interno de la siguiente manera:

||~v|| = 〈~v | ~v〉
1
2 . (2.6)

Se veri�ca que efectivamente es una norma. Por la propiedad (4) de la De�ni-

ción de producto interno (2.4.3), el producto es mayor o igual que 0, por lo que

〈~v | ~v〉
1
2 ≥ 0; es decir, la función de�nida es nonegativa. Luego,

||~v|| = 〈~v | ~v〉
1
2 = 0 ⇐⇒ 〈~v | ~v〉 = 0 ⇐⇒ ~v = 0.

Así que la propiedad (1) de la norma (De�nición (2.4.2)) se cumple. Después

||α~v|| = 〈 ~αv | ~αv〉
1
2 =

(
α2
) 1

2 〈~v | ~v〉
1
2 = |α| 〈~v | ~v〉

1
2 = |α| ||v||,



44 Funciones medibles

por lo que la propiedad (2) también se cumple. Por último, se muestra la tercera

propiedad de la norma. Se observa que

||~u+ ~v||2 = 〈~u+ ~v | ~u+ ~v〉 = 〈~u+ ~v | ~u〉+ 〈~u+ ~v | ~v〉

= 〈~u | ~u〉+ 〈~u | ~v〉+ 〈~v | ~u〉+ 〈+~v | ~v〉

= 〈~u | ~u〉+ 2 〈~u | ~v〉+ 〈~v | ~v〉 ,

aplicando el Teorema (2.4.3), se obtiene

〈~u | ~u〉+ 2 〈~u | ~v〉+ 〈~v | ~v〉 ≤ 〈~u | ~u〉+ 2 〈~u | ~u〉
1
2 〈~v | ~v〉

1
2 + 〈~v | ~v〉

=
(
〈~u | ~u〉

1
2 + 〈~v | ~v〉

1
2

)2

.

Así pues,

||~u+ ~v||2 ≤
(
〈~u | ~u〉

1
2 + 〈~v | ~v〉

1
2

)2

si y sólo si

||~u+ ~v|| ≤
(
〈~u | ~u〉

1
2 + 〈~v | ~v〉

1
2

)
= ||~u||+ ||~v||.

Por lo tanto, la función de�nida en la ecuación (2.6) es una norma sobre un espacio

vectorial con producto interno; por lo que se ha probado el siguiente corolario.

Corolario 2.4.4. Sea V(R) un espacio vectorial con producto interno, entonces la

función ||~v|| = 〈~v | ~v〉
1
2 de�ne una norma en este espacio.

Empleando el concepto de norma, se puede introducir la idea de métrica (dis-

tancia) entre vectores.

De�nición 2.4.4. Sea V(R) un espacio vectorial, se le llama función distancia

o métrica a la función real d : V(R) × V(R) → [0,∞) tal que si ~u,~v, ~w ∈ V(R) se

cumple lo siguiente:

1. d(~u,~v) ≥ 0.

2. d(~u,~v) = 0 si y sólo si ~u = ~v.

3. d(~u,~v) = d(~v, ~u).

4. d(~u,~v) ≤ d(~u, ~w) + d(~w,~v).
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A los espacios con esta característica se les llama espacios métricos y suele

denotarse por (V, d).

Observación 2.4.3. Si V(R) es un espacio vectorial normado, la distancia en este

puede de�nirse de manera inducida por la norma como

d(~u,~v) = ||~v − ~u||. (2.7)

La distancia de�nida de esta manera será utilizada cuando se hable de conver-

gencia.

En los espacios con producto interno real, tambíen es posible de�nir el con-

cepto de ángulo entre dos vectores de la siguiente manera.

De�nición 2.4.5. Sea V(R) un espacio vectorial con producto interno real y sean

~u y ~v dos vectores no nulos (diferentes de ~0). Se llama ángulo entre ~u y ~v al

número real θ tal que 0 ≤ θ ≤ π y que

cos θ =
〈~u | ~v〉
||~u|| ||~v||

.

Este ángulo está bien de�nido pues, a partir de la desigualdad de Cauchy-

Schwarz (2.4.3), si ~u y ~v son no nulos, entonces

−1 ≤ 〈~u | ~v〉
||~u|| ||~v||

≤ 1,

por lo que existe un único número real θ en el intervalo [0, π] para el cual el

coseno es igual a dicho cociente.

Nota 2.4.3. Los conceptos de norma, distancia y ángulo que se han de�nido en

esta sección constituyen una generalización a espacios vectoriales de sus ideas

geómetricas que estas representan.

Lema 2.4.5 (Espacio cociente). Sea V(F) un espacio vectorial sobre el campo

F y sea W(F) un subespacio de V(F). Entonces V/W es un espacio vectorial sobre el

campo F, donde las operaciones para (~u+W ), (~v+W ) ∈ V/W y α ∈ F se de�nen

a continuación.

1. Suma: (~u+W ) + (~v +W ) = (~u+ ~v) +W .
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2. Producto por un escalar: α (~u+W ) = α~u+W .

El espacio V/W es llamado el espacio cociente de V sobre W .

Demostración. (Ver referencia [6]).

Observación 2.4.4. El espacio cociente es interpretado como el espacio de las

clases de vectores equivalentes respecto aW ; esto es, si ~u ∈ V(F), ~u+W = W

si existe ~w ∈ W(F) para el cual ~u−~0 = ~w y así ~u ∈ W(F). Por otro lado, si ~v ∈ V(F)

se tiene que

~u+W = ~v +W ⇐⇒ ~u− ~v +W = W ⇐⇒ (~u− ~v) = ~w ∈ W(F).

Los elementos en V/W suelen denotarse de forma distinta para enfatizar que per-

tenecen a un espacio de clases que es distinto del espacio de origen V(F), como

ejemplo se tiene:

~u+W, [~u] o u.

Ejemplo 2.4.4. Se ha mencionado que Nµ es una seminorma para el espacio

L(X,X , µ) si

Nµ(f) =

∫
|f |dµ,

para f ∈ L. En efecto, pues:

Para todo f ∈ L, se tiene

Nµ(f) =

∫
|f |dµ ≥ 0.

Si α ∈ R,

Nµ(αf) =

∫
|αf |dµ =

∫
|α||f |dµ = |α|

∫
|f |dµ = |α|Nµ(f).

Si g ∈ L, ∫
|f + g|dµ ≤

∫
(|f |+ |g|) dµ =

∫
|f |dµ+

∫
|g|dµ,

por lo que Nµ(f + g) ≤ Nµ(f) +Nµ(g).
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Así, Nµ es una seminorma. De hecho, por la Proposición (2.2.6), Nµ(f) = 0 si y

sólo si f es equivalente a la función cero µ-casi donde quiera. Aún más, f = g

µ-c.s. si y sólo si f − g = 0 µ-c.s; es decir, f − g es una función equivalente a

la función cero µ-c.s. Estos argumentos insinúan que si consideramos las clases

de funciones µ-equivalentes se puede obtener un espacio vectorial normado. Para

esto, se considera el conjunto K como

K = {f ∈ L | f = 0, µ− casi donde quiera},

se mostrará que K es subespacio de L. Primero, es evidente que ~0 ∈ K. Luego,

sean f y g funciones en K, entonces f(x) = g(x) = 0 para todo x ∈ X \ M

donde M ∈ X tiene medida cero; entonces, (f + g)(x) = f(x) + g(x) = 0 para

todo x ∈ X \M , por lo que (f + g) ∈ K. Por último, si α ∈ R se tiene que

(αf)(x) = αf(x) = α · 0 = 0 para todo x ∈ X \M , por lo que αf ∈ K.

Por lo tanto, K es un subespacio de L y así, por el Lema (2.4.5), L/K es el

espacio vectorial de las clases de funciones integrables µ-equivalentes

(o iguales µ-casi donde quiera); además, como [~0] es el elemento neutro y por

la Proposición (2.2.6), se tiene que Nµ de�ne una norma en este L/K .

Nota 2.4.4 (Sobre la notación de las clases de funciones µ-equivalentes).

Cada elemento del espacio L/K es un conjunto y la integral de un conjunto [f ]

no está de�nida; sin embargo, dado que para cada función g ∈ [f ] el valor de la

integral es igual a
∫
fdµ, bastará con de�nir la integral de una clase como∫

[f ]dµ =

∫
fdµ.

Se ha visto que en varios resultados basta que la hipótesis se cumpla µ casi

donde quiera. Así, para �nes prácticos, en lo que sigue se considera al espacio

L(X,X , µ) como el espacio de las clases de funciones integrables µ-equivalentes

sin olvidar que L denotará L/K y que un elemento f denotará la clase de las

funciones µ-equivalentes a f . En general, los espacios Lp que ahora denotarán el

espacio de las funciones integrables de orden p µ-equivalentes con p ≥ 1

y donde la función que describe la norma en forma general es

||f ||p =

(∫
|f |pdµ

) 1
p

. (2.8)
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Observación 2.4.5. Se puede expresar la desigualdad de Hölder (2.5) en ter-

minos de la norma. Esto es, si f ∈ Lp y g ∈ Lq, con p y q índices conjugados,

entonces

||fg||1 ≤ ||f ||p||g||q. (2.9)

Si (Ω,O, P ) es un espacio de probabilidad y f ∈ Lp, entonces |f |r ∈ L p
r
para

r = 1, ..., p y usando esta desigualdad se obtiene que

||f ||r ≤ ||f ||p · (P (Ω))
p−r
pr = ||f ||p.

Antes de seguir, es adecuado mostrar que la función de�nida en (2.8) es una

norma para Lp. Es evidente que es una función no negativa y que es cero si y sólo

si f = [~0], luego

||αf ||p =

(∫
|αf |pdµ

) 1
p

=

(
|α|p

∫
|f |pdµ

) 1
p

= |α|||f ||p,

cumpliendo así la segunda propiedad de la De�nición (2.4.2). Lo que no es evidente

es que cumpla la tercera propiedad de la misma de�nición, para mostrar esto se

introduce la desigualdad de Minkowski, la cual dice que si f, g ∈ Lp (p ≥ 1)

entonces

||f + g||p ≤ ||f ||p + ||g||p. (2.10)

De esta forma, la función || · ||p es una norma para Lp.

Para mostrar que esta desigualdad se cumple, primero se observa que

|f + g|p = |f + g||f + g|p−1 ≤ |f ||f + g|p−1 + |g||f + g|p−1,

como |f + g| es integrable de orden p, la función |f + g|p−1 es integrable de orden
p
p−1

(que es mayor que 1); es decir, |f + g|p−1 ∈ L p
p−1

. Se destaca que p y p
p−1

son

índices conjugados pues

1

p
+

1
p/p−1

=
1

p
+
p− 1

p
=

1 + p− 1

p
=
p

p
= 1,

por lo que se puede aplicar la desigualdad de Hölder (2.9) a |f | y |f + g|p−1
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obteniendo

||f(f + g)p−1|| =
∫
|f ||f + g|p−1dµ

≤
(∫
|f |pdµ

) 1
p
(∫

(|f + g|p−1)
p/p−1dµ

) 1
p/p−1

= ||f ||p (||f + g||p)p−1 .

De forma análoga, se aplica la desigualdad de Hölder (2.9) a |g| y |f + g|p−1

obteniendo

||g(f + g)p−1|| ≤ ||g||p (||f + g||p)p−1 .

Así que, integrando |f + g|p respecto a µ se tiene∫
|f + g|pdµ ≤

∫
|f(f + g)p−1|dµ+

∫
|g(f + g)p−1|dµ;

o dicho de otra forma,

(||f + g||p)p ≤ |f ||p (||f + g||p)p−1 + ||g||p (||f + g||p)p−1 .

Suponiendo que ||f + g||p 6= 0, se divide la desigualdad por (||f + g||p)p−1 y se

obtiene

||f + g||p ≤ |f ||p + ||g||p;

mostrando de esta forma que la desigualdad de Minkowski (2.10) se cumple. Se

nota que si ||f + g||p = 0, la expresión se cumple trivialmente.

Ahora, se involucra el concepto de convergencia, el cual existen varios crite-

rios (o modos) caracterizados por la función distancia, por lo cual se hablará de

sucesiones de vectores en espacios métricos.

De�nición 2.4.6. Sea V(F) un espacio vectorial con función distancia de�nida

y sea ( ~vn) una sucesión de vectores en este espacio. La sucesión se dice ser una

sucesión de Cauchy si para todo ε > 0 existe Nε ∈ N tal que si m,n ≥ Nε

implica que | ~vm − ~vn| < ε.

La sucesión es convergente a ~v en V(F) si para todo ε > 0 existe Nε ∈ N tal

que si n ≥ Nε implica que |~v − ~vn| < ε. Este hecho se escribe como

ĺım ~vn = ~v.
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De�nición 2.4.7. Un espacio vectorial con función distancia de�nida se dice

completo si toda sucesión de Cauchy converge a un elemento en el espacio.

Observación 2.4.6. Como se mencionó anteriormente, existen varias formas de

convergencia por lo que en la De�nición (2.4.6) se usó la notación del valor ab-

soluto real, | · |, aunque son vectores en el espacio; esto fue para indicar que se

trata de la distancia entre los elementos.

Se construyen bases teóricas que dependen de la forma en que este de�nida

la función distancia, tal es el caso en el que la distancia es inducida por la norma

como se hizo en (2.7). Para este caso, se puede reformular la condición de una

sucesión de Cauchy como sigue: una sucesión ( ~vn) es de Cauchy si para todo ε > 0

existe Nε ∈ N tal que si m,n ≥ Nε implica que

d( ~vm, ~vn) = || ~vn − ~vm|| < ε;

donde la distancia es inducida por la norma. De igual forma, se puede reformular

la condición de una sucesión que converge a un elemento.

En algunos espacios, existen sucesiones que pueden converger a un elemento

que no está en el espacio, pero cuando si pertenece a él se encuentran resultados

importantes como la siguiente proposición.

Proposición 2.4.6. Una sucesión convergente en un espacio métrico es una

sucesión de Cauchy.

Demostración. Sea V(F) un espacio vectorial con métrica d y sea ( ~vn) una sucesión

de vectores que converge a ~v ∈ V(F); es decir, ĺım ~vn = ~v. Sea ε > 0, entonces existe

Nε ∈ N tal que si n ≥ Nε implica que

d( ~vn, ~v) <
ε

2
;

por otro lado, si m ≥ Nε se tiene que

d( ~vm, ~v) <
ε

2
.

Luego, por el punto (iv) de la De�nición (2.4.4), se observa que para dado ε > 0

existe Nε ∈ N tal que si n,m ≥ Nε implica que

d( ~vn, ~vm) ≤ d( ~vn, ~v) + d(~v, ~vm) <
ε

2
+
ε

2
= ε.
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Por lo tanto, una sucesión convergente en un espacio métrico es una sucesión de

Cauchy.

De�nición 2.4.8 (Espacio de Banach). Un espacio vectorial normado y com-

pleto bajo la distancia de�nida por su norma es llamado espacio de Banach.

Ejemplo 2.4.5. En esta ocasión, se mostrará que el espacio Lp es un espacio de

Banach para p ≥ 1. Ya se ha visto que Lp es un espacio vectorial normado bajo

||f ||p =

(∫
|f |pdµ

) 1
p

,

por lo que falta ver que cada sucesión de Cauchy en Lp es una sucesión que

converge a un elemento en Lp. Para veri�car esta parte, supóngase que (fn) es

una sucesión de Cauchy en Lp y sea ε > 0, entonces existe Nε ∈ N tal que si

n,m ≥ Nε implica que

d(fm, fn) =

(∫
|fn − fm|pdµ

) 1
p

= ||fn − fm|| < ε.

Se construye una subsucesión (hn) de (fn) de la siguiente manera: para cada

k ∈ N existe un entero nk tal que

||fnk+1 − fnk
|| < 2−k

y se toma hk = fnk
, esto es posible bajo el argumento de que (fn) es una sucesión

de Cauchy. De esta forma, se tiene que para cada k ∈ N

||hk+1 − hk|| < 2−k.

Ahora, se considera las funciones gn de�nidas como

gn(x) = |h1(x)|+
n∑
k=1

|hk+1(x)− hk(x)|,

por lo que para cada entero n, gn ∈ M+. Luego, se halla el límite inferior de la

sucesión (gn), esto es

ĺım inf(gn(x)) = sup
m

(
ı́nf
n≥m

(
|h1(x)|+

n∑
k=1

|hk+1(x)− hk(x)|

))

= sup
m

(
|h1(x)|+

m∑
k=1

|hk+1(x)− hk(x)|

)

= |h1(x)|+
∞∑
k=1

|hk+1(x)− hk(x)|.
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Se denota a este límite como g ∈M+ y, elevando a la potencia p, se tiene que

(g(x))p = ĺım inf(gn(x))p =

(
|h1(x)|+

∞∑
k=1

|hk+1(x)− hk(x)|

)p

.

Ahora, por el Lema de Fatou (2.2.5), se obtiene∫
ĺım inf(gn)pdµ ≤ ĺım inf

(∫
(gn)pdµ

)
;

es decir, ∫
|g|pdµ ≤ ĺım inf

(∫ (
|h1|+

m∑
k=1

|hk+1 − hk|

)p

dµ

)
.

Se eleva esta última desigualdad a la potencia 1
p
y se obtiene

(∫
|g|pdµ

) 1
p

≤ ĺım inf

(∫ (
|h1|+

n∑
k=1

|hk+1 − hk|

)p

dµ

) 1
p

= ĺım inf

(∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣|h1|+

n∑
k=1

|hk+1 − hk|

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
)

≤ ĺım inf

(
||h1||+

n∑
k=1

||hk+1 − hk||

)
,

esta última desigualdad es debido a que la propiedad (3) de la De�nición (2.4.2).

Luego, como para cada entero k se cumple que ||hk+1 − hk|| ≤ 2−k entonces

∞∑
k=1

||hk+1 − hk|| ≤
∞∑
k=1

1

2k
,

donde la suma del lado derecho converge a 1 (suma geométrica). Así, se tiene que

ĺım inf

(
||h1||+

n∑
k=1

||hk+1 − hk||

)
= ||h1||+

∞∑
k=1

||hk+1 − hk|| ≤ ||h1||+ 1.

Finalmente, se concluye que(∫
|g|pdµ

) 1
p

≤ ||h1||+ 1 <∞,

por lo que g ∈ Lp.

Sea M = {x ∈ X | g(x) < ∞}, así que µ(X \M) = 0. Luego, se de�ne a f

como

f(x) =

h1(x) +
∑∞

k=1 (hk+1(x)− hk(x)) , si x ∈M ;

0, si x /∈M.
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Es evidente que |f | ≤ g por lo que∫
|f |pdµ ≤

∫
(g)pdµ <∞,

entonces f ∈ Lp. Por otro lado, se observa que f es el límite de (hk) pues para

cada k ≥ 2 se puede expresar a hk como

hk = h1 +
k−1∑
j=1

(hj+1 − hj);

de aquí que |hk − f |p converge a cero casi donde quiera. Aplicando de nuevo el

Lema de Fatou (2.2.5), al integrar se obtiene∫
0dµ ≤ ĺım inf

(∫
|hk − f |pdµ

)
y también∫

0dµ ≥ − ĺım inf

(∫
|hk − f |pdµ

)
= ĺım sup

(∫
|hk − f |pdµ

)
.

Es decir,

0 = ĺım

(∫
|hk − f |pdµ

)
y elevando a la potencia 1

p
se tiene que 0 = ĺım ||f−hk|| < ε, por lo que la sucesión

hk converge a f con respecto a la norma en Lp.

Luego, por hipótesis, para m,nk ≥ Nε se tiene que

d(fm, fnk
) = d(fm, hk) =

(∫
|fm − hk|pdµ

) 1
p

< ε;

se observa que, �jando el entero m, la sucesión |fm − hk| converge a |fm − f |,

por lo que al aplicar una vez más el Lema de Fatou (2.2.5) sobre la variable k se

obtiene (∫
|fm − f |pdµ

) 1
p

≤ ĺım inf
k

(∫
|fm − hk|pdµ

) 1
p

< ε.

En resumen, dado ε > 0 existe Nε tal que si m ≥ Nε implica que

d(fm, f) =

(∫
|fm − f |pdµ

) 1
p

< ε,

con f en Lp de�nida anteriormente. De esta manera, se mostró que una sucesión

de Cauchy es una sucesión convergente en Lp; por lo tanto, Lp es un espacio

de Banach.
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Desde luego, existe interés de estudio cuando la norma del espacio está de�nida

por el producto escalar.

De�nición 2.4.9 (Espacio de Hilbert). Se llama espacio de Hilbert a un

conjunto H si es un espacio vectorial con producto interno sobre R o C, que

además es completo por la norma de�nida por su producto interno.

Ejemplo 2.4.6. (i) Espacio Euclideano n-dimensional: Sea Hn el espacio

constituido por las n-tuplas sobre C (o R), es un espacio de Hilbert bajo el

producto interno de�nido como

(x, y) =
n∑
i=1

xiȳi.

(ii) Espacio de funcionales de cuadrado-sumables L2: consiste en las fun-

ciones tales que
∫ b
a
|f(x)2|dF (x) < ∞, donde F (x) es no decreciente y el

producto interno es

(f, g) =

∫ b

a

f(x) ¯g(x)dF (x).

(iii) Espacios estocásticos de Hilbert: es el espacio de variables aleatorias

de un espacio de probabilidad con segundo momento �nito, es decir,

E[|x2|] =

∫
Ω

|f(ω)|2mdω <∞,

en donde la variable aleatoria tiene medida m(dω) y x = f(·). En este

espacio, dos variables aleatorias se dicen iguales si E[|x − y|2] = 0. El

producto interno se de�ne como

(x, y) = E[xȳ].

Se puede consultar detalles de este espacio en la referencia [10].



Capítulo 3

Construcción de un nuevo espacio a

través de una medida de dispersión

A lo largo del capítulo, se tratará a Ω como el conjunto no vacío de los po-

sibles resultados de un experimento aleatorio (espacio muestral), a O como la

σ-álgebra que contiene a todos los subconjuntos de Ω y a P como una medida de

probabilidad de�nida en O; por lo que (Ω,O, P ) denotará un espacio de probabi-

lidad. Se entenderá que las funciones O-medibles pertenecen a M(Ω,O, P ), por

lo que se limitará a escribir que la función pertenece a M , o a M+ si la función

es no negativa. De igual forma, se abreviará como Lp (con p un entero positivo)

al espacio Lp(Ω,O, P ) que, por lo visto en el capítulo anterior, es el espacio de

las clases de variables aleatorias P -equivalentes con esperanza �nita de orden p.

El objetivo de este capítulo es construir un espacio de variables aleatorias que

tenga las características especí�cas para ser estudiado a través de una medida de

dispersión, por lo que se recurre a la teoría de probabilidad.

3.1. Conceptos básicos de la teoría de probabili-

dad

Se retoma las de�niciones (2.1.5), (2.1.6), (2.3.2) y (2.3.3) escritas en el capí-

tulo anterior. Con la intención de agilizar la escritura y lectura, cuando se escriba

55
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dispersión

dPX se entenderá que la integral se realiza sobre R respecto a la medida de pro-

babilidad PX en (R,B), denotada por E(X(ω)), y en caso de que se escriba dP

se entenderá que la integral se realiza sobre Ω respecto a la medida de probabili-

dad P en (Ω,O), denotada por E(X); recordando que ambas integrales tienen el

mismo valor.

Como se puede observar, una variable aleatoria es integrable si y sólo si

E[|X|] < ∞, no es diferente a la noción de esperanza en cualquier libro de pro-

babilidad. De esta manera, X ∈ Lp si y sólo si E[|X|p] <∞; además, es evidente

que si X ∈ Lp entonces X + c ∈ Lp con c una constante real. De hecho, como

la de�nición está en base al concepto de la integral, la esperanza cumple con las

propiedades de operador lineal (Teorema (2.3.4)).

Proposición 3.1.1. Si C ∈ M es la función constante tal que C(ω) = c para

ω ∈ Ω donde c es un número real, entonces tiene esperanza de�nida y es igual al

valor de la constante; esto es,

E(C) = c.

Demostración. Sea c número real y sea C(ω) = c para todo ω ∈ Ω. Dado que P

es medida de probabilidad, P (Ω) = 1, entonces

E(C) =

∫
CdP =

∫
cdP =

∑
cP (Ω) = c · 1 = c.

En la teoría de probabilidad, se tienen también los conceptos de varianza y

covarianza, que sonmedidas de dispersión para las variables aleatorias y se de�nen

de la siguiente forma.

De�nición 3.1.1. Sean X y Y dos variables aleatorias en L2, se de�ne:

1. Covarianza de X y Y como Cov(X, Y ) = E [(X − E[X])(Y − E[Y ])].

2. Varianza de X como V ar[X] = E
[
(X − E[X])2].

3. Desviación estándar de X como DE[X] =
√
V ar[X].
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Hay que aclarar que, en términos de las medidas de probabilidad en (R,B),

la esperanza del producto de dos variables aleatorias X y Y es igual a la integral

sobre R respecto a la distribución PXY ; esto es,

E[(XY )(ω)] = E[X(ω)Y (ω)] =

∫
R
X(ω)Y (ω)dPXY =

∫
Ω

XY dP = E[XY ].

Se observa que la covarianza y la varianza exigen que la integral de un producto

de funciones sea �nita, esto se argumenta por la Propocisión (2.4.1). Es decir,

estas medidas de dispersión están de�nidas en Lp × Lq donde p y q son índices

conjugados. Nuestro caso de interés es L2, por lo que en particular se pide en

este trabajo que las variables aleatorias pertenezcan a L2 y así asegurar que el

producto de elementos en el espacio sea integrable; de esta forma, se tiene

Cov(·, ·) :L2 × L2 → R

(X, Y )→
∫

(X − E(X))(Y − E(Y ))dP.

De forma similar se puede expresar la varianza como una función de L2×L2 a R.

Estos conceptos se de�nen a través de la esperanza, así que usando propiedades

de la esperanza se puede obtener una forma equivalente para estos que resulta

más fácil de manipular en situaciones prácticas.

E [(X − E[X])(Y − E[Y ])] = E[XY − E[Y ]X − E[X]Y + E[X]E[Y ]

= E[XY ]− E [E[X]Y ]− E [E[Y ]X] + E [E[X]E[Y ]]

= E[XY ]− E[X]E [Y ]− E[Y ]E [X] + E[X]E[Y ]

= E[XY ]− E[X]E[Y ].

Por lo que

Cov(X, Y ) = E[XY ]− E[X]E[Y ].

Cabe mencionar que V ar[X] = Cov(X,X) por lo que

V ar[X] = E[X2]− E2[X].

Aún más, se puede mostrar que la varianza de una variable aleatoria es 0 si

y sólo si es una variable aleatoria constante, la cual es el valor esperado de esta.

Una variable aleatoria con estas características se le llama variable aleatoria

degenerada. Para mostrar esto, se hace uso del siguiente resultado.
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Teorema 3.1.2 (Desigualdad de Chebyshev). Sea X una variable aleatoria

con esperanza �nita y sea c ∈ R. Entonces, si E(X − c)2 es �nito y dado ε > 0

se tiene que

P [ω ∈ Ω | |X(ω)− c| ≥ ε] ≤ 1

ε2
E (X − c)2 ;

o de forma equivalente,

P [ω ∈ Ω | |X(ω)− c| < ε] ≥ 1− 1

ε2
E (X − c)2 .

Demostración. (Ver referencia [8]).

En particular, si µ = E(X), de la desigualdad de chebyshev se encuentra que

P [ω ∈ Ω | |X(ω)− µ| ≥ ε] ≤ 1

ε2
E (X − µ)2 =

V ar(X)

ε2
. (3.1)

Por lo que si V ar(X) = 0, se tiene que para cualquier ε > 0

P [ω ∈ Ω | |X(ω)− µ| ≥ ε] ≤ V ar(X)

ε2
=

0

ε2
= 0;

o equivalentemente,

P [ω ∈ Ω | |X(ω)− µ| < ε] ≥ 1− V ar(X)

ε2
= 1.

Por lo que X(ω) = µ para todo ω ∈ Ω respecto a la medida P y es una variable

aleatoria degenerada. Ahora bien, si X es variable aleatoria constante c,

V ar(X) = E(c)2 − E2(c) = c2 − (c)2 = 0;

por lo que su varianza es cero y c es el valor esperado de X. De esta forma, se ha

probado el siguiente resultado.

Teorema 3.1.3. Sea X una variable aleatoria, entonces X es una variable alea-

toria degenerada con X(ω) = E(X) si y sólo si V ar(X) = 0.

3.2. Construcción de un espacio normado a través

de una medida de dispersión

Ahora, se construye un nuevo espacio a partir del espacio L2 y usando la

covarianza como producto interno, por lo que se recurrirá al Lema (2.4.5).
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Proposición 3.2.1. El espacio de variables aleatorias degeneradas (constantes)

es un subespacio vectorial de Lp. A este espacio se le denotará como LD(Ω,O, P )

o simplemente LD.

Demostración. Sea A ∈ LD y sea p ∈ N, entonces Ap(ω) = ap para todo ω ∈ Ω,

con a ∈ R, por lo que Ap es una función constante. Por la Proposición (3.1.1), se

tiene que ∫
|Ap|dP = |ap| <∞;

por lo que LD es un subconjunto de Lp para cualquier entero positivo p.

Sea B ∈ LD, entonces B(ω) = b para todo ω ∈ Ω. Sea α ∈ R, entonces αB es

constante pues

(αB)(ω) = αB(ω) = αb

para todo ω ∈ Ω. Luego A(ω) = a para todo ω ∈ Ω, entonces

(A+ αB)(ω) = A(ω) + αB(ω) = a+ αb

para todo ω ∈ Ω; por lo que (A+αB) ∈ LD. Es decir, la suma y producto escalar

son operaciones cerradas en este conjunto.

Luego, es claro que no es vacío pues ~0 ∈ LD donde ~0(ω) = 0 para todo ω ∈ Ω;

por lo tanto, LD es un subespacio vectorial de Lp para cualquier p ∈ N.

Existen propiedades de interés en las medidas de dispersión y, siendo la va-

rianza de�nida a través de la covarianza, se concentrará en la función covarianza

bajo el conocimiento de que las propiedades se heredarán a la varianza.

Proposición 3.2.2. Sean X, Y y Z variables aleatorias en L2 y α ∈ R. Entonces:

1. Cov(X, Y ) = Cov(Y,X).

2. Cov(X, Y + Z) = Cov(X, Y ) + Cov(X,Z).

3. Cov(αX, Y ) = αCov(X, Y ).

4. Cov(X,C) = 0 con C ∈ LD.

5. Cov(X,X) > 0 si X /∈ LD y Cov(X,X) = 0 si y sólo si X ∈ LD.
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Demostración. Se mostrará cada uno de los postulados apoyándose de la segunda

forma presentada de la covarianza.

1. Usando la propiedad abeliana de las funciones reales:

Cov(X, Y ) = E[XY ]− E[X]E[Y ] = E[Y X]− E[Y ]E[X] = Cov(Y,X).

2. Usando la propiedad distributiva de las funciones reales y la linealidad de

la esperanza (integral):

Cov(X, Y + Z) = E[X(Y + Z)]− E[X]E[Y + Z]

= E[XY +XZ]− E[X] (E[Y ] + E[Z])

= E[XY ] + E[XZ]− E[X]E[Y ]− E[X]E[Z]

= E[XY ]− E[X]E[Y ] + E[XZ]− E[X]E[Z]

= Cov(X, Y ) + Cov(X,Z).

3. Usando de nuevo la linealidad de la esperanza:

Cov(αX, Y ) = E[αXY ]− E[αX]E[Y ] = αE[XY ]− αE[X]E[Y ]

= α (E[XY ]− E[X]E[Y ]) = αCov(X, Y ).

4. Cov(X,C) = E[XC]− E[X]E[C] = cE[X]− cE[X] = 0.

5. Se ha visto que Cov(X,X) = 0 si y sólo si X es degenerada. Luego, la

covarianza es una función positiva para X /∈ LD,

Cov(X,X) = V ar[X] =

∫
(X − E[X])2dP > 0.

Comparando con la de�nición de producto interno (2.4.3), se nota que la cova-

rianza es casi un producto interno en L2, la complicación es la última propiedad

en que el producto interno es cero si y sólo si la variable aleatoria es degenerada.

Así, la covarianza es propuesta para ser producto interno en un espacio donde

las variables aleatorias degeneradas sean el elemento neutro.
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De�nición 3.2.1. Se nombrará el espacio de clases de variables aleatorias

integrables de orden 2 P -equivalentes salvo constante al espacio vectorial

cociente L2/LD
y se denotará como D2. Un elemento en D2 se denota como X

y representa la clase de todas las variables aleatorias en L2 iguales P -c.s. a la

variable aleatoria X salvo constante, esto es

X = {Y ∈ L2 | Y = X + c, con c una constante}.

Esta de�nición se logra gracias al Lema (2.4.5), lo que implica que los ele-

mentos en D2 son iguales a excepción de una constante. Esto es, si X,Y ∈ D2,

entonces X = Y (o bien X + LD = Y + LD) si y sólo si X − Y ∈ LD. Así que,

X − Y = C para alguna variable aleatoria degenerada C. Luego,

X + Y = {f ∈ L2 | f = X + Y + (a+ b), con a y b constantes}

= {f1 + f2 ∈ L2 | f1 = X + a y f2 = Y + b}

= {f1 ∈ L2 | f1 = X + a}+ {f2 ∈ L2 | f2 = Y + b}

= X + Y .

De igual forma

αX = {f ∈ L2 | f = αX + c, con c una constante}

= {f ∈ L2 | f = α
(
X +

c

α

)
, con c una constante}

= {αg ∈ L2 | g = X + c′ con c′ una constante}

= α{g ∈ L2 | g = X + c′ con c′ una constante}

= αX.

A continuación, se presentan algunas observaciones inmediatas que surgen de este

espacio.

1. Si dos clases X y Y son iguales implica que para toda función X y Y en

estas clases, su diferencia X − Y pertenece a LD; es decir, X − Y = c con

c alguna constante real.

2. Para cada clase en D2 existe una única función tal que su integral es cero.

En efecto, pues si X ∈ X es tal que E(X) = α ∈ R, entonces (X − α) ∈ X
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es tal que E(X − α) = 0. Luego, si E(X1) = E(X2) para X1, X2 ∈ X

entonces X1 −X2 = c y se tiene que

c = E(X1 −X2) = E(X1)− E(X2) = 0,

por lo que c = 0 y así X1 = X2.

3. El elemento cero en el espacio D2, que se denotará como 0, es la clase de

variables aleatorias degeneradas (LD).

4. Como se mencionó anteriormente, Cov(X,X) = 0 si y sólo si X es una va-

riable aleatoria degenerada, por lo que la función covarianza es un producto

interno en D2.

5. Para cualesquiera clases X y Y , la covarianza de sus elementos son iguales.

En efecto, pues si consideramos como �representantes� de clase a X0 y a Y0

respectivamente, entonces para X0 + c = X ∈ X y Y0 + d = Y ∈ Y , con c

y d constantes reales, se tiene que

Cov(X, Y ) = Cov(X0 + c, Y0 + d) = Cov(X0, Y0 + d) + Cov(c, Y0 + d)

= Cov(X0, Y0) + Cov(X0, d) + 0 = Cov(X0, Y0) + 0

= Cov(X0, Y0).

Como una clase tienen varios elementos, la clase no tiene notación única pues si

X, Y ∈ X entonces X = Y , por lo que es conveniente tener una forma única de

denotar la clase cuando sea posible para evitar confusiones.

Existen varias formas de de�nir un representante de clase para poder

describir cualquier elemento en términos del representante, como puede ser aque-

lla función cuya integral es cero. Por esta razón, es adecuado hacer la primera

de�nición en el espacio D2.

De�nición 3.2.2. Sea una clase X ∈ D2, se de�ne el representante de clase

de X como la variable aleatoria X0 ∈ X tal que∫
X0dµ = 0.

Así, la forma adecuada de escribir la clase será X0.
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Nota 3.2.1. En adelante, para agilizar la lectura y escritura, cuando se hable de

una clase X ∈ D2 se entenderá que el representante de la clase es X ∈ L2 y

que su integral es cero.

Como para cualesquiera elementos de dos clases en D2 la covarianza es el

mismo valor, se da la siguiente de�nición.

De�nición 3.2.3. Sean X,Y ∈ D2 (sus representantes son X y Y ), se de�ne la

covarianza de las clases X y Y como

Cov(X,Y ) = Cov(X, Y ).

De igual forma, se de�ne la varianza de la clase X como

V ar(X) = V ar(X).

Se observa que Cov(X,X) = 0 si y sólo si X = LD. De esta manera, la

covarianza no es producto interno en L2 pero si lo es para D2 y, apoyándose de la

ecuación (2.6), se aprovechará para inducir una norma y, por consecuencia, una

distancia entre clases. Es decir, dado X ∈ D2 se expresa la norma de X como

||X|| = Cov(X,X)
1
2 = Cov(X,X)

1
2 ;

o bien,

||X|| = V ar(X)
1
2 = V ar(X)

1
2 = DE(X).

Luego, si X,Y ∈ D2 se expresa la distancia entre Y y X como

d(Y ,X) = Cov(X − Y ,X − Y )
1
2 = Cov(X − Y,X − Y )

1
2 ;

o bien,

d(Y ,X) = V ar(X − Y )
1
2 = V ar(X − Y )

1
2 = DE(X − Y ).

De esta manera, se enuncia la siguiente proposición.

Proposición 3.2.3. El espacio de las clases de variables aleatorias con esperanza

�nita de orden 2 P -equivalentes salvo constantes, D2, es un espacio vectorial

normado por

||X|| = Cov(X,X)
1
2 ,

donde Cov(·, ·) es el producto interno de�nido.
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En consecuencia, si una sucesión Xn en D2 converge a una clase X, entonces

para un entero n su�cientemente grande se tiene que Xn −X converge a la clase

LD. Dicho en términos del espacio L2, para un entero n su�cientemente grande

las diferencias de los elementos de Xn y los elementos de X se asemejan a una

variable aleatoria degenerada.

Una vez dicho esto, se menciona los primeros resultados importantes encon-

trados sobre este nuevo espacio.

Proposición 3.2.4. Sea una sucesión de variables aleatorias (Xn) en L2. Si (Xn)

es una sucesión de Cauchy, entonces la sucesión
(
Y n

)
en D2 es una suceción de

Cauchy, donde Yn es la clase de variables aleatorias en L2 P−equivalentes de Xn

salvo constante.

Demostración. Sea ε > 0, como (Xn) es sucesión de Cauchy, entonces existe

Nε ∈ N tal que para todo n,m ≥ Nε se tiene que(∫
(Xn −Xm)2 dP

) 1
2

< ε;

o bien, ∫
(Xn −Xm)2 dP < ε2. (3.2)

Por otro lado, la varianza es una función no negativa pues (X − E[X])2 ≥ 0, por

lo que

0 ≤
∫

(X − E[X])2dP = V ar(X);

o mejor dicho,

0 ≤ V ar(X) = E[X2]− E2(X) =

∫
X2dP −

(∫
XdP

)2

.

De esta forma, se tiene que

0 ≤
∫

(Xn −Xm − E(Xn −Xm))2 dP = V ar(Xn −Xm); (3.3)

o bien,

0 ≤
∫

(Xn −Xm)2dP −
(∫

(Xn −Xm)dP

)2

= V ar(Xn −Xm). (3.4)
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Luego, de las expresiones (3.2) y (3.4) se obtiene

0 ≤
∫

(Xn −Xm)2dP −
(∫

(Xn −Xm)dP

)2

< ε2 −
(∫

(Xn −Xm)dP

)2

≤ ε2;

(3.5)

es decir, de forma resumida, se obtiene

0 ≤ V ar(Xn −Xm) < ε2. (3.6)

Ahora, considerando la clase de variables aleatorias P -equivalentes salvo cons-

tante para cada Xn se obtiene la sucesión (Y n) en D2, donde cada Yn es el

representante de clase para cada Xn. Así, se tiene que

V ar(Yn − Ym) = V ar(Yn − Ym) = V ar(Xn −Xm).

Sustituyendo en (3.6) y como V ar(X) = Cov(X,X), así V ar(X) = Cov(X,X),

se tiene que

0 ≤ V ar(Yn − Ym) = Cov(Yn − Ym, Yn − Ym) < ε2. (3.7)

Finalmente, elevando a la potencia 1
2
la expresión (3.7), se concluye que si ε > 0

entonces existe Nε ∈ N tal que para todo n,m ≥ Nε se cumple que

0 ≤ ||Yn − Ym|| = Cov(Yn − Ym, Yn − Ym)
1
2 < ε. (3.8)

Por lo tanto, (Yn) es una sucesión de Cauchy en D2.

Proposición 3.2.5. Sea una sucesión de variables aleatorias (Xn) en L2. Si

(Xn) converge a un elemento X de L2, entonces la sucesión (Y n) en D2 converge

a Y en D2, donde Yn es la clase de variables aleatorias P -equivalentes de Xn

salvo constante y Y es la clase de variables aleatorias P -equivalentes de X salvo

constante.

Demostración. La demostración es similar a la demostración de la Proposición

(3.2.4), por lo que se omitirán algunos detalles.

Sea ε > 0, como (Xn) converge a X, entonces existe Nε ∈ N tal que para todo

n ≥ Nε se tiene que (∫
(Xn −X)2 dP

) 1
2

< ε;
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o bien, ∫
(Xn −X)2 dP < ε2. (3.9)

Por otro lado, como X y Xn son integrables de orden 2, entonces Xn−X también

es integrable de orden 2, por lo que su varianza existe y así

0 ≤
∫

(Xn −X − E(Xn −X))2 dP = V ar(Xn −X);

o bien,

0 ≤
∫

(Xn −X)2dP −
(∫

(Xn −X)dP

)2

= V ar(Xn −X). (3.10)

Luego, de la expresión (3.9) y (3.10) se obtiene

0 ≤ V ar(Xn −X) =

∫
(Xn −X)2dP −

(∫
(Xn −X)dP

)2

< ε2. (3.11)

Ahora, considerando la clase de variables aleatorias P -equivalentes salvo cons-

tante para cada Xn se obtiene la sucesión (Y n) en D2, donde cada Yn es el

representante de clase para cada Xn; de igual forma Y es la clase de X en D2 y

Y es el representante. De esta manera, se tiene que

V ar(Yn − Y ) = V ar(Yn − Y ) = V ar(Xn −X).

Dicho lo anterior y de la expresión (3.11), se tiene que

0 ≤ V ar(Yn − Y ) = Cov(Yn − Y , Yn − Y ) < ε2. (3.12)

Finalmente, elevando a la potencia 1
2
la expresión (3.12), se concluye que si ε > 0

entonces existe Nε ∈ N tal que para todo n ≥ Nε se cumple que

0 ≤ ||Yn − Y || = Cov(Yn − Y , Yn − Y )
1
2 < ε. (3.13)

Por lo tanto, (Yn) converge a Y en D2.

En el capítulo anterior, se mostró que el espacio Lp es un espacio de Banach;

en particular, sucede que L2 es un espacio normado completo. Esto implica que,

en base a la Proposición (3.2.4) y la Proposición (3.2.5), si Xn es una sucesión

de Cauchy en L2 entonces converge a algún elemento X en L2, por lo
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tanto Yn es una suceción de Cauchy en D2 que converge a Y en D2,

donde Yn y Y son las clases de Xn y X en D2 respectivamente.

Esto no signi�ca, de ninguna manera, que el espacio D2 sea completo. Lo

que se probado hasta el momento es una muestra de como los resultados que

se conocen de L2 tienen in�uencia en el nuevo espacio D2 y se pueden generar

resultados similares, por lo que se puede aplicar la teoría obtenida acerca de L2 y

generar conocimientos sobre D2. Sin embargo, existe el interés sobre la completes

del espacio D2, por lo que existe la alternativa de estudiar directamente el espacio

y a partir de ahí veri�car su in�uencia sobre L2.

Proposición 3.2.6. Sea (Xn) una sucesión en D2. Si (Xn) es una sucesión

de Cauchy, entonces la sucesión de sus representantes (Xn) es una sucesión de

Cauchy en L2.

Demostración. Sea ε > 0, como (Xn) es una sucesión de Cauchy, entonces existe

Nε ∈ N tal que para todo n,m ≥ Nε se tiene que

||Xn −Xm|| = Cov(Xn −Xm, Xn −Xm)
1
2 < ε;

dicho de otra forma

V ar(Xn −Xm) < ε2. (3.14)

Luego, como V ar(Xn −Xm) = V ar(Xn −Xm) se tiene que

0 ≤ V ar(Xn −Xm) =

∫
(Xn −Xm − E(Xn −Xm))2dP < ε2. (3.15)

Por la De�nción (3.2.2), el representante es tal que su valor esperado es cero por

lo que

E(Xn −Xm) = E(Xn)− E(Xm) = 0− 0 = 0;

por lo que la expresión (3.15) se resume a

0 ≤
∫

(Xn −Xm)2dP < ε2. (3.16)

Finalmente, elevando a la potencia 1
2
la expresión (3.16), se concluye que si ε > 0

entonces existe Nε ∈ N tal que para todo n,m ≥ Nε se cumple que

0 ≤ ||Xn −Xm||L2 =

(∫
(Xn −Xm)2dP

) 1
2

< ε. (3.17)
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Por lo tanto, la sucesión de los representantes de clase (Xn) en L2 es una sucesión

de Cauchy.

Esta proposición muestra que toda sucesión de Cauchy (Xn) en D2 implica

que la sucesión de los representantes (Xn) es una sucesión de Cauchy en L2 y,

como el espacio L2 es completo, esta sucesión converge a un elemento X de L2.

Por la Proposición (3.2.5), como la sucesión de los representantes en L2 converge

a un elemento en L2, la sucesión de las clases de estos representantes de clase,

(Xn), converge a la clase X en D2.

Esto implica que D2 es un espacio completo pues toda sucesión de Cauchy

en D2 converge a un elemento del mismo espacio. Aún más, como la norma en D2

está de�nida a través de la covarianza que es un producto interno, se tiene que

D2 es un espacio métrico normado por su producto interno; esto es, D2

es un espacio de Hilbert. De esta manera, se ha probado el siguiente resultado

el cual servirá para culminar el presente capítulo.

Teorema 3.2.7. El espacio de clases de variables aleatorias integrables de orden

2 P -equivalentes salvo constantes, D2, es un espacio de Hilbert.



Conclusión

La covarianza resultó ser un buen candidato para crear un espacio normado

pues, además de que D2 resulto ser normado y completo, vista como función

es menor o igual que la norma de�nida en L2, por lo que podría resultar que

es un criterio más potente de convergencia en el sentido de que si una sucesión

de variables aleatorias converge en base la covarianza implica que converge bajo

la norma de L2; por esta razón, se seguirá explorando el alcanze de la función

covarianza vista como criterio de convergencia.

Usualmente, se estudia el espacio de variables aleatorias como funciones me-

dibles y con la norma de�nida se obtiene información de la distribución que tiene

y así, como consecuencia, generar información de sus medidas de dispersión. Con

el nuevo espacio obtenido, se puede estudiar las variables aleatorias relacionadas

a un espacio muestral como las clases de variables aleatorias equivalentes salvo

constantes a través de las medidas de dispersión y, como consecuencia, generar

información de las variables aleatorias como función medible. Es decir, como la

varianza es menor o igual que la norma de�nida en L2, todos los conocimientos

que se desarrollen en D2 pueden tener implicaciones en L2 y así es posible estudiar

las variables aleatorias desde otro enfoque distinto al usual en donde los conoci-

mientos desarrollados en L2 tienen implicaciones en las medidas de dispersión.

El Teorema (3.2.5) muestra que dada una sucesión de Cauchy en D2 implica

que la sucesión de representantes es de Cauchy en L2; sin embargo, implica la

existencia de una gran cantidad de sucesiones de Cauchy en L2, basta �jar una

constante real y construir la sucesión de variables aleatorias cuya esperanza es

igual a esta constante y que sean pertenecientes a las clases de la sucesión original
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en D2. Esto es una muestra de como los resultados en D2 pueden extenderse y

desarrollar conocimientos en L2.

Aún más, el presente trabajo muestra poca información del nuevo espacio por

lo que queda abierto a seguir desarrollando conocimientos a través de la teoría

conocida, incluyendo la teoría que no fue mencionada aquí, y ver sus implica-

ciones sobre L2. De esta forma, se concluye el proyecto de tesis proponiendo el

espacio de las clases de variables aleatorias con esperanza �nita de orden 2 P -

equivalentes salvo constante como un enfoque alternativo de estudio de la teoría

de probabilidad.
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