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ceptio 1
Capitulo

Introduccion

Los origenes de la dindmica compleja se remontan a los anos 1870 y 1871,
cuando el matematico aleman Ernst Schroder escribié dos articulos sobre al-
goritmos iterativos para la solucién de ecuaciones, su estudio fue inspirado
por el algoritmo del método de Newton empleado para encontrar aproxima-
ciones a los ceros o raices de una funcién real.

El interés de Schroder por el método de Newton tuvo como fruto un breve
pero intenso estudio de la iteracion en el plano complejo donde descubrio el
comportamiento de puntos fijos atractores.

Considerando el método de Newton como una funcién compleja Ny (2),
Schréder descubrié que una posible raiz compleja p de f es también un punto
fijo stiper atractor de Ny, hecho que lo llevé a una generalizacion del método
de Newton y la creacion de una familia de algoritmos para hallar raices.

El aporte mas significativo de Schroder fue el uso de la conjugacion para
el estudio de iteradas. Esto es, f(z) es analiticamente conjugada a ¢ (() si
existe una funcién analitica v (¢) tal que f (¢ (¢)) = ¥ (g(¢)). En términos

de la inversa, ¢ (z) de ¢ (¢), tenemos ¢ (f (2)) = g (p (2)).

Sin embargo, la idea de conjugacion analitica no era del todo nueva ya que
es posible encontrar una idea similar en un manuscrito inconcluso de Niels
Henrik Abel dado a conocer en 1837, el cual no conté con mucha difusion
hasta 1881, afio en el cual es publicada una colecciéon de los trabajos de Abel.



2 Introduccién

En 1883 el matemaético francés Gabriel Xavier Paul Koenigs escribié una
serie de articulos desarrollando la teoria local de iteracion de una funcion
analitica compleja. Koenigs demostré resultados fundamentales, entre ellos
la existencia de puntos fijos atractores y repulsores, posteriormente, desa-
rrollé una sorprendente teoria local describiendo la dinamica de iteracién en
la vecindad de un punto fijo atractor .

Matemaéticos franceses de la época mostraron gran interés por la conjuga-
cién analitica en la vecindad de un punto fijo, influenciados en gran medida
por el trabajo del britanico Arthur Cayley publicado en 1890 que lleva por
titulo Sur les racines d’une équation algébrique.

Suponga que zg es un punto fijo de f (z), dicho de otra forma, f (z9) = 2o.
Sea A = [ (z), llamado multiplicador de f (z) en zy. La idea intuitiva es que
la funcién z — f(z) se comporta de manera similar a z — 29 + A (2 — 20)
cerca de zg. El problema consiste en determinar cuando f (z) puede ser con-
jugada a una multiplicacién por A en alguna vecindad de un punto fijo con
multiplicador A.

Si tenemos un punto fijo atractor zg, es decir, si 0 < |[A\| < 1, Gabriel
Koenigs demostro en 1884 que la conjugacion analitica existe. El caso de un
punto fijo repulsor, |A| > 1 puede reducirse al caso de un punto fijo atrac-
tor considerando la inversa de f (z). Lucjan Emil Bottcher se encarga del
estudio del caso super atractor, A = 0 en 1904, mostrando que existe la con-
jugacién de f (z) ala funcién ¢ — ("™ donde m > 2 es el orden de f (z) en 2.

Si |[A] = 1 tenemos un punto fijo neutral y su comportamiento dependera
de que A sea o no raiz de la unidad cuyos dominios son conocidos como péta-
los, los cuales atrajeron la atencion de Léopold Leau y posteriormente la de
Pierre Joseph Louis Fatou y Gaston Maurice Julia para su estudio.

El despertar del siglo XX trajo consigo gran actividad. En el area del
analisis complejo por los trabajos de Paul Koebe y Edmund Georg Her-
mann Landau. Maurice René Fréchet y Frigyes Riesz construyeron las bases
de analisis funcional moderno. Henri Léon Lebesgue que en su disertacion
Intégrale, longueur, aire presentada en la Universidad de Nancy, definié la
integral de Lebesgue, la cual generaliza la nocién de la integral de Riemann.
Por su parte, Paul Antoine Aristide Montel da a conocer la nocién de fami-



lias normales para funciones analiticas.

Es gracias a la idea de compacidad en el espacio de funciones y a las he-
rramientas matematicas asociadas a su desarrollo que la teoria de iteracién
adquiere fuerza nuevamente, de modo que la Academia de Ciencias de Fran-
cia anuncia en 1918 el Gran Premio en Matematicas se dedicaria la estudio
de la iteracion de funciones complejas.

Se cree que fue gracias al anuncio del Gran Premio que Pierre Fatou y
Gaston Julia trabajaron y crearon fuertes cimientos para el estudio de los
sistemas dindamicos complejos que se desarrolla hasta el dia de hoy.

Fatou y Julia trabajaron por separado y sin ejercer influencia en el otro,
lo que resulta sorprendente ya que muchos de sus hallazgos coincidieron.

Pierre Fatou ya contaba con diez anos de experiencia en el estudio de la
teoria de iteracion, de hecho, en 1906 publicé una nota en la que afirma que
el complemento de la cuenca de atraccion de un punto fijo atractor puede ser
reducido a un conjunto de Cantor.

Ambos mostraron gran interés en el estudio del objeto matematico que
hoy se conoce como el conjunto de Julia. Pierre Fatou definié a este conjunto
como el complemento del conjunto abierto més grande en el cual las iteradas
de f(z) forman una familia normal. Julia por otra parte, lo definié como
la clausura de todos los punto periédicos repulsores de f (z). De manera in-
dependiente demostraron un teorema segun el cual las definiciones coinciden.

Una de las ideas mas interesantes de estos matematicos es el uso del con-
cepto de familia normal como herramienta para la divisién del plano complejo
en dos conjuntos, donde en uno de ellos la sucesién de iteradas presenta un
comportamiento estable y en el otro conjunto se presenta un comportamiento
cadtico.

Destacaron la observacién de propiedades de autosimilitud en el conjun-
to de Julia, es decir, formas localizadas en el conjunto de Julia aparecian
en diferentes escalas por todo el conjunto de Julia. En palabras de Fatou,
“L’ensemble ' a méme structure dans toutes ses parties”, o bien palabras
de Julia “La structure de F” est la méme dans toutes ses parties”.
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Tres articulos fueron sometidos a consideracion de la Academia de Cien-
cias de Francia. El premio fue otorgado a Gaston Julia [24] y fue concedida
una mencién de honor a Samuel Lattes, quien falleciera meses antes de la
premiacion. La Academia no hizo publica la identidad del tercer participan-
te, sin embargo, en [3] se sugiere que puede tratarse del matemético italiano
Salvatore Pincherle. Pierre Fatou decidié no enviar su trabajo y el por qué
de esta decision sigue sin conocerse.

Fatou y Julia continuaron explorando y enriqueciendo la dindmica com-
pleja en la década de 1920 pero mientras las preguntas que permanecian
abiertas se resolvian, los avances disminuyeron.

Después de la segunda guerra mundial, de no ser por el trabajo de Irvine
Noel Baker que comenzé en la década de 1950 con el estudio de la iteracion
de funciones enteras y algunos articulos aislados, como los escritos por Hans
Brolin y Sir Thomas MacFarland Cherry a mediados de la década de 1960,
el interés en el area decayo y a los ojos de cualquier observador parecia un
campo de estudio inactivo.

Esto cambié dramaticamente alrededor de 1980 con el descubrimiento del
Conjunto de Mandelbrot y la disponibilidad de computadoras, las cuales re-
velaron los hermosos objetos que sélo Julia y Fatou podian imaginar.

Otra contribucién importante en la década de 1980 fue el articulo [téra-
tion des polynomes quadratiques de Adrien Douady y su alumno John Hamal

Hubbard.

En 1985, es publicado el articulo de Dennis Parnell Sullivan Quasiconfor-
mal homeomorphisms and dynamics I. Solution of the Fatou-Julia problem
on wandering domains, el cual resulté ser un punto de partida para las in-
vestigaciones que se desarrollan actualmente.

Gracias a la madurez de esta drea numerosos recursos para el estudio y
la investigacion fueron elaborados por Alan Frank Beardon, Lennart Axel
Edvard Carleson, Theodore William Gamelin y Robert Luke Devaney, por
mencionar algunos.



Las propiedades dindmicas de la familia Atan (z) fueron estudiadas por
primera vez por Robert Devaney y Linda Keen en [16] y [17], posteriormente
Irvine Noel Baker, Janina Maria Kotus y Y. Lii iniciaron el estudio de la
teoria de iteracién de funciones meromorfas en 1990-1991 con cuatro articu-
los [6], 7], [8] v [9].

En esta tesis se estudian algunas propiedades de la funcién tan (z), asi
como algunos aspectos dindmicos de la familia Atan (z). Los principales re-
sultados de este trabajo de tesis son:

Teorema A. Sea T, (z) = Atan(z). Si A € Ry A > 1, entonces el conjunto
de Julia J (7)) es la recta real y todos los demds puntos tienden bajo itera-
cién a uno de los dos puntos fijos ubicados en el eje imaginario.

Teorema B. Sea 7, = Atan (z). La familia 7, (z) tiene un tnico punto fijo
si, y s6lo si este punto es cero y 0 < |A| < 1.

Teorema C. Sea T, (z) = Atan(z). Si 0 < |A] < 1, entonces el conjun-
to de Fatou F (7,) es una componente completamente invariante donde
T (z) — 0.

Corolario D. Con las hipétesis del Teorema C, el conjunto de Julia de
T, (2) es totalmente disconexo.
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epiuio 2
Capitulo

Conceptos basicos

En este capitulo enunciaremos algunos conceptos necesarios para el desa-
rrollo de esta tesis y pueden ser consultados en [1], [5], [15], [23], [26], [27],
(28], [31], [34], [35], [37].

2.1. Espacios métricos

Definicién 2.1. Una métrica en X es una funcion d : X x X — R que
cumple las siguientes propiedades:

(a) Va,ye X : d(z,y) >0.
(b) Sean z,y € X : d(z,y) =0 <= z=y.
(¢c) Ve,zye X 1 d(x,y) =d(y,z).
(d) Va,y,2 € X: d(z,y) <d(z,2)+d(y,2).
La expresion d (x,y) es la distancia o métrica entre dos puntos x y y.

El par (X, d) formado por el conjunto X y la métrica d definida sobre X,
se denomina espacio métrico.

Observacién 2.1. De este punto en adelante se denotara tnicamente con
X al espacio métrico X respecto de la métrica d.
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Definicién 2.2. Sea X un espacio métrico y sea A C X tal que A # (). Se
define el didmetro de A, en caso de existir, denotado como diam (A) como
sigue

diam (A) = sup{d (a,b) : a,b € A}.
Decimos que el conjunto A es acotado si diam (A) < oo.

Definicién 2.3. Sean X un espacio métrico, x € X y r > 0. Se definen los
siguientes subconjuntos en X

1. La bola abierta centrada en z y radio r

B(z,r)={ye X :d(x,y) <r}.

2. La bola cerrada centrada en x y radio r

B(z,r)={ye X:d(z,y) <r}.

Definicién 2.4. Sean X un espacio métrico, A C X y xg € A diremos que
To es un punto interior de A, si

3r>0:B(x,r) C A
Denotaremos por int (A) al conjunto de puntos interiores de A

int(A)={xeX:3r>0:B(z,r) C A}.

Definiciéon 2.5. Sea A un subconjunto no vacio del espacio métrico X.
Diremos que A es un conjunto abierto si A = int (A).

Observacién 2.2. En general, int (A) C A, por lo tanto A es un conjunto
abierto si A C int (A).

Definicién 2.6. Sea X un espacio métrico y = € X, se llama entorno del
punto z a todo conjunto abierto que lo contenga.
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Definicién 2.7. Sea A un subconjunto no vacio del espacio métrico X y
x € X. Decimos que z es un punto de acumulacion del conjunto A si todo
entorno de x contiene puntos de A distintos de x, es decir, para todo entorno
V' de x se cumple

(V—{z})nA#0.

El conjunto de todos lo puntos de acumulacién de A, es llamado conjunto
derivado de A y se denota por A’

Teorema 2.1. Sea x un punto de acumulacion de un conjunto A. Si 'V es
un entorno cualquiera de x, el conjunto (V — {x})N A tiene infinitos puntos.

Definicién 2.8. Sea X un espacio métrico y A un subconjunto de X si A
contiene todos sus puntos de acumulacién, decimos que A es cerrado.

Definiciéon 2.9. Sea X un espacio métrico y A un subconjunto de X, al
conjunto

A=AUA,

es decir, la unién de A con todos sus puntos de acumulacién, se le llama
clausura de A y sus elementos reciben el nombre de puntos de adherencia de

A.

Observacién 2.3. Un conjunto es cerrado si y solo si coincide con su clau-
sura.

2.1.1. Swucesiones

Sea X un espacio métrico. Una sucesion en X es una funcion
f N—=X.

Si f: N — X es una sucesion y para cada n € N, denotamos por z, a
f(n), la sucecién f se puede representar por {x,}.
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Definicién 2.10. Sean X un espacio métrico, f : N — X y una suce-
sién en X donde para cada n € N, f(n) = N. Si consideramos la sucesién
{xn : n € N}, una subsucesion de la sucesion {x,}, . se define como la com-
posicién fog: N — X, donde g : N — N es una funcién inyectiva.

Definicién 2.11. Sea X un espacio métrico. Diremos que la sucesién {x,,}
es una sucesiton convergente en X si existe o € X tal que para cada vecindad
U de xg, existe ng € N tal que V n > ng : x,, € U.En este caso diremos que
la sucesién {z,} converge a x.

Definicién 2.12. Sea X un espacio métrico. Una sucesién {z,} se denomi-
nara sucesion de Cauchy si cumple la siguiente propiedad:

Ve>0 INeN VanmeN (n,m>N=d(z,,x,) <¢€).

Definicién 2.13. Un espacio métrico X es completo si toda sucesién de
Cauchy es convergente.

Definicién 2.14. Se dice que un espacio métrico posee la propiedad de Can-
tor si toda familia numerable de conjuntos { Ay, A1, ...} cerrados, no vacios,
decrecientes (Vn € N: A, C A,)) y tal que inf (diam (A,,)) = 0, tiene in-
terseccion no vacia.

Observemos que de A, 11 C A, deducimos diam (A1) < diam (A,), o
sea que la sucesion real {diam (Ag) ,diam (A;),...,diam (A,),...} es decre-
ciente, lo cual implica que diam (A,) — inf {diam (A,)} = 0. Por otra parte,
si designamos por A = N2 ,A,, se tiene que A C A,, Vn € N, de donde
diam (A) < diam (A,), implicando diam (A) < inf {diam (A,)} = 0; pero
como el didmetro no puede ser negativo, resulta diam (A) = 0. Luego, como
A # 0, A estd constituido por un solo punto.

Teorema 2.2. Un espacio métrico es completo si y solo si posee la propiedad
de Cantor.
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2.1.2. Conjuntos compactos

Sea X un espacio métrico y A C X. Una familia C' de conjuntos de X tal
que

AC U B
se llama cubierta de A.

Una subcubierta de C' es una subfamilia de C' que también cubre a A.

Decimos que C' es una cubierta abierta de A, si C cubre a A y todos los
conjuntos de C' son abiertos.

Definicién 2.15. Sea A subconjunto de un espacio métrico X, decimos que
A es compacto si para cada cubierta abierta C' de A existe una subcubierta
finita C".

Proposicion 2.1. Todo espacio métrico compacto es completo.

Definicién 2.16. Decimos que A posee la propiedad de Bolzano-Weierstrass
si todo subconjunto infinito 7" de A admite un punto de acumulacién en A.

Proposicion 2.2. Un conjunto A de un espacio métrico X es relativamente
compacto si y solo si toda sucesion de elementos de A admite una subsucesion
parcial convergente (no necesariamente en A).

2.1.3. Conjuntos conexos

Definiciéon 2.17. Sea X un espacio métrico y A C X. Una disconexion
de A consiste de conjuntos abiertos S, T C X que satisfacen las siguientes
propiedades:

1. ACSUT,
2. ANS#0y ANT #0,
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3. (ANS)N(ANT)=0.

Si A admite una disconexién en X, diremos que A es disconexo.

Definicién 2.18. Sea X un espacio métrico y A C X. Diremos que A es
conezxo si no es disconexo.

Teorema 2.3. Sea X un espacio métrico y A C X. El conjunto A es disco-
nexo si y solo si existe S € A tal que ) #£ S # A, el conjunto S es cerrado y
abierto en A.

Sea A un conjunto no vacio de un espacio métrico X. Tomemos un z € A
y consideremos la familia de todos los conjuntos conexos contenidos en A y
que también contienen a z. Es evidente que esta familia no es vacia, ya que
{z} pertenece a ella. Por otra parte, la interseccién de todos sus miembros
contiene a x y por lo tanto es no vacia. La uniéon de todos los miembros de
esta familia es un conjunto conexo que denotaremos por C'(z) y lo llama-
remos componente de A. Como consecuencia de su construccion, C' (z) es el
maximo conjunto conexo contenido en A y que a su vez contiene a x. Es
decir, si B es conexoy z € By B C A, entonces B es miembro de la familia
cuya union es C (), luego B C C (z).

Puede suceder que C (z) = {z}. Por ejemplo, el conjunto Q de los nime-
ros racionales como subconjunto de la recta real es tal que C' (z) = {z}, para
todo z € Q.

Definicién 2.19. Sea A un conjunto no vacio de un espacio métrico X. De-
cimos que A es totalmente disconexo si los inicos subconjuntos conexos estan
formados por conjuntos unitarios. Es decir, todas las componentes conexas
son conjuntos unitarios.

Definicién 2.20. Sea X un espacio métrico y A C X no vacio. Decimos que
A es un dominio si A es abierto y conexo.

Definicién 2.21. Sea X un espacio métrico. Decimos que X es conezxo por
trayectorias o arcoconezo si para todo z,y € X, existe v : [0, 1] — X continua

tal que v (0) =z y v (1) = y.
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Definicién 2.22. Sea X un espacio métrico. Decimos que X es localmente
conexo si para cada punto x € X y todo entorno S de z, existe un entorno
T de x tal que T'C S y T conexo.

2.2. El campo de los nimeros complejos

El campo de los niumeros complejos es el conjunto de pares ordenados de
numeros reales (a, b) con las operaciones de suma y multiplicacién definidas
por

(a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+d),
(a,b) (¢,d) = (ac — bd, ad + be) .

Las leyes asociativas y conmutativas para la adicion y multiplicacion asi
como la ley distributiva se deducen facilmente de las propiedades de los niime-
ros reales.

El neutro aditivo o cero es (0,0), el inverso aditivo de (a,b) es (—a, —b).
El neutro multiplicativo es (1,0) y el inverso multiplicativo para todo (a, b) #

a —b
(0’ 0) €s <a2+b2 ? a?+4b? ) :
Los ntimeros complejos forman un campo.

Ahora supongamos que podemos asociar los nimeros complejos de la
forma (a,0) con el nimero real a, entonces

(a1,0) + (ag,0) = (a1 + a2, 0) que corresponde a a; + as,
ademas
(a1,0) (az,0) = (ajaq,0) que corresponde a a;as.
La correspondencia entre (a, 0) y a se preserva en las propiedades aritméti-
cas. Podemos afirmar que el conjunto de niimeros complejos de la forma (a, 0)

es isomorfo al conjunto de los numeros reales y puede ser escrito como a sin
dar lugar a confusiones.
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De la misma forma, decimos que (0, 1) es la raiz cuadrada de —1 ya que
(0,1)(0,1) = (—1,0) = —1, de aqui en adelante (0, 1) se denotard por 1.

Una propiedad de los niimeros reales que no se cumple para los ntimeros
complejos es la nocién de orden ya que el nimero ¢ no puede ser designado
como positivo o negativo sin llevar a una contradiccion.

2.2.1. El plano complejo

Los nimeros complejos definidos como pares ordenados de niimeros reales
de la forma (a, b) se encuentra estrechamente vinculada con la interpretacién
geométrica de campo complejo descubierto por John Wallis y posteriormente
desarrollado por Jean Robert Argand y Johann Carl Friedrich Gauss.

Cada numero complejo a + ib se asocia el punto (a,b) del plano carte-
siano. Los ntimeros reales son aquellos que se encuentran sobre el eje  que
es conocido como eje real mientras que los numeros imaginarios puros b
corresponden a los puntos en el eje y llamado también eje imaginario.

Definicién 2.23. Sea z = a + b, las partes imaginarias y reales son usual-
mente denotadas I'm (z) y Re (z) respectivamente.

Definicién 2.24. El complejo conjugado de z = a+ib es Z = a—1b, geométri-
camente, z es el punto simétrico de z respecto al eje x.
Proposicion 2.3. Las siguientes propiedades se cumplen para z, w € C.

1. z4+w=7zZ+w.

w = z2ZW.

I

(2) = Z, para todo w # 0.

w

de aqui que si z # 0, 271 = =5,

2, -

2Z = |z

2 =7Z sty solo si z es numero real.
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/
Imw «Ww

Figura 2.1: Geometria de los niimeros complejos

6. Re(z) =22
7. Im(2) = 52
8. z==z

Definicién 2.25. El mddulo o valor absoluto de z es igual a va? + b?, es
decir, la longitud del vector z, denotado |z|.

Proposicion 2.4. Sean z, w € C

1. |zw| = |z| |w].

2. ‘ﬂ = % para w # 0.

5~ <Re()<|sl y -l <Im(z) <4l
4. |zl = lz.

5. |z +w| < |z| + |w| (desigualdad triangular).
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Rez

Figura 2.2: Complejo conjugado

6. [z1wr + 20wy + .+ zwa] <\l [Pl
(desigualdad de Cauchy-Schwarz).

Definiciéon 2.26. El argumento de z esta definido para todo z # 0 y es
el dangulo de inclinacién z, denotado por Arg(z). El valor de Arg(z) que
satisface —m < Arg(z) < 7 se conoce como arqumento principal. Asi, el
Arg (z) se define como el nimero 6 tal que

Re(z)

Im(z)
|| '

||

cosf = y senf =

Un numero complejo distinto de cero puede ser descrito en términos de
su médulo y argumento. Sea z = a+ b, |z| = r y Arg(z) = 0, de lo anterior
podemos deducir que a = r cosf y b =r senf, asi

z=r(cosf +isend).
Esta forma es llamada representacion polar de un ntimero complejo z.
La multiplicacién de ntmeros complejos z y w tienen interpretaciones

geométricas muy interesantes que son mas evidentes al ser escritas en su for-
ma polar.
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|Imz|

IRez|

Figura 2.3: Médulo y argumento de un niimero complejo

Sean
z=r(cosf+isenf) y w=t(cosf+isenp).
Entonces,
zw = rt[cos (0 + B) + isen (0 + B)].

Desde un punto de vista geométrico, la longitud del vector zw es el pro-
ducto de las longitudes de los vectores z y w, mientras el que argumento del
producto es la suma de los argumentos de los vectores.

La divisién de niimeros complejos se reduce a la siguiente ecuacion

£ 01 - )

A partir de la multiplicacién de niimeros complejos escritos en su repre-
sentacion polar puede deducirse la férmula para encontrar las n-ésimas raices
de cualquien nimero complejo.
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Proposicién 2.5. Sea z = r(cosf +isenf) y sea n un entero positivo,
entonces

2" =r" (cosnb + isennf) .

La expresion anterior es conocida como Formula de De Moivre.

Corolario 2.1. Sea w un niumero complejo diferente de cero con representa-
cion polar w = r" (cosnb + isennb). Las n-ésimas raices de w estan dadas
por los n numeros complejos

2k = /1 [cos (£ + 22E) +isen (£ 4 ZK)] k=0,1,2,...,n—1

n n n n

2.3. La esfera de Riemann y el plano comple-
jo extendido

Sea S : 2 + 22 + 22 = 1 la esfera unitaria en el espacio euclidiano R? y
N = (0,0,1) el polo norte de la esfera. Sea también el x;x9-plano el plano
complejo que intersecta a S en el ecuador.

Elegimos un punto z en C. La linea que conecta a z con N intersecta a S
en un unico punto P, donde P # N y viceversa. Observe que |z| < 1 < P se
encuentra en el hemisferio inferior, |z| > 1 < P se encuentra en el hemisferio
superior y |z| =1 < P se encuentra en el ecuador.

Lo anterior establece una correspondencia biyectiva y sobreyectiva

P:Pe S\{N}+—2(Q)=2€C (2.1)

entre S y C, la cual es conocida como proyeccion estereogrdfica de S sobre
C con N como centro y z es llamado punto proyectivo de P en Cy P es la
imagen esférica o representacion de z en S, la esfera S se conoce como esfera
de Riemann.

Ningtn punto en C corresponde al polo norte N de la esfera de Riemann.
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Observe que:
|z]| & +00 <= P €S — N es decir, la distancia |P — N| — 0.

Asi, es natural imaginar que existe un tinico punto, denotado por oo fuera
de cualquier disco |z| < R sin importar qué tan grande sea R que corresponde
al polo norte V. Llamamos a oo el punto al infinito del plano complejo C y
C = CU{oo} al plano complejo extendido. Asi, los puntos en C tienen una
correspondencia inyectiva y sobreyectiva con los puntos en S.

Sea P = (x1,x9,23) € Sy z = (x,y,0) = z + iy, recordemos también que
N =(0,0,1). Entonces, z, P y N son colineales

r1—0 x2—-0 a3-—1
r—0 y—0 0-—1
< 1 =X, o=y yaxz=1—AparaAeR
= 2l +as+ad =N (2 + i)+ (1-)) =1
2
1+ |2

:})\:

En resumen, tenemos:

.Z’1+ia;2 E S N d . 1
D (11,19, 23) = { 1—x3 (21, 22, T3) \ {N} es decir, x5 #

o0 (x1,29,23) € Sy x3 =1, es decir, (x1,22,23) = (0,0,1)

y

2+z 24z |z|271
o1 (z) = <\ZI2+1= i(z[2+1)° IZI2+1> , z€C
(0,0,1). e

Observe que &1 : C — Seslainversade ®: S — C.

2.3.1. Meétrica esférica

Dados dos puntos z;, zo € C es posible definir la métrica en C, a la que
llamaremos métrica esférica o métrica cordal, de la siguiente forma
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2|z1— 22| .
\/1+|21‘2\/1+|Z2‘2 S1 24 7é o0, 29 7’é oQ,
2

dX (21,22) = m sl zp = 00,

0 Si 21 = 29 = 0.

Sean z1, 29, 23 € C, se satisfacen las siguientes propiedades

1. dy (#1,22) > 0.

2. dy(21,20) =0 <= 2z = 2.

3. dy (21, 22) = dy (29, 21).

4. dy (z1,23) < dy (21, 22) + dy (29, 23).

Proposicion 2.6. La métrica esférica y la métrica euclidiana inducen la
misma topologia en C.

2.4. Funciones de variable compleja

Definicién 2.27. Sea A C C y A es un conjunto no vacio. Si para cada
nimero z en A corresponde un dnico nimero complejo w, denotado f (2),
entonces llamamos a

f: A=-C,w=f(z2): A—C, f(2) o simplemente f

funcién de variable compleja z, A es llamado dominio de definicion y f(A)
es la imagen de A.

Ahora bien, para algin z € A es posible que correspondan dos o mas
nimeros complejos w. En este caso, f sera llamada funcion maultiplemente
valuada de z en A.

Las funciones f y ¢ tienen el mismo dominio A y bajo esta consideracién,
las expresiones que se presentan enseguida son también funciones en A.
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L. Adicién. f+g:(f+9)(2)=f(2)+g(z), z€A

2. Sustraccion. f—g:(f—g)(2)=f(2)—g(2), z€A.
3. Multiplicacion. fg: (fg) (2) = f(2)g(2), z¢€ A.

4. Divisién. 5 : (%) (2) = ﬁz)}, z€ Ay g(z)#0.

Las funciones més sencillas son: la funcidn constante f (z) = c con ¢ € C
v la funcion identidad f(z) = z.

Mediante la multiplicacion sucesiva, podemos obtener la funcion potencia,
22,23,...,2" (n € N) y claro, la funcién polinomial

p(2) = an2" 4+ an 12"+ -+ apz + ag,
donde a;€C para 0<j;<n y a,#0

La divisién de dos polinomios p(z) y ¢ (z), a saber

f(z anz"+an—12"" 1+ Fapz+ag
= tn # 0, by # 0

9(2) b 2™ +bm—12™ " - +bo2+bo !

es la funcion racional. Su dominio contiene los puntos en que g (2) # 0 y su
rango es el plano extendido C si los ceros de g (z) son admitidos.

2.4.1. Funcion exponencial y funciones trigonométri-
cas

Si z = x + iy, entonces e* se define como e” (cos (y) + isen (y)).

Si w = 7y, tenemos e = e = cos (y) +isen (y), ya para este caso, x = 0
Y Y Y
0
ye' =1.

Proposicion 2.7. A continuacion se enlistan las propiedades de e*.

1. €® nunca es cero.
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2. €TV = e*e¥ para todo z,w € C.

3. St x es real, entonces €® > 1 cuando z >0 y 0 < e® <1 cuando x < 0.
4. |esti| = eo.

5. % =i, ¢"=—1,e% = —i, X" =1.

6.

e® es periodica, cada periodo de €* es de la forma 2inm para todo entero
n.

7. e =1 si, y solo si z = 2inm para todo entero n.

Definicién 2.28. Las funciones complejas seno y coseno se definen de la
siguiente manera para todo nimero complejo z

et® _;'_efzz

sen (z) = €=y cos(z) = 5

Proposicién 2.8. Las funciones seno y coseno definidas en C cumplen las
propiedades siguientes

1. sen? (z) + cos? (2) = 1,

2. sen (z +w) = sen (z) cos (w) + cos (z) sen (w),

3. cos (z +w) = cos (z) cos (w) — sen (z) sen (w).

Ademsés de las funciones sen (z) y cos (z), podemos definir la funcién tan-
gente tan (z) = % cuando cos (z) # 0 y de manera similar obtener otras
funciones trigonométricas.

2.4.2. Limites y continuidad de funciones

Sea f : A — C una funciéon y 2y un punto limite de A, sea también
a € C. Si para cada € > 0, existe § = 0 (29,€) > 0 tal que para todo z € A
se satisface 0 < |z — 2| < 0, entonces decimos que el limite de f cuando z
tiende a zg es igual a a y se denota de la siguiente forma

lim f(2) = a.

Z—20
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Proposicion 2.9. i el limite de una funcion existe, es unico.
Proposicién 2.10. Sean lim,,,, f(2) =a y lim,,, g(2) = b, entonces
1. lim, ., [f(2)+9g(2)] =a+b.
f(2)g(2)] = ab.

3hmHmV@}:gmb¢o

2. lim. ., |

Definicién 2.29. Sea A C C un conjunto abierto y sea f : A — C una
funcion. Decimos que f es continua en zy € A siy solo si

lim f (z0) = f (20)
Z—20
y decimos que f es continua en A si f es continua en cada punto zy en A.

Proposicion 2.11. Las propiedades operacionales de las funciones continuas
son las siguientes:

Operadores algebraicos. Si suponemos que las funciones f y g son con-
tinuas en un conjunto A, entonces f+q, f—g, fg vy § (siempre que
g # 0) son también funciones continuas.

Operador composicién Sea f : A — C una funcion continua en a y g :
B — C es continua en f (a) € f(A) C B. Entonces, fog: A— C es
continua en a.

Definicién 2.30. Suponga que F' es una funcion multiplemente valuada
en el conjunto A. Sea f : A — C una funcién que satisface las siguientes
condiciones

1. f es univaluada en A.

2. f es continua en A.

3. Para cada z € A, f(z) es uno de los muchos valores de F' en z.
Asi, f es llamada rama univaluada de F en A. El punto a es llamado
punto singular de la rama f de una funcién multiplemente valuada F

tal que f no es continua en a pero es continua en algin punto de cada
vecindad de a.
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Sea A C C. Decimos que una funciéon f : A — C es uniformemente
continua en A si para cualquier € > 0 existe § > 0 tal que |f (z) — f (w)] <,
siempre que z, w estén en Ay |z — w| < 4.

Proposicion 2.12. Una funcion continua en un conjunto compacto es uni-
formemente continua.

2.5. Funciones holomorfas

La palabra “holomorfa” fue dada a conocer por dos alumnos de Augustin-
Louis Cauchy, Charles Auguste Briot y Jean-Claude Bouquet, dicha palabra
se deriva del griego holos que significa “todo” o “entero” y morphe que sig-
nifica “forma” o “apariencia”.

Definicién 2.31. Sean D un dominio en C y f una funcién en D. Decimos
que la funcién f es holomorfa en un punto zg € D si

lm f(z0+h)— f(2)

h—0 h (2.2)

existe. Note que h € Cy h # 0, ademas zo+ h € D, de modo que el cociente
estd bien definido.

Definicién 2.32. El limite del cociente, cuando existe, es denotado por
1" (20) y es conocido como la derivada de f en z

F o) — tim L) = o),

h—0 h

Definicién 2.33. La funcién f es holomorfa en D si f es holomorfa en cada
punto de D.

Ejemplo 2.1. La funcién % es holomorfa en cualquier conjunto abierto en

C que no contenga el origen y f' (2) = —5.
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Ejemplo 2.2. La funcién f (z) = Z no es holomorfa. Note que

f(20+h)—f(20)_E

h h

no tiene limite cuando h — 0, lo cual es posible verificar si primero con-
sideramos h como un numero real y posteriormente a h como un ntmero
imaginario puro.

Proposicién 2.13. Si f y g son funciones holomorfas en D, entonces
1. f+g es holomorfaen D y (f+g) = f +4g.

2. fg es holomorfa en D y (fg)' = f'g + fg'.

/ ! /
3. Sig(z0) # 0, entonces 5 es holomorfa en zy y (%) Fo—Jd

2.5.1. Ecuaciones de Cauchy-Riemann

Comenzaremos por explicar la relacién que existe entre las derivadas com-
plejas y las derivadas reales.

Obseerve que en términos de variables reales, la funcién f (z) = Z (que
no es una funcién holomorfa vea ejemplo 2.2) corresponde a la aplicacién
F : (z,y) — (z,—y), la cual es diferenciable en un sentido real, su derivada
en un punto estd dada por una matriz de 2 x 2 formada por las derivadas
parciales de la funcion. En este caso, F' es lineal y por lo tanto es igual a su
derivada en cualquier punto. De modo que la existencia de la derivada real
no garantiza que la funcién f sea holomorfa.

Asociemos, de manera més general, a una funcién de valores complejos
con f =wu+ 1w con la plicacién F = (z,y) = (u (z,y),v (z,y)) de R?* a R

Cabe recordar que la funcion F = (z,y) = (u(x,y),v(x,y)) se dice
diferenciable en un punto Qo = (g, yo) si existe una transformacién lineal
J : R? — R? tal que

[F(Qo + H) — F(Qo) — J (H))]
|H|

— 0 mientras |H| — 0, H € R (2.3)
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O bien, de forma equivalente

F(Qo+H)—F(Qo) =J(H)+ |H[V(H),
donde |® (H)| — 0 mientras |H| — 0.

La transformacién J es tnica y es conocida como la derivada de F' en ().
Ahora, si F' es diferenciable, las derivadas parciales de u y v existen y asi, J
es precisamente la matriz jacobiana de F.

u  du
J:JF(x,w:(%_i §%>-
Jx Oy

Para el caso de la diferenciacién compleja la derivada es el niimero com-
plejo f’(zp), mientras que para el caso real es una matriz.

A pesar de este hecho, es posible establecer una relacion entre estas nocio-
nes, la cual estda dada en términos de relaciones particulares que se satisfacen
por las entradas de la matriz jacobiana, es decir, las derivadas parciales de u

y v.

Con la finalidad de encontrar dichas relaciones considere en primera ins-
tancia el limite en la Ecuaciéon 2.2 cuando A es un niumero real, esto es,
h = hy 4+ thy con hy = 0. Tomando en cuenta que z = x + iy, 20 = o + 1Yo,
obtenemos

/ . f(xo+hi,yo) = f (20, 0)
f(z0) = hlllglo hy

0
= ),

donde a% denota la derivada parcial usual de la variable x.

Ahora, consideremos el caso para el cual h es un nimero imaginario puro,
es decir, h = ihy y sustituimos en 2.2 para obtener
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' (z) = ,1121/90 f (o, 90 + 32)2— f (xo,y0)
10
;a_zz (Zo),

donde a% denota la derivada parcial en la variable y.

Por lo tanto, si f es una funcién holomorfa, hemos probado que

of _1of
or 10y

Si escribimos f = w + iv, al separar la parte real, la parte imaginaria
y recordando que % = —i, observamos que las derivadas parciales de v y v

existen y satisfacen las relaciones

ou Ov ou ov

or oy * oy o

conocidas como las ecuaciones de Cauchy-Riemann y que nos proporcionan
el vinculo entre el andlisis real y el analisis complejo.

Ahora definamos los operadores diferenciales
9 _1(0 10y 0 _1(0 18
dz 2 \0z 10y Y oz~ 2\ ox idy)’

Teorema 2.4. Suponga que f = u+1v es una funcion de valores complejos
definida en un conjunto abierto A. Siu y v son continuamente diferenciables

y satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en A, entonces f es holo-
0

morfa en A y ' (z) = a_ﬁ'

Demostracion. Escribimos

0 0
Wl Ry o+ ha) = (@y) = 5o+ 5ok B (h)
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0 0
v(z+hy,y+he) —v(z,y) :a—;hl—i-a—zhz-i-!h’%(h);

donde ¢ (h) — 0 (para k = 1,2) cuando |h| tiende a 0 y h = hy + ths.
Utilizando las ecuaciones de Cauchy-Riemann, tenemos que

Pt =5 (2) = (G =152 ) (i) + bl 1),

donde ¢ (h) = 91 (h) + 2 (h) — 0. Por lo tanto f es holomorfa y
SRR )
/') _202 G

2.6. Funciones analiticas

Una funcion f : G — C es analitica en G si para todo zy € G existen
ro > 0 y una serie de potencias centrada en z,

Z Zn (2 — 20)"

neN

tal que B (29,79) C Gy

Z Zn (2 — 20)"

neN

para todo z € B (29,70).

Teorema 2.5. Una funcion f es analitica si, y solo si es holomorfa.

Teorema 2.6 (Teorema de Riemann). Sea A un conjunto abierto simplemen-

te conezo que no sea todo el plano. Sea zy elemento de Ay D ={z € C: |z| < 1},
el disco unitario. Entonces existe una unica funcion analitica h : A — D,
que cumple las siguientes propiedades:

1. h(20) =0y h' (2) > 0.
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2. h(A)=D.
3. h es inyectiva en A.

De hecho, h es biholomorfa, o sea, es holomorfa y su inversa también. A
h se le conoce como la uniformizacion de A en el disco unitario.

Teorema 2.7 (Lema de Schwartz). Sea D el disco unitario y f una funcion
analitica definida en D que cumple:

1. f(D)C D.

2. £(0) =0.

Entonces |f' (0)| <1y |f (2)| < |z| para todo z € D. Ademas si |f' (0)| =
1, o bien si |f (z0)| = |20| para algin zy distinto de cero, entonces existe una
constante ¢, |c| =1, tal que f(z) = cz para todo z en D.

De 2.6 y 2.7 se desprende el siguiente Corolario que de hecho es una va-
riante del Lema de Schwartz.

Definicién 2.34. Sean X y Y espacios métricos y sean f : X — X y
g Y — Y. Decimos que f y g son topologicamente conjugadas si y sélo si
existe un homeomorfismo h : X — Y tal que f = h™! o g o h. En tal caso
h es una conjugacion topoldgica entre f y g. Cuando adicionalmente h es
analitica, decimos que f y g son analiticamente conjugadas.

Corolario 2.2. Sea G una region simple conexa que no sea todo el plano.
Sea f: G — C con f(G) C G analitica. Suponga que f(z9) = zy para algin
punto en G. Entonces una de las dos condiciones siquientes se cumple:

1. |f"(20)| <1 y en este caso " (z) — 2o para todo punto zy en G, o

2. f'(20) = €” y en tal caso, f es analiticamente conjugada en G a una
rotacién R: D — D del disco unitario dada por R(z) = €“z.
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2.7. Derivada Schwarziana

La propiedad mas importante de las funciones con derivada Schwarzia-
na polinomial que hace tan especial a esta clase de funciones fue estudiada
por primera vez por Nevanlinna en su articulo Uber Riemmaasche Flichen
mit endlich vielen Windungspukten [1932]. Estas funciones son precisamen-
te aquellas que tienen valores asintoticos finitos y no tienen valores criticos.
Como es sabido, el papel que juegan dichos valores es crucial para determi-
nar la dindmica. E. Hille en su articulo On the Zeroes of the Functions of
the Parabolic Cylinder [1924] demuestra que es posible descomponer el plano
en exactamente p sectores de igual angulo (cuando la derivada Schwarziana
tiene grado p — 2) tal que cada uno de ellos es asociado a uno de los valores
asintoticos. Gracias a la formulacién de dicho teorema, es posible hacer una
descripcion del conjunto de Julia de estas funciones.

Definicién 2.35. Si F'(z) es una funcién meromorfa, su derivada Schwar-
ziana estd definida por

F"(z) 3 [(F'(2)\’
3= 3 () (24)

La Ecuacion 2.4 es asociada a la ecuacion diferencial Schwarziana

{F2}=Q(2) (2.5)

misma que se obtiene al establecer que
_1
g(2)=(F'(z)) 2.
De modo que resulta la ecuacién
" ]‘
g + 5@ (2)g=0. (2.6)

Si g1 vy g2 son soluciones linealmente independientes de la ecuacién 2.6,
su Wronskiano es una constante k diferente de cero. Ya que

<@)’ _k
g2 95
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tenemos F'(z) = ;’;—8 es una solucion de la Ecuacién 2.5. De hecho, cada

solucion de la Ecuacion 2.5 puede escribirse localmente como el cociente de
las soluciones independientes de la Ecuacion 2.6.

Los resultados obtenidos por Nevanlinna y Hille nos permiten describir
las propiedades asintéticas de las soluciones de la Ecuacion 2.6 cuando @)
es un polinomio de grado p — 2. Esto es, existen exactamente p soluciones
especiales Gy, ..., G, llamadas soluciones truncas, cuya propiedad consiste
en que para cualquier sector de la forma

3T
< — —¢
p

Arg z — —

‘ 2my
b

con € > 0, G, (2) tiene el desarrollo
log G, (2) ~ (—=1)""" 25,

Toda funcién G, es una funcién entera de orden £. De aqui que cada
G, — 0 cuando z — oo a lo largo de cada rayo en un sector W, de la forma

2Ty

Arg z — — i
p

< —.
p

Mas ain, G, — oo en los sectores adyacentes W, y W,_;. Note que G,
y G471 deben ser linealmente independientes.

Por lo tanto, cualquier solucién a la ecuacion Schwartziana asociada debe
ser escrita en el sector apropiado de la forma

AGV (Z) + BGV+1 (Z)
CG, (2) + DG,41 (%)

= F(2) (2.7)

a lo largo de cada rayo al
é y % son llamados valores

con AD — BC # 0. Note que F (z) tiende a 4
interior de W, y tiende a % en W,. Los valores
asintoticos.

Recordemos que un camino asintético para una funcién f (z) es una curva
v :[0,1) — C tal que
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lim~ (t) = oo

t—1

lim F (7 (t)) = w.

t—1

El punto w se conoce como wvalor asintotico de F'.

Los resultados obtenidos por Nevanlinna muestran que si () es un polino-
mio, esto implica que F' tiene valores asintéticos finitos.

Considere las componentes de F~! (B — w). Los tinicos puntos en lo cua-
les F' no es una cubierta para su imagen son los valores asintoticos, F' es
una aplicacion cubriente en estas componentes. Asi, dichas componentes son
entornos V' o bien son entornos reducidos V,. Si alguna componente es un
entorno, estonces w es llamado singularidad logaritmica.

Ejemplo 2.3. Sea F'(z) = tanz, i y —i son singularidades logaritmicas. F'
aplica el semiplano I'm z > yy > 0 a un entorno reducido de 7. La imagen de
cualquier trayectoria 7 (t) tal que

lim I'm (v (t)) = oo

t—1

es una trayectoria [ (t) tal que

lfm 3 (t) = i.

t—1

Andlogamente, la imagen del semiplano inferior Im (z) < v; < 0 es apli-
cada a una vecindad reducida de —i, oo es un punto de acumulacion de los
polos, no es un valor asintético.

Ya que la funciéon con derivada Schwartziana polinomial se escribe de
la forma que describe la ecuacién 2.7 en cada sector W, se sigue que tal
funcién tiene exactamente p valores asintdticos. Dos o mas de ellos pueden
coincidir pero en este caso, sectores no adyacentes de trayectorias asintéticas
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corresponden a este valor. Note también que F' no tiene puntos criticos ya
que

donde k es una constante y g un entero.

Lo anterior se escribe formalmente en el siguiente teorema demostrado
por Nevanlinna.

Teorema 2.8. Las funciones con derivada Schwartziana polinomial de gra-
do p — 2 son exactamente aquellas funciones que tienen p singularidades
logaritmicas, a saber, ay,...,a,—1, donde cada a; no precisa ser diferente de
a;. Bristen exactamente p sectores disjuntos Wy, ..., Wy,_1, en oo, cada uno
con angulo 27” en los cuales F' presenta el siguiente comportamiento: existe
una coleccion de discos B;, uno alrededor de cada a; tales que F~1 (B; — a;)
contiene una unica componente no acotada U; C W; y F : U; — B; — a; es

un cubriente universal.

2.8. Funciones conformes

Una funcién holomorfa biyectiva f : U — V es llamada aplicacion con-
forme o biholomorfismo.

Dada dicha funcién f decimos que U y V son biholomorfos. Cabe destacar
que entonces, la inversa de f es automéaticamente holomorfa.

Proposicién 2.14. Si f : U — V es holomorfa e inyectiva, entonces f' (z) #
0 para todo z € U. En particular, la inversa de f definida en su rango es
holomorfa, y por lo tanto, la inversa de una aplicacion conforme es también
holomorfa.

De esta proposicion podemos concluir que dos conjuntos abiertos U y V'
conformemente equivalentes o biholomorfos si, y sélo si existen existen las
funciones holomorfas f : U — V y g : V. — U tales que g(f(2)) = z y
f(g(w)) =wparatodo z€e Uy weV.
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Observacion 2.4. Algunos autores llaman a una funcion holomorfa f : U —
V' conforme si f'(z) # 0 para todo z € U, esta definicién es frecuentemente
utilizada debido a que es menos restrictiva. La condicién f’(z) tiene una con-
secuencia geométrica ya que una funcion holomorfa que la satisface preserva
angulos.

Si dos curvas 7, y 7. se intersectan en el punto zy y « es el angulo
orientado entre los vectores tangentes de estas curvas, entonces las curvas
imagen fo~v;y f o se intersectan en f (zg) y sus vectores tangente forman
el mismo angulo a.

Ahora tomamos el semiplano superior
H={zeC:Im(z)>0}.
El conjunto no acotado H es conformemente equivalente el disco unitario
D, ademas existe una formula que da cuenta de dicha equivalencia

71—z 1—w
f— :. .
F(z) P vy G(w) @1 ”

Teorema 2.9. La funcion F': H — D es una funcion conforme con inversa

G:D— H.

Demostracion. Antes de comenzar, observemos que ambas funciones son ho-
lomorfas en sus dominios respectivos. Ahora, observe que cualquier punto
en H es mdas cercano a i que a menos i, asi |[F' (z)| < 1y F aplica a H en
D. Para probar que G se aplica en el semiplano superior, debemos calcular
Im (G (w)) para w € D, para lo cual, sea w = u + iv, observemos que:

Im (G (w)) = Re (1_“—_“’)

1+u+iv
:Re((l—u—z’v)(1+u—z’v))
(1+u)’+v
1—u?—?

=—5—— >0,
(14 u)® + 02
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porque |w| < 1, por tanto G se aplica en el semiplano superior. Finalmente,

71— 1= 1 -1
PG () = i - LV FY
z+21+—w l+w+1—w

Andlogamente para G (F (z)) = z. [

Otro aspecto muy interesante de estas funciones es su comportamiento
en la frontera de los conjuntos abiertos. Observe que F' es holomorfa en todo
C excepto en z = —1i y es continua en la frontera de H, es decir, la recta real.
Sea z = x € R, entonces la distancia de a a i es la misma distancia que de x
a —i, por tanto, |F (z)| = 1. Asi, F' aplica a R en la frontera de D.

Ahora bien, consideremos

F(x):i_x 1—22 1-—-22 2z

i+x  1+22 1+$2+Z1+x2

y parametrizando la recta real, z = tan (¢) tal que ¢t € (—g, %) Ya que

2tan (a)
1+ tan? (a)

1 — tan? (a)

2a) = - =
sen (2a) 1+ tan? (a)’

y cos(2a) =

tenemos F (z) = cos (2t) +isen (2t) = €. Por lo tanto, la imagen de la linea
real es el circulo sin el punto —1. El punto —1 en el circulo corresponde al
punto al infinito del semiplano superior.

Las aplicaciones de la forma

az+b
cz+d’

donde a, b, ¢ y d son nimeros complejos y el denominador no es multiplo del
numerador, se conocen como transformaciones de Mobius.
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Enseguida se describen brevemente algunas de las funciones conformes
mas importantes.

Traslaciones y dilataciones. Si h € C, la traslacion z — z + h es la apli-
cacion conforme de C a C cuya inversa es w — w—h. Si h es un niimero
real, entonces esta traslacién es una aplicacion del semiplano superior
a ¢l mismo.

Para un nimero p # 0 en C, la aplicacion f : z +— pz es conforme
del plano complejo en si mismo y cuya inversa es g : w — p~1z. Si el
moédulo de p es igual a 1, tenemos que p = €° con ¢ € R, entonces f
es una rotacion por . Si p > 0, entonces f es una dilatacion. Sip < 0,
la funcién f consiste de una dilatacién por |p| seguido de una rotacién
por T.

Funcién exponencial. La funcién f (z) = €** toma la franja

. U s
{z:x—l—zy:—§<$<§, y>0}

y la aplica al semidisco {w = u +iv : |w| < 1,u > 0}. Asi,

iz

e = e Y.

Si z toma valores de §+-ioo, entonces f (v) vade 0 aiy si z toma valores
de § a —7, entonces f (x) toma valores de i a —i en el semicirculo. Fi-

nalmente, si z toma valores de —% a —7 +ioo f toma valores de —i a 0.

Funcién seno. La funcién f = sen (z) toma el semiplano superior y lo aplica
a la franja {w =r+iy:—F<zr<5,y> O}, Observe que si ¢ = €%,
entonces
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Si x toma valores de —% + 100 a —7, f toma valores de —oo a —1.
Cuando x es real y se encuentra entre —7 y 7, entonces f (x) también
es un nimero real entre —1 y 1. Si & toma valores § a  +ioo, f toma
valores de —1 a oo en el eje real.

2.9. Conjugacion analitica

A continuacién se presentara un concepto que es muy importante para la
dindmica holomorfa.

Definicién 2.36. Sean U,V € C, decimos que la funcion f : U — U es
conformemente conjugada a una funciéon g : V — V si

(0o f)(2) =(900)(2) (2.8)

es decir, que el siguiente diagrama conmute.

Figura 2.4: Diagrama de conjugacion

El estudio entorno a la Ecuacion 2.8 se atribuye a Ernst Schroder.

Ejemplo 2.4. Para cada polinomio cuadratico P (z) = ag2*+ a2z +ag existe
c € C, tal que Py P.(z) = z? + ¢ son analiticamente conjugados.
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Sean P (z) = a2® + a1z + ap, P.(2) = 22 +cy ¢(2) = az + b con
ag, ay.az,a,b, c € C y tales que aay # 0. Entonces, de acuerdo a la queremos
probar

¢poP(z)=Fo¢(z)
¢ (a2 + a1z +ao) = [0 (2)]° + ¢
a(aez® + a1z +ag) +b= [az +b)* + ¢

aayz® + aayz + aagh = a?z? + 2abz + b* + ¢

de lo anterior, obtenemos las siguientes ecuaciones

aag +b="0"+c¢

aa, = 2ab
aay = a®.
Resolviendo, obtenemos
2
aq aq a
a=ay b=" y c=aga+ 2 -4

2 2 2

2.10. Singularidades y valores singulares

Sea A C C abiertoy f : A — C una funcién de variable compleja, un
punto zg € A en el cual la funcién f no es analitica es una singularidad de f
o punto singular.

Recordemos que el punto zy es un punto singular aislado o singularidad
aislada de una funcién f si existe una vecindad de zy en la cual f(z) es
analitica excepto en el punto zy. Si 2y un punto singular aislado, este puede
ser clasificado de la siguiente manera:

1. El punto zy es una singularidad evitable o removible de la funcién f (z)
si lim,_,,, existe.

2. El punto zq es llamado polo si lim,_,, | f (2)| = oc.
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3. El punto zy es llamado singularidad esencial si este no es polo ni sin-
gularidad removible.

Definicién 2.37. Una funcion f que es analitica excepto en sus polos es
llamada funcion meromorfa.

Definicién 2.38. Un punto zyg € A C C es un valor omitido o valor excep-
cional de Picard de una funcién f: A — Asi f(z) # z, para todo z € A.

Definicién 2.39. Un punto w € C es un valor crftico o singularidad alge-
braica de f si es imagen de un punto critico ¢, esto es, f' (¢) =0y f (¢) = w.

Definicién 2.40. Un punto w € C es un valor asintético o singularidad
trascendental de f si existe una curva 7y : [0, 00) — C* tal que v (t) — 0 6 o0
cuando t = ooy f (7 (t)) = w cuando t — oc.

Definicién 2.41. El conjunto de valores singulares de una funcion compleja
f es el conjunto cerrado

Vs (f) := {valores criticos y valores asintéticos}.

Definicién 2.42. Cuando el conjunto de valores singulares es finito para
una funcién de variable compleja f, decimos que la funciéon pertenece a la
clase S.

2.11. Integracion compleja

Una curva parametrizada es una funcién z (t) que asigna un intervalo ce-
rrado [a,b] € R al plano complejo. Decimos que una curva parametrizada es
suave si 2’ (t) existe y es continua en [a,b] y 2’/ (t) # 0 para t € [a,b]. En los
puntos t = a y t = b, las cantidades 2’ (a) y 2’ (b) se interpretan como los
limites
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z(a+h)—z(a) z(b—i—h)—z(b)'

/ I I / I 7
A e
h>0 h<0

De manera similar, decimos que la curva parametrizada suave a trozos si
z es continua en [a, b] y existen puntos tales que

a=ay<a <---<a,=">,

donde z (t) es suave en los intervalos [ay, agi1].

Definiciéon 2.43. Decimos que dos parametrizaciones
z:la,b)] = C y Z:[c,d —C

son equivalentes si existe una biyeccién continuamente diferenciable s +— ¢ (s)
de [c,d] a [a,b] tal que ¥’ (s) > 0y Z(s) = z(t(s)). La condicién ¢’ (s) > 0
garantiza que la orientacién se preserve.

La familia de todas las parametrizaciones equivalentes a z (¢) determinan
una curva suave vy € C, a saber, la imagen de [a, b] bajo z junto con su misma
orientacién mientras ¢t va de a a b.

Definicién 2.44. Una curva v, se define a partir de una curva v invirtiendo
su direccion, de tal modo que v y 7~ se componen de los mismos puntos.
Una parametrizacién para =, consideramos 2~ : [a,b] — R? definida por
Zr=z(0b+a—1t).

Definicién 2.45. Los puntos z, y 2, son llamados puntos finales de la curva
y estos son definidos independientemente de la parametrizacion.

Una curva suave o suave a trozos es cerrada si z, = z, para cualquiera
de sus parametrizaciones. Ya que v posee orientaciéon, podemos decir que y
comienza en z, y terminag en zp.
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Definicién 2.46. Una curva suave o suave a trozos es simple si esta no se
intersecta consigo misma, es decir z (t) # z (s) a menos que s = t. Si la curva
es cerrada, decimos que es simple cuando z (t) # z (s) a menos que s =t o
s=ayt=h.

Ejemplo 2.5. Sea el circulo C (7, zg) con centro en z y radio r que es definido
por el conjunto

C(rz) ={2€C:|z—z|=r}.

La orientacion positiva de C (r,zy) estd dada por su parametrizacién
usual

z(t) = zg +re, donde t € [0,2n].
La orientacion negativa esta dada por:

z(t) =z +re ™, donde t€[0,27].

Una herramienta de suma importancia en el estudio de funciones holo-
morfas es la integracién a lo largo de curvas. A continuacién se presentan
definiciones elementales y propiedades de la integral.

Definicién 2.47. Sean « una curva suave en C parametrizada por z : [a, b] —
C, una funcién continua f en v, definimos la integral de f a lo largo de v por

lf(z)dz:/abf(z(t))z’(t)dt_

Si 7y es suave a trozos, la integral de f sobre 7 es la suma de las integrales
de f sobre los trozos de 7, asi, si z (t) es una parametrizacién suave a trozos,
entonces

[rea=X [ remva
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Definicién 2.48. La longitud de una curva suave 7y es
b
1) = [ 12 o).

Proposicion 2.15. La integral de funciones continuas sobre curvas satisface
las siguientes propiedades

1. Es lineal. St o, B € C, entonces

/(af(2)+ﬁg(2))dz—alf(Z)dz+B/g(2)dZ.

Y v

2. Si vy~ esy con direccion opuesta, entonces

Lf(z)dz:—[{f(z)dz.

3. Se cumple la desigualdad

[/f(z)dz

Definicién 2.49. Sea 7 : [a,b] — C una curva cerrada, en indice de 7 estd

definido por
1 dz
n(v,2) = 5= /
y

2w ) 2 — 2o

<sup|f(2)]-1(7)-

zey

Definicién 2.50. Sea 2 un conjunto abierto de C, f : 2 — C una funcién
holomorfa y a € €2, definimos

M (f,a,r) :=méx{|f ()] : 2 € C(a,r)} donde C(a,r)={2€C:|z—a|]=r1}.
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Definicién 2.51. Dos curvas cerradas 71 y 72 : [a,b] — B, B C C son
homotdpicas (como curvas cerradas) en B si existe una funcién continua

H :la,b] x [0,1] = G

tal que para cada s € [0,1], t — H ({,s) es una curva cerrada. Para s = 0
esta curva es igual a vy, y para s = 1, es igual a 5.

Definicién 2.52. Una primitiva de f en un conjunto abierto €2 es la funcién
F holomorfa en Q, tal que F' (z) = f (2) para todo z € Q.

Teorema 2.10. Si una funcion continua f tiene primitiva F en € y v es
una curva en §2 que inicia en py y termina en po, entonces

/f(z)dz:F@g)—F(pl).

Demostracion. La demostracion se realizard teniendo en cuenta dos casos

1. Sea z(t) : [a,b] — C una parametrizacién para -, entonces z (a) = p;
y z (b) = pa, tenemos

lf<z>dz:lbf<z<t>>z'<t>dt
:/bF(z(t))z’(t)dt

a

b d
/a CF (= (1) de
—F((0) — F (= (a).

2. Si«y es suave a trozos, andlogamente al caso anterior, tenemos

[yf(z)dz

3
—-

F (2 (ar1)) = F (2 (ar))

(an)) = F (2 (ao))
(b)) = F (2 (a))

I
RIS

z
z

(
(
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Corolario 2.3. St~ es una curva cerrada en un conjunto abierto 2, f una
funcion continua con primitiva en €2, entonces

lf(z)dzzo.

Demostracion. Basta con observar que los puntos finales en una curva cerra-
da son iguales. [ |

Corolario 2.4. Si f es holomorfa en una region Q y f' = 0, entonces [ es
constante.

Teorema 2.11. Si f es holomorfa en Q con [’ continua sobre y dentro de
la curva cerrada simple ~y, entonces

Lf(z)dz:O.

Teorema 2.12 (Férmula integral de Cauchy). Sean f : Q — C una funcion
holomorfa en Q2 y «y : [a,b] — Q una curva cerrada homotdpica a un punto
en Q con zy ¢ v, entonces

1
1) (o) = 5 [ L
i

dz.



eptuio
Capitulo

Familias normales

En este capitulo se revisaran algunos resultados de familias normales los
cuales seran utilizados posteriormente para la definicién de los conjuntos de
Fatou y Julia. Los temas aqui abordados pueden consultarse en [1], [10], [11],
[12], [13], [15], [32], [35] v [36].

3.1. Sucesion de funciones

Sea F el espacio de funciones complejas de D C C en C. Una sucesion
de funciones complejas es una aplicaciéon f : n € N — f, € F, que suele
representarse por {f,}.

Definicién 3.1. Sea {f,} una sucesién de funciones. Definimos subsucesion
de {f.} a una sucesion {fnj} tal que n; < njyq.

Definicién 3.2. Decimos que la sucesién {f,} converge puntualmente si, y
sélo si para todo z € D la sucesion {f, (#)} converge.

La funcién f(z) = lim, o fn (2) con z € D es conocida como funcidn
limite.

Definicién 3.3. Una sucesién de funciones { f,} converge uniformemente a
fen A C C si para cualquier € > 0, existe N € Ny n > N, se cumple que
|f (2) — fn(2)] < € para todo z € A.

45
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Definicién 3.4. Una sucesién {f,} converge uniformemente a infinito si
dado € > 0 existe un ntimero ng € N, ’fnj (z)} > e para j > jo € Ny toda
z € A

Definicién 3.5. Una sucesion {f,} es acotada uniformemente en A C C si
existe M > 0 tal que para todo n € N y para todo z € A, |f, ()] < M.

Definiciéon 3.6. Una familia de funciones F es localmente acotada en un
dominio €2, si para cada z; € Q2 existe un nimero positivo M = M (2p) y una
vecindad D (zp,r) € Q tal que |f (2)] < M para todo z € D (2g,7) y toda
feF.

Ahora, definiremos una métrica en el conjunto de las funciones analiticas
sobre un conjunto abierto G en C. El par (€2, d) denotard un espacio métrico
completo.

Definicién 3.7. Sean G un conjunto abierto en Cy (€2, d) un espacio métrico,
definimos

» C(G,Q) es el espacio de funciones continuas.

» H (G) es el conjunto de funciones holomorfas en G. Observe que H (G) C
C (G, C) que es el espacio de funciones continuas que van de G a C.

» M (G) es el conjunto de funciones meromorfas en G. Observe que
M(G)ccC (G , (@) que es el espacio de funciones continuas que van de

G a la esfera.

Proposiciéon 3.1. Si G es un conjunto abierto en C, entonces existe una
sucesion {k,} de subconjuntos compactos de G tal que

G = [j K-
n=1

Ademds, los conjuntos k, pueden elegirse de tal forma que
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1. Kp Cint (Kpa1)-
2. Si k C G es compacto, entonces k C Kk, para algin n.

Ahora bien, si G = J -, k, donde k,, es compacto y k, C int (Kn41), es
posible definir

pn (fr9) = sup{d(f(2),9(2)): 2 € rin}

para las funciones f y g en C (G,€2) Ademas, definimos

o0 1 n N ’
=3 (5) Ty (3.)

Observe que ¢ (1 + t)_l < 1 para todo t > 0, la serie en la Ecuaciéon 3.1
se encuentra dominada por el término

Z 2
n=1
y por lo tanto, converge.

Proposicién 3.2. FEl espacio (C(G,),p) es un espacio métrico completo.

Definicién 3.8. Una familia F € C (G, Q) es normal en G si cada sucesién
de funciones {f,,} € F tiene una subsucesién convergente { ., } € C'(G,Q).

Proposicién 3.3. Una familia de funciones F C C (G,9Q) es normal si, y
solo si su clausura es compacta (F es compacto).

Teorema 3.1. Una familia F de funciones analiticas es normal en un do-
minio G si, y solo si ' es normal en cada punto zy € G.

Teorema 3.2 (Convergencia de Weierstrass). Sea { f,,} una sucesion de fun-
ciones analiticas en conjunto abierto G € C que converge uniformemente a
subconjuntos compactos de G a una funcion f tal que f : G — C cuando
n — oo. Entonces f es analitica en G y la sucesion de derivadas fr(lk) — f®
(derivada de orden k) converge uniformemente en subconjuntos compactos

de G.
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Lema 3.1. Sea {z,} una sucesion no convergente en un espacio métrico
compacto X. Entonces existen subsucesiones {xg(n)}, {xT(n)} yw,t € X con
w # t tales que:

Ton) 7 W Y Trn) — t.

3.2. Teoremas de Arzela-Ascoli y Montel

Otro concepto importante para el desarrollo del estudio de familias nor-
males es equicontinuidad el cual fue formulado originalmente por Giulio As-
coli en 1883.

Recordemos que por definicién, f es continua en zy si para cada € > 0
existe § > 0 tal que d(f (2), f (20)) < € mientras |z — zy| < €. Decimos que
f es uniformemente continua si podemos elegir ¢ tal que no dependa de z.

En el caso de las familias de funciones es posible encontrar otro tipo de

uniformidad, es decir, es posible elegir ¢ independiente de f, lo que nos lleva
a la siguiente definicion.

Definicién 3.9. Una familia de funciones F definida en un dominio €2 es
equicontinua (esféricamente equicontinua) en un punto zy € €2 si para cada
e > 0 existe 0 = 6 (g, zp) tal que

[f(2) = Flz)l <e (X(f(2) = [ (=) <€)

cuando |f (z) — f (20)| < d para cada f € F.

Definicién 3.10. Decimos que F es equicontinua (esféricamente equiconti-
nua) en un subconjunto D C € si es equicontinua (esféricamente equiconti-
nua) en cada punto de D.

Observacion 3.1. Ya que

X (f (2), f (20)) < [f (2) = f (20)]

tenemos que equicontinuidad implica equicontinuidad esférica.
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Definicién 3.11. Una sucesién de funciones {f,,} converge uniformemente
sobre subconjuntos compactos de un dominio € hacia una funcién f (z) si
para cada subconjunto compacto 2 C C y € > 0, existe un nimero N (Q,¢)
tal que n > N, entonces x (fn (2), f (2)) < € para cada z € Q.

Teorema 3.3 (Hurwitz). Sea D € C un dominio y {f,} una sucesion de
funciones holomorfas en D. Suponga que f, — f uniformemente sobre los
subconjuntos compactos de D. Si f,, (20) # 0 para todo zp € D y todo n € N,
entonces f (z9) # 0 o bien f = 0.

Proposicion 3.4. Sea F una familia normal de funciones continuas sobre un
conjunto abierto G en C, las funciones de dicha familia estdn puntualmente
acotadas, esto es, para todo z € G, el conjunto {f (z) : f € F} es acotado.

Proposicion 3.5. Sea F una familia normal de funciones continuas sobre
un conjunto abierto G en C es puntualmente equicontinua, es decir, para
toda a € G y para todo € > 0 existe § > 0 tal que |z — a| < §, implica que
|f (2) — f(a)| <€ para toda f € F.

Lema 3.2. Sea {f,} una sucesion de funciones en una conjunto abierto
G € C. Suponga que la familia {f, : n € N} es puntualmente equicontinua y
{fn} converge puntualmente en un conjunto denso A C G, entonces {f,} es
uniformemente convergente sobre los subconjuntos compactos de G.

Lema 3.3. Sea F una familia de funciones continuas sobre un abierto G pun-
tualmente acotado. Sea A un conjunto (infinito) numerable de G y{ f, : n € N}
€ F, entonces existe una subsucesion parcial {fp(n)} convergente en cada
punto de A.

Teorema 3.4 (Arzela-Ascoli). Una familia F € C(G,Q) es normal si y solo
si se satisfacen las siguientes condiciones:

(i) Para cada z € G, {f (z) : f € F} tiene cerradura compacta,

(ii) F es equicontinua en cada punto de G.
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Demostracion. Supongamos que F es normal, por Proposicién 3.4 y Propo-
sicién 3.5 se sigue que para cada z € G, {f (2) : f € F} esta puntualmente
acotado y ademas F es equicontinua en cada punto de G.

Ahora bien, sea A un conjunto denso y numerable en G. Considere una
sucesién {f,} de elementos de F, por Lema 3.3 tenemos que existe una sub-
sucesion { fw(n)} convergente en cada punto de A. Ya que la equicontinuidad
se hereda a subfamilias y por el Lema 3.2, tenemos que { f<p(n)} converge
uniformemente sobre compactos de G. Finalmente, por Proposicién 3.1, te-
nemos que { fg,(n)} converge a una funcién f de C' (G, Q).

[ |

Teorema 3.5 (Montel). Una familia F € H (G) es normal si, y sélo si estd
uniformemente acotada en cada compacto de G.

Demostracion. Suponga que F es normal, entonces por Proposicién 3.3 te-
nemos que I es compacto. Sea K un subconjunto de G, la familia

{U (f,K,1): fe F} es una cubierta abierta del conjunto compacto F de la
cual es posible extraer una subcubierta finita, es decir

Elflvf%" F F U fkaKl

Por continuidad tenemos que para todo k € {1,2,...,n}, existe My > 0
tal que |fi (2)] < M para todo z € K. Para f € Fy 2z € K, existe k €
{1,2,...,n} tal que f € U (fy,K,1) y

IFI<1f ) = e D+ ()] <14+ My <M

con M =1+ max{M;, Ms,..., M,}. Por lo tanto, F' est4 uniformemente
acotada en K.

Sea K C (G un conjunto compacto, por hipotesis, existe M, > 0 tal que
|f (2)| < My para todo z € K y para toda f € F.

Note que F estd puntualmente acotada en G. Sean a € G y € > 0 por
hipétesis (uniformemente acotado sobre compactos), existen B (a, R) C Gy
M > 0 tal que |f (w)| < M para todo w € C (a, R) y para toda f € F.
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Por la férmula integral de Cauchy, si z € B (a, R) tenemos

1
LSy, L e,
127 Jo(a,p) W — 2 127 Jo(@ar W — @

1/ fweE-a
C

o (@r) (W —2) (w—a)
2rRM |z —a|] 2M

< =

- 27 %R R

1f (2) = f(a)| =

|z —al.
Si elegimos 0 = min {2%’ %}, entonces

|z—al<d=|z—a|<d=|f(2) — f(a)] < eparatodo f €F.

Por lo tanto, la familia F es puntualmente equicontinua en Gy por Teo-
rema 3.4, tenemos que [F es normal. |

Teorema 3.6 (Vitali). Sea {f,} una sucesion de funciones holomorfas uni-
formemente acotadas en cada compacto de un dominio D de C. Si {f.}
converge puntualmente en un conjunto G tal que G' N D # (), entonces {f,}
converge uniformemente sobre compactos de D.

Teorema 3.7 (Weierstrass). Sea {f,} una sucesion en M (G) y supongamos
que fr, = f en C (G,@). Entonces f es meromorfa o f = oo. St cada f, es
analitica, entonces f es analitica o f = oco.

Teorema 3.8 (Marty). Una familia F C M (G) es normal en C (G, @) st,
y solo si la familia de derivadas esféricas

_ 20
e T

es localmente acotada en G.
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Teorema 3.9 (Montel). Sea F una familia de funciones meromorfas defini-
das en un dominio comin Q@ C C ya,bycen C diferentes dos a dos. Si
f(2) # a,b,c para toda z € Q y toda f € F, entonces la familia F es una
familia normal en Q.

Definicién 3.12. Un punto zy € A es un wvalor omitido o valor excepcional
de Picard de una funcién f : A — A si, f(z) # 2o para todo z € A. Al
conjunto de valores excepcionales de Picard se le denota por PV (f).

Teorema 3.10 (Pequenio de Picard). El nimero de valores omitidos de una
funcion entera no constante f es a lo mds dos.

Teorema 3.11 (Grande de Picard). Si una funcion meromorfa f en A—{zo}
tiene una singularidad esencial en zy, entonces [ toma todos los puntos de
C un nidmero infinito de veces en una vecindad arbitraria de zo, excepto a lo
mas para dos puntos de C.
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Capitulo

Funciones de la clase M

En este capitulo se define la clase de funciones trascendentes meromorfas
M., se exponen conceptos basicos para la iteracion la clase de funciones M.
Ademas, se definen los conjuntos de Fatou y Julia y se describen brevemente
sus propiedades. Los temas aqui abordados pueden consultarse en [6], [7], [8],

(9], [10] y [18].
El conjunto de funciones de la clase M se define como sigue:

M = { f:C— C | f es trascendente meromorfa, con al menos un polo que

no es un valor omitido}.

En esta definicién, la funciéon f no es constante y un valor omitido de la
funcién f meromorfa es el nimero complejo zq tal que f (2) # z. Para esta
clase de funciones la tnica singularidad esencial aislada es co.

El comportamiento de una funcién alrededor de esta singularidad es des-
crito por el Teorema 3.7 y el Teorema Grande de Picard 3.11.

Algunos ejemplos de funciones de la clase M son:
L. fa(z) = Atan(2),

2. gau(2) = Ae? + £,

53
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Sea f una funciéon que pertenece a la clase M. Definimos la n—ésima
iterada de f denotada por f°" como la composicién de f con ella misma n
veces, esto es

fonzfofofo---o]j,

n veces

Por convecién, se establece que f°° = Id. Una observacién muy impor-
tante es que la iteracion de funciones de la clase M no es cerrada. Considere
el siguiente ejemplo,

\senz
fro fu=Atan(Atanz) = A (M) '

Cos ( senz)
cos z

Observe que f{?(z) = fy\ o fy estd definida en C\ {z:cosz=0}, es
decir, C '\ {27rk +35:ke€ Z} el cual es un conjunto contable de singulari-
dades esenciales. De modo que el dominio de la segunda iterada debe ser

FCO)\{z: £ (2) = oo}.

De manera mds general, sea f: C — C una funcién meromorfa, donde
C es el plano complejo y C = CU {oo}. Entonces, f°"(z) estd definida para
todo z € C excepto por un conjunto numerable que consiste de los polos de

f, fc27 e fon_l-

4.1. Puntos fijos y su clasificacion

Sea f una funcién en la clase M y zg € Domf. Si f"(z9) = 20y
% (20) # f°"(20) para k = 1, n — 1, entonces z, es un punto periédico
de periodo n. Decimos que zg es un punto fijo, si es un punto periédico de
periodo 1.

Observacion 4.1. 1. Si zp es un punto fijo de f, entonces zy es un punto
fijo de f°" para cada n € N.
20 = f (20)
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2. Existen funciones que no tienen puntos fijos, por ejemplo
a) f(z)=¢€"+z
fR)=zef4+z2=2¢e=0!

b) g(z)z%%—z

1 1
fRl=z-—4+2z=2e-=0!
z z

3. Determinar los puntos fijos no es una tarea sencilla.

Definicién 4.1. Sea w € C y f una funcién en la clase M tal que la n-
ésima iterada esta bien definida. Definimos la cuenca de atraccion de w bajo
la funcién f al siguiente conjunto

A ={z€ Domf: f"(z) = w}.

Proposicién 4.1. Sea f una_funcion analitica tal que la n-ésima iterada
estd bien definida y Domf C C. Sia yw € Domf y f" (a) — w, entonces

f(w) =w.

Demostracion.

f(w) = f (tm " (@) = lim £ (/" (@)

= lim f°"*Y (a) = w.

Definicién 4.2. Sea f una funcion de la clase M, definimos los siguientes
conceptos

» El conjunto OF (2) :={z: f"(n),n € NU{0}} es llamado drbita ha-
cia adelante de z bajo f. Si el punto 2y es un punto periédico de periodo
n, entonces OF (29) es conocido como n-ciclo.

» El conjunto O~ (2) :={z: f°"(n) = z9,n € NU{0}} es llamado drbita
hacia atrds de z bajo f.
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» El conjunto O (z) = O (2) U O~ (2) es llamado drbita de z.

Definicién 4.3. Sea zy un punto periédico de periodo n. Definimos el mul-

tiplicador de zy como 1 = (")’ (20).
Considere las siguientes observaciones a las que da lugar la definicion

anterior.
= Si zg = 00, n se define como el multiplicador del punto fijo de la si-
guiente forma
1
zZ —r fon T

= El multiplicador 1 puede calcularse empleando la regla de la cadena,

esto es
n=(") (z0) = [ (£ (20)) -

k=0

Gracias a la Definicion 4.3 obtenemos la siguiente clasificacién de los n-
ciclos de una funcién f. Un n-ciclo de una funciéon en la clase M es:

1. super atractor si n = 0.
2. atractor si 0 < |n| < 1.

3. repulsor si |n| > 1.
4. indiferente si |n| = 1y este se puede dividir en:

a) racional indiferente si n™ = 1 para algin m € N.

b) irracional indiferente si n = >, donde § € R\ Q.

4.2. Conjuntos de Fatou y Julia

En esta seccion se definen los conjuntos de Fatou y Julia para funciones
de la clase M y se enuncian propiedades bésicas de dichos conjuntos.
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Definicién 4.4. El conjunto de Fatou de una funciéon f que pertenece a la
clase M, denotado por F (f), se define como el conjunto de puntos z € C tal
que la sucesién de iteradas estd definida, es meromorfa y forma una familia
normal en alguna vecindad de z.

Definicién 4.5. El conjunto de Julia de f € M, denotado por J (f), se
define como el complemento del conjunto de Fatou, esto es, J (f) = C\F (f).

Las propiedades de estos conjuntos fueron demostradas por Pierre Fatou
y Gaston Julia para funciones racionales alrededor de 1920. Posteriormente,
Noel I. Baker, Janina Kotus y Yinian Lii demostraron las mismas propieda-
des para la clase M en [6]. A continuacién enunciamos las propiedades:

1. El conjunto F (f) es abierto y el conjunto J (f) es cerrado.

)
2. El conjunto J (f) es no vacio y es perfecto.
3. Los conjuntos F (f) y J (f) son completamente invariantes bajo f.
) =

4. El conjunto F (f) = F (f") y J (f) = T (f°") para todo n € N.

5. El conjunto J (f) es la clausura del conjunto de puntos periédicos
repulsores de f.

4.3. Clasificacién de las componentes de Fa-
tou

Recordemos que si X es un espacio topolégico y E un subespacio de X,
decimos que E es una componente conexa si, y solo si

(a) E es conexoy
b) Si D es un subespacio conexo de X que contiene a E. entonces D = E
( p q , ,

es decir, las componentes son subespacios conexo maximales.

Observacién 4.2. Una componente de Fatou de f es un subconjunto de
F (f) conexo maximal.
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Definicién 4.6. Sea f € M. Sea K una componente de F (f) de periodo p,
entonces es posible clasificar a la componente K de la siguiente forma

1.

Una componente de Fatou K es periddica, si f°P (K) C K. El entero p
més pequeno que satisface [ (K) C K se llama periodo.

Si fo (K) es una componente de Fatou periddica para m > 0, entonces
K es una componente de Fatou preperiddica.

. Una componente de Fatou es errante si no es periédica ni preperiédica.

4.3.1. Clasificaciéon de componentes periddicas

Sea K una componente peridédica del conjunto de Fatou de periodo p para
una funcion f € M, dicha componente se puede clasificar como sigue:

1.

La componente K es llamada cuenca inmediata de atraccion o dominio
de Boéttcher si contiene un punto periddico zy de periodo p tal que
femP) (2) — 2 para cada z € K, cuando n — oo.

. La componente K se llama dominio parabolico o dominio de Leau si

la frontera de la componente JK contiene un punto periédico z, de
periodo p distinto de infinito y (f°7) (z9) = 1 tal que fo") (2) — z,
para cada z € K, cuando n — o0.

. La componente K se llama disco de Siegel, si existe un homeomor-

fismo analitico ¢ : K — D, donde D es el disco unitario, tal que
0 (fP (7' (2))) = e*™ para algin a € R\ Q.

. La componente K se llama anillo de Herman, si existe un homeomor-

fismo ¢ : K — R, donde Resel anillo R={z:1<|z|<r}conr>1
tal que

0 (fP (7' (2))) = €*™ para algin a € R\ Q.

. La componente K se llama dominio de Baker si existe zy € 0K tal que

fop) 5 2 para cada z € K, cuando n — oo pero f° no esta definida.
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Capitulo

La familia 7, (z) = A tan(z)

En este capitulo definimos la funcién tan (z), exponemos algunas de sus
propiedades y su comportamiento como aplicacién conforme. Posteriormente,
investigamos la familia de funciones Atan (z) para algunos valores de \ y
describimos su comportamiento dindamico. Los temas aqui abordados pueden
consultarse en [6], [16], [17], [25], [27] y [30].

5.1. La funcién f(z) =tan(z)
Definimos a la funcién tangente compleja como:

(eizie—iz) (6211.271)

sen z . . 1e? —1
w=tanz = =—r =1 = -— .
cosz e +e7z (224 1) qe?r 41
Si Z =e% y 1 = —i, tenemos:
7z —1
=t = —iW, W=—. 5.1
w = tan z iw, 71 (5.1)

De modo que w = tan z es una transformaciéon de Mobius precedida de
una aplicacién exponencial, seguido de un movimiento dextrorrotatorio de 7.

La franja S : —% <z < 7§ se aplica en el disco unitario del plano w.

Ya que Z = e** = ¢ %2 entonces |Z| = e %, Arg Z = 2x.
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Por lo tanto, las lineas verticales x = —7, 0, 7 son aplicadas en los rayos
Arg z = =3, 0, 5, respectivamente. Asi, S es transformado en el medio plano
derecho Z.

También, |Z] = e < 1siy >0y |Z] > 1siy <0, de modo que la
mitad superior de S se aplica dentro del circulo unitario |Z| = 1 y la mitad
inferior de S fuera de |Z| = 1.

Ahora consideremos la transformacién de Mébius en (5.1), que denotamos
por 4(Z).

Z -1

W=9l2) =777

(5.2)

El eje real en Z es aplicado al eje real en W, mas ain, el eje imaginario
en Z es aplicado al circulo unitario |IW] = 1 porque para imaginarios puros
Z =1iY, por (5.2), tenemos

1Yy —1
Y +1

(W[ = lg(@Y)| =

-1

El semiplano derecho en Z se aplica al interior del circulo unitario |W| =
1, no fuera de él porque Z =1 tiene su imagen g(1) = 0 dentro del circulo.

Finalmente, el circulo unitario |Z| = 1 se aplica al eje imaginario en W,
ya que este circulo es Z = ¢, asf de (5.2) se obtiene un expresién imaginaria
pura

e —=1 ei% — mi% _ isin (%)

B i +e*i§  cos (%) .

[

g(e")

Del plano W pasamos al plano w por medio de un movimiento dextro-
rrotatorio de 7.

En conjunto, se ha mostrado que w = tan z aplica S : —7 < Rez < 7 en
el disco unitario |w| = 1 como se muestra en la Figura 5.1. Esta aplicacién
es conforme y es inyectiva.
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y

Aaoz | AaoZ

RaoW Raow

Figura 5.1: w = tan (z)
La funcién w = tan(z) = %ézz; estd definida para todo z € C excepto

en los ceros ¢, = 3 (2n+ 1) 7 de la funcién cos (z). Los puntos ¢, son polos
de la funcién tan (z), son polos simples ya que los ceros de cos (z) son simples.

Observe que sen (3 (2n + 1) 7) = (—1)". En estos puntos tenemos:

lim tan (2) = oo.
z=(n

Los ceros de la funcién tan (z) son iguales a los ceros de la funcién sen (z),
esto es, ¢, =nw (paran =0,£1,4+2,...).
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Proposicién 5.1. La funcién f(z) = tan(z) es periddica y tiene periodo
fundamental w = 7.

Demostracion. Por definicién, sabemos:

1 eiz _ e—iz

Sustituyendo z por z + n7w en la férmula anterior, tenemos:

ei(z—‘rmr) _ e—i(z—i—rm)

tan (z + nw) = P [GT) e i)

ezzefmrz —e zze nmi
- 7 [ezzenwz + e~ ’LZe nwz]
ezz€2nm _ e—zz

7 61262n7m + e~ zz]
ezz _ e—iz
P e tan (z) .
[elz efzz]
Lo anterior muestra que tan (z) no cambia cuando z se incrementa en
multiplos de 7, por lo tanto, tan (z) es una funcién periédica con periodo

. [ |

Observe que cada franja

\)

1 1
Sy = {2:5(2n—1)7r<R6( )< =(2n+1)m, —oco < Im(2) <oo}
es conocida como la franja periédica para w = tan (z). En particular,
1 1
So=142%: —5T < Re (z) < oM —00 < Im(z) < o0
es la franja periédica fundamental para la funcién tan (z).

Recordemos que:

tan (z1) + tan (2o)
1 — tan (z1) tan (23)’

tan (z1 + 22) =
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para zi, 23, 21 + 29 # % (2n+1) .

Ahora bien, para z # % (2n + 1) 7, tenemos:

B . tan(x) +itanh (y)
tan (z) = tan (z + iy) = 1 —itan (z) tanh (y)
_tan(2) (1—tanh®(y)) (1 + tan® (2)) tanh (y)

= + . 5.5
1 + tan? (x) tanh? (y) " + tan? (z) tanh? (y) >

Asi, tan (2) es real si, y sélo si y = 0 y tan (z) es imaginario puro en las
lineas verticales z = nm + 1y, —00o <y < 00 y 21 = % (2n+1)m+1iy, y # 0.
Para hacer evidente este hecho, recordemos que la funcién tan (z) puede ser
definida en términos de la funcién exponencial, esto es:

621’2 -1
ta = —f— 5.6
n (Z) Z€21z +1 ( )
para z = 1 (2n+ 1) 7 +iy, tenemos que e** = e~ FTEFTITE — _ =2 y g1
obtenemos:
tan (2 (2n+ 1) 7+ e (5.7)
an | = (2n Ty ) =i—— .
2 V)T e

el cual es un nimero imaginario puro si y # 0. Observe que de la Ecuacién
5.7 se obtiene

Yy—00

1
lim tan (5 (2n + 1)7T—|—iy> =1

, 1 : .
lim tan (5 2n+1)7+ zy) = —i.

y——00

Esta propiedad se cumple cuando y — o0 o y — —oo a lo largo de
cualquier otra linea vertical z = x4ty como puede observarse de la Ecuacion
5.1, ya que tanh (y) — 1 cuando y — oo y tanh (y) — —1 cuando y — —oc.
Los valores w = =i en realidad no los toma la funcién tan (z) para algin
z € C. De hecho, al desarrollar



64 La familia 7, (z) = Atan(z)

.€2iz -1

——==1 5.8
2621,2_'_1 ( )

tan (z) =
llegamos a una contradiccion.

Ahora bien, para encontrar las imagenes de los segmentos horizontales
z = x+im, —3m < & < 3m, considere tanh (m) = a, tan(z) = t, w =

tan (z) = u + iv. Asi, por la Ecuacién 5.1, tenemos:

o (1—a®)t a(l+t?)
a U= —7T"F55, V= —"T""F55,
1+ a?t? 1+ a?t?

que son ecuaciones paramétricas de un circulo sin el punto u =0, v = é Es
posible aproximarse a este punto cuando = — %71‘ o cuando t — oo.

Eliminando el parametro ¢, obtenemos:

2, Ll ] 2 1\?
U v——=\(a+— =—la—-
2 a 4 a) ’

lo cual muestra que el circulo tiene centro en (0,3 (a+a™')) y radio r =
% la —a™t|. Para a = 0, el circulo se degenera y obtenemos el eje real u =
t,v=0.

Ahora, para determinar las imagenes de las lineas verticales z = ¢ + 1y,
0 < |c| < im, —00 <y < o0, sean tan (c) = b, tanh (y) = ¢. Entonces, por la
Ecuacion 5.1, tenemos:

b(1—1t?) (140t
Cy:u= , U= , —l<t<1
’ 1+ 22 14 b2
que son las ecuaciones paramétricas del arco de un circulo. El arco intersecta
al eje u en (b,0), se aproxima a w = —i cuando t — —1 y a w = i cuando

t— 1.

Al eliminar el parametro ¢, tenemos:

1 N>, 1 1\?
GRS HEHE
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asi, el arco tiene centro en (1 (b—b7"),0) y radio r = 1 |b— b7!}.
Para b = 0 el arco se degenera en u = 0, v =t (—1 <t < 1), esto es el
intervalo (—i,7) que se encuentra sobre el eje imaginario.

Los arcos C, y C} se intersectan en el punto w = tan (¢ + im) ya que i
o —i se encuentran en C,. Analogamente, cualquier w ¢ (—ioco, —i| U [i,700)
pertenece a la interseccion de ciertos arcos C, y Cp.

Regresando a la Ecuacién 5.7, observe que esta puede ser escrita como

tan | S @0+ O tiy| =i (14 =2 ) = —i (14 22
an §(n—|— Y +iy| =i —|—€2y_1 = —i +1—629

la imagen de cada semirecta z = % (2n + 1) m+iy, y > 0 es el intervalo abier-
to (i,700) a lo largo del eje v descrito desde ioco a 0o cuando y se incrementa
de 0 a co. La imagen de la otra semirecta z = % (2n+1)m+iy, y < 0esel
intervalo abierto (—ioco, —i) descrito de —i a —ioo y toma valores de —oo a 0.

De este modo hemos probado que cada w € C - {i,—i} es la imagen de
un punto z € Sy = {z: —37 < Re (2) < 47, —o0 < Im(z) < 00}.

Por la periodicidad de la funcién tan (z), cualquier w es también la ima-
gen de los puntos z, = z + nmw Por lo tanto, la funcién f (z) = tan (z) aplica
el plano complejo C en la esfera de Riemann C menos dos puntos {—i, +i}.

La derivada f’(z) = sec®(z), para z # 0 es siempre diferente de cero
para cualquier z € C de modo que no hay puntos criticos y en consecuencia,
tampoco valores criticos.

La funcién f(z) = tan(z) aplica todo el eje imaginario a un segmento
que tiene por extremos a ¢ y —i.

Sea 7 (t) = it donde t € [0, 00) y hacemos tender ¢ a infinito, entonces

lim tan (v, (¢)) = 1.
t—o0

Andlogamente para 7 (t) = —it donde ¢ € [0, 00), obtenemos que —i es
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otro valor asintético. Por lo tanto, el conjunto de valores asintéticos es el
conjunto {7, —i}.

tan@)

Y Y

Figura 5.2: Valores asintéticos de la funcién tan (z)

Observe que f (z) = tan (z) pertenece a la clase S.

5.2. La familia 7, = Atan(z)

En esta seccién estudiaremos la familia A tan (z) y algunas de sus propie-
dades dindmicas.

Sea T\, = Atan(z) = %iz:ziz, A # 0. Para obtener las propiedades de

aplicacién de 7T, basta con multiplicar la imagen del plano por A; asi, los
valores asintoticos son A\i y —\i.

Existe simetria tanto en la variable como en el parametro, esto es:

T(=2)==-Ta(z) v Ta(z) = =Th(2),

de lo anterior se sigue que si zg es un punto periédico de periodo p, T (z) =
20 Y —zo también es un punto periédico de periodo p. Asi, para la orbita
periddica zp, 21, ..., 2p—1 existe una orbita simétrica —zp, —21,...,—2p—1 O
bien p es par y los puntos simétricos se encuentran contenidos en la érbita,
Zp4j = —Zj para j =0,...,5 — 1.
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Denotamos a 7" (z) como la n-ésima iterada de Ty (z).
Algunas propiedades de simetria que tiene la familia 7, (2) = Atan(z)
bajo iteracion se dan en la siguiente proposicion.

Proposicién 5.2. (i) T (—z) = =T" (2) paran > 1.

(i) T =T (2) paran > 1.
(iii) T2 (2) = (=1)" T" (2).

Demostracion. (i) Paran = 1, tenemos:

T (=2) = =Ta(2)

Ahora, supongamos que es valido para n, esto es, 7" (—z) = =T, (2).
Resta probar que es valido para n + 1:

T (2) = — T4 (2)

T (2) = T (—2) 0 Th (—2)
= T (- (-T2 ()
=T (-Ta (%)
=T ().

(ii) Como T"(2) = Atan (Z) = Atan (z) = Ty (z). Para la segunda itera-
cioén, tenemos:



68 La familia 7, (z) = Atan(z)

T2 (2) = H(HE) =T (T 6) =T (%) =T ()

Continuando con este proceso para la n-ésima iterada, encontramos la
expresion deseada.

(iii) Como T°% (z) = —Atan (z) = —7T, (2). Para la segunda iteracién, tene-
mos:
TS (2) = TA(TA(Z))
T (=Th(2))
= —’ﬂ (=75 (2))
= (=1 T
Continuando con este proceso para la n-ésima iterada, encontramos la

expresion deseada.
[ |

Proposicion 5.3. La derivada de las iteradas tiene las siguientes propieda-
des:

(a) (T (=2) = (T3") (2).

Por la parte (i) de la Proposicion 5.2, tenemos que la derivada de una
funcion tmpar es par.

) (T2 @) = (T (2).

Por la parte (ii) de la Proposicion 5.2, tenemos:

/
Tien (Z) = T3 (2) . Ya que (g (2)) = ¢’ (Z) para una funcion analitica g.

Asi, tenemos que (7}’">/ (z) = (T (2).

(c) (T=3) () = (=" (T (2)-
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Ahora bien, sea A > 0, sabemos que

621'2 -1

'E(@zzAtmn@)::—Ai(&n__l>::m/@%ﬁj

ysea W (t) = —Xi (&) La funcién e*# no tiene puntos criticos, sélo asint6ti-

cos y son W (0) = Ai y W (00) = —\i, donde 0, oo son valores de Picard.

Teorema A. Sea 7, () = Atan(z). SiA € Ry A > 1, entonces el conjunto de
Julia J (7)) es la recta real y todos los demds puntos tienden bajo iteracién
a uno de los dos puntos fijos ubicados en el eje imaginario.

Demostracion. Escribimos T (z) = Ly o E'(z), donde

E(2) = e yLm@:—M(”4),

z+1

E aplica al semiplano superior al disco unitario menos el cero y L, aplica
el disco al semiplano superior al que denotaremos como H*. Tanto E como
L) preservan fronteras, asi, 7, aplica el interior del semiplano superior a él
mismo. Observe que 7T, preserva el eje imaginario

Ty (iy) = iAtanh (y) .

Figura 5.3: Grafica de Atanhy cuando A > 1
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La grafica de X tanh y muestra que 7, tiene dos puntos fijos atractores x;
y xo ubicados simétricamente respecto a 0 cuando A > 1. Por el Lema de
Schwartz sabemos que todos los puntos en el semiplano superior (e inferior
H™) tienden bajo iteracién a uno de estos puntos que se encuentran en F (7).

Asi, el semiplano superior Ht y el semiplano inferior H™ no estdn en

T (T)-

La linea real estd en J (7,), tal afirmacién se sigue del hecho de que la
linea real satisface 7, ' (R) C Ry 7» (R) = RU {oc} y que T} (x) > 1 para
todox € Rsi A >1y T (z) > 1 paratodo z € Rsi A= 1.

2l 2 ) se expande en todo R. Si V es

Cada intervalo de la forma ( T,
un intervalo abierto en R, entonces existe k € Z tal que T;¥ (V) cubre uno de
estos intervalos de longitud 7. Por lo tanto, 7,¥** (V) cubre a V. Asi, existen

puntos fijos repulsores y polos de T,7*! en (V). [ |

Observacién 5.1. 1. Si A =1, J(7,) = R y todos los puntos con par-
te imaginaria diferente de cero tienden asintéticamente al punto fijo
neutral en 0.

2. Cuando A < —1 la dinamica de 7T, es similar a cuando A > 1, excepto
que 7T, tiene un punto perddico atractor de periodo 2 que salta del
semiplano superior al inferior. Ya que |7 (z)| para x € R, se sigue
como en las lineas anteriores que J (7,) = R para A < —1.

Teorema B. Sea 7, = Atan (z). La familia 7, (z) tiene un tnico punto fijo
si, y sélo si este punto es cero y 0 < |A| < 1.

Demostracion. (Necesidad) Sabemos que si z es punto fijo, entonces T, (z) =
z pero también T, (—z) = —z y ademés T (z) = T{ (—z) por (a) de la Pro-
posicion 5.3. Asi tenemos que, si z es punto fijo atractor, entonces —z es
punto fijo atractor. Por hipétesis 7, (z) tiene un unico punto fijo, asi la inica
forma de que T (z) = T (—z) es para z = 0 y como es punto fijo atractor
tenemos 0 < |A| < 1.

(Suficiencia) Es facil ver, ya que si 0 < |A| < 1, entonces 0 es punto fijo
atractor. [}
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Teorema C. Sea T, (z) = Atan(z). Si 0 < |A| < 1, entonces el conjunto de

Fatou F (7,) es una componente completamente invariante donde 7,>" (z) —
0.

Demostracion. Si 0 < |A| < 1, entonces 0 es punto fijo atractor por Teorema
B. Asi sea G la componente de Fatou que contiene a 0 tal que 7" — 0.
La componente G contiene un valor singular de 7, (z), digamos A\i (también
puede ser —\i).

La componente GG es simétrica bajo 2 — —z, asi G contiene a los dos
valores singulares +\i.

Asi, no es posible tener otro punto fijo atractor. Como la componente
(G contiene todos los valores singulares de T,, entonces G es completamente
invariante. |

Teorema 5.1. [19] Sea f € M NS, si existe un punto fijo atractor cuya
componente contiene todos los valores singulares de f, entonces J (f) es
totalmente disconexo.

Corolario D. Con las hipétesis del Teorema C, el conjunto de Julia de
T, (2) es totalmente disconexo.

La demostracion es una consecuencia del Teorema 5.1.
Un resultado importante que no se abordard en esta tesis pero que puede
ser demostrado utilizando la topologia de Moser y otras herramientas ex-

puestas en [30] es el siguiente:

Resultado. Sea A € Ry 0 < |A| < 1. El conjunto J (7,) es un conjunto de
Cantor en C y T,|J (7T) es topologicamente conjugado a o|I.
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