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Introducción

La idea de estudiar las estructuras algebraicas mediante la introducción de
una cierta convergencia o, en términos modernos, una topoloǵıa, tiene una larga
tradición que se remonta al siglo diecinueve. De esta forma surgieron los grupos
topológicos, definidos al inicio como grupos de Lie o como ciertos grupos de
transformaciones anaĺıticas de variedades euclideanas (ver [14]). En otras pala-
bras, muchos de esos grupos aparecieron como grupos de simetŕıas de ciertos
espacios de gran interés en aquel momento. Esta es la razón por la que los grupos
topológicos son simétricos: la operación inversa es un homeomorfismo.

Al inicio de los años treinta del siglo pasado, se produjo un avance impre-
sionante en el desarrollo de este campo: Peter and Weyl probaron su famoso
teorema sobre representaciones de grupos compactos (ver [33]), teorema que, a
su vez, permitió a Pontryagin y van Kampen desarrollar la teoŕıa de dualidad
para grupos topológicos conmutativos localmente compactos. Son enormes las
contribuciones a la teoŕıa de los grupos topológicos realizadas en el siglo veinte. A
grandes rasgos, las más importantes de estas contribuciones explotan la simetŕıa
de esta estructura, sin la cual los argumentos originales no funcionan.

Sin embargo, las necesidades de varias ramas de las Matemáticas revelaron
la importancia del estudio de ciertas estructuras algebraicas dotadas con una
topoloǵıa, donde la relación entre las operaciones algebraicas con la topoloǵıa es
asimétrica. Uno de los ejemplos más impactantes de este fenómeno es el teorema
de Ellis sobre la existencia de idempotentes en cada semigrupo topológico por
la izquierda compacto (ver [15, 16]). Lo sencillo de la formulación del resultado
combinado con lo profundo de su contenido han convertido el resultado en una
verdadera joya de las Matemáticas. Entre las innumerables aplicaciones del teo-
rema de Ellis encontramos varias que permiten estudiar particiones finitas de
los números naturales y encontrar partes infinitas bien estructuradas en algún
elemento de la partición (ver [25, 27]).

Los grupos semitopológicos (grupos algebraicos dotados de una topoloǵıa
para la cual la operación es separadamente continua) y paratopológicos (semi-
grupos topológicos con estructura algebraica de grupo) tienen una relación más
estrecha entre la topoloǵıa y las operaciones algebraicas comparada con la exis-
tente en los semigrupos topológicos por la izquierda. Sin embargo, esta relación
sigue siendo asimétrica y complicada. En los últimos treinta años han aparecido
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6 INTRODUCCIÓN

decenas de art́ıculos dedicados a aclarar esta relación, y marcar la diferencia
entre estas estructuras y la de grupo topológico por un lado, y entre śı por el
otro (ver [1]–[9], [10]–[12], [15], [18]–[21], [32]–[36], [39], [46], entre otros).

La tesis se centra en el estudio de varias cuestiones que se han revelado
de gran interés en Álgebra Topológica concernientes a grupos paratopológicos,
cuestiones que han saltado al primer plano en este campo en los últimos 10–15
años. La idea es realizar una recopilación sistemática de dos técnicas funda-
mentales en su estudio (su relación con la teoŕıa de los espacios bitopológicos
y la noción de regulación de un espacio topológico) y de los resultados más
relevantes relacionados con dos conceptos cercanos a la compacidad en el con-
texto de los grupos paratopológicos y su relación con la topoloǵıa asimétrica:
la 2-pseudocompacidad y la C-compacidad. El objetivo es elaborar un material
de forma metódica y ordenada como paso previo a la investigación en el marco
de una tesis doctoral de problemas abiertos en este campo. A continuación se
presenta una exposición breve de estos aspectos.

Estructura de la tesis

Grupos paratopológicos v́ıa biespacios

En el primer caṕıtulo se pretende explicar como puede explotarse en el es-
tudio de los grupos paratopológicos el hecho de que pueden verse como un
espacio bitopológico (en lo sucesivo, un biespacio). Recordemos que una terna
ordenada (X, τ, σ) se denomina un biespacio si tanto τ como σ son topoloǵıas
sobre X. Una función f : (X, τ, σ) −→ (Y, τ?, σ?) se dice que es bicontinua si
f : (X, τ) −→ (Y, τ?) y f : (X, σ) −→ (Y, σ?) son funciones continuas.

Si ξ(e) es el filtro de entornos de la identidad de un grupo paratopológico
(G, τ), entonces la familia {U−1 | U ∈ ξ(e) } define una topoloǵıa τ−1, deno-
minada la conjujada de τ , de forma que (G, τ−1) es un grupo paratopológico
homeomorfo a (G, τ). Por lo tanto, (G, τ) puede entenderse, de forma natural,
como el biespacio (G, τ, τ−1). Es un hecho bien conocido que (G, τ ∨ τ−1) es
un grupo topológico de Hausdorff si (G, τ) es un espacio topológico T0.

Recordemos que una casiuniformidad en un conjunto X es un filtro U en
X ×X tal que (i) cada miembro de U es una relación reflexiva, y (ii) para cada
U ∈ U, existe V ∈ U tal que V 2 ⊆ U . El par (X,U) se denomina un espacio
casiuniforme. Si U es una casiuniformidad en X, U−1 = {U−1 | U ∈ U} es una
casiuniformidad en X, la denominada casiuniformidad conjugada de U.

Un biespacio (X, τ, σ) es casiuniformizable si existe una casiuniformidad
U en X tal que la topoloǵıa inducida en la forma usual por U coincide con
τ y la inducida por U−1 coincide con σ. Un grupo paratopológico (G, τ) es
casiuniformizable via la la casiuniformidad izquierda que tiene como base la
familia

UL = {(x, y) | x−1y ∈ U}
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para cada entorno de la identidad U y su conjugada (de forma análoga, mediante
la casiuniformidad derecha cuya definición es clara a partir de la anterior y su
conjugada). Es interesante resaltar que UL ∨U−1 es una uniformidad en G que
induce la topoloǵıa τ ∨ τ−1.

Los hechos anteriores permiten estudiar los grupos paratopológicos mediante
las técnicas de la teoŕıa de biespacios y las técnicas de la teoŕıa de la topoloǵıa
asimétrica. La idea de este apartado es analizar como estos hechos pueden uti-
lizarse para estudiar distintos tipos de bicompactaciones y compleciones (desde
el punto de vista asimétrico) para un grupo paratopológico .

2-pseudocompacidad

En el segundo caṕıtulo se expone uno de los problemas que se presentan de
forma natural en la Teoŕıa de los biespacios, el cual es encontrar una genera-
lización adecuada del concepto de pseudocompacidad. No hay forma única de
extender este concepto y su estudio da lugar a diversos conceptos que en el caso
de un espacio topológico de Tychonoff (X, τ) (considerado como el biespacio
(X, τ, τ) coinciden con la noción de pseudocompacidad (véase [18]).

Una de estas nociones es el concepto de 2-pseudocompacidad. Si las letras u
y l representan respectivamente la topoloǵıa superior y la topoloǵıa inferior de
los números reales R, un biespacio (X, τ, σ) se denomina 2-pseudocompacto si
toda función bicontinua f : (X, τ, σ) −→ (R, u, l) es una función acotada en R.

En el contexto de los grupos paratopológicos, la siguiente caracterización de
la 2-pseudocompacidad se ha revelado como especialmente útil:

Teorema ([18], Corolario 1.5 (7)). Un biespacio (X, σ, τ) es 2-pseudocom-
pacto si, y sólo si, para toda sucesión decreciente (Un)n<ω de conjuntos no
vaćıos σ-abiertos de X, y para toda sucesión decreciente (Vn)n<ω de conjuntos
no vaćıos τ -abiertos de X, se tiene

∩n<ω cl
(X,Q)

Un 6= ∅ y ∩n<ω cl
(X,P )

Vn 6= ∅.

Resaltemos que el teorema anterior implica que todo grupo paratopológico
numerablemente compacto es 2-pseudocompacto. La 2-pseudocompacidad se ha
revelado como una herramienta muy importante en el estudio del clásico pro-
blema de encontrar propiedades bajo las cuales un grupo paratopológico es un
grupo topológico. En este contexto, puede consultarse (entre otros) el art́ıculo
[1]. En este apartado recopilaremos los resultados de grupos paratopológicos
relacionados con el concepto de 2-pseudocompacidad con el objetivo de siste-
matizar las técnicas utilizadas y analizar la relación de este concepto con el
de bicompactación de Stone-Čech de un grupo paratopológico cuando lo ve-
mos como un biespacio. Este aspecto liga de forma natural con el concepto de
C-compacidad como se pone de manifiesto en el tercer caṕıtulo.
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C-compacidad

Finalmente, en el tercer caṕıtulo veremos que todo biespacio 2-pseudocom-
pacto es C-compacto. A diferencia del concepto de 2-pseudocompacidad (ver
Teorema 3.2) no existe una caracterización interna de esta noción ni siquiera en
el campo de los grupos paratopológicos. No obstante, el hecho de que un biespa-
cio (X,σ, τ) es C-compacto si, y sólo si, admite solo casiuniformidades acotadas,
permite interesantes aplicaciones en la teoŕıa de los grupos paratopológicos. Co-
mo ejemplo podemos citar el siguiente resultado. Un importante teorema de
Comfort y Ross [13] establece que un grupo topológico de Hausdorff es pseudo-
compacto si, y sólo si, su compactación de Stone-Čech es un grupo topológico.
Este resultado plantea el problema de caracterizar cuándo la bicompactación
de Stone-Čech de un grupo paratopológico es también un grupo paratopológico.
Gracias a las propiedades de las casiuniformidades acotadas es posible obtener
el siguiente resultado:

Teorema[41, Proposición 3.4] Dado un grupo paratopológico (G, τ) T0, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) (G, τ) es un grupo paratopológico C-compacto.

(ii) (G, τ) es un grupo topológico pseudocompacto.

(iii) La bicompactación de Stone-Čech de (G, τ) es un grupo paratopológico.

El resultado anterior pone de manifiesto dos hechos: la importancia del con-
cepto de casiuniformidad en el campo de los grupos paratopológicos y que todo
grupo paratopológico C-compacto y T0 es, en realidad, un grupo topológico.
Esta última propiedad contrasta con el caso de los grupos 2-pseudocompactos:
Ravsky construye en [39] un ejemplo de un grupo paratopológico numerable-
mente compacto (por consiguiente, 2-pseudocompacto) que no es un grupo to-
pológico. En este apartado explotaremos esta diferencia sustancial entre ambos
conceptos para analizar las disimilitudes esenciales entre las casiuniformida-
des inducidas en un grupo paratopológico 2-pseudocompacto y un grupo pa-
ratopológico C-compacto, en particular, como construir grupos paratopológi-
cos 2-pseudocompactos que admitan casiuniformidades no acotadas. También
estudiaremos las propiedades de las casiuniformidades de los subconjuntos C-
compactos (es decir, el concepto relativizado de C-compacidad) de un grupo
paratopológico.



Caṕıtulo 1

Espacios bitopológicos

1.1. Conceptos básicos

Una terna ordenada (X, τ, σ) se denomina un espacio bitopológico si tanto τ
como σ son topoloǵıas sobre X. En lo sucesivo escribiremos biespacio al hacer
referencia a un espacio bitopológico.

Dado el biespacio (X, τ, σ), definimos la topoloǵıa supremo τ ∨ σ de las to-
poloǵıas τ y σ como la topoloǵıa que tiene como base a la familia {u ∩ v : u ∈
τ, v ∈ σ}.

De la definición anterior se deduce que τ ⊆ τ ∨ σ y σ ⊆ τ ∨ σ.

Definición 1.1.1. El biespacio (X, τ, σ) se denomina 2-T0 si para cada pareja
de puntos distintos en X existe un τ -abierto que contiene a uno de ellos pero
no contiene al otro o un σ-abierto que contiene a uno de ellos pero no contiene
al otro.

El motivo de la definición anterior se resalta en la siguiente proposición.

Proposición 1.1.2. El biespacio (X, τ, σ) es 2-T0 si, y sólo si, el espacio to-
pológico (X, τ ∨ σ) es T0.

Demostración. Supongamos que (X, τ ∨ σ) es T0. Sean x, y ∈ X dos puntos
distintos , existe U en τ ∨σ tal que x ∈ U y y /∈ U o x /∈ U y y ∈ U . Sin pérdida
de generalidad supongamos que x ∈ U y y /∈ U . Tenemos que U = V1∩V2, donde
V1 ∈ τ y V2 ∈ σ. Como y /∈ U , y /∈ V1 o y /∈ V2. Sin pérdida de generalidad
asumamos que y /∈ V1 ∈ τ . Además, x ∈ V1 ∩ V2 ⊆ V1 ∈ τ . Esto demuestra que
(X, τ, σ) es 2-T0.

Ahora probemos la otra implicación. Para ello, consideremos el biespacio
(X, τ, σ) el cual es 2-T0. Sean x, y ∈ X dos puntos distintos, por hipótesis existe
un conjunto U tal que U ∈ τ ó U ∈ σ y, además U contiene exactamente a uno
de los puntos x, y. Supongamos, sin pérdida de generalidad que U ∈ τ , x ∈ U y
y /∈ U .Al darse la inclusión τ ⊆ τ ∨ σ, (X, τ ∨ σ) es T0.

9



10 CAPÍTULO 1. ESPACIOS BITOPOLÓGICOS

Corolario 1.1.3. Si (X, τ) o (X,σ) son T0, entonces (X, τ ∨ σ) es T0.

El siguiente ejemplo muestra que el rećıproco del corolario 1.1.3 es falso.

Definamos los siguientes espacios

X = {x, y, z}

τ = {{x, y, z}, {∅}, {x, z}, {y}}

σ = {{x, y, z}, {∅}, {x, y}, {z}}

τ ∨ σ = {{∅}, {x}, {y}, {z}, {x, y}, {x, z}, {y, z}, {x, y, z}}.

Es fácil comprobar que ni τ ni σ son topoloǵıas T0. Sin embargo, τ ∨ σ es la
topoloǵıa discreta.

Definición 1.1.4. Una función f : (X, τ, σ)→ (Y, τ∗, σ∗) se dice que es bicon-
tinua si f : (X, τ)→ (Y, τ∗) y f : (X,σ)→ (Y, σ∗) son funciones continuas.

Sea (X, τ) un espacio topológico, diremos que una función f : X → R
es τ -lsc si la función es semicontinua inferiormente. De forma similar es τ -usc
si la función es semicontinua superiormente. En lo sucesivo, denotaremos por
u a la topoloǵıa en los números reales generada por la familia de conjuntos
{(−∞, a) : a ∈ R} y por l a la topoloǵıa en los números reales generada por
la familia de conjuntos {(a,∞) : a ∈ R}. Además, el śımbolo I representará al
intervalo [0, 1]. Notemos que una función f : (X, τ, σ) → (R, u, l) es bicontinua
si, y sólo si, f es τ -usc y σ-lsc.

Definición 1.1.5. El biespacio (X, τ, σ) se denomina 2-completamente regular
si para cada x ∈ X y cada τ -cerrado P que no contiene a x, existe f : (X, τ, σ)→
(I, u, l) bicontinua tal que f(x) = 0 y f(P ) ⊆ {1}; y para cada σ-cerrado Q que
no contiene a x, existe g : (X, τ, σ) → (I, u, l) bicontinua tal que g(x) = 1 y
g(Q) ⊆ {0}.

Diremos que los biespacios (X, τ, σ) y (Y, τ∗, σ∗) son isomorfos si existe una
función bicontinua y biyectiva f : (X, τ, σ)→ (Y, τ∗, σ∗) tal que

f−1 : (Y, τ∗, σ∗)→ (X, τ, σ)

también es bicontinua.

Definición 1.1.6. El biespacio (X, τ, σ) se denomina 2-Hausdorff si dados dos
puntos distintos x, y ∈ X, existen un conjunto τ -abierto U y un conjunto σ-
abierto V tales que x ∈ U , y ∈ V y U ∩ V = ∅ o un conjunto τ -abierto U y un
conjunto σ-abierto V tales que x ∈ V , y ∈ U y U ∩ V = ∅.
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Una consecuencia inmediata de la definición anterior es que si (X, τ, σ) es
2-Hausdorff, entonces (X, τ ∨ σ) es Hausdorff.

Diremos que el biespacio (X, τ, σ) es 2-Tychonoff si es 2-completamente re-
gular y 2-Hausdorff.

Proposición 1.1.7. Si (X, τ, σ) es 2-Hausdorff y A ⊆ X, entonces el biespacio
(A, τ|A, σ|A) es 2-Hausdorff.

Demostración. Sean x, y ∈ A dos puntos distintos y A ⊆ X. Como X es 2-
Hausdorff, podemos suponer sin pérdida de generalidad que existen U ∈ τ y
V ∈ σ tales que x ∈ U , y ∈ V y U ∩ V = ∅. Para probar que A es 2-Hausdorff,
basta considerar (U ∩A) ∈ τ|A, (V ∩A) ∈ σ|A.

Sea una familia {(Xα, τα, σα);α ∈ A} de biespacios, definimos el producto
de los biespacios {(Xα, τα, σα);α ∈ A} denotado por

∏
α∈A(Xα, τα, σα) como

la terna (
∏
α∈AXα,

∏
α∈A τα,

∏
α∈A σα), donde

∏
α∈AXα es el producto car-

tesiano de {Xα : α ∈ A},
∏
α∈A τα es la topoloǵıa producto de la familia de

topoloǵıas {τα : α ∈ A} y
∏
α∈A σα es la topoloǵıa producto de la familia de

topoloǵıas {σα : α ∈ A}.

Proposición 1.1.8. Si {(Xα, τα, σα) : α ∈ A} es una familia de biespacios
2-Hausdorff, entonces el producto

∏
α∈A(Xα, τα, σα) es 2-Hausdorff.

Demostración. Sean x = (xα)α∈A, y = (yα)α∈A ∈
∏
α∈A(Xα, τα, σα) dos puntos

distintos. Como x 6= y, existe α ∈ A tal que xα 6= yα. Por hipótesis, el biespacio
(Xα, τα, σα) es 2-Hausdorff, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
existen un τα-abierto Uα y un σα-abierto Vα tales que xα ∈ Uα, yα ∈ Vα y
Uα ∩ Vα = ∅. Sean U = (

∏
β∈A\{α}Xβ) × Uα y V = (

∏
β∈A\{α}Xβ) × Vα; por

consiguiente x ∈ U ∈ τ , y ∈ V ∈ σ y U ∩V = ∅. Por lo tanto,
∏
α∈A(Xα, τα, σα)

es 2-Hausdorff.

Si (X, τ, σ) es un biespacio, entonces BC(X, τ, σ) denotará al conjunto de
todas las funciones bicontinuas f : (X, τ, σ)→ (R, u, l). Por otro lado, definimos
BC∗(X, τ, σ) = {f : (X, τ, σ)→ (I, u, l): f es bicontinua}.

Definición 1.1.9. Sean (X, τ, σ) un biespacio y F ⊆ BC(X, τ, σ). Diremos que
(τ, σ) es una bitopoloǵıa inicial respecto a F si τ está generada por {f−1(U) :
U ∈ u, f ∈ F} y σ está generada por {f−1(V ) : V ∈ l, f ∈ F}.

Proposición 1.1.10. (X, τ, σ) es 2-completamente regular si, y sólo si, es ini-
cial respecto a una familia F ⊆ BC(X, τ, σ).

Demostración. Supongamos que (X, τ, σ) es 2-completamente regular. Sea F =
BC(X, τ, σ). Veamos que (τ, σ) es inicial respecto a F . Para ello, tomemos
x0 ∈ X y U ∈ τ el cual contiene a x0. Definamos P = X\U , observemos que P es
un conjunto τ -cerrado que no contiene a x0. Como (X, τ, σ) es 2-completamente
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regular, existe f : (X, τ, σ)→ (I, u, l) bicontinua tal que f(x0) = 0 y f(P ) ⊆ {1}.
Sea V = (−∞, 1/2) ∈ u, entonces x0 ∈ f−1(V ) ⊆ U . Esto demuestra que τ
está generada por la familia {f−1(U) : f ∈ F,U ∈ τ}. De forma análoga se
prueba que σ está generada por la familia {f−1(U) : f ∈ F,U ∈ l}.

Rećıprocamente probemos que si (X, τ, σ) es inicial respecto a una fami-
lia F ⊆ BC(X, τ, σ), entonces (X, τ, σ) es 2-completamente regular. Para ello,
tomemos x0 ∈ X y P un conjunto τ -cerrado que no contiene a x0. Por ini-
cialidad, existen hr : (X, τ, σ) → (R, u, l) donde 1 ≤ r ≤ n, tales que x0 ∈⋂

1≤r≤n h
−1
r (Vr) ⊂ X \ P , donde Vr = (−∞, ar) ⊂ R. Sean gr = hr − hr(x0),

1 ≤ r ≤ n y h = sup{gr : 1 ≤ r ≤ n} ∈ BC(X, τ, σ). Notemos que por la
definición de gr, se tiene que gr(x0) = 0, para cada 1 ≤ r ≤ n. Por lo tanto,
h(x0) = sup{gr(x0) : 1 ≤ r ≤ n} = 0. Sea a = min{hr − hr(x0) : 1 ≤ r ≤ n}.
Queremos ver que h(P ) ⊆ [a,∞). Para ello, tomemos p ∈ P . Notemos que
p /∈ ∩ni=1h

−1
r (Vr). En consecuencia, existe r0 tal que p /∈ h−1r0 (Vr0). Lo cual im-

plica que hr0(p) ≥ ar0 Tomemos gr0(p) = hr0(p)− hr0(x0) ≥ ar0 − hr0(x0) ≥ a.

Por lo tanto, h(p) = sup{gr(p) : 1 ≤ r ≤ n} ≥ gr0(p) ≥ a. Sea f =
(g ∨ 0) ∧ a

a
,

se sigue de lo anterior que f : (X, τ, σ)→ (I, u, l) es una función bicontinua tal
que f(x0) = 0 y f(P ) ⊆ {1}. Por lo tanto, (X, τ, σ) es 2-completamente regular.

Como un corolario de lo anterior, tenemos lo siguiente.

Corolario 1.1.11. El producto arbitrario de biespacios 2-completamente regu-
lares es 2-completamente regular.

Demostración. Consideremos una familia {(Xα, τα, σα) : α ∈ A} de biespacios
2-completamente regulares. El producto

∏
(Xα, τα, σα) es inicial respecto de las

proyecciones hα : (
∏
Xα, τα, σα)→ (Xα, τα, σα). Sabemos que cada (Xα, τα, σα)

es 2-completamente regular y, por la Proposición 1.1.10, el biespacio (Xα, τα, σα)
es inicial respecto a una familia Fα de funciones bicontinuas de (Xα, τα, σα) en
(R, u, l). Por lo tanto, (X, τ, σ) es inicial respecto a {f ◦hα : α ∈ A, f ∈ Fα}.

Proposición 1.1.12. El biespacio (X, τ, σ) es 2-Tychonoff si, y sólo si, es iso-
morfo a un subespacio de un producto de copias de (I, u, l).

Demostración. Como el biespacio (I, u, l) es 2-Tychonoff, tenemos que (I, u, l)
es 2-Hausdorff y 2-completamente regular. Aśı que por los resultados anteriores,
también lo es cualquier subiespacio de productos de copias de (I, u, l).

Rećıprocamente, supongamos que (X, τ, σ) es 2-Tychonoff. Para abreviar,
pongamos F = BC∗(X, τ, σ). Ahora probaremos que la siguiente función es un
encaje:

e : (X, τ, σ)→
∏
f∈F

(I, u, l)

Donde e(x) = (f(x))f∈F para cada x ∈ X. Como (X, τ, σ) es 2-Hausdorff bas-
tará probar que e separa puntos de conjuntos τ -cerrados y σ-cerrados. Tomemos
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x ∈ X y un τ -cerrado P que no contiene a x. Como (X, τ, σ) es 2-completamente
regular existe f : (X, τ, σ) → (I, u, l) tal que f(x) = 0 y f(P ) ⊆ {1}. Tenemos

que f(P )
u
⊆ {1}

u
= [1,∞). Por lo tanto, f(x) /∈ f(P )

u
. De manera simi-

lar, si Q es un σ-cerrado que no contiene a x, existe g : (X, τ, σ) → (I, u, l)
tal que g(x) = 1 y g(Q) ⊆ {0}. Utilizando un argumento similar, tenemos

que g(x) /∈ g(Q)
l
. Hemos probado que e separa puntos de τ -cerrados y σ-

cerrados.

El siguiente concepto nos permite caracterizar a los biespacios que son 2-
completamente regulares.

Definición 1.1.13. Una casi-uniformidad U en un conjunto X es una familia
de subconjuntos de X ×X tal que:

1. ∆ = {(x, x) : x ∈ X} ⊆ U , para todo U ∈ U;

2. Si U ∈ U y U ⊆ V , entonces V ∈ U;

3. Si U1, U2 ∈ U, entonces U1 ∩ U2 ∈ U;

4. Si U ∈ U, existe V ∈ U tal que V ◦V ⊆ U ; donde V ◦V es el conjunto de
elementos (x, y) ∈ X ×X tales que (x, z), (z, y) ∈ V para algún z ∈ X.

Dada una casi-uniformidad U en X, definimos la casi-uniformidad conjugada
de U como U−1 = {U−1 : U ∈ U}, donde U−1 = {(x, y) : (y, x) ∈ U}. La casi-
uniformidad U en X induce una uniformidad Us = U∨U−1. Tenemos que U ⊂ Us

y U−1 ⊂ Us. Una casi-uniformidad U induce de forma natural una topoloǵıa τu
en X como sigue:

Tomemos x ∈ X y U ∈ U. Hagamos U(x) = {y : (x, y) ∈ U}. Entonces, la
familia {U(x) : x ∈ X,U ∈ U} es una base para una topoloǵıa τU en X. De lo
anterior, tenemos que a cada espacio casi-uniforme (X,U) le podemos asociar
el biespacio (X, τu, τu−1).

Diremos que un biespacio (X, τ, σ) es casi-uniformizable si existe una casi-
uniformidad U en X tal que τu = τ y τu−1 = σ.

El siguiente concepto es útil para inducir casi-uniformidades en una clase de
espacios en la que se trabajará más adelante.

Definición 1.1.14. Dado un conjunto X, una función de valores reales no
negativos d en X×X se denomina una casi-pseudométrica en X si satisface las
siguientes propiedades:

1. d(x, x) = 0 para todo x ∈ X;

2. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) para todo x, y, z ∈ X.

Si además para todo x, y ∈ X se satisface:

3. d(x, y) + d(y, x) = 0⇒ x = y.

Diremos que d es una casi-métrica.
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Una casi-métrica d es una métrica si d(x, y) = d(y, x) para todo x, y ∈
X. Si d es una casi-pseudométrica en X, d−1(x, y) = d(y, x) es también una
casi-pseudométrica en X y se denomina la casi-pseudométrica conjugada de d.
Observemos que si d es una casi-métrica en X, entonces d∨ d−1 es una métrica
en X.

Una casi-pseudométrica d induce una casi-uniformidad Ud de forma natural
que tiene como sub-base los conjuntos de la forma Uε = {(x, y) : d(x, y) < ε},
para todo ε > 0.

Por lo tanto, todo espacio casi-pseudométrico (X, d) induce el biespacio
(X, τd, τd−1). Fijémonos que la topoloǵıa τd inducida por la casi-pseudométri-
ca d viene definida por las bolas Br(x), donde Br(x) = {y : d(x, y) < r},
r > 0 y x ∈ X. Análogamente, diremos que un biespacio (X, τ, σ) es casi-
pseudometrizable si existe una casi-pseudométrica d tal que τd = τ y τd−1 = σ.

Definición 1.1.15. Sean (X, τ, σ) un biespacio y f : (X, τ, σ) → (R, l, u) una
función bicontinua. El conjunto {x ∈ X : f(x) ≤ 0} es un conjunto τ -cero con
respecto a σ, y {x ∈ X : 0 ≤ f(x)} es un conjunto σ-cero con respecto a τ .

En lo sucesivo, abreviaremos como sigue: un conjunto τ -cero con respecto a
σ será denominado como un conjunto τ -cero, y un conjunto σ-cero con respecto
a τ será denominado como un conjunto σ-cero.

Proposición 1.1.16. El biespacio (X, τ, σ) es 2-completamente regular si, y
sólo si, los conjuntos τ -cero forman una base para los conjuntos τ -cerrados y
los conjuntos σ-cero forman una base para los conjuntos σ-cerrados.

Demostración. Supongamos que (X, τ, σ) es 2-completamente regular. Veamos
que los conjuntos τ -cero forman una base para los conjuntos τ -cerrados. Tome-
mos un un punto p ∈ X y un conjunto τ -cerrado P que no contenga a p. Como
(X, τ, σ) es 2-completamente regular, existe f : (X, τ, σ) → (I, u, l) bicontinua
tal que f(p) = 0 y f(P ) ⊆ {1}. La función h : (I, u, l) → (R, l, u) definida co-

mo h(x) = −x +
1

2
es bicontinua. Además, h(f(p)) = 1

2 y h(f(P )) ⊆ {− 1
2}.

Sea Z el conjunto τ -cero de la función h ◦ f . Tenemos que p /∈ Z y P ⊆ Z.
Esto demuestra que los conjuntos τ -cero forman una base para los conjuntos
τ -cerrados. Utilizando un argumento similar podemos probar que los conjuntos
σ-cero forman una base para los conjuntos σ-cerrados.

Ahora, supongamos que los conjuntos τ -cero forman una base para los con-
juntos τ -cerrados y los conjuntos σ-cero forman una base para los conjuntos
σ-cerrados. Tomemos un un punto p ∈ X y conjunto τ -cerrado P que no con-
tenga a p. Por hipótesis, existe una función bicontinua f : (X, τ, σ) → (R, l, u)
tal que p /∈ Z = {x ∈ X : f(x) ≤ 0} y P ⊆ Z. En consecuencia, f(p) > 0.
Sean g = (f ∨ 0) ∧ f(p) : (X, τ, σ) → ([0, f(p)], l, u) y h : R → R una función
continua decreciente tal que h(0) = 1 y h(f(p)) = 0. Si k = h ◦ g, entonces
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k : (X, τ, σ) → (I, u, l) es bicontinua, k(P ) ⊆ k(Z) = 1 y k(p) = h(f(p)) = 0.
De manera análoga, se prueba que para cada σ-cerrado Q que no contiene a x,
existe g : (X, τ, σ)→ (I, u, l) bicontinua tal que g(x) = 1 y g(Q) ⊆ {0}.

Lema 1.1.17. (Kelly [27, Lema 6.12]) Sea {Un : n ∈ ω} una sucesión de
miembros de una casi-uniformidad en X ×X tales que U0 = X ×X, cada Un
contiene a la diagonal y U3

n+1 ⊆ Un para todo n ∈ ω. Entonces, existe una
casi-pseudométrica d en X × X tal que Un ⊆ {(x, y) : d(x, y) < 2−n} ⊆ Un−1
para todo n ∈ N.

Supongamos que p y q son casi-pseudométricas conjugadas en X. Para cada
ε > 0 definamos los conjuntos

Up,ε = {(x, y) ∈ X ×X : p(x, y) < ε},

y
Uq,ε = {(x, y) ∈ X ×X : q(x, y) < ε}.

Teorema 1.1.18. El espacio bitopológico (X, τ, σ) es casi-uniformizable si, y
sólo si, es 2-completamente regular.

Demostración. Supongamos primero que (X, τ, σ) es 2-completamente regular.
Para toda función de valores reales f en X, definimos

p(f)(x, y) = 0 ∨ (f(x)− f(y))

Entonces p(f) es una casi-pseudométrica en X. Denotamos la casi-pseudométri-
ca conjugada de p(f) por q(f), y notemos que p(−f) = q(f). Sea

γ = {Up(f),r : r > 0: f bicontinua}.

Como ya hemos comentado, γ es una sub-base para una casi-uniformidad U

en X. Afirmamos que τU = τ y τU−1 = σ. Primero mostraremos que τU = τ .
Sean G ∈ τ y x ∈ G. Como X es 2-completamente regular, existe una función
bicontinua f en X tal que 0 ≤ f ≤ 1, f = 0 en X \ G, y f(x) = 1. En
consecuencia,

x ∈ Up(f),1/2(x) = {y ∈ X : 0 ∨ (1− f(y)) < 1/2} ⊆ G,

lo cual implica que G ∈ τU. Tenemos que τ ⊆ τU.
Por otra parte, si H ∈ τU y x ∈ H, entonces para algún V ∈ U, se tiene

que V (x) ⊆ H. Como γ es una sub-base para U, existe un conjunto finito F
de funciones bicontinuas en X y un conjunto finito {r(f) : f ∈ F} de números
reales positivos tal que

V ⊇
⋂
f∈F

Up(f),r(f).
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Para x fija y f ∈ F , el conjunto

Up(f),r(f)(x) = {y ∈ X : 0 ∨ (f(x)− f(y)) < r(f)}

es τ -abierto. En consecuencia, como

x ∈
⋂
f∈F

Up(f),r(f)(x) ⊆ V (x) ⊆ H,

Lo anterior implica que H es τ -abierto. Por lo tanto, τU ⊆ τ . Hemos probado
que τU = τ .De manera similar, σ = τU−1 , y, por lo tanto, (X, τ, σ) es casi-
uniformizable.

Rećıprocamente, supongamos que existe una casi-uniformidad U en X tal
que τU = τ y τU−1 = σ. Demostraremos que los conjuntos τ -cero forman una
base para los conjuntos τ -cerrados. Sea G ∈ τ y w ∈ G. En consecuencia, existe
V ∈ U tal que V (w) ⊆ G. Notemos que U3 = {U3 : U ∈ U} es una base para
U. Definamos inductivamente una sucesión {Un : n = 0, 1, 2, ...} de elementos
de U tal que U3

n+1 ⊆ Un para todo n. Sea U0 = X ×X y U1 = V . Supongamos
que se ha definido U0, ..., Un. Como U3 es una base para U, existe W ∈ U

tal que W 3 ⊆ Un; sea Un+1 = W . Entonces, por el Lema 1.1.17, existe una
casi-pseudométrica p ∈ X tal que

Un ⊆ {(x, y) ∈ X ×X : p(x, y) < 2−n} ⊆ Un−1
para todo n ∈ N. Sea q la casi-pseudométrica conjugada de p. Sean τ ’ y σ’
topoloǵıas en X determinadas por p y q respectivamente. Afirmamos que τ ′ ⊆ τ
y σ′ ⊆ σ. Tomemos K ∈ τ ′ y z ∈ K. Entonces existe ε > 0 tal que {y ∈ X :
p(z, y) < ε} ⊆ K. Elijamos n tal que 2−n < ε; entonces Un(z) ⊆ K, y, por lo
tanto, K ∈ τ . Análogamente, se prueba que σ′ ⊆ σ. Si la función f en X se
define como f(y) = p(w, y), entonces f : (X, τ ′, σ′)→ (R, u, l) es bicontinua. En
efecto, los conjuntos {y : p(w, y) < K} y {y : p(w, y) ≤ K} son respectivamente
τ -abierto y σ-cerrado. Por lo tanto, f es bicontinua. De lo anterior, tenemos que
Z = {y ∈ X : f(y) ≥ 1/4} es un conjunto σ-cero, w /∈ Z, y X \ G ⊆ Z. Si
f(z) < 1/4, entonces

z ∈ {y ∈ X : p(w, y) < 1/4} ⊆ U1(w) = V (w) ⊆ G.
En consecuencia, los conjuntos τ -cero forman una base para los conjuntos τ -
cerrados. De forma análoga, se prueba que los conjuntos σ-cero forman una base
para los conjuntos σ-cerrados. Por lo tanto, por la Proposición 1.1.16, (X, τ, σ)
es 2-completamente regular.

1.2. 2-pseudocompacidad

Definición 1.2.1. Sean (X, τ, σ) un biespacio y A ⊆ X. Diremos que A es
2-acotado en (X, τ, σ), si f(A) es un subconjunto acotado de R para toda fun-
ción bicontinua f : (X, τ, σ) → (R, u, l). Diremos que el biespacio (X, τ, σ) es
2-pseudocompacto si X es 2-acotado en śı mismo.
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Teorema 1.2.2. Sean (X, τ, σ) un biespacio y A ⊆ X. Entonces, las siguientes
condiciones son condiciones:

(1) A es 2-acotado en (X, τ, σ).

(2) Toda familia σ-localmente finita U de τ -abiertos no vaćıos en X con
U ∩A 6= ∅ para cada U ∈ U, y cada familia τ -localmente finita V de σ- abiertos
no vaćıos en X con V ∩A 6= ∅ para cada V ∈ V, son finitas.

(3) Para toda sucesión decreciente (Un)n∈N de τ -abiertos no vaćıos en X
con Un ∩ A 6= ∅ para cada n ∈ N, y para cada sucesión decreciente (Vn)n∈N de
σ-abiertos en X con Vn ∩A 6= ∅ para cada n ∈ N, tenemos que⋂

n∈N Un
σ 6= ∅ y

⋂
n∈N Vn

τ 6= ∅.

Demostración. Probemos que (1) implica (2). Supongamos que existe una fa-
milia σ-localmente finita U = {Un : n ∈ N} de τ -abiertos en X no vaćıos tales
que para cada n ∈ N existe xn ∈ Un ∩ A. Entonces, existe una función bicon-
tinua fn : (X,σ, τ) → ([0, n], u, l) tal que fn(xn) = n y fn(y) = 0 para cada
y ∈ X\Un. Sea f = Σn∈Nfn. Queremos mostrar que f es bicontinua en (X, τ, σ).
En efecto, fijemos un x ∈ X y ε > 0. Entonces, existe un σ-abierto σx de x el
cual intersecta sólo una cantidad finita de elementos de U, digamos Un1

, ..., Unr
.

Para todo i ≤ r, existe un σ-abierto Vni
de x tal que fni

(y) − fni
(x) < ε/r

para todo y ∈ Vni . Entonces, f(y) − f(x) = Σi≤r(fni(y) − fni(x)) < ε para
cada y ∈ V ∩Qx, donde V = ∩i≤rVni . Esto muestra que f : (X,σ) −→ (R, u) es
continua. Por hipótesis, existe un τ -abierto Vx de x tal que fni

(x)−fni
(y) < ε/r

para todo i ≤ r y todo y ∈ Vx. Como fn(x) = 0 para todo n 6= ni y para todo
i ≤ r, tenemos que f(x) − f(y) < ε para todo y ∈ Vx. Aśı, f : (X, τ) → (R, l)
es continua. Sin embargo, f no es acotada en A, lo cual es una contradicción.
Por tanto, toda familia σ-localmente finita U de τ -abiertos no vaćıos de X con
U ∩ A 6= ∅, para toda U ∈ U es finita. De manera análoga, podemos mostrar
que toda familia τ -localmente finita V de σ-abiertos de X con V ∩A 6= ∅, para
toda V ∈ V, es finita.

Probemos que (2) implica (3). Sea (Un)n∈N una sucesión decreciente de τ -
abiertos de X no vaćıos tales que Un ∩ A 6= ∅ para toda n ∈ N. Por hipótesis,
{Un : n ∈ N} no es σ-localmente finita y, por lo tanto,

⋂
n∈N Un

σ 6= ∅. Análoga-
mente, tenemos que si (Vn)n∈N una sucesión decreciente de σ-abiertos de X no
vaćıos tales que Vn ∩A 6= ∅ para toda n ∈ N, entonces

⋂
n∈N Vn

τ 6= ∅.

Probemos que (3) implica (1). Supongamos que existe una función bicontinua
f : (X, τ, σ) → (R, u, l) no acotada en A. Podemos suponer que f−1(n,+∞) ∩
A 6= ∅ para toda n ∈ N. Sea Un = f−1(n,+∞) para toda n ∈ N. Entonces,
(Un)n∈N es una sucesión decreciente de σ-abiertos no vaćıos. Por hipótesis, existe
x ∈

⋂
n∈N Un

τ
. Entonces, tenemos que f−1(−∞, f(x)+1) es un τ -abierto de x el

cual no intersecta a Un para toda n ≥ f(x) + 1, pero esto es una contradicción.
Por lo tanto, A es 2-acotado en (X, τ, σ).
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Corolario 1.2.3. Para cualquier biespacio (X, τ, σ) las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) (X, τ, σ) es 2-pseudocompacto;

(2) Si f es una función bicontinua en (X, τ, σ), entonces f es acotada,
inf{f(x) : x ∈ X} ∈ f(X) y sup{f(x) : x ∈ X} ∈ f(X);

(3) Toda familia σ-localmente finita U de τ -abiertos no vaćıos de X, y toda
familia τ -localmente finita V de σ-abiertos no vaćıos de X son finitas;

(4) Para toda sucesión decreciente (Un)n∈N de τ -abiertos no vaćıos de X, y
para toda sucesión decreciente (Vn)n∈N de σ-abiertos no vaćıos de X, tenemos
que

⋂
n∈N Un

σ 6= ∅ y
⋂
n∈N Vn

τ 6= ∅.

Demostración. Por el teorema 1.2.2, las condiciones (1), (3) y (4) son equiva-
lentes.

Es claro que (2) implica (1). Probemos ahora que (1) implica (2). Supon-
gamos que X es 2-pseudocompacto y que r no pertenece a f(X), donde r =

sup{f(x) : x ∈ X}. Sea g : X → R, definida g(x) =
1

r − f(x)
. Entonces g

es una función bicontinua en (X, τ, σ) y no es acotada en X. Esto contradice
que el biespacio (X, τ, σ) es 2-pseudocompacto. Con un razonamiento similar se
prueba que f alcanza el ı́nfimo.

1.3. Grupos paratopológicos

Un grupo paratopológico (G, τ) consiste de un grupo algebraico G dotado de
una topoloǵıa τ con la cual la multiplicación en G es continua. Un grupo para-
topológico es llamado grupo topológico si la inversión es una función continua.

Ejemplo 1.3.1. Sea S la recta de Sorgenfrey, es decir, los números reales R
con la suma y la topoloǵıa τ generada por los intervalos [a, b), donde a, b ∈ R
y a < b. Entonces S es un grupo paratopológico. No obstante, la inversión en S
no es una función continua ya que el conjunto (0, 1] no es abierto en S.

Sea G un grupo. Designaremos el elemento neutro del grupo por e. Fijemos
g ∈ G. Consideremos las funciones λg y ρg, ambas de G en G, definidas como
λg(x) = gx y ρg(x) = xg para cada x ∈ G. La función λg (respectivamente,
ρg) es llamada la traslación izquierda (respectivamente, traslación derecha) de
G por g.

Proposición 1.3.2. Sea G un grupo paratopológico, para todo elemento g ∈ G.
Se verifica,
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a) las funciones λg y ρg son homeomorfismos del grupo paratopológico G en
śı mismo ;

b) para cualquier base de entornos Be de e en G, las familias {gU : U ∈ Be}
y {Ug : U ∈ Be} son una base de entornos de g en G.

Demostración. Probemos a). Como G es un grupo paratopológico, las trasla-
ciones λg y ρg son continuas. Es fácil ver que la inversa de λg es λg−1 , por lo
tanto, λg es un homeomorfismo de G en G. De forma similar se demuestra que
ρg es un homeomorfismo de G en śı mismo. La parte b) se sigue de a).

Un espacio X es homogéneo si para cada par de puntos x, y, existe un ho-
meomorfismo f : X → Y tal que f(x) = y.

Corolario 1.3.3. Todo grupo paratopológico es un espacio homogéneo.

En [35], Pontryagin caracteriza internamente cuándo un grupo algebraico
G dotado de una topoloǵıa τ es un grupo topológico. Haciendo una pequeña
modificación en el resultado de Pontryagin se obtiene en grupos paratopológicos
lo siguiente.

Teorema 1.3.4. ([37]) Sean G un grupo paratopológico y U una base de entor-
nos de la identidad e en G. Entonces:

i) para U, V ∈ U, existe un elemento W ∈ U el cual satisface W ⊆ U ∩ V ;

ii) para cada U ∈ U y cada x ∈ U , existe V ∈ U tal que V x ⊆ U ;

iii) para cada U ∈ U y cada x ∈ G, existe V ∈ U tal que xV x−1 ⊆ U ;

iv) para cada U ∈ U, existe un elemento V ∈ U el cual satisface V 2 ⊆ U .

Rećıprocamente, sean G un grupo y U una familia de subconjuntos de G cuyos
miembros contienen a e que satiface las condiciones i)–iv). Entonces BU =
{Ua : a ∈ G, U ∈ U} es una base para una topoloǵıa τU en G tal que (G, τU) es
un grupo paratopológico. Además, la familia {aU : a ∈ G, U ∈ U} también es
una base para la topoloǵıa τU.

Demostración. Supongamos que G es un grupo paratopológico. La parte i) se
cumple porque U es una base de entornos de e. Los incisos ii) y iii) se siguen
de la continuidad de las funciones ρx y ρx−1 ◦ λx. Como la multiplicación es
continua en G, se satisface iv).

Probemos el rećıproco. Sea U una familia de subconjuntos de G cuyos miem-
bros contienen a e satiface las condiciones i)–iv). Sea τ la familia de conjuntos
W ⊆ G que satisfacen la siguiente condición:

(?) para cada x ∈W , existe U ∈ U tal que Ux ⊆W .

Afirmación 1. τ es una topoloǵıa en G.
En efecto, es claro que el vaćıo y G están en τ . También es claro que la unión
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arbitraria de elementos de τ está en τ . Ahora, tomemos W1,W2 ∈ τ . Pongamos
W = W1 ∩ W2. Veamos que W pertenece a τ . Si tomamos x ∈ W , existen
U1, U2 ∈ U tales que Uix ⊆ Wi para i = 1, 2. Por i), podemos encontrar U ∈ U

tal que U ⊆ U1 ∩U2. Por lo tanto, Ux ⊆W1 ∩W2 = W . Se sigue de lo anterior
que W ∈ τ . Hemos probado la afirmación.

Afirmación 2. Ux ∈ τ para cada x ∈ G y cada U ∈ U.
Tomemos y ∈ Ux. Entonces, yx−1 ∈ U . Por ii), existe un elemento V ∈ U el
cual satisface V yx−1 ⊆ U , es decir, V y ⊆ Ux. Por lo tanto, el conjunto Ux
está en U.

La afirmación 2 y la condición ii) implican lo siguiente:

Afirmación 3. La familia BU = {Ua : a ∈ G,U ∈ U} es una base para la
topoloǵıa τ .

Afirmación 4. La multiplicación en G es continua respecto a la topoloǵıa τ .
Tomemos a, b ∈ G y O un elemento de τ tal que ab ∈ O. Por la definición de
τ , podemos encontrar W ∈ U tal que Wab ⊆ O. La condición iv) garantiza la
existencia de un elemento U ∈ U el cual satisface U2 ⊆W . Por iii), existe V ∈ U

tal que aV a−1 ⊆ U . Se sigue de lo anterior que U(aV a−1) ⊆ U2 ⊆ W , por lo
tanto, UaV b = U(aV a−1)ab ⊆Wab. Queda probada la afirmación.

Afirmación 5. bV ∈ τ para cada b ∈ G y cada V ∈ U.
Tomemos y ∈ bV , es decir, b−1y ∈ V . Por ii), existe W ∈ U tal que Wb−1y ⊆ V .
Aplicando iii), podemos encontrar un elemento U ∈ U el cual satisface b−1Ub ⊆
W . En consecuencia, b−1Uy = (b−1Ub)b−1y ⊆Wb−1y ⊆ V , esto es, b−1Uy ⊆ V .
Por lo tanto, Uy ⊆ bV . Hemos probado la afirmación.

Por último, de la afirmación 5 y la condición iii) se concluye que la familia
{aU : a ∈ G,U ∈ U} también es una base para la topoloǵıa τ .

Si A es un subconjunto de un grupo paratopológico G, definimos el inverso
de A como A−1 = {a−1 : a ∈ A}. Decimos que A es simétrico si A = A−1.

Proposición 1.3.5. Sea G un grupo paratopológico y U una base de entornos
de la identidad e de G. Entonces son equivalentes:

a) G es un grupo topológico;

b) para cada U ∈ U, existe V ∈ U tal que V −1 ⊆ U .

Demostración. a) implica b) porque la inversión es continua en la identidad.
Probemos que b) implica a). Tomemos un abierto O en G y un elemento arbitra-
rio x ∈ O. El conjunto x−1O es una vecindad abierta de e. Como U es una base
local de e, podemos encontrar U ∈ U tal que U ⊆ x−1O. Por hipótesis, existe un
elemento V ∈ U el cual satisface V −1 ⊆ U . Por lo tanto, V ⊆ U−1 ⊆ O−1x. En
consecuencia, x−1 ∈ V x−1 ⊆ O−1. Como G es un grupo paratopológico, V x−1

es una vecindad abierta de x−1. Por lo tanto, el conjunto O−1 es abierto en G.
Hemos demostrado que la inversión es continua en G.
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Teorema 1.3.6. (Teorema sobre epimorfismos continuos). Sean G y H
grupos paratopológicos, ϕ : G→ H un epimorfismo continuo y N = kerϕ. Si la
función σ : G/N → H se define como σ(xN) = ϕ(x), entonces el diagrama

G
ϕ //

π

��

H

σ}}
G/N

es conmutativo y σ es un isomorfismo continuo. Además, si la función ϕ es
abierta, entonces σ es un isomorfismo topológico.

Demostración. La función ϕ está bien definida, porque {ϕ(y)} = ϕ(x)ϕ(N) =
{ϕ(x)}, para cada y ∈ xN . Por el primer teorema de isomorfismos para grupos
algebraicos, σ es un isomorfismo. Como ϕ es continua y π es abierta, σ es un
isomorfismo continuo. Análogamente se prueba que la función σ es abierta si la
función ϕ es abierta.

1.4. Casi-uniformidades
en grupos paratopológicos

Sea (G, τ) un grupo paratopológico, definimos la topoloǵıa conjugada τ−1 en
G como τ−1 = {U−1 : U ∈ τ}. Tenemos que (G, τ−1) es un grupo paratopológi-
co.

Por lo tanto, un grupo paratopológico (G, τ) puede verse como un biespa-
cio (G, τ, τ−1). Los grupos paratopológicos (G, τ) y (G, τ−1) son homeomor-
fos. Basta considerar el homeomorfismo In : (G, τ) → (G, τ−1) definido como
In(x) = x−1 para cada x ∈ G.

Sea (G, τ) un grupo paratopológico con identidad e. Denotemos por N(e)
a la familia de vecindades de e en G. A continuación definiremos algunas casi-
uniformidades en (G, τ). Para cada U ∈ N(e), sea

UL = {(x, y) : x−1y ∈ U};
UR = {(x, y) : yx−1 ∈ U}.

La familia {UL : U ∈ N(e)} es una base para una casi-uniformidad L en G
y la familia {UR : U ∈ N(e)} es una base para una casi-uniformidad R en G.
Sea B = L ∨ R. Usualmente L, R y B son conocidas como la casi-uniformidad
izquierda, derecha y bilateral, respectivamente.

Sea (X, τ) un espacio. Una casi-uniformidad U en X es compatible con (X, τ)
si τU = τ .

Lema 1.4.1. Dado un grupo paratopológico (G, τ), se tiene que:
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1) τL = τ y τL−1 = τ−1;

2) τR = τ y τR−1 = τ−1.

Demostración. Como U−1R (x) = U−1x para cada x ∈ G y cada U ∈ N(e). Por
lo tanto, R es también compatible con (G, τ, τ−1).

Teorema 1.4.2. Si (G, τ, τ−1) es un grupo paratopológico , entonces es casi-
uniformizable.

Demostración. Sea (G, τ, τ−1) un grupo paratopológico. Por el lema anterior,
se cumple que τL = τ y τL−1 = τ−1.

Teorema 1.4.3. Si (G, τ) es un grupo paratopológico , entonces el biespacio
(G, τ, τ−1) es 2-completamente regular.

Demostración. Por el teorema 1.4.2 (G, τ, τ−1) es casi-uniformizable. Utilizan-
do lo anterior y el teorema 1.1.18, tenemos que el biespacio (G, τ, τ−1) es 2-
completamente regular.

El supremo τ∗ = τ ∨ τ−1 es una topoloǵıa de grupo en G y G∗ = (G, τ∗) se
llama el grupo topológico asociado a G. Observemos que τ∗ es la mı́nima de las
topoloǵıas de grupo en G que contienen a τ .

Definición 1.4.4. Sea G un grupo. Una función casi-valor absoluto para G es
una función no negativa de valores reales ρ en G tal que

(1) ρ(e) = 0;

(2) ρ(xy) ≤ ρ(x) + ρ(y) para cada x, y ∈ G;

(3) Si ρ(xn)→ 0, entonces ρ(axna
−1)→ 0 para cada a ∈ G.

Como una consecuencia inmediata de esta definición obtenemos lo siguiente.

Proposición 1.4.5. Sea ρ una función absolutamente casi-valuada en el grupo
G. Entonces la función d definida en G × G como d(x, y) = ρ(x−1y) (o como
d(x, y) = ρ(yx−1)) es una casi-pseudométrica en G tal que (G, τd) es un grupo
paratopológico.

Definición 1.4.6. Sea G un grupo y d una casi-pseudométrica en G. En-
tonces d se denomina invariante por la izquierda si para cada a, x, y ∈ G,
d(ax, ay) = d(x, y); invariante por la derecha si d(xa, ya) = d(x, y); y se de-
nomina biinvariante si es invariante por la izquierda y es invariante por la
derecha.
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El siguiente resultado se obtiene directamente aplicando las definiciones.

Proposición 1.4.7. Si la casi-pseudométrica d es invariante por la izquierda
(derecha), entonces d−1 también lo es.

Proposición 1.4.8. Si (G, τ) es un grupo paratopológico y d es una casi-
pseudométrica invariante por la izquierda (derecha) en G tal que τd = τ , enton-
ces τd−1 = τ−1.

Demostración. Supongamos que d es invariante por la izquierda. Dado que
(G, τ) es primero numerable, (G, τ−1) es también primero numerable. Al ser
primero numerable, la topoloǵıa queda caracterizada por las sucesiones conver-
gentes. Como xn → x (respecto a τ−1) si, y sólo si, x−1n → x−1 (respecto a τ) se
tiene que el hecho x−1n x→ e (respecto a τ) es equivalente a que d(e, x−1n x)→ 0.
De aqúı se deduce que, τd−1 = τ−1.

Todo grupo topológico primero numerable es metrizable. Este resultado es
falso en grupos paratopológicos (la recta de Sorgenfrey). No obstante, el si-
guiente resultado establece que todo grupo paratopológico primero numerable
es casi-pseudometrizable.

Teorema 1.4.9. Todo grupo paratopológico (G, τ) primero numerable admite
una casi-pseudométrica compatible invariante por la izquierda.

Demostración. Sea (Un) una base numerable de vecindades de e. Por el Teorema
1.3.4, existe una base numerable (Vn) de vecindades de e tal que V0 = G y
V 3
n ⊆ Vn−1 para cada n ∈ N. Definamos una función no negativa de valores

reales P en G como

P (x) =

{
0, si x ∈ Vn para todo n ∈ ω;
2−n, si x ∈ Vn \ Vn+1.

En consecuencia,
(1) P (e) = 0;
(2) xn → e (respecto a τ) si, y sólo si, p(xn)→ 0.
Más aún, P (abc) ≤ 2max{P (a), P (b), P (c)} para cada a, b, c ∈ G. De lo anterior
podemos concluir que

P (a1a2...an) ≤ 2Σni=1P (ai).

En consecuencia, definamos la función ρ : G→ R tal que

ρ(x) = inf{Σki=1P (aia
−1
i−1) : a0 = e, ak = x, kfinita}.

Por la Proposición 1.4.5 la función d definida en G × G como d(x, y) =
ρ(x−1, y) es una casi-pseudométrica en G, la cual es invariante por la izquierda.
Mostraremos que d es compatible con (G, τ). Observemos que ρ(x) ≤ P (x) ≤
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2ρ(x) para cada x ∈ G. En consecuencia, xn → x (respecto a τ) si, y sólo si,
x−1xn → e (respecto a τ) si, y sólo si, P (x−1xn → 0) si, y sólo si, ρ(x−1xn)→ 0
si, y sólo si, x, xn → 0.

En consecuencia, τd = τ ; por la Proposición 1.4.8, τd−1 = τ−1.

Como una consecuencia inmediata del Teorema anterior, tenemos lo siguien-
te.

Corolario 1.4.10. Todo grupo paratopológico (G, τ) primero numerable admite
una casi-pseudométrica compatible invariante por la derecha.

Demostración. Sea d la casi-pseudométrica invariante por la izquierda obtenida
en el Teorema 1.4.9. Es fácil comprobar que la función d′ definida en G×G como
d′(x, y) = d(y−1, x−1) es una casi-pseudométrica compatible invariante por la
derecha con (G, τ).



Caṕıtulo 2

Grupos paratopológicos
2-pseudocompactos

2.1. 2-pseudocompacidad y compacidad tenue

En este caṕıtulo daremos una introducción a los grupos paratopológicos 2-
pseudocompactos.

Definición 2.1.1. Un grupo paratopológico (G, τ) es 2-pseudocompacto si el
biespacio (G, τ, τ−1) es 2-pseudocompacto.

La siguiente proposición nos proporciona una caracterización de los grupos
paratopológicos 2-pseudocompactos que permite utilizar sólo una de las topo-
loǵıas τ o τ−1.

Proposición 2.1.2. Un grupo paratopológico (G, τ) es 2-pseudocompacto si y
sólo si para cada sucesión decreciente {Un : n ∈ ω} de abiertos no vaćıos en G
se tiene que ⋂

n∈ω
U−1

τ
6= ∅.

Demostración. La familia {U−1n : n ∈ ω} es una sucesión decreciente de abiertos

no vaćıos en (G, τ−1). Por el Teorema 1.2.2 tenemos que
⋂
n∈ω U

−1τ 6= ∅. Vea-
mos la implicación contraria. Supongamos que para cada sucesión decreciente
{Un : n ∈ ω} de abiertos no vaćıos en (G, τ) se satisface

⋂
n∈ω U

−1τ 6= ∅. Pro-
bemos que para cada sucesión decreciente {Vn : n ∈ ω} de abiertos no vaćıos

en G, la intersección
⋂
n∈ω Vn

τ−1

es no vaćıa. Por hipótesis,
⋂
n∈ω V

−1
n

τ
6= ∅. Al

ser la función de tomar inversos In : (G, τ) → (G, τ−1) un homeomorfismo, se

tiene que,
⋂
n∈ω Vn

τ−1

=
⋂
n∈ω In

(
V −1n

τ)
6= ∅. Por el Teorema 1.2.2, podemos

concluir que el biespacio (G, τ, τ−1) es 2-pseudocompacto.

25
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Si no hay confusión posible utilizaremos V −1n en lugar de V −1n

τ
.

Es inmediato por la proposición anterior que todo grupo paratopológico
numerablemente compacto es 2-pseudocompacto.

Probaremos a continuación, algunas propiedades de los grupos paratopológi-
cos que necesitaremos y que no han sido enunciadas en el caṕıtulo anterior.

Proposición 2.1.3. Si (G, τ) es un grupo paratopológico, entonces para cual-
quier subconjunto A de (G, τ) se satisface:

A =
⋂

U∈N(e)

AU−1 =
⋂

U∈N(e)

U−1A.

Demostración. El punto x está en A si y sólo si la intersección xU ∩ A no es
vaćıa para cada U ∈ N(e); equivalentemente, si y sólo si, x ∈ AU−1 para cada
U ∈ N(e). Lo anterior muestra que A =

⋂
U∈N(e)AU

−1. De forma similar se

prueba que A =
⋂
U∈N(e) U

−1A.

Corolario 2.1.4. Sea A un subconjunto de un grupo paratopológico (G, τ).
Entonces, A ⊆ AU−1 y A ⊆ U−1A para cada U ∈ N(e).

Lema 2.1.5. Sea (G, τ) un grupo paratopológico. Si U, V ∈ N(e) satisfacen
V 2 ⊆ U , entonces V −1 ⊆ U−1.

Demostración. Por el corolario anterior, V −1 ⊆ V −1V −1 ⊆ U−1.

Recordemos que un un espacio (X, τ) es un espacio de Baire si la intersección
de cada sucesión decreciente de abiertos densos es un conjunto denso.

Un espacio X es homogéneo si para cada par de puntos x, y, existe un ho-
meomorfismo f : X → Y tal que f(x) = y.

Teorema 2.1.6. Todo grupo paratopológico (G, τ) 2-pseudocompacto es un es-
pacio de Baire.

Demostración. Sea {Vn : n ∈ N} una sucesión decreciente de conjuntos densos
abiertos de (G, τ). Como (G, τ) es un espacio homogéneo, es suficiente probar
que W ∩ (

⋂
n∈N Vn) 6= ∅, para cada W ∈ N(e). Construiremos por inducción dos

sucesiones {xn ∈ G : n ∈ ω} y {Wn ∈ N(e) : n ∈ ω} tales que para cada n ∈ ω:

(*) (xn+1Wn+1)−1 ⊆ (xn+1Wn+1)−1 ⊆ (xnWn ∩ Vn+1)−1.

Sean W0 = W y x0 = e. Elijamos xn ∈ (G, τ) y Wn ∈ N(e) los cuales
satisfacen la condición (*). Tomemos xn+1 ∈ (G, τ) y Wn+1 ∈ N(e) tales que
xn+1W

2
n+1 ⊆ xnWn ∩ Vn+1, entonces

(xn+1Wn+1)−1 ⊆ (xn+1Wn+1)−1 = W−1n+1x
−1
n+1 = W−1n+1x

−1
n+1

⊆W−1n+1W
−1
n+1x

−1
n+1 = (xn+1W

2
n+1)−1 ⊆ (xnWn ∩ Vn+1)−1.
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Esto completa la inducción. Por (*), tenemos que xn+1Wn+1 ⊆ xnWn ⊆W ⊆ U
para cada n ∈ ω. Como (G, τ) es 2-pseudocompacto, podemos seleccionar g ∈ G
tal que

g ∈
⋂
n∈ω

(xn+1Wn+1)−1 ⊆
⋂
n∈ω

(xnWn ∩ Vn+1)−1 ⊆W−1 ∩ (
⋂
n∈N

V −1n ).

Por lo tanto, W ∩ (
⋂
n∈N Vn) 6= ∅. Esto completa la prueba.

Un espacio topológico X es T1 si, y sólo si, los subconjuntos de X formados
por un único punto son cerrados. Un espacio topológico X es T3, si para cada

punto x ∈ X y cualquier conjunto cerrado F ⊂ X tal que x no pertenece a F ,
existen entornos Ux de x y VF de F tales que Ux ∩ VF = ∅.

Un espacio topológico X que es T1 y T3 se denomina regular.

Proposición 2.1.7. Un espacio topológico X es un espacio regular si, y sólo si,
para cada x ∈ X y cada conjunto abierto V que contiene a x, existe un conjunto
abierto U que contiene a x tal que U ⊂ V .

Demostración. Supongamos que X es un espacio regular. Sean x ∈ X y V un
conjunto abierto que contiene a x. Por definición de regular, existen conjuntos
abiertos U1, U2 tales que x ∈ U1, X \ V ⊂ U2 y U1 ∩ U2 = ∅. En consecuencia,
U1 ⊂ X \U2 ⊂ V , lo cual implica que U1 ⊂ V , dado que X \U2 es un conjunto
cerrado. Rećıprocamente probemos ahora que X es un espacio regular. Para
ello, tomemos x ∈ X y F un conjunto cerrado tal que x /∈ F . Sea V = X \ F .
Notemos que V es conjunto abierto que contiene a x. Por hipótesis, existe un
conjunto abierto W que contiene a x tal que W ⊂ V . Consideremos los conjuntos
abiertos U1 = W y U2 = X \W los cuales son disjuntos, tales que x ∈ U1 y
F = X \ V ⊂ X \W = U2.

2.2. Regularización
de un grupo paratopológico

Es interesante notar que de la definición de espacio regular podemos inducir
que todo espacio regular es un espacio de Hausdorff.

Dado un espacio (X, τ), se define la semirregularización de τ como τr =
{intU : U ∈ τ}. La topoloǵıa τr es más débil que τ y el espacio r(X) = (X, τr)
es llamado la semirregularización de X. Es fácil probar que si X es Hausdorff,
el espacio r(X) es Hausdorff. Si (G, τ) es un grupo paratopológico, entonces al
espacio r(G) = (G, τr) lo llamaremos la regularización de G debido al siguiente
hecho:
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Teorema 2.2.1. Si (G, τ) es un grupo paratopológico, entonces r(G) = (G, τr)
es un grupo paratopológico T3. En consecuencia, si r(G) es regular cuando (G, τ)
es Hausdorff.

Demostración. La familia Br = {intU : U ∈ NG(e)} es una base local de la
identidad e en r(G). Veamos que r(G) es un grupo paratopológico; para ello,
es suficiente probar que la familia Br satisface las condiciones de Pontryagin
enunciadas en el Teorema 1.3.4.

La condición i) se cumple porque la intersección de dos abiertos regulares es
un abierto regular.

Para la condición ii), tomemos U ∈ NG(e) y x ∈ intU . Como intU es τ -
abierto en G, existe V ∈ NG(e) tal que V x ⊆ intU . En consecuencia, (intV )x =

int(V x) ⊆ int(intU) = intU .
La parte iii) se satisface debido a que las traslaciones izquierdas y derechas

son homeomorfismos de (G, τ) en (G, τ).
Probemos la condición iv). Tomemos U ∈ NG(e). Como (G, τ) es un grupo

paratopológico, existe V ∈ NG(e) tal que V 2 ⊆ U . Por la continuidad de la

multiplicación en G, tenemos que V
2 ⊆ U . Como intV es abierto en G, tenemos

que (intV )2 ⊆ int(V 2
) ⊆ intU .

De lo anterior podemos concluir que r(G) es un grupo paratopológico. Vea-
mos que r(G) es T3. La semirregularización de un espacio topológico tiene los
mismos abiertos regulares que el espacio de partida. Sabemos que la familia Br
consiste en abiertos regulares en G, por lo tanto, la familia Br está formada
de abiertos regulares en r(G). Tomemos O ∈ Br. La igualdad intτrO

τr
= O

se satisface porque O ha de ser un abierto regular en r(G). Como (G, τ) es
un grupo paratopológico, existe W ∈ Br tal que W 2 ⊆ O. En consecuencia
WW

τr ⊆ W
τr
W

τr ⊆ O
τr

. Aśı, W
τr ⊆ intτrO

τr
= O. Hemos probado que

(G, τr) es un grupo paratopológico T3. La prueba queda completa dado que
(G, τ) es un espacio homogéneo.

Dado un grupo G, un subconjunto S ⊆ G es un subsemigrupo de G si para
cada x, y ∈ S se tiene que xy ∈ S.

Teorema 2.2.2. Todo grupo paratopológico T3 (G, τ) 2-pseudocompacto es un
grupo topológico.

Demostración. Supongamos que (G, τ) no es un grupo paratopológico . En-
tonces existe una vecindad U ∈ N(e) tal que V * U−1 ⊂ (U−1)2 para cada
V ∈ N(e). Por inducción construiremos una sucesión {Ui : i ∈ ω} de vecinda-
des abiertas de la identidad e de G tal que U0 ⊂ U y U2

i+1 ⊂ Ui para cada
i ∈ ω. Sea F =

⋂
{Ui : i ∈ ω}. Entonces F es un subsemigrupo de (G, τ).

Como el grupo G es 2-pseudocompacto, existe un punto x ∈ G tal que x ∈⋂
i∈ω (Ui \ U−1)−1 ⊂ U−1i ⊂

⋂
(U−1i )2 ⊂ F−1. Además, x ∈ (U0 \ U−1)−1 ⊂

(U0 \ U−1)−1 ⊂ U−10 \ U ⊂ G \U. Como x /∈ U0, existe una vecindad W ∈ N(e)
tal que W ⊂ U1 y Wx∩U0 = ∅. Sean m,n ∈ ω y n > m ≥ 1. Si Wxn∩Wxm 6= ∅,
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entonces ∅ 6= Wx ∩Wxm+1−n ⊂ Wx ∩ U1F ⊂ Wx ∩ U2
1 ⊂ Wx ∩ U0 = ∅. Por

lo tanto, {Wxi : i ≥ 1} es una familia infinita de conjuntos disjuntos. Elijamos
una vecindad V ∈ N(e) tal que V 2 ⊂ W. Como G es 2-pseudocompacto, existe

un punto y ∈
⋂
n≥1 (

⋃
i≥n V x

i)−1. En consecuencia, existen números m,n ∈ ω
tales que n > m ≥ 1 y yV ∩ (V xm)−1 6= ∅ y yV ∩ (V xn)−1 6= ∅. Entonces,
y−1 ∈ V 2xm ∩ V 2xn ⊂ Wxm ∩Wxn. Esta contradicción prueba que G es un
grupo topológico.

Recordemos que un espacio X se denomina tenuemente compacto si cada
familia localmente finita de abiertos en X es finita. En el caso de espacios de
Tychonoff el concepto coincide con el de pseudocompacidad, es decir, con la
propiedad de que toda función real y continua definida en X es una función
acotada.

Es un hecho bien conocido el siguiente resultado.

Lema 2.2.3. Sea (X, τ) un espacio topológico, U y V abiertos disjuntos, en-
tonces intU ∩ intV = ∅.

Demostración. Supongamos que U ∩ V = ∅. Sea V un conjunto abierto, V C es
un conjunto cerrado. Para cualquier conjunto W , tenemos que: intW ⊆W .

U ∩ V = ∅

intU ∩ V = ∅

intU ∩ V = ∅

intU ∩ intV = ∅

Rećıprocamente, supongamos que intU ∩ intV = ∅. Es suficiente observar que
para cualquier conjunto abierto W , tenemos que W ⊆ intW .

De la propiedad anterior se deduce inmediatamente el siguiente resultado.

Lema 2.2.4. Un espacio X es tenuemente compacto si, y sólo si, su semirre-
gularización r(X) es tenuemente compacto.

Corolario 2.2.5. Todo grupo paratopológico 2-pseudocompacto es tenuemente
compacto

Demostración. Sea (G, τ) un grupo paratopológico 2-pseudocompacto. La re-
gularización (G, τr) del grupo (G, τ) es un grupo paratopológico T3, el cual es
2-pseudocompacto. Ahora basta aplicar el teorema anterior para completar la
prueba.
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Cabe señalar que el rećıproco no se cumple. Lo cual veremos en un ejemplo
posterior.

Recordemos que N(e) denota al conjunto de vecindades abiertas de e en G.
Un grupo semitopológico G es T1 si, y sólo si, para cada x ∈ G \ {e}, exis-
te V ∈ N(e) tal que x /∈ V , es decir,

⋂
V ∈N(e) V = {e}, equivalentemente,⋂

V ∈N(e) V
−1 = {e}. Tomando como base este hecho, tenemos la siguiente defi-

nición.

Definición 2.2.6. Sea G un grupo semitopológico T1. El número de simetŕıa
de G, denotado por Sm(G), es el mı́nimo cardinal κ tal que para cada vecindad
U de e en G, existe una familia γ ⊆ N(e) tal que

⋂
V ∈γ V

−1 ⊆ U y |γ| ≤ κ.

Un grupo semitopológico T1 G satisface Sm(G) = 1 si, y sólo si, G es un gru-
po cuasitopológico, es decir, un grupo semitopológico con inversa continua. Las
siguientes tres proposiciones se deducen fácilmente de la definición de número
de simetŕıa (los espacios involucrados en dichas proposiciones son considerados
T1).

Proposición 2.2.7. Si K es un subgrupo del grupo semitopológico G, entonces
se tiene la desigualdad Sm(K) ≤ Sm(G).

El pseudocarácter de un punto x en un espacio T1 X se define como el número
cardinal más pequeño de la forma |U|, donde U es una familia de subconjuntos
abiertos de X tales que

⋂
U = {x}; este número cardinal es denotado por

ψ(x,X). El pseudocarácter de un espacio T1 X se define como el supremo de
todos los números ψ(x,X) para cada x ∈ X; este número cardinal es denotado
por ψ(X). Al ser un espacio homogéneo, el número ψ(g,G) es el mismo para
cada g ∈ G

Proposición 2.2.8. Cada grupo semitopológico G satisface Sm(G) ≤ ψ(G),
donde ψ(G) es el pseudocarácter de G.

Proposición 2.2.9. Sea G =
∏
i∈I Gi el producto de una familia de grupos

semitopológicos tales que Sm(Gi) ≤ κ para cada i ∈ I. Entonces Sm(G) ≤ κ.

Diremos que un espacio X es de Lindelöf, si toda cubierta abierta de X,
tiene una subcubierta numerable.

La noción de espacio de Lindelöf conduce a la definición de número de Lin-
delöf.

El menor número cardinal m tal que toda cubierta abierta de un espacio X
tiene un refinamiento abierto de cardinalidad ≤ m se define como número de
Lindelöf y se denota como l(X).

El siguiente resultado relaciona el número de Lindelöf y el número de simetŕıa
de un grupo paratopológico (G, τ).

Proposición 2.2.10. Si (G, τ) es un grupo paratopológico T1, entonces se sa-
tisface la desigualdad Sm(G) ≤ l(G).
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Demostración. Tomemos U ∈ N(e). Como G es un grupo paratopológico T1,
para cada x ∈ G \U existe Vx ∈ N(e) tal que e /∈ xV 2

x , es decir, V −1x ∩ xVx = ∅.
La familia {xVx : x ∈ G \ U} es una cubierta abierta del cerrado G \ U , por
lo tanto, existe un subconjunto S ⊆ G \ U tal que |S| ≤ l(G) y la familia de
abiertos {xVx : x ∈ S} cubre a G\U . De lo anterior se sigue que

⋂
x∈S V

−1
x ⊆ U

y |S| ≤ l(G \ U). Por lo tanto, Sm(G) ≤ l(G).

Proposición 2.2.11. Sea (G, τ) un grupo paratopológico 2-pseudocompacto.
Entonces (G, τ) es un grupo topológico si y sólo si Sm(G) ≤ ω.

Demostración. Es claro que si (G, τ) es un grupo topológico, entonces Sm(G) ≤
ω. Probemos el rećıproco. Supongamos que (G, τ) tiene número de simetŕıa
numerable. Sea U ∈ N(e). Por la continuidad de la multiplicación en G existe
V ∈ N(e) tal que V 2 ⊆ U . Por hipótesis, existe una sucesión {Vn : n ∈ ω} ⊆
N(e) tal que

⋂
V −1n ⊆ V . Como (G, τ) es un grupo paratopológico, podemos

suponer que V 2
n+1 ⊆ Vn para cada n ∈ ω. Aplicando el Lema 2.1.5, tenemos

que V −1n+1 ⊆ V −1n para todo n ∈ ω y, por lo tanto,
⋂
n∈ω V

−1
n =

⋂
n∈ω V

−1
n . Si

existe n ∈ ω tal que Vn ⊆ V −1, entonces Vn ⊆ V −1 ⊆ V −2 ⊆ U−1 con lo cual
terminaŕıamos la demostración. Supongamos lo contrario, es decir, Vn\V −1 6= ∅
para cada n ∈ ω. Tenemos lo siguiente:⋂

n∈ω
V −1n \ (V −1)−1 ⊆

⋂
n∈ω

V −1n \ V ⊆ (
⋂
n∈ω

V −1n ) \ V = (
⋂
n∈ω

V −1n ) \ V = ∅.

Lo anterior contradice la 2-pseudocompacidad de (G, τ). Por lo tanto, (G, τ) es
un grupo topológico.

Corolario 2.2.12. Todo grupo paratopológico 2-pseudocompacto de pseudo-
carácter numerable es un grupo topológico.

Demostración. Es consecuencia de la Proposición 2.2.8 y la Proposición 2.2.11.

Corolario 2.2.13. Sea G =
∏
i∈I Gi el producto de grupos paratopológicos

Lindelöf. Si K es un subgrupo 2-pseudocompacto de G, entonces K es un grupo
topológico.

Demostración. Por las proposiciones 2.2.7, 2.2.9 y 2.2.10 se tiene Sm(K) ≤ ω.
Como K es 2-pseudocompacto, aplicando la proposición 2.2.11 obtenemos el
resultado.

Lema 2.2.14. Sea T = {z ∈ C : |z| = 1} la circunferencia unitaria con su
topoloǵıa usual. Si z ∈ T de orden infinito, entonces {zn : n ∈ ω} es denso en
T.
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Lema 2.2.15. Sean (G, τ) un grupo paratopológico con identidad e, B una base
local en e y S un subsemigrupo de G el cual contiene a e. Entonces, existe una
topoloǵıa σ ⊇ τ en G tal que (G, σ) es un grupo paratopológico y Bs = {S ∩B :
B ∈ B} es una base local de e en (G, σ).

Como hemos mencionado antes, el siguiente ejemplo muestra que el rećıproco
del Corolario 2.2.5 no se cumple.

Ejemplo 2.2.16. Existe un grupo paratopológico Hausdorff primero numerable
tenuemente compacto G, que no es un grupo topológico. En consecuencia, G no
es 2-pseudocompacto.

Demostración. Sea T = {z ∈ C : |z| = 1} la circunferencia unitaria y π : R→ T
el homomorfismo cociente tal que π(x) = e2πxi para cada x ∈ R. En lo sucesivo
consideraremos a R como un espacio vectorial sobre el campo Q de los números
racionales. En consecuencia, existe una base B del espacio vectorial R con 1 ∈ B.
Elijamos un elemento arbitrario y0 ∈ B \ {1}. Sea x0 = π(y0). Consideremos
el homomorfismo de espacios vectoriales f : R → Q tal que f(B \ {y0}) =
{0} y f(y0) = 1. Probemos que existe una única función g : T → Q tal que
f = g ◦ π. En efecto, el núcleo de π es Z y f(Z) = {0}. Por lo tanto, g existe
y es única. Además, g es continua porque f es continua y π es abierta. Sea
S = {0}∪{x ∈ T : g(x) > 0}. Por el Lema 2.2.15, existe una topoloǵıa de grupo
paratopológico σ en T tal que la familia Un = {S ∩ π(−1/n, 1/n) : n > 0} es
una base local de la unidad. Sea G = (T, σ). Probemos que S es denso en G.
En efecto, sea x ∈ G. Queremos ver ahora que xUn ∩ S 6= ∅, para cada n ∈ N.
Luego, existe n ∈ N tal que n > −g(x). Por el Lema 2.2.14, existe m ∈ N tal que
(xn0 )m = xmn0 ∈ π(−1/n, 1/n). Sea y = xmn0 . De la definición de S se sigue que
x0 ∈ S. Como S es subsemigrupo, y ∈ S. Tenemos que y ∈ Un. Lo cual implica
que xy ∈ xUn, notemos que g(xy) = g(x) + g(y) = mn+ g(x) > 0. Por lo tanto,
xy ∈ S. De este modo, xy ∈ xUn ∩ S. Calculemos ahora la regularización r(G)

de G. Para cada n ∈ N, tenemos IntG

(
Un

G
)

= IntG

(
S ∩ π(−1/n, 1/n)

G
)

=

IntG

(
π(−1/n, 1/n)

G
)

= IntG (π[−1/n, 1/n]) = π(−1/n, 1/n). Denotemos por

τ , a la topoloǵıa usual del grupo T. Se sigue de lo anterior que r(G) = (T, τ).
Como r(G) es pseudocompacto, el Lema 2.2.4 implica que G es tenuemente
compacto.

Recordemos que un grupo algebraico G es periódico si todo elemento tiene
orden finito.

Proposición 2.2.17. Si (G, τ) es un grupo paratopológico periódico y de Baire,
entonces (G, τ) es un grupo topológico.

Demostración. Sean (G, τ) un grupo y B
′

= ∩{U−1 : U ∈ N(e)}. De la de-
finición de B

′
, se deduce que es cerrado. un subconjunto cerrado de G. Dado

que B
′

es un semigrupo periódico, vemos que B
′

es un grupo. Para cada n > 1
sea Gn = {x ∈ G : xn ∈ B

′}. Como el grupo G es Baire, existe un número
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n > 1 tal que el conjunto Gn tiene interior no vaćıo. Por consiguiente, existen
un punto x ∈ Gn y una vecindad U de la identidad de G tal que (xu)n ∈ B′

para cada u ∈ U . Entonces V −1 ⊂ B
′
(xV )n−1x para cada subconjunto V de

U . Sea U1 una vecindad arbitraria de la identidad de G. Entonces xn ∈ B′U1.
Por la continuidad de la multiplicación, existe una vecindad W ⊂ U tal que
(xW )n−1x ⊂ B′U1. Como B

′ ⊂ U1, vemos que W−1 ⊂ B′U1 ⊂ U2
1 .

Corolario 2.2.18. Si (G, τ) es un grupo paratopológico 2-pseudocompacto, en-
tonces (G, τ) es un espacio de Baire.

Lema 2.2.19. Sean (G, τ) un grupo paratopológico , K ⊂ G un subespacio
compacto, F ⊂ G un conjunto cerrado, y K ∩ F = ∅. Entonces existe una
vecindad U de la identidad tal que UK ∩ F = ∅.

Demostración. Para cada punto x ∈ K existe una vecindad Vx de la identidad
tal que Vxx∩F = ∅. Sea Ux una vecindad de la identidad tal que U2

x ⊂ Vx. Existe
una familia finita F tal que K ⊂

⋃
{Uxx : x ∈ F}. Sea U =

⋂
{Ux : x ∈ F}.

Entonces UK ∩ F ⊂ U
⋃
{Uxx : x ∈ F} ∩ F ⊂

⋃
{U2

xx : x ∈ F} ∩ F = ∅.

Ejemplo 2.2.20. Sea (G, τ) la recta de Sorgengrey y consideremos el conjunto
F = {−1/n : n ∈ N}. Es fácil ver que F es un subconjunto cerrado de (G, τ)
pero U ∩ U + F 6= ∅ para cada vecindad U del cero.

Lema 2.2.21. (Numakura) Todo semigrupo S compacto que cumple con las
leyes de cancelación izquierda y derecha es un grupo topológico.

Demostración. Supongamos que S satisface las leyes de cancelación izquierda y
derecha

aS = Sa = S

para cada a ∈ S. Sea a0 ∈ S y elijamos e ∈ S tal que ea0 = a0. En consecuencia,
para cualquier a ∈ S, tenemos que a0x = a para algún x ∈ S y, por lo tanto,
ea = ea0x = a0x = a. Lo cual implica que e es la identidad izquierda. La
existencia del inverso por la izquierda es inmediato. Por lo tanto, S es un grupo.
Para mostrar que S es un grupo topológico, basta con mostrar que la inversión es
continua. Sea U un subconjunto abierto de S; tenemos que probar que V = U−1

es abierto. Para ello, sea la red xα en V ′, α ∈ D convergente a x0 ∈ S. Todo x−1α
está en U ′ y por la compacidad de U ′, existe una subred x−1β , β ∈ E, de x−1α , y

un elemento y ∈ U ′ tal que ĺım
β
x−1β = y. Por la continuidad de la multiplicación,

x0y = ĺım
β
x−1β = xβx

−1
β = e. Es decir, x0 = y−1 ∈ V ′. Por lo tanto, V ′ es un

conjunto cerrado y V es un conjunto abierto.
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Proposición 2.2.22. Todo grupo paratopológico Hausdorff 2-pseudocompacto
que contiene un conjunto compacto Gδ no vaćıo es un grupo topológico.

Demostración. Supongamos que (G, τ) es un grupo paratopológico Hausdorff 2-
pseudocompacto. Sea K ⊆ G un conjunto Gδ, compacto y no vaćıo. Supongamos
que (G, τ) no es un grupo topológico. En consecuencia, existe una vecindad
U ∈ N(e) tal que V * U−1 ⊂ (U−1)2 para cada vecindad V ∈ N(e).

Por inducción utilizando el Lema 2.2.19 podemos construir una familia de
sucesiones {Vi : i ∈ ω} de vecindades abiertas de la identidad e de (G, τ)
tal que V0 = U , V 2

i+1 ⊂ Vi para cada i ∈ ω y
⋂
{ViK : i ∈ ω} = K. Sea

H =
⋂
{Vi : i ∈ ω}. La construcción de H implica que H es un semigrupo.

Además, como V −1i+1 ⊂ V −1i+1V
−1
i+1 ⊂ V −1i para cada i ∈ ω, vemos que H−1 es un

subconjunto cerrado de G. Además, HK ⊂
⋂
{ViK : i ∈ ω} = K, aśı H ⊂ GK .

Dado que GK es un grupo, entonces H−1 también está incluido en GK , de esta
manera H−1 es un semigrupo topológico compacto que cumple con las leyes de
cancelación. Por el Lema 2.2.21, H−1 es un grupo. Tenemos que Vi * U−1 para
cada i ∈ ω. Dado que el grupo G es 2-pseudocompacto, existe un punto x ∈ G
tal que xW−1 ∩ (Vi \ U−1) 6= ∅ para cada W ∈ N(e) y cada i > 0. Entonces

xW−1∩(Vi\U−1) 6= ∅ y Wx−1∩(V −1i \U) 6= ∅. Por lo tanto, x−1 ∈ V −1i ⊂ V −1i−1.

En consecuencia, x ∈ H−1. Pero H−1 = H ⊂ U ∩ U−1 y U−1 ∩ (Vi \ U−1) = ∅.
Esta contradicción prueba que G es un grupo topológico.

Lema 2.2.23. Sea G un grupo paratopológico que no es un grupo topológico.
Entonces, existe una vecindad abierta U ∈ N(e) tal que U ∩ U−1 es denso en
ninguna parte en G, es decir, el interior de la cerradura de U ∩ U−1 es vaćıo.

Demostración. La operación de los inversos en G es discontinua. En consecuen-
cia, también es discontinua en e, por lo que podemos elegir una vecindad abierta
W ∈ N(e) tal que e /∈ int(W−1). Como la multiplicación en G es continua, es
posible hallar una vecindad abierta U ∈ N(e) tal que U3 ⊂W . Recordemos que
el conjunto U ∩ U−1 es denso en ninguna parte. Supongamos lo contrario. En
consecuencia, existe un conjunto abierto V no vaćıo tal que V ⊂ U ∩ U−1. Por
el Corolario 2.1.4, se sique que V ⊂ U ∩ U−1 ⊂ (U∩U−1)U−1 ⊂ U−2. Entonces,
V U−1 ⊂ U−3 ⊂W−1. Notemos que V ∩ U 6= ∅, y el conjunto V U−1 es abierto
en G. Por lo tanto, e ∈ V U−1 ⊂ int(W−1), lo cual es una contradicción.

Teorema 2.2.24. Supongamos que G es un grupo paratopológico T3 tenuemente
compacto. Entonces G es un grupo topológico.

Demostración. Supongamos lo contrario. Por el Lema 2.2.23, existe una vecin-
dad abierta U ∈ N(e) tal que U ∩U−1 es denso en ninguna parte. Sea W ∈ N(e)
tal que WW ⊂ U . Definamos a O = W \U ∩ U−1. En consecuencia, O ⊂W ⊂ O
y O−1 ∩ U = ∅. Fijemos una sucesión de conjuntos abiertos {Mn : n ∈ ω} en
X tal que G = ∩{Mn : n ∈ ω}. Además, definiremos una sucesión de conjuntos
abiertos {Un : n ∈ ω} en X y una sucesión {xn : n ∈ ω} de elementos de G
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de tal forma que xn ∈ Un. Sea U0 = M0, y x0 cualquier punto de O. Suponga-
mos ahora que, para algún n ∈ ω, se define un subconjunto abierto Un de X y
xn ∈ G ∩ Un. Dado que e ∈ W ⊂ O, tenemos que xn ∈ xnO = xnO. Como Un
es una vecindad abierta de xn, se sigue que Un ∩ xnO 6= ∅. Tomemos a xn+1

cualquier punto de Un ∩ xnO. Notemos que xn+1 ∈ G, dado que xnO ⊂ G. Por
la regularidad de X, podemos encontrar una vecindad abierta Un+1 de xn+1 en
X tal que la clausura de Un+1 está contenida en Un ∩Mn, y Un+1 ∩G ⊂ xnO.
La definición de los conjuntos Un y los puntos xn, para cada n ∈ ω, queda
completada. Notemos que Ui ⊂ Uj siempre que j < i. Tenemos también que
xn+1 ∈ xnO, para cada n ∈ ω. Sea F =

⋂
n∈ω Un. Claramente, F ⊂ G, y

F =
⋂
n∈ω Un 6= ∅, dado que X es pseudocompacto. El conjunto FW es una

vecindad abierta de F en G. Denotemos a P = FW en X, y H = X \ P en X.
Se puede mostrar que H ∩F = ∅. En efecto, supongamos lo contrario, y fijemos
x ∈ F ∩H. Como FW es una vecindad abierta de F en G, dado que x ∈ F , se
sigue que existe una vecindad abierta O(x) de x en X tal que O(x)∩G ⊂ FW .
En consecuencia, como G es denso en X, tenemos que O(x) ⊂ P . Por otra parte,
si x ∈ H, entonces, O(x) ∩ (X \ P ) es no vaćıo, lo cual es una contradicción.
Aśı que, H ∩ F = ∅. De la pseudocompacidad de X y de la definición de F , se
sigue que Uk ∩H = ∅, para algún k ∈ ω(dado que Ui ⊂ Uj siempre que j < i).
Entonces Uk ⊂ P . Dado que xk ∈ Uk ∩G, tenemos que xk ∈ FW . Por lo tanto,
F ⊂ Uk+2 ∩G ⊂ xk+1O ⊂ xk+1W . Además,

xk ∈ FW ⊂ xk+1WW.

Teniendo en cuenta que xk+1 ∈ xkO, obtenemos xk ∈ xkOWW . Por lo tanto,
e ∈ OWW ⊂ OU . Aśı que, O ∩ U−1 6= ∅. Dado que O ⊂ U , se sigue que
O ∩ (U ∩ U−1) = O ∩ U−1 6= ∅, lo cual es una contradicción.

Proposición 2.2.25. Sea (X, τ) un espacio topológico. Entonces (X, τ) es te-
nuemente compacto si, y sólo si, r(X) es tenuemente compacto.

Demostración. Supongamos que (X, τ) es tenuemente compacto. Sea U una fa-
milia de abiertos no vaćıos en r(X) localmente finita. Dado que τr ⊂ τ , la familia
U es localmente finita en (X, τ). En consecuencia, U es finita ya que (X, τ) es
tenuemente compacto. Por lo tanto, r(X) es tenuemente compacto. Rećıpro-
camente, supongamos que r(X) la semirregularización de (X, τ) es tenuemente
compacto. Queremos mostrar que (X, τ) es tenuemente compacto. Para ello, sea
U una familia de abiertos no vaćıos en (X, τ) localmente finita. Veamos que U

es finita. Sea x ∈ X, por hipótesis, existe Ux ∈ τ tal que Ux intersecta a un
número finito de elementos de U. Sea U

′
= {intU : U ∈ U} ⊂ τr. Considere-

mos intUx ∈ τr. Supongamos por el contrario que para una cantidad infinita de
elementos de U, intU ∩ intUx 6= ∅, lo cual contradice la elección de Ux. Por lo
tanto, (X, τ) es tenuemente compacto.
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Proposición 2.2.26. Sea (X, τ) el producto de una familia {(Xi, τi) : i ∈ I}
de espacios topológicos. Entonces r(

∏
i∈I Xi) =

∏
i∈I r(Xi).

Demostración. Como ambos espacio tienen el mismo conjunto subyacente, es
suficiente probar que los espacios r(

∏
i∈I Xi) y

∏
i∈I r(Xi) comparten una base.

Sea B el conjunto de abiertos canónicos del producto (X, τ). Como B es una
base para la topoloǵıa τ en X, la familia r(B) = {IntU : U ∈ B} es una base
para el espacio r(

∏
i∈I Xi). En donde el interior y la cerradura son tomados en

el producto.
Ahora, tomemos U ∈ B con U =

∏
i∈I Ui y casi todos los conjuntos Ui

coinciden con Xi, excepto un número finito de elementos de I. Como U ∈ B

tenemos que IntU =
∏
i∈I IntτiUi

τi
. Sabemos que los conjuntos de la forma∏

i∈I IntτiUi
τi

forman una base para el espacio
∏
i∈I r(Xi). Se sigue de lo ante-

rior que la familia r(B) es base para los espacios r(
∏
i∈I Xi) y

∏
i∈I r(Xi).

2.3. Grupos paratopológicos T0

Proposición 2.3.1. Si G es un grupo paratopológico , entonces K es un sub-
grupo invariante de G y el homorfismo cociente π : G −→ G/K cumple que
U = π−1π(U), para cada conjunto abierto U ⊆ G.

Demostración. Sea P =
⋂

N(e). De la definición de K, tenemos que e ∈ K y
K−1 = K. Dado que los automorfismos de G son automorfismos de G sobre
él mismo, vemos que K es invariante en G. Veamos que K es un subgrupo de
G. Elijamos un elemento arbitrario x ∈ K. Para ello, verifiquemos que xP ⊆
P y Px ⊆ P . Dado un elemento U ∈ N(e), tenemos que x ∈ K ⊆ U . En
consecuencia, e ∈ x−1U y x−1U ∈ N(e). Por definición de P , tenemos que P ⊆⋂
U∈N(e) x

−1U = x−1
⋂
N(e) = x−1P , equivalentemente, xP ⊆ P . Utilizando

un argumento similar, se muestra que Px ⊆ P . Nuevamente, sea x un elemento
de K. Entonces, x−1 ∈ K dado que K es simétrico. Por lo tanto, Px−1 ⊆ P ,
equivalentemente, xP−1 ⊆ P−1. También xP ⊆ P , y, por lo tanto, de lo anterior
tenemos que x(P ∩ P−1) ⊆ P ∩ P−1, es decir, xK ⊆ K. Por lo tanto, K es un
subgrupo de G. Afirmamos que KU = U , para cada conjunto abierto U de G.
Efectivamente, supongamos por contradicción que existe un elemento x ∈ K y
un conjunto abierto U no vaćıo en G tal que xU \U 6= ∅. Entonces existe a ∈ U
tal que xa /∈ U . Por lo tanto, V = Ua−1 ∈ N(e) y x ∈ K \ V 6= ∅, lo cual
contradice la definición de K. Sea π : G −→ G/K el homomorfismo cociente. Se
sigue de la afirmación anterior que U = π−1π(U), para cada conjunto abierto
U ⊆ G. Se puede mostrar que el grupo cociente G/K es un T0-espacio. En efecto,
sea un elemento y ∈ G \ K distinto del elemento neutro del grupo cociente,
tomemos x ∈ G tal que π(x) = y. Entonces, x /∈ K, aśı que, existe U ∈ N(e),
donde x /∈ U ∩ U−1. Si x /∈ U , entonces la igualdad U = π−1π(U) implica que
y /∈ π(U). Si x /∈ U−1, entonces x−1 /∈ U y, de igual manera, y−1 /∈ π(U). Lo
cual implica que y /∈ π(U−1). En cualquier caso, y /∈ V ∩V −1, donde V = π(U)
es una vecindad abierta del elemento neutro e ∈ G/K. Supongamos que y1 y
y2 son elementos distintos de G/K. Entonces y1y

−1
2 6= e, aśı que, existe una
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vecindad abierta V de e ∈ G/K tal que y1y
−1
2 /∈ V ∩ V −1. En cualquier caso,

y1 /∈ V y2 o y2 /∈ V y1. Por lo tanto, G/K es un T0-espacio.

Sea (G, τ) un grupo paratopológico. Si K =
⋂
{U ∩U−1 : U ∈ N(e)}, enton-

ces denotamos al grupo cociente G/K como T0(G). En lo sucesivo utilizaremos
esta notación.

Teorema 2.3.2. Sean G un grupo paratopológico y π : G → T0(G) el homo-
morfismo cociente. Si f es una función continua de G en un espacio X el cual
es T0, entonces existe una función continua g : T0(G)→ X, tal que f = g ◦ π

G
π //

f

��

T0(G)

g
||

X

Demostración. Veamos que f es constante en cada clase lateral. Supongamos
lo contrario. Para ello, tomemos x, y ∈ G tales que x−1y ∈ K y f(x) 6= f(y).
Como X es T0, existe un abierto V en X que contiene exactamente a sólo uno
de los puntos f(x) y f(y). Sin pérdida de generalidad que V contiene a f(x)
y no a f(y). En consecuencia, el abierto W = f−1(V ) contiene a x y no a y.
Tomemos U ∈ N(e) tal que xU ⊆W . Se sigue de lo anterior que

y ∈ xK ⊆ x(U ∩ U−1) ⊆ xU ⊆W.

Lo anterior es una contradicción. Por lo tanto, f es constante en cada cla-
se lateral. Este hecho nos garantiza que la función g : T0(G) → X dada por
g({xK}) = f(x) está bien definida. Como π es abierta y f es continua, tene-
mos que g es continua. Además, por la definición de g, podemos concluir que
f = g ◦ π.

Corolario 2.3.3. Un grupo paratopológico G es un grupo topológico si, y sólo
si, T0(G) es grupo topológico.

Demostración. Si G es un grupo topológico, entonces T0(G) es también un gru-
po topológico visto como cociente de G. Inversamente, supongamos ahora que
T0(G) es un grupo topológico. Sea U un conjunto abierto en G, π(U) es abierto
en T0(G). Dado que T0(G) es grupo paratopológico , tenemos que π(U)−1 es
abierto. Por la proposición anterior π−1(π(U)−1) = U−1K = U−1. Como U es
abierto y π es homomorfismo continuo, tenemos que U−1 es abierto en G.

Proposición 2.3.4. Un grupo paratopológico G es tenuemente compacto si, y
sólo si, el grupo paratopológico T0(G) es tenuemente compacto.
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Demostración. Si el grupo G es tenuemente compacto, entonces el grupo T0(G)
es la imagen continua de un espacio tenuemente compacto. Por lo tanto, T0(G)
es tenuemente compacto. Ahora supongamos que el grupo T0(G) es tenuemente
compacto. Sea U una familia localmente finita de subconjuntos abiertos del
espacio G y K =

⋂
{U
⋂
U−1 : U ∈ N(e)}. Entonces UK = K para cada

conjunto abierto U del espacio G. Sea π : G→ T0(G) el homomorfismo cociente.
En consecuencia, la familia {π(U) : U ∈ U} también es localmente finita. Dado
que el espacio T0 es tenuemente compacto, la familia {π(U) : U ∈ U} es finita.
Por lo tanto, U también es finita.

Proposición 2.3.5. Sea G el producto de una familia {Gi : i ∈ I} de grupos
paratopológicos. Entonces, T0(G) ∼=

∏
i∈I T0(Gi).

Demostración. Sean e la identidad de G y ei la identidad de Gi. Definamos K =⋂
U∈N(e)(U ∩ U−1) y Ki =

⋂
V ∈N(ei)

(V ∩ V −1). Es fácil ver que K =
∏
i∈I Ki.

Además, T0(G) = G/K y T0(Gi) = Gi/Ki para cada i ∈ I. Sea πi : Gi → T0(Gi)
el homomorfismo cociente, para cada i ∈ I. Definamos la función f : G →∏
i∈I T0(Gi) como el producto de las funciones πi. Como πi es un homomorfismo

continuo, abierto y sobreyectivo para cada i ∈ I, tenemos que f también es un
homomorfismo continuo, abierto y sobreyectivo. Por el teorema 1.3.6, podemos
concluir que G/kerf ∼=

∏
i∈I T0(Gi). Es claro que kerf =

∏
i∈I Ki = K. Se

sigue de lo anterior que

T0(G) = G/K = G/kerf ∼=
∏
i∈I

T0(Gi).

Teorema 2.3.6. (Comfort-Ross) Si G es un grupo topológico T0, entonces G
es completamente regular.

Teorema 2.3.7. El producto de una familia de grupos topológicos pseudocom-
pactos es pseudocompacto.

Teorema 2.3.8. El producto de una familia de grupos paratopológicos tenue-
mente compactos es tenuemente compacto.

Demostración. Sea {Gi : i ∈ I} una familia de grupos paratopológicos tenue-
mente compactos. Consideremos el producto

∏
i∈I Gi y r(

∏
i∈I Gi) la semirregu-

larización de dicho producto. Por la Proposición 2.2.26, r(
∏
i∈I Gi =

∏
i∈I r(Gi).

Por el Teorema 2.2.1, r(Gi) es un grupo paratopológico T3. Ahora utilizando
la Proposición 2.2.25, r(Gi) es tenuemente compacto. En virtud del Teorema
2.2.24, la regularización r(Gi) es un grupo topológico. Consideremos T0(r(Gi)).
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Por los resultados 2.3.1–2.3.4, se tiene que T0(r(Gi)) es un grupo topológico T0
tenuemente compacto. Del Teorema 2.3.6, se tiene que T0(r(Gi)) es un grupo
topológico pseudocompacto. Por el Teorema 2.3.7,

∏
i∈I T0(r(Gi)) es un gru-

po topológico pseudocompacto. Por la Proposición 2.3.5,
∏
i∈I(T0(r(Gi))) ∼=

T0(
∏
i∈I r(Gi)). Utilizando el Corolario 2.3.3 y la Proposición 2.3.4, se tiene que∏

i∈I r(Gi) es un grupo topológico tenuemente compacto. Se sigue de la Proposi-
ción 2.2.26, que

∏
i∈I r(Gi) = r(

∏
i∈I Gi) es tenuemente compacto. Finalmente,

por la Proposición 2.2.25, se tiene que
∏
i∈I Gi) es tenuemente compacto.
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Caṕıtulo 3

Grupos paratopológicos
C-compactos

3.1. Definiciones y propiedades

En este caṕıtulo se mostrarán algunas de las propiedades de los grupos pa-
ratopológicos C-compactos.

Sea {As}s∈S una familia de subconjuntos de un espacio topológico X. Dire-
mos que {As}s∈S es localmente finita, si para cada x ∈ X existe una vecindad
U de x tal que el conjunto {s ∈ S : U ∩As 6= ∅} es finito. La familia {As}s∈S se
denomina discreta, si para cada x ∈ X existe una vecindad U de x que intersecta
a lo sumo un elemento de {As}s∈S .

Un grupo paratopológico G se dice precompacto, si para cada V ∈ N(e),
existe un subconjunto finito A de G, tal que AV = V A = G.

Teorema 3.1.1. Todo grupo topológico pseudocompacto es precompacto.

Demostración. Sea (G, τ) un grupo topológico . Supongamos que (G, τ) no es
precompacto. En consecuencia, existe una vecindad U ∈ N(e) y una sucesión de
puntos {xk} en (G, τ) tal que

xk /∈
⋃
n<k

xnU

para cada k. Elijamos una vecindad simétrica V ∈ N(e) para la cual V 4 ⊂ U ,
tomemos una función continua no negativa fk sobre G para cada entero positivo
k, tal que fk(xk) = k y fk = 0 /∈ xkV .
Dado que la sucesión {xkV } es localmente finita, la función f de valores reales
definida sobre G por la relación

f(x) = Σ∞k=1fk(x)

es continua. Dado que f no es acotada, el grupo G no es pseudocompacto.

41
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Teorema 3.1.2. (Arhangel’skii y Reznichenko) Supongamos que G es un grupo
topológico, H un grupo paratopológico y ϕ : G→ H un homomorfismo sobreyec-
tivo continuo. Si G es un grupo precompacto, entonces H es un grupo topológico.

Demostración. Supongamos que H no es un grupo topológico. Por el Lema
2.2.23, existe una vecindad U del neutro en H tal que U ∩ U−1 es denso en
ninguna parte. SeaW una vecindad simétrica del neutro enG tal que ϕ(W ) ⊂ U .
Dado que G es un grupo precompacto, existe un conjunto finito A ⊂ G, tal que
G = AW . En consecuencia, M = ϕ(W ) ⊂ U ∩ U−1 es denso en ninguna parte
y BM = H, donde B = ϕ(A). Por lo tanto, H es la unión finita de conjuntos
densos en ninguna parte, lo cual es una contradicción.

3.2. C-compacidad

El siguiente resultado es conocido, por lo cual omitimos su demostración.

Proposición 3.2.1. Un espacio X es pseudocompacto si y sólo si X es Tycho-
noff y f(X) es compacto en R para cada función continua f : X → R.

Si A es un subconjunto de X. Diremos que A es C-compacto en (X, τ, σ)
si f(A) es un subconjunto compacto de R para cada f ∈ C(X, τ ∨ σ). Un
grupo paratopológico (G, τ) se dice C-compacto, si el biespacio (G, τ, τ−1) es
C-compacto.

Lema 3.2.2. Si la función h : (X, τ, σ) → (Y, τ∗, σ∗) es bicontinua, entonces
h : (X, τ ∨ σ)→ (Y, τ∗ ∨ σ∗) es continua.

Demostración. Sabemos que la familia B = {U ∩ V : U ∈ τ∗, V ∈ σ∗} es una
base para la topoloǵıa τ∗∨σ∗. Tomemos U ∈ τ∗ y V ∈ σ∗, entonces h−1(U∩V ) =
h−1(U)∩h−1(V ). Como h es bicontinua, el conjunto h−1(U)∩h−1(V ) es abierto
en (X, τ ∨ σ).

Proposición 3.2.3. Sea el biespacio C-compacto (X, τ, σ). Si h es una función
bicontinua de (X, τ, σ) sobre el biespacio (Y, τ∗, σ∗), entonces (Y, τ∗, σ∗) es C-
compacto.

Teorema 3.2.4. (Romaguera, Sanchis) Un grupo paratopológico T0 es C-com-
pacto si, y sólo si, es un grupo topológico pseudocompacto.

Demostración. Sea (G, τ) un grupo paratopológico T0 C-compacto. Por defini-
ción, f(G) es un subconjunto compacto de R para cada f ∈ C(G, τ ∨ τ−1). Lo
anterior implica que el grupo topológico (G, τ ∨ τ−1) es pseudocompacto. Por el
teorema 3.1.1, (G, τ) es C-compacto dado que τ ∨τ−1 = τ . La función identidad
es un isomorfismo continuo de (G, τ ∨ τ−1) sobre (G, τ). Se sigue del teorema
3.1.2 y de la pseudocompacidad de (G, τ ∨τ−1) se deduce que (G, τ) es un grupo
topológico pseudocompacto.

Rećıprocamente, supongamos que (G, τ) es un grupo topológico pseudocom-
pacto. En consecuencia, τ = τ−1. La proposición 3.2.1 implica que (G, τ) es
C-compacto.
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Teorema 3.2.5. Un grupo paratopológico (G, τ) es C-compacto si, y sólo si, G
es un grupo topológico tenuemente compacto.

Demostración. Supongamos que (G, τ) es C-compacto. Sea π : G → T0(G) el
homomorfismo cociente. Definamos π(τ) = {π(U) : U ∈ τ}. En consecuencia,
T0(G) = (G/K, π(τ)). Tenemos que π : (G, τ, τ−1) → (G/K, π(τ), π(τ)−1) es
una función bicontinua. Por la Proposición 3.2.3, (T0(G), π(τ)) es un grupo
paratopológico T0 y C-compacto. Por la Proposición 3.2.4 tenemos que T0(G)
es un grupo topológico pseudocompacto. La Proposición 2.3.4 dice que G es
tenuemente compacto si, y sólo si, T0(G) es tenuemente compacto. Concluimos
que G es tenuemente compacto. Además, el Corolario 2.3.3 implica que G es un
grupo topológico.

Ahora, supongamos que G es un grupo topológico tenuemente compacto. En
consecuencia, τ = τ−1 = τ ∨ τ−1. Sea f : (G, τ)→ R una función continua. Por
el teorema 2.3.2, existe una función continua g : T0(G) → R tal que f = g ◦ π,
donde π : G → T0(G) es el homomorfismo cociente. Como G es un grupo to-
pológico, T0(G) también es un grupo topológico T0 y, por lo tanto Tychonoff. La
compacidad tenue de G implica que T0(G) es un grupo topológico pseudocom-
pacto. Se sigue de la proposición 3.2.1 que f(G) = g(π(G)) es un subconjunto
compacto de R. Hemos probado que G es C-compacto.

Corolario 3.2.6. El producto de grupos paratopológicos C-compactos es C-
compacto.

La demostración de este resultado se obtiene como consecuencia del teorema
anterior y el Teorema 2.3.8.
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Bibliograf́ıa

[1] O.T. Alas, M. Sanchis, Countably compact paratopological groups, Semi-
group Forum 74 (2007) 423–438.

[2] Arhangel’skii, A. V., On topological and algebraic structure of extremally
disconnected semitopological groups, Comment. Math. Univ. Carolin. 41
no. 4 (2000), 803–810.

[3] Arhangel’skii, A. V., Topological invariants in algebraic environment, In:
Recent Progress in General Topology II, M. Hušek and J. van Mill, Eds.,
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