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Introduccion

La idea de estudiar las estructuras algebraicas mediante la introduccion de
una cierta convergencia o, en términos modernos, una topologia, tiene una larga
tradicién que se remonta al siglo diecinueve. De esta forma surgieron los grupos
topolégicos, definidos al inicio como grupos de Lie o como ciertos grupos de
transformaciones analiticas de variedades euclideanas (ver [14]). En otras pala-
bras, muchos de esos grupos aparecieron como grupos de simetrias de ciertos
espacios de gran interés en aquel momento. Esta es la razdén por la que los grupos
topoldgicos son simétricos: la operacion inversa es un homeomorfismo.

Al inicio de los anos treinta del siglo pasado, se produjo un avance impre-
sionante en el desarrollo de este campo: Peter and Weyl probaron su famoso
teorema sobre representaciones de grupos compactos (ver [33]), teorema que, a
su vez, permitié a Pontryagin y van Kampen desarrollar la teoria de dualidad
para grupos topolégicos conmutativos localmente compactos. Son enormes las
contribuciones a la teoria de los grupos topoldgicos realizadas en el siglo veinte. A
grandes rasgos, las mas importantes de estas contribuciones explotan la simetria
de esta estructura, sin la cual los argumentos originales no funcionan.

Sin embargo, las necesidades de varias ramas de las Matematicas revelaron
la importancia del estudio de ciertas estructuras algebraicas dotadas con una
topologia, donde la relacién entre las operaciones algebraicas con la topologia es
asimétrica. Uno de los ejemplos més impactantes de este fenémeno es el teorema
de Ellis sobre la existencia de idempotentes en cada semigrupo topoldgico por
la izquierda compacto (ver [15, 16]). Lo sencillo de la formulacién del resultado
combinado con lo profundo de su contenido han convertido el resultado en una
verdadera joya de las Matematicas. Entre las innumerables aplicaciones del teo-
rema de Ellis encontramos varias que permiten estudiar particiones finitas de
los nimeros naturales y encontrar partes infinitas bien estructuradas en algin
elemento de la particién (ver [25, 27]).

Los grupos semitopoldgicos (grupos algebraicos dotados de una topologia
para la cual la operacién es separadamente continua) y paratopoldgicos (semi-
grupos topoldgicos con estructura algebraica de grupo) tienen una relacién més
estrecha entre la topologia y las operaciones algebraicas comparada con la exis-
tente en los semigrupos topoldgicos por la izquierda. Sin embargo, esta relaciéon
sigue siendo asimétrica y complicada. En los tltimos treinta anos han aparecido



6 INTRODUCCION

decenas de articulos dedicados a aclarar esta relacién, y marcar la diferencia
entre estas estructuras y la de grupo topoldgico por un lado, y entre si por el
otro (ver [1]-[9], [10]-[12], [15], [18]-[21], [32]-[36], [39], [46], entre otros).

La tesis se centra en el estudio de varias cuestiones que se han revelado
de gran interés en Algebra Topoldgica concernientes a grupos paratopoldgicos,
cuestiones que han saltado al primer plano en este campo en los ultimos 10-15
anos. La idea es realizar una recopilacién sistematica de dos técnicas funda-
mentales en su estudio (su relacién con la teoria de los espacios bitopolégicos
y la nocién de regulacién de un espacio topoldgico) y de los resultados més
relevantes relacionados con dos conceptos cercanos a la compacidad en el con-
texto de los grupos paratopolégicos y su relacién con la topologia asimétrica:
la 2-pseudocompacidad y la C-compacidad. El objetivo es elaborar un material
de forma metddica y ordenada como paso previo a la investigacién en el marco
de una tesis doctoral de problemas abiertos en este campo. A continuacién se
presenta una exposiciéon breve de estos aspectos.

Estructura de la tesis

Grupos paratopoldgicos via biespacios

En el primer capitulo se pretende explicar como puede explotarse en el es-
tudio de los grupos paratopolégicos el hecho de que pueden verse como un
espacio bitopolégico (en lo sucesivo, un biespacio). Recordemos que una terna
ordenada (X, 7, o) se denomina un biespacio si tanto 7 como o son topologias
sobre X. Una funcién f : (X, 7, 0) — (Y, 7*, 0*) se dice que es bicontinua si
f:(X,7)— (Y, ™y f:(X, o) — (Y, 6*) son funciones continuas.

Si £(e) es el filtro de entornos de la identidad de un grupo paratopoldgico
(G, 7), entonces la familia {U" | U € £(e) } define una topologfa 7!, deno-
minada la conjujada de 7, de forma que (G, 771) es un grupo paratopolégico
homeomorfo a (G, 7). Por lo tanto, (G, 7) puede entenderse, de forma natural,
como el biespacio (G, 7, 771). Es un hecho bien conocido que (G, 7V 771) es
un grupo topolégico de Hausdorff si (G, 7) es un espacio topoldgico Tp.

Recordemos que una casiuniformidad en un conjunto X es un filtro U en
X x X tal que (i) cada miembro de U es una relacién reflexiva, y (ii) para cada
U € U, existe V € U tal que V2 C U. El par (X,U) se denomina un espacio
casiuniforme. Si U es una casiuniformidad en X, U= = {U~! | U € U} es una
casiuniformidad en X, la denominada casiuniformidad conjugada de U.

Un biespacio (X, 7, o) es casiuniformizable si existe una casiuniformidad
U en X tal que la topologia inducida en la forma usual por U coincide con
7 y la inducida por U™t coincide con o. Un grupo paratopoldgico (G,7) es
casiuniformizable via la la casiuniformidad izquierda que tiene como base la
familia

UL ={(z,y) |z 'y € U}



INTRODUCCION 7

para cada entorno de la identidad U y su conjugada (de forma andloga, mediante
la casiuniformidad derecha cuya definicion es clara a partir de la anterior y su
conjugada). Es interesante resaltar que Uz, V U~ es una uniformidad en G que
induce la topologia 7V 771,

Los hechos anteriores permiten estudiar los grupos paratopolégicos mediante
las técnicas de la teoria de biespacios y las técnicas de la teoria de la topologia
asimétrica. La idea de este apartado es analizar como estos hechos pueden uti-
lizarse para estudiar distintos tipos de bicompactaciones y compleciones (desde
el punto de vista asimétrico) para un grupo paratopoldgico .

2-pseudocompacidad

En el segundo capitulo se expone uno de los problemas que se presentan de
forma natural en la Teoria de los biespacios, el cual es encontrar una genera-
lizacién adecuada del concepto de pseudocompacidad. No hay forma tinica de
extender este concepto y su estudio da lugar a diversos conceptos que en el caso
de un espacio topoldgico de Tychonoff (X,7) (considerado como el biespacio
(X, 7,7) coinciden con la nocién de pseudocompacidad (véase [18]).

Una de estas nociones es el concepto de 2-pseudocompacidad. Si las letras u
y [ representan respectivamente la topologia superior y la topologia inferior de
los niimeros reales R, un biespacio (X, 7, o) se denomina 2-pseudocompacto si
toda funcién bicontinua f : (X, 7, 0) — (R, u, ) es una funcién acotada en R.

En el contexto de los grupos paratopolégicos, la siguiente caracterizacién de
la 2-pseudocompacidad se ha revelado como especialmente 1itil:

Teorema ([18], Corolario 1.5 (7)). Un biespacio (X, o, 7) es 2-pseudocom-
pacto si, y sélo si, para toda sucesiéon decreciente (Up,), <. de conjuntos no
vacios g-abiertos de X, y para toda sucesién decreciente (V) de conjuntos
no vacios 7-abiertos de X, se tiene

nw

Np<cw € U, Z0y Npew ¢l V, #0.
< (X.Q) #0y < (X.P) #

Resaltemos que el teorema anterior implica que todo grupo paratopoldgico
numerablemente compacto es 2-pseudocompacto. La 2-pseudocompacidad se ha
revelado como una herramienta muy importante en el estudio del clasico pro-
blema de encontrar propiedades bajo las cuales un grupo paratopoldgico es un
grupo topoldgico. En este contexto, puede consultarse (entre otros) el articulo
[1]. En este apartado recopilaremos los resultados de grupos paratopoldgicos
relacionados con el concepto de 2-pseudocompacidad con el objetivo de siste-
matizar las técnicas utilizadas y analizar la relacién de este concepto con el
de bicompactacién de Stone-Cech de un grupo paratopolégico cuando lo ve-
mos como un biespacio. Este aspecto liga de forma natural con el concepto de
C-compacidad como se pone de manifiesto en el tercer capitulo.
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C-compacidad

Finalmente, en el tercer capitulo veremos que todo biespacio 2-pseudocom-
pacto es C-compacto. A diferencia del concepto de 2-pseudocompacidad (ver
Teorema 3.2) no existe una caracterizacién interna de esta nocién ni siquiera en
el campo de los grupos paratopolégicos. No obstante, el hecho de que un biespa-
cio (X, 0,7) es C-compacto si, y sélo si, admite solo casiuniformidades acotadas,
permite interesantes aplicaciones en la teoria de los grupos paratopolégicos. Co-
mo ejemplo podemos citar el siguiente resultado. Un importante teorema de
Comfort y Ross [13] establece que un grupo topolégico de Hausdorff es pseudo-
compacto si, y sélo si, su compactacién de Stone-Cech es un grupo topolégico.
Este resultado plantea el problema de caracterizar cuando la bicompactacion
de Stone-Cech de un grupo paratopolégico es también un grupo paratopolégico.
Gracias a las propiedades de las casiuniformidades acotadas es posible obtener
el siguiente resultado:

Teoremal[41, Proposicién 3.4] Dado un grupo paratopoldgico (G, ) Ty, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) (G, T) es un grupo paratopolégico C-compacto.
(ii) (G, T) es un grupo topolégico pseudocompacto.
(iii) La bicompactacién de Stone-Cech de (G, 7) es un grupo paratopoldgico.

El resultado anterior pone de manifiesto dos hechos: la importancia del con-
cepto de casiuniformidad en el campo de los grupos paratopolégicos y que todo
grupo paratopolégico C-compacto y Ty es, en realidad, un grupo topoldgico.
Esta 1ltima propiedad contrasta con el caso de los grupos 2-pseudocompactos:
Ravsky construye en [39] un ejemplo de un grupo paratopolégico numerable-
mente compacto (por consiguiente, 2-pseudocompacto) que no es un grupo to-
pologico. En este apartado explotaremos esta diferencia sustancial entre ambos
conceptos para analizar las disimilitudes esenciales entre las casiuniformida-
des inducidas en un grupo paratopolégico 2-pseudocompacto y un grupo pa-
ratopoldgico C-compacto, en particular, como construir grupos paratopoldgi-
cos 2-pseudocompactos que admitan casiuniformidades no acotadas. También
estudiaremos las propiedades de las casiuniformidades de los subconjuntos C-
compactos (es decir, el concepto relativizado de C-compacidad) de un grupo
paratopolégico.



Capitulo 1

Espacios bitopolégicos

1.1. Conceptos basicos

Una terna ordenada (X, 7, 0) se denomina un espacio bitopoldgico si tanto 7
como o son topologias sobre X. En lo sucesivo escribiremos biespacio al hacer
referencia a un espacio bitopoldgico.

Dado el biespacio (X, 7,0), definimos la topologia supremo 7V o de las to-
pologias 7 y ¢ como la topologia que tiene como base a la familia {uNv: u €
T,V € 0}

De la definicién anterior se deduce que rC7Voyo CTVo.

Definicién 1.1.1. El biespacio (X, 1,0) se denomina 2-T si para cada pareja
de puntos distintos en X existe un T-abierto que contiene a uno de ellos pero
no contiene al otro o un o-abierto que contiene a uno de ellos pero no contiene
al otro.

El motivo de la definiciéon anterior se resalta en la siguiente proposicién.

Proposicién 1.1.2. El biespacio (X, 7,0) es 2-Ty si, y sélo si, el espacio to-
poldgico (X, 7V o) es Tp.

Demostracién. Supongamos que (X,7V o) es Ty. Sean z,y € X dos puntos
distintos , existe U en Vo talquex e Uyy ¢ Uox ¢ U yy € U . Sin pérdida
de generalidad supongamos que € U y y ¢ U. Tenemos que U = V1NV;, donde
VieryVo€o. Comoy ¢U,y¢Vioy¢ Vo Sin pérdida de generalidad
asumamos que y ¢ V1 € 7. Ademds, z € V1 NV, C V; € 7. Esto demuestra que
(X,7,0) es 2-Ty.

Ahora probemos la otra implicacién. Para ello, consideremos el biespacio
(X, 7,0) el cual es 2-Tj. Sean x,y € X dos puntos distintos, por hipdtesis existe
un conjunto U tal que U € 7 6 U € o y, ademés U contiene exactamente a uno
de los puntos z,y. Supongamos, sin pérdida de generalidad que U € 7,z € U y
y ¢ U.Al darse la inclusiéon 7 C 7V o, (X, 7V o) es Tp. O

9
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Corolario 1.1.3. Si (X, 7) o (X,0) son T, entonces (X, 7V o) es Tp.

El siguiente ejemplo muestra que el reciproco del corolario 1.1.3 es falso.

Definamos los siguientes espacios
X =A{z,y, 2}

T = {{z,y, 2}, {0}, {z, 2}, {y}}
o= {{x,y,z},{@},{x,y},{z}}
Vo= {0}, {«}, {u}, {z}, {x, 9} {, 2}, {v, 2}, {2, 9, 2} }.

Es facil comprobar que ni 7 ni o son topologias Tj. Sin embargo, 7V o es la
topologia discreta.

Definicién 1.1.4. Una funcidn f: (X, 7,0) = (Y, 7%,0%) se dice que es bicon-
tinua si f (X, 7) = (Y, 7%) y [ : (X,0) = (Y,0%) son funciones continuas.

Sea (X,7) un espacio topolégico, diremos que una funcién f : X — R
es 7-Isc si la funcién es semicontinua inferiormente. De forma similar es 7-usc
si la funcién es semicontinua superiormente. En lo sucesivo, denotaremos por
u a la topologia en los numeros reales generada por la familia de conjuntos
{(=00,a) : a € R} y por [ a la topologia en los niimeros reales generada por
la familia de conjuntos {(a,o0) : a € R}. Ademds, el simbolo I representard al
intervalo [0, 1]. Notemos que una funcién f : (X,7,0) — (R, u,l) es bicontinua
si, y solo si, f es T-usc y o-lsc.

Definicién 1.1.5. FEl biespacio (X, 7,0) se denomina 2-completamente regular
si para cada x € X y cada T-cerrado P que no contiene a x, existe f: (X, 7,0) —
(I, u, I) bicontinua tal que f(x) =0y f(P) C {1}; y para cada o-cerrado Q que
no contiene a x, existe g: (X,7,0) — (L u, 1) bicontinua tal que g(x) = 1 y

9(Q) € {0}.
Diremos que los biespacios (X, 7,0) y (Y, 7*,0%) son isomorfos si existe una
funcién bicontinua y biyectiva f : (X, 7,0) = (Y, 7%,0%) tal que
oy, 0% = (X, 71,0)

también es bicontinua.

Definicién 1.1.6. El biespacio (X, T,0) se denomina 2-Hausdorff si dados dos
puntos distintos x,y € X, existen un conjunto T-abierto U y un conjunto o-
abierto V tales quex € U, y € V yUNV =0 o un conjunto T-abierto U y un
conjunto o-abierto V tales quex €V, y € U yUNV = {.
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Una consecuencia inmediata de la definicién anterior es que si (X, 7,0) es
2-Hausdorff, entonces (X, 7V o) es Hausdorff.

Diremos que el biespacio (X, 7,0) es 2-Tychonoff si es 2-completamente re-
gular y 2-Hausdorff.

Proposicién 1.1.7. Si (X, 7,0) es 2-Hausdorff y A C X, entonces el biespacio
(A, 7)a,004) es 2-Hausdorff.

Demostracion. Sean z,y € A dos puntos distintos y A C X. Como X es 2-
Hausdorff, podemos suponer sin pérdida de generalidad que existen U € 7 y
Veotalesquex e U,y eV yUNV = (. Para probar que A es 2-Hausdorff,
basta considerar (U N A) € 74, (VN A) € 0)a. O

Sea una familia {(Xa,7a,04);@ € A} de biespacios, definimos el producto
de los biespacios {(Xa,Ta,0q);a € A} denotado por [[,c4(Xa,Ta),0a) como
la terna (JT,ca Xas [loena Tas [lacn Ta), donde J] .4 Xo es el producto car-
tesiano de {X, : @ € A}, [[,c4 Ta es la topologia producto de la familia de
topologias {7, : @ € A} y [[,c4 0a es la topologia producto de la familia de
topologias {04 : v € A}.

Proposicién 1.1.8. Si {(Xq,Ta,04) : @ € A} es una familia de biespacios
2-Hausdorff, entonces el producto [],c s(Xa)Ta,0a) es 2-Hausdorff.

Demostracion. Sean © = (Ta)aca, ¥ = (Ya)aca € [[aca(Xa, Tas 0a) dos puntos
distintos. Como x # y, existe a € A tal que z, # y,. Por hipdtesis, el biespacio
(Xa,Ta, 0a) es 2-Hausdorff, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
existen un 7,-abierto U, y un o,-abierto V,, tales que z, € U, Yo € Vo y
Ua NVo = 0. Sean U = (Tlgea\ (o) X8) ¥ Ua v V = (Ilgea\ (o) X8) X Vas por
consiguiente z € U € 7,y € V € 0 y UNV = (). Por lo tanto, [[,c4(Xa, Tas 0a)
es 2-Hausdorff. O

Si (X, 7,0) es un biespacio, entonces BC (X, 7,0) denotard al conjunto de
todas las funciones bicontinuas f : (X, 7,0) = (R,u,!). Por otro lado, definimos
BC*(X,r,0)={f:(X,7,0) = (I,u,l): f es bicontinua}.

Definicién 1.1.9. Sean (X, 7,0) un biespacio y F C BC(X,T,0). Diremos que
(1,0) es una bitopologia inicial respecto a F si T estd generada por {f~*(U) :
Ucu,f€eF}yo estd generada por {f~1(V):V €l,f € F}.

Proposicién 1.1.10. (X, 7,0) es 2-completamente regular si, y sdlo si, es ini-
cial respecto a una familia F C BC(X,1,0).

Demostracion. Supongamos que (X, 7,0) es 2-completamente regular. Sea F' =
BC(X,7,0). Veamos que (7,0) es inicial respecto a F. Para ello, tomemos
xo € X y U € 7 el cual contiene a xy. Definamos P = X \U, observemos que P es
un conjunto 7-cerrado que no contiene a zo. Como (X, 7, 0) es 2-completamente
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regular, existe f : (X, 7,0) — (I, u, ) bicontinua tal que f(xo) =0y f(P) C {1}.
Sea V = (—00,1/2) € u, entonces xg € f~1(V) C U. Esto demuestra que 7
estd generada por la familia {f~1(U) : f € F,U € 7}. De forma andloga se
prueba que o estd generada por la familia {f~1(U) : f € F,U € l}.
Reciprocamente probemos que si (X,7,0) es inicial respecto a una fami-
lia F C BC(X,7,0), entonces (X, 7,0) es 2-completamente regular. Para ello,
tomemos g € X y P un conjunto 7-cerrado que no contiene a xg. Por ini-
cialidad, existen h, : (X,7,0) — (R,u,l) donde 1 < r < n, tales que zy €
Ny<pen b ' (Vi) € X\ P, donde V, = (—00,a,) C R. Sean g, = h, — hy(zp),
1<r<nyh=sup{g- : 1 <r <n} e BC(X,,0). Notemos que por la
definicién de g,, se tiene que g.(x¢) = 0, para cada 1 < r < n. Por lo tanto,
h(zo) = sup{gr(x0) : 1 <r < n} =0. Sea a = min{h, — hy(z9) : 1 <r < n}.
Queremos ver que h(P) C [a,00). Para ello, tomemos p € P. Notemos que
p & Ni_ k1 (V,.). En consecuencia, existe ro tal que p ¢ hy; 1(Vy,). Lo cual im-
plica que hy,(p) > ar, Tomemos g,,(p) = hry (p) — hry(0) > ary — By (o) > a.

VO0)A
Por lo tanto, h(p) = sup{g-(p) : 1 <r <n} > g, (p) > a. Sea f = w7
a

se sigue de lo anterior que f : (X,7,0) = (I,u,!) es una funcién bicontinua tal
que f(x9) =0y f(P) C {1}. Por lo tanto, (X, 7, 0) es 2-completamente regular.
O

Como un corolario de lo anterior, tenemos lo siguiente.

Corolario 1.1.11. EI producto arbitrario de biespacios 2-completamente requ-
lares es 2-completamente regular.

Demostracion. Consideremos una familia {(X,, 7, 04) : @ € A} de biespacios
2-completamente regulares. El producto [[(Xa, 7o, 0o) €s inicial respecto de las
proyecciones hy : ([[ Xa, 7o, 00) = (Xa, Ta, 0a). Sabemos que cada (Xq, 7o, 0a)
es 2-completamente regular y, por la Proposicién 1.1.10, el biespacio (X4, 7o, 0a)
es inicial respecto a una familia F,, de funciones bicontinuas de (X, 7o, 0n) €n
(R, u,1). Por lo tanto, (X, 7,0) es inicial respecto a {foh, : a € A, f € F,,}. O

Proposicién 1.1.12. FEl biespacio (X, 7,0) es 2-Tychonoff si, y sdlo si, es iso-
morfo a un subespacio de un producto de copias de (I, u, ).

Demostracion. Como el biespacio (I, u,1) es 2-Tychonoff, tenemos que (I,u,!)
es 2-Hausdorff y 2-completamente regular. Asi que por los resultados anteriores,
también lo es cualquier subiespacio de productos de copias de (I,u,1).

Reciprocamente, supongamos que (X, 7,0) es 2-Tychonoff. Para abreviar,
pongamos F = BC*(X, 1,0). Ahora probaremos que la siguiente funcién es un
encaje:

e (X,7,0) = [[ @ u1)
feF

Donde e(z) = (f(x))fer para cada € X. Como (X, 7,0) es 2-Hausdorff bas-
tard probar que e separa puntos de conjuntos 7-cerrados y o-cerrados. Tomemos
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z € X y un 7-cerrado P que no contiene a . Como (X, 7, o) es 2-completamente
regular existe f : (X,7,0) = (L,u,l) tal que f(z) =0y f(P) C {1}. Tenemos
que f(P)u - mu = [1,00). Por lo tanto, f(x) ¢ mu De manera simi-
lar, si @ es un o-cerrado que no contiene a z, existe g : (X,7,0) — (L, u,l)

tal que g(z) = 1y ¢(Q) C {0}. Utilizando un argumento similar, tenemos
S
que g(x) ¢ ¢(Q) . Hemos probado que e separa puntos de 7-cerrados y o-

cerrados. O

El siguiente concepto nos permite caracterizar a los biespacios que son 2-
completamente regulares.

Definicién 1.1.13. Una casi-uniformidad U en un conjunto X es una familia
de subconjuntos de X x X tal que:

1.A={(z,z) : 2 € X} CU, para todo U € U;
2.5U €U yUCV, entonces V € U;
3. 51 U,Us € U, entonces Uy NU; € U;

4. 85U €U, existe V€ U tal que VoV CU; donde VoV es el conjunto de
elementos (x,y) € X x X tales que (z,z2),(z,y) € V para algin z € X.

Dada una casi-uniformidad U en X, definimos la casi-uniformidad conjugada
de U como U™t = {U~!: U € U}, donde U~ = {(z,y) : (y,z) € U}. La casi-
uniformidad U en X induce una uniformidad U* = UVU~!. Tenemos que U C U*
y U~ € U®. Una casi-uniformidad U induce de forma natural una topologia 7,
en X como sigue:

Tomemos x € X y U € U. Hagamos U(z) = {y : (z,y) € U}. Entonces, la
familia {U(z) : x € X,U € U} es una base para una topologia 7 en X. De lo
anterior, tenemos que a cada espacio casi-uniforme (X, U) le podemos asociar
el biespacio (X, Ty, Ty-1).

Diremos que un biespacio (X, 7,0) es casi-uniformizable si existe una casi-
uniformidad U en X tal que 7, =7y 7,-1 = 0.

El siguiente concepto es 1til para inducir casi-uniformidades en una clase de
espacios en la que se trabajard mas adelante.

Definiciéon 1.1.14. Dado un conjunto X, una funcion de valores reales mo
negativos d en X x X se denomina una casi-pseudométrica en X si satisface las
stquientes propiedades:

1. d(x,x) =0 para todo x € X;

2. d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) para todo x,y,z € X.
Si ademds para todo x,y € X se satisface:

3. d(z,y) +dy,z) =0=>x=y.
Diremos que d es una casi-métrica.
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Una casi-métrica d es una métrica si d(z,y) = d(y,z) para todo z,y €
X. Si d es una casi-pseudométrica en X, d='(z,y) = d(y,r) es también una
casi-pseudométrica en X y se denomina la casi-pseudomeétrica conjugada de d.
Observemos que si d es una casi-métrica en X, entonces dV d~' es una métrica
en X.

Una casi-pseudométrica d induce una casi-uniformidad Uy de forma natural
que tiene como sub-base los conjuntos de la forma U, = {(x,y) : d(x,y) < €},
para todo € > 0.

Por lo tanto, todo espacio casi-pseudométrico (X,d) induce el biespacio
(X, 74, 7q-1). Fijémonos que la topologia 74 inducida por la casi-pseudométri-
ca d viene definida por las bolas B,.(z), donde B,.(z) = {y : d(z,y) < r},
r > 0y z € X. Andlogamente, diremos que un biespacio (X, 7,0) es casi-
pseudometrizable si existe una casi-pseudométrica d tal que 7 =7y 74-1 = 0.

Definicién 1.1.15. Sean (X, 7,0) un biespacio y f : (X,7,0) = (R,l,u) una
funcion bicontinua. El conjunto {x € X : f(x) < 0} es un conjunto T-cero con
respecto a o, y {z € X : 0 < f(x)} es un conjunto o-cero con respecto a T.

En lo sucesivo, abreviaremos como sigue: un conjunto 7-cero con respecto a
o serd denominado como un conjunto 7-cero, y un conjunto o-cero con respecto
a 7 serd denominado como un conjunto o-cero.

Proposicién 1.1.16. El biespacio (X,7,0) es 2-completamente regular si, y
solo si, los conjuntos T-cero forman una base para los conjuntos T-cerrados y
los conjuntos o-cero forman una base para los conjuntos o-cerrados.

Demostracion. Supongamos que (X, 7,0) es 2-completamente regular. Veamos
que los conjuntos 7-cero forman una base para los conjuntos 7-cerrados. Tome-
mos un un punto p € X y un conjunto 7-cerrado P que no contenga a p. Como
(X, 7,0) es 2-completamente regular, existe f: (X,7,0) — (I, u,{) bicontinua
tal que f(p) =0y f(P) C {1}. La funcién h: (I, u,l) — (R,l,u) definida co-

mo h(z) = —x +% es bicontinua. Ademds, h(f(p)) = 5 y h(f(P)) C {-3}.

Sea Z el conjunto 7-cero de la funcién h o f. Tenemos que p ¢ Zy P C Z.
Esto demuestra que los conjuntos 7-cero forman una base para los conjuntos
T-cerrados. Utilizando un argumento similar podemos probar que los conjuntos
o-cero forman una base para los conjuntos o-cerrados.

Ahora, supongamos que los conjuntos 7-cero forman una base para los con-
juntos T-cerrados y los conjuntos o-cero forman una base para los conjuntos
o-cerrados. Tomemos un un punto p € X y conjunto 7-cerrado P que no con-
tenga a p. Por hipétesis, existe una funcién bicontinua f : (X, 7,0) = (R, u)
talquep ¢ Z ={x € X : f(x) <0} y P C Z. En consecuencia, f(p) > 0.
Sean g = (f VO) A f(p): (X,7,0) = ([0, f(p)],l,u) y h: R = R una funcién
continua decreciente tal que h(0) = 1 y h(f(p)) = 0. Si k = h o g, entonces
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k: (X,7,0) = (I, u,l) es bicontinua, k(P) C k(Z) =1y k(p) = h(f(p)) = 0.
De manera analoga, se prueba que para cada o-cerrado ) que no contiene a ,
existe g: (X, 7,0) — (I, u, ) bicontinua tal que g(x) =1y g(Q) C {0}. O

Lema 1.1.17. (Kelly [27, Lema 6.12]) Sea {U, : n € w} una sucesién de
miembros de una casi-uniformidad en X x X tales que Uy = X x X, cada U,
contiene a la diagonal y USH C U, para todo n € w. Entonces, existe una
casi-pseudométrica d en X x X tal que U, C {(x,y) : d(z,y) < 27"} C Up_1
para todo n € N.

Supongamos que p y ¢ son casi-pseudométricas conjugadas en X. Para cada
€ > 0 definamos los conjuntos

Up,e - {(iﬁ,y) e X xX p(may) < 6}7

Uge ={(z,y) € X x X : q(z,y) <€}

Teorema 1.1.18. El espacio bitopoldgico (X, T,0) es casi-uniformizable si, y
solo si, es 2-completamente reqular.

Demostracion. Supongamos primero que (X, 7,0) es 2-completamente regular.
Para toda funcién de valores reales f en X, definimos

p(f)(z,y) =0V (f(z) - f(y))

Entonces p(f) es una casi-pseudométrica en X. Denotamos la casi-pseudométri-
ca conjugada de p(f) por ¢(f), y notemos que p(—f) = q(f). Sea

v = {Upp),r : 7 > 0: f bicontinua}.

Como ya hemos comentado, v es una sub-base para una casi-uniformidad U
en X. Afirmamos que 7y = 7 y Ty-1 = 0. Primero mostraremos que 7 = 7.
Sean G € 7Ty x € G. Como X es 2-completamente regular, existe una funcién
bicontinua f en X tal que 0 < f <1, f =0en X\ G,y f(z) = 1. En
consecuencia,

z € Up)2(x) ={y € X : 0V (1 - f(y) <1/2} CG,

lo cual implica que G € m. Tenemos que 7 C 7.

Por otra parte, si H € 7y y * € H, entonces para algin V € U, se tiene
que V(z) C H. Como ~ es una sub-base para U, existe un conjunto finito F'
de funciones bicontinuas en X y un conjunto finito {r(f) : f € F'} de ntimeros
reales positivos tal que

V2 () Upiprri)
fer
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Para z fijay f € F, el conjunto
Up(pyorp) (@) ={y € X : 0V (f(2) = f(y)) <r(f)}

es T-abierto. En consecuencia, como

z € () Uppya(piw) € V() CH,
feF
Lo anterior implica que H es 7T-abierto. Por lo tanto, 7 C 7. Hemos probado
que 7y = 7.De manera similar, 0 = 7-1, y, por lo tanto, (X,7,0) es casi-
uniformizable.

Reciprocamente, supongamos que existe una casi-uniformidad U en X tal
que Ty = T y Ty—1 = o. Demostraremos que los conjuntos 7-cero forman una
base para los conjuntos 7-cerrados. Sea G € 7 y w € G. En consecuencia, existe
V € U tal que V(w) C G. Notemos que U? = {U? : U € U} es una base para
U. Definamos inductivamente una sucesiéon {U,, : n = 0,1,2,...} de elementos
de U tal que USH C U, para todo n. Sea Uy = X x X y U; = V. Supongamos
que se ha definido Uy, ...,U,. Como U? es una base para U, existe W € U
tal que W3 C U,; sea U,y1 = W. Entonces, por el Lema 1.1.17, existe una
casi-pseudométrica p € X tal que

Un C{(z,y) € X x X :p(a,y) <27"} CUna

para todo n € N. Sea ¢ la casi-pseudométrica conjugada de p. Sean 7’ y o’
topologias en X determinadas por p y ¢ respectivamente. Afirmamos que 7/ C 7
y o/ C 0. Tomemos K € 7"y z € K. Entonces existe ¢ > 0 tal que {y € X :
p(z,y) < €} C K. Elijamos n tal que 27" < ¢; entonces U, (z) C K, y, por lo
tanto, K € 7. Andlogamente, se prueba que ¢’ C . Si la funcién f en X se
define como f(y) = p(w,y), entonces f: (X,7’,0') = (R, u,!) es bicontinua. En
efecto, los conjuntos {y : p(w,y) < K} y {y : p(w,y) < K} son respectivamente
T-abierto y o-cerrado. Por lo tanto, f es bicontinua. De lo anterior, tenemos que
Z ={y € X : f(y) > 1/4} es un conjunto o-cero, w ¢ Z, y X \G C Z. Si
f(z) < 1/4, entonces

ze{ye X :p(w,y) <1/4} CU(w) =V(w) CG.
En consecuencia, los conjuntos 7-cero forman una base para los conjuntos 7-
cerrados. De forma andloga, se prueba que los conjuntos o-cero forman una base
para los conjuntos o-cerrados. Por lo tanto, por la Proposicién 1.1.16, (X, 7,0)

es 2-completamente regular.
O

1.2. 2-pseudocompacidad

Definicién 1.2.1. Sean (X, 7,0) un biespacio y A C X. Diremos que A es
2-acotado en (X, 7,0), si f(A) es un subconjunto acotado de R para toda fun-
cion bicontinua f: (X, 7,0) = (R,u,l). Diremos que el biespacio (X,T,0) es
2-pseudocompacto si X es 2-acotado en si mismo.
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Teorema 1.2.2. Sean (X, 7,0) un biespacio y A C X. Entonces, las siguientes
condiciones son condiciones:

(1) A es 2-acotado en (X, T,0).

(2) Toda familia o-localmente finita W de T-abiertos no vacios en X con
UNA#0 para cada U € U, y cada familia T-localmente finita V de o- abiertos
no vacios en X con VN A # () para cada V €V, son finitas.

(8) Para toda sucesion decreciente (Up)nen de T-abiertos no vacios en X
con U, N A # () para cada n € N, y para cada sucesion decreciente (Vy,)nen de
o-abiertos en X con V, N A # () para cada n € N, tenemos que

mneN 7”0 i 0 Yy nneanT # 0.

Demostracion. Probemos que (1) implica (2). Supongamos que existe una fa-
milia o-localmente finita U = {U,, : n € N} de 7-abiertos en X no vacios tales
que para cada n € N existe x,, € U, N A. Entonces, existe una funcién bicon-
tinua f,, : (X,0,7) = ([0,n],u,l) tal que f,(x,) = ny fn(y) = 0 para cada
y € X\U,. Sea f = ¥,,enfn. Queremos mostrar que f es bicontinua en (X, 7, 0).
En efecto, fijemos un z € X y € > 0. Entonces, existe un o-abierto o, de x el
cual intersecta s6lo una cantidad finita de elementos de U, digamos U,,,, ..., Uy,..
Para todo i < r, existe un o-abierto V,,, de z tal que f,,(y) — fn,(x) < €/7
para todo y € V,,. Entonces, f(y) — F(z) = Sy (fa, () — for(2)) < € para
cada y € VNQ,, donde V = N;<, V,,,. Esto muestra que f: (X,0) — (R, u) es
continua. Por hipdtesis, existe un 7-abierto V, de x tal que fy,, () — fn, (y) < €/7
para todo ¢ <1y todo y € V,.. Como f,(z) = 0 para todo n # n; y para todo
i < r, tenemos que f(z) — f(y) < e para todo y € V,,. Asi, f: (X,7) = (R,])
es continua. Sin embargo, f no es acotada en A, lo cual es una contradiccién.
Por tanto, toda familia o-localmente finita U de 7-abiertos no vacios de X con
UnNA # 0, para toda U € U es finita. De manera andloga, podemos mostrar
que toda familia T-localmente finita V de o-abiertos de X con V N A # (), para
toda V €V, es finita.

Probemos que (2) implica (3). Sea (Up)nen una sucesién decreciente de 7-
abiertos de X no vacios tales que U, N A # () para toda n € N. Por hipdtesis,
{Un : n € N} no es o-localmente finita y, por lo tanto, (1, oy U, # 0. Andloga-
mente, tenemos que si (V,)nen una sucesién decreciente de o-abiertos de X no
vacfos tales que V,, N A # () para toda n € N, entonces [, o Vi 0.

Probemos que (3) implica (1). Supongamos que existe una funcién bicontinua
f:(X,7,0) = (R,u,l) no acotada en A. Podemos suponer que f~*(n,+oo0) N
A # ) para toda n € N. Sea U,, = f~!(n,+00) para toda n € N. Entonces,
(Un)nen es una sucesién decreciente de o-abiertos no vacios. Por hip6tesis, existe
T € \pen U, . Entonces, tenemos que f~!(—o0, f(z)+1) es un 7-abierto de z el
cual no intersecta a U, para toda n > f(z) + 1, pero esto es una contradiccién.
Por lo tanto, A es 2-acotado en (X, 7,0). O
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Corolario 1.2.3. Para cualquier biespacio (X, 1,0) las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) (X,7,0) es 2-pseudocompacto;

(2) Si f es una funcion bicontinua en (X,7,0), entonces f es acotada,
inf{f(x):x € X} € f(X) ysup{f(x):z € X} € f(X);

(8) Toda familia o-localmente finita U de T-abiertos no vacios de X, y toda
familia T-localmente finita V de o-abiertos no vacios de X son finitas;

(4) Para toda sucesion decreciente (U, )nen de T-abiertos no vacios de X, y
para toda sucesion decreciente (V,)nen de o-abiertos no vacios de X, tenemos

que pen U #0y mneanT #0.

Demostracion. Por el teorema 1.2.2, las condiciones (1), (3) y (4) son equiva-
lentes.

Es claro que (2) implica (1). Probemos ahora que (1) implica (2). Supon-
gamos que X es 2-pseudocompacto y que r no pertenece a f(X), donde r =

1
sup{f(z) : = € X}. Sea g : X — R, definida g(z) = )
r— f(z
es una funcién bicontinua en (X, 7,0) y no es acotada en X. Esto contradice

que el biespacio (X, 7, 0) es 2-pseudocompacto. Con un razonamiento similar se
prueba que f alcanza el infimo. O

. Entonces ¢

1.3. Grupos paratopoldgicos

Un grupo paratopoldgico (G, T) consiste de un grupo algebraico G dotado de
una topologia 7 con la cual la multiplicaciéon en G es continua. Un grupo para-
topoldgico es llamado grupo topoldgico si la inversion es una funcién continua.

Ejemplo 1.3.1. Sea S la recta de Sorgenfrey, es decir, los nimeros reales R
con la suma y la topologia T generada por los intervalos [a,b), donde a,b € R
y a < b. Entonces S es un grupo paratopoldgico. No obstante, la inversion en S
no es una funcidn continua ya que el conjunto (0,1] no es abierto en S.

Sea G un grupo. Designaremos el elemento neutro del grupo por e. Fijemos
g € G. Consideremos las funciones Ay y py, ambas de G en G, definidas como
Ag(2) = gz y pg(x) = xg para cada € G. La funcién )\, (respectivamente,
pg) es llamada la traslacion izquierda (respectivamente, traslacion derecha) de
G por g.

Proposicion 1.3.2. Sea G un grupo paratopoldgico, para todo elemento g € G.
Se verifica,
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a) las funciones Ay y pg son homeomorfismos del grupo paratopoldgico G en
st mismo ;

b) para cualquier base de entornos B, de e en G, las familias {gU : U € B}
y{Ug:U € B.} son una base de entornos de g en G.

Demostracion. Probemos a). Como G es un grupo paratopolégico, las trasla-
ciones Ay y pgy son continuas. Es facil ver que la inversa de Ay es Aj—1, por lo
tanto, A4 es un homeomorfismo de G en G. De forma similar se demuestra que
pg es un homeomorfismo de G en si mismo. La parte b) se sigue de a). O

Un espacio X es homogéneo si para cada par de puntos z,y, existe un ho-
meomorfismo f: X — Y tal que f(z) =y.

Corolario 1.3.3. Todo grupo paratopoldogico es un espacio homogéneo.

En [35], Pontryagin caracteriza internamente cudndo un grupo algebraico
G dotado de una topologia 7 es un grupo topoldgico. Haciendo una pequena
modificacién en el resultado de Pontryagin se obtiene en grupos paratopolégicos
lo siguiente.

Teorema 1.3.4. ([37]) Sean G un grupo paratopoldgico y U una base de entor-
nos de la identidad e en G. Entonces:

i) para U,V € U, existe un elemento W € U el cual satisface W CUNV;
1) para cada U € U y cada x € U, existe V € U tal que Vo C U;
i) para cada U € U y cada x € G, existe V € U tal que xVa~! CU;

i) para cada U € U, existe un elemento V € U el cual satisface V2 C U.

Reciprocamente, sean G un grupo y U una familia de subconjuntos de G cuyos
miembros contienen a e que satiface las condiciones i)-iv). Entonces By =
{Ua:a € @G, U €U} es una base para una topologia 7 en G tal que (G, 7y) es
un grupo paratopoldgico. Ademds, la familia {aU : a € G, U € U} también es
una base para la topologia .

Demostracion. Supongamos que G es un grupo paratopoldgico. La parte i) se
cumple porque U es una base de entornos de e. Los incisos ii) y iii) se siguen
de la continuidad de las funciones p, y p,-1 o A;. Como la multiplicacién es
continua en G, se satisface iv).

Probemos el reciproco. Sea U una familia de subconjuntos de G cuyos miem-
bros contienen a e satiface las condiciones i)-iv). Sea 7 la familia de conjuntos
W C G que satisfacen la siguiente condicién:

(%) para cada x € W, existe U € U tal que Uz C W.

Afirmacién 1. 7 es una topologia en G.
En efecto, es claro que el vacio y G estan en 7. También es claro que la unién
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arbitraria de elementos de 7 estd en 7. Ahora, tomemos Wy, Wy € 7. Pongamos
W = Wi N Ws. Veamos que W pertenece a 7. Si tomamos x € W, existen
Ui, Us € U tales que U;x C W; para i = 1,2. Por i), podemos encontrar U € U
tal que U C U; NUs. Por lo tanto, Ux C W1 N Wy = W. Se sigue de lo anterior
que W € 7. Hemos probado la afirmacion.

Afirmacion 2. Uz € T para cada x € G y cada U € U.

Tomemos y € Ux. Entonces, yr~! € U. Por ii), existe un elemento V € U el
cual satisface Vyz~! C U, es decir, Vy C Uz. Por lo tanto, el conjunto Uz
estd en U.

La afirmacién 2 y la condicién ii) implican lo siguiente:

Afirmacién 3. La familia By = {Ua : a € G,U € U} es una base para la
topologia T.

Afirmacion 4. La multiplicacion en G es continua respecto a la topologia T.
Tomemos a,b € G y O un elemento de 7 tal que ab € O. Por la definicién de
7, podemos encontrar W € U tal que Wab C O. La condicién iv) garantiza la
existencia de un elemento U € U el cual satisface U? C W. Por iii), existe V € U
tal que aVa~! C U. Se sigue de lo anterior que U(aVa~t) C U? C W, por lo
tanto, UaVb = U(aVa~')ab C Wab. Queda probada la afirmacién.

Afirmacion 5. bV € 7 para cada b € G y cada V € U.

Tomemos y € bV, es decir, b1y € V. Por ii), existe W € U tal que Wbty C V.
Aplicando iii), podemos encontrar un elemento U € U el cual satisface b~1Ub C
W. En consecuencia, b~ Uy = (b~1Ub)b~ly C Wb~ 1y C V, estoes, b~ 1Uy C V.
Por lo tanto, Uy C bV. Hemos probado la afirmacién.

Por dltimo, de la afirmacién 5 y la condicidn iii) se concluye que la familia
{aU :a € G,U € U} también es una base para la topologia 7. O

Si A es un subconjunto de un grupo paratopolégico G, definimos el inverso
de A como A™' = {a"!:a € A}. Decimos que A es simétrico si A = A~L.

Proposicion 1.3.5. Sea G un grupo paratopolégico y U una base de entornos
de la identidad e de G. Entonces son equivalentes:

a) G es un grupo topoldgico;
b) para cada U € U, existe V € U tal que V= C U.

Demostracion. a) implica b) porque la inversién es continua en la identidad.
Probemos que b) implica a). Tomemos un abierto O en G y un elemento arbitra-
rio z € O. El conjunto 71O es una vecindad abierta de e. Como U es una base
local de e, podemos encontrar U € U tal que U C z~'O. Por hipétesis, existe un
elemento V € U el cual satisface V=1 C U. Por lo tanto, V C U~ C O~ 'z. En
consecuencia, 7' € Vz=! C O~'. Como G es un grupo paratopolégico, V!
es una vecindad abierta de z~'. Por lo tanto, el conjunto O~! es abierto en G.
Hemos demostrado que la inversién es continua en G. O
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Teorema 1.3.6. (Teorema sobre epimorfismos continuos). Sean G y H
grupos paratopologicos, ¢ : G — H un epimorfismo continuo y N = kery. Si la
funcion o : G/N — H se define como o(zN) = ¢(x), entonces el diagrama

|7
G/N

es conmutativo y o es un isomorfismo continuo. Ademds, si la funcidn ¢ es
abierta, entonces o es un isomorfismo topoldgico.

Demostracion. La funcién ¢ estd bien definida, porque {p(y)} = ¢(z)p(N) =
{o(x)}, para cada y € xN. Por el primer teorema de isomorfismos para grupos
algebraicos, o es un isomorfismo. Como ¢ es continua y m es abierta, o es un
isomorfismo continuo. Andlogamente se prueba que la funcién o es abierta si la
funcién ¢ es abierta. O

1.4. Casi-uniformidades
en grupos paratopologicos
Sea (G, 7) un grupo paratopoldgico, definimos la topologia conjugada 7= en
G como 77! ={U~!:U € 7}. Tenemos que (G,7!) es un grupo paratopolégi-
co.

Por lo tanto, un grupo paratopoldgico (G, T) puede verse como un biespa-
cio (G,7,771). Los grupos paratopolégicos (G,7) y (G,71) son homeomor-
fos. Basta considerar el homeomorfismo In: (G,7) — (G,77!) definido como
In(z) = 27! para cada = € G.

Sea (G, T) un grupo paratopoldgico con identidad e. Denotemos por N(e)
a la familia de vecindades de e en G. A continuacién definiremos algunas casi-
uniformidades en (G, 7). Para cada U € N(e), sea

Up={(z,y): 27y e U}
Ur = {(x,y) :yxz~t € U}.

La familia {Ur, : U € N(e)} es una base para una casi-uniformidad £ en G
y la familia {Ugr : U € N(e)} es una base para una casi-uniformidad R en G.
Sea B = LV R. Usualmente £, R y B son conocidas como la casi-uniformidad
izquierda, derecha y bilateral, respectivamente.

Sea (X, 7) un espacio. Una casi-uniformidad U en X es compatible con (X, 7)
siTy=r7.

Lema 1.4.1. Dado un grupo paratopolégico (G,T), se tiene que:
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1) 7o =1y =711

2) TR =T Yy Tg-1 =T .
Demostracion. Como Up'(z) = U~z para cada x € G y cada U € N(e). Por
lo tanto, R es también compatible con (G, 7,771). O

Teorema 1.4.2. Si (G,7,771) es un grupo paratopoldgico , entonces es casi-
uniformizable.

Demostracion. Sea (G, 7,7~ %) un grupo paratopoldgico. Por el lema anterior,
se cumple que 7o, =T ¥ Tp-1 =7 L. O

Teorema 1.4.3. Si (G,7) es un grupo paratopoldgico , entonces el biespacio
(G,7,771) es 2-completamente regular.

Demostracion. Por el teorema 1.4.2 (G, 7,771) es casi-uniformizable. Utilizan-
do lo anterior y el teorema 1.1.18, tenemos que el biespacio (G,7,771) es 2-
completamente regular. O

El supremo 7* = 7V 77! es una topologfa de grupo en G'y G* = (G, 7*) se
llama el grupo topoldgico asociado a G. Observemos que 7* es la minima de las
topologias de grupo en G que contienen a 7.

Definicién 1.4.4. Sea G un grupo. Una funcion casi-valor absoluto para G es
una funcidn no negativa de valores reales p en G tal que

(1) ple) = 0;
(2) p(xy) < p(x) + p(y) para cada x,y € G;
(3) Si p(z,,) — 0, entonces p(azp,a™) — 0 para cada a € G.

Como una consecuencia inmediata de esta definicién obtenemos lo siguiente.

Proposicion 1.4.5. Sea p una funcion absolutamente casi-valuada en el grupo
G. Entonces la funcién d definida en G x G como d(z,y) = p(z~1y) (o como
d(z,y) = plyz™1)) es una casi-pseudométrica en G tal que (G,74) es un grupo
paratopologico.

Definiciéon 1.4.6. Sea G un grupo y d una casi-pseudométrica en G. En-
tonces d se denomina invariante por la izquierda si para cada a,x,y € G,
d(azx,ay) = d(z,y); invariante por la derecha si d(za,ya) = d(z,y); y se de-
nomina biinvariante si es invariante por la izquierda y es invariante por la
derecha.
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El siguiente resultado se obtiene directamente aplicando las definiciones.

Proposicion 1.4.7. Si la casi-pseudométrica d es invariante por la izquierda
(derecha), entonces d=1 también lo es.

Proposicién 1.4.8. Si (G,7) es un grupo paratopoldgico y d es una casi-
pseudométrica invariante por la izquierda (derecha) en G tal que T4 = T, enton-
ces Tg-1 =1L,
Demostracion. Supongamos que d es invariante por la izquierda. Dado que
(G,T) es primero numerable, (G,77!) es también primero numerable. Al ser
primero numerable,; la topologia queda caracterizada por las sucesiones conver-
gentes. Como z,, — z (respecto a 771) si, y sélo si, x,;1 — 27! (respecto a 7) se
tiene que el hecho z, 'z — e (respecto a T) es equivalente a que d(e, z,, 'z) — 0.
De aquf se deduce que, 74-1 = 77 1. O

Todo grupo topoldgico primero numerable es metrizable. Este resultado es
falso en grupos paratopoldgicos (la recta de Sorgenfrey). No obstante, el si-
guiente resultado establece que todo grupo paratopoldgico primero numerable
es casi-pseudometrizable.

Teorema 1.4.9. Todo grupo paratopoldgico (G,T) primero numerable admite
una casi-pseudométrica compatible invariante por la izquierda.

Demostracion. Sea (U, ) una base numerable de vecindades de e. Por el Teorema
1.3.4, existe una base numerable (V;,) de vecindades de e tal que Vy = G y
V,f’ C V,—1 para cada n € N. Definamos una funcién no negativa de valores
reales P en G como

A si x € V,, para todo n € w;
Px) = { 27 siz eV, \ Vgt

En consecuencia,

(1) Pe) = 0;

(2) x, — e (respecto a 7) si, y sélo si, p(z,) — 0.

Més ain, P(abc) < 2max{P(a), P(b), P(c)} para cada a,b, ¢ € G. De lo anterior
podemos concluir que

P(ajasg...an) < 287, P(a;).
En consecuencia, definamos la funcién p : G — R tal que
p(z) = inf{XF_ P(a;a;Y) : ap = e, a), = x, kfinita}.

Por la Proposicién 1.4.5 la funcién d definida en G x G como d(z,y) =
p(z~1,y) es una casi-pseudométrica en G, la cual es invariante por la izquierda.
Mostraremos que d es compatible con (G, 7). Observemos que p(z) < P(z) <
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2p(x) para cada z € G. En consecuencia, x,, — = (respecto a 7) si, y sélo si,

x7 12, — e (respecto a 7) si, y sélo si, P(x "1z, — 0) si, y s6lo si, p(x~tz,) — 0
si, y sélo si, x,x, — 0.
En consecuencia, 74 = 7; por la Proposicién 1.4.8, 74-1 = 771 O

Como una consecuencia inmediata del Teorema anterior, tenemos lo siguien-
te.

Corolario 1.4.10. Todo grupo paratopoldgico (G, T) primero numerable admite
una casi-pseudométrica compatible invariante por la derecha.

Demostracion. Sea d la casi-pseudométrica invariante por la izquierda obtenida
en el Teorema 1.4.9. Es facil comprobar que la funcién d’ definida en G x G como
d'(x,y) = d(y~',271) es una casi-pseudométrica compatible invariante por la
derecha con (G, 7). O



Capitulo 2

Grupos paratopoloégicos
2-pseudocompactos

2.1. 2-pseudocompacidad y compacidad tenue

En este capitulo daremos una introduccién a los grupos paratopolégicos 2-
pseudocompactos.

Definicién 2.1.1. Un grupo paratopolégico (G,T) es 2-pseudocompacto si el
biespacio (G, 7,771) es 2-pseudocompacto.

La siguiente proposiciéon nos proporciona una caracterizacién de los grupos
paratopolégicos 2-pseudocompactos que permite utilizar sélo una de las topo-
logias 7 o 771,

Proposicién 2.1.2. Un grupo paratopoldgico (G, T) es 2-pseudocompacto si y
sdlo si para cada sucesion decreciente {U, : n € w} de abiertos no vacios en G
se tiene que

U1 #0.

new

Demostracion. La familia {U, ! : n € w} es una sucesién decreciente de abiertos

no vacios en (G, 771). Por el Teorema 1.2.2 tenemos que MNhew = # 0. Vea-
mos la implicacién contraria. Supongamos que para cada sucesiéon decreciente
{Un : n € w} de abiertos no vacios en (G,7) se satisface (., U1 #40. Pro-
bemos que para cada sucesién decreciente {V;, : n € w} de abiertos no vacios

-1

. .z —T . . . 17
en G, la interseccién (., Vo es no vacfa. Por hipétesis, (., Vo~ # 0. Al

ser la funcién de tomar inversos In: (G,7) — (G,77!) un homeomorfismo, se

T

tiene que, [ v, = ﬂnew In (V{17> # (). Por el Teorema 1.2.2, podemos

new ' N

concluir que el biespacio (G, 7,7~ 1) es 2-pseudocompacto. O

25
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Si no hay confusién posible utilizaremos V;; ! en lugar de V,; !

Es inmediato por la proposiciéon anterior que todo grupo paratopoldgico
numerablemente compacto es 2-pseudocompacto.

Probaremos a continuacién, algunas propiedades de los grupos paratopolégi-
cos que necesitaremos y que no han sido enunciadas en el capitulo anterior.

Proposicién 2.1.3. Si (G, 7T) es un grupo paratopoldgico, entonces para cual-
quier subconjunto A de (G,T) se satisface:

= () Aav'= () v'A

UEN(e) UeN(e)

Demostracion. El punto x estd en A si y sélo si la interseccién U N A no es
vacfa para cada U € N(e); equivalentemente, si y sélo si, r € AU~ para cada
U € N(e). Lo anterior muestra que A = (o) AU™L. De forma similar se

prueba que A = ﬂUGN(e) U~ 'A. O

Corolario 2.1.4. Sea A un subconjunto de un grupo paratopolégico (G,T).
Entonces, AC AU~ y ACU'A para cada U € N(e).

Lema 2.1.5. Sea (G,7) un grupo paratopolégico. Si U,V € N(e) satisfacen
V2 C U, entonces V-1 CUL.

Demostracion. Por el corolario anterior, V-1 C V-1V -t C UL, O

Recordemos que un un espacio (X, 7) es un espacio de Baire si la interseccién
de cada sucesion decreciente de abiertos densos es un conjunto denso.

Un espacio X es homogéneo si para cada par de puntos z,y, existe un ho-
meomorfismo f: X — Y tal que f(z) = y.

Teorema 2.1.6. Todo grupo paratopoldgico (G, T) 2-pseudocompacto es un es-
pacio de Baire.

Demostracion. Sea {V;, : n € N} una sucesién decreciente de conjuntos densos
abiertos de (G, 7). Como (G, T) es un espacio homogéneo, es suficiente probar
que WN(N,en Vo) # 0, para cada W € N(e). Construiremos por induccién dos
sucesiones {x, € G:n € w} y {W,, € N(e) : n € w} tales que para cada n € w:

(*) (anernJrl)_l c (xn+1Wn+1)_1 - (onn N Vn+1)_1

Sean Wy = W y z9 = e. Elijamos z, € (G,7) y W,, € N(e) los cuales
satisfacen la condicién (*). Tomemos x,11 € (G,7) y Why1 € N(e) tales que
$n+1W 11 €2, W, NV, 41, entonces

T T - T -1
(Tn1Wnt1) ™ € (Tnp1Wai) 1Tt = Wohiz

CW.y W +137n+1 = (xn-‘ern-l-l)_l C (@ Wn N Vpy1) ™
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Esto completa la induccién. Por (*), tenemos que z,+1 W, 11 C 2, W,, CW C U
para cada n € w. Como (G, 7) es 2-pseudocompacto, podemos seleccionar g € G
tal que

g€ ﬂ (wn+1Wn+1)71 - m (T Wy N Vn+1)_1 - w! m(ﬂ Vn_l)'

new new neN

Por lo tanto, W N (),,cy V) # 0. Esto completa la prueba. O

Un espacio topolégico X es T3 si, y sélo si, los subconjuntos de X formados
por un tnico punto son cerrados. Un espacio topolégico X es T3, si para cada

punto z € X y cualquier conjunto cerrado F' C X tal que = no pertenece a F,
existen entornos U, de z y Vg de F tales que U, N Vi = 0.

Un espacio topoldgico X que es T1 y T3 se denomina reqular.

Proposicién 2.1.7. Un espacio topolégico X es un espacio reqular si, y solo si,
para cada v € X y cada conjunto abierto V- que contiene a x, existe un conjunto
abierto U que contiene a x tal que U C V.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio regular. Sean ¢ € X y V un
conjunto abierto que contiene a z. Por definicién de regular, existen conjuntos
abiertos Uy, Us tales que x € Uy, X \ V C Us y U3 NUs = §. En consecuencia,
U C X\ U, C V, lo cual implica que U; C V, dado que X \ Us es un conjunto
cerrado. Reciprocamente probemos ahora que X es un espacio regular. Para
ello, tomemos z € X y F un conjunto cerrado tal que x ¢ F. Sea V = X \ F.
Notemos que V es conjunto abierto que contiene a x. Por hipdtesis, existe un
conjunto abierto W que contiene a x tal que W C V. Consideremos los conjuntos
abiertos Uy = W y Us = X \ W los cuales son disjuntos, tales que x € Uy y
F=X\VCX\W=U,. O

2.2. Regularizacion
de un grupo paratopolégico

Es interesante notar que de la definicién de espacio regular podemos inducir
que todo espacio regular es un espacio de Hausdorff.

Dado un espacio (X, 7), se define la semirregularizacion de 7 como 7, =
{intU : U € 7}. La topologia 7, es mas débil que 7 y el espacio r(X) = (X, 7,)
es llamado la semirreqularizacion de X. Es facil probar que si X es Hausdorff,
el espacio r(X) es Hausdorff. Si (G, 7) es un grupo paratopolégico, entonces al
espacio r(G) = (G, 1) lo llamaremos la regularizacion de G debido al siguiente
hecho:
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Teorema 2.2.1. Si (G, T) es un grupo paratopoldgico, entonces r(G) = (G, 1)
es un grupo paratopolégico Ts. En consecuencia, sir(G) es reqular cuando (G, 1)
es Hausdorff.

Demostracion. La familia B, = {intU : U € Ng(e)} es una base local de la
identidad e en r(G). Veamos que 7(G) es un grupo paratopoldgico; para ello,
es suficiente probar que la familia B, satisface las condiciones de Pontryagin
enunciadas en el Teorema 1.3.4.

La condicién i) se cumple porque la interseccién de dos abiertos regulares es
un abierto regular.

Para la condicién ii), tomemos U € Ng(e) y z € intU. Como intU es 7-
abierto en G, existe V € Ng(e) tal que Vo C intU. En consecuencia, (intV )z =
int(Va) Cint(intU) = intU.

La parte iii) se satisface debido a que las traslaciones izquierdas y derechas
son homeomorfismos de (G, 7) en (G, 7).

Probemos la condicién iv). Tomemos U € Ng(e). Como (G, 7) es un grupo
paratopolégico, existe V' € Ng(e) tal que V2 C U. Por la continuidad de la

multiplicacién en G, tenemos que V- C U. Como intV es abierto en G, tenemos
que (intV)? C int(V") C intT.

De lo anterior podemos concluir que r(G) es un grupo paratopoldgico. Vea-
mos que 7(G) es Ts. La semirregularizacién de un espacio topoldgico tiene los
mismos abiertos regulares que el espacio de partida. Sabemos que la familia B,
consiste en abiertos regulares en G, por lo tanto, la familia B, estd formada
de abiertos regulares en 7(G). Tomemos O € B,. La igualdad int, O = O
se satisface porque O ha de ser un abierto regular en r(G). Como (G, T) es
un grupo paratopolégico, existe W € B, tal que W2 C O. En consecuencia
WWT CcW W™ co. Asi, W' C intnéﬂ' = 0. Hemos probado que
(G, 7,) es un grupo paratopolégico T5. La prueba queda completa dado que
(G, T) es un espacio homogéneo. O

Dado un grupo G, un subconjunto S C G es un subsemigrupo de G si para
cada x,y € S se tiene que zy € S.

Teorema 2.2.2. Todo grupo paratopoldgico Ts (G, T) 2-pseudocompacto es un
grupo topoldgico.

Demostracion. Supongamos que (G,7) no es un grupo paratopoldgico . En-
tonces existe una vecindad U € N(e) tal que V¢ U~ C (U™')? para cada
V € N(e). Por induccién construiremos una sucesién {U; : ¢ € w} de vecinda-
des abiertas de la identidad e de G tal que Uy C U y Ui2+1 C U; para cada
i € w. Sea F = ({U; : i € w}. Entonces F' es un subsemigrupo de (G, 7).
Como el grupo G es 2-pseudocompacto, existe un punto xz € G tal que x €

Nico U\U D1 Cc U cNU;? € F7L Ademss, z € (Ug\U1)~! C
(Uo\UH)"TcU; '\ U c G\U. Como z ¢ Uy, existe una vecindad W € N(e)
talque W Cc Uy y WanUy = 0. Seanm,n € wyn >m > 1. Si Wa"NWa™ #£ 0,
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entonces ) # Wa N Wamtt—" c WaNUF C WanUE C WanUy = (). Por
lo tanto, {Wa* : i > 1} es una familia infinita de conjuntos disjuntos. Elijamos
una vecindad V' € N(e) tal que V2 C W. Como G es 2-pseudocompacto, existe
un punto y € (,,>; (U;>,, V2?)~1. En consecuencia, existen nimeros m,n € w
tales que n. > m > 1y yV N (Va™)™L £ 0y yV n (Va"™)~! # (. Entonces,
y~l e V2zm N V2z® ¢ Wa™ N Wa™. Esta contradiccién prueba que G es un
grupo topoldgico. O

Recordemos que un espacio X se denomina tenuemente compacto si cada
familia localmente finita de abiertos en X es finita. En el caso de espacios de
Tychonoff el concepto coincide con el de pseudocompacidad, es decir, con la
propiedad de que toda funcién real y continua definida en X es una funcién
acotada.

Es un hecho bien conocido el siguiente resultado.

Lema 2.2.3. Se(L(X, T) un espacio topoldgico, U y V abiertos disjuntos, en-
tonces intU NintV = ().

Demostracion. Supongamos que U NV = (). Sea V un conjunto abierto, V< es
un conjunto cerrado. Para cualquier conjunto W, tenemos que: intW C W.

unv=90
intUNV =0
ntUNV =10

intU NintV =

Reciprocamente, supongamos que intU NintV = . Es suficiente observar que
para cualquier conjunto abierto W, tenemos que W C intW. O

De la propiedad anterior se deduce inmediatamente el siguiente resultado.

Lema 2.2.4. Un espacio X es tenuemente compacto st, y solo si, su semirre-
gularizacion r(X) es tenuemente compacto.

Corolario 2.2.5. Todo grupo paratopoldgico 2-pseudocompacto es tenuemente
compacto

Demostracion. Sea (G, 7T) un grupo paratopolégico 2-pseudocompacto. La re-
gularizacién (G, 7,.) del grupo (G, T) es un grupo paratopolégico T3, el cual es
2-pseudocompacto. Ahora basta aplicar el teorema anterior para completar la
prueba. O
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Cabe senalar que el reciproco no se cumple. Lo cual veremos en un ejemplo
posterior.

Recordemos que N(e) denota al conjunto de vecindades abiertas de e en G.
Un grupo semitopolégico G es T si, y sblo si, para cada x € G\ {e}, exis-
te V€ N(e) tal que x ¢ V, es decir, ﬂVeN(e)V = {e}, equivalentemente,
Mvexnce) V1 = {e}. Tomando como base este hecho, tenemos la siguiente defi-
nicién.

Definicién 2.2.6. Sea G un grupo semitopologico T1. El nimero de simetria

de G, denotado por Sm(G), es el minimo cardinal k tal que para cada vecindad
U dee en G, existe una familia v C N(e) tal que (., VECU ylyl <s.

Un grupo semitopolégico Ty G satisface Sm(G) = 1 si, y s6lo si, G es un gru-
po cuasitopolégico, es decir, un grupo semitopoldgico con inversa continua. Las
siguientes tres proposiciones se deducen facilmente de la definicién de nidmero
de simetria (los espacios involucrados en dichas proposiciones son considerados
T).

Proposicion 2.2.7. Si K es un subgrupo del grupo semitopoldgico G, entonces
se tiene la desigualdad Sm(K) < Sm(G).

El pseudocardcter de un punto x en un espacio 17 X se define como el nimero
cardinal més pequeno de la forma |U|, donde U es una familia de subconjuntos
abiertos de X tales que (YU = {z}; este nimero cardinal es denotado por
Y(x, X). El pseudocardcter de un espacio 77 X se define como el supremo de
todos los ntimeros ¢ (z, X) para cada x € X; este nimero cardinal es denotado
por ¥(X). Al ser un espacio homogéneo, el nimero (g, G) es el mismo para
cada g € G

Proposicién 2.2.8. Cada grupo semitopoldgico G satisface Sm(G) < ¥(G),
donde ¥(QG) es el pseudocardcter de G.

Proposicién 2.2.9. Sea G = [[,.; G; el producto de una familia de grupos
semitopoldgicos tales que Sm(G;) < K para cada i € 1. Entonces Sm(G) < k.

Diremos que un espacio X es de Lindeldf, si toda cubierta abierta de X,
tiene una subcubierta numerable.

La nocién de espacio de Lindel6f conduce a la definicién de nimero de Lin-
delof.

El menor nimero cardinal m tal que toda cubierta abierta de un espacio X
tiene un refinamiento abierto de cardinalidad < m se define como numero de
Lindeldf y se denota como [(X).

El siguiente resultado relaciona el nimero de Lindelof y el nimero de simetria
de un grupo paratopolégico (G, 7).

Proposicién 2.2.10. Si (G, 1) es un grupo paratopoldgico Ty, entonces se sa-
tisface la desigualdad Sm(G) < I(G).
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Demostracion. Tomemos U € N(e). Como G es un grupo paratopoldgico 71,
para cada x € G\ U existe V,, € N(e) tal que e ¢ zV2, es decir, V"' NzV, = 0.
La familia {zV, : x € G\ U} es una cubierta abierta del cerrado G \ U, por
lo tanto, existe un subconjunto S C G\ U tal que |S| < I(G) y la familia de
abiertos {zV, : z € S} cubre a G\ U. De lo anterior se sigue que (\,cgV, ' CU
y |S| <G\ U). Por lo tanto, Sm(G) < I(G). O

Proposicién 2.2.11. Sea (G,T) un grupo paratopoldgico 2-pseudocompacto.
Entonces (G,7) es un grupo topoldgico si y sdlo si Sm(G) < w.

Demostracion. Es claro que si (G, 7) es un grupo topoldgico, entonces Sm(G) <
w. Probemos el reciproco. Supongamos que (G, 7) tiene ntmero de simetria
numerable. Sea U € N(e). Por la continuidad de la multiplicacién en G existe
V € N(e) tal que V2 C U. Por hipétesis, existe una sucesién {V,, : n € w} C
N(e) tal que NV, * € V. Como (G, 7) es un grupo paratopolégico, podemos
suponer que Vngﬂ C V, para cada n € w. Aplicando el Lema 2.1.5, tenemos
que V,3', € V! para todo n € w y, por lo tanto, ,c, Va ' = Npeo Vi > Si
existe n € w tal que V,, C ﬁ, entonces V,, CV-1 CV=2C U~! con lo cual
terminariamos la demostracién. Supongamos lo contrario, es decir, V,, \F £
para cada n € w. Tenemos lo siguiente:

AV \VHtc Vv \VS(Va)\V=(VaH\V =0

new new new new

Lo anterior contradice la 2-pseudocompacidad de (G, 7). Por lo tanto, (G, 7) es
un grupo topoldgico. O

Corolario 2.2.12. Todo grupo paratopolégico 2-pseudocompacto de pseudo-
cardcter numerable es un grupo topoldgico.

Demostracion. Es consecuencia de la Proposicién 2.2.8 y la Proposicién 2.2.11.
O

Corolario 2.2.13. Sea G = [[;c; Gi el producto de grupos paratopoldgicos
Lindeldf. Si K es un subgrupo 2-pseudocompacto de G, entonces K es un grupo
topoldgico.

Demostracion. Por las proposiciones 2.2.7, 2.2.9 y 2.2.10 se tiene Sm(K) < w.
Como K es 2-pseudocompacto, aplicando la proposicién 2.2.11 obtenemos el
resultado. O

Lema 2.2.14. Sea T = {z € C : |z| = 1} la circunferencia unitaria con su
topologia usual. Si z € T de orden infinito, entonces {z" : n € w} es denso en
T.
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Lema 2.2.15. Sean (G, T) un grupo paratopoldgico con identidad e, B una base
local en e y S un subsemigrupo de G el cual contiene a e. Entonces, existe una
topologia o O 7 en G tal que (G, o) es un grupo paratopoldgico y Bs = {SNB:
B € B} es una base local de e en (G, o).

Como hemos mencionado antes, el siguiente ejemplo muestra que el reciproco
del Corolario 2.2.5 no se cumple.

Ejemplo 2.2.16. Eziste un grupo paratopoldégico Hausdorff primero numerable
tenuemente compacto G, que no es un grupo topoldgico. En consecuencia, G no
es 2-pseudocompacto.

Demostracion. Sea T = {z € C: |z| = 1} la circunferencia unitariay 7 : R — T
el homomorfismo cociente tal que m(z) = e*™* para cada z € R. En lo sucesivo
consideraremos a R como un espacio vectorial sobre el campo Q de los ntimeros
racionales. En consecuencia, existe una base B del espacio vectorial R con 1 € B.
Elijamos un elemento arbitrario yo € B\ {1}. Sea xy = 7(yo). Consideremos
el homomorfismo de espacios vectoriales f : R — Q tal que f(B\ {yo}) =
{0} v f(yo) = 1. Probemos que existe una unica funcién g : T — Q tal que
f = gom. En efecto, el nicleo de m es Z y f(Z) = {0}. Por lo tanto, g existe
y es uUnica. Ademas, g es continua porque f es continua y m es abierta. Sea
S={0}u{x € T:g(x) > 0}. Por el Lema 2.2.15, existe una topologia de grupo
paratopolégico o en T tal que la familia U, = {SN7w(—1/n,1/n) : n > 0} es
una base local de la unidad. Sea G = (T, o). Probemos que S es denso en G.
En efecto, sea z € G. Queremos ver ahora que zU, NS # 0, para cada n € N.
Luego, existe n € N tal que n > —g(z). Por el Lema 2.2.14, existe m € N tal que
(xg)™ = zf™ € w(=1/n,1/n). Sea y = z§". De la definicién de S se sigue que
zg € S. Como S es subsemigrupo, y € S. Tenemos que y € U,. Lo cual implica
que zy € zU,, notemos que g(xy) = g(x) + g(y) = mn+ g(z) > 0. Por lo tanto,
xy € S. De este modo, zy € U, N S. Calculemos ahora la regularizacién r(G)

de G. Para cada n € N, tenemos Intg (UTF) = Intg (Sﬂ m(—1/n, l/n)u> =

Intg (77(—1/717 1/n)G) = Intg (v[—1/n,1/n]) = 7(—=1/n,1/n). Denotemos por
7, a la topologfa usual del grupo T. Se sigue de lo anterior que 7(G) = (T, 7).

Como 7(G) es pseudocompacto, el Lema 2.2.4 implica que G es tenuemente
compacto. O

Recordemos que un grupo algebraico G es periddico si todo elemento tiene
orden finito.

Proposicién 2.2.17. Si (G, ) es un grupo paratopoldgico periddico y de Baire,
entonces (G, T) es un grupo topoldgico.

Demostracion. Sean (G,7) un grupo y B = N{U~' : U € N(e)}. De la de-
finicién de B/7 se deduce que es cerrado. un subconjunto cerrado de G. Dado
que B esun semigrupo periddico, vemos que B' esun grupo. Para cadan > 1
sea G, = {x € G : 2" € B'}. Como el grupo G es Baire, existe un ntimero
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n > 1 tal que el conjunto G, tiene interior no vacio. Por consiguiente, existen
un punto & € G, y una vecindad U de la identidad de G tal que (zu)™ € B
para cada u € U. Entonces V1 C Bl(xV)"_lx para cada subconjunto V de
U. Sea U; una vecindad arbitraria de la identidad de G. Entonces 2™ € B'Uj.
Por la continuidad de la multiplicacién, existe una vecindad W C U tal que
(W) 'z ¢ B'U;. Como B C Uy, vemos que W~ ¢ B'U; ¢ U?. O

Corolario 2.2.18. Si (G, 7) es un grupo paratopolégico 2-pseudocompacto, en-
tonces (G, T) es un espacio de Baire.

Lema 2.2.19. Sean (G,T) un grupo paratopolégico , K C G un subespacio
compacto, F C G un conjunto cerrado, y K N F = (). Entonces eriste una
vecindad U de la identidad tal que UK N F = ().

Demostracion. Para cada punto x € K existe una vecindad V, de la identidad
tal que V,2NF = (). Sea U, una vecindad de la identidad tal que U2 C V,.. Existe
una familia finita F tal que K C (J{Uz : z € F}. Sea U = ({U, : = € F}.
Entonces UK NF CUJ{Upx iz € F}NF CcY{U2z 2 € F}NF = 0. O

Ejemplo 2.2.20. Sea (G, 1) la recta de Sorgengrey y consideremos el conjunto
F = {-1/n:n € N}. Es fdcil ver que F es un subconjunto cerrado de (G, T)
pero UNU + F # 0 para cada vecindad U del cero.

Lema 2.2.21. (Numakura) Todo semigrupo S compacto que cumple con las
leyes de cancelacion izquierda y derecha es un grupo topoldgico.

Demostracion. Supongamos que S satisface las leyes de cancelacion izquierda y
derecha
aS=S8a=5

para cada a € S. Sea ag € S y elijamos e € S tal que eag = ay. En consecuencia,
para cualquier a € S, tenemos que agxr = a para algin x € Sy, por lo tanto,
ea = eagx = agr = a. Lo cual implica que e es la identidad izquierda. La
existencia del inverso por la izquierda es inmediato. Por lo tanto, S es un grupo.
Para mostrar que S es un grupo topoldgico, basta con mostrar que la inversién es
continua. Sea U un subconjunto abierto de S; tenemos que probar que V = U~}
es abierto. Para ello, sea lared x,, en V', a € D convergente a o € S. Todo x,!
estéd en U’ y por la compacidad de U’, existe una subred :1:[;1, BeEE deayt,y

un elemento y € U’ tal que h’én x/gl = y. Por la continuidad de la multiplicacién,
Toy = liénargl = xﬂxgl = e. Es decir, zg = y~' € V'. Por lo tanto, V' es un

conjunto cerrado y V' es un conjunto abierto. [
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Proposicién 2.2.22. Todo grupo paratopoldgico Hausdorff 2-pseudocompacto
que contiene un conjunto compacto Gs no vacio es un grupo topoldgico.

Demostracion. Supongamos que (G, 7) es un grupo paratopolégico Hausdorff 2-
pseudocompacto. Sea K C G un conjunto G5, compacto y no vacio. Supongamos
que (G,7T) no es un grupo topoldgico. En consecuencia, existe una vecindad
U eN(e) tal que V. U~ C (U™1)? para cada vecindad V' € N(e).

Por induccién utilizando el Lema 2.2.19 podemos construir una familia de
sucesiones {V; : i € w} de vecindades abiertas de la identidad e de (G,T)
tal que Vo = U, V2, C V; para cada i € wy ({ViK : i € w} = K. Sea
H = ({V; : i € w}. La construccién de H implica que H es un semigrupo.

Ademads, como szrll - szrllVerll - Vi_1 para cada i € w, vemos que H~! es un
subconjunto cerrado de G. Ademds, HK C (\[{V;K :i € w} = K, asi H C Gk.
Dado que G es un grupo, entonces H~! también estd incluido en G, de esta
manera H ! es un semigrupo topolégico compacto que cumple con las leyes de
cancelacién. Por el Lema 2.2.21, H~! es un grupo. Tenemos que V; 7 U-1 para
cada i € w. Dado que el grupo G es 2-pseudocompacto, existe un punto z € G

tal que zW =1 N (V; \ U~1) # () para cada W € N(e) y cada i > 0. Entonces
W INWVA\U™Y) # 0y Wa™tn(V;'\U) # 0. Por lo tanto, z~! € F cvt
En consecuencia, z € H™'. Pero H ' = HcUNU ' yU ' n(V;\U-1) = 0.
Esta contradiccion prueba que G es un grupo topoldgico. O

Lema 2.2.23. Sea G un grupo paratopoldgico que mo es un grupo topoldgico.
Entonces, existe una vecindad abierta U € N(e) tal que UNU™! es denso en
ninguna parte en G, es decir, el interior de la cerradura de U NU~! es vacio.

Demostracion. La operaciéon de los inversos en G es discontinua. En consecuen-
cia, también es discontinua en e, por lo que podemos elegir una vecindad abierta
W € N(e) tal que e ¢ int(W~1). Como la multiplicacién en G es continua, es
posible hallar una vecindad abierta U € N(e) tal que U? C W. Recordemos que
el conjunto U N U~! es denso en ninguna parte. Supongamos lo contrario. En
consecuencia, existe un conjunto abierto V no vacio tal que V.C UNU-1L. Por
el Corolario 2.1.4, se sique que V. Cc UNU-t c (UNU~ YU~ c U~2. Entonces,
VU-1Cc U2 c W~ Notemos que VNU # 0, y el conjunto VU1 es abierto
en G. Por lo tanto, e € VU~! C int(W 1), lo cual es una contradiccién. O

Teorema 2.2.24. Supongamos que G es un grupo paratopoldgico T3 tenuemente
compacto. Entonces G es un grupo topoldgico.

Demostracion. Supongamos lo contrario. Por el Lema 2.2.23, existe una vecin-
dad abierta U € N(e) tal que UNU ! es denso en ninguna parte. Sea W € N(e)
tal que WW C U. Definamos a O = W\U N U~1. En consecuencia, O C W C O
y O'NU = (). Fijemos una sucesién de conjuntos abiertos {M,, : n € w} en
X tal que G = N{M,, : n € w}. Ademds, definiremos una sucesién de conjuntos
abiertos {U, : n € w} en X y una sucesién {z, : n € w} de eclementos de G
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de tal forma que z,, € U,,. Sea Uy = My, y z¢ cualquier punto de O. Suponga-
mos ahora que, para algin n € w, se define un subconjunto abierto U,, de X y
Zn € GNU,. Dado que e € W C O, tenemos que z, € 2,0 = 2,0. Como U,
es una vecindad abierta de x,, se sigue que U, N z,0 # @. Tomemos a 11
cualquier punto de U, Nz, 0. Notemos que z,11 € G, dado que z,,0 C G. Por
la regularidad de X, podemos encontrar una vecindad abierta U, de x,,+1 en
X tal que la clausura de U, 41 estd contenida en U, N M,,, y U,41 NG C z,0.
La definicién de los conjuntos U, y los puntos xz,, para cada n € w, queda
completada. Notemos que U; C U; siempre que j < i. Tenemos también que
Tpy1 € 2,0, para cada n € w. Sea F' = (), ., Uy,. Claramente, ' C G,y
F = ﬂn€wU7n # (), dado que X es pseudocompacto. El conjunto FW es una

vecindad abierta de F en G. Denotemos a P=FW en X,y H= X\ Pen X.
Se puede mostrar que H N F = (). En efecto, supongamos lo contrario, y fijemos
x € FNH. Como FW es una vecindad abierta de F' en G, dado que = € F, se
sigue que existe una vecindad abierta O(z) de = en X tal que O(x)NG C FW.
En consecuencia, como G es denso en X, tenemos que O(x) C P. Por otra parte,
si x € H, entonces, O(z) N (X \ P) es no vacio, lo cual es una contradiccion.
Asi que, HN F = (. De la pseudocompacidad de X y de la definicién de F', se
sigue que U, N H = (), para algin k € w(dado que U; C U; siempre que j < 7).
Entonces U, C P. Dado que z € Uy NG, tenemos que z; € F'W. Por lo tanto,
F C Uk+2 NG C :Ek—i-lO C .Z’]H_lW. Ademés,

zp € FW C $k+1WW.

Teniendo en cuenta que x4 € 0, obtenemos z € xxyOWW. Por lo tanto,
e € OWW C OU. Asi que, ONU~! # . Dado que O C U, se sigue que
ONUNUY)=0NnU!#1, lo cual es una contradiccién. O

Proposicién 2.2.25. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Entonces (X,T) es te-
nuemente compacto si, y sélo si, 7(X) es tenuemente compacto.

Demostracion. Supongamos que (X, 7) es tenuemente compacto. Sea U una fa-
milia de abiertos no vacios en (X)) localmente finita. Dado que 7, C 7, la familia
U es localmente finita en (X, 7). En consecuencia, U es finita ya que (X, 7) es
tenuemente compacto. Por lo tanto, 7(X) es tenuemente compacto. Recipro-
camente, supongamos que 7(X) la semirregularizacién de (X, 7) es tenuemente
compacto. Queremos mostrar que (X, 7) es tenuemente compacto. Para ello, sea
U una familia de abiertos no vacios en (X, 7) localmente finita. Veamos que U
es finita. Sea z € X, por hipétesis, existe U, € 7 tal que U, intersecta a un
nimero finito de elementos de U. Sea U = {intU : U € U} C 7,. Considere-
mos intU, € 7,. Supongamos por el contrario que para una cantidad infinita de
elementos de U, intU N intU, # 0, lo cual contradice la eleccién de U,. Por lo
tanto, (X, 7) es tenuemente compacto.

O
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Proposicién 2.2.26. Sea (X,7) el producto de una familia {(X;,7;) : i € I}
de espacios topologicos. Entonces r([[;c; Xi) = [L;e; 7(Xi).

Demostracion. Como ambos espacio tienen el mismo conjunto subyacente, es
suficiente probar que los espacios (] [,c; Xi) ¥ [[;c; 7(X:) comparten una base.
Sea B el conjunto de abiertos candnicos del producto (X, 7). Como B es una
base para la topologia 7 en X, la familia r(B) = {IntU : U € B} es una base
para el espacio r(][,; X;). En donde el interior y la cerradura son tomados en
el producto.

Ahora, tomemos U € B con U = [[,c;U; y casi todos los conjuntos U
coinciden con X;, excepto un ntumero finito de elementos de I. Como U € B
tenemos que IntU = [Lic: I ntnﬁiﬂ. Sabemos que los conjuntos de la forma
[1,c; Int,,U;" forman una base para el espacio [[,.; 7(X;). Se sigue de lo ante-
rior que la familia r(B) es base para los espacios ([ [;c; Xi) ¥ [Lie; 7(Xi). O

2.3. Grupos paratopologicos T

Proposicién 2.3.1. Si G es un grupo paratopolégico , entonces K es un sub-
grupo invariante de G y el homorfismo cociente 7 : G — G/K cumple que
U =7"17(U), para cada conjunto abierto U C G.

Demostracion. Sea P = (| N(e). De la definicién de K, tenemos que e € K y
K~!' = K. Dado que los automorfismos de G son automorfismos de G sobre
él mismo, vemos que K es invariante en GG. Veamos que K es un subgrupo de
G. Elijamos un elemento arbitrario x € K. Para ello, verifiquemos que zP C
Py Px C P. Dado un elemento U € N(e), tenemos que z € K C U. En
consecuencia, e € x71U y 271U € N(e). Por definicién de P, tenemos que P C
Nuente) 27U = 27 N(e) = 271 P, equivalentemente, P C P. Utilizando
un argumento similar, se muestra que Px C P. Nuevamente, sea x un elemento
de K. Entonces, z~! € K dado que K es simétrico. Por lo tanto, Px~! C P,
equivalentemente, zP~' C P~!. También 2P C P, y, por lo tanto, de lo anterior
tenemos que z(P N P~1) C PN P~} es decir, zK C K. Por lo tanto, K es un
subgrupo de G. Afirmamos que KU = U, para cada conjunto abierto U de G.
Efectivamente, supongamos por contradiccién que existe un elemento x € K y
un conjunto abierto U no vacio en G tal que zU \ U # ). Entonces existe a € U
tal que za ¢ U. Por lo tanto, V = Ua™! € N(e) y x € K\ V # 0, lo cual
contradice la definicién de K. Sea 7 : G — G/K el homomorfismo cociente. Se
sigue de la afirmacién anterior que U = 717 (U), para cada conjunto abierto
U C G. Se puede mostrar que el grupo cociente G/ K es un Ty-espacio. En efecto,
sea un elemento y € G \ K distinto del elemento neutro del grupo cociente,
tomemos z € G tal que 7(z) = y. Entonces, x ¢ K, asi que, existe U € N(e),
donde z ¢ UNU™L Six ¢ U, entonces la igualdad U = 7~ 7(U) implica que
y ¢ m(U). Siz ¢ UL, entonces 1 ¢ U y, de igual manera, y~! ¢ 7(U). Lo
cual implica que y ¢ (U ~!). En cualquier caso, y ¢ VNV ~! donde V = n(U)
es una vecindad abierta del elemento neutro € € G/K. Supongamos que y; y
y2 son elementos distintos de G/K. Entonces y1y, 1 £ &, asi que, existe una
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vecindad abierta V' de € € G/K tal que ylygl ¢ VNV~ En cualquier caso,
y1 & Vys 0 y2 ¢ Vy. Por lo tanto, G/K es un Ty-espacio. O

Sea (G, 7) un grupo paratopoldgico. Si K = {UNU~! : U € N(e)}, enton-
ces denotamos al grupo cociente G/K como Ty(G). En lo sucesivo utilizaremos
esta notacion.

Teorema 2.3.2. Sean G un grupo paratopoldgico y m : G — To(G) el homo-
morfismo cociente. Si f es una funcion continua de G en un espacio X el cual
es Ty, entonces existe una funcion continua g : To(G) — X, tal que f =gom

G —7Ty(G)

| A

X

Demostracion. Veamos que f es constante en cada clase lateral. Supongamos
lo contrario. Para ello, tomemos z,y € G tales que 7'y € K y f(z) # f(y).
Como X es Tp, existe un abierto V en X que contiene exactamente a sé6lo uno
de los puntos f(z) y f(y). Sin pérdida de generalidad que V contiene a f(x)
y no a f(y). En consecuencia, el abierto W = f~1(V) contiene a z y no a y.
Tomemos U € N(e) tal que 2U C W. Se sigue de lo anterior que

ycaK Ca(UNU Y CaU CW.

Lo anterior es una contradiccién. Por lo tanto, f es constante en cada cla-
se lateral. Este hecho nos garantiza que la funcién g: To(G) — X dada por
g({xK}) = f(x) estd bien definida. Como 7 es abierta y f es continua, tene-
mos que g es continua. Ademads, por la definiciéon de g, podemos concluir que
f=gor.

O

Corolario 2.3.3. Un grupo paratopoldégico G es un grupo topoldgico si, y solo
si, To(@) es grupo topoldgico.

Demostracion. Si G es un grupo topoldgico, entonces Tp(G) es también un gru-
po topoldgico visto como cociente de G. Inversamente, supongamos ahora que
To(G) es un grupo topoldgico. Sea U un conjunto abierto en G, w(U) es abierto
en Ty(G). Dado que Ty(G) es grupo paratopolégico , tenemos que 7(U)~! es
abierto. Por la proposicién anterior 7= 1(7(U)~!) = U1K = U~!. Como U es
abierto y 7 es homomorfismo continuo, tenemos que U~! es abierto en G. [

Proposicion 2.3.4. Un grupo paratopoldgico G es tenuemente compacto si, y
sdlo si, el grupo paratopolégico To(G) es tenuemente compacto.
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Demostracion. Si el grupo G es tenuemente compacto, entonces el grupo Ty (G)
es la imagen continua de un espacio tenuemente compacto. Por lo tanto, Ty(G)
es tenuemente compacto. Ahora supongamos que el grupo Tp(G) es tenuemente
compacto. Sea U una familia localmente finita de subconjuntos abiertos del
espacio G y K = (MUNU™! : U € N(e)}. Entonces UK = K para cada
conjunto abierto U del espacio G. Sea 7 : G — Ty(G) el homomorfismo cociente.
En consecuencia, la familia {w(U) : U € U} también es localmente finita. Dado
que el espacio Tj es tenuemente compacto, la familia {7(U) : U € U} es finita.
Por lo tanto, U también es finita. O

Proposicién 2.3.5. Sea G el producto de una familia {G; : i € I} de grupos
paratopoldgicos. Entonces, To(G) = [[,c; To(G).

Demostracion. Sean e la identidad de G y e; la identidad de G;. Definamos K =
Nuenie)(UN U Yy K;= Mvexien)(V N V1), Es fécil ver que K =[], K;.
Ademés, TO(G) = G/K y TQ(G;) = GL/KZ para cadai € I.Seam;: G; — To(Gz)
el homomorfismo cociente, para cada ¢ € I. Definamos la funcién f: G —
[1;c; To(G;) como el producto de las funciones ;. Como 7; es un homomorfismo
continuo, abierto y sobreyectivo para cada i € I, tenemos que f también es un
homomorfismo continuo, abierto y sobreyectivo. Por el teorema 1.3.6, podemos
concluir que G/kerf = [[,.; To(G:i). Es claro que kerf = [[;c; Ki = K. Se
sigue de lo anterior que

To(G) = G/K = G/kerf = [ [ To(Gy).

el

Teorema 2.3.6. (Comfort-Ross) Si G es un grupo topoldgico Ty, entonces G
es completamente regular.

Teorema 2.3.7. El producto de una familia de grupos topoldgicos pseudocom-
pactos es pseudocompacto.

Teorema 2.3.8. El producto de una familia de grupos paratopoldgicos tenue-
mente compactos es tenuemente compacto.

Demostracion. Sea {G; : i € I} una familia de grupos paratopoldgicos tenue-
mente compactos. Consideremos el producto [ [,.; Gi y r(][;c; Gi) la semirregu-
larizacién de dicho producto. Por la Proposicién 2.2.26, 7([ [;c; Gi = [ ;¢ 7(Gi)-
Por el Teorema 2.2.1, 7(G;) es un grupo paratopolégico T3. Ahora utilizando
la Proposicién 2.2.25, r(G;) es tenuemente compacto. En virtud del Teorema
2.2.24, la regularizacién r(G;) es un grupo topoldgico. Consideremos Tp(r(G)).
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Por los resultados 2.3.1-2.3.4, se tiene que Tp(r(G;)) es un grupo topoldgico Tp
tenuemente compacto. Del Teorema 2.3.6, se tiene que Ty(r(G;)) es un grupo
topoldgico pseudocompacto. Por el Teorema 2.3.7, [[,c; To(r(G:)) es un gru-
po topolégico pseudocompacto. Por la Proposicién 2.3.5, [];c;(To(r(G:))) =
To(IT;e; r(Gi)). Utilizando el Corolario 2.3.3 y la Proposicién 2.3.4, se tiene que
[I;c; 7(G:) es un grupo topolégico tenuemente compacto. Se sigue de la Proposi-
cién 2.2.26, que [[,.; 7(Gs) = 7([[;c; Gi) es tenuemente compacto. Finalmente,

por la Proposicién 2.2.25, se tiene que Hiel G;) es tenuemente compacto. [
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Capitulo 3

Grupos paratopolégicos
C-compactos

3.1. Definiciones y propiedades

En este capitulo se mostraran algunas de las propiedades de los grupos pa-
ratopolégicos C-compactos.

Sea {A;}ses una familia de subconjuntos de un espacio topoldgico X . Dire-
mos que {A;}ses es localmente finita, si para cada x € X existe una vecindad
U de x tal que el conjunto {s € S: UN A # (0} es finito. La familia { A4 }scs se
denomina discreta, si para cada x € X existe una vecindad U de x que intersecta
a lo sumo un elemento de {As}ses.

Un grupo paratopolégico G se dice precompacto, si para cada V € N(e),
existe un subconjunto finito A de G, tal que AV =V A =G.

Teorema 3.1.1. Todo grupo topoldgico pseudocompacto es precompacto.

Demostracion. Sea (G,7) un grupo topoldgico . Supongamos que (G, T) no es
precompacto. En consecuencia, existe una vecindad U € N(e) y una sucesién de
puntos {zx} en (G, 1) tal que

xy & U z, U
n<k

para cada k. Elijamos una vecindad simétrica V' € N(e) para la cual V* C U,
tomemos una funcién continua no negativa fj sobre G para cada entero positivo

k, tal que fip(zx) =ky fr =0¢ x;V.
Dado que la sucesién {xxV'} es localmente finita, la funcién f de valores reales
definida sobre G por la relacion

f(@) = 2521 fu(2)

es continua. Dado que f no es acotada, el grupo G no es pseudocompacto. [
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Teorema 3.1.2. (Arhangel’skii y Reznichenko) Supongamos que G es un grupo
topoldgico, H un grupo paratopolégico y ¢ : G — H un homomorfismo sobreyec-
tivo continuo. St G es un grupo precompacto, entonces H es un grupo topoldgico.

Demostracion. Supongamos que H no es un grupo topoldgico. Por el Lema
2.2.23, existe una vecindad U del neutro en H tal que U N U~! es denso en
ninguna parte. Sea W una vecindad simétrica del neutro en G tal que (W) C U.
Dado que G es un grupo precompacto, existe un conjunto finito A C G, tal que
G = AW. En consecuencia, M = (W) C UNU! es denso en ninguna parte
y BM = H, donde B = ¢(A). Por lo tanto, H es la unién finita de conjuntos
densos en ninguna parte, lo cual es una contradiccién. O

3.2. C-compacidad

El siguiente resultado es conocido, por lo cual omitimos su demostracion.

Proposicién 3.2.1. Un espacio X es pseudocompacto si y sélo si X es Tycho-
noff y f(X) es compacto en R para cada funcidn continua f: X — R.

Si A es un subconjunto de X. Diremos que A es C-compacto en (X, 7,0)
si f(A) es un subconjunto compacto de R para cada f € C(X,7V o). Un
grupo paratopolégico (G, 7) se dice C-compacto, si el biespacio (G,7,771) es
C-compacto.

Lema 3.2.2. Sila funcion h: (X,7,0) = (Y,7%,0%) es bicontinua, entonces
h:(X,7Vo)—= (Y, 7"V o*) es continua.

Demostracion. Sabemos que la familia B={UNV : U € 7*,V € ¢*} es una
base para la topologia 7*Vo*. Tomemos U € 7%y V € o*, entonces h=H(UNV) =
h=1(U)Nh=1 (V). Como h es bicontinua, el conjunto A= (U)Nh~1(V) es abierto
en (X,7Vo). O

Proposicién 3.2.3. Sea el biespacio C-compacto (X, 7,0). Si h es una funcién
bicontinua de (X, T,0) sobre el biespacio (Y,7*,0%), entonces (Y,7*,0*) es C-
compacto.

Teorema 3.2.4. (Romaguera, Sanchis) Un grupo paratopoldgico Ty es C-com-
pacto si, y solo si, es un grupo topoldgico pseudocompacto.

Demostracion. Sea (G, 7) un grupo paratopolégico Ty C-compacto. Por defini-
cién, f(G) es un subconjunto compacto de R para cada f € C(G,7V 77 1). Lo
anterior implica que el grupo topoldgico (G, 7V 7~ 1) es pseudocompacto. Por el
teorema 3.1.1, (G, 7) es C-compacto dado que 7V 7! = 7. La funcién identidad
es un isomorfismo continuo de (G, 7V 771) sobre (G, 7). Se sigue del teorema
3.1.2 y de la pseudocompacidad de (G, 7V 77!) se deduce que (G, ) es un grupo
topoldgico pseudocompacto.

Reciprocamente, supongamos que (G, 7) es un grupo topolégico pseudocom-
pacto. En consecuencia, 7 = 7~ !. La proposicién 3.2.1 implica que (G, 7) es
C-compacto. O
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Teorema 3.2.5. Un grupo paratopoldgico (G, T) es C-compacto si, y sdlo si, G
es un grupo topologico tenuemente compacto.

Demostracion. Supongamos que (G, 7) es C-compacto. Sea 7: G — Tp(G) el
homomorfismo cociente. Definamos n(7) = {w(U) : U € 7}. En consecuencia,
To(G) = (G/K,n(7)). Tenemos que 7: (G, 7,77 1) — (G/K,n(7),7n(7)7!) es
una funcién bicontinua. Por la Proposicién 3.2.3, (To(G),n(7)) es un grupo
paratopolégico Ty y C-compacto. Por la Proposicién 3.2.4 tenemos que Tp(G)
es un grupo topolégico pseudocompacto. La Proposicion 2.3.4 dice que G es
tenuemente compacto si, y solo si, TO(G) es tenuemente compacto. Concluimos
que G es tenuemente compacto. Ademads, el Corolario 2.3.3 implica que G es un
grupo topoldgico.

Ahora, supongamos que G es un grupo topoldgico tenuemente compacto. En
consecuencia, 7 =77t =7V 7L Sea f: (G,7) — R una funcién continua. Por
el teorema 2.3.2, existe una funcién continua g: To(G) — R tal que f = g o,
donde m: G — TH(G) es el homomorfismo cociente. Como G es un grupo to-
polégico, To(G) también es un grupo topoldgico Ty y, por lo tanto Tychonoff. La
compacidad tenue de G implica que TH(G) es un grupo topoldgico pseudocom-
pacto. Se sigue de la proposicién 3.2.1 que f(G) = g(7(G)) es un subconjunto
compacto de R. Hemos probado que G es C-compacto.

O

Corolario 3.2.6. El producto de grupos paratopolégicos C-compactos es C-
compacto.

La demostracién de este resultado se obtiene como consecuencia del teorema,
anterior y el Teorema 2.3.8.
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