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Resumen

En este trabajo de tesis se describen algunos avances en el estudio de friccion, el cual
es un fenémeno naturalmente presente en todos los sistemas con partes en movimiento,
produce una contribucion considerable al desempeno y comportamiento de robots ma-
nipuladores. Se presentan algunos de los métodos clésicos para el modelado de friccion
en robots manipuladores, asi como algunas mejoras a dichos modelos clasicos, ademas
de proponer nuevos modelos estaticos de friccién orientados a compensacion de friccién
en robots manipuladores. Se presenta un breve estudio de los robots manipuladores co-
mo modelos dindmicos junto con el método de moldeo de energia para diseno de leyes
de regulacion enfocadas a control de posicién, proponiendo algunas leyes de control
saturado novedosas. Se describe el procedimiento para convertir las leyes de control
saturado propuestas en este trabajo en modelos de friccién de ganancias constantes y
sus ventajas con respecto a los modelos convencionales documentados en la literatura.
Finalmente se propone un esquema de regulacién para robots manipuladores que in-
cluye una componente de compensacion adaptable de par disipado por friccién con su
respectivo andlisis y demostracién de estabilidad segin Lyapunov. Los resultados de
la investigacién para este trabajo de tesis fueron documentados en los articulos Nue-
vo modelo de friccion para robots manipuladores publicado en el congreso ELECTRO
2020, y el articulo Nuevo modelo de friccion basado en funciones hiperbdlicas publicado
en el congreso MECAMEX 2020.
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Introduccion

Los robots manipuladores seriales son sistemas articulados que pueden analizarse
desde su modelo dindmico. El modelo dindmico de un robot manipulador permite el
estudio del sistema completo, pues describe a grandes rasgos su respuesta ante una
entrada conocida facilitando el diseno de su controlador. El control de robots manipu-
ladores implica conocer a profundidad los fendmenos fisicos que estan implicados en el
comportamiento dindamico del sistema, tales como pares inerciales, pares gravitaciona-
les, friccién, etc.

El fenémeno de friccién es un efecto disipativo que convierte la energia mecanica
en energia térmica e introduce una componente de amortiguamiento que modela la
forma de la respuesta transitoria. Este fenémeno se ha representado por mucho tiempo
a través de los modelos clasicos de friccion viscosa y friccién de Coulomb, estas com-
ponentes corresponden unicamente al estado estacionario del modelo de LuGre, el cual
describe el comportamiento completo del fenémeno de friccion.

En este trabajo de tesis se profundiza en los aspectos relevantes del fenémeno de
friccién ya mencionados para implementarlos en un nuevo modelo, el cual represente de
forma precisa los efectos de la disipacién de energia mecanica de un robot manipulador.
El objetivo principal es lograr que este nuevo modelo sea competitivo con el modelo
de fricciéon de LuGre, el cual es considerado actualmente como el modelo de friccién
publicado mas completo.

Justificacion

Los robots manipuladores como objetos de estudio en control automatico, ofrecen
un amplio espectro en la formulacién de problemas tedricos y practicos, debido a su
naturaleza no lineal y multivariable de su comportamiento dinamico.

A pesar de una gran cantidad de trabajos cientificos en la literatura sobre algoritmos
de control de robots manipuladores, la mayoria de esos trabajos ilustra sus resultados

a través de simulaciones [1]-[6].

Las simulaciones son importantes y flexibles durante las primeras etapas en el diseno
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de algoritmos de control; sin embargo, estos resultados son generalmente incompletos,
debido que desprecian aspectos practicos tales como dindmica de las articulaciones del
robot, ruido en los sensores, fenémenos de friccion, etc. De ahi que, sus resultados tie-
nen valor limitado.

Hay pocos trabajos que validan sus desarrollos tedricos con resultados experimen-
tales [5]-[8]. Esta problematica se debe a:

» Falta de un adecuado sistema experimental (con la instrumentacién necesaria
para el registro de variables de estado y pares aplicados).

= Dificultad que presenta obtener el modelo exacto del robot manipulador. Eviden-
temente, lo anterior involucra el modelo de friccion.

Por otro lado, la validacion experimental de algoritmos de control asegura su po-
tencial éxito en el mundo real de las aplicaciones, de esta forma el desarrollo de un
sistema experimental es un paso esencial para medir el desempeno de nuevos y exis-
tentes algoritmos de control.

Actualmente, en el campo cientifico el nimero de evaluaciones experimentales con
robots manipuladores en tiempo real ha ido aumentando (ver [7]-[9]), donde han pre-
sentado estudios de evaluacién comparativa entre diversos controladores con robots
manipuladores). Sin embargo, aun persiste el problema de modelado y compensacién
de friccion.

Objetivos

Los objetivos planteados para el presente trabajo de tesis son los siguientes:

Objetivo general:

= Este proyecto tiene como objetivo fundamental disenar y desarrollar un esque-
ma de control de posicién con compensacion de friccién de robots manipuladores.

Objetivos particulares

O;: Seleccionar el modelo dinamico de friccién mas adecuado de acuerdo al estado
del arte en friccién de robots manipuladores (tribologia).

O,: Disenar un esquema de control con compensacién de friccion, manteniendo las
ganancias constantes del esquema de control.

O3: Generalizar el esquema de control con compensacion de friccién y ganancias cons-
tantes, hacia un esquema de control con compensacion de friccién y ganancias
variables.
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O,: Obtener la versién adaptable de friccién del esquema de control con ganancias
variables.

Os5: Analisis de robustez del esquema de control con compensacién de friccién (in-
cluyendo las versiones con ganancias constantes y variables, asi como la version
adaptable).

Og: Publicacion de los resultados de tesis en revista (arbitrada/indexada) y/o con-
greso arbitrado.

Contribuciones

La principal contribucién de este trabajo es la ley de control para robots mani-
puladores con compensacién de fricciéon adaptable. Como subproducto del diseno y
desarrollo de los algoritmos de control con compensacion de friccién adaptable, se rea-
lizaron multiples propuestas de modelos de friccién similares a los modelos clasicos con
la diferencia principal de estar estructurados como funciones continuas, favoreciendo
el analisis de estabilidad. Se documentaron técnicas de mejora a modelos de friccion
clasicos existentes. Una aportacion destacable de este trabajo es la propuesta de 2 leyes
de control saturado para robots manipuladores y su respectivo anélisis de estabilidad,
asi como una breve descripciéon del método empleado para generar modelos de friccién
a partir de leyes de control del tipo saturado. El modelo de control con compensacién
de friccién incluye un andlisis detallado de estabilidad segin Lyapunov y el método
empleado en el diseno de dicha ley de control. Los resultados generados a partir de la
investigacion relacionada a este trabajo de tesis se encuentra publicada en los articulos
de congreso incluidos en la seccién de anexos de este documento.






Capitulo 1

Preliminares

1.1. Fenomeno de friccion

Se conoce como friccién al efecto fisico que se opone al movimiento (en el caso de
los robots manipuladores este fenémeno se presenta en el movimiento de sus articu-
laciones), dicho fenémeno disipa la energia cinética y transforma la energia mecanica
en energia térmica, provocando efectos negativos sobre la eficiencia del movimiento en
motores y sistemas mecénicos [10].

La friccién se encuentra en todos los sistemas mecanicos y su aportacién al modelo
de energia de un Robot manipulador es relevante para el comportamiento final del sis-
tema, ya que al incluir un modelo matemaético que describa este fenémeno de manera
fiel a la realidad mejora el desempeno de los algoritmos de control, y a su vez, permite
la creaciéon de sistemas mas robustos y precisos.

1.2. Modelado dindmico de robots manipuladores

El modelo dindmico de un robot manipulador estda formado a partir de ecuaciones
diferenciales, que describen su comportamiento y parametros fisicos, tales como efectos
inerciales, fuerzas centripetas, par gravitacional, entre otras.

El mejor método para formar el modelo dindmico es mediante las ecuaciones de
movimiento de Euler-Lagrange, las cuales traducen los parametros de un robot y su
dinamica ecuaciones sencillas que, ademas, facilitan el analisis y diseno de algoritmos
de control [11].

El Lagrangiano £(q, ¢) de un robot manipulador se define como la diferencia entre
la energia cinética K(q,q) y la energia potencial U(q,q):

L(q,q) =K(q,q) —U(q) (1.1)
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donde q y q representan los vectores de posicién y velocidad articular respectiva-
mente. La energia cinética (g, ¢) es dependiente de la posicién y velocidad articular,
mientras que la energia potencial U(q) solo depende de la posicién. Las ecuaciones de
movimiento de Euler-Lagrange que definen el modelo dinamico de un robot manipula-
dor de n grados de libertad estan dadas por:

L 4 [0L(e.9)] 9L(q.9)
dt 0q dq

El modelo dindmico de un robot manipulador proporciona una representaciéon com-
pleta de la fuerza que es proporcionada a los servomotores y el movimiento de los ele-
mentos rigidos del motor. Este método, posee la ventaja con respecto a otros métodos
de desarrollarse de forma idéntica sin importar las coordenadas de referencia elegidas
para el estudio del sistema [12].

(1.2)

Las ecuaciones de Euler- Lagrange para un sistema robético de n grados de libertad
posee la siguiente estructura:

T=M(q)g+C(q.9)q+ g(q) +7(q) (1.3)
donde:

M (q) es la matriz de inercias,

» C(q, q)q es la matriz de fuerzas centripetas y de Coriolis,

g(q) es el vector de pares gravitacionales,

T¢(q) es el vector de par de friccién.
El modelo dinamico de un robot manipulador de n grados de libertad con eslabones

rigidos conectados por articulaciones libres de elasticidad en cadena cinematica abierta
esta dado por:

T=M(q)g+C(q,4)q— g9(q) — 74.(q) (1.4)
donde

= 7 € R" es el vector de pares aplicados,

g € R" es el vector de posiciones articulares o coordenadas generalizadas,

q € R" es el vector de velocidades articulares,

g € R" es el vector de aceleraciones articulares,

M(q)q € R™" es la matriz de inercia, simétrica y definida positiva,
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» C(q, q) € R"™™ es la matriz de fuerzas centrifugas y de Coriolis,
» g(q) € R" es el vector de pares gravitacionales,
» 74,(q) € R es el vector de pares de friccién.

La ecuacién (1.4) describe la dindmica general de un robot manipulador ademés de
incluir los efectos del par gravitacional y par disipado por friccion. La estructura del
modelo dinamico mostrada anteriormente se ajusta a los robots de estudio tanto fisicos
como de simulacion empleados en este trabajo de tesis, por lo que el modelo dindmico
aqui mostrado es la base del analisis tedrico en el diseno de algoritmos de control para
todos los casos de estudio aqui presentados.

1.2.1. Propiedades matematicas de los robots manipuladores

Los robots manipuladores de articulaciones rigidas y servoactuadores rotacionales
poseen las siguientes caracteristicas [13]:

Propiedad 1. La matriz M(q) € R™" es simétrica, definida positiva, y satisface:

M(q) = M"(q); M(q) > 0;x" M(q)xz>0Vgqgx € R 2" M '(qx>0Vqx € R"
(1.5)

Propiedad 2. Para robot compuestos unicamente por actuadores rotacionales, existe
una constante positiva By que satisface:

IM(q)]| < Ay < Bur- (1.6)

Propiedad 3. Si ¢ = 0, entones la matriz de fuerzas centripetas y de Coriolis satisface
C(q,0)=0Vq € R".

Propiedad 4. La derivada temporal de la matriz de inercias M(q) es una matriz
simétrica que satisface:

M(q)=C(q,q" +Cl(q. . (1.7)

Propiedad 5. La derivada temporal de la matriz de inercia M(q) y la matriz de fuerzas
centripetas y de Coriolis C(q, q) satisfacen:

1. : NE . n
54 [M(Q) —2C(q, q)] q=0,vgq q € R" (1.8)
Por lo tanto, la matriz M(q) — 2C(q, @) es una matriz antisimétrica.

Propiedad 6. Para robots compuestos unicamente por articulaciones rotacionales,
existe una constante positiva k. > 0, que satisface:

1C(g,2)yll < kel|2lll|yll V ¢,y € R". (1.9)
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1.3. Efecto Stribeck

El efecto Stribeck [3], es un modelo estético incluido en la representacién més
completa del efecto de friccién. La representacion del fenémeno disipativo de friccién
en las articulaciones de un robot manipulador se expresan matematicamente mediante
la siguiente ecuacion:

.8
q;
Tsi

Tfi = 00q; + SiQHO(Qi)[Tci + (Tsi - Tci)e ] <110)

donde:

Ty, es el par de friccidn,

09 es el coeficiente de rugosidad de las micro asperezas,

g; es la velocidad articular del eslabon i,

T.i €s el coeficiente de friccién de Coulomb del eslabon i,

Tgi es el coeficiente de friccién estatica del eslabén 1,

0 es un parametro de disenno que modifica la forma de la curva de Stribeck.

1.4. Modelo de friccion clasico

El modelo de friccién clasico [14] es ampliamente conocido y estd documentado por
diversos autores. Este modelo incorpora las ecuaciones de friccion viscosa:

bei :bzqz, (111)

la friccién de Coulomb

Tei = fci‘SignO(q'i)u (112)

asi como una componente de friccién estatica.

Trei = Jeill = |signo(gi)|] (1.13)

Al integrar las ecuaciones (1.11), (1.12) y (1.13) se obtiene un modelo matemaético
que integra la mayor parte del torque disipado por el fenémeno de friccién, englobando
asi los aspectos no dindmicos del fenémeno de manera simple y suficientemente precisa
para aplicaciones en las que la fricciéon no sea un factor decisivo en el desempeno del
sistema o controlador.

Este modelo es ampliamente utilizado en robética y control de servomecanismos
debido a su simplicidad y estructura estatica, lo que a su vez, permite la incorporacién
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de compensacién de friccion directamente; sin embargo, una de las desventajas princi-
pales de este modelo es su incapacidad de reproducir el efecto Stribeck y la histéresis
caracteristica de la fricciéon con precision, por lo que se han propuesto distintos métodos
mas completos para modelado de friccion.

Tf, = biGi + feisigno(g;) + fei[l — |signo(q;)|] (1.14)

FA
/

-
\

/

Figura 1.1: Gréfica caracteristica del modelo de friccién clésica.

1.5. Modelo de fricciéon de Dahl

El primer acercamiento al modelado de friccion en servomecanismos fue hecho por
Dahl en 1968 [15]. El modelo de friccién de Dahl, comtinmente conocido como modelo
de friccion de rodamiento de bolas, ofrece una representacion general de los efectos
de friccién en sistemas mecanicos que muestran un comportamiento con decaimiento
lineal similar a lo mostrado en el comportamiento de la friccién de Coulomb.

Dahl logré su hallazgo al reemplazar un péndulo con una masa y una cuerda de
piano, las observaciones de este experimento lo condujeron a un modelo de friccién
basado en la curva caracteristica del modelo de tensién - deformacion.Una forma basica
del modelo de Dahl es la funcién

d F
F = F.(1— ek gigno (d—f> =0y (—Esigno(v)> (1.15)
donde F es la fuerza, x es el desplazamiento, oq es la rigidez y F, es la friccién de
Coulomb.
Anadiendo a la ecuacién z = F'/oy como variable de estado y aplicando la regla de
la cadena se obtiene:
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dz 1dFdzx 1dF o ] (1.16)
dt oygdr dt ogdr Fec' '

que es la ecuacion del modelo de fricciéon de Dahl. En estado estacionario, el modelo
se puede expresar como:

Fys = 0920 = Fesigno(v). (1.17)

El modelo de friccién es un sistema dinamico de primer orden, que incluye a la
ecuacién de friccién de Coulomb como caso particular (en estado estacionario). Este
modelo tiene la desventaja de no incluir el efecto Stribeck ni la histéresis, los cuales son
importantes para un modelo del efecto de friccién, por lo que este modelo se considera
incompleto.

1.6. Modelo de friccion de LuGre

El modelo de friccién de LuGre estd dado por [7]

Z=v—o0p——~z=v— h(v)z, (1.18)

F:002+012'+f(v), (119)

donde v es la velocidad entre los 2 superficies en contacto, z es el estado de fric-
cién interno, y F' es la fuerza de fricciéon, Este modelo presenta multiples ventajas con
respecto al modelo de Dahl, pues es modelo de friccién de LuGre, tiene una funcion
dependiente de la velocidad g(v) en lugar de constante, ademas de una variable o1 que
representa micro desplazamientos.

El modelo de LuGre es una representacién mas acertada del comportamiento de la
friccién a nivel microscépico e incorpora informacién sobre la rigidez producida por el
fenémeno de friccién.

La Fig. 1.2 muestra el comportamiento tipico del modelo de fricciéon de LuGre, en
el cual se observan los efectos de la friccion de Coulomb, la friccion estética, el efecto
Stribeck y una regién de histéresis.

La estructura del modelo de friccién de histéresis en estado estable corresponde en
gran medida a la forma caracteristica de algunos modelos clasicos, con la adicién de
la regién de histéresis. La integracion de todos los fendémenos fisicos considerados en
el modelo de LuGre es lo que lo convierte en uno de los modelos mas precisos para
compensaciéon de friccién en motores y otros sistemas mecédnicos.
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Torque de friccion

Tsr Stribeck

) \< -

—=—— region de histéresis

4‘1 4 ‘3 ,'2 Jl 0 1' 2' 3 i i Qg rad/seg

Stribeck ’Tsr

Figura 1.2: Gréfica caracteristica del modelo de LuGre

1.7. Identificacién paramétrica

El modelo dinamico de un robot manipulador contiene en su estructura los parame-
tros fisicos del sistema que representa tales como, longitud de eslabones, distancia al
centro de gravedad, masas, momentos de inercia y coeficientes de friccion.

Los parametros fisicos de un robot comercial normalmente son no estan disponibles
para el usuario, debido a que los fabricantes no revelan informacion detallada sobre la
estructura del robot. Dado que en la mayoria de los casos no es posible desarmar los
robots y determinar estos parametros por medicién, se utilizan algoritmos de control
adaptables y controles robustos, los cuales se anteponen a las incertidumbres en los
parametros del robot.

El método de identificaciéon paramétrica es una herramienta atractiva para deter-
minar los parametros dinamicos de robots manipuladores, sobre todo cuando existe
dificultad para medirlos directamente. Sin embargo, la naturaleza no lineal del modelo
dindmico de robots manipuladores hace que la tarea de identificacion paramétrica no
sea trivial [16].

Los robots manipuladores pertenecen a una clase de sistemas mecanicos no lineales
con una estructura dinamica bien definida. El modelo dindmico de un robot manipu-
lador de n grados de libertad presenta la propiedad de linealidad con respecto a los
parametros del robot que dependen de masas, momentos de inercias, centros de masa
y coeficientes de friccién.
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P {am(q,q)} ~ 096c(q,9)

i 94 ] 0. =7 —f(q). (1.20)

En el modelo dinamico de un robot, la friccién se modela generalmente como la
combinacion de una componente de friccién de Coulomb y una componente de friccién
viscosa, por lo tanto, el modelo de friccion clasico es lineal con respecto a los coeficientes
de friccion.

f(q) = ¢r(q)0rF (1.21)

donde ¢ es una matriz de orden n x 2n y 0 es un vector de 2n x 1, el cual contiene
los coeficientes de friccién viscosa y de Coulomb. Por lo que la ecuaciéon toma la forma

H % [aabaa(q, q)] B ama(q, q)
q q

[or@)] 0.~ (1.22)
donde

0—[076%)" (1.23)

denota el vector de parametros dinamicos y de friccion del robot manipulador. Fi-
nalmente, el modelo dindamico generalizado de un robot manipulador puede expresarse
de la siguiente manera para obtener linealidad en los parametros del robot manipulador.

M(q)g+C(q,9)a+9g(q)+f(q)=7(q,q,q9)0 =71 (1.24)

donde T(q, q, q) es una matriz n X p de funciones conocidas, @ es el vector p x 1
que contiene los pardmetros del robot y p = p; 4+ ps + 2n.



Capitulo 2

Analisis de modelos de friccion

En este capitulo, se analizan de manera profunda los algunos de los modelos de
friccion publicados (LuGre y Dahl) y sus propiedades [1], [7]. El modelo de Dahl y el
modelo de LuGre poseen una estructura similar debido a que LuGre puede entenderse
como una extensién del modelo de Dahl con cambios en los elementos microscopicos
de la friccion. Por lo tanto, el andlisis de propiedades aqui desarrollado aplica a ambos
modelos [17].

2.1. Propiedades del modelo de friccion de LuGre

Considerando el modelo de LuGre descrito por:

Z=0v— UOJLJZ =v — h(v)z, (2.1)

F =o0pz+ 012+ f(v), (2.2)

considerando ¢g(v) y f(v) como

«@

N
Vs

g() = Fo+ (Fo = F)e”

f(v) = o9 (2.4)

2.1.1. Propiedad 1: Funciéon acotada

En la ecuacién (2.3) se tiene que 0 < g(v) < F;. Por lo que el conjunto Q =
{z :|2| < Fs/oy} existe y es invariante en el modelo de LuGre. Es decir, si |2(0)] <
FiJoo = |2(t)] < Fs/og Vt > 0.

Esta propiedad es una consecuencia del hecho de que la derivada temporal de la
ecuacién cuadratica W = 2%/2 a lo largo de las soluciones de (2.1) estd dado por
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W=z (v - 00%) = |v] || <aog|i| - sgn(v)sgn(z)) .

Noétese que oo(|z|/g(v)) > 0y que sgn(v)sgn(z) toman valores de 1 o —1. Cuando
sgn(v)sgn(z) = —1, resulta que (0¢(|z|/g(v)) — sgn(v)sgn(z)) es una funcién positiva
mientras que W is semidefinida positiva. Por el contrario, cuando el sgn(v)sgn(z) = 1
y 2| > g(v)/o0, resulta que W es negativa. Como g(v) es positivo y acotado por Fj,
es notable que € es un conjunto invariante de soluciones de (2.1).

Con esta propiedad se concluye que si el estado interno z se encuentra inicialmen-
te debajo de la cota superior de la funcién g(v), que a su vez se encuentra de bajo
la funcién normalizada F;/og, entonces el estado permanece acotado, especificamente,
2(t) < Fy/og Vt > 0.

2.1.2. Propiedad 2: Estado interno disipativo

El mapa v + z definido por (2.1) es disipativo con respecto a la funcién W(z(t)) =
(1/2)2%(t), como sigue

0
/ z(T)v(r)dr > W(z(t)) — W(z(0)), para todo t > 0. (2.5)
t
Partiendo de la ecuacién (2.1) se tiene que

dz 1 o 42 (2.6)

Por lo tanto

/0 (P )(r)dr > /0 () dz(:)df > W) — W(0) (2.7)

/0 (r)o(r)dr > /0 (7)d=(7) > W(t) — W(0). (2.8)

Esta propiedad indica que el modelo de LuGre entrada-estado pasivo para todos
los valores positivos de los parametros del modelo. También, es posible caracterizar las
condiciones bajo las cuales el mapa de entrada-salida (I/O) v +— F' es también pasiva,
por lo que, existe una > 0, tal que, fto F, > —p para todo t > 0.
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2.1.3. Propiedad 3: Disipatividad entrada-salida con o; cons-
tante

El mata v — F', definido por (2.1) (2.2) tiene la propiedad

/Ot Fodr > W(z(t)) — W(z(0)) + p/ot v’dr > —W(2(0)), for all t >0, (2.9)

Al igual que en el caso anterior, se parte de la desigualdad (2.6), lo que resulta en

K bodz b odz ! dz
/0 de7200/0 ZEdT—l_Ol/O Z%dT—i_/o f(U)EdT (2.10)

Donde f(v) = o9v, lo que resulta en

t t t t
/ Fudr > 00/ zdz + 01/ vidr + 02/ vdz (2.11)
0 0 0 0

La ecuacién (2.9) que implica que el mapa es una entrada estrictamente pasiva con
p=o0y—01(F,—F./F.) >0y con la funcién de almacenamiento W (z) = (00/2)2% solo
si

(F s F. C)
oy > 01— 2.12
2> (212

La condicién de pasividad (2.12) requiere que el coeficiente de friccién viscosa oy
sea suficientemente grande. También se tiene una restriccién menor cuando F, y F, son
muy cercanos entre si, sin embargo, dicha restricciéon se vuelve importante cuando F
es significativamente mayor que F..

2.1.4. Propiedad 4: Disipatividad entrada/salida con veloci-
dad dependiente 1(v)

Suponiendo que ¢y (v) satisface las siguientes condiciones:

lv|a1(v) < 4g(v) (2.13)
71(0) = o1 £ 2(\/oom — 03 (2.14)

Entonces, el mapa v — F define un operador de entrada estrictamente pasiva,
fot Fudr > W (z(t)) — W(z(0)) + o9 fot v2dr, para todo T' > 0, con la funcién de alma-
cenamiento W (z) = (0¢/2)2%

Si la funcién & (v) > 0 decae exponencialmente, entonces la funcion:

|v|ay(v) >0 (2.15)
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es positiva y concava.
Debido a que:

F, < g(v) < F; Yo, (2.16)

la condicion 2.13 se satisface mientras se cumple

max, {|v|g1(v)} < 4F.. (2.17)
La funcién:
71 (v) = oye” /%)’ (2.18)
con:
oo £ 2(\/oom — 09 (2.19)
o9 £ 20\/ogm — 09 = 1. < 4\/2—6FC/01 (2.20)

satisface las condiciones (2.13) y (2.14). Eligiendo el coeficiente de micro-amortiguamiento
a1(v), es posible obtener un modelo que es pasivo y tiene un buen micro-amortiguamiento.
El ratio de transicion entre el estado pegado a deslizamiento estd gobernado por el
parametro v.. Este parametro puede ser elegido lo suficientemente pequeno para satis-
facer:

&1 (v) = oye” /) (2.21)

y hace variar a &;(v) lo suficientemente rapido para que el ratio de variacién del
producto:

51(v)2 (2.22)

estd dominado por el ratio de variacién de a1(v). De ese modo se tiene que:

girmoi=vx0=00W:ix0=0v>c¢ (2.23)

El comportamiento local del sistema en friccion esta amortiguado, mientras la disi-
pacion entrada/salida propia del modelo es recuperada. Note que este comportamiento
se mantiene para parametros arbitrariamente grandes.

Debido al hecho de que el modelo de friccion de LuGre es un caso particular del
modelo de Dahl, y que ambos comparten algunas caracteristicas esenciales como los
parametros og, 07 y la variable de estado interna z, las cuales son practicamente idénti-
cas en ambos modelos, podemos concluir que el andlisis de las propiedades del modelo
de LuGre aplica también para el modelo de Dahl, por lo que podemos afirmar que
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el modelo de Dahl esté acotado, posee un estado interno z disipativo, y disipatividad
entrada-salida.






Capitulo 3

Diseno de un nuevo modelo de
friccion para robots manipuladores

3.1. Introduccion

Como se ha mencionado anteriormente, en el modelado dinamico de robots manipu-
ladores es de vital importancia conocer a profundidad todos los fenémenos que influyen
en el comportamiento del sistema, de modo que este pueda describirse de forma com-
pleta y precisa, permitiendo un control éptimo de cualquier sistema sin importar su
configuracion geométrica. El fenémeno de friccion representa una aportacién notable
al comportamiento dindmico final del sistema, pues representa la energia que el robot
disipa a través de calor debido al rozamiento de sus partes mecanicas.

Al igual que sucede con la compensacién de gravedad, en cual es necesario com-
prender y modelar adecuadamente el fendmeno (energia potencial) para conseguir una
respuesta en estado estable sin oscilaciones; un modelo de friccién completo permite
eliminar las vibraciones del robot al alcanzar su posicion final, ademas de mejorar el
factor de desempeno del sistema.

De contarse con un modelo exacto del fenémeno de friccién ya sea del tipo dinamico
o estatico, las aplicaciones tecnologicas representarian una enorme ventaja en aquellos
sistemas que requieran una precision muy alta, o en aquellos donde la friccién sea un
problema mayor para su funcionamiento adecuado. En el area de robédtica, el uso de
un modelo de esta clase es notable y es un problema de alto interés, debido a que exis-
ten muchas maneras de abordar una solucion, cada una con sus ventajas y desventajas.

Actualmente, en el campo de la robdtica es comun el uso de modelos estaticos de
friccién (en los que se maneja a la friccién como una funcién dependiente de la ve-
locidad) que describen elementos bésicos de este fenémeno como lo son la friccién de
Coulomb, la friccion estatica, la friccidén viscosa, etc. Estos elementos se integran de
forma numérica en un controlador y su implementacion es sencilla. Cualquier modelo
de friccién de esta clase, mejora el desempeno de los algoritmos de control, sin embargo,
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como se ha demostrado a través de la investigacion, estos modelos son una aproxima-
ciéon muy simplificada de lo que ocurre en el rozamiento de superficies, y se enfoca mas
en el comportamiento a nivel macroscépico de las superficies de contacto.

Otro punto importante de los modelos estaticos actuales, es el hecho de que son
funciones discontinuas debido a la presencia de la funcién signo, y por lo tanto, estos
modelos no son continuamente diferenciales, y no existe una manera formal de demos-
trar estabilidad de un esquema de control con estas caracteristicas debido a que se
requiere de una funcién continuamente diferenciable.

3.1.1. Mejora de modelos clasicos de friccion

Un método para resolver el problema de los modelos de friccién estéaticos diferencia-
ble a trozos debido a la funcion signo, es sustituir la regién cercana a la velocidad cero
por una pendiente con la méxima inclinacién posible [18]. Para lograr esto, se emplea
la funcién tanh(Qw) en lugar de la funcién sgn(v), donde Q, > v € Ry, por lo que
aplicando esta correccion al modelo clédsico de friccién se obtiene.

F =04+ ftanh(Q4q) (3.1)

Con el ajuste anterior, la grafica caracteristica del modelo se modifica, tal como se
muestra a continuacion

Friccion Modelo tanh( €2)

Friccion [Nm]
o

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
Velocidad articular [grados/seg]

Figura 3.1: Gréfica caracteristica del modelo de friccién clasica mejorado
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Con esto se logra tener un modelo continuo y que puede emplearse en analisis de
estabilidad con controladores con compensacion de friccién. Cualitativamente, ambos
modelos son equivalentes (cuando €2 = o0), sin embargo debe tomarse en cuenta que,
si bien este es un resultado que mejora a los modelo de friccién discontinuos, no es una
buena soluciéon al problema, principalmente porque representa una carga de recursos
mucho mayor en comparacién con la funcién signo hablando de forma numérica y, en
algunos casos puede ser contraproducente si esto sobrepasa la capacidad de los recursos
del sistema, produciendo retraso en las operaciones matematicas y errores de céalculo.

3.2. Propuesta inicial de un modelo de friccién estati-

co (Modelo A)

Se propone que es posible disenar un modelo de friccién estatico que posea todas
las caracteristicas mas importantes del modelo de fricciéon de LuGre si se encuentra
una funcién tal que, ante una entrada v, tenga un comportamiento analogo al del mo-
delo de friccion de LuGre; sin embargo, el modelo debe ser continuamente diferenciable
para poder emplearse en andlisis de estabilidad en controladores con compensacion de
friccion.

Tomando las caracteristicas antes mencionadas en consideracién, se propuso la si-
guiente funcién como un modelo inicial para un robot manipulador de 1GDL:

sinh?(6¢)tanh(6q) . .
F=f , b 3.2
J 1+ sinh?3(6q) t (32)
donde:
q Posicién articular del motor[m],
d
q= d_Z Velocidad articular entre superficies de contacto [grad/seg],
fe Coeficiente de friccién de Coulomb [N/m],
b Coeficiente de friccion viscosa [N/m],
o Coeficiente de disipatividad,
s Coeficiente de Histéresis.

La ecuacién (3.2) posee la siguiente curva caracteristica mostrada en la Fig. 3.2,
donde puede notarse que se tiene un comportamiento semejante a los modelos clasicos
de friccién. Para valores adecuados de f., by «, se tiene un modelo andlogo a un modelo
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Fricciéon Modelo A

Friccion [Nm]
o o
ul o ul

'
[y
T
I

-15r 1

_2 Il Il Il Il Il Il Il
-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

Velocidad articular [grados/seg]

Figura 3.2: Grafica caracteristica modelo de friccién inicial propuesto

clasico discontinuo del tipo mostrado en la ecuacion (3.1).

En este modelo se mejora el desempeno numérico del controlador, pues optimiza
los calculos necesarios para mostrar la estructura deseada, y cuenta con una ventaja
importante con respecto a todos los modelos mencionados anteriormente, pues en este
modelo se cumple que F' =0 = ¢ = 0, lo cual es un comportamiento real debido a la
ley de conservacién de la energia, ya que, al no existir una entrada al sistema (a modo
de energia cinética), no existe energia disipativa en ese instante de tiempo.

la variable a de la ecuacién (3.2) modifica el ancho de la zona de histéresis y la
rapidez con la que la friccion decae al acercarse a cero. Al ajustar la variable o se
obtienen las siguientes curvas caracteristicas

Eligiendo un valor adecuado para a genera un resultado mas acertado; se propone
a = 6 para la mayoria de los motores de transmision directa.

Este modelo no considera la curva del efecto Stribeck, por lo que no es un modelo
de friccion completo, sin embargo, se ha demostrado sus aplicaciones y la ventaja que
representa para analisis de estabilidad en robots bajo un esquema de control con com-
pensacion de friccion.
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. Fricciéon Modelo A

Friccion [Nm]
o

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
Velocidad articular [grados/seg]

Figura 3.3: Grafica caracteristica de modelo de friccién A con variaciones en 0.

3.3. Modelo de friccion mejorado (modelo B)

Con base en el modelo mostrado en la ecuacion (3.2), se propone un modelo revisa-
do del mismo, que incluya una manera de representar la curva del efecto Stribeck para
velocidades positivas y negativas conservando la cualidad de ser un modelo estatico. Pa-
ra lograr mejorar el modelo, se propone emplear una transformaciéon matematicamente
similar empleando la funcién cosh(...), e incluir un nuevo parametro (m) relacionado a
la curva del efecto Stribeck.

La ecuacion propuesta como nuevo modelo de friccion para un robot de 1GDL es
la siguiente

sinh*71(5¢)cosh(6q)

F=je—7 sinh= (o) (8:3)
donde
q Posicién articular del motor[m],
q= % Velocidad articular entre superficies de contacto [grad/seg],
fe Coeficiente de friccion de Coulomb [N/m],
b Coeficiente de friccién viscosa [N/m],

0 Coeficiente de disipatividad.
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S Coeficiente de efecto Stribeck

Friccién Modelo B

25

2 k/

151 1

Friccion [Nm]
o
=

_2.5 Il Il Il
-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

Velocidad articular [grados/seg]

Figura 3.4: Gréfica caracteristica modelo B.

La ecuacién (3.3) posee la siguiente gréfica caracteristica mostrada en la Fig. 3.4
donde es notable que el coeficiente de Stribeck (s) determina la forma que tendra la
friccién cuando se alcance el punto méximo de la misma antes de salir de la regién cer-
cana a ¢ = 0, en la que luego sera sustituida por la friccién viscosa b para velocidades
superiores.

En este modelo, al igual que en el modelo descrito por la ecuacién (3.2), se cuenta
con un coeficiente de disipatividad, que desempena el mismo papel y ademas define la
forma de la regién de histéresis, en la cual el comportamiento cualitativo de la friccién
es estrictamente microscépico, tal como se muestra a continuacion.

Este modelo, cuenta con todas las caracteristicas conocidas mas relevantes de la
friccién a nivel macroscopico y microscépico (friccién viscosa, friccién de Coulomb y
curva de efecto Stribeck), por lo que se puede considerar un modelo estético de friccién
completo y adecuado para emplearse en un control con compensacion de friccion.

Notese que si se elige un parametro 6 > ¢, el modelo resultante es equivalente al
modelo clasico con friccion estatica.

Al ser una funcién dependiente de la velocidad, este modelo se puede implementar
de forma numérica en un controlador. El calculo numérico para cada instante de tiempo
se puede realizar de forma eficiente, ya que no se introduce ningiin elemento demasiado
complicado, y lo mas importante, se trata de una funcién continuamente diferenciable
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Figura 3.5: Grafica caracteristica de modelo de friccion B con variaciones en s.
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Figura 3.6: Gréfica de modelo B con § = 500.

en cualquier momento, por lo que permite el analisis de estabilidad de un controlador
de manera formal y elegante.

A nivel experimental, la histéresis propia de la friccién aparece de manera natural
en el modelo y proporciona una idea clara del comportamiento de la friccién de un mo-
tor (o robot) a velocidades bajas. Una posible mejora a este modelo, serfa la inclusién
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de un modelo de histéresis que funcione a velocidades bajas, el cual permita disenar
simulaciones mas cercanas a la realidad, sin embargo, a nivel practico, este modelo es
suficiente para representar la friccién en grado completo.

Debido a su sencillez de ajuste y simplicidad, podemos afirmar que se trata de un
modelo competitivo incluso con aquellos modelos del tipo dinamicos, como lo es el caso
del modelo de LuGre. Una de las principales razones de mayor peso para emplear un
modelo de friccién dindmico, es lograr representar en su totalidad las caracteristicas
méas importantes del fendmeno de friccién, sin embargo, esto carece de sentido si se
logra esto mediante un modelo estatico debido a que, la principal ventaja de usar un
modelo estatico es que no se incrementa el orden de la ecuacién caracteristica de un
sistema, lo que facilita el andlisis matemético y la implementacién numérica (de la cual
se hablard en capitulos posteriores).

3.4. Propuesta de un nuevo modelo de friccion C

Partiendo de la propuesta del uso de funciones continuas (como lo son las funciones
trigonométricas o hiperbdlicas), podemos afirmar que es posible disefiar una amplia
familia de modelos de friccion basado en una adecuada combinacién de funciones hi-
perbdlicas expresando mateméaticamente la friccién como una funcién estatica depen-
diente de la velocidad, que a su vez es una funcién continua. Con estas consideraciones,
se disend una nueva propuesta de modelo de friccién, el cual conserva las ventajas de
ser una funcién continua e incluir aspectos relevantes de modelos de friccién dindmicos
(efecto Stribeck y regién de histéresis).

El nuevo modelo de friccion propuesto es el siguiente:

tanh?M (5
- (9¢)

] 4
“1+ atan?(5q) b (34)

donde:

fe € Ry es el coeficiente de friccién de Coulomb

g € Ry es la velocidad articular de los motores del robot,

a € R, es el coeficiente de normalizacién,

0 € R, es el coeficiente de disipatividad,

h € R, es el coeficiente de histéresis,

s € Ry es el coeficiente de efecto Stribeck.

b € R, es el coeficiente de friccion viscosa
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La ecuacién (3.4), que representa el modelo de friccién propuesto, es claramente un
modelo del tipo estatico, y contiene componentes de los modelos dindmicos y estaticos.
La estructura matematica de este modelo de friccién facilita su implementacion en un
controlador con compensacién de friccién de manera similar a la compensacion de gra-

vedad.

3.4.1. Sintonia de ganancias del modelo de friccion C

En el modelo de friccién propuesto se cuenta con los parametros f. y b ampliamente
usados en modelos de friccién. Normalizando las variables del modelo de friccion y eli-
giendo un valor adecuado d para ¢, se obtiene un modelo analogo al modelo de friccién
clasico, con una transicién suavizada en la regién de cambio de sentido de giro (alre-
dedor de ¢ = 0). La respuesta del modelo de friccién normalizado, con un coeficiente
de friccién viscosa b = 0 (sin friccién viscosa) se muestra en la Fig. 3.7,

0.5 T T T T T 7 T

04 r |

01 |

Dar

Friccion [Nm)]
f=]

021 |
|
D3r I| E
|
)
047 | 11
1 a, = 1
o . . . e . . . .
-1 08 06 -04 02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Velocidad articular [grados/seg]

Figura 3.7: Curva caracteristica del modelo de friccion C con variaciones en coeficiente de

normalizacién, a) s; =0, hy =1, a1 =1, by =0, d; = 20, f., = 1.

El coeficiente de normalizaciéon a@ € R, es una constante de diseno que ajusta la
componente de friccion de Coulomb en estado estable en 1 y —1 para los giros positivos
y negativos del servomotor, este parametro debe ajustarse con respecto al comporta-
miento general del modelo y ajustar la componente de friccion de Coulomb. Esta parte
del modelo de friccién estd orientado a representar tinicamente el fenémeno de friccién
de Coulomb, el cual estda compuesto principalmente por la funcién signo; de modo que,
en contraste con la ley de friccion de Coulomb, en este caso el modelo se distingue
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por el uso de funciones continuas. Mediante una correcta eleccion de «, se logra ase-
mejar el modelo de friccion a la funcién signo, lo que es fundamental para no obstruir
la aportacion del coeficiente de friccion de Coulomb. La aportacién del coeficiente de
normalizacion se ejemplifica en la Fig. 3.8, donde se puede apreciar que la seleccién
adecuada del coeficiente de normalizacion ajusta los limites del componente de friccion

de Coulomb (de 0.5Nm a 1.0Nm).
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Figura 3.8: Modelo de friccién con variacién en coeficiente de normalizacién, a) s; = 0, hy = 1,

alzl,b1:0,51:20,f01:1.

El coeficiente disipatividad 6 € R reduce la pendiente en la regién de transicion
entre el sentido de giro del servomotor, es seleccionado de acuerdo con el comporta-
miento deseado de la friccién; este elemento del modelo de friccién es esencial para
conservar la estructura continua de la funcién sin emplear funciones discontinuas tales
como la funcién signo. La aportacion del coeficiente de disipatividad se ejemplifica en
la Fig. 3.9 donde se observan los cambios en la pendiente de friccién viscosa a medida

que se ajusta el coeficiente de disipatividad.

Los aspectos mas relevantes de este modelo son aquellos relacionados con aspectos
microscopicos del fenémeno de friccion, tales como la histéresis y la curva de efecto
Stribeck. El coeficiente de histéresis h € R, modifica el comportamiento del modelo

en la regién de baja velocidad del robot, en la que el rozamiento de micro asperezas y
las vibraciones de los servomotores generan una regién de un grosor determinado por
la interaccién de estos elementos; con este parametro de diseno se modifica el grosor

de la regién de baja velocidad.
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Figura 3.9: Modelo de friccién con variaciones en coeficiente de disipatividad, a) s;
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Figura 3.10: Modelo de friccién con variaciones en coeficiente de histéresis, a) s1 =0, hy = 1,
a1:2,b120,(51:25,f61:1;b)82:0,hg:27a2:275220,62:25,f02:1;0)
83:0, ]’L3:6, a3:2, b3:0, 53:25, fc3:1.

El aporte del coeficiente de histéresis al modelo de fricciéon se muestra en la Fig.
(3.10). El coeficiente de histéresis pretende principalmente generar una separaciéon de
grosor variable en la region de baja velocidad del servoactuador. En un modelo dindmi-
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co, la histéresis se produce por variaciones en los pares de fricciéon, los cuales son depen-
dientes de los valores anteriores de las variables de estado del sistema. En este modelo,
este comportamiento se emula al permitir generar una regién de forma y tamano similar
a la histéresis dinamica y del mismo modo, puede observarse en casos de estudio con
robots experimentales. La histéresis artificial producida en este modelo cuenta con una
pendiente idéntica a la encontrada en la componente de friccion viscosa, esta relacion
adquiere relevancia en aplicaciones reales de compensacién donde se requiera de una
respuesta retardada del modelo cuando el robot parte del reposo, permitiendo ser usado
como un freno artificial para evitar el movimiento libre producido por perturbaciones
no deseadas que se encuentren dentro de un determinado rango.

Por otra parte, el coeficiente de efecto Stribeck s € R, moldea la forma de la curva
de efecto Stribeck, este es también un pardmetro de diseno que se selecciona de acuerdo
con el comportamiento esperado de la friccion en el robot. La seleccion de los parame-
tros de histéresis y Stribeck, pueden emplearse de manera analoga al comportamiento
de modelos dinamicos si es que se conoce el comportamiento de estos elementos en el
sistema. La aportacion del coeficiente de Stribeck al modelo de friccién se muestra en
la Fig. 3.11.

Friccion [Nm]
[=]

4 . . . . 1 . . . .
-1 08 06 -04 402 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Velocidad articular [grados/seg]

Figura 3.11: variaciones Stribeck

La combinacion de los elementos incluidos en el modelo da paso a un amplio rango
de diseno en cuanto al comportamiento esperado de la friccién en un robot manipulador.
Otra ventaja notable en el modelo de friccién es la capacidad de incluir directamente
elementos del modelo de friccion clasico, tal como los coeficientes de friccién viscosa
y de Coulomb. Uno de los parametros que se encuentra mayormente limitado en esta
versién del modelo de friccion es el coeficiente de Stribeck debido a que es muy sensible
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a cambios, tal como se ilustra en la Fig. 3.12, sin embargo los errores provocados por el
coeficiente de Stribeck pueden ser compensados mediante alguna variable auxiliar, tal
como el coeficiente de disipacion o el coeficiente de normalizacion. La combinacién de
los coeficientes de Stribeck e histéresis puede disenarse priorizando el comportamiento
deseado de cualquiera de los 2 elementos y posteriormente ajustarse mediante el coefi-
ciente de normalizacion.

Friccion [Nm)]
[=]

-2 I ..._...-..-........ _

a3+ I:I_I=D.3_
| b2:2 |
by=4

5 . . . . . . .
-1 0.8 06 -04 02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Velocidad articular [grados/seq]

Figura 3.12: Modelo de friccién con variaciones en coeficiente de friccién viscosa. a) s = 1,
h1:1,051:2,51:0.8,51:25,f01 :1;b) 82:1, hgzl,a2:3.34,b2:2,(52:25,
fc2 :1; C) 83:1, h3:1, 043:6.49, 1)3:4, (53:25, fc3:1

Otra caracteristica presente en el fenémeno de friccién cominmente ausente en los
modelos de tanto dinamicos como estaticos es la asimetria. La asimetria en el fenémeno
de friccion produce pares de friccion de magnitudes diferentes cuando se tiene una di-
reccion de giro u otra. Esta desigualdad propicia un error en la estimacién de los pares
de friccién, sin embargo, asumiendo que se conozca la diferencia promedio entre los pa-
res de friccion de un robot en particular, es posible implementar dicha diferencia entre
los pares de friccion positivos y negativos con el modelo de friccion aqui presentado
mediante la eleccion de valores fraccionarios para los parametros de efecto Stribeck e
histéresis; de esta forma, el par de friccion negativo modifica su forma con respecto al
par de friccion positivo, el cual mantiene su estructura.

Es evidente que la implementacion de este modelo de friccién en el control de un
robot manipulador puede realizarse de manera similar a cualquier otro modelo estatico
sin pérdida de generalidad, lo que supone una ventaja considerable para su uso en
sistemas robdticos que ya cuenten con compensacion de friccion mediante modelos de
friccion estaticos.
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3.5. Péndulo robot de 1GDL con modelo de friccion

Para el estudio del fenémeno de friccion en este trabajo, se eligié como punto de
partida un robot manipulador de 1GDL tipo péndulo, el cual posee un modelo dinami-
co conocido y bien documentado por distintos autores. La simplicidad de un diseno
como este supone ventajas importantes para el analisis de fenémenos que no son tan
aparentes, pues facilita la identificacién paramétrica debido a la reducida cantidad de
piezas que lo componen.

Con el propoésito de disponer de un modelo que sirva de referencia en las simulacio-
nes, se disené un modelo tridimensional del robot que incluye los parametros basicos
necesarios para mostrar el comportamiento de los modelos matematicos usados en la
representacion del fenémeno de friccién mostrado en la Fig. 3.13.

L
Figura 3.13: Modelo 3D del robot de 1GDL en SolidWorks

3.6. Cinematica directa del péndulo robot

Para definir el modelo cinematico del péndulo, primeramente se establecen los ejes
de referencia, que definen la posicion de casa del robot, asi como la direcciéon de giro
del servoactuador. A partir los ejes de referencia se pueda calcular el movimiento del
robot, para un robot de 1GDL como el que se estudia en este trabajo, solo se tomaran
en cuenta sus movimientos sobre los ejes = y y, tal como se muestra en la figura 3.14. El
modelado del robot se realizé tomando en cuenta una potencia maxima entregada por
el sistema de 4Nm?, para que el modelo sea compatible con motores de transmisién
directa comerciales. Los pasos descritos en esta seccion se encuentran detallados en el
capitulo 1.



3.6 Cinematica directa del péndulo robot

29

Figura 3.14: Sistema de referencia del péndulo

La cinematica directa del péndulo posee la siguiente estructura:

m B [lcsen(q) ] 53

Yy —l.cos(q)

Posteriormente se calcula el vector de velocidad cartesiana v como la derivada
temporal del vector de posiciones articulares:

o= o) = s 39

Se definen la energia cinética y la energia potencial del sistema para completar el
Lagrangiano. La energia cinética del péndulo esta dada por:

. 1 1.
K(q,q) = §mv2 - §1q2 (3.7)

Al estar representada por un vector, el cuadrado de la velocidad cartesiana del
sistema se calcula mediante el producto punto entre vectores, resultando en el escalar
12, por lo que la energfa cinética puede reescribirse como:

K(q,q) = % [mi? + 1] ¢ (3.8)

La energia potencial del sistema se define como:

U(g) = mgh (3.9)
donde:

h = hy — hy = —l.cos(q) — (—l.) = l.(1 — cos(q)) (3.10)
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La altura h es calculada desde el centro de masa, tomando como referencia un po-
sicion inicial, que en este caso es el punto de reposo del robot cuando este se encuentra
des-energizado. Por otro lado, —l.cos(q) es la posicién del robot cuando este se encuen-
tra energizado y en su punto de maxima energia potencial (generalmente el punto mas
alto alcanzable por el robot).

Sustituyendo en el modelo del Lagrangiano, las ecuaciones de energia cinética y
potencial del modelo de estudio, se obtiene:

£(q.d) = 5 [ml2 + 1] ¢ — mgl.(1 — cos(q)) (3.11)

Para obtener el modelo de energia del robot, se realizan las derivadas parciales del
lagrangiano con respecto a q y ¢. Si el disenador lo requiere, puede agregar la friccion
del sistema al modelo, obteniendo la siguiente ecuacion:

_d {%(q,@] _ 0L(q,9)
dt aq dq

T + 7¢(q) (3.12)

La ecuacion resultante ilustrada en (3.12) constituye una representacién matemética
del modelo dindmico que corresponde al sistema de estudio, modelando los efectos del
par de entrada del sistema sobre los estados internos del robot. De esta manera, es
posible realizar desarrollos tedricos que representen el comportamiento de un robot
hipotético o real, asi como analizar sus propiedades, posibles limitantes y aplicaciones.

3.6.1. Simulacién de péndulo robot

Una vez obtenido un modelo matematico que representa al sistema de estudio, es
posible generar un protocolo de simulaciéon que nos permita realizar pruebas experi-
mentales sin necesidad de contar con el robot real, y obtener una idea general de la
respuesta del sistema ante ciertos tipos de entrada, o el desempeno de distintos algo-
ritmos y técnicas de control.

El protocolo de simulacién empleado en este trabajo de tesis esta basado en el soft-
ware MATLAB y estd constituido por un conjunto de scripts que describen al robot

como un sistema independiente capaz de recibir senales de entrada y producir datos
de salida.

El entorno de simulacién se centra en el modelo dindmico del robot manipulador, el
cual puede ser de uno a n grados de libertad y estar constituido por una configuracion
antropomorfica (como es el caso del sistema de investigacién experimental de este tra-
bajo) o cualquier otra configuracién de interés. El script de MATLAB que describe al
robot esta disenado a modo de funcién, por lo que este recibe una entrada en forma de
par aplicado a los servomotores y el modelo dinamico representa los estados internos
del sistema ante dicha entrada en forma de una ODE, cuya respuesta proporciona como
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salida los estados de posicién, velocidad y aceleraciéon articulares del robot.

La entrada tedrica del robot de simulacion esta dada ya sea por una serie de datos
experimentales, arbitrarios, o un algoritmo de control. En el caso de emplear un vec-
tor de datos, es posible recrear el comportamiento del robot durante una simulacién o
prueba experimental real previa, o bien, analizar el comportamiento del sistema ante
una entrada arbitraria hipotética. Para el caso de un algoritmo de control, se disenia un
script a modo de funcién que contenga el controlador a evaluar, donde se especifiquen
como entradas los estados del sistema necesarios para el controlador (tipicamente el
error de posicién y la velocidad articular); y finalmente la salida del controlador se
establece como entrada de par al robot manipulador contenido en su propio script, en
otras palabras, la salida de la funcién de control, actiia como entrada de la funcién que
describe al sistema dinamico.

Por tdltimo, se anade un script que coordina el funcionamiento de la simulacion, este
programa incluye generalmente las variables fisicas del sistema tales como masas de
los eslabones, longitudes, momentos de inercia y distancia al centro de masa. También
se incluye en este programa el algoritmo de integracién numérica que da solucién a
la ODE que describe el sistema dinamico y devuelve dicha respuesta al algoritmo de
control. En esta etapa de la simulacion, se generan los vectores de datos que registran la
respuesta del sistema durante las simulaciones con la posibilidad de representar los da-
tos de manera grafica o realizar un analisis adicional directamente. Con esto, es posible
determinar la mejor sintonia de ganancias para un controlador, comparar algoritmos
de control, o conocer a grandes rasgos el comportamiento que tendria un controlador
con compensacion de friccidon, tal como es el objetivo de este trabajo.

La simulacién del modelo dindmico del péndulo se disenaron 3 codigos en MATLAB,
los cuales se describen a continuacion:

3.6.2. Simulacion del modelo de friccion clasico en el péndulo
robot
El modelado de un robot manipulador mediante las ecuaciones de movimiento de

Euler-Lagrange con el modelo de friccion clasico se describe cominmente de la siguiente
manera:

i [8£(q, q)} B 0L(q,q) + biGi + feisigno(q;) + fei[1 — |signo(g;)|] (3.13)

TTa| aq dq

Para la demostracién de los efectos de la fricciéon sobre un robot manipulador, es
posible hacer uso del software MATLAB, mediante un script que represente el modelo
dindmico de un robot tedrico con parametros arbitrarios, obteniendo asi resultados
numeéricos que describan una aproximacion del comportamiento de un sistema real. El
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protocolo de simulacion es idéntico al planteado en la seccién anterior, con la adicién de
una componente que describe la disipacién de torque por friccién mediante el modelo
clasico de friccion. Al robot de le otorga una entrada de par que genera desplazamientos
por su espacio de trabajo, recopilando la informacién de la velocidad articular en cada
momento de la simulacion, para posteriormente analizar los datos y reconstruir la
friccién del sistema.

Posicion y velocidad del sistema
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Figura 3.15: Posicién y velocidad articular del sistema
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Figura 3.16: Friccién del sistema (friccién cldsica)

Los resultados arrojados por la simulacién se muestran en la Fig. 3.15, que repre-
senta los estados internos del péndulo durante la simulaciéon. La Fig. 3.16 muestra el
par disipado por fricciéon del péndulo, destacando sus 2 componentes de forma indivi-
dual, con la componente de friccion de Coulomb en color naranja, y el par de friccion
que incluye la friccién viscosa se muestra en azul. De este andlisis se puede destacar
que la friccion del sistema son muy similares al modelo de LuGre, el cual expone un
comportamiento similar al de una tangente hiperbdlica con pendiente de 90° dentro de
un region de histéresis, mostrando también, el efecto Stribeck en los extremos de dicha
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region.

3.6.3. Simulacion del modelo de friccién de LuGre en el péndu-
lo robot

El modelo de friccién de LuGre (detallado en el capitulo 1 de este trabajo), presenta
la estructura de una ODE, por lo cual, para lograr simularlo mediante MATLAB, es
necesario resolver la ecuacion caracteristica del modelo. Para este fin, se realizé una
modificacién al protocolo de simulacién del péndulo bajo friccién, reemplazando el mo-
delo de friccién clasico por el modelo de LuGre en estado estable.
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Figura 3.17: Friccién del sistema (modelo de LuGre)
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Figura 3.18: Acercamiento a la regién de histéresis)
En este resultado se puede apreciar el comportamiento general del modelo de LuGre

mostrado en la Fig. 3.17, con sus principales caracteristicas. Se observa una compo-
nente de friccién viscosa y una componente de friccion de Coulomb, asi como el efecto
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Stribeck. La regién de histéresis es muy pequena pero puede verse con un acercamien-
to a la region de velocidad minima, tal como se muestra en la Fig. 3.18. Todas estés
componentes ofrecen una idea clara de los elementos necesarios para un modelo de
friccién completo. Esta simulacién demuestra el comportamiento del modelo de Lugre
y su implementacion.

3.7. Resultados Experimentales (modelos A y B)

Los modelos A y B descritos anteriormente fueron probados experimentalmente en
un robot fisico de 3 grados de libertad. El experimento consistié en introducir un vector
de posiciones deseadas tal que, el robot tuviera movimiento oscilante con rotaciones
positivas y negativas durante unos segundos, registrando el torque, error de posicion,
velocidades articulares y el tiempo transcurrido con una tarjeta de adquisicion de datos
incluida.

Los datos obtenidos en el experimento, principalmente la velocidad articular y el
tiempo, contienen la informacién necesaria para reconstruir los efectos de la friccién en
el robot. Dado que la friccién es comtinmente una funciéon dependiente de la velocidad
entre las superficies de rozamiento, la manera de reconstruir la friccién en los modelos
clasicos en el caso de datos experimentales se puede realizar de manera sencilla. En el
caso de los modelos dindamicos la implementacién de un modelo de anélisis de datos
experimentales requieren de un proceso mas complejo, en el que se realizan los calculos
necesarios para obtener el modelo.

Las figuras 3.19 - 3.23 muestran los resultados experimentales de los modelos de
friccion clésica, friccién clésica mejorada con la funcién tanh(...), modelo de friccién
A, modelo de friccién B y LuGre, tinicamente del tultimo eslabon del robot, por lo que
puede a fines practicos, puede considerarse como si se tratara de un péndulo robot.

3.7.1. Analisis de resultados experimentales (modelos A y B)

Durante el andlisis y observacion de los resultados experimentales, se encontraron
algunos aspectos importantes del fenémeno de friccién. Un primer analisis de los datos
empleados en este avance, asi como los datos empleados en andlisis anteriores, sugieren
que la histéresis es un resultado natural en cualquier caso de modelado de friccién, ya
sea que se empleen modelos cldsicos o dindmicos. La apariciéon de la histéresis en los
modelos cléasicos Fig. 3.19 se debe a la recursividad de la curva caracteristica y a los
saltos que ocurren entre el giro positivo y negativo del motor.

En el caso del modelo clasico mejorado con la funcién tanh(2q) (Fig. 3.20), se
puede destacar su similitud con el modelo clasico. En esencia, para un €2 adecuado,
ambos modelos son equivalentes.
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Figura 3.19: Modelo clasico con datos experimentales

Figura 3.20:
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Resultados experimentales modelo de friccién A.
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Figura 3.22: Resultados experimentales modelo de friccién B
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Figura 3.23: Resultados experimentales modelo de LuGre

El modelo de friccion propuesto A mostrado en la Fig. 3.21 presenta similitud con
los modelos clésicos, sin embargo, la principal diferencia en este modelo radica en la
region de histéresis y la pendiente caracteristica de la friccién. Es notable que a medida
que la velocidad se aproxima a cero, la regién de histéresis se vuelve mas angosta, lo
que marca una diferencia notable cuando se pasa de velocidades positivas y negativas.
Este comportamiento de la friccion ha sido observado en varios experimentos, y es una
caracteristica del modelo. Por otro lado, el parametro ¢ permite ajustar el compor-
tamiento de la ficcién en esta region. por ultimo, se observa que el cambio entre la
componente de Coulomb y la componente de friccién viscosa, es mas suave que en los
casos anteriores, sugiriendo la existencia de la curva de Stribeck. Este comportamiento
es equivalente de manera cualitativa a un caso particular del modelo de LuGre en el
que la friccion estatica sea tan pequena que la curva de Stribeck no tenga un aporte
significativo.

Finalmente, Los modelos de LuGre (3.23) y el modelo B (Fig. 3.22) representan



3.8 Resultados experimentales (modelo C)

37

los resultados mas completos del analisis de friccion. en el caso del modelo de LuGre
aplicado al péndulo, se observa que tiene un comportamiento similar al de la friccién
clasica para este caso particular; la friccion estatica es tan pequena, que la curva de
Stribeck queda oculta en la regién de histéresis. En el caso del modelo de friccién B,
se puede observar un comportamiento similar a LuGre, y a todos los modelos antas
mencionados, tomando las propiedades mencionadas en la region de histéresis del mo-
delo A, asi como una curva de Stribeck notoria a simple vista. En este caso (al igual
que en modelo A), los parametros de friccién se encuentran dados por las componen-
tes principales del modelo clasico, y se han tomado valores arbitrarios para el resto de
parametros de diseno adicionales para que estos sean visibles en el analisis. Las diferen-
cias entre el modelo de LuGre y el modelo B pueden ajustarse mediante los parametros
de diseno para que ambos sean idénticos.

Empleando identificacion paramétrica, seria posible deducir con mayor precision los
parametros en cada modelo de friccién, lo que a su vez respalda la competitividad de
los modelos de friccién aqui propuestos con otros modelos publicados también mencio-
nados en este trabajo.

3.8. Resultados experimentales (modelo C)

Con el fin de validar el desempeno del modelo de friccién propuesto en este articulo,
se realizaron una serie de experimentos con un robot de investigacion de 3 grados de
libertad en el laboratorio de robética y control de la Benemérita Universidad Auténo-
ma de Puebla.

El robot seleccionado es del tipo antropomorfico y posee servoactuadores de trans-
misién directa sin escobillas, por lo que el torque proporcionado no se ve afectado por
factores externos al fenomeno de friccion tales como el juego mecanico propio de los
sistemas con reductores. De este modo, es posible medir de forma acertada el torque
disipado por el rozamiento de superficies en las articulaciones del robot.

En el experimento realizado se tomaron en cuenta los parametros fisicos relaciona-
dos al fenémeno de friccién en el robot manipulador experimental previamente cono-
cidos, mostrados en la tabla 1. Una vez obtenidos los datos del experimento, estos se
analizaron empleando el software MATLAB, generando los pares de friccién del robot
manipulador producidos por el modelo de friccion propuesto correspondiente a cada
lectura discreta de velocidad articular proporcionada por el encoder.

Los pares aplicados introducidos a los servomotores del robot se calcularon con la
estructura matematica mostrada en la ecuacion 3.14, conservando las caracteristicas
anteriormente mencionadas y considerando el par maximo soportado por cada servo-
motor.
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T = Bsin(0.2t) (3.14)
donde:

s t € R, es el tiempo en segundos desde que el robot fue encendido.

= 3 € R, es el vector de pares maximos soportados por cada uno de los servoac-
tuadores del robot.

’ Parametro \ Nombre \ Valor ‘
Coeficiente de friccion de Coulomb 1 e 5.17TNm
Coeficiente de friccién de Coulomb 2 Jes 1.90Nm
Coeficiente de friccién de Coulomb 3 fes 1.73Nm

Coeficiente de friccion de viscosa 1 b1 2.28Nmseg?/grad

Coeficiente de friccién de viscosa 2 by 1.20Nmseg?/grad

Coeficiente de friccién de viscosa 3 b3 0.17Nmseg?/grad
Coeficiente de disipatividad 1 01 45
Coeficiente de disipatividad 2 09 40
Coeficiente de disipatividad 3 03 85
Coeficiente de efecto Stribeck 1 $1 1.00
Coeficiente de efecto Stribeck 2 S9 1.00
Coeficiente de efecto Stribeck 3 S3 0.92
Coeficiente de histéresis 1 hy 1.00
Coeficiente de histéresis 2 ho 0.95
Coeficiente de histéresis 3 hs 0.92

Tabla 1. Parametros fisicos de robot experimental

Los resultados esperados en este experimento son pares de friccion que posean la
estructura caracteristica del fenémeno de friccion, incluyendo algunos de los elementos
relevantes no incluidos en la mayoria de los modelos estéticos (principalmente curva
de efecto Stribeck y regién de histéresis), de modo que su aportacién pueda ser imple-
mentada posteriormente en algtin controlador con compensacion de friccion.

3.8.1. Analisis de resultados experimentales (modelo C)

En la Fig 3.24 y Fig. 3.26 se muestran los resultados de los pares calculados del
modelo de friccién para cada una de las 3 articulaciones del robot. En la Fig. 3.24 se
muestra la respuesta calculada de los pares de friccion para el servomotor de la base.
En la Fig. 3.25 se muestran los pares de friccion modelados en segundo servomotor. En
la Fig. 3.26 se muestran los pares de friccion tercer servomotor— del robot. Es notable
que los elementos macroscopicos del fendémeno de friccion se encuentran en el modelo,
de la misma forma que lo harfan en cualquier otro modelo estatico.
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Figura 3.24: Pares de friccién eslabén 1
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Figura 3.25: Pares de friccion eslabén 2
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Figura 3.26: Figura 10. Pares de friccién eslabén 3

En el caso de los pardmetros fisicos del modelo de friccién relacionados a fenémenos
microscopicos, concretamente aquellos relacionados con el efecto Stribeck y la histére-
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sis, son en este caso, aproximaciones seleccionadas de manera arbitraria con el proposito
de volver evidente su aportacién al modelo de friccion. Estos elementos del fenémeno
de friccion son del tipo dindmico, por lo que incluirlos en el modelo dindamico de un
robot manipulador requiere normalmente de la inclusién de variables de estado dedi-
cadas para cada uno de los servoactuadores en un robot, esto incrementa el niimero
de variables de estado del sistema por lo menos al doble. Una interpretacion distinta
de la inclusién de estas variables de estado al modelo dinamico del robot manipulador
para usos practicos podria ser que se incrementa el nimero de grados de libertad del
sistema, por lo tanto, su complejidad y a su vez, la capacidad de cémputo necesaria
para controlarlo en tiempo real.

Debido a que la aportacion del fenémeno de friccién resulta ser considerablemente
pequena en comparacion con los pares aplicados a los servomotores en un robot, mu-
chas veces se termina ignorando al fenémeno de friccién en el controlador del sistema,
sin embargo, al implementar un modelo de friccién estatico como el que se muestra en
este trabajo, se conserva la simplicidad del modelo dindmico del robot manipulador y
se incrementa la flexibilidad en la estructura deseada del fenémeno de friccién en los
servomotores del robot con respecto a los modelos estaticos clasicos de friccion.

Al comparar cualitativamente la curva caracteristica de los modelos de friccién
clasicos es notable que estos representan una desventaja importante en el andlisis ma-
tematico de estabilidad de Lyapunov en controladores con compensacion de friccion,
pues en estos andlisis es requerido que el modelo dinamico del sistema sea continuamen-
te diferenciable, y este problema se presenta también en algunos modelos dindmicos de
friccion que emplean funciones discontinuas. El uso de funciones hiperbdlicas solventa
este problema de andlisis matematico, y conserva la funcionalidad de modelo de fric-
cién para algoritmos de control de robots. Las diferencias entre los pares de friccién
que existen entre cada uno de los eslabones del robot se deben entre otras cosas, a la
velocidad y torque maximo que es capaz de proporcionar cada servoactuador, asi como
el desgaste que hay en cada una de las superficies de contacto, la forma y rugosidad
de las micro asperezas del material del que esta fabricado el robot. La estructura del
modelo de friccion estd sujeta a cambios a largo plazo debido al desgaste natural de
los componentes en los servoactuadores.

Otro aspecto destacable en el desempeno del modelo de friccion es la capacidad de
sugerir la presencia de una regién de histéresis generados por la recursividad de los
datos al cambiar rapidamente entre los giros positivos y negativos de los actuadores.
Esta area de alta vibracién con rapidos cambios en los pares de friccién de un servo-
actuador es un aspecto importante de los modelos dinamicos, por lo que el uso del
modelo propuesto en este articulo puede ser empleado como un recurso para represen-
tar este fendmeno en el desempeno de un robot manipulador sin necesidad de recurrir
a modelos dindmicos.



Capitulo 4

Diseno de algoritmos de control
para robots manipuladores

4.1. Introduccién

Los robots como sistemas dinamicos son interés en la comunidad cientifica por los
complejos problemas que plantean y sus respectivas aplicaciones en otras ciencias y
a procesos industriales. Uno de los principales focos de estudio de la robdtica es el
disenio de algoritmos de control aplicado a sistemas industriales. Contar con un algo-
ritmo eficiente y robusto que le permita a un robot industrial realizar una tarea con
precision, con una alta repetibilidad y velocidad de operacién es una ventaja industrial
que rapidamente se ha hecho evidente en los ultimos 50 anos, desplazando las tareas
extremadamente complejas y peligrosas de operadores humanos hacia procesos com-
pletamente automatizados realizados por robots.

Actualmente existe una extensa variedad de controladores de alto desempeno que
cumplen con las expectativas necesarias para establecer un sistema roboético en la indus-
tria (encabezado por el algoritmo de control PD clésico y algunas de sus variaciones),
sin embargo, el problema de diseno de algoritmos de control contintia abierto debido
al amplio margen de mejora que existe para los modelos de controladores actuales,
principalmente en aplicaciones especificas donde un algoritmo de control generalizado
proporcione un desempeno deficiente.

4.2. Control de posicién en robots manipuladores

El problema de control de posicién en robots manipuladores (también conocido co-
mo regulacién) consiste en introducir una entrada de par mediante los actuadores del
robot, que ajuste la posiciéon angular de las articulaciones con respecto a un marco de
referencia establecido, hasta una posicion angular deseada. El par introducido al siste-
ma se adapta a la magnitud de los errores de posicién en tiempo real, reduciéndolos a
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medida que el tiempo evoluciona hasta alcanzar un error suficientemente pequeno para
ser despreciable.

Formalmente podemos definir el problema de control de posicién como el diseno de
una ley de control T que proporcione una entrada de par de control adecuada a los
servomotores de un robot, de modo que su posicién articular g(¢) y su velocidad arti-
cular ¢(t) tiendan asintéticamente hacia una posicién articular deseada g, y velocidad

articular cero.
i [560] = [5] @

En el caso particular de regulacién en robots manipuladores, se dice un algoritmo
de control resuelve el problema de regulacion cuando se alcanza el atractor mostrado en
la ecuacién (4.1) el cual es un atractor del sistema dindmico que debe existir y ser tnico.

Una forma alternativa de representar el modelo dindmico de un robot manipulador
consiste en relacionar el pardmetro constante de posicion deseada g, con el vector de
variables posicién articular ¢(t), lo que resulta en una nueva variable que define la
magnitud del error de posiciéon del sistema.

qt)=q,—q(t) (4.2)

Por lo que la ecuacién (4.1) ahora puede expresarse como

o (4] _ (0
Jm {q(t)] - [0 (43)
La solucién al problema de regulacién tal como se encuentra expresado en (4.3) es
conveniente para simplificar el andlisis de estabilidad en leyes de control debido a que

facilitan el analisis de los puntos de equilibrio del sistema resultando en un tinico punto
de equilibrio en el origen.

4.2.1. Diseno de leyes de control

Uno de los algoritmos de control més conocidos es el control proporcional-derivativo,
propuesto en 1981 por Takeagi y Arimoto como una solucién al problema de regulacion
de robots manipuladores. La propuesta consiste en disenar una senal de control T
compuesta por 2 componentes fundamentales. La parte proporcional del control PD
esta directamente relacionado con el vector de posicion articular del robot, mientras
que la parte proporcional de la ley de control PD se ajusta de acuerdo a la velocidad
articular del robot.

r=K,q—K.,q (4.4)

Una interpretacion fisica del funcionamiento del algoritmo de control PD es similar
a un sistema resorte-amortiguador. La parte proporcional de la ley de control PD es
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similar a al modelado de un resorte, compuesto por el producto de un desplazamiento
(g) y una constante (K,) tal como lo plantea la ley de Hooke, y la parte derivativa
es similar al modelado de un amortiguador, formado por el producto entre la derivada
temporal el desplazamiento o velocidad (¢) y una constante de amortiguamiento (K,).
Tipicamente, el algoritmo de control PD se implementa en robots manipuladores in-
cluyendo una componente extra que constituye la compensacion del par gravitacional
g(q) sobre el robot.

T=K,q— K,q+9(q) (4.5)

La implementacion de un algoritmo de control en el modelo dindmico de un robot
manipulador da como resultado un modelo en lazo cerrado que tiene por entrada las
coordenadas de posicion deseada del robot y como salidas, las posiciones, velocidades
y aceleraciones articulares del robot, que son realimentadas al sistema.

im:{ I N (4.6)
dt [q]  |[M(q)7' [Kpq - Kvqg—C(q,q)4q]

La ecuacién (4.6) es una ecuacién auténoma que ha sido ampliamente estudiada y
probada asintéticamente estable.

4.2.2. Diseno de leyes de control mediante el método de mol-
deo de energia

Una de las mejores técnicas de diseno de leyes de control adecuadas para sistemas
dindmicos complejos como robots manipuladores es el moldeo de energia. Esta técnica
permite el diseno de leyes de control de forma simple y garantiza que la ley de control
disenada serd estable en el sentido de Lyapunov. Si se usa correctamente, es altamente
probable que la ley de control resultante sea de alto desempeno, y con la manipulacion
correcta de la forma caracteristica de las funciones de energia, incluso es posible lograr
un control con cierta curva caracteristica especifica, permitiendo diseniar controles para
aplicaciones concretas.

La técnica de moldeo de energia consiste en disenar una ecuacién definida positiva,
de tal modo que al ser evaluada en cero resulte en cero, y continie creciendo de modo
que al ser evaluada en el infinito resulte en un valor infinito. Esta ecuacién es conocida
como energia potencial artificial y es la base del diseno de una ley de control con este
método.

T = VUK, @) — f (Ko, q) + 9(q) (4.7)
donde:

» VU, (K, q) es el gradiente de energfa potencial artificial,

» (K, q) es la funcién de amortiguamiento o freno mecanico artificial,
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= g(q) es la compensacién de pares gravitacionales.

La funcién energia potencial artificial es una ecuacién de diseno distinta de la energia
potencial del robot. Se define como una funcién definida positiva, cuyo gradiente es una
funcién con cruce por cero, delimitado al primer y tercer cuadrante. Las matrices K,
y K, son las matrices proporcionales y derivativas incluidas en las leyes de control
clasicas.

4.3. Propuestas de leyes de control

Para propésitos académicos, y como un aporte complementario de este trabajo de
tesis, se han desarrollado diferentes leyes de control especializadas en control de robots
manipuladores, con la intencién de cimentar las bases del diseno de algoritmos de fric-
cion posteriores.

Las leyes de control disenadas en este apartado pertenecen al grupo de algoritmos
de control saturados debido a su similitud con algunas estructuras favorables encontra-
das en modelos de friccién cldsicos (concretamente a la funcién signo), y a que son una
de las mejores categorias de algoritmos de control con alto desempeno, pues permiten
delimitar la regién de operacién en un rango seguro para los servomotores del robot
limitando el torque que se aplica a estos y protegiéndolos de sobrecarga o errores que
lleven a una respuesta inesperadamente alta de par aplicado.

El diseno de las leyes de control propuestas en este trabajo se describen a detalle
en la siguiente seccién, comenzando por la funcion energia potencial artificial, seguido
de su gradiente y su respectiva ley de control. En el disenio de las leyes de control
propuestas en este trabajo, se emplea un caso particular de la técnica del moldeo de
energia de modo que la ecuacion resultante sean siempre controles saturados.

Ui(w) = - In([ (@) K@) (1.9
donde:

» K es una matriz diagonal de ganancias (constantes),

» U,(x) es la funcién de energia potencial artificial,

¢ es una constante de normalizacion definida por diseno,

f(x) es la funcién que define la ley de control.

En la estructura de la ley de control disenada, se tiene que la funcién energia
potencial artificial, debe ser definida positiva, sin embargo, debido a que la estructura
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estd compuesta por la funcién In(x), se tiene que la funcién caracteristica de la ley de
control debe ser de la forma:

f(0) =1, (4.9)

de modo que simultaneamente se cumpla

In(f(z)) > 0. (4.10)

Con esto se garantiza que la ley de control resultante sea estable segin Lyapunov,
mientras se cumplan las condiciones necesarias.

4.3.1. Propuesta de ley de control 1
Funcién energia potencial artificial (propuesta 1)

El diseno de la funcién energia potencial artificial para esta propuesta se compone
de la siguiente manera

U (z) = %\/In (@oosh (a@)) — 1) K \/In (2 cosh™ (aa)) — 1) (4.11)
donde

» K es una matriz diagonal de ganancias (constantes),
= m es una constante de diseno,

» o es una constante de diseno.

Ley de control (propuesta 1)

El gradiente de la funcion energia potencial artificial genera la estructura carac-
teristica de la ley de control.

sinh(ax) cosh” ! (o)

" = 4.12
Via(2) cosh™(ax) — 0.5 (4.12)
La ecuacién (4.12) puede reescribirse para eliminar la potencia negativa
tanh h™
VU, (x) anh(ax) cosh™ (ax) (4.13)

cosh™(ax) — 0.5

La ley de control final se se construye a partir del gradiente de la funcién energia
potencial artificial correspondiente, sustituyendo las variables q, ¢ y las matrices de
ganancias K, y K, del problema de regulacién y la ley de control PD, y puede escribirse
como
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. tanh(aq) cosh™(aq) tanh(aq) cosh™(aq)
=K — K, -
7(4.4) P cosh™(aq) — 0.5 cosh™(aq) — 0.5 +9(a)

(4.14)

La ley de control propuesta pertenece a la categoria de regulador saturado puede
ser empleado en el control de posiciéon para robots manipuladores de eslabones rigidos
con servoactuadores de transmision directa sin pérdida de generalidad.

4.3.2. Propuesta de ley de control 2
Funcién energia potencial artificial (propuesta 2)

El diseno de la funcién energia potencial artificial para esta propuesta se compone
de la siguiente manera

Uy () = By In (cosh™ (ax) + cosh®™(ax) — 1) K\/ln (cosh™ (o) + cosh®™(ax) — 1)
(4.15)
donde:

» K es una matriz diagonal de ganancias (constantes),
= M es una constante de diseno,

» o es una constante de diseno.

Ley de control (propuesta 2)

El gradiente de la funcién energia potencial artificial genera la estructura carac-
teristica de la ley de control.

sinh(az) cosh™ (o) (2 cosh™ (az) + 1)
2 (cosh™(az) + cosh®™(az) — 1)
La ley de control final se construye a partir del gradiente de la funcién energia
potencial artificial correspondiente, sustituyendo las variables g, ¢ y las matrices de

ganancias K, y K, del problema de regulacién y la ley de control PD, y puede escribirse
como

Vi,(z) = K (4.16)

~ . o sinh(aq) cosh™ ! (aq)(2 cosh™ (ag)+1)
T(q’ q) o K (coshm(aq)+cosh2m(aq) 1)
K sinh(aq) cosh™ ! (aq)(2 cosh™ (ag)+1)

(4.17)
2(com (@) seosh(a)-1) T 9(9)

La ley de control propuesta pertenece a la categoria de regulador saturado puede
ser empleado en el control de posiciéon para robots manipuladores de eslabones rigidos
con servoactuadores de transmision directa sin pérdida de generalidad, sin embargo,
su uso requiere de una cantidad de recursos computacionales mucho mayor comparado
con un control PD tradicional
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4.3.3. Propuesta de ley de control 3
Funcién energia potencial artificial (propuesta 3)

El diseno de la funcién energia potencial artificial para esta propuesta se compone
de la siguiente manera:

1

T
=5 \/ln(sinhzm(am) + cosh®"(ax)) K\/In(sinh2m(a:1:) + cosh®”(ax))
mo

(4.18)

ua(“’)
donde

» K es una matriz diagonal de ganancias (constantes),
= m es una constante de diseno,

» o es una constante de diseno.

Ley de control (propuesta 3)

El gradiente de la funcién energia potencial artificial genera la estructura carac-
teristica de la ley de control:

cosh(ax) sinh®™ ! (ax) + sinh(ax) cosh®™ ! (azx)

sinh®™(az) + cosh®™(ax)

VU,(x) =K (4.19)

La estructura del algoritmo de control, conformada por la combinacién de las fun-
ciones hiperbdlicas cosh(...) y sinh(...) es una propuesta completamente original, nunca
antes publicada, que ademas puede implementarse de manera sencilla en los sistemas
robdticos disponibles en el laboratorio de robética y control de la BUAP.

Es posible simplificar significativamente el algoritmo de control mostrado en la
ecuacion (4.19) de manera que se reduzca sustancialmente el nimero y grado de las
operaciones matematicas del algoritmo de control, disminuyendo la carga en el contro-
lador al calcular los pares aplicados al robot de la siguiente manera:

cosh(az) sinh®™ ! (az)+sinh(ax) cosh®™(az)  cosh(ax)sinh?™ ! (ax)
sinh?™ (az)+cosh®™ (az) T sinh®™(az)+cosh®™ (i)
sinh(az) cosh?™ ! (ax) (42())

_|_

sinh?™ (o )4-cosh?™ (ax)
Considere las siguientes identidades de las funciones hiperbélicas:

sinh(x)
cosh(x)

= tanh(x) (4.21)
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(4.22)

Reescribiendo la ecuacién (4.20) y sustituyendo las propiedades (4.21) y (4.22)
tenemos:

1 2m—1 . 2m—1 cosh(az) ) (gipp2mar)
cosh(az) sinh*™~* (az) sinh(az) cosh*™ ™ * (az)  _ smh(az)

sinh?™ (o) +cosh?” (az) ' sinh?™(az)4cosh®™ (ax) ( Coshzm(aw))
sinh2™ (o)

<5m1;<(am> ) (cosb2te2) (4.23)
+ cosh (Xﬁ

cos aa:) (1+M)

cosh2™ (aux)

tanhl(aw) tanh(a:z:) . m tanh(a:z:)

1 + m 1 + tanth(am) %:;OEZ;’) 1 + tanth(am)

(4.24)

tanhl(aa:) tanh(az) tanh*” (ax) tanh(ax)

Ittanh®"(az) ] 4 tanh®(axz)  (tanh(az)) (14 tanh®™(az)) 1+ tanh®"(ax)

tanh?™ (ax)

tanh?™ (azx) tanh(az)  tanh®™ !(az) tanh(ax)
(ta Z)) (1 + tanh®"(az)) 1+ tanh®"(ax) 1+ tanh®™(ax) 1+ tanh®™(ax)
(4.25)

Por lo tanto, podemos afirmar que:

cosh(ax) sinh®™ ! (az) + sinh(ax) cosh® '(ax)  tanh®" ' (az) + tanh(axz)
sinh®"(ax) + cosh®”(ax) B 1 + tanh®"(ax)

(4.26)

El algoritmo de control resultante posee un comportamiento caracteristico ideal

para su implementacién en sistemas roboticos y otros sistemas de control por ganancia

positiva, en lo que ademds, sea necesario acotar la accién de control dentro de un rango
seguro definido por el usuario.

La aportacion del parametro m se muestra en la Fig. 4.2. La accién de control
saturada mostrada en la Fig. 4.1 previene el exceso de torque proporcionado al robot
mediante la eleccion correcta de las ganancias proporcional y derivativa en el algoritmo
de control, en combinacién con el adecuado diseno de reglas de sintonia. La estructura
matematica del control actiia por si misma con una medida de seguridad para el robot
al limitar el torque maximo que se puede proporcionar, el cual pude producirse por
alguna perturbacién externa en el robot, o un diseno deficiente.

La region de operacion en el primer y tercer cuadrantes, garantizan que el algoritmo
de control es adecuado para su implementacion, y que este otorgara una respuesta de
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Curva caracteristica del algoritmo de contol (variaciones)

y

1F

Figura 4.1: Gréafica caracteristica de controlador 2 (pardmetros: m =1, a =1, k, = 1).

Curva caracteristica del algoritmo de contol (variaciones)

y
1k

N o w =

3333

Figura 4.2: Aportacién del pardmetro m en el algoritmo de control (pardmetros: a = 1,
k,=1).

control en el la direccion correcta mientras el robot no alcance su posicion deseada.

La curva caracteristica de este algoritmo de control puede asemejarse a la fun-
cién tanh(...), distinguiéndose principalmente por la regién de transicién previa a la
saturacion, siendo el algoritmo de control propuesto mas rapido, con una transicién
menos suavizada, tal como se muestra en la Fig 4.2. Mediante la adecuada seleccién
del parametro «, es posible modificar la pendiente de la regién de transicién de modo
que esta se suavice ligeramente, o se acentiie, de manera similar a la funcién signo(...).

Sustituyendo la simplificacién (4.26) en la funcién candidata a ley de control pro-
puesta en (4.19), se obtiene una versién muy reducida del mismo control sin pérdida
de generalidad. La ley de control final se se construye a partir del gradiente de la fun-
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cién energia potencial artificial correspondiente, sustituyendo las variables q, q y las
matrices de ganancias K, y K, del problema de regulacién y la ley de control PD, y
puede escribirse como:

tanh®” ! (ag) + tanh(aq) tanh®” ! (aq) + tanh(aq)
q,q) = K - K, + 4.27
(2. 4) P 1+ tanth(a(}) 1+ tanth(aiJ) 9(q) ( )

Esté version reducida del algoritmo de control, reduce la carga de recursos necesaria
para ejecutar el algoritmo en tiempo real en un robot de n grados de libertad, ademas
de estar formado principalmente por una tnica funcién hiperbdlica, que es altamente
eficiente, en algunos de los lenguajes de programacién disponibles en microcontrolado-
res.

El algoritmo de control resultante posee un comportamiento caracteristico ideal pa-
ra su implementacion en robots manipuladores y otros sistemas de control por ganancia
positiva, en lo que ademds, sea necesario acotar la acciéon de control dentro de un rango
seguro definido por el usuario.

4.4. Analisis de propuestas de algoritmos de control

Las ecuaciones (4.14), (4.17) y (4.27) son leyes de control derivadas del algoritmo de
control clasico PD, que incorporan una estructura saturada, ademas de caracteristicas
unicas que modifican la dinamica del robot de manera distinta a distintos algoritmos
documentados como el control PDtahn. La estructura matematica que poseen las 3
propuestas esta disenada de manera que sean funciones continuas, y su curva carac-
teristica conserve sus las propiedades de control saturado.

En el diseno de leyes de control mediante moldeo de energia existe una cantidad
infinita de implementaciones distintas de funciones energia potencial artificial que re-
sulten en controladores funcionales, sin embargo, los algoritmos de control saturados
basados en funciones hiperbdlicas son muy limitados, pues sélo existen pocas funciones
hiperbdlicas, de las cuales hay un nimero reducido que se encuentran implementadas
de manera eficiente en algunos lenguajes de programacién. Las dificultades de algunos
microcontroladores para realizar calculos de funciones hiperbdlicas ocurre frecuente-
mente por el poco uso que se le da a dichas funciones, porque existen regiones en
dichas funciones que llevan a resultados indefinidos o demasiado grandes para la me-
moria disponible, o por problemas fundamentalmente mas simples, como la ausencia
de otras funciones o sucesiones de las que estan compuestas las funciones hiperbdlicas.
De cualquier modo, las leyes de control con esta construccion particular se construyen
principalmente a partir de las funciones sinh(...), cosh(...) y tanh(...), que son funcio-
nes altamente eficientes y se encuentran disponibles en una variedad de lenguajes de
programacion y dispositivos de control, por lo que podemos estar seguros de que todas



4.5 Analisis de estabilidad de leyes de control para robots manipuladores

51

las propuestas funcionaran de manera adecuada y en tiempo real.

A pesar de la evidente similitud que existe entre los algoritmos de control, estos
son sustancialmente diferentes al ser implementados en el controlador. Los cambios
sutiles en la estructura matemaética de alguna de las leyes de control puede llevar a un
desempeno significativamente distinto, ademéds de la evidente diferencia en la carga de
computo derivada del orden de las funciones determinado por el parametro de diseno
m. En el caso de la propuesta 1, se tiene un control sencillo, que requiere inicamente
de 2 tipos distintos de funciones hiperbdlicas, sencillo de utilizar y muy similar a un
control PDtanh. La ley de control de la propuesta 2 presenta algunas diferencias impor-
tantes con los demas algoritmos de control, estd formado por las funciones hiperbdlicas
sinh(...) y cosh(...), pero la estructura mateméatica es notablemente més compleja, y la
diferencia en su curva caracteristica no es lo suficientemente grande como para conside-
rarla en una aplicacién distinta en la que puedan ser implementadas las propuestas 2 y
3, por lo que podemos considerarla meramente como un ejemplo con fines académicos,
o en un caso muy particular de aplicacion en el que el software del microcontrolador
solo soporte las 2 funciones hiperbdlicas que lo conforman.

La tercera propuesta presenta una estructura completamente distinta, novedosa y
de interés para fines académicos y en aplicaciones de robdtica industriales. Se compone
unicamente de la funcién tanh(...) que suele encontrarse implementada en muchos len-
guajes de programacién de manera nativa, y en su defecto, es sencilla de implementar.
la estructura que posee es similar a controles documentados de alto desempeno (como
el control PDtanh), y a su vez es muy versatil, permitiendo ajustar la estructura a las
necesidades del usuario, por podria ser posible obtener un desempeno mayor con una
sintonia adecuada de ganancias.

Debido a su estructura favorable y a que posee caracteristicas valiosas para los ob-
jetivos de este trabajo de tesis, el andlisis de estabilidad de los controles propuestos se
centran en esta ley de control.

4.5. Analisis de estabilidad de leyes de control para
robots manipuladores

Partiendo de la estructura matematica de la ley de control simplificado mostrado
en la ecuacién (4.26) establecemos algunas de sus propiedades, principalmente las cotas
superiores e inferiores que posee. El analizar la estructura de la ecuacion, es notable
que la ley de control estd acotada; al estar compuesta principalmente por la funcion
tanh(...), la cual estd acotada, podemos afirmar que:

— 1 <tanh(z) <1, VxR (4.28)
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—1<tanh®"'(2) <1, Vr €R (4.29)

Por otra parte, la funcién tanh(...) elevada a una potencia par, es una funcién
semidefinida positiva tal que:

0 < tanh®(z) <1, Vz €R (4.30)
Por lo que, la ecuacion caracteristica del algoritmo de control esté acotada:

tanh®” ! (z) + tanh(z)
<1 4.31
- 1 + tanh®m(x) - (4:31)

A partir de las ecuaciones (4.28) a (4.31), podemos afirmar que la norma euclidiana
del vector VU, (q) estd acotado superiormente por:

[ tanh2™~1(z;)+tanh(z;) |
1+tanh?™ (z1)
tanh?™ 1 (z5)4tanh(zz)

1+tan52m<x2> <VIZ4H124124 .. 412

tanh?™~1(z,,)+tanh(z,,)
1+tanh?™ (zn)

[ tanh2™~!(az;)+tanh(az1) |

21+tla(unh2”;(ax1)( )

tanh*™ ™" (ax2)+tanh(ax

1+tanh22m(oc;c2) : < \/ﬁ'me \V/CL' € R™ (4 32)
: — WV llzl] Ve € R” '

tanh?™ 1 (axy,)+tanh(az,)
1+tanh?™ (auzy,)

h?m~1(z)+tanh(z)

El gradiente de la ecuacion caracteristica del algoritmo de control % (tan Trtanh”™ (2)

puede ser expresado como:

9 <tanh2m_1(x) + tanh(a;)) _ sech?(x) + 2m sech?(x) tanh?™~2(z) — sech?(z) tanh?™~?(x)
ox 14+ tanth(:n) (1 + tanth(x))Q

—sech?(z) tanh*™~2(z) — 2m sech?(z) tanh?™ () 4 sech?(x) tanh®™ (z)

(1+ tanh?™ (z)) 2

(4.33)

despejando sech?(z) en (4.33):

9 <tanh2m71(ﬁc) + tanh(x)) (sechQ(z)) (1 + 2m tanh?™~2(z) — tanh?™~2(z) — tanh*™~2(z) — 2m tanh®™ (z) + tanh?" (z))

oz 1 + tanh2m(z) - (1 + tanh2m (z))2

(4.34)
Observando el efecto del parametro de diseno m, podemos afirmar que el pico
maximo del gradiente se obtiene en m = 1 de la siguiente manera:

)
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Figura 4.3: Curva caracteristica de gradiente de algoritmo de control.

6 8 10

(sech2(o>) (1 + 2m tanh2™~2(0) — tanh2™~2(0) — tanh*™~2(0) — 2m tanh2™(0) + tanh2m(0))
(1 + tanh2m (0))2

8 tanh?™~1(z) + tanh(z)
oz 1 + tanh2™ (z)

=0
(4.35)

considerando m =1

gtanh%l(x) + tanh(z)

Ox 1 + tanh®(z) =0 N (1+(0)2)°
(4.36)
0 tanh®~!(x) 4 tanh(x) (M a+2-1) 2 _
9r  1+4tanb?(z) |, (1) 177 (4.57)

El gradiente de la ecuacién caracteristica de la ley de control es bastante mas
complejo y dificulta el andlisis profundo de su comportamiento. Podemos notar que,
salvo por la funcién seChQ(x), la estructura del gradiente de control se compone de
funciones tanh(...) que se cancelan entre si. Finalmente, podemos asegurarnos de que
existe una cota superior al analizar la curva caracteristica de la ecuacién. En la Fig. 4.3
se muestra la curva caracteristica de la ecuacién (4.34) para diferentes valores de m, es
facil notar el pico maximo de la ecuacién mostrada, y con la evidencia mostrada en las
ecuaciones (4.35) - (4.37), podemos definir la cota de la ecuacién (4.34) del mismo modo
que se realizé para la ecuacion (4.32) y se afiade la variable auxiliar p,, para incluir
rizos generados por el parametro m, necesario para la demostracion de estabilidad en
algoritmos de control saturados.
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(scchz(zl))(1+2mtanh27"72(zl)—tanh2m72(zl)—tanh4m72(11)—2111tanhzm(le—tanth(zl))
(1+tanh2m(zl))2
(seth(;cg))(lJertanh2m_2(a:g)7tan}12m_2(:cg)ftanh4m_2(w2)72mtanh2m(ac2)+tanh2m(ac2))

(1+tanh2m (x3))? 2y/npp,, Yz € R"
. = \2vipp, llelve € R

(sech2 (zi))(l+2m tanh?™ =2 (z;)—tanh?™ =2 (z;)—tanh*™ =2 (z;)—2m tanh?™ (z;)+tanh>™ (zl))
(1+tanh2m (901))2

(4.38)

Finalmente, es importante mencionar que en este algoritmo de control se incluyen
unicamente funciones hiperbdlicas estrictamente continuas, por lo que no existe ningin
conflicto o restriccion para demostrar estabilidad asintdtica del algoritmo de control
mediante el método directo de Lyapunov.

4.5.1. Analisis de estabilidad de Lyapunov

Partiendo del algoritmo de control generado por la ecuacién (4.27) tenemos

[ tanh2™~1(ag; )+tanh(agy) | [ tanh2™~ 1 (agy )+tanh(agy) |
1+tanh?™ (ag; ) 1+tanh?™ (ag )
tanh?™~1(aga)+tanh(aga) tanh?™ 1 (ago)+tanh(aga)
o 1+tanh?™ aga 1+tanh?™ aqga
=K, " (ad2) - K, o) +g(q)  (439)
tanh?” 1 (agn)+tanh(agn) tanh?” 1 (agn ) +tanh(agn)
1+tanh?™ (adn) i | 1+tanh?™ (agn) i

La ecuacién en lazo cerrado del sistema se obtiene al combinar la ecuacién carac-
teristica del sistema dindamico junto la ley de control mostrado en la ecuacién (4.39).

q —q
tanh2m71(at}l)+tanh(a§1) tanth*l(aql)jttanh(aql)
1+tanh2™ (agy) 1+tanh2™ (ady)
d tanh?™~1(agds)+tanh(ags) tanh?™ ! (ags)+tanh(ags)
— = _ 14+tanh2™ (aga) 14+tanh2™ (aqgo) . N 4.40
dt M~'(q) | Kp - Ky - Bq-C(q,9)q (4.40)
q tanth_l(aqn)+tanh(aén) tanh2m_1(aqn)+tanh(aq")
1+tanh2™ (agp ) 1+tanh2m (agy,)

Propuesta de funcién candidata de Lyapunov estricta

Se propone la siguiente funciéon candidata de Lyapunov
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T
\/hl (sinh2m(aql) + cosh2m(oaj1)) \/ln (sinhzm(a[jl) + cosh2m(aijl))
Lo L \/ln (sinh®™ (agz) + cosh?™ (agz)) \/1n (sinh®™ (agz) + cosh?™ (agz))
V(1) = 354 M(@Q)a+ 55 ) Kp )
\/1n (sinh®™ (adn ) + cosh?™ (agn)) \/1n (sinh®™ (g ) + cosh?™ (agn))
tanh?™ 1 (ag; )+tanh(agd;)
1+tanh2™ (agy)
tanh?™ ! (agy)+tanh(ags)
e 1+tanh2m (ago) .
T M(@)d
tanh®™ ! (agn)+tanh(adn)
1+tanh2™ (ady)
tanth*l(aqzl)+tanh(o¢§1) T tanh2m71(oc§21)+tanh(aql)
1+tanh?™ (aqq) 1+tanh?™ (aqq)
) tanhzm_l(azi22)+tanh(oa§2) tanh2m_1(a(§22)+tanh(a§2)
1 €t 1+tanh?™ (ago) M 1+tanh?™ (ag2)
MEXTES TR : (a)
tanh?™ (g, )+tanh(ady,) tanh?™ ! (ag,)+tanh(adn,)
1+tanh2™ (agy, ) 1+tanh2™ (agy)

(4.41)

Observando la estructura matemética de la ecuacién (4.41) podemos notar que su segundo

componente es definido positivo debido a que la matriz K, es una matriz diagonal compuesta

por las ganancias proporcionales del algoritmo de control, las cuales son pardmetros de diseno

siempre positivas. Analizando los términos restantes de la ecuaciéon propuesta de Lyapunov,

es notable que esta puede reestructurarse en forma cuadratica, de modo que se demuestre
que es definida positiva mediante el criterio de Sylvester.

Considere la estructura de una funcion cuadratica perfecta

L o= L~ ota—e) = La2b— abe — Lo = Laba — abe — 1
2((1 c)b—2(a c)b(a c)—2ab abe 2bc —2aba abe 2cbc (4.42)

De manera anéloga a lo mostrado en la ecuacion (4.42), es posible reestructurar la ecuacién
(4.41) en forma cuadratica

T

\/ln (sinh®™ (ad1) + cosh*™(aq1)) \/ln (sinh®™ (1) + cosh®™ (ady))

G2) 4 cosh®™ (ag2)) % \/ln (sinhzm(a(jg) + cosh2m(a52))
P

s 1. ) 1 In (sinth(a
V(g,@)==q M(q)g+-— \/
2
" 2ma

2 : :
a2b . :
\/ln (sinh®" (g ) + cosh®™ (ady,) ) \/ln (sinh®™(agn) + cosh®™ (agn))
r 2m—1(, au
tanh (ag1)+tanh(agy)
1+tanh2m(a(§1)
tanh?™~1(aga)+tanh(ago)
o 1+tanh®™ (aga) M(q)q

1+ lqll

tanh?™ ! (agp )+tanh(agy)
1+tanh?™ (adp)

TV
abc
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[ tanh2m—1 (oqu)—i—tanh(oajl) 17 [ tanh2m—1 (aq1)+tanh(ad1) T
1+tanh?™ (ad1) 1+tanh?™ (ag1)
1 2 tanh?™~1 (ago)+tanh(ago) tanh?” 1 (ago)+tanh(ago)
€ 2m 2m
- 0 1+tanh*™ (agz) 1+tanh*™ (ag2)
5 —[1 P ‘ M(q) ‘ (4.43)
q : :
tanh?™ 1 (agy,)+tanh(agn) tanh?™~ 1 (agy,)+tanh(ag,)
1+tanh®™ (agn) i L 1+tanh®™ (agn,) i
TV
bc?

Por lo tanto, sustituyendo (4.43) en el primer término de (4.42)

T
\/ln sinth(aql)—l-costh(a(jl)) \/ln sinh?™ (« +cosh2m(aq1))
o . \/ln sinh?™ (aga) + cosh?®™ (agz)) \/ln sinh?™ (a +cosh2m(aq2))
V(q7 q) = 2ma .
\/ln (sinh®™ (agin ) + cosh®™ (agn)) \/ln sinh?™ (agy, +cosh2m(aqn))
tanh?™ ! (ag; )+tanh(agy) T tanh?™ ! (agy)+tanh(agy) 77
1-+tanh2™ (agy) 1-+tanh2™ (agy)
tanh?”~ ! (agy)+tanh(ado) tanh?” ! (agy)+tanh(ado)
1 . ey 1+tanh2"”(a§2) . ey 1+tanh2m(a§2)
+3 |4 : M(q) |4 = .
tanh?™ ! (ag,)+tanh(agn,) tanh?™ ! (ag,)+tanh(agy,)
1+tanh2™ (agy,) 1+tanh2™ (agy,) -

Por lo tanto, considerando que la matriz M(q) es simétrica y definida positiva,
queda demostrado que la funciéon candidata de Lyapunov es definida positiva.

Derivada de funcion candidata de Lyapunov

Con el propésito de simplificar significativamente el andlisis de estabilidad, podemos
reescribir la ecuacién (4.41) como sigue

V(q.q) = %qTM<q>q+ﬁm(aﬁwuap—e<a>vua<a>TM<q>q (4.44)

donde €(q) es una simplificacién de la funcién
€0

O

siendo €y una constante de diseno auxiliar positiva y menor a 1. La ecuacién (4.45)
resulta siempre en una constante positiva.

€ R, Vg (4.45)

Considere las siguientes propiedades y simplificaciones

—(9.—a)=—4q (4.46)
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g =M"(q) [K,VU,(q) — K,VU(q) — Bq — C(q,q)d]
[+ [lgl)® < 1+ [1all]

_wd'e _ alalldl e
s -2 = = ~112 = ~
gl [+ gl — llall 2+ lgl” — 1+ 4l

o 2¢0q" ¢ _ € 2q" q
“(2.9) = lall [+ llal]® [[1+ ||¢~1||]2l[||‘~1|| 1+ ||(~1||J,

- -~

€2(q) 2k(q,4)

€(q)

e R, Vg

wa.a < lallal

< e < gl
lqll [t + llqll]

@ =g S Tl

° (VU(@)) = ~Vih(a. @)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

Partiendo de la simplificaciéon mostrada en la ecuacion (4.44), y haciendo uso de las
ecuaciones (4.46) a (4.55), podemos hallar la derivada temporal de la funcién candidata

de Lyapunov propuesta como sigue:

V() = 2q"M(g)a + d"M(Q)id — 47K, Via(@) — (@ ) ViUa(@) M (q)q

2

+e(9) VU@, @) M (q)q — €(q)VUa(2)" M (9)q — €(q)VU.(7)" M (9)§

(@K@, @) V(@) M(a) VU (@) + 5 (@) V(@) N (0) V24, (@)

= (@) VUa(a, @) M (g) VlUa ()
Sustituyendo las ecuaciones (4.46) y (4.47) en (4.56) tenemos:

(4.56)
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q' MAq) [M=Hq) [K,VU,(q) — K, VU (') Bq—-C(q,q)q]]

+534" M(q)q — §"K,VUo(q) — €(q, §)VU.(7)"M(q)q

+e(q)VUa(@, 4)"M(q) g — €(q) U(?J) M(q)q
+1e(q)k(q, @) VU.(q)" M( )VU(q)

—€(q)VUL(§)" MAq) [MHG) [K, VUa(7) (4.57)
-K,VU,(q - Bq—-C(q,q)q]]

+3¢(a)VU.(@)" Cla, @) + Clq, @)" VU(q)

M(q)
—€2(q) VU, )" M (q)VU.(q)

Reduciendo términos semejantes:

V(g,q)

) ~ . N ) L. .1 .
q’ (@) — 4" K,VU,(q) —¢"Bg—q'C 54 M(a)d

~
Propiedad de antisimetria

)" M(q)q + (@) VUa(a, 9)"M(a)d

VUQ(EJ)TKpVUa( ) + ( )VU( )T K, VU(q)
Vua(?l)TBq +e(q)V 4.9)q

¥i(a)
—e(@)VU(q, @) " M(q)VU,(q)
(4.58)

A partir de las reducciones anteriores, tenemos que la ecuacién (4.56) ahora puede
reescribirse como:

V(g,q) = —qTK VU,

(g
+e(@)VUa(a, (I) M( ) (EJ)V a(q)"C
+6( ) ( g, 4

) [ (¢.9) +C(q,q)"] Vla(q)
)" ()VUa(fl)

La ecuacién (4.59) es acotada superiormente para favorecer la demostraciéon de un
intervalo en el que la derivada temporal de funcién candidata de Lyapunov sea definida
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negativa. Empleando las desigualdades (4.32) y (4.38), junto con las propiedades (1.5)
- (1.9) y (4.45) - (4.52), tenemos:

V(g.q) < —Xg"Vmw, llall? — X5™1al® + €(@)Buv/npy,,| 4l
—€(@) By, |1 4I” — e(@kev/nv, [lal* — e(@) N ny llalf?
—e(@ A5V, 14l gl + (@) Nk v, pp. |l ] (4.60)
+e(@)keny, |1l 4l
+e(@)Buny, lalllall — e(@)nbul gl gl

Factorizando la ecuacién (4.60) tenemos:

V(3.9 < —e(@Apmny, llal?
- [Ajé“n - \/ﬁ [A%%xvvm + €<q) (6M<Iopm + me) + /ypm) + kcfypm]] ||q||f .
+€(q) [\/ﬁ)‘gm + n)‘%jmppm%m + Yp, (’Ypmkb + BM('Ypm + Ppm))] lallllql

Por lo que podemos reescribir la derivada temporal de la funcién candidata de
Lyapunov en forma matricial:

4] ]|

donde © € R™ " es la matriz formada por:

o lall" [ 61] [lal
V(g,q) < - P <0 (4.61)
01 = 6({1»‘%””73"1

1 ~ max max
O12 = b1 = _§€(q> [\/ﬁ)‘B + nAKU Ppm Yom T Wp,, (’Ypmkc + 5M(’7pm + ppm))}

022 = )\%”n - \/ﬁ [A?Zx,yvm + E(q) (ﬁM(ppm + me) —I— /}/pm) + kcfypm] .

Analizando la ecuacién (4.61), podemos afirmar que el componente 6;; de la matriz
O es positivo debido a que estd formado tnicamente por constantes positivas. Con esto
en consideracién, podemos asegurar que la derivada temporal de la funcién candidata
de Lyapunov mientras el determinante det [©] de © sea positivo. Analizando el producto
de los términos 611, 022, 012 v 021 tenemos que:

(011) (022) > (612) (621) (4.62)

(@) (Nirna2, ) (BT = Vg, ) + (@) (R, ) Vi B (bpn + Vo) + Vo) + ke, )

14
> 162(11) [VRAB + 0L pp Yom + 1Ypm (Ypm ke + Bt (Vo + Ppom))] (4.63)

L.

multiplicando de ambos lados de la desigualdad por @
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(a2, ) OB = Ve y,,) + @) (A2, ) Vi (Bat (P + V) + Vi) + ke )

1.
> 1@ [VRNEYE 4+ A ppr, Yor + 109 (Yo ke + B (Ypo + Ppim))] (4.64)

Despejando el segundo término del lado izquierdo de la desigualdad:

< mmnfyv > ()\gm o \/_ ma:t,.yvm)
L max maz
> ZE(q) [\/ﬁ)‘B + NAK, Ppm Vom T WV (VPmk + 5M<7pm + pzm))}

— (@) (N2, ) VA (Brt (g + Ypm) + ) + iy (4.65)

Despejando €(q) tenemos:

< mznn,_)/v ) ()\%un \/_)\max,.yvm)
> G(a) |:_ [\/_ e + n ?axppm,yvm —l— n,ypm (mek + BM(me + ppm))}

B (( w””w) V(B (o + Vo) + V) + kcvpm)} (4.66)

Por lo tanto, podemos afirmar que ¢, existe en el intervalo

(Ammn,yvm) ()\%”" _ \/7>\man,\/ m)

% [‘/ﬁ)‘gam + ny}’(LSmF’pm Yom T "Ypm Ypm ke + Br (Ypm + Poim ))] ((Am;n ”va) V1 (BM (Ppm + Vom) + Yom ) + chpm)

€0
>—0 >0 (4.67)
1+qf
Por lo que queda demostrada estabilidad asintética para robots manipuladores bajo

el control propuesto.

4.6. Resultados experimentales

Para sustentar la propuesta realizada del algoritmo de control, ahora se presentan
los resultados de un experimento realizado con un robot de 3 GDL bajo el algoritmo de
control propuesto en condiciones controladas. El robot empleado en el analisis experi-
mental pertenece al laboratorio de electrénica y robética de la Benemérita Universidad
Autonoma de Puebla, y esta disenado como robot para pruebas experimentales. La
estructura del robot es antropomorfica, compuesta por actuadores tnicamente rota-
cionales y servomotores de transmisién directa de alto torque y resolucion. Los servo-
motores sin escobillas poseen una friccién minima debido al minimo rozamiento que
existe entre sus elementos, ademas de admitir un control por entrada de torque, por
lo que los algoritmos propuestos en este trabajo son completamente compatibles con
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el sistema robdtico experimental sin pérdida de generalidad. Las caracteristicas de los
servoactuadores del robot se presentan en la siguiente tabla:

| Eslabon | Modelo | Torque [Nm] | Encoder [p/rev] |

Base | DM1050A 20 1024000
Hombro | DM1150A 150 1024000
Codo | DM1015B 15 655360

Tabla 2. Caracteristicas de servoactuadores en el robot experimental

El experimento consiste en mover cada una de las articulaciones del robot desde
una posicién inicial (g(0)T = 07, ¢(0)T = 07), de modo que se logre el objetivo del
control, resultando en error de posicién y velocidad cero para todas las articulaciones
()T = 07, q(t)T = 07). Los datos del experimento son registrados en un fichero ge-
nerado por la tarjeta de adquisicién de datos embebida en el robot para posteriormente
ser analizados.El algoritmo de control empleado en el experimento es el mostrado en
la ecuacién (4.39), el cual un algoritmo saturado, por lo que se mantiene un torque
maximo constante que protege a los servoactuadores de danos causados por errores de
posicién excesivos o perturbaciones externas.

at | |

70 - aty | 1

Figura 4.4: Errores de posicién del robot experimental para m = 1

La Figura 4.4 muestra los errores de posicién del robot experimental en cada uno
de sus eslabones para el caso de m = 1. En este experimento se puede notarla respuesta
del robot ante la entrada requerida g4, = 45,4, = 45, ¢4, = 90, sin ningun sobreti-
ro aparente en las articulaciones, combinado con rapido seguimiento de la entrada de
referencia, alcanzando un error minimo pasados los 3 segundos del experimento. Por
otra parte, los pares aplicados a los eslabones del robot, mostrados en la Figura 4.5,
demuestran que el robot se mantuvo dentro de los margenes de par aplicado adecua-
dos, senalados por el fabricante, por lo que no se puso en riesgo la integridad de los
servoactuadores. Los pares aplicados al robot dan una repuesta rapida generada por la



62 Diseno de algoritmos de control para robots manipuladores

30 T T T T T T T T T

25 To0 7

Figura 4.5: Pares aplicados al robot experimental para m = 1

ganancia proporcional, orientando al robot cerca de la posiciéon deseada, para posterior-
mente, proporcionar un torque de compensacién correspondiente a un freno mecanico
artificial generado por la ganancia derivativa, previniendo la aparicién de sobretiros y
reduciendo el error de posiciéon a medida que el torque se estabiliza y se queda tnica-
mente con el par proporcionado por la compensacién de gravedad y compensacién de
friccién viscosa, resultando en un par estable y un error minimo despreciable, logrando
asi el objetivo del control.

a,
o,

60 - 1

50 - 1

40 i

30 - 1

20 - 1

Figura 4.6: Errores de posicién del robot experimental para m = 2

Las Figuras 4.6 a 4.9, representan los casos particulares para la familia de control
hiperbdlica con m = 2 y m = 3. Como ya se ha mencionado anteriormente, en la Figura
4.2 se puede notar que a medida que el pardametro de diseno m crece, la respuesta de
la ley de control se vuelve mas lenta, conservando su saturacion caracteristica. Esto
repercute en el desempeno del controlador, dando una respuesta mas rapida o atenuada
segln se requiera.
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Figura 4.9: Pares aplicados al robot experimental para m = 3

Tanto en el caso de m = 2 como m = 3, se tiene un tiempo de transicién similar,
alcanzando la referencia aproximadamente a los 3 segundos de comenzado el experi-
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mento, siendo m = 3 la versiéon mas lenta. Del mismo modo que en el caso anterior,
no se presentan sobretiros significativos, por lo que el posicionamiento del robot ocurre
de manera suave y precisa. La principal diferencia en el desempeno de este control se
observa en los pares aplicados, pues ya no existen transiciones repentinas entre la ac-
cién proporcional y derivativa, por lo que se tiene una entrada de par moderadamente
estable en todo momento del experimento.

Con todo esto podemos afirmar que nos encontramos con una extensa familia de
reguladores hiperbodlicos para robots manipuladores, saturada. Esta propuesta novedosa
posee todas las caracteristicas necesarias para emplearse en robots industriales debido
a su alta robustez y la capacidad de manejar incertidumbres en los parametros al ser
probada asintoticamente estable de manera estricta, por lo que se tiene un margen de
operacién ilimitado, garantizando el control de robots antropomérficos desde cualquier
condicién inicial.



Capitulo 5

Control adaptable de robots
manipuladores

5.1. Diseno de algoritmo de compensacion de fric-
cion adaptable

La compensacién adaptable de friccion presentada en este trabajo es similar al
método de control adaptable por modelo de referencia con la principal diferencia de
ser posible su implementacion en sistemas dindmicos y algunos modelos estaticos con
buenos resultados.

En esta seccién se describe el proceso necesario para disenar un algoritmo de con-
trol orientado a robots manipuladores, que incorpore un modelo de friccion adaptable
basado en los modelos de friccion B y C' propuestos en este trabajo.

La compensacion de friccién adaptable implementada en el controlador tiene el prin-
cipal objetivo anteponerse a la incertidumbre en los pardametros fisicos relacionados a
la friccién. Con esto, se reducirian efectos negativos como la atenuacion indeseada del
movimiento del robot debido al rozamiento de los eslabones, mejorando la respuesta
del sistema y reforzando el desempeno del controlador.

Se propone el uso de un algoritmo de control saturado para este caso de estudio
para favorecer el desempeno del robot evitando el exceso de torque en errores elevados y
protegiendo los servoactuadores del robot. La base del controlador con compensacion de
friccion adaptable sera el ampliamente conocido controlador PD, empleando la version
saturada con la funcién tanh. El algoritmo de control PD saturado con compensacion
de gravedad y sin friccién estda dado por:

T = Kptanh(Aq) — K,tanhq+ g(q) (5.1)
donde:

= T es el vector de pares aplicados al robot en Nm,
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Kp es la matriz diagonal de ganancias proporcionales del controlador,

Ky es la matriz diagonal de ganancias derivativas del controlador

A es el vector de velocidad de las ganancias proporcionales,

q es el vector de velocidades articulares del robot en grad/seg,

q es el vector de errores de posicién articular del robot en grados.

Expandiendo la ley de control mostrada en (5.1), podemos agregar una componente
de friccién de fricciéon 7¢ que represente el par de friccién disipado en forma de calor
por causa de dicho fenémeno tal que:

T = Kptanh(Aq) — K,tanh(q) + g(q) + 7(q, 6, 0;,) (5.2)

El par de friccion adaptable del robot puede descomponerse en sus 2 elementos
principales para facilitar el andlisis y el disefio del algoritmo de control adaptable como
sigue:

T#(q,0s,05,) = 77.(q,05,) + 74,(q,605) (5.3)

Los pares de friccién calculados en la ley de control estd formado por la version
adaptable de los modelos de fricciéon propuestos en este trabajo de tesis. La estructura
matematica del par de friccién adaptable para un robot manipulador esta dada por:

T1(q) = 75, (q) + P1.(q)05. + Py, (q)0y, (5.4)

donde Ty, representa una posible parte de T¢(q) independiente de los vectores de
parametros 0y, y 0y, el cual contiene una estimacién de los pardmetros fisicos del ro-
bot. Como es notable, es necesario contar con 2 vectores de parametros adaptables,
pues los modelos de friccion suelen estar definidos como la suma de los componentes
de friccion. Cada componente de friccién puede separarse en un vector de pardmetros
constantes proporcional a una funcion estatica dependiente de la velocidad articular

®(q).

El modelo de compensacion de friccion adaptable soluciona complementa la ley de
control para el caso de un robot manipulador en el que los vectores de parametros 6y,
y 8, son constantes pero desconocidos. Dado que se asume que los pardmetros del mo-
delo de friccion son constantes, podemos afirmar que las cotas superiores de los mismos
existen y pueden ser evaluadas de modo que la ley de control garantice estabilidad en
lazo cerrado de modo que lim; .. q(t) = q,.

Por lo tanto se propone la siguiente ley de control con compensacion de gravedad
para robots manipuladores generalizada:

T = Kptanh(Aq) — K, tanh(q) + g(q) + ®,.(4)8;. + ®1,(9)0;, (5.5)
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donde 0 £y 6, son los vectores de parametros adaptables.

La adaptabilidad del modelo deAfricciQn se obtiene mediante la adecuada propuesta
de un algoritmo de regresién para 8y, y 8, de modo que lim,;_,.,0(t) = 0. Definimos el
error de estimacion del algoritmo de regresién como:

0; =06, — 0,

6, =6, —6, (5.6)

donde los se considera que los vectores de parametros 8, 6, Por lo que la derivada
temporal de los vectores de parametros se definen como:

8;. =6y,
0, = 0, (5.7)

5.2. Diseno de algoritmos de regresion

Partiendo de los modelos de friccién estaticos B y C presentados en el capitulo 4,
aplicados a un robot manipulador de 1GDL:

sinh*71(8¢)cosh(4q)

[T sinh®(0g) % (5:8)

Tt (Q) = fe

tanh?"=1(5q)
a
1 + atan?3(6q)

Tfc (Q) = fe + bq (5‘9>

es posible proponer una estructura matematica para el modelo de friccion que sol-
vente el problema de control de posicién del robot manipulador mientras los parametros
fisicos de la friccion son desconocidos. Proponemos el diseno de la estructura matemati-
ca del regresor de los modelos de friccion como el gradiente de sus respectivas estruc-
turas matemadticas estdticas mostradas en (5.8) y (5.9) [19].

El modelo dindmico de un robot manipulador de 1GDL en lazo cerrado bajo control
y compensacién de friccion adaptable posee la siguiente estructura

; ~q
q . . . N .

d | M(q)~" [kptanh(Ng) — kog — Cq,4)q + 9(4) + 74(4, 0., 0,)]

it |0y | = re;, (" (ot — o) (510)

O, A, ()" (ar‘ﬁq” - 'q>



68 Control adaptable de robots manipuladores

5.2.1. Obtencion del gradiente

El algoritmo de regresion para la estimacion de parametros de friccion en el robot
se obtiene siguiendo el método del gradiente, por lo que para el modelo de friccién (5.8)
el algoritmo de regresion estd dado por:

~ sinh*71(6¢)cosh(0q)  ~ .

1,0p,07) =10 0 5.11
Tf(Qa bs fc) fe 1+ sznh25(5q) + Ubq ( )
para el modelo de friccién mostrado en (5.9) de manera similar se tiene:
~ tanh®7Y(8g) -
1,00,05) =0 — + 0uq 5.12
0
Debido a que no es posible diseniar un regresor a partir del gradiente TJ,C ’ se propone

el uso del siguiente algoritmo de regresion para la estimacion del parametro b en ambos
modelos de friccién experimentales:

SNE)

donde 7y, es un pardmetro de disenio que compensa la velocidad de estimacion del

pardametro 0 en caso de que el pardmetro estimado tome demasiado tiempo en es-
tabilizarse o por el contrario, ocurra demasiado rapido, resultando en una estimacion
deficiente.

Para el modelo de friccién experimental (5.8), el regresor propuesto esta formado

c

. oty . o . .,
por el gradiente —=, el cual se obtiene como se indica a continuacion.

dq
Asumiendo que el coeficiente de disipatividad del modelo de friccion experimental
(5.8) sea 0 = 1, tenemos:

oty [ sinh*71(¢)cosh(q) U(q)
a4 ( 1+ sinh?(g) ) ~ YA (5-14)
donde
U(G) = sinh** ' (¢)cosh(q) (5.15)
V(¢) = 1+ sinh*(0q) (5.16)
A su vez, podemos descomponer U(q):
Uq) = M(@N(9) (5.17)

donde:
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M(§) = sinh**71(4) (5.18)

N () = cosh(q) (5.19)
El gradiente de la ecuacién (5.14) estd dado por:

Ory. _ V(@U'() —U(¢)V'(4)

e — , (5.20)
04 (V(4))*
Las derivadas de las funciones M(q) y N(¢) estén dadas por:
M'(§) = (2m — 1)sinh®*~*(§)cosh(q) (5.21)
N'(¢) = cosh(q) (5.22)
Por lo tanto, la derivada de U(q) esta dada por:
U'(§) = sinh*71(4)sinh(q) + cosh(§)(2s — 1)sinh**~'(¢)cosh(q) (5.23)
Simplificando se obtiene
U'(§) = (sinh®(¢))(1 + (25 — 1)cosh*(§)sinh™2(§)) (5.24)
La derivada de V(q) estd dada por:
V'(¢) = (25)sinh*~*(¢)cosh(q) (5.25)

Sustituyendo las ecuaciones (5.15), (5.16), (5.24) y (5.25) en (5.20), y simplificando,
se obtiene:

oty b _ (25 — 1)sinh*72(q)) + (2m)sinh*(q) — sinh**~2(q)
o T [+ sinh2(g)]?

(5.26)

. . or .
De manera anéloga al procedimiento para encontrar el gradiente de a—]_cc, se realiza
q

omn -
el analisis del gradiente 8_b Considerando ahora a 0 como una constante de diseno se
q

tiene:

oty ( tanh*=1(5q) Uq)
dq (1 + at(m25(5Q)) = V(4) (5.27)

donde:

U(G) = tanh®"~1(5¢) (5.28)
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V(§) = 1 + atan*(54) (5.29)

Las derivadas correspondientes a las ecuaciones (25) y (26) son:
U'(¢) = (2h — 1)dsech®(5¢)tanh®~2(5q) (5.30)

((28s)atan(q)*1)
(6%2¢* +1)

V'(q) = (5.31)

. ot :
Por lo que el gradiente 8—fc tendria la estructura matemética mostrada en (17):
q

((26s)atan(g)?*~1)

(1+ atan®(84¢)) ((2h — 1)dsech?(6¢)tanh®"=2(5¢)) — (tanh®"~1(5¢)) (

ory, _ (@ + 1)

og (1 + atan?s (84))?
(5.32)
Con esto, ya es posible realizar las pruebas experimentales del algoritmo de control

con los modelos de friccién adaptable en el péndulo robot.

5.3. Simulacion en MATLAB

Para la implementacién en MATLAB del algoritmo de control se emplean 3 progra-
mas en cdédigo m Para representar el modelo dinamico del robot junto con los pardme-
tros adaptables, un cédigo secundario esta dedicado al algoritmo de control mostrado
en (5.2) el cual proporciona el torque de entrada saturado al robot. En las simulacio-
nes de ambos algoritmos adaptables se incluyen los efectos de par gravitacional y par
de friccion correspondiente a su versiéon de ganancias constantes, de modo que en el
controlador, se intente alcanzar los valores constantes de fricciéon mediante estimacion.

el objetivo de la simulacién planteada es lograr el posicionamiento del robot en la
posicion de 90° con los parametros adaptables en condiciones iniciales cero, d modo
que estos se acerquen lo méas posible a su valor real conforme la simulacién evoluciona.
El controlador del péndulo robot se incluye con la misma estructura matematica mos-
trada en (5.2), tomando como ganancias de control constantes k, = 10 y k, = 2 para
ambos modelos experimentales de fricciéon. Cada una de las componentes de friccion
son incluidas como se muestra en las ecuaciones (5.8) y (5.9), en donde se incluyen los
parametros de estimacién éfc y éfb‘

En el programa principal, se incluyen las configuraciones del algoritmo de integra-
cién numérica ode45(...), estableciendo una tolerancia de 1e™, esto es posible debido a
la simplicidad del modelo dindamico del péndulo, asi como el hecho de que solo se estén
empleando funciones continuas suaves, excluyendo las funciones discontinuas tipicas de
los modelos de friccién clasicos.
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Para facilitar el analisis, se crean vectores que incluyen los parametros fisicos ori-
ginales del péndulo, que permiten comparar el valor estimado con el valor real y tener
una idea general de error de estimacién, asi como realizar las correcciones correspon-
dientes.

En las graficas de resultados también se incluyen los pares aplicados al robot, asi
como el error de posicion articular que permiten ver como se comportara el robot en
su estado estable, y si es que este alcanza la posicién deseada, lo que se traduce en un
desempeno aceptable.

5.3.1. Resultados de simulacion

Después de un analisis repetido de los resultados del diseno de los algoritmos de
estimacion para las variables fisicas adaptables del controlador, asi como realizar las
correcciones pertinentes para asegurar el correcto desempeno del mismo, se lograron los
siguientes resultados en el péndulo robot que utiliza el modelo de friccion experimental
mostrado en (5.8).

Pares aplicados

» w »
(¢, w [¢,] e (6]
— : ‘

torque [Nm]

N
T
L

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
tiempo [segundos]

Figura 5.1: Pares aplicados modelo de friccion B

En las figuras 5.1 a 5.3, se muestran los resultados de la simulacién bajo el modelo
de friccién experimental B .En la figura 5.1, Se muestra el funcionamiento del con-
trolador, teniendo un torque maximo inicial de 5Nm, que va disminuyendo a medida
que el tiempo evoluciona. Poco después de haber iniciado su funcionamiento, se puede
apreciar un pequeno rizo con un cambio de direccién bastante pronunciado, que pue-
de interpretarse como un cambio importante en los parametros adaptables. Después
de este fenémeno anormal en el desempeno del controlador, se observa una pendiente
suave, hasta disminuir considerablemente al llegar al estado estable.
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Error de posicion
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Figura 5.2: Error de posicién articular modelo de friccién B

Parametro adaptable
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Figura 5.3: Pardmetros adaptables modelo de friccion B

Estando en estado estable, el motor continua introduciendo torque al sistema, de-
bido en parte a la accién de compensacién de gravedad, por la posicién deseada de 90%;
asi como el efecto del par de friccién, al cual ha entrado en la zona de baja velocidad
alternando entre su componente de friccion de Coulomb y efecto Stribeck.

En cuanto a los pardametros adaptables, se observa un desempeno aceptable, tenien-
do una respuesta muy acercada en el caso del parametro adaptable éb, y una estimacién
no muy acercada en el caso del parametro 6 .. Podemos afirmar que se ha logrado una
estimacion adecuada, debido a que el error de posicién es muy cercano a cero. Esto es
debido al tipo de control que se esta utilizando en este caso de estudio.

Para el caso del péndulo robot con el modelo de fricciéon experimental C mostrado
en (5.9), se tienen los siguientes resultados de simulacién.
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Pares aplicados
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Figura 5.4: Pares aplicados modelo de friccion C
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Figura 5.5: Errores de posicién modelo de friccién C

En el caso del péndulo robot con el modelo de fricciéon experimental (2), se tienen
resultados bastante similares al caso anterior, con la diferencia mas notable en la es-
timacién de parametros. La correccién en la estimacion de parametros se debe a la
correcta eleccion del pardmetro de velocidad de estimacion ~yy, y 7, los cuales, des-
pués de prueba y error se fijaron como vy, = 0.014 y v, = 0.348. La eleccién de estos
parametros muy importante en el desempeno final del control. Los parametros fisicos
del robot y del modelo de friccién empleados en la simulacion se muestran en la tabla
siguiente.
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Parametro adaptable
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Figura 5.6: Parametros adaptables modelo de friccion C

’ Parametro \ Notacién \ Valor ‘
Masa del eslabén m 5.90kg
Distancia al centro de masa l, 0.01m
Constante de aceleracion gravitacional g 9.81m/seg”
2
Momento de inercia del robot I, O.lGNT:%
Coeficiente de friccién de Coulomb fe 2.40
Coeficiente de friccion viscosa b 0.17
Coeficiente de disipatividad d 25
Coeficiente de efecto Stribeck S 2
Coeficiente de histéresis h 2

Tabla 3. Parametros fisicos de péndulo robot.

Como se puede observar en la figura 5.6, en este caso también se logré un alto
desempeno, teniendo un error en estado estable cercano a cero, con una estimacién de
parametros muy cercana a los parametros fisicos reales.

5.4. Analisis de estabilidad

5.4.1. Dinamica del robot

El modelo dindmico de un robot manipulador de n grados de libertad con fricciéon
puede escribirse como:

T=M(q)qg+C(q,q)q+9(q) +7(q) (5.33)
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El robot de n grados de libertad de actuadores rotacionales bajo control con friccion
adaptable esta dado por:

; -q
q . i . N .

i | g M(q)™" [KpVUa(@) = K.VU(G) = C(a,@)q +77(, 6y, 65,)]

a |65 = reg (@) (arty - 4 (5:34)
efb A‘I)fb(‘?)T (O‘H_tﬁq” - Q)

Donde las matrices I', A € R" " son matrices diagonales definidas positivas que
contienen las ganancias de adaptacién del algoritmo de regresién. Los vectores VU, (q)
e R™ VU,(qg) € R™! representan los vectores de accién de control obtenidos
mediante la técnica de moldeo de energia. El control empleado para esta metodologia
puede disenarse de manera distinta, siempre y cuando se garantice que el par aplica-
do al robot esta acotado de manera segura, el algoritmo de control es suficientemente
robusto para sobreponerse a los errores causados por la adaptacion de parametros, asi
como poder ajustar la velocidad de respuesta mediante un parametro constante A que
mejore el desempeno del control o del regresor segtin sea necesario.

5.4.2. Estabilidad de Lyapunov

El sistema dindmico descrito por la ecuacién (5.34) posee un unico punto de equi-

AT
librio en el origen [?]TQTOJEO}L] = 0. Partiendo de esta afirmacién, proponemos la

siguiente funcién candidata de Lyapunov:

V(@.4.05.05) = 5[4 — ae(@)]” M(a) g~ ce(@)] + (@) /i@

042

N JE B Lor 12
— 5 €(@)" M(q)e(a) + 5071 0pc + 50,8705, (5.35)
Donde €(q) es un vector de disefio que favorece la demostracion de estabilidad. Esta

definido de la siguiente manera:

q

— (5.36)
1+ |lq]

€(q) =

Es fécil ver que la ecuacién (5.35) es una funcién definida positiva debido a que la

mayoria de los componentes que la conforman estan expresados en forma cuadratica,
sin embargo, para completar la demostracion, es necesario demostrar que:

2

%WNDTKP Ua(@) — (@) M(9)e(q) (5.37)
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— 71 = .
es una ecuacion definida positiva. Es claro que $1/Ua(q) Kp\/Uas(q) es definida
positiva, con todas las propiedades que esto conlleva. Para demostrar que la expresion
es definida positiva para todo q # 0 considere las siguientes cotas:

1 D LK} VUL a2, (gl <1
NZCRACET {Aﬂﬂwumwwﬂzl (5.38)

2 a2 ~ 112 ~

a 7 =< [T M} lal]?, [lall <1
- ——=q M(q)q > { 2, o (5.39)

2(1+lgl)* S M} all, gl =1
Es posible asegurar que (5.35) es definida positiva disenando o de modo que satis-

faga:
: MEp} VUa (M)

man >a >0 5.40
{ T (5.40)

de modo que se satisfacen las siguientes desigualdades:

—_

\/ 'K, > A { K} VU (V) @l > _)\M{M} lq|* > 5 €(q)" M(q)e(q)
(5.41)

N}

para todo 1 > ||q|| > 0, y

2

An LG} VU ] > Shr (M} 2] = Se(@) M(a)e(@)

\/ 'K,
(5.42)

para todo 1 > ||q|| > 1. Las desigualdades (5.41) y (5.42) implican que (5.37) es
definida positiva, por lo que la funcién de Lyapunov es definida positiva.

[\DI»—t

5.4.3. Derivada de Lyapunov

Expandiendo la funcién candidata de Lyapunov, tenemos:

- . 5 . . —T ~ - .
V(an70fc>0fb) = %qT~M(q)q+ \/Z/{a(Q) [{p\/ua(q) _ae(q)TM(q)q (543)
+1670710,, + 16%,A716,,

que facilita el andlisis de la derivada temporal de la funcién original. La derivada
temporal de la ecuacién (5.43) puede escribirse de la siguiente manera:

M(q)g + 54" M(q)q — §" K,VU(q)
—aé(fz)TM(qm —ae(q)"M(q)q (5.44)
—ae(@)M(q)g + 01116, + 6L A6y,

V(Z], (.I: éfc? éfb) =
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Sustituyendo g, éfc, éfb tenemos:

V(2,4.05.,65) = V(a, 4,9;..0;) = ¢ KU, ) -4 Kd -4 Cla.)d
+q cI)fc( )efL+q (be( )efb 2q M(q)q
~ 4 I,V () — aé(@)" M(q)q — ae(@) M(a)q
—ae(q)" K, VU (q) + ae(q)" Koq + ae(q)'C(q, 4)d
—ae(q) 0. (q)0;, — ae(q)" @y, ()65,
+07 0. (q9)" (ae(@) — q) + 0F,05,(a)" (ae(@) — q)
(5.45)
Empleando la propiedad 1.8 es posible reducir la ecuacién (5.45) de la siguiente
manera:

V(q,q,65,0;) = —q'K,q —m+ q"®7.(9)0y. + 4", ()8,
+34° q—aé(q)"M(q)q — ae(q)"M(q)q
—ae(q )TK VZ/{( )+ ae(q)T K, q+ ae(q Y'C(q,q)q  (5.46)
—0e(q)"Py.(q)6y, — ae(q) Dy, (9)6,
+07 5. (q)" (0e(@) — q) + 07 Py, (0)" (0e(@) — q)

Empleando la propiedad 1.9 se tiene:

V(q.q.65.,05) = —a"K,q+q"®5.(q)0s + ¢"©4,(9)0y,
—a€(q)"M(q)q — celgy ¥ (q)q
—ae(q)" K, VU (q) + ae(q)" K, q + ae(@TE(q,q)q  (547)
—ae(q) 0. (q)05. — (@) Py, ()0,
+07. 0. (q)" (ae(q) — ) + 6% 24, (9)" (0e(q) — §)

Es posible factorizar la ecuacién del regresor de la ecuacién (5.47) de la siguiente
manera:

V(@4.05..05) = —a" K.+ a0ty + 4 0t @)y,

—aé(q)"M(q)q — ae(q)" K, VU (q) + (@) Ko g
+ae<a>T0<q, q)"q — oe@T 27 (q)0;. (5.48)
—aelq)—P7,(q 05, + 070, (q)" (ae(q) — q)

05,%5,(@)" (ae(g) — q)

Resultando en términos semejantes que incluyen el regresor, por lo que puede eli-
minarse como sigue:

V(q.4,0.,.0;) = —q"K,q—aé(@)"M(q)q — ae(q)"K,VU,(q)
+ae(q)" Kug +ae(q)'Clq,4)"q
07 © 1. (@) ere(@) — q) — 0], 2, (@) ore(@) — @)

010 () fore@) — ) + 0,05 i ere(T) — 4)

(5.49)
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Por lo que la derivada temporal de la ecuacion candidata de Lyapunov finalmente
puede ser expresada de la siguiente manera:

V(f], q, éfc, éfb) = —qTqu - aé(Q)TM(q)i] - ae(f])TKpVUa(f]) (5.50)
+ae(q)"K,q — ae(q)"C(q, )" q

donde €(q) puede escribirse como:

. ~T
o~ q q q ~
€(q) = — — + — —q (5.51)
L+lall - @+alh?lal

Acotando la ecuacién (5.51) se obtiene:

. ~ q ~T. .
le@Il = Il = mfanl + i | < 2llal (5.52)

Empleando la propiedad 1.9 es posible acotar la ecuacién (5.50) de la siguiente
manera:

V(q,4.0;.,0;) < —1q"K,q— I, K4l + 200 {M} 4]

. N . - . 5.53
ol ~ ae(@)"K,Vi,(a) + oe(@) K, q (553
que a su vez, puede reescribirse como:
V(2,4.01..05) = —3la-oc(@)]" Kilg—ae(@)
— (3Am { Ko} — ake — 20Ay {M}) ||| (5.54)
a ~T ~\  agTK.g
(47K VU(@) - 5T

La ecuacién (5.54) permite ver que se trata de una ecuacién definida positiva siempre
y cuando se cumpla:

~T ~
T . aq” K,q
¢ K,VU(9) — 57— (5.55)
’ 2(1+ llall)
sea definida positiva. Para este fin, se anade una regla de diseno para a:
{2 {vaua@)}}
min >a >0 5.56
Por lo que puede ser demostrado que (5.55) es definida positiva para todo g se tiene
que:
_ 0@ K. {—éaxm {K.}la)* llg) <1 (5.57)
2(1+llgl) \—zardm {K} gl gl =1
- - A {IG} VUL(Q) 1G], (g <1
T m a )
VU,(q) > b A . 5.58
7@ = G S (5.58)
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Considerando (5.57) y (5.58) tenemos:

TE,VUE) > M (N VU@ > Lo (K} )12 > 29298 (5 5
pVUal@) 2 Am Uty Vi > 9= oG an
para todo 1 > ||q|| > 0, y
G TU(@) > D U} Vo)l > 2 (K} 2] = 2T (50
a ol m a — v TN .
P P p 21+ 1l

para todo ||g|| > 1.

Con la evidencia presentada, podemos afirmar que la derivada de la funcién de
Lyapunov V(F], q,éfc,éfb) es definida negativa. Observando los resultados obtenidos
del analisis anterior, podemos concluir que se obtiene estabilidad, debido a que se
cumple que V (g, q,éfc, éfb) >0y V(q, q,éfc, éfb) < 0. Con la estructura propuesta
para el control con friccion adaptable, no es posible determinar estabilidad asintética
de forma global debido a la ausencia de los estados éfc y éfb en la derivada de la
funcion candidata. Con este resultado, podemos garantizar una tendencia asintética de
los estados internos no adaptables al origen [q, ('I]T =0 € R*" a medida que t — 0.






Conclusiones

En la actualidad existen pocos modelos de friccién que representen de forma precisa
este fenémeno en servomecanismos; aunado a lo anterior, estos modelos generalmente
representan la friccién de manera demasiado idealizada, sin tomar en cuenta aspectos
relevantes del comportamiento dindamico. Al ser un fenémeno presente en todo servo-
mecanismo, la friccién afecta directamente la respuesta de los robots manipuladores,
ademas de afectar negativamente el desempeno de los controladores, por lo que la im-
plementaciéon de un modelo de friccion adaptable para robots manipuladores supone
una enorme mejora con respecto a los modelos dindmicos actuales basados en modelos
de friccion clasicos e incluso con respecto al modelo de friccion de LuGre.

Los resultados experimentales preliminares conseguidos en este trabajo, confirman
el comportamiento de los modelos de friccién clasicos y de LuGre, y dejan ver las ca-
racteristicas mas importantes de este fendmeno, como lo son su regién de histéresis, el
efecto Stribeck y sus componentes de friccion viscosa y de Coulomb. Todo esto apunta
a que es posible el desarrollo de un modelo de friccion novedoso de caracter adaptable
orientado a Robots manipuladores de transmisién directa.

Se ha demostrado hasta ahora, que es posible generar una ley de control con compen-
sacién adaptable empleando el uso de regresores basados en el gradiente del modelo de
friccién. Empleando esta estrategia, se ha logrado obtener 2 modelos de friccion adap-
tables que satisfacen el problema de control de posiciéon con compensacion de friccion
con un error en estado estable de cero, y una estimacion de los parametros de friccién
funcional en el péndulo robot.

A diferencia de los esquemas de control adaptable enfocados al problema de regula-
cion, los problemas de compensacion de friccion adaptable o estimacion de parametros
en tiempo real son significativamente mas complejos. Esto se debe a que el problema de
control de posicion puede resolverse a través de la seleccion adecuada de las ganancias
proporcional y derivativa, que es flexible y permite un ntimero infinito de soluciones
para combinaciones de estas ganancias, siendo todas estas opciones aceptables como
solucién. En el caso del problema de compensacién adaptable, la solucion soélo es posi-
ble cuando se ha alcanzado una estimacién de parametros de forma correcta, los cuales
corresponden a parametros fisicos del sistema, y so6lo pueden ser representados de una
manera.
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Conclusiones

El desempeno del algoritmo de control con compensacion adaptable propuesto en
este trabajo corresponde a un desempeno aceptable para aplicaciones especificas, pero
es significativamente mas lento que otros algoritmos de control no adaptables, esto es
natural, debido a la complejidad de los esquemas de control adaptables, y a la etapa
inicial del algoritmo, cuando parte de las condiciones iniciales y debe ajustarse a si
mismo hasta encontrar valores adecuados para su sintonia. Del mismo modo, la demo-
ra en el tiempo de respuesta del sistema bajo control adaptable es proporcional a la
complejidad del robot en el que se implemente, debido a la no linealidad e interferencia
producida por fenémenos que ocurren de manera simultanea en el control del robot. De
acuerdo con la evidencia presentada en este trabajo, podemos afirmar que el sistema
se mantiene con un alto desempeno hasta los 2GDL, la implementacién en robots de
orden superior implicaria una sintonia muy rigurosa y mucha sensibilidad a cambios en
los parametros fisicos, por lo que el uso de un algoritmo de control adaptable careceria
de sentido.

El control adaptable de sistemas dindmicos tanto lineales como no lineales, puede
implementarse en sistemas no lineales de alta complejidad mediante el uso del método
del gradiente, anadiendo parametros adaptables a modo de derivadas del modelo ori-
ginal, excluyendo aquellos parametros fisicos que se desea estimar. Del mismo modo,
es importante considerar que los algoritmos de control adaptables, son una buena op-
cion para eliminar fallos o incertidumbres importantes en el controlador de un sistema
dindmico, sin embargo, el diseno e implementacion de la adaptabilidad en un contro-
lador no es un asunto trivial, y atn hace falta la inclusion de algunas estimaciones a
priori de las variables fisicas a estimar. De usarse de manera correcta, estos representan
una valiosa herramienta en el disenio de sistemas roboticos de alto desempeno, inmunes
a perturbaciones inesperadas y que conservan precision a lo largo de su vida 1til.

5.5. Trabajo a futuro

= Se prevé la posibilidad de mejorar los algoritmos de regresion sin abandonar el
método de diseno a través una nueva propuesta basada en estabilidad de Lyapu-
nov.

= Proponer una nueva solucién al problema de compensacion de friccion adaptable
empleando un método alternativo basado en control robusto o estimacion de
parametros con el algoritmo de minimos cuadrados.

= Proponer un método de sintonizacién de ganancias adaptables.

= Reforzar los resultados obtenidos en este trabajo a través de anélisis experimental
en sistemas de mas de 2GDL.
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