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Introduccion

En teoria de la medida, medir conjuntos significa asignar un nimero (una medida) a cada
conjunto. Asi, una medida se puede interpretar como el tamano de un conjunto, y por ello una
medida se puede ver como una generalizaciéon de los conceptos de longitud, area y volumen.

Durante mucho tiempo hubieron varios matemaéticos que quisieron tener una cierta definiciéon
de medida en donde sus propiedades cumplieran con ciertos requisitos especiales; por ejemplo,
los matematicos Stolz y Harnack, para definir la medida de un subconjunto acotado E de R,
consideraban conjuntos F' O E que eran uniones finitas de intervalos, tomaban para cada F' la
suma de las longitudes de los intervalos correspondientes y llamaban medida (exterior) de E al
infimo de esos nimeros. Mientras que el matematico Cantor, situdndose ya desde el principio en
R™, consideraba para un conjunto acotado E y para ¢ > 0, la burbuja B(F;¢) de E formada por
los puntos cuya distancia a E es a lo mas p y tomaba el infimo de los volimenes de las burbujas
B(E, p). Con esta definicion resulta que la medida de un conjunto es igual al de su clausura (6
adherencia), de donde se deduce que la medida de la unién de dos conjuntos ajenos puede ser
estrictamente menor a la suma de las medidas de estos dos conjuntos.

Posteriormente, Guisseppe Peano y Camille Jordan introdujerén al lado de la medida de Cantor
una medida interior, y llamaron medibles a los conjuntos en los que su medida interior y medida
exterior coinciden. Con esta definicion, la medida de una unién numerable de conjuntos medibles y
ajenos tiene la medida esperada que es igual a la suma de la medida de cada uno de los conjuntos
medibles. Los trabajos de Jordan y Peano influyerén de forma decisiva en Emile Borel y en su
discipulo Henri Lebesgue (1875-1941), este tltimo nacié en Beauvais (Francia), fue profesor del
Collége de France. Lebesgue desarrolld con detalles su teoria de integracion en su tesis doctoral
Intégrale, Longueur, Aire en 1902. Particularmente, describié su medida en 1901, la cual es conocida
actualmente como medida exterior de Lebesgue; estd medida se basa en un concepto mas general
de lo que es la medida de un conjunto, y lleva a la definiciéon de una familia de conjuntos medibles
en la cual se basé en los trabajos de Carathéodory (1873-1950), donde podemos encontrar la
construccion de una medida exterior sobre todos los subconjuntos de un conjunto dado y, de ahi
elegir una clase de subconjuntos que satisfagan la propiedad de aditividad numerable (conjuntos
medibles). Este método es conocido como la construccion de Carathéodory.

La teoria de la medida es muy general, y tiene profundas conexiones con las més diversas ramas
de las mateméticas puras y aplicadas. Una muestra muy matematica rigurosa es la Teoria de la
Probabilidad, propuesta por Andrey Kolmogorov en 1929. Algunas de las areas donde la teoria
de la medida ha impactado son por ejemplo el Andlisis Armoénico, las Ecuaciones Diferenciales
Parciales, el Analisis Funcional, la Mecanica Cuantica, la Tomografia Computarizada, los Fractales,
los Sistemas Dinamicos, las Finanzas Matematicas y la Geometria Diferencial.

Para la construccién de una medida exterior béasicamente se usa la longitud de aquellos sub-
conjuntos que ya conocemos, y en el caso de la medida de Lebesgue son los intervalos semiabiertos,
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VIII Introduccion

luego si tomamos un conjunto arbitrario y lo cubrimos de manera numerable con conjuntos cuya
medida ya conocemos y sumamos las longitudes de todos los que componen la cubierta; esto nos
aproxima al tamano que le queremos asignar al conjunto dado. Dicho tamano de nuestro conjunto
serd el infimo sobre todas las sumas de longitudes de los elementos de las cubiertas numerables que
se consideren.

Durante varios anos se han investigado sobre las medidas exteriores que involucren nuevas
aportaciones a las matematicas, recientemente en el ano 2014 se desarrollaron nuevas medidas
exteriores sobre los ntimeros reales mediante selecciones de dos puntos, las cuales generalizan de
manera natural la medida de Lebesgue. Estas medidas se introdujeron de manera sistemética en
el articulo [1]. Cabe destacar que en estas medidas exteriores se pueden hacer comparaciones y
podemos encontrar contraejemplos en relacién con la medida exterior de Lebesgue.

Las investigaciones donde se usan selecciones de dos puntos han sido de mayor relevancia en el
area de anélisis y en la topologia, para familiarizarnos més con este concepto damos su definicién:
una funcién f con dominio en la coleccién de conjuntos de dos puntos de un conjunto dado X y
rango igual a X, se llama seleccion de dos puntos si la funcion evaluada en {z,y} toma el valor ya
sea x 6 y para cada subconjunto {z,y} de X. Las selecciones de dos puntos f definen un preorden
x <jysiysolosi f({z,y}) =z 6 © =y, para cada {z,y} de X. Se han estudiado mucho sobre
las topologias que inducen estas selecciones de dos puntos (ver por ejemplo [11], [12], [13], [16] ¥
[20]), la topologia T; generada por una seleccion de dos puntos f es la que tiene como subbase a
la familia de todos los intervalos («—,z); ={y e X :y <jz}y (z,=)f={y e X : <y y}.

El objetivo principal de esté tesis es dar a conocer nuevas o-algebras de Borel y nuevas funciones
medibles, usando topologias y medidas exteriores provenientes de una seleccién de dos puntos sobre
los niimeros reales (recordemos que la base principal de un espacio de medida es la nocion de o-
algebra). Iniciaremos este trabajo dando los conceptos basicos en el primer capitulo para desarrollar
lo antes mencionado. En el segundo capitulo definiremos las medidas exteriores mediante una
seleccién de dos puntos donde veremos las propiedades bésicas, ejemplos y resultados de estas
nuevas medidas y se vera en algunos casos su analogia respecto a la medida de Lebesgue y en otros
resultados expuestos se visualizarda que estas medidas por selecciones de dos puntos se comportan
de manera caética. Un tema importante por si solo en Teoria de la Medida es el estudio de las o-
algebras de Borel, en el tercer capitulo estudiaremos las o-algebras de Borel de topologias generadas
mediante selecciones de dos puntos, en donde el objetivo principal seran las siguientes preguntas:

Pregunta 1 ;Existe una familia {f, : v < 2°} de selecciones de dos puntos sobre R tales que
By, (R) # By, (R) para distintos p, v < 27

En este mismo tercer capitulo daremos la respuesta a la Pregunta 1, la cual sera afirmativa bajo
la suposicion de que ¢ = 2<¢ (ver Teorema 3.10).

Pregunta 2 ;Existen 22° o-algebras en R tales que contienen a [R]=“ y ninguna de éstas es la
o-algebra de Borel de 74 para cualquier f € Selo(R)?

Para contestar esta pregunta usaremos unos supuestos de teoria de conjuntos (ver Corolario 3.15).

En el cuarto capitulo, mencionamos principalmente la topologia de densidad de Lebesgue y la
topologia de Z-densidad donde Z sera un ideal sobre R, cabe destacar que en un curso de Teoria
de la Medida, la familia de los conjuntos nulos de una medida, son normalmente despreciados
en forma de que suele pensarse que no tienen propiedades ricas, sin embargo, en este pentultimo
capitulo se podra observar que se pueden hacer investigaciones a base del estudio de los conjuntos
con medida nula de R. Finalizaremos este trabajo con el capitulo cinco, donde definiremos la nocién
de las funciones (f, g)-medibles, en donde veremos que tienen propiedades anélogas respecto a las
funciones medibles, que generalizan la nocién estdandar de medibles. Sin embargo, habra casos en
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donde las conclusiones de algunos resultados seran completamente contrarios a los ya conocidos en
Teoria de la Medida.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo mencionamos resultados importantes que se utilizaran a lo largo de este trabajo,
algunos de ellos se mencionardn brevemente, sin embargo todos estos son fundamentales para la
elaboracién de los siguientes capitulos.

1.1. Teoria de Conjuntos

En esta seccién presentamos algunos conceptos de Teoria de Conjuntos que nos serviran para
desarrollar esté tesis.

Notacién 1.1 El ntimero cardinal del continuo se denota por ¢ :=| R |= 2%0,

Definicién 1.2 Para un conjunto infinito X y un ndmero cardinal «, definimos [X ] * = {ACX :

| A |=a} y de manera similar definimos [X| e y [X] =

Asi mismo, particularmente dado un conjunto X distinto del vacio, definimos
[X]?={ACX :|A|=2},

es el conjunto cuyos elementos son todos los subconjuntos de dos puntos de X, [X]<¥ :={A C X :
A es finito} y [X]=¥ :={A C X : |A| < w}.

Definicién 1.3 Sea x un nimero cardinal infinito. Una familia infinita A C [k]" es llamada k-casi
disjunta si |A N B| < k para disjuntos A, B € A.

Para un nimero cardinal infinito x, se define 2<% como sigue

2<F :=sup{2* : A < k y A es un nimero cardinal}.

Las familias k-casidisjuntas que necesitaremos bajo ciertas suposiciones de la teoria de conjuntos
son las siguientes. El siguiente lema es un resultado del libro [7] (Corolario 12.3(c)].
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Lema 1.4 Si k es un nimero cardinal infinito tal que x = 2<%, entonces existe una familia k-casi
disjunta A con |A| = 2",

El siguiente corolario es un resultado inmediato del Lema 1.4.

Corolario 1.5 Si ¢ = 2<¢, entonces existe una familia c¢-casi disjunta A con |A| = 2°.

Ahora, enunciemos un lema que nos sera de gran utilidad para responder a la Pregunta 2.

Lema 1.6 Para cada cardinal k > w se cumple que

{DCk : |k\D|=|D|= |k[}| = 2"
1.2. Selecciones de dos puntos

En esta seccién introducimos las selecciones de dos puntos, las cuales también son conocidas
como selecciones débiles, asi como algunos resultados derivados de ellas, donde generalmente todos
estos son importantes para el desarrollo de este trabajo.

A continuacion establecemos la definicion de seleccion de dos puntos.

Definicion 1.7 Una selecciéon de dos puntos en un conjunto infinito X es una funcion f : [X} P X
tal que f(A) € A para cada A € [X]Q.

El siguiente ejemplo es conocido como la seleccién de dos puntos Euclideana, la cual nos ayuda
a tener una cercania referente a lo que es una seleccion de dos puntos.

El orden Euclideano (estandar) en los ntimeros reales es denotado simplemente por < .

Ejemplo 1.8 Un ejemplo de una seleccion de dos puntos es la seleccion de dos puntos Euclideana
fE: [R]2 — R dada por
fe({z,y}) =z siysolosiz <y,

para cada par {z,y} € [R]2.

En la siguiente definicién hacemos referencia a una seleccién de dos puntos especial, la cual se
conoce como seleccion de dos puntos opuesta.

Definicién 1.9 Cada seleccion de dos puntos f : [X]?

opuesta f : [X]2 — X la cual se define como

f({z,y}) = ysiysolosi f({z,y}) ==,

— X tiene una selecciéon de dos puntos

para cada z,y € X.
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Definicion 1.10 Dada una seleccion de dos puntos f en X, decimos que un punto x € X es f-
minimalsi f({z,y}) = x para caday € X\{z} y un punto « € X es un f-mazimalsi f({z,y}) =y
para cada y € X \ {z}.

Observacion 1.11 De la Definicién 1.10, tenemos que cada seleccidon de dos puntos f admite como
méaximo un punto f-minimal y también como méximo un punto f-maximal. Asi mismo los puntos
f-minimales y f-maximales juegan un papel importante en ciertas propiedades en los resultados
que se veran mas adelante.

El simbolo Selz(X) denota el conjunto de todas las selecciones de dos puntos definidas en un
conjunto X. En este trabajo solo nos interesan principalmente las selecciones de dos puntos en la
linea real R, por lo cual omitiremos el conjunto donde esten definidas.

A continuacion damos la definicién sobre el pre-orden que inducen las selecciones de dos puntos,
donde se sigue del articulo [20] que cada seleccion de dos puntos define una relacion de buen-orden.

Definicion 1.12 Si f : [R] ? _5 R es una seleccién de dos puntos y {x,y} € [R]?, entonces definimos
x<yysiysolosi f({z,y}) ==,y para z,y € R definimos x <; ysiz =y o6z <s y.

Observacién 1.13 En general, esta relacion <; es reflexiva, antisimétrica y lineal. Sin embargo,
puede fallar la transitividad.

El siguiente ejemplo muestra la no transitividad de esta relacion.

Ejemplo 1.14 Definimos la selecciéon de dos puntos f : [R]2 — R por
0, sie=—-1yy=0
fRz,9}) =41, siz € (-1,00yy=1
xz <y, enotro caso

para cada {z, y} € [R]Q. Entonces tenemos que f({—1,1}) = —1siysolosi —1 <; 1y f({1,0}) =1
siy solosil<y0.Pero f({—1,0}) =0y por lo tanto 0 <; —1.

Con el pre-orden expuesto en la Definicién 1.12 tenemos la siguiente definicién.

Definicién 1.15 Si f € Sels(R) y r, s € R, entonces los f-intervalos son los siguientes:

3
N
—~
I
—~—
8
m
e
3
AN
—
8
AN
~
»
—
)
~
]
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Para la selecciéon de dos puntos Euclideana fg, los fg-intervalos se denotaran simplemente por
o (rns)={yeR : r<y<s},
° ,s]:{yGR : r<y§s},

=)={yeR : r<y},
s

(r
o (1
(< ):{yGR:y<s},etC.

Observacion 1.16 Es claro que si r € R es f-maximal para alguna seleccion de dos puntos f,
entonces (r,s)s = () para todo s € R\ {r}, y si r es f-minimal, entonces (s,r)s = ), para todo
se R\ {r}.

Observacién 1.17 En la notacion del caso del intervalo Euclideano (a, b), entenderemos que a < b.
Pero, en general la notacion (a,b) no requiere que a <y b ya que como se observé anteriormente
la relacién <y no es siempre transitiva.

A continuaciéon daremos la definicion de suma de dos selecciones de dos puntos, la cual seré
importante en nuestros posteriores ejemplos.

Definiciéon 1.18 Sea Z un conjunto y sea {X,Y} una particion de Z en dos conjuntos. Si f €
Sely(X) y g € Sely(Y), respectivamente, entonces la funcion

T, si zeX y yeyY
h({z,y}) = f{z.y}), si x,y€e X
9({z, y}), si z,yeY

para cada {x,y} € [Z]?, es una seleccién de dos puntos la cual es denotada por f @ g.

Enseguida enunciaremos ejemplos de selecciones de dos puntos donde podemos apreciar como
el pre-orden de la relacién <y actta sobre algunos subconjuntos de la linea real.

Ejemplo 1.19 Se puede definir f € Sely(R) para ver que los f-intervalos pueden ser igual al
conjunto vacio.

Definamos a la seleccién de dos puntos f como sigue

0, siz=1yy=0
fHz,y}):==q1 siz=1yye(0,1)

x, x < yen otro caso

para cada {z, y} € [R]>. En este ejemplo obtenemos que (0, 1), =0.
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Proposicion 1.20 Veamos que los f-intervalos también pueden ser igual a un subconjunto dado
de los ntimeros reales.

Sea ) £ A C R\{0, 1}. Definamos la seleccion de dos puntos f de la siguiente manera:

0, sixa=0yye€ (—0,0)

fz,y}) =3, siz=%1yye(l,+o)

x, x < yen otro caso

para cada {z,y} € [R]>. Entonces tenemos que [0, 1], = A

Ejemplo 1.21 Los f-intervalos pueden consistir de un solo punto.

Definiremos una seleccion de dos puntos f de manera que el f-intervalo (0, 1) ¢ tiene un solo punto:

0, siz=1yy=0
f({'rny}) =41 Sil’:].ny(O,l)

x, x < yen otro caso

para cada {z,y} € [R]>. Asi f ({0,3}) =0y f({3,1}) = 5 es decir, 0 <; L+ y 3 <; 1y por lo
tanto (0,1), = {3}

Ejemplo 1.22 Podemos definir una seleccion de dos puntos f para ver que los f-intervalos y los
intervalos Euclidianos pueden ser muy diferentes.

Consideremos el intervalo Euclidiano (a,b), d ¢ (a,b) y su punto medio ¢. Definamos a f € Sels(R)
como sigue
x, siz€(a,dyy=a

a, six=ayy=d

[z, v}) =
d, sizx=byy=d

x, x < yen otro caso

para cada {z, y} € [R]>. Entonces tenemos que (a, b)f = (¢,b)U{d} y por lo tanto (a,b) Z (a,b)y
(a,b).

1.3. Topologias por Selecciones de dos puntos

Como en los espacios ordenados, una relaciéon de buen orden definida por una seleccién de dos
puntos también induce una topologia. A continuacién describiremos la topologia asociada a una
seleccion de dos puntos sobre R, antes recordemos la siguiente definiciéon y observacion referente a
los f-intervalos.
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Definiciéon 1.23 Para r € Ry f € Sely(R), definimos

(=) ={seR:s<sr}y(rn=)r:={seR:r<;s}

Observacion 1.24 Para dos puntos 7, s € R, observemos que

(r,8)p == (¢ 8) N (r,—);.

La topologia en R generada por todos los f-intervalos abiertos («<—,7)s y (r,—)s, para r € R, sera
denotada por 7¢, a la cual llamaremos Topologia inducida por una seleccion de dos puntos.

Notacién 1.25 A continuacién damos algunas notaciones referentes a la topologia 7y, las cuales
utilizaremos en los capitulos posteriores de este trabajo.

i) El conjunto de los subconjuntos cerrados en la topologia 7¢ serda denotado como Cy, es decir;
f f
Cr:={CCR:R\C €s}.

(ii) Para cada f € Selz(R) el interior y la clausura de A C R en la topologia 7, seran denotados
simplemente por Int;(A) y cl;(A), respectivamente.

(iii) La topologia Euclidiana en R sera denotada por 7g y sus subconjuntos cerrados por Cg.
(iv) La siguiente notacion general se utilizara con frecuencia.

Para f € Sela(R) y A, B € [R]<¥ \ {0} con AN B = (), establecemos lo siguiente

(4, B); = ([ (a,=)1) N ([} (b)),

acA beB

[A, B)g = ( ﬂ [a, =) ) N ﬂ (<= 0)5),
acA beB

(4, Bl = (") (a,=))n ([ (= 0lp) ¥
acA beB

[A, Bly == ( ﬂ [a,=)5) N ( ﬂ (=, bl ).
acA beB

(v) Si fg es la seleccion Euclidiana, entonces simplemente escribimos (4, B), [A, B], (4, B] y [A, B]
donde A, B € [R]<¥\ {0} y AnB = 0.

Observacion 1.26 Observemos que si una seleccion de dos puntos f no tiene un punto f-maximal
ni un punto f-minimal, entonces {(4,B);: A, B € [R]<¥\ {0} y AN B = 0} es una base para 7.

Ejemplo 1.27 Para cada conjunto infinito X existe fq € Selo(X) tal que 74, = P(X) es la
topologia discreta.
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Demostracion. Sea {P, : v < c¢} una particion de X en subconjuntos numerables infinitos y
definamos P, = {z}} : n € Z} para cada v < |X|. Ahora, definamos f; € Selz(X) como sigue:

m

), st p=v y m<n
m n .
fd ({J)M ,l‘u}) T mT? si p<v

para cada m,n € N y para cada p, v < ¢. Como para cada conjunto X y toda topologia sobre el se
tiene que 7 C P(X) entonces solo probaremos que P(X) C 7y,. Dada la definiciéon de fy € Sela(R)
tenemos que para cada a € X existen v < ¢ y n < w tales que {a} = {27} = (a2, 27 "),,

v ? v

(771, =), N (¢, 22 FY) s, € 74,. Por lo tanto 7y, es la topologia discreta. [ |

Enseguida daremos algunos resultados que se han recabado en el estudio de la topologia 7y,
como lo es el siguiente lema.

Lema 1.28 Sea X un conjunto y sea f € Sely(R). Entonces, 7y es una topologia de Hausdorff en
X.

Demostracion. Tomemos dos puntos diferentes z,y € X, y digamos x <; y, y y encontremos
conjuntos disjuntos U,V € 7y talesque x € U y y € V. Si

(my)f={zeX z<sz<sy}=0,

entonces
(%7y)f N (I‘,%)f = (zvy)f = 07

asi, en este caso, podemos simplemente tomar
U= sy V=(z-)
Si existe un punto z € (z,y) s entonces por la proposicién Primera, podemos establecer
U=(,2)ryV=_(2-)f
[ |

Una propiedad importante topologica de 75 es la mencionada en el Teorema 1.30. Antes enun-
ciemos el siguiente lema.

Lema 1.29 Sea z # y € X y sea f una seleccion de dos puntos en X tal que z < y. Entonces
existen 7y-funciones continuas ¢ : X — [0,1] y ¢ : X — [0, 1] tales que:

(1) ¥(x) =1y ¢"[y,—) s = {0},
(2) o(y) =1y ¢"(+=, z]y = {0}.

Teorema 1.30 (cf. [19]) Para cada conjunto X y para cada f € Sely(X), la topologia ¢ es
Tychonoff (es decir, 74 es completamente regular y Hausdorff).
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Demostracion. Sea x € X y sea U una vecindad basica de . Entonces existen zg, ..., z, € X \{z},
para algun n € w, tal que U = ({U; : i < n}, donde U; = (z;, )5 si z; < x y U; = (4, 2;) otro
caso. Por el Lema 1.29, para cada i < n podemos encontrar una funciéon continua t; : X — [0, 1] tal
que ¥;(x) =1y /[ X \U;] = {0}. Sea ¢y : X — [0, 1] definida por ¢ = [[{¢); : i < n}. Claramente,
1 es continua y (x) = 1. Si z ¢ U entonces z ¢ U; para algin i < n y asi ¥;(z) = 0, lo cual
implica que ¢ (z) = 0. Por lo tanto, ¥"(X \ U) = {0}, Concluimos que 74 es Tychonoff. [

Otra propiedad importante la podemos encontrar en el articulo [13], en donde los autores
construyeron f € Sels(P), (donde P denota los nimeros irracionales) tal que el espacio topoldgico
(P, 7f) no es un espacio normal.

1.4. Conceptos basicos de Teoria de la Medida

Para conocer los hechos sobre los resultados referentes a la Teoria de la Medida que solo
mencionaremos, se recomienda consultar el libro [5].

Los siguientes conceptos nos ayudaran para definir lo que se conoce como un espacio de medida.
Se mencionan algunas propiedades relevantes de las o-algebras y medidas que tendran mucha
relevancia en las o-algebras de Borel mediante selecciones de dos puntos y sus respectivos resultados
posteriores.

Definiciéon 1.31 Sea X un conjunto. Una familia A C P(X) es una o-algebra en X si
(i) X e A,

(ii) si A € A, entonces X \ A€ A, y

(iii) si {A, : n € N} C A, entonces | J,,cyy An € A.

A continuacion damos la definicion de la o-dlgebra generada por una familia de conjuntos, la
cual utilizaremos durante el capitulo tercero de este trabajo.

Notemos que cualquier familia A de subconjuntos de un conjunto no vacio X, esta contenida en
la, o-algebra 2% de todos los subconjuntos de X. También esté contenida en una o-algebra maés
pequena, la cual definimos a continuacién. Ademés, es posible verificar que si ¥ es una coleccion
de o-algebras en X, entonces [y C €s una o-algebra en X.

Definicién 1.32 Sean X un conjunto no vacio y A C P(X). Se define la o-algebra generada por
A, la cual se denota por < A > (6 B(A)), como sigue:

<A>= n{D CP(X):D es o-algebray A C D}.

A continuacién se enuncian algunos ejemplos de o-algebras de los cuales nombramos a la o-
algebra de los conjuntos numerable y conumerables en un conjunto dado.
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Ejemplo 1.33 Para cualquier conjunto no vacio X, tenemos que:
1. {X,0} es una o-algebra.
2. P(X) es una o-algebra.
3. Para cada conjunto X no numerable, se tiene que la familia
C(X)={AC X : A esnumerable 6 X \ A es numerable}
es una o-algebra y es conocida como la o-algebra de los conjuntos numerables y conumerables.
Demostracion. Probaremos que C(X) es una o-algebra. En efecto,

(i) Es claro que X € C(X).

(ii) Sea A € C(X) entonces A es numerable 6 A° es no numerable. Si A es numerable entonces
como A = (A°)¢ esto implica que A° € C(X), y es inmediato que si A° es numerable entonces
A € C(X). Por lo tanto C(X) es cerrada bajo complementos.

(iii) Sea {A, : n € N} C C(X). Consideremos los siguientes caso:

Caso I. Supongamos que para cada n € N A,, es numerable entonces | J,, .y A, €s numerable por
lo que | J,,cy An € C(X).

Caso II. Supongamos ahora que existe ng € N tal que Aj, es numerable. Luego, (), oy 45, € A5,

entonces (,cny A% = (U,en An)* es numerable, entonces |,y An € C(X). Por lo tanto C(X) es
cerrada bajo uniones numerables. |

Utilizaremos la o-algebra de los conjuntos numerables y conumerables en el tercer capitulo para
dar respuesta a una de las preguntas mas importantes dentro de este trabajo.

Los siguientes lemas serén relevantes en el capitulo tercero de este trabajo.

Lema 1.34 Sea v : X — Y una funciéon sobreyectiva y A una o-algebra en Y. Entonces
A ={1T1(A4) Ae A}
es una o-algebra en X.

Demostracion. (i) Por ser A una o-algebra en Y tenemos que ()Y € A y ademéas sabemos que
T =0y (Y) =X, asi 0, X €y (A).

(ii) Si E € v 1(A) entonces E = vy~ !(A) para algin A € A, asf tenemos que E¢ = X \ E =
X\v71(A) =771V \ A) y puesto que Y \ A € A esto por ser A una o-algebra en Y tenemos que
Ece~yT1(A).

(iii) Si E; € v 1(A) con j € N, entonces F; =~ *(4;) con j € Ny A; € A, luego
U E; = U YA =7 U Aj),
jEN jEN jEN
y puesto que UjeN A; € A por ser A una o-dlgebra, asi obtenemos que UjeN E; ey 1 (A).

Por lo tanto v~ *(A) es una o-algebra en X. |
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Lema 1.35 Sea X = J,.; X; donde X es infinito para cadai € Iy X;NX; =0 sii#j .

Si para cada i € I se cumple que A; es o-dlgebra en X; respectivamente, entonces
BicrA; = {U A; + A; € A; paracadai € I}
il

es una o-algebra en X . En particular, sea {X, Y} una particion de R en dos subconjuntos infinitos.
Si Ay B son o-adlgebras en X y Y respectivamente, entonces

AeB={AUB:Ac Ay B e B}
es una o—algebra en R.

Demostracion. Veremos que cada uno de los incisos dados en la Definicién 1.31 se cumplen y asi
probar que ®;c1.A; efectivamente es una o-algebra en X.

(i) Dado que X = J;c; X; y ademas para cada i € I X; € A; por ser A; o-dlgebra en X
respectivamente, obtenemos que X € ®;c1A;.

(ii) Si F € @®;c1.A; entonces para cada i € I, existe A; € A; tal que E =

i € I se tiene que A; es o-algebra en X; respectivamente. Entonces

X\EZUXi\UAi,

i€l i€l

ser Ai donde para cada

y como {X; : i € I} es una particion de X y A; C X; para toda i € I obtenemos que
X\E=|J(X;\ 4)
il
y como X; \ A; € A; para cada ¢ € I entonces X \ F € ®;erA;.
(iii) Si {D, : n € N} C ®;c1.A; entonces para cada n € N existe A" € A; para cada i € I tal que

Dy, = ;¢ A} entonces
Uo.=UUar=U U4

neN neNiiel icl neN

y como |,y A7 € A; y para cada i € I, A; es o-algebra en X; respectivamente. Por lo tanto
UneN D, € @ieIAi~ |

Enseguida se definirdn conceptos importantes de la Teoria de la Medida, tal y como lo es la siguiente
definicion.

Definiciéon 1.36 Sea X un conjunto. Una medida exterior es una funcion p : P(X) — [0, +o0]
que cumple las siguientes condiciones:

(1) p(0) = 0.
(2) Monotonia: Si A C B, entonces p(A) < p(B).
(3) Subaditividad: Para toda sucesion (4, )nen en P(X) se tiene que

p(U An) <3 nlAn),

neN neN

10
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Usualmente en los libros de Teoria de la Medida, la notacién para hacer referencia a una medida
exterior arbitraria es u* y se emplea A* para referirse a la medida exterior de Lebesgue. A lo largo
de este trabajo, emplearemos la notacion p y A para referirnos a estas medidas exteriores.

Las siguientes definiciones son muy importantes y ttiles en el estudio de la Teorfa de la Medida y en
este trabajo las utilizaremos para dar resultados sobre las medidas exteriores mediante selecciones
de dos puntos.

Definicion 1.37 Dada una o-algebra A, una medida es una funcion p : A — [0, +00] que cumple
las siguientes condiciones:

e u(0) =0.
e Aditividad: Si {A,, : n € N} son disjuntos entre si, entonces
neN neN

Al par (X, A) donde X es un conjunto de R y A es una o-algebra, se le llama espacio medible. Si
A es una o-algebra y una funcion p : A — [0, +00] es una medida, a la terna (X, A, u) se le conoce
como un espacio de medida.

Definicién 1.38 Sea p: P(X) — [0, +00] una medida exterior y A C X.
(i) Decimos que A es medible si para cada B C X se cumple que
w(B) = (AN B) + p(B\ A).
(ii) El conjunto de todos los subconjuntos medibles de un conjunto dado X se denota por

M, :={A C X : A es medible}.

Definicion 1.39 Sea p: P(X) — [0, +00] una medida exterior y A C X.
(i) Si u(A) = 0, entonces decimos que A es p-nulo (o nulo).
(ii) [Conjunto Nulo| Al conjunto de todos los subconjuntos nulos lo denotamos por

N, :={AC X : A es nulo}.

A base de la Definiciéon 1.38 tenemos la siguiente observacion relevante, la cual ayuda en el proceso
de reconocer a un conjunto medible.

Observacién 1.40 Sea (X, A, p) un espacio de medida. Para cualesquiera conjuntos A, B C X,
se tiene que B = (BN A) U (B\A). Asi podemos decir que gracias a la monotonia de y siempre
sucede que

u(B) < u(B 1 A)+ u(B\A).
Entonces para ver que un conjunto A sea medible basta demostrar que para cualquier conjunto

B C R se cumpla que
w(BNA)+pu(B\ A) < u(B).

11
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Los siguientes conjuntos son los ejemplos mas simples de conjuntos medibles y conjuntos nulos.

Ejemplo 1.41 Sea (X, A, 1) cualquier espacio de medida.
(i) X,0 e M,.
(i) 0 € N,.

(iii) Si p es la medida nula, entonces N, = P(X).

A continuacion hacemos una observaciéon referente a la relacion que existe entre los conjuntos
medibles y los conjuntos nulos.

Observacion 1.42 Sea (X, A, ;1) un espacio de medida. Entonces N, € M,,.

Demostracion. Sea A € N, y sea B C R un conjunto cualquiera.

Por un lado, tenemos que BN A C A de esto se sigue que 0 < (BN A) < u(A) =0y que
w(B\A) < u(B). Asi, también tenemos la desigualdad

w(BNA)+u(B\A) < pu(B).
Y ademés por otra parte observemos que
w(B) < (BN A)+ p(B\ A).

Por lo tanto, A es medible. |

El siguiente teorema es un resultado que se ha utilizado demasiado en la Teoria de la Medida por
los varios resultados que puede ofrecer cuando se estudian los espacios de medida a traves de los
conjuntos medibles.

Teorema 1.43 Si p: P(X) — [0, +o0] es medida exterior, entonces
1) M,, es o-algebra.

2) (X, M, M‘M“) es un espacio de medida.

Continuamos con un ejemplo de medida exterior, la cual también es considerada como la mas
simple.

Ejemplo 1.44 [Medida Exterior Nula] Dado un conjunto infinito X, definimos p(A4) = 0 para
todo A € P(X).

A continuacién enlistamos méas ejemplos de medidas exteriores, no obstante el lector puede con-
sultar el libro [4] para tener més amplitud acerca de estos ejemplos y otros maés.

12
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Ejemplo 1.45 Para cualquier conjunto infinito X, definamos

0, siA=10
n(A) =
+oo, siA#0D

Ejemplo 1.46 [Medida de Contar| Para cualquier conjunto infinito X, definamos

|Al, si A es finito
n(A) =

400, si A es infinito

Ejemplo 1.47 Para cualquier conjunto infinito X, definamos

0, si A es numerable
v(A) =

400, si A es no numerable

En el siguiente ejemplo, se extiende el concepto de longitud de un intervalo a subconjuntos de
R mas generales. De igual manera estard familiarizada con nuestra definiciéon de medida exterior
mediante selecciones de dos puntos (ver el siguiente capitulo).

Ejemplo 1.48 [Medida Exterior de Lebesgue] La medida exterior de Lebesgue de A C R es

AA) = mf{z by — an|: AC U(an,bn}}.

neN neN

Claramente A\(R) = 400, A((0,1)) =1 y si C es el conjunto de Cantor entonces A(C') = 0.

Es importante recalcar que la medida exterior de Lebesgue de cada conjunto unipuntual es 0, sin
embargo veremos que esto puede no ocurrir para las medidas exteriores que presentaremos en el
capitulo 2.

Ejemplo 1.49 [Medida Exterior de Borel-Stieltjes] Sea f : R — R una funcién monoétona
creciente continua por la derecha. La medida exterior de Borel Stieltjes en R generada por la
funcion f es

Ar(A) :an{z |f(bn) = flan)| - AC U(ambn]}a

neN neN
para cada A C R.

13
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Como bien hemos visto los conjuntos medibles son de suma importancia en los conceptos bésicos
que estan dentro de la Teoria de la Medida, sin embargo uno podria preguntarse si existen conjuntos
que no sean medibles, el mateméatico Vitali probd que efectivamente existe un conjunto tal que no
sea medible, esta prueba la damos a continuacion.

Teorema 1.50 Existe un subcojunto de R, y de hecho del intervalo (0,1), que no es Lebesgue
medible.

Demostracion. Definimos la relacion ~ sobre R de manera que x ~ y se cumpla si y s6lo si z —y
es racional. Es facil checar que ~ es una relacion de equivalencia: es reflexiva (z ~ x se cumple
para cada z), simétrica (r ~ y implica y ~ x), y transitiva (x ~ y y y ~ z implica = ~ 2).
Notemos que cada clase de equivalencia bajo ~ tiene la forma Q + z para algin z, y por lo tanto
es denso en R. Como estas clases de equivalencia son disjuntas, y dado que cada uno intersecta al
intervalo (0, 1), podemos usar el axioma de eleccion para formar un subconjunto E de (0,1) que
contenga exactamente un elemento de cada clase de equivalencia. Probaremos que el conjunto E
no es Lebesgue medible.

Sea {r,} una enumeracion de los nimeros racionales en el intervalo (—1,1), y para cada n sea
E, = E+ r,. Afirmamos que:

(a) los conjuntos E,, son disjuntos,
(b) U,, En esta contenido en el intervalo (—1,2), y
(c) el intervalo (0,1) esta contenido en J,, Ex.

Para (a) notemos que si E,, N E,, # ), entonces existen elementos e y e’ de E tales que e + 7, =
e’ +ry,; de aqui obtenemos que e ~ ¢’ y por lo tanto que e = ¢’ y n = m. Asi (a) queda demostrada.

La afirmacion (b) se sigue de la inclusion de que E C (0,1) y del hecho de que el término final de
la sucesion {r, } pertenece a (—1,1).

Ahora consideremos la afirmacion (c¢). Sea x un elemento arbitrario de (0,1), y sea e el elemento de
E que satisface © ~ e. Entonces x — e es racional y pertenece a (—1, 1) (recordemos que ambos x y
e pertenecen a (0,1)), y asi tiene la forma r, para algin n. Por lo tanto x € E,,, y queda probada
().

Supongamos que el conjunto E es Lebesgue medible. Entonces para cada n el conjunto E,, es
medible, y asi la propiedad (a) anterior implica que

)‘(UE”) = Z)‘(En)3

ademas, la translacion-invarianza de A implica que A(E,) = A(F) se cumple para cada n. Por lo
tanto si A(E) = 0, entonces \(|J,, En) = 0, contradiciendo la afirmacion (c) anterior, mientras si
A(E) # 0, entonces A(|J,, En) = +00, contradiciendo la afirmacion (b). Por lo tanto la suposicion
de que E es medible conduce a una contradiccion, y asi concluimos la demostracion. |

A continuacion daremos una prueba distinta del teorema anterior, dicha demostracion utiliza al-
gunos conceptos de la teoria de grupos, antes enunciemos el siguiente lema destacado.

Lema 1.51 (H. Stanhouse) Si E € M) con 0 < A\(E), entonces existe 6 > 0 tal que

(=0, 0) CE—E={e—f:e f€E}

14
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Demostracion. Existe K C E compacto tal que 0 < A(K) y existe U abierto tal que 0 < A(U) <
2A(K) con K C U. Ponemos 0 < § = d(K,R\ U). Observemos que para cada t € (—4,d) tenemos
quet+k CUy(t+k)NK #D. Seat € (—d,5) entonces existen z,y € K tales que t +z =yy
porlotantot=y—2re€ K- K CE - E. |

Teorema 1.52 (Teorema de Vitali) 0 < G <R denso numerable. Si E tiene un representante de
cada clase de equivalencia de R /G, entonces E no es medible.

Demostracion. Supongamos que E es medible. Consideremos los siguientes casos:

Caso 1. Si 0 < A(F), entonces existe § > 0 tal que (—d,§) C E — E esto implica que existen
g€ G\{0} ye, fe€FE tales que g=e— f € G lo cual es una contradiccion pues e » f mod G.

Caso 2. Si A(E)) =0, entonces R = E+ G = J,cq £+ g por lo que A(R) < 3> o A(E +g) vy asf
A(R) = 0 lo cual es una contradiccion.

Por lo anterior, concluimos que E no es medible. |

1.5. o-Algebras de Borel

En esta seccién enunciaremos la definicion de la o-algebra de Borel, esta o-algebra es muy
importante en el estudio de la Teoria de la Medida, y su uso en este trabajo no sera la excepcion de
su gran importancia en el desarrollo de toda la tesis. De igual manera exhibiremos la construccion
inductiva de esta misma.

Definiciéon 1.53 Dado un espacio topologico (X, ), a la o-algebra generada por la topologia 7,
denotada por B(7), le llamaremos la o-dlgebra de Borel del espacio topoldgico (X, 7). Y a cada
elemento de B(7) se le llamara conjunto boreliano.

A continuacién, recordaremos una de las construcciones inductivas de una o-algebra generada
por una familia de subconjuntos de un conjunto dado, dicha construcciéon es relevante para los
resultados que se llevan a cabo durante el capitulo tercero de esta tesis.

Sean X un conjunto y ) # A C P(X) una familia. De manera recursiva definamos los siguientes
conjuntos:

e Primero definamos Ag:= AU{X \ A: A€ A}.
o A = {ﬂnEN A, :Vne N(An S .Ao)}
o A = {UneN A, :Vn € N(An € ./41)}

o Ay = {U,enA4n : Vn € N(A, € Us., Ap)} si @ <wi y a es par.
o Ay :={N,en An : Vn € N(A, € Ug., Ap)} si @ <wi y a es impar.
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Proposciéon 1.54 Dada la anterior construcciéon inductiva se tiene que
(1) Up<w, Aa es una o-dlgebra.
(2) < A>=U,<u, Aa-

Demostracion. Probemos (1). Pongamos C = |
de la Definicion 1.31:

a<ws Aq. Ahora probemos cada una de las clausulas

(i) Claramente X € C ya que X € Ay.

(ii) Si € € U, <y, Aa entonces, existe o < wy tal que C' € Ay, y observemos que al ntimero ordinal
a lo podemos escribir como o = v + n donde v es un ordinal y n € N. Ahora consideremos los
siguientes casos:

Caso 1. n es impar.

SiC € Aq :={N,en4n + Vn € N(4,, € Uz, Ap)} entonces C =,y A, donde A, € Ug_, A

entonces X \ C' = X \ N,en An = (MNyen An)c =Unen 45, € Aot = {U,enAn @ ¥n € N(4, €
Up<a As)} donde a + 1 es par. Por lo tanto X \ C € U, -, Aa-

Caso 2. n es par.

SiC € Ay = {U,en4n :+ Vn € N(4,, € Uy, Ap)} entonces C =,y 4y donde A,, € Ug_, Ap
entonces X \ C = X \ Upen 4n = (Unen 4n) = Nnen 4% € Aot == {Npen 4n + ¥n e N(4, €
Up<a Ap)}- Por lo tanto X \ C €

a<wi 'AO"

Por lo tanto, tenemos que C es cerrada bajo complementos.

(iif) Si {Cp : n € N} C U, ., Aa entonces para cada n € N existe Ap, € U, ,,, Aa con 8, < w;
tal que C,, € Ay,. Sea 0 = sup{f, : n € N} < w; entonces para cada n € N,§, < 0y
Cn € Ap, € Agyn con 6+ n par, entonces (J, oy Cn € Aginiz = Uycpiz Aa

Por lo tanto C es cerrada bajo uniones numerables. Concluimos que | B, es o-algebra.

a<wy

Para (2). Probaremos que < A >= J,,, Aa, para ello demostraremos que A C< A >y que si
A’ es una o-algebra tal que A C A’ entonces A C A'.

Claramente A C Ua<w1 Aq ya que A C Ap. Luego, sea A’ una o-algebra tal que A C A’. Por
induccién probemos que |, ., Aa € A’. Por hipétesis A C A’ y por definicion de Ag tenemos
que Ag C A’. Supongamos que A, C A’ para cada o < 6 < w;. Tenemos los siguientes casos:

Caso 1. Si ¢ es un ordinal limite entonces Ag = {U, ey 4n : Vn € N(A, € UgyAp)} € A" por
ser A’ una o-algebra.

Caso 2. Si 6 no es un ordinal limite entonces Ag = {(,cyAn : Vn € N(A, € UspAo)} € A’
por ser A’ una o-algebra.

De manera analoga para un espacio topologico (X, 7), podemos seguir los pasos de la construccion
anterior para el caso de la o-algebra generada por la topologia 7, es decir la o-algebra de Borel.

Finalmente nos gustaria observar que dos topologias completamente distintas pueden tener la
misma o-algebra de Borel, el siguiente ejemplo es una muestra de ello.
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Ejemplo 1.55 El espacio topologico (R, 7x) y la recta de Sorgenfrey tienen la misma o-dlgebra de
Borel. Se probo en [18] que la topologia de Sorgenfrey en R es inducida por una seleccion de dos
puntos, digamos fg, y sabemos que 7g y T¢4 tienen diferentes propiedades topolégicas pero tienen
la misma o-algebra de Borel. Para esto se prueba que la o-dlgebra de los reales con la topologia
Euclideana coincide con la o-algebra de Borel de la recta de Sorgenfrey. En efecto, basta observar
que para todo a,b € R (a,b] =, cx(a,b+ 2).

1.6. o-Ideales

En esta altima seccion de este capitulo, damos la definiciéon de un o-ideal, veremos propiedades
y ejemplos que enmarcan a estas familias, las cuales son importantes para el desarrollo del capitulo
cuarto de este trabajo.

Definiciéon 1.56 Sea X un conjunto infinito. Una familia Z C P(X) se llama ideal si
(a) D eZ.

(b)SiAeZy BC A, entonces B €.

(¢) Z es cerrado bajo uniones finitas.

Un ideal Z se llama o-ideal (P-ideal) si es cerrado bajo uniones numerables.

Enseguida enunciamos algunos ejemplos referentes a ideales, al igual que veremos que los conjuntos
mencionados en la Definicién 1.2 son ideales.

Ejemplo 1.57 {0} y P(X) son ejemplos triviales de o-ideales. Si X es infinito, entonces [X] =

es un ideal y [X } “ es un o-ideal.

A continuacion veremos que las medidas exteriores nos proporcionan mas ejemplos de o-ideales.

Teorema 1.58 Si pi: P(X) — [0, +00] es una medida exterior, entonces N, es un o-ideal.
Demostracion. Veamos que se cumple cada inciso de la Definicion 1.56.
(a) Claramente ) € NV,,.

(b) Si B € N, y A C B, entonces por la monotonia de p, se tiene que 0 < u(A) < p(B) < 0, asi
que A €N,.

c) Sea {A, : n € N} C N,. Entonces por la o-subaditividad de u tenemos que p A,) <
o neN
> neNN(An) = 0, luego se tiene que | J, oy An € N

Asi, por lo tanto AV, es un o-ideal. [ |

La siguiente definicién es un tipo de “operaciéon” que existe en el estudio de los ideales.
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Definicién 1.59 La suma de dos ideales Z y J es:

Ieog={IuJ:I1e€TyJeJ}.

La suma de dos ideales Z@® J es también un ideal. Més atin, si Z y J son o-ideales, entonces Z® J
es un o-ideal. En efecto:

(a) Es evidente que ) € Z® J, pues Z y J son o-ideales.

(b)SiBeZI®JyAC B, entonces A C IUJ para algunos I € Ty J € J. Luego, como
A=(ANINHU(ANJ), tenemos que A€ Z® J,yaque (ANI) €Ty (ANJ) € J, debido a que T
y J son o-ideales.

(c) Sea {A,, : n € N} CZ® J. Entonces tenemos que para cada n € N, A, = I,, U J,, para algunos
I, €Ty J, € J. Luego, puesto que Ty J son o-ideales tenemos que |J,,cy An = Upen(InUJn) =

(UnEN I’"«) U (UHEN Jn) S 7 D j

Enseguida enunciamos la definicion dual de un ideal, la cual la utilizaremos en el Capitulo 4 de
este trabajo.

Definicion 1.60 7 C X, es un filtro en X si
(a) D & F.

(b) R,S € F entonces RN S € F.
(¢)SiRe Fy RC S, entonces S € F.

El siguiente ejemplo de igual manera lo utilizaremos en el capitulo 4 donde haremos referencia en
él al estudiar el concepto de Z-densidad.

Ejemplo 1.61 Si 7 es un ideal sobre X, entonces Fr = {4 C X : X \ A € 7} denota el filtro dual
del ideal Z.
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Capitulo 2

Medidas exteriores sobre R

En este capitulo presentamos una medida exterior que al igual que la medida exterior de Lebesgue,
tiene la importancia de estar definida para todos los conjuntos en P(R) y ademads es una funcion
que extiende la nocién de longitud de un intervalo, pues utiliza la longitud de los intervalos para
determinar el tamafno de un subconjunto de R.

2.1. Medidas exteriores mediante selecciones de dos puntos

A continuacion enunciaremos la principal definicién de esta tesis, la medida exterior inducida
por una seleccion de dos puntos.

Definicién 2.1 Sea f : [Rf — R una seleccién de dos puntos en R y A C R, la medida exterior
inducida por f es la funciéon Ay : P (R) — [0, +00] definida para cada A C R como

Ar(A) = mf{z lbn —an|: AC | (an,bn}f} ,
neN neN

si existe una cubierta numerable de A mediante f-intervalos semiabiertos y si no existe tal cubierta
definimos Af(A) = +o0.

Esta funcion Ay : P (R) — [0,400] es una medida exterior sobre los nimeros reales R la cual
generaliza a la medida exterior de Lebesgue.

A continuacion demostraremos que esté funcion es una medida exterior sobre los niimeros reales.

Teorema 2.2 Para cada seleccion de dos puntos f, A¢ es una medida exterior en R.
Demostracion. Veamos que se cumple cada inciso de la definicién de medida exterior.

(1) Para el conjunto vacio es evidente que su medida exterior es cero y para cualquier conjunto
A # () se cumple Af(A) > 0.

(2) Para la monotonia tenemos que si A C B entonces toda cubierta numerable por f-intervalos
semiabiertos de B también cubre a A. Si no existe tal cubierta la desigualdad se da claramente.
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(3) Para la subaditividad, sea (A, )nen una sucesion de conjuntos en R. Si alguno de éstos
conjuntos no puede ser cubierto por una sucesion de f-intervalos tampoco podra serlo la
union de ellos. Por lo cual, la desigualdad buscada se obtiene de manera inmediata. En el
caso en que exista la cubierta se toman en cuenta los siguientes casos:

o Primer caso, si ),y Af(An) = 400 la desigualdad deseada es clara.

¢ Segundo caso, supongamos que esta suma es finita. Sea € > 0 arbitrario y para cada n € N
escogemos una cubierta {(a, j,bn ;] : j € N} de f-intervalos semiabiertos tales que cubran
a A,y

€
D by = an gl < Ap(An) + 5 (2.1)
JEN

Lo anterior es posible porque Af es el infimo sobre todas las sumas de las longitudes de los
f-intervalos de las cubiertas numerables de A,,. Haciendo B,, = | jeN(anJ, bn ;] f, tenemos

U An C U U (an,jabn,j]f = U Bn-
neN neNjFeN neN
Sea 0 : N — N x N una biyeccion. Reordenando por medio de o tenemos lo siguiente:

U U@ bn515 = @iy bogi -

neNjeN i€N

Como la 7, (as(), bo(iy] s es convergente y por la desigualdad (2.1) se obtiene:

)‘f( U An) < )‘f( U Bn) = )‘f( U U(an,jvbn,j]f>

neN neN neNjeN

- /\f( U (@), ba(i)]f>

1€EN

< Z | bo iy — Go(s) |

€N

= D> Ibuj—any|

neN jeN

< Z )\f(An) + €.

neN

Al ser e arbitrario, se tiene la propiedad deseada.

Enseguida enunciamos las primeras notaciones referentes a la medida exterior Ay.

Notacién 2.3 e A la medida exterior inducida por f € Sela(R); Ay, la llamaremos f-medida
exterior.

o La o-algebra de los subconjuntos Ay-medibles la denotaremos por My, para cada f € Sela(R).
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e Asi mismo N denotara el o-ideal de los subconjuntos A s-nulos de R, para cada f € Sely(R).

La siguiente observaciéon es un tipo de relacién que se tiene de la selecciéon de dos puntos
Euclideana fg con la medida exterior de Lebesgue .

Observaciéon 2.4 Si f = fg, entonces A, = A es la medida exterior de Lebesgue.

En efecto, para cada (a,b) intevalo Euclideano se tiene que si r € (a,b), entonces fr({a,r}) = a
y fe({r,b}) = r,asir € (+-,b)f, N (a,—)fp = (a,b)s, y sir € (a,b)s,, entonces a <y, 7y
r <t b, y por la definicién de la seleccién de dos puntos Euclideana, se tiene que r € (a,b). Por lo
que los fg-intervalos y los intervalos Euclideanos coinciden. Por dltimo tenemos que Ay, ((a,b)) =

Are((a,0)p) = [b— al = A((a, b)).

El siguiente teorema nos menciona acerca de que en las f-medidas exteriores tenemos que la
medida exterior de un punto es 0.

Teorema 2.5 Sean X € [R]w, x € X y f una seleccién de dos puntos sin f-minimal, entonces

Ar({z}) = 0.

Demostracion. Sean x € X y (an)nen una sucesion en R.

(%) Supongamos que la sucesion (an)ner es tal que a, — =y a, <y z para todo n € N, entonces
como x € (an,x]s para todo n € N, tenemos que para todo € > 0 existe un entero N tal que si
n € N, n > N entonces A\f({z}) < |z — an| < e. Por lo tanto As({z}) = 0.

Ahora supongamos que no se cumple (x). Puesto que f es una seleccion de dos puntos sin f-minimal
ni f-maximal, entonces existen puntos s,t € R tales que = € (s,t);. Y puesto no se cumple (x)
tenemos que, existe N > 0 tal que para todo y € (z — &,z + +) se tiene z <; y. Afirmamos que
existe a € R tal que sia <y x entonces para caday € (a,z) (o bien y € (x,a)) se tiene que x <j y.

En efecto, sin pérdida de generalidad, sea b < x y definamos a = sup{y € (b,x) : y <; z}, luego
a <y xy ademds como a < x — % < x, tenemos que para cada y € (a, ) se tiene que x <y y.

Ahora bien, si (an)neny C R es una sucesion convergente a a y por la afirmacion anterior, notemos
que a < a, < x para cada n € {1,..., N — 1} entonces, por la misma afirmacion, obtenemos que
x <y an, esto implica que = € (a,a,]r. Y por lo tanto Af({z}) = 0. [

El siguiente corolario son derivados del Teorema 2.5, el cual hace mas enfasis cuando la medida
exterior mediante una seleccién de dos puntos de un punto serd un ntmero 6 +oo.

Corolario 2.6 Para cada seleccion de dos puntos f y para cada r € R tenemos que

0 si ¢ no es f-minimal,

Ar({z}) = {

400 sixes f-minimal.

Teorema 2.7 Sean f y g dos selecciones de dos puntos sin f,g-minimales. Si existe M € [R} s

tal que ¢ <y y<= o <y yy |IMnN{x,y} <1 para cada {z,y} € [R]Q, entonces Af(A) = A\y(4)
para todo A C R.
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Demostracion. Observacion: AN (an,by)f = AN (ay,byly. En efecto,

€ AN (an,by]y <= xz€Aya, <sz<yb,.
= x€Ayay, <gz <y by
= xz€Aya, <4z < by
= z€ AN (an,bnly.

Ahora para la medida exterior inducida por las selecciones de dos puntos f y ¢ tenemos los
siguientes casos:

Caso 1. Sea A C Ry sea {(an,bn]s : n € N} una cubierta numerable de f-intervalos semiabiertos
para A. Asi tenemos por la observacion anterior, para cada k € N:

o0
k
U (ak,bF]y

Entonces por una parte, para cada k € N, tenemos que:
o0
k] k]

Z)‘ (anabn ) ZAf(arwbn )
n=1

o0
= Z ‘bﬁ - a‘mv

n=1

c |J(ar, b,

n=1

3o(4) < (U (@081,

n=1

IN

es decir A\g(A) < Af(A). Por otro lado, para cada k € N, tenemos que:
(4) < A (U (el i) > ((ah k) = ZA(a bil,)
n=1 n=1
- i |b£€z - amv

n=1

IN

entonces As(A) < A (A). Por lo tanto A;(A) = A,(A).

Caso 2. Si A C R no se puede cubrir por una cubierta numerable de f-intervalos entonces por
la observacion del inicio tampoco se podra cubrir por una cubierta numerable de g-intervalos y
viceversa. Entonces tenemos que Af(A) = +00 y Ag(A) = +o0.

Por lo tanto concluimos que, Af(A4) = A,(A4). [ |

2.2. Ejemplos

El siguiente ejemplo establece que bajo las f-medidas exteriores podemos tener que la medida
exterior de R bajo la existencia de una selecciéon de dos puntos f es 0.

Ejemplo 2.8 Existe una seleccion de dos puntos f tal que Af(R) = 0.
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Demostracion. Definamos al siguiente conjunto S = R\{O, % 'n € N}7 y consideremos la sucesién
(%)n N’ Ahora definamos a la seleccion de dos puntos f de la siguiente manera:

0 sie=0yyes,

fe({z,y}) siz= n%rl yy =1, paracadan €N,

fRz,y}) =

x siz€Syy=2, paracadan €N,

n

fe({z,y}) sizeSyyes.

Por lo tanto tenemos que S C (O7 %] - Entonces

Ap(R) = Ap(S) + Af({o,% ‘ne N}) =0.

A continuacién demostraremos que existe una seleccion de dos puntos tal que para un conjunto
de tamano ¢, su f-medida exterior es +o0.

Ejemplo 2.9 Si A € [R]C, entonces existe una selecciéon de dos puntos f sin f-minimal tal que
)\f(A) = +o00.

Demostracion. Enumeremos a todas las sucesiones de R como {S¢ : € < ¢} y cada S. como {zf, :
n € N}. Ahora vamos a definir a la seleccion de dos puntos f por induccion transfinita. Tomemos
ro € A\Sp y definamos 79 <; 2% para cada n € N. Ahora sea § < ¢ y supongamos que para cada
€ < 6 hemos elegido un nimero real r. € R para cada € y fijemos rg € A\[U, <y Se U {rc : € < 6}]
y definamos 7y < z;, para cada n € N, para cada ¢ < 0y r¢9 <y re para cada € < 6. Y para los
demaés conjuntos faltantes definamos el orden Euclideano.

Sea {(an,bn]r : n € N} una familia numerable de f-intervalos semiabiertos. Supongamos que
AC UZO:1 (@n,by] ;. Luego existe 6 < c tal que 2% = a,, para cada n € N. Por construccién tenemos
que rg <j 2% = a,, entonces rg € A\|J>(an,by]y, lo cual es una contradiccién. Asi concluimos
que, Af(A) = +o0. [ |

A continuaciéon mencionaremos un par de teoremas relevantes con las f-medidas exteriores para
familias de diversos tamanos.

Ejemplo 2.10 Sea {4, :a <c} € []R]c ajenos entre si y, 0 < r,, para cada « < ¢, entonces existe
una seleccion de dos puntos f tal que A\f(Ay) = 7 para cada a < c.

Demostracion. Consideremos para cada o < ¢, aq,ba € R\U,c Aa U{ae,be 1 € < a} yrg =
by — ag > 0. Primero definamos para cada t € A y para cada a < ¢

aq <yt <y bq.

Ahora sea R = {S € R¥Y : § = (24 )jencona < cfijoyparatodon € N (zq92 #
Ta,2j+1) con o < ¢ fijo} = {Sc 1 € < ¢} y cada Sc como (zf, ;)jen con a < ¢ fijo. Supongamos que
la seleccion de dos puntos f y el nimero t& € A, para cada € < 6 < ¢ se han definido de manera
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conveniente. Consideremos la sucesion Sy fijemos t§ € Ay \ [{t¢ : € < 0} U, .y Se]. Definamos la
seleccion de dos puntos f en el punto g con respecto a z7, ; para cada j € N, a < ¢ fijo, como sigue:

e Si existe j € N tal que tj = 7, 5; para algin € < 0 definamos xy, 5,1 <y tg.
e Si existe j € N tal que t§ = xf, ;.| para algin € < ¢ definamos t§ <y zf, 5;

<fl

e Para cada j € N 7

J+1

La selecciéon de dos puntos f matendra el orden Euclideano donde no ha sido definida. Por
definicion tenemos que A, C (aq,ba]s y por ello obtenemos que Af(Ay) < by — aq = 7q.

Supongamos que A, C UJ 2 (@a,j,ba,j]f- Sea 6 < ¢ de tal forma que la sucesion Sy = (mgzj)jeN
con n € N fijo, cumpla que a, = a:g@j y by = :1726’2]-+1 con j,n € Ny n-fijo. Por definicién de la
seleccion de dos puntos f se cumple lo siguiente:

i 7"9%( a2]7 a2]+1]fS1xo<2] #aayxa2j+17éb
o 1o & (5 To,255 baly si fg@j?éaoz-

° 19 ¢ (amxﬁ,ml]f si xz,2j+1 # ba,

lo cual implica que rg ¢ U;:T(xggj,xigjﬂ]f sixf o; # aa y 28 9,11 # bo para cada j,n € N con

n-fijo. Por lo tanto la tinica posible cubierta por f-intervalos de A, debe contener a (aq,bq]f. Asi
concluimos que Af(Aqy) = by — Gq = Ta. -

Ejemplo 2.11 Sean {A, : @ < w1} € [R]c tales que | Ay N Ag |< w para todo a < 8 < wy v,
0 < 7o € R para cada a < ¢, entonces existe una selecciéon de dos puntos f tal que A\f(Ay) = 74
para cada a < .

Demostracion. Sea {A, : @ < w;} la familia tal que cumple la hipotesis y consideremos para cada
a < € aq,bq € R\ U(Kw1 Aq U{ae,be : € < al y rq = by — aq > 0. Definamos a la familia
{4, : @ < w;} como sigue:

= Ay, A} = A1\ (Ag), Ay = As\(Ag U Ay), ...,A;:Aa\( U Ag).

(<

Esta claro que los elementos de {4, : @ < w1} son ajenos entre si. Ahora sea la seleccion de
dos puntos f como en el teorema anterior, entonces tenemos que As(AL) = r, para cada o < ws.
Y puesto que Ay = A, U (Ugop Ao NAg) ¥ | Ao N Ag [€ w concluimos que Af(Aq) = Ap(4y). Es
decir Af(Aq) = ra. [ |

Ahora nos cuestionamos acerca de la siguiente pregunta.

Pregunta 2.12 Para toda seleccién de dos puntos f se cumple que jAf(E) = )\fA(E)?, donde fes
la seleccion de dos puntos opuesta de f.

Para responder la pregunta anterior tenemos los siguientes dos ejemplos cada uno con su res-
pectivo caso deductivo.
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Ejemplo 2.13 Consideremos a € R y supongamos que a es un f-minimal para nuestra seleccion
dada. Entonces por el corolario 2.6 obtenemos que A¢({a}) = 400 y, ahora si suponemos que a es
un f-maximal y dada la definicién 1.9 se tiene que Az({a}) = 0.

Ejemplo 2.14 Definamos a nuestra seleccion de dos puntos como sigue:

r osir<lyse(l,+00),
J{r,s})=<(s si0<rysée (+00,0],

r siz <y de otra forma.

Entonces por la definiciéon de nuestra seleccion de dos puntos opuesta ]?obtenemos que [0, 1) 7= {0}
y su medida exterior inducida bajo nuestra seleccién definida es A([0,1)7) = 0 pero por otro lado
por la definicion usual de nuestra seleccion de dos puntos f obtenemos que A¢([0,1)¢) = +o0.
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Capitulo 3

Conjuntos Borelianos de topologias
provenientes de selecciones de dos
puntos sobre R

En este capitulo presentaremos varios resultados recientes publicados en el articulo [9], en el cual se
estudian las o-algebras de Borel de topologias provenientes de selecciones de dos puntos definidas
en R, cada una denotada por B¢(R). Probaremos que la suposicién ¢ = 2<¢ implica la existencia de
una familia {f, : v < 2°} de selecciones de dos puntos en R tal que By, (R) # By, (R) para distintos
u, v < 2¢. Suponiendo que ¢ = 2<¢ y ¢ es regular, también demostramos que existen 22° o-algebras
en R que contienen [R]<“ y ninguna de ellas es la o-4lgebra de Borel de 7; para cualquier seleccion
de dos puntos f : [R]?> — R. De igual manera damos varios ejemplos para ilustrar las propiedades
de estas o-algebras de Borel.

3.1. o-Algebras de Borel de Tf

En esté seccién presentamos la respuesta a la Pregunta 1 y también la Pregunta 2 seré res-
pondida, dando como afirmativas bajo la suposicién de que el ntimero cardinal ¢ sea igual a 2<° y
ademés para la Pregunta 2 supondremos que ¢ serd un cardinal regular. Para ello, primero damos
la notacion principal de este capitulo, referente a la o-algebra de Borel generada por la topologia
Tf-

Definicién 3.1 Dada f € Sela(R), la o-algebra de Borel generada por la topologia 7; en R, sera
denotada por B¢(R) 6 bien B(7y), y usaremos la notacion B(R) para la o-algebra de Borel generada
por la topologia Euclidiana 75 en R.

Ahora recordemos que cada seleccién de dos puntos f : [R]? — R tiene una seleccién de dos puntos
opuesta f (ver Definicion 1.9), a continuacion veremos que la o-algebra de Borel generada por la
topologia T coincide con la o-algebra de Borel generada por la topologia 7y, para cada f € Sels(R).

Teorema 3.2 Para cada f € Sely(R), tenemos que By(R) = B#(R), donde f es la seleccion de dos
puntos opuesta de f.
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Demostracion. Basta probar que se cumple B(R) € By(R) pues la contencién By(R) €
siempre es cierta ya que By(R) = B}A(R). Tomemos A, B € [X]|<¥\{0} tales que ANB =0y

consideremos el abierto bésico [4, B]7 € 77.

Entonces p € [A,B}f = a<pp <]?b para cada a € A, para cada b € B,
< p<yayb<ypparacadaa€ Ay paracada b€ B,
< b<yp<yaparacadaac Ay paracada b€ B,
< pe€[B,A]s.

Por lo tanto 77 C 7y, y asi concluimos que B#R) € By(R). [

A continuacion damos el siguiente teorema junto con su corolario los cuales son resultados
que se dan gracias a la propiedad de la topologia 7; al ser Tychonoff (Teorema 1.30) en donde
podemos apreciar su relevancia dentro de la o-algebra B;(R) y ademés seran fundamentales para
dar pruebas de posteriores resultados en esta tesis.

Teorema 3.3 Para cada f € Sely(R) y r € R se tiene que {r} € B¢(R).

Demostracion. Tenemos que la topologia 7¢ es Tychonoff por lo tanto por equivalencias de estéd
propiedad tenemos que para todo r € R, {r} es cerrado. |

Corolario 3.4 Para cada seleccién de dos puntos f se cumple lo siguiente:
1) [R]=* C By (R).
2) Para cada U C R tal que R\ U € [R]=“ entonces U € By (R).

Demostracion. Por el Teorema 3.3 y por ser By(R) una o-dlgebra tenemos la prueba de este
corolario. |

Observacion 3.5 Por los anteriores resultados tenemos como una observaciéon clara que la o-
algebra C(R) de los conjuntos numerables y conumerables cumple que C(R) C Bf(R) para cada
f € Sela(R).

El siguiente resultado nos ayudara a evitar los puntos f-minimales y los puntos f-méximales
de una seleccion de dos puntos f, para estudiar las o-algebras de Borel generadas por la topologia
Tf-

Lema 3.6 Para cada f € Selz(R) existe g € Selz(R) sin ningtin punto g-minimal ni un punto
g-maximal tal que By (R) = By(R).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que p € R es un punto f-minimal y ¢ € R
es un punto f-maximal. Tomemos un subconjunto infinito {r, : n € N} de R\ {p, ¢}. Para cada
n € N definimos:

i) ron <gr para cadar € R\ ({rm, : m € N},

1) r <g ron41 para cada r € R\ ({rp, : m € N},
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ZZZ) Tont2 <g T2n Y
i’l)) Ton41 <g Ton43.

Para otros pares de puntos que atin no se han considerado, g se define como f. Observemos que g no
tiene ni un punto g-minimal ni un punto g-maximal. Recordemos que {A CR: [A| =wy |[R\ 4| =
w} esta contenido en Bf(R) y By(R). Escribamos P := {ra, : n € N} y Q = {rop41 : n € N}.
Ahora, fijemos A, B € [R]<*“ \ {0} con ANB = 0 y definamos A; :== ANQy Ay := A\ A1 y
By :=BNPy By:=B\ B;. Entonces tenemos que:

1. (A, B)f\{rn:neN} =((A\A1)UB1,(B\ B1)UA1)y \ {rn : n € N},
2. [p,b)s \{rn:n €N} =, cn(ran,b)y para cada b€ R\ ({r,,, : m € N} U{p}), y

3. (a,q]f \{rn :n € N} =, cn(a,72n11)g para cada a € R\ ({ry, : m € N} U {q}).

Por lo tanto, deducimos que Bf(R) = B, (R). [

Con base en el Lema 3.6, podemos asumir que todas nuestras selecciones de dos puntos no tienen
ni un punto minimal ni un punto maximal.

Ahora bien, recordemos que en el Ejemplo 1.27 definimos a fq € Sela(R) tal que By, (R) = P(R),
en base a esto podemos ver que existe una variedad de o -algebras de la forma B;(R) por pares
disjuntos.

Teorema 3.7 Sea {X,Y} una particion de R en dos subconjuntos infinitos. Si f € Sela(X) y
g € Sela(Y), entonces

Bfeg(R) = B (X) ® By(Y).

Demostracion. Definamos h := f @ g. Para cada r € R por la Definicién 1.18 sabemos que:

o (r,=)p=(r,=)fUY sireX;
o (r=)p=(r,—=)gsireY;

o («—,r)p=(1)gUXsireY;y
o (<, r)p=(+,1)psireX.

Por lo tanto, deducimos que Bp(R) € Bf(X) @ By(Y'). Ahora, de igual manera por la Definicion
1.18 observemos que

(x7y)h = (51771/))‘

para cada z,y € X. Esto implica que 7 C 7, y asi Bf(X) C Bp(R). Similarmente, tenemos
que (z,y)n = (z,y)y para cada z,y € Y y asi 7, C 73, por lo que Byg(Y) C Bi(R). Y como
Bf(X),By(Y) C Bf(X) @ By(Y) entonces por ser B, (R) una o-algebra que contiene a Bf(X) y a
B4(Y') tenemos que B (X) @ B,(Y) C By (R). Asi, concluimos que Brgy(R) = By (X) @ B,(Y). W

El siguiente lema es un resultado importante que nos ayudara para la prueba del teorema
referente a la Pregunta 1.
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Notacion 3.8 Para cada X € [R]%, sea f{* € Sela(X) la seleccion de dos puntos definida en el
Ejemplo 1.27 tal que Trx es la topologia discreta en X, y sea fﬁf = fE [[x)2; es decir, fg es la
seleccion de dos puntos Euclidiana en X como un subespacio de R.

Lema 3.9 Sean X,Y € [R]° tal que |X \ Y| = ¢. Entonces,
ij‘@fﬁ\x (R) # dey@fﬁ\y (R).

Demostracion. Es suficiente demostrar que P(X\Y') C Bff@fi\x Ry P(X\Y)Z Bf;/@fif\y (R).
Para ver que esto se cumple, observemos primero que P(X\Y) € P(X) = Byx (R) C Bx EBBfE\X’
y por el Teorema 3.7 se sigue que P(X \Y) C ij‘@fﬁ\x (R). Sin embargo, como |Bf§\y R)=c<
|[P(X\Y)| =2 se tiene que P(X\Y) € Bfg\y (R) y es claro que P(X\Y) Z Byy (R). De acuerdo

al Teorema 3.7, obtenemos que P(X \Y) & By g iy (R). [ |
d E

A continuacion veremos que con los resultados anteriores y suponiendo algunos axiomas de
Teoria de Conjuntos resolvemos la Pregunta 1 positivamente :

Teorema 3.10 Si ¢ = 2<°, entonces existe una familia {f, : v < 2°} de selecciones de dos puntos
en R tal que By, (R) # By, (R) para distintos p,v < 2¢.

Demostracion. Supongamos que ¢ = 2<° En virtud del Corolario 1.5, existe una familia c-cas:
disjunta A con |A| = 2°. Para cada v < ¢, definimos f, := fj" &) ng\A“. Por el Lema 3.9, sabemos

que By, (R) # By, (R) donde p < v <c. [

Enseguida probaremos que la o-algebra C(R) no es la o-algebra de Borel de una topologia 7
para cualquier f € Sely(R). Pero antes, probaremos el siguiente lema general.

Lema 3.11 Sea (X, 7) un espacio donde X es un conjunto no numerable. Si 7 C C(X), entonces
tenemos que cada subconjunto discreto de X es numerable.

Demostracion. Supongamos que D := {z, : a < wi} es un subconjunto discreto de X. Entonces
para cada o < w; escogamos un subconjunto abierto V, tal que D NV, = {x,}. Por lo tanto,
tenemos que el conjunto abierto [ J{V, : @ < w; y « es par } no puede estar en C(X). [

Recordemos por la Observacion 3.5 que la o-dlgebra C(R) = {A CR: |[A| =w o |R\ A| = w} esta
contenida en By(R) para toda f € Sely(R).

Teorema 3.12 La o-algebra de los numerables conumerables C(R) es diferente de cualquier o-
algebra de Borel B¢(R) con f € Sely(R).

Demostracion. Fijemos f € Sela(R). Supongamos que sucede |(+—,r)f| < w 6 que |(r,—)f] < w
para cada r € R. Definamos L := {r e R: |(+—,7)f| <w}y R:={r e R: |(r,—)s] < w}. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que |L| = ¢. Ahora, fijemos cualquier rq € L y supogamos
que tenemos definido r, € L para cada o < 7 < wy asi que a < 8 < wy siy solo si rq <j rg, para

a, B <. Como |, (¢ 7a)f| < w, podemos escoger 1y € L\ (U, (¢ 7a]). Asi 7 <jf . para
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cada a < 7. Ahora, consideremos el conjunto Y = {r, : @ < w;}. Como la topologia 7; 1y sobre ¥’
heredada de 7 es homeomorfa a w; con la topologia de orden, tenemos que Y tiene un conjunto
discreto de tamano w; que también es discreto en R bajo la topologia 7, pero esto contradice al
Lema 3.11. |

Para responder a la Pregunta 2 notemos que con el Teorema 3.12, sabemos que existe una o-
algebra que es diferente de cualquier o-algebra de Borel proveniente de una selecciéon, sin embargo
suponiendo otros enunciados de teoria de conjuntos, tendremos que el Corolario 3.15 nos dird que
podemos encontrar muchas o-dlgebras que no son de esta forma, dando una respuesta afirmativa
a dicha pregunta.

El siguiente lema es un resultado que se tiene referente a la o-algebra generada por una familia
de subconjuntos de un conjunto dado.

Lema 3.13 Sea X un conjunto infinito y § # A C P(X). Entonces para cada B € (A) existe
{4, :n € N} C A tal que

(1) BC Unen4n 0

Demostracion. Fijemos B € (A) y pongamos (A) =, ., Aa- Es claro que si B € Ag = AU{X\
A: A € A}, entonces pasa (1) 6 (2). Fijemos a < w; y supongamos que si 8 < «, entonces (1) 6
(2) se mantiene para cada elemento de Ag. Supongamos que B € A,. Entonces para cada n € N
existen 8, < o, B, € Ag, y {A? : m € N} C A tales que B es determinado por los conjuntos
{B,:n€eN}y

1. B, CU, .y A" 6

meN “ m
2. X\ B, C UmeN A7

Ahora, sea [ :={n € N: B, C U, ,en4An}t vy J :={n € N: X\ B, CU,,eny A4} Consideremos
los siguientes dos casos:

Caso I. El ordinal o es par. En este caso, por la Proposicion 1.54 tenemos que B = J, oy Bn. Si
J = (), entonces hemos terminado. Supongamos que .J # (. Entonces, X \ B € X \ B,, € U,,cy 4n
para cada n € J. Por lo tanto, la condicion (2) se mantiene.

Caso II. El ordinal « es impar. Entonces, por la Proposicion 1.54 se tiene que B = [, oy Bn. Si

I # 0, entonces (1) se mantiene. Supongamos que J = N. Entonces, X \ B = X \ ((N,cn Bn)

Unen X \ B € Unen (Upen A% ). Asi, la condicion (2) se mantiene. [ |

El siguiente teorema nos permite responder de manera afirmativa a la Pregunta 2.

Teorema 3.14 Supongamos que ¢ = 2<¢ y ¢ es regular. Entonces existen 22° o-algebras en R que
contienen a [R]=“ y son disjuntas por pares.
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Demostracion. Supongamos que ¢ = 2<¢y ¢ es un cardinal regular. Por el Lema 1.4, podemos fijar
una familia c-casi disjunta A en R con |A| = 2°. Enumeremos A como {4, : v < 2°} y consideremos
el conjunto

D:={DC2°:|2°\ D| = |D| =2}.
Por el Lema 1.6 tenemos que |D| = 22°. Para cada D € D, definamos Sp := ({4, : v € D}U[R]=¥).
Observemos que {4, : v € D} C Sp para cada D € D. Ahora, fijemos E, D € D y supongamos

que existe u € E\ D. De acuerdo al Lema 3.13, existen dos conjuntos disjuntos I y J de N,
{A, :nel} C{A,:ve D}y {F,:necJ}C[R|=* tales que

(1) AM g (Unel Al’n) U (UnGJ F”) 6
(2) R\A# - (Unel AVn) U (UnEJ Fn)

Como |A, N A,| < ¢ para cada v € D, la clausula (1) es imposible. Por lo tanto, debemos tener
que R\ A, € (UperAv) U (Unes Fn)- Ast, (Nuer R\ Au) N (N,es R\ Fo) € A,. Ahora,
escogamos cualquier v € 2°\ ({v,, : n € N} U {u}). Sabemos que |[A, N (U,c; 4v, )| < ¢ y por lo
tanto Ay N (N,er R\ Av,) N (N,es R\ Fu)| = ¢ lo cual también es imposible. Asi, obtenemos
que A, € Sg\ Sp. Por lo tanto, {Sp : D € D} es una familia de o-algebras en R que contienen a
[R]=“ y son disjuntas por pares. [ |

Corolario 3.15 Supongamos que ¢ = 2<° y ¢ es regular. Entonces existen 22° g-algebras en R que
contienen a [R]<* y ninguna de ellas es la o-algebra de Borel de 7; para cualquier f € Sela(R).

Demostracion. Supongamos que ¢ = 2<¢ y ¢ es un cardinal regular. Luego, por el Teorema 3.14,
existen 22° o-algebras en R que contienen a [R]=“ y son disjuntas por pares. Observemos por otra
parte que el nimero méaximo de o-algebras de Borel provenientes de selecciones de dos puntos es
2¢, por tanto si quitamos todas estas posibles, obtendriamos que son al menos 22°, asi que existen
al menos 22° o-algebras de Borel que no son inducidas por selecciones de dos puntos. ]

3.2. Algunas propiedades de las o-algebras B;(R)

A continuacién veremos una diversidad de propiedades de las o-algebras de Borel de topologias
generadas mediante las selecciones de dos puntos, ademés daremos algunos ejemplos que atestiguan
la gran variedad de o-dlgebras de Borel que se pueden definir mediante una seleccién de dos puntos
en R.

Sabemos que los subconjuntos de un punto de R son conjuntos cerrados, no abiertos y G5 en
la topologia Euclidiana. En el Ejemplo 1.27 donde 7y, es la topologia discreta, los conjuntos de
un punto son trivialmente abiertos. En los siguientes resultados, demostramos como podemos
manipular las selecciones de dos puntos para obtener propiedades predeterminadas de algunos
subconjuntos de R.

Recordemos que en la topologia Euclideana los conjuntos abiertos no vacios tienen cardinalidad ¢
esto nos motiva a formular el siguiente teorema.

Teorema 3.16 Si U C R satisface que [R\U| = ¢, entonces existe f € Selz(R) tal que Int;(U) = 0.
En particular, si U # (), entonces U ¢ 7.
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Demostracion. Enumeremos {(4, B) : A, B € [R]<¥\ {0} y ANB =0} como {(A,,B,) :v < ¢},
y tomemos a la sucesion decreciente numerable D = {d,, : n € N} en R tal que para cadan € N
d,, converge a —oo y a la sucesion creciente numerable F = {e,, : n € N} en R tal que para cada
n € N ¢, converge a +00. Ahora, consideremos un subconjunto {¢, : v < ¢} de R de manera que

e ¢ (JA)u(lB)UUUDUE,

p<v u<v

para cada v < c. A continuacién definiremos f € Selz(R) de la siguiente manera:

Para cada v < ¢ establecemos a <y ¢, <y b para cadaa € A, y b € B,, y f se define como el
orden Euclidiano en los pares restantes de ntimeros reales. Observemos que por la forma en como
construimos a f € Sely(R) esta no tiene ni un punto f-maximal ni un punto f-minimal, ya que
Ce ¢ (D U E)

Ahora, tenemos que ¢, € (A,, B,) para todo v < ¢. Si r € Inty(U) = (), entonces existe p < ¢ tal
que r € (A,, B,) C U, pero esto es una contradiccion ya que ¢, ¢ U. |

El siguiente resultado es una consecuencia directa del Teorema 3.16 suponiendo la Hipoétesis
del Continuo.

Corolario 3.17 [CH]. Si 0 # U C y R\ U C R es no numerable, entonces existe f € Selz(R) tal
que U ¢ 7.

No sabemos si es posible o no eliminar la Hipdtesis del Continuo del corolario anterior.

A continuacion damos resultados en donde podemos apreciar cuando un subconjunto de los
nimeros reales no es ni cerrado ni abierto en la topologia 7y para alguna f € Sela(R).

Teorema 3.18 Si C' C R es infinito y C' # R, entonces existe f € Sela(R) tal que C ¢ Cy.

Demostracion. Enumeremos un subconjunto infinito {c¢, : n € N} de C y fijemos r € R\ C.
Entonces definamos f € Sely(R) de la siguiente manera r — % <jeCp <yrT+ % para cadan € N,
y f se define como el orden Euclidiano en los pares restantes de numeros reales. Notemos que f
no tiene un punto f-maximal ni un punto f-minimal. Entonces, tenemos que 7 € cl.,(C)\ C'y asi
C ¢cCy. [ |

Teorema 3.19 Si C' C R satisface que w < |C| y |R\ C| = ¢, entonces existe f € Sels(R) tal que
Cé¢rpUCy.

Demostracion. Enumeremos al conjunto {(4,B) : A,B € [R]<“ \ {0} y AN B = (} como
{(A¢, Be) : € < ¢} y enumeremos un subconjunto infinito £ = {l,, : n € N} de C.

Ahora tomemos d € R\ C' y consideremos un subconjunto {r; : { < ¢} de R de manera que
re ¢ ((Uygf AU (U, <e Bl,)) UC UL U{d}, para cada € < c.

Definamos a la seleccién de dos puntos f como sigue:
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e Primero definamos ) )
d——<fl, <rd+ —
n >t rat n

para cada n € N.

e Para cada £ < ¢ definimos
a<ypre <y b

para cada a € A¢ y b € Be.

o f € Sels(R) se define como el orden Euclideano en los pares restantes de ntimeros reales.

Podemos definir la selecciéon de dos puntos f como en el Teorema de tal manera que no tenga
ningin punto f-minimal ni un punto f-maximal.

Entonces por la definicién de f € Sels(R) tenemos las siguientes declaraciones:
edccl,(C)\C entonces C ¢ Cy.

re € (Ag,Be) para todo £ < c¢. Si tomamos r € Int;(C) = (), entonces existe v < ¢ tal que
r € (A,,B,) C C lo cual serfa una contradiccién dado que tenemos que 7¢ ¢ C. [ |

Recordemos que en un espacio topologico un conjunto G5 es una interseccion numerable de con-
juntos abiertos. A continuacion, damos un ejemplo de una seleccion de dos puntos f € Sela(R)
para la cual ningiin conjunto de un solo punto en R es un conjunto Gs en la topologia 7.

Ejemplo 3.20 Existe f € Sels(R) tal que {r} no es un conjunto G5 en la topologia 7 para cada
reR.

Demostracion. Dividamos a los niimeros reales como R = XUY donde XNY =0y | X |[=] Y |=c.
Consideremos el conjunto A = {(4,B) : A, B € [R]<¥\ {0} y AN B = (}. Enumeremos todas las
sucesiones de 4 como sigue:

{{(Ag,Bg);neN};u<cy(UAz)m(UBg)zw}.

neN neN

Definamos inductivamente dos subconjuntos, el primero {r, : v < ¢} dentro de X y el segundo
{s, : v < ¢} dentro de Y tales que

5u¢(U((UAZ)U(UBZ)))U{5u1N<V}U{Tu3N<V}Y

u<v  neN neN
rd (U (U u(UBo) Utsun<viuin:p<v)
pn<v neN neN

para cada v < ¢. Ahora, definamos f € Sels(R) de manera inductiva como sigue:

Tomemos a rg, sg € R y definamos
a<yro<sbya<jyso<yb

para cada a € |,y Ay v para cada b € | J,, oy By
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Supongamos que para un ordinal ;4 < v < ¢ los ntimeros distintos 7, s, han sido definidos. Como
la cardinalidad del conjunto

R\(U ((U AZ)U(U B))U{rp:p<viU{s,:p<v}

pu<v  neN neN

es < ¢, podemos tomar r,, s, en éste conjunto y definamos
a<gTy <fbya<fs,,<fb

para cada a € |,y Ay v para cada b € | J,, oy B}, para cada v < ¢. La seleccion de dos puntos f
mantendra el orden Euclideano en los pares de puntos en donde no ha sido definida .

Supongamos que G C R\ {0} es un conjunto G; en la topologia 7. Supongamos que () #
Nyen(A™, B™) € G donde A™, B™ € [R]<%\ {0}, para cadan € N, y (U,en 4") N (Upen B™) = 0.
Escogamos v < ¢ de modo que A" = A? y B" = B] para todo n € N. Como r,,s, €
Mnen(Ar, B)) s, tenemos que 7, s, € G. Por lo tanto G' no puede consistir de un solo punto. H

Comentario 3.21 En la enumeracion {{(A2,B2) :n €N} v <c y (U,enA2) N (U,en BY) =

0}, dada en el ejemplo anterior, notemos que es necesario que (UneN A{f) N (UneN Bl’}) sean dis-

juntos, ya que de lo contrario supongamos que z,r € R son tales que = € (UneN A,’}) N (UnEN Bl’})
y r € (N,en(A", B") entonces existen n,m € N tales que z € A" N B™ y A" < r < B™ de aqui
que tengamos x < r < x lo cual no puede ocurrir, por lo tanto (UneN Af}) N (UneN Bl’}) = (.

Usando las construcciones del Ejemplo 3.20 y el Teorema 3.19 establecemos el siguiente resul-
tado.

Teorema 3.22 Si C' C R satisface que w < |C| y |R\ C| = ¢, entonces existe f € Selz(R) tal que
C ¢ Cy y C no es un conjunto G5 en la topologia 7.

Ahora veremos un ejemplo relevante contrario con el hecho de que todo intervalo Euclideano
(a,b) es Lebesgue medible.

Ejemplo 3.23 Existe una seleccion de dos puntos f tal que (0,1)¢ es no Ay-medible.
Demostracion. Nuestra seleccion de dos puntos f esta definida como sigue:

r  sire(3,4)ys=1,
0 sire(3,4)ys=0,
r  sire(2,3)ys=0,
f{r,s}))=¢-1 sire(2,3)ys=—1,
r  sire(2,4)ys=06,

5 sire(2,4)ys=5,

r si < y de otra forma.
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para cada {r,s} € [R} ?. Tenemos las siguientes propiedades:
°(2,4) = (274)f7 (2,3) = (2ﬂ3)f y (3,4) = (3ﬂ4)f‘
e (0,1); =(0,1)U(3,4) y (—1,0)f = (—1,0) U (2,3).

o (5.6); = (5.6)U (2 4).
Por lo anterior, tenemos que A;((2,4)) = Ar((2,3)) = As((3,4)) = 1. Ahora bien, si E = (0,1);
y A= (2, 4)f,entoncesEﬂA [(0,1)U(3,4)]N(2,4) =(3,4) =(3,4), yE°NA=[(—00,0) U
[1,3]U[4,+00)]N(2,4) = (2,3) = (2,3)s. Entonces, \f(ENA) = A\;(E°N A) = 1. Por otro lado,
tenemos (2,4) C (5,6)y, esto implica que debemos tener A¢((2,4)¢) < 1. Por consiguiente,

)\f(E N A) + )\f(EC N A) =2>1= )\f(A).

Asi concluimos que, (0,1); no puede ser Ay-medible. [ |

Como se demostr6 anteriormente la existencia de f € Sela(R) para la cual (0,1); ¢ My;
nos indica la conclusiéon de que B¢(R) € M. Es bien sabido que existen subconjuntos Lebesgue
medibles de R que no estan dentro de B(R). En el siguiente teorema, veremos que para ciertos
subconjutos C’s de R podemos encontrar f € Sels(R) tal que C € My \ B¢(R). Para hacer esto,
necesitaremos los siguientes lemas.

Definicién 3.24 Dada una biyeccién v : R — R, denotaremos por f, la seleccién de dos puntos
en R definida por r <z s si y(r) < 7(s) para cada {r,s} € [R]* (recordemos que < es el orden
Euclideano en R). Observamos que f, no tiene ni un punto minimal ni un punto maximal.

Lema 3.25 Si v : R — R es una biyeccion, entonces

(A4, B)r, =7 H((v(A),%(B))),

—~

e [A,B)y, =7 ' ([7(A),7(B))),
hd (A’B]f'y = 771 ((7("4)3’7(3)]) y
o [A,Bly, =71 ([v(A),7(B)]),

para cada A, B € [R]<¥\ {#} con AN B = 0.

Demostracion. Solo probaremos la primera igualdad, la prueba de las demés igualdades es anéloga.
Fijemos A, B € [R]<¥\ {0} con AN B = 0.

€ (A,B)y, siysolosia <y x<; b paratodo ac A y b€ Bsiy solosi

v(a) <~(z) < y(b) paratodo a€ A y b€ Bsiysolosizey ' ((v(A),v(B))).

Lema 3.26 Si v : R — R es una biyeccion, entonces By (R) =y~ !(B(R)).

Demostracion. Por el Lema 1.34 tenemos que ! (B(R)) es una o-algebra. Se sigue del Lema 3.25
que vy '(7g) = 74, y como v es una biyeccion, también se cumple que v~ (Cg) = Cy, . Por lo tanto,
deducimos que By (R) =y~ (B(R)). [ |
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Lema 3.27 Si C' C R satisface que |R\ C| = ¢, entonces existen {a,, : n € N}U{b,, : n € N} CR\C
tales que b, —a, — 0y 0 < b, — a,, para cada n € N.

Demostracion. Primero, escribamos R = J,,cy[@n, bn] donde 0 < b, — a, < % para cada n € N.
Como |R\ C| = ¢, entonces existe m € N tal que |[am,bn] N (R\ C)| = c. Dentro de este ultimo
conjunto podemos encontrar a, , by, ¢ C tales que an, < bn,, |[any,bn, JN(R\C)| = ¢y [an,, bn,] C

[@m,, b ]. Definamos Ay := [an,, by, ] N(R\ C). Al continuar este procedimiento por induccioén, para
cada k € N obtenemos un intervalo cerrado [an, ,bn,] ¥ Ak tales que
L4 ankabnk ¢ C;

e 0 < by, —any, <%;
o Ap :=[an,, by, ]N(R\C); y
L] |Ak‘ = C.

Notemos que por lo anterior tenemos la conclusiéon de la prueba. ]

Teorema 3.28 Si C' C R satisface que |C| = |R\ C| = ¢, entonces existe f € Selz2(R) tal que
C e My \ By(R).

Demostracion. Usamos los conjuntos {a, : n € N} y {b, : n € N} dados por el Lema 3.27 cuyos
elementos satisfacen que a,,b, ¢ C, b, —a, — 0y 0 < b, — a,, para cada n € N. Sabemos que
existe E ¢ B(R) (ademas, no es Lebesgue medible) tal que |E| =c¢y E C (—1,2). (ver el libro [5,
Th. 1.4.7, p. 32]). Fijemos una biyeccion v : R — R tal que

e y(a,) =—-1—2y~(b,) =2+ L para cada n € N;
*(C)=Esy
e YR\ (CU{an:neN}U{b,:neN}) =R\ (EU{-1-2:neNyU{2+1:neN}).

Se sigue del Lema 3.26 que C' ¢ v~ (B(R)) = By, (R). Como C C (an,b,)s, para cadan € N,
debemos tener que Ay (C') = 0, y por lo tanto obtenemos que C € ./\ffW C My, [ |

A continuacion generalizamos la técnica utilizada en la demostracion del teorema anterior.

Definicién 3.29 Sea v : R — R una biyecciéon y g € Sely(R). Entonces, definamos f, , € Sela(R)
por r <y, ssiy(r) <qv(s) para cada {r,s} € [R]*.

Observemos que si g no tiene ni punto minimal ni punto maximal, entonces f; - tiene la misma
propiedad. Dada la definicion de f,, € Selz(R), también es posible generalizar el Lema 3.25, la
cual enunciamos a continuacion.

Proposicién 3.30 Si v : R — R es una biyeccion y g € Sels(R), entonces
( ))g):
(I )9))s

(A, Bly,, =7 1( o) ¥
(I

)la);

o (A, B),, ="

«[A,B);, =1

o [A,Bly, =7"
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para cada A, B € [R]<“ \ {0} con AN B =0.
Demostracion. Fijemos A, B € [R]<% \ {0} con AN B = .
v € (A B)y, siysolosia<y x<j  bparacadaa€ Ay paracadabec B

si y solo si y(a) <4 y(x) <4 v(b) para cada a € A y para cada b € B

siy sblosix € 7_1((7(A),7(B))g).

La prueba de las demas igualdades es analoga. |

Enseguida, damos la generalizacién del Lema 3.26, usando la definicion de f, ., € Sela(R).

Proposicion 3.31 Si vy : R — R es una biyeccion y g € Sela(R), entonces By, _ (R) = 771 (By(R)).

Demostracion. Por el Lema 1.34 sabemos que 7~ !(B,(R)) es una o-dlgebra. Del lema anterior
tenemos que v~ 1(7,) = 7, y como 7 es una biyeccién de igual manera se tiene que v~ !(C,) = Cy.
Asf concluimos que By, | (R) = v~ (B, (R)). |

3.3. Comentarios

En esta seccion damos unos comentarios y observaciones en base a algunos hechos que se
tienen en este capitulo, asi mismo con ellos enunciamos preguntas abiertas donde se pueden buscar
respuestas interesantes estudiando més sobre los conjuntos orelianos de topologias provenientes de
selecciones de dos puntos.

Sea g la seleccion de dos puntos dada en el Ejemplo 1.27 para la cual 74 es la topologia discreta.
Para esta seleccion de dos puntos, tenemos que By, _(R) = P(R) para cada biyeccion v : R — R.
Este hecho sugiere la siguiente pregunta:

Pregunta 3.32 ;Existe g € Sela(R) tal que [{Bf, (R) |~ :R — R es una biyeccion}| = ¢?

No pudimos responder esté pregunta, pero es posible probar que este conjunto es infinito para
la selecciéon de dos puntos Euclideana fg. De hecho, consideremos el grupo cociente R /Q y los
subconjuntos no Lebesgue medibles {E,, : n € N} construidos en [5, Th. 1.47, p. 32] tales que:

e E, N E, =0 para cada n,m € N con n < m;

e si £, + Q =R para cada n € N;

e para cada n € N, tenemos que z — y ¢ Q para distintos puntos z,y € E,,; y
¢ (0,1) € Uy ey Bn € (~1,2).

Observemos que |E,| = ¢ para cada n € N. Para cada entero positivo n € N definimos una biyeccion
Y : R = R tal que:

e 7, es una biyeccion entre F,, y (—oo,—1);
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o 7, es la funcién identidad en E,, para cada m € N\ {0,n}; y
® 7, es una biyeccion entre R\ (U,,en Em) ¥ [—1,+00) \ (U”?émeN Epn).

Entonces para toda n € N tenemos que v, *((—oc0,—1)) = E,, € By, . (R)y VoY Ep) = Ey ¢
By, . (R) para cada n # m € N. Por lo tanto, By, _ (R)# By, _ (R) para distintos n,m € N.

Al igual como en la seccion de o-algebras dimos una construcciéon inductiva de la o-algebra
de Borel, hay muchos otros textos donde existen diversos métodos para hacer dicha construccion.
Generalmente hablando existe otro método general de construccion de o-dlgebras en R el cual lo
podemos encontrar de manera detallada en [2, p. 100]:

Si 7 es un o-ideal y A es una o-algebra, ambos en R, entonces A[Z] :={AAT: Ac Ael €T}es
una o-algebra en R, donde AAT = (A\I)U(I\ A). Ademés, si Z 6 A contienen a [R]=*, entonces

A[Z] es una o-algebra que contiene a [R]<%.

Ahora mencionemos dos casos particulares de lo dicho anteriormente:

Recordemos que NV es el o-ideal de subconjuntos de R de medida Lebesgue cero, si consideramos a
N, entonces B(R)[N] es la o-algebra de subconjuntos de R Lebesgue medibles, y si que 9 es el o-
ideal de conjuntos magros de R, entonces B(R)[M1] es una o-algebra consistente de los subconjuntos
de R con la propiedad de Baire.

Dado lo antes mencionado podriamos preguntarnos si existe la posibilidad de que estas dos
o-algebras sean o no las o-algebras de Borel de topologias que provienen de selecciones de dos
puntos, es decir:

Pregunta 3.33 Existen f, g € Sels(R) tales que By(R) = B(R)[N] y By(R) = B(R)[9]?

Asi como hemos visto a lo largo de este capitulo existen muchas o-algebras que se tienen que
estudiar en relaciéon a las o-algebras de Borel de topologias provenientes de selecciones de dos
puntos, una o-algebra que seria interesante estudiar mas a fondo es la o-algebra de Baire, denotada
por Baire(X) de un espacio Tychonoff X:

Definicion 3.34 Sea X un espacio de Tychonoff. Si C(X) es el conjunto de todas las funciones
reales continuas, entonces Baire(X) es la o-algebra generada por todos los conjuntos de la forma
{re X : F(X) >0} donde F € C(X). (Pedimos la condiciéon de ser Tychonoff para la existencia
de muchas funciones reales continuas).

Observacién 3.35 Para cualquier espacio de Tychonoff X sabemos que Baire(X) C B(X). Tam-
bién tenemos que si X es perfectamente normal, entonces Baire(X) = B(X). En particular, obte-
nemos que Baire(R) = B(R) y si X es primero numerable, entonces [X]=* C Baire(X).

La observacion anterior nos hace proponernos un sin fin de preguntas como lo es la siguiente,
la cual es muy interesante para un futuro proyecto:
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Pregunta 3.36 ;Existira una seleccion de dos puntos f tal que Baire((R,7f)) & By(R)?.

Ahora bien, dada f € Sels(R), podriamos preguntarnos de manera natural que si 8 es una base
para la topologia 7; entonces: jexiste g € Sela(R) tal que < 8 >= By(R)? La respuesta a esta
pregunta es negativa. De hecho, si fg € Sela(R) es la seleccion de dos puntos del Ejemplo 1.27
tal que 74, es la topologia discreta y § := {{r} r € R }, entonces < § >= C(R) # By(R) para
cualquier g € Sels(R) (ver Teorema 3.12).

La siguiente pregunta es la formulacién de querer responder a la duda que existe sobre que
conjuntos podrian estar tanto en los conjuntos Borelianos mediante una selecciéon de dos puntos y
el conjunto de los conjuntos medibles con respecto a la medida exterior As. donde f € Sel>(R).

Pregunta 3.37 ;Existe f € Sely(R) tal que Bf(R) N M), = {0, R}?

Finalizamos este capitulo con la formulaciéon de una pregunta relacionada con el Teorema 3.10

Pregunta 3.38 En un modelo de ZFC, jexisten 22° o-algebras en R las cuales contienen a [R]=«

y son disjuntos entre si?
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Capitulo 4

Aplicacion de Ideales a la Densidad

En este capitulo mencionamos principalmente la topologia de densidad de Lebesgue y la topologia
de Z-densidad donde Z es un ideal sobre R, ademas veremos que algunos resultados estan dados
a base del estudio de los conjuntos A-nulos de R y también mencionamos algunas aplicaciones de
ideales a estas topologias. Los resultados presentados en este capitulo se tomaron del libro [3].

4.1. Topologia de Densidad de Lebesgue

A continuaciéon daremos la definicion de lo que es un punto de densidad de Lebesgue, la cual esta
implicada con la definicion de topologia de densidad de Lebesgue. Para los resultados siguientes
tendremos que I interpretara un intervalo abierto o cerrado segtn el contexto.

Definicion 4.1 (i) La densidad superior e inferior de Lebesgue son las funciones de P(R) x R en
[0, 1], definidas respectivamente como

— ANANT 1
da(z) = limy_oosup{ ( ) cxely )< ﬁ} y

A1)

d,(z) = umn%omf{w cxely )< %},

paracada ACRyz eR.

(ii) Cuando se da la igualdad d4(z) = d,(x) diremos que este niimero es la densidad de A con
respecto a = y la denotaremos por d4(z).

(iii) Si tenemos el caso cuando d4(x) = 1, a nuestro elemento x se le llamara punto de densidad y
si da(z) = 0 serd un punto de dispersion.

De la definicion anterior observemos que d 4(x) < da(z), a continuaciéon veremos que la densidad
superior e inferior pueden ser diferentes, el siguiente ejemplo da una muestra de ello.
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Ejemplo 4.2 Sea A = [ 1] y consideremos para cada n € N los siguientes intervalos
h=(gmata) v Ryt )

Entonces tenemos que )‘(;E;:f)”) = nLH ’\(;295") = - +17 para cada n € N. De aqui obtenemos lo

siguiente:

. EA(%) = limn_)+oosup{ni+1 : % el,} = limy—s4oosupriy = 1.

° dA(%) = limnﬁ+ooinf{%+1 : % e} = limnﬁ+ooinfn%r1 =0.

Por lo anterior obetenemos que d A( ) #d A( ), ademas si hacemos los céalculos para el punto 1
las densidades superior e inferior seran 0 y 1 respectivamente.

Observacion 4.3 En cualquer conjunto A C R que consideremos, notemos que si nos fijamos en
los puntos de su interior entonces la densidad de todos sus puntos seran iguales a 1, por este motivo
es conveniente considerar puntos que no esten en A para hablar de su densidad.

Otra alternativa de la definicion referente a la Desidad inferior y superior es:

- MNAN(xz—h h
da(z) := limp_osup{ ( (2 A 2+ 1)) :h >0}

AN (@ = h,z+h))
2h

d () == limp_inf{ :h > 0},

paratoda ACRyz €R.

A continuacion ejemplificamos esta defiinciéon alternativa como sigue.

Ejemplo 4.4 Denotemos por J al intervalo [0, 1). Para este intervalo tenemos los siguientes resul-
tados:

MJN(z—

a) d(0) = limy,_,o 2 I0E Rzt gy, o B

b) Analogamente, d;(1) = 3

(
(
(¢) Para cada x € (0,1) tenemos que dj(z) = 1.

(d) Para cada = ¢ [0, 1] obtenemos que d;(z) = 0.

Asi cada punto z € (0, 1) tiene densidad 1 en el intervalo J.

Ahora mencionaremos la notaciéon para el conjunto de puntos de densidad de un subconjunto
de R.

Definicion 4.5 Para A C R, el conjunto de puntos de densidad de A se denotara por ®(A), es
decir
P(A) ={z eR:da(z) =1}.
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Observacion 4.6 De la definicion de ®(A) tenemos que ®(f) =0 y ®(R) = R.

El siguiente lema hace referencia a la Observacion 4.3 nos dice que los conjuntos abiertos tiene
densidad igual a 1 para cada uno de sus elementos.

Lema 4.7 Si A es un conjunto abierto, entonces d4(x) = 1 para todo = € A.

Demostracion. Sea x € A, como A es abierto, entonces existe un intervalo abierto centrado en
x, contenido en A. Luego, los intervalos abiertos que se reducen alrededor de x finalmente estan
contenidos en A, por lo que da(x) = 1. [ |

A continuaciéon enunciaremos el Teorema de densidad de Lebesque dicho teorema establece que
para cualquier conjunto Lebesgue medible A C R, la densidad de A es 0 6 1 en casi todos los
puntos de R, la demostracion de este resultado la tomamos en el articulo [4], donde una cuestiéon
importante es que en la prueba no se usa funciones medibles, sino solo las propiedades usuales de la
medida exterior y ademaés, la prueba es vélida para conjuntos no medibles para ello antes daremos
el siguiente resultado previo.

Lema 4.8 [Riesz’s Rising Sun| Sea G : [a,b] — R una funcién continua y sea U C (a,b) un
conjunto abierto. Entonces el conjunto

Ug :={z € U] existe y > z con (z,y) CU y G(z) > G(y)}
es también abierto. Ademas, si (¢, d) es una componente de Ug, entonces G(c) > G(d).

Demostracion. Primero probemos que el conjunto Ug es abierto. En efecto, sea x € Ug entonces
x € Uy existe y >z con (z,y) C U y G(x) > G(y), por esto ultimo y por la continuidad de la
funcién G tenemos que existe (r,s) € R tal que « € (r,s) y puesto que U es abierto (r,s) C U.
Asi, para todo t € (1, s) se tendra que G(t) > G(y) y si tomamos z € (r, s) entonces (z,y) C U ya
que U es abierto. Por lo tanto (r,s) C Ug, concluyendo que Ug es un conjunto abierto.

Ahora, sea (c,d) cualquier componente de Ug. Probaremos que G(z) > G(d) para toda x € (¢, d).
Sea s := max{r € [z,d] : G(z) < G(r)}, y supongamos que s < d. Por lo tanto G(z) < G(d) y
s € Ug. Existe algan t > s con (s,t) C U y G(s) > G(t). Si t < d, entonces G(z) > G(s) > G(t)
contradiciendo la maximidad de s. Y si t > d, entonces G(d) > G(x) > G(s) > G(t) implica que
d € Ug, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto s = d y asi obtenemos que G(z) > G(d). [

Teorema 4.9 (Teorema Densidad de Lebesgue). Para cualquier A C R conjunto medible, A(A A
P(A)) =0.

Demostracion. Probaremos que el conjunto E := {z € A : d4(z) < 1} tiene medida exterior cero,

para ello bastara con probar que para n € N, E,, := {x € AN (—n,n) : da(z) < 7} tiene medida
exterior cero. Consideremos la funcién G : [-n,n] — R definida por
n

G(z) =MAN(—n,z)) — i
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Para x < y por propiedades de la medida exterior de Lebesgue se tiene que

n

Gy) ~ Gl) = MAN (~n.y)) = 7y = A(AN (-n,2)) =

n+1
=AAN(-n,y)) = MAN (—n,x)) —

n
n+1

— T
y n+1

= NAN (z,y)) — ’m

Observemos que la funciéon con regla de correspondencia 2 — A(A N (—n,x)) es continua ya que
0<AAN(—n,y)) —AMAN(—n,z)) = AM(AN(x,y)) < y—x. Por lo tanto la funcion G es continua.

Ahora sea € > 0. Por la propiedad de regularidad de la medida exterior de Lebesgue A, tenemos
que existe un conjunto abierto U C (—n,n) tal que E,, C U y AU) < A(E,) + e. Puesto que
da(z) < ﬁ para cada = € E,, deducimos que E,, C Ug. Sea (ck,di) los que denotan a las
compenentes de Ug. Por el lema anterior tenemos que G(cy) > G(dy) para cada k y por lo tanto

AMAN (g, dy)) < "(&Tf)’“). Y por la subaditividad de \, obtenemos que

ME) < 3 ME 0 (e, de) < 30—y — ) = o (Ug) < AL,
k k

7"()‘(71%1”5) entonces A\(E,) < %(/\(,i;)"’e) = ’\(]ﬁ‘*“*,
de aqui que "TH)\(EH) < MEy) + € como A(E,) > 0, tenemos que ”TH)\(En)/— MER) < € es
decir W)\(En) < € asi obtenemos que A\(E,) < ne. Y puesto que € es arbitrario concluimos la
prueba.

La anterior desigualdad implica que A(E,) <

Ahora, por simetria el conjunto F' := {z € A : d,(z) < 1} tambien tiene medida exterior cero.
Por lo tanto d,(z) = da(z) = 1 para casi todos los € A, y asi concluimos la demostracion del
Teorema de densidad de Lebesgue. |

Enseguida enunciamos un lema donde utilizaremos el resultado del teorema de densidad de
Lebesgue de igual manera este resultado es muy 1til en el estudio de este capitulo.

Lema 4.10 Para cada conjunto medible A, el conjunto ®(A) es medible.

Demostracion. Primero notemos que por el teorema anterior A A ®(A) € M. Ahora como ®(A) \
A C AN P(A) entoncces A(P(A) \ A) = 0y asi P(A) \ A € M. Luego puesto que M es una
o-algebra sobre R, tenemos que AUP(A) = (P(A)\A)UAy ANP(A) = (AUD(A))\ (AL D(A))
son Lebesgue medibles. Por lo tanto, ®(A4) = (P(A)\ A)U(ANP(A)) e M |

Las siguientes propiedades son referentes a conjuntos Lebesgue medibles, las cuales son rele-
vantes e importantes para el analisis de la topologia de densidad.

Teorema 4.11 Si A, B son conjuntos medibles y A(A A B) = 0, entonces ®(A) = ®(B).

Demostracion. Sea I un intervalo. Observemos que (A\B)NI C A\B C AAB, asi \((A\B)NI) = 0.
De forma similar, tenemos que A((B\ A)NI) = 0. Notemos que ANI = ((A\B)NnI)U(ANBNI)
yBNI=({(B\A)NI)U(ANBNI), entonces A(ANI)=AXANBNI)=ABnNI). Por lo tanto,
si x es un punto de densidad de A entonces x serda un punto de densidad de B y viceversa. |
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Teorema 4.12 (Distribucion de la Interseccion) La funcion de densidad se distribuye a través de
la interseccién de conjuntos, es decir (AN B) = &(A4) N P(B).

Demostracion. Observemos que ®(ANB) C ®(A) y P(ANB) C &(B), asi P(ANB) C &(A)NP(B).
Sea I un intervalo.
AINA)+AXINB)<AXI)+AXINANB).

Dividamos cada lado por la medida \(I) = |1 :

AMINANB) <1_>\(ImA) +1_/\(ImB)

I <
] ] ]

Haciendo algunas operaciones algebraicas tenemos lo siguiente:

AINA)+AINB) 1< AMINANB)
1] - 1]

Ahora cuando |I| — 0, entonces da(z) + dp(z) — 1 < danp(x). Sixz € ®(A) y = € &(B), tenemos
que d4(x) = dp(z) = 1. Entonces, por la desigualdad anterior,

dA(l’) + dB(l‘) —1=1 S dAmB(x)-

La densidad danp(x) esta acotada por 1. Asi dgnp(x) = 1. Entonces ®(A)NP®(B) = ¢(ANB). A

A continuacion veremos que en los siguientes dos lemas que ® cumple la propiedad de monotonia
dados dos conjuntos en R.

Lema 4.13 (Monotonia) Dado un conjunto A C B, entonces ®(A) C &(B).

Demostracion. Notemos que A C B implica que AN B = A. Usando el teorema anterior, tenemos
que P(A) =P(ANDB) =d(A)NP(B) C &(B). |

En el lema anterior observemos que no es necesario que A C B para que ®(A) C &(B), ya que
basta con que A\ B tenga medida cero.

Lema 4.14 Sean A, B C R tales que A(A \ B) = 0, entonces ®(A) C &(B).

Demostracion. Supongamos que P(A) ¢ ®(B). Entonces existe a € ®(A) tal que a ¢ ®(B).
Consideremos los siguientes casos:

Caso 1.
MA\B)N(x — h,x+ h))

2h

Entonces existe un G C A tal que GN B =0 y A(G) > 0. Entonces A\(A \ B) > A(G) > 0. Esto
contradice la suposicion de que A(4\ B) = 0.

limp_0 > 0.

Caso 2.
iy MALB) mé:z— ) oo
Como a ¢ O(B),
i ABO @ —ha )

2h
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Combinando (i) y (i), tenemos lo siguiente

AMAN (z = h,z + b))
2h

=0.

ZZ.77/Lh—>oo

Asi a ¢ ®(A), contradiciendo la suposicion. [ |

Ahora veremos que ® cumple la propiedad de ser idempotente.

Lema 4.15 (Idempotencia) Sea A C R, entonces ®(A) = &(P(A4)).

Demostracion. Sea x € ®(A). Entonces

AN (z = h,z + b))
2h

limhﬁo =1.

Por el teorema de la densidad de Lebesgue tenemos, A(AA ®(A)) = 0. Asi, \(AN(z—h,z+h)) =
MP(A)N(x—h,z+h)),y

A@(A) N (z — hyz + h))
2h

MAN (@ = h,z +h))
2h

d@(A)(J)) = limh_m = limh_m = dA(x)

Por lo tanto dg(a)(2) = 1 si y sélo si da(z) = 1. Entonces ®(®(A4)) = ®(A). |

Sabemos del teorema de densidad de Lebesgue, que un conjunto A difiere de ®(A) solo en
un conjunto de medida cero. También conocemos que un conjunto medible se diferencia de su
complemento por un conjunto de medida mayor que cero. El siguiente teorema nos ayuda a deducir
si ®(A) y ®(A°) comparten algin elemento o no.

Teorema 4.16 Si A es un conjunto medible, entonces ®(A) N ®(A¢) = 0.

Demostracion. Supongamos lo contrario que ®(A)NP(A°) # (. Entonces existe z € P(A)NP(A°).
Sea I,, = (x — 5,2 + 5 ) para cada n € N.

MANI,)
AIn)

2\(I,). Similarmente, existe un Ny tal que para cualquier n > Na, A(A° N I,) > 2A(I,). Sea
N = max{N;y, No}. Entonces para n > N, se cumplen las siguientes desigualdades:

Como =z € ®(A), entonces

— 1. Asi existe un Nj tal que para n > Ny, A(ANI,) >

2 2
MANL) > 2AI) ¥ AA°NL) > SML).

Notemos que (ANI,)N(A°NI,) = 0. Asi M(I,) > M(ANI,) > $A(I,). Esto es una contradiccion,
por lo tanto ®(A) N P(A°) = 0. |

Ahora procederemos a definir una topologia la cual se tomara como referencia para definir
nuevas topologias que estaran estrechamente relacionadas con ella.
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Definicion 4.17 Denotemos a la familia de los subconjuntos medibles de R tales que estan conte-
nidos en el conjunto de sus puntos de densidad como sigue:

Te={AeM:AC DA}

Enseguida enunciaremos que la familia 7¢ dada anteriormente es una topologia en R pero antes
daremos la siguiente definicion.

Definicion 4.18 Un espacio de medida (X, A, ) tiene la condicion de cadena contables (c.c.c.) si
no existe una familia no numerable de conjuntos ajenos medibles entre si con medida positiva.

Teorema 4.19 El espacio de medida (R, M, \) tiene la c.c.c.

Demostracion. Supongamos que la familia de conjuntos medibles B = {B,, : @ < w;} todos sus
elementos son ajenos entre si y tienen medida positiva. Notemos que existe z € Z tal que el con-
junto {a : By N[z, 2z + 1] tiene medida exterior de Lebesgue positiva} es no numerable.
Definamos C,, := B, N [z,z + 1] y observemos que todos los C, estan acotados debido a que
By N[z,z+1] C[z,2+4 1] y el intervalo [z, z + 1] tiene longitud 1.

Ahora, existe m € N tal que ¢ = {Co : ACa) > =} es no numerable. Tome-
mos Cq,,...,Cq,,,, € C distintos entonces como son ajenos y son medibles, se tiene que
AMUicms1 Coi) = 2icmar MCay) = mtl > 1 lo cual es una contradiccién ya que Uicmi1 Ca; C
[z, 2+ 1]y A(Uigm—&-l Ca)-

Teorema 4.20 La familia 7¢ es una topologia en R. Ademas, si B € T¢, entonces B es Lebesgue
medible; es decir,

Te ={AeM:ACBA)}C M.

Demostracion. Por la observacion 4.6 tenemos que el conjunto {#} y R son elementos de 7¢, por
el Teorema 4.12 tenemos que T¢ es cerrada bajo intersecciones finitas.

Solo falta probar que T¢ es cerrada bajo uniones arbitrarias, notemos que para esto solo tenemos
la propiedad de que 7¢ C M y sabemos M es cerrado solo bajo uniones numerables. Consideremos
{4;}icr elementos en 7e¢. Para cada i € I se cumple que A; C ®(A;) y por el teorema anterior,
podemos escoger una sucesion {r, }»en tal que para cada i € I se cumple que /\(Ai\UneN Arn) =0.
Luego, para cada ¢ € I, aplicando el teorema de monotonia tenemos que ®(A4;) € ®(J, ey Ar,,)-
Entonces tenemos lo siguiente

U4, clJacle@) ce(4,).

neN el i€l neN

Como U, ey Ar,, ¥ 2(Unen Arn) son medibles y A(UJ,,cn Ar, A@( Unen Ar,.)) = 0 entonces |, A;
es Lebesgue medible. Como A; C J,.; A; para cada i € I, por la propiedad de monotonia se tiene
que J;c; ®(Ai) € ®(U;e; Ai)- Por lo tanto la unién de los elementos de A; esta contenida en

®(U;e As)- Asi concluimos que | J;c; A; € Te. [ |
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Por lo descrito anteriormente, 7¢ es una topologia en R la cual se llamara Topologia de Densidad
en R, inducida por la medida exterior de Lebesgue.

Ahora enunciemos un teorema que da como resultado la comparacion que se tiene de la topologia
de densidad 7¢ y la topologia Euclideana 7.

Teorema 4.21 La topologia 7¢ es estrictamente mas fina que la topologia 7x, es decir (7 C Te).
Demostracion. Afirmacion: 7¢ = {®(A)\ N: Ae My N e N}

Prueba de la afirmacion: Si A € e, entonces A C ®(A) y A = ®(A) \ (P(A4) \ A), utilizando el
teorema de densidad de Lebesgue tenemos ®(A4) \ A es un conjunto nulo.

Si Be {®P(A\N:Ae MyN € N} entonces B es un conjunto Lebesgue medible. Como
DO(P(A)\ N) = D(P(A)) = P(A) se cumple también que P(A) \ N C &(P(A) \ N).

Observemos asi que si (a,b) es un intervalo abierto Euclideano, entonces (a,b) = ®((a, b)), por lo
que T C 7.

Para probar que la inclusion estricta consideremos un connjunto de la forma R\ N, donde N €

N. |

Ahora a continuacion damos algunas propiedades importantes de la Topologia de Densidad.

Teorema 4.22 La topologia 7¢ sobre R tiene las siguientes propiedades:
(i): 7¢ es Hausdorff;
(ii): un conjunto C' C R es compacto con respecto a ¢ si y solo si C es finito;

(iii): Te es completamente regular, pero no normal.

Demostracion. Para (i): Tomemos r,s € R con r # s, ahora podemos elegir intervalos abiertos
Euclideanos tales que r € J,. y s € Js y J. N Js = (), entonces por el teorema anterior los intervalos
Jr v Js también son elementos de la topologia de densidad 7¢ y asi tenemos vecindades disjuntas
para ry s.

Para (ii): Es claro que si suponemos que C' C R es finito entonces este serd compacto.

Ahora, supongamos que C' es infinito y demos M C C numerale. Para m € M el conjunto (R \
M) U {m} es Lebesgue medible entonces ®((R\ M) U {m}) = ®(R\ M) = &(R) = R. Asi, para
cada m € M se tiene que (R\ M) U {m} € 7e¢. Por lo tanto {(R\ M) U {m} : m € M} es una
cubierta para C con elementos de 7¢, la cual no contiene una subcubierta finita lo cual es una
contradiccion. Asi, concluimos que C es finito. Para (iii): El lector puede consultar la prueba de
este resultado en el libro [3]. |

A continuacién veremos una serie de equivalencias para la definiciéon de punto de densidad para
un conjunto A C R Lebesgue medible, dicho resultado involucra sucesiones de funciones al igual
que utiliza la siguiente definiciéon importante.
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Definicién 4.23 Sean (X, A, p) un espacio de medida y {¢,}nen una sucesion de funciones
A-medibles. Decimos que {¢, }nen converge en medida a ¢, si para cada € > 0 tenemos que

limn—>+oo,u({x € X :pn(z) - @(x)‘ > €}> =0.

Teorema 4.24 Sea A un conjunto medible, consideremos las siguientes series de equivalencias.

(i): = es un punto de densidad de A;

M(A=o)n(d.2) _ .

(ii): limy— oo ;

3N

(iil): limpoooA(n(A —2) N (=1,1)) = 2;
(iV): Xn(A—a)n(—1,1) converge a x(—1,1) en medida; y,

(v): para cada sucesion creciente {1, }men de nimeros naturales existe una subsucesion {n,,, } pen
tal que X, (A—2)N(—1,1) CONVerge casi en todas partes a x[_1,1]-

Demostracion. Probemos (i) implica (ii): Notemos que usando la definicién alternativa de punto
A(A-z)N(3,5))
n’n — 1.
2

5.

de densidad tenemos que lim,, oo

n

Para (ii) implica (i): Sin pérdida de generalidad probemos esta implicacion solo para z = 0.

Sea h,, < 1 cualquier sucesiéon de ntimeros positivos convergente a 0. Para cada n, sea h, = max{% :
k€N, 1 <hy}tyh,=min{t : keEN,+>h,}
hy

Asi, tenemos que limy, ;07> =1 = limnﬁmfi—”. Entonces

i MAN (P ) MAN (P b)) o MAN (T, o))

Don -n
hy, 2h, 2hy, hnp, 2h,

. AMAN(—L, L . . _
Y como lzmnﬁmw = 1 concluimos que lzmhﬁow =1.

n

Probemos (ii) si y sélo si (iii): Por propiedades de la medida exterior de Lebesgue tenemos que si
A€ My n €N entonces A(nE) = n\(E), de aqui obtenemos las siguientes igualdades:

MA-2)n[F, ])}

2
n

)‘((A - x) N [_Tl’ %])}
2

3=

limn—)-&-oo [ = llmn—)-&-oo [TL

_ %limn_>+oo[/\(n(14 C )AL = 1.

Probemos (iii) si y solo si (iv): Observemos que
M-L 1\ n(A-—2)Nn[-L,1) =2 - A(n(4—=z)Nn[-1,1])

y ademéas, para ¢ > 0 y n € N se cumple la siguiente igualdad de conjuntos {x € R :
IXn(A-a)n=1,1(T) = X[=1,9(x)| > €} = [-1,1]\ (n(A —2) N [-1,1]). Asi, para cada € > 0 existe un
N €N, tal que si n > N, entonces 2 — A(n(A —z) N[-1,1]) = A([-1,1]\ (n(A —2)N[-1,1])) <
si y solo si la sucesion (X (n(a—a)n[—1,1]))nen converge en medida a x[—1,1)-

Para (iv) si y solo si (v), la demostracion de este resultado el lector la puede encontar en [3]. W
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4.2. Topologia de Z-Densidad

Ahora procederemos a dar el concepto de lo que se llamara Z-densidad y enunciaremos una
topologia con respecto a esta definicion, las cuales nuevamente reflejan la importancia del o-ideal
de los conjuntos nulos en R de igual manera veremos que varias de sus propiedades son similares
a la topologia de densidad vista anteriormente. El lector puede consultar el libro [3] para ampliar
el estudio de los siguientes resultados.

A continuacion daremos una serie de definiciones, las cuales nos serviran para poder definir lo
que llamaremos un punto de Z-densidad respecto a un ideal Z sobre un conjunto X.

Recordemos que si (X,.A) es un espacio medible y A C X tal que A € A entonces una funcion
@ A —> R es A-medible si satisface la condicion de que para cada naimero real s el conjunto
{reAd:p(x)<s}eA

Definicién 4.25 Sea (X, .A) un espacio medible. Una sucesion de funciones A-medibles {¢;, }nen
converge Z-casi en todas partes a una funciéon A-medible ¢ si

{z € X : pn(z) = p(x) cuando n — +o0} € Fr,
donde ZC Aesuno-idealen X y Fr ={AC X : X\ AT}

A continuaciéon damos un ejemplo de la definicién anterior donde se muestra una generalizaciéon
a un espacio de medida.

Ejemplo 4.26 Sean (X, A, ) un espacio de medida y {¢, }nen una sucesion de funciones A-
medibles. Decimos que {p,, }nen converge a ¢ casi en todas partes, si el conjunto

N ={z € X : {on(x)}nen no converge a (x)} es elemento de A y cumple que u(N) = 0.

Enseguida definiremos los puntos de Z-densidad tomando como referencia la clausula (v) del
Teorema 4.24. En las siguientes definiciones y propiedades, A serd una o-algebra de subconjutos
de R e Z C A sera el o-ideal de conjuntos.

Definicion 4.27 (i) Decimos que 0 es un punto de Z-densidad de un conjunto A € A si y solo si
para cada sucesion creciente {n,}men de enteros positivos existe una subsucesion {1, }pen tal
que

limp—s 400 X (nyn, AN(~1,1)) = X(~1,1)
(ii) Diremos que a es un punto de Z-densidad de A € A si y so6lo si 0 es un punto de Z-densidad
del conjunto A —s={a—s:a € A}.

(iii) @ es un punto de Z-dispersion para A si X(n(a—a)n[-1,1]) converge a 0 con respecto a Z en
[717 1}

Ahora, introducimos la siguiente notacion, la cual servird para poder definir la topologia de
Z-densidad y posteriormente veremos propiedades interesantes y anélogas referentes al conjunto
de puntos de densidad visto anteriormente.
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Definicion 4.28 El conjunto de todos los puntos de Z-densidad para A € A lo denotaremos por
®L(A), es decir;
®%(A) = {x € R : z es un punto de Z — densidad de A}.

Con el siguiente resultado probamos la anélogia que existe dentro de las propiedades de la
Z-densidad respecto a la densidad de Lebesgue de un conjunto A C R.

Definicion 4.29 Para cada A € Ay z € R definamos el siguiente conjunto

O% = {y € [=1,1]; X(nn, (A—)n[=1,1])(y) CORVerge a x[_1,1j(y) cuando p — +oo}.

Lema 4.30 S5i A,B € Ay z € R, entonces O} = 04 N O%.

Demostracion. Si y € O% N O%, entonces para cada ¢ > 0 y cada subsucesién de
(X(n(A,—2)n[=1,1)) () )men existen N , N2 € N tal que cuando p > N, , N7, se tiene —1 <

Y€ €77 Y,€0

Y = Ny, (r; —x) < 1,7 € S; con i = 1,2. Luego, para p > N = maa:{Ny176,Ny2,€} tenemos

que r; = ro = r, lo cual implica que r es elemento de A N B. Por lo que, cada subsucesion
de {X(n,.((AnB)—2)n[-1,1)(¥) }men existe una subsucesion que converge a 1 = x[_1,1(y). Y asi
y € Ofnp- Ahora, siy € O} p y cumple —1 <y = n, (r —x) < 1, entonces r € nyy,, (A — ) y
7 € N, (B — x). Entonces para i = 1,2 cada subsucesion de {x(n,, (A—z)n[-1,1])(¥) }men contiene
una subsucesion que converge a x—1,1)(y). Por lo tanto y € O% N O%. |

Lema 4.31 Sea A una o-algebra. Si A, B € A, se cumplen las siguientes propiedades:

(a) O7(0) =0 y O(R) = (R).

(b) (Monotonia) Si A C B entonces ®Z(A) C ®Z(B).

(c) (Distribucién respecto a la interseccion) ®Z(A N B) = ®Z(A) N ®Z(B).

Demostracion. Para (a): Para cadan € N,z € R, se tiene que n(R—z)N[—1,1] = n(R)N[-1,1] =

(1,1 y n(@ —2) = n(@) NN[=1,1] = 0. Asi X(n(r—a)n[-1,1]) = X[-1,1] ¥ X(n(0—a)n[-1,1]) = O, por
lo tanto ®Z(0) = 0 y ®Z(R) = R.

Para (b): Supongamos que z € ®X(A) entonces X(n(A—z)n[—1,1]) Converge a X[y 1) con respecto a
T en [—1,1]. Ahora para los siguientes conjuntos

O% = 1{y € [=1,1]; X(nm, (A—)n[-1,1])(y) cOnVerge a x(—1,1)(y) cuando p — +oo} y

B =1y € =L 1] : X(n,n, (B—2)n[-1,1)) () converge a x[1,1(y) cuando p — oo}
tenemos que el primero esta contenido en el segundo, por lo que se cumple z € ®(B).
Para (c): Por (b) tenemos que ®Z(A N B) C ®Z(A4) N ®Z(B).

Ahora demostremos que ®(A)Z N ®(B)Z C ®(AN B)L. Si x € ®(A) N ®(B), entonces por el Lema
4.30, 0% N O% € Fr. Por lo tanto x € ®(AN B)~. [ |

Enseguida definimos una familia la cual tiene como propiedad ser una topologia en R, dicha
topologia se llama la Topologia de Z-Densidad.
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Proposicién 4.32 La familia 77 = {4 € A: A C ®X(A)} es una topologia en R.

Demostracion. Por el Lema 4.31 damos por hecho que R, () € 77.

Si A, B € 77 entonces por el resultado anterior AN B C ®X(A4) N ®Z(B) = ®X(AN B), por lo que
ANBeErTr

Sean {A; : i € I} una coleccién de elementos en 77,z € ®(A;). Como para cada i € I se tiene que
0% € Fz, por el lema anterior y 0% C O@ A entonces el conjunto OG a4, € Fr y tenemos
i H i€ ¢ i€ ¢

Uier 4i € User dL(A;) C @I(Uiel Aj;). Por lo que ;¢ A; € 711 [ |

4.3. Comentarios

A lo largo de este capitulo, hemos visualizado la gran importancia de la medida exterior de
Lebesgue sobre la densidad de Lebesgue y la Z-densidad. Es natural por ello preguntarse si estos
resultados serian validos o no cuando reemplacemos la medida exterior de Lebesgue por la medida
exterior inducida por selecciones de dos puntos, con ello hacernos diversas preguntas como lo es la
siguiente:

Pregunta 4.33 ;Cuantés topologias N ;-densidad distintas se pueden tener variando las selec-
ciones de dos puntos?

En el articulo [14], los autores demostraron que suponiendo el Axioma de Martin (MA) se tenia
que si ¢f(Z) < ¢ (donde c¢f(Z) es la cofinalidad de Z) esto implicaba la existencia de f € Sela(R)
tal que Ny, = Z. Ademas, en el mismo articulo se prob¢ la existencia de 7 tal que ¢f(Z) > c.

Con estos resultados se podria hacer la siguiente pregunta referente a dos topologias de Z-
densidades:

Pregunta 4.34 Si Z y J son ideales tales que ¢f(Z) < cy ¢f(J) > ¢ entonces ;77 y T se pueden
distinguir topologicamente?
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Capitulo 5

Funciones ( f, g)-medibles

En este capitulo introduciremos uno de los temas méas importantes y destacados de la Teoria de la
Medida, adecuados al estudio de las funciones medibles respecto a una seleccion de dos puntos. Al
igual que las f-medidas exteriores dadas en el capitulo 2, en esté ocasion veremos que las funciones
(f, g)-medibles tienen propiedades anilogas respecto a las funciones medibles, sin embargo habra
casos en donde las concluciones de algunos resultados serdn completamente contrarios a los ya
conocidos en Teoria de la Medida.

5.1. Propiedades de las funciones (f,g)-medibles

Empezaremos introduciendo la definicion de lo que llamaremos una funcion (f, g)-medible, de
igual manera observaremos que es muy parecida a la definicion de funcién medible dada en los
libros de Teoria de la Medida, en este caso nosotros utilizaremos la o-algebra de Borel inducida
por una seleccion de dos puntos f, [By(R) = B(7y)|, estudiadas en el capitulo 3.

Definicién 5.1 Sean f,g € Sels(R). Una funcion o : (R, B(1s)) — (R, B(7,)) es (f, g)-medible si
para todo B € B(,) se cumple que o~ 1(B) € B(7y).

A continuacion enunciamos un resultado donde podremos observar la primera analogia respecto
a las funciones medibles, ya que este teorema es muy parecido al que nos muestran en un curso de
Teoria de la Medida; también nos sera de gran ayuda para probar los siguientes resultados, antes
damos un lema importante sobre las funciones medibles.

Lema 5.2 Sean (X, .A) espacio medible, ¢ : (X, A) — (Y, B) y supongamos que B = ¢(C) donde C
es una coleccién de subconjuntos de Y. Entonces

¢ es medible si y solo si o~ (C) C A.
Demostracion. Si tenemos que ¢ ~1(C) C A entonces o(¢~(C)) C Ay por lo tanto
p(0(C) =97 (B)=0(p'C) C A
Ahora si ¢ es medible entonces p~1(B) = ¢71(c(C)) € A ademas tenemos que C C o(C) asi

0 HC) C ¢ 1(a(C)) C A. Por lo tanto p~1(C) C A. [ ]

52



CAPITULO 5. FUNCIONES (F,G)-MEDIBLES
5.1. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES (F,G)-MEDIBLES

Lema 5.3 Sean f,g € Sels(R), 0 : (R, B(7f)) = (R, B(74)) una funcién sobreyectiva. Supongamos
que (R, 74) es segundo numerable entonces, o es (f,g)-medible si y solo si una de las siguientes
clausulas se cumple

1) o7 ((r,s),) € B(7s) para todo r, s € R.
2) 071 ((+, s)4) € B(ry) para todo s € R.

3) o7 ((r,—),) € B(7) para toda s € R.

Demostracion. Si suponemos que o es (f,g)-medible esto implica las propiedades 1),2) y 3) ya
que por la Observacion 1.24, tenemos que (7,5s)q, (=, 8)g, (1, =)y € T, € B(1y) y por hipotesis
U_l((ra 8))'}? 0'_1((<_? S))ga 0'_1((7“, _>))(] € B(Tf)

Y si se cumple cualquiera de las clausulas 1),2) 6 3) entonces por el Lema 5.2, tenemos que o es
(f, g)-medible. [ |

Enseguida enunciamos una definiciéon en la cual el siguiente teorema hace referencia a ella, y
nos dice cuando tendremos una funciéon (f, g)-medible.

Definicion 5.4 Sean f,g € Sela(R). Una funcién o : R — R es (f, g)-orden preservadora si para
cada 7, s € R se cumple que r <j s si y solo si o(r) <4 o(s).

Teorema 5.5 Si la funcion sobreyectiva o es (f, g)-orden preservadora entonces o es (f, g)-medible.

Demostracion. Sea (r,s), € T4, como o es sobreyectiva existen y,z € R tales que o(y) = r y
o(z) =s.

Ahora, probaremos que o((y, z)s) = (r,s)4. En efecto,
re(rs)yer<sr<gs
So(y) <gx<40(2)
&y <jo '(z) <;z (por ser o una funcion (f, g) — orden preservadora) (5.1)

e o (z) € (y,2);
szeo(y,z)y.

Asi, tenemos que (y,2)r = o~ ((r,s),) € 74 C B(7¢) y por el teorema anterior concluimos que o
es (f, g)-medible. [ |

Recordemos que la topologia discreta 7y, es la topologia inducida por la seleccion de dos puntos fq,
en el capitulo primero y tercero vimos varios resultados entorno a esta topologia. Ahora, enunciemos
el siguiente teorema respecto a la topologia 7¢, en contexto a las funciones (f, g)-medibles.

Teorema 5.6 Toda funcion o : R — R es (fq, f)-medible para toda f € Sela(R).

Demostracion. Sea B € B(ty) entonces o~ (B) € P(R) = B(y,). |
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CAPITULO 5. FUNCIONES (F,G)-MEDIBLES
5.1. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES (F,G)-MEDIBLES

La siguiente notacion y definicién permitirdn enunciar un lema destacado en donde se veran
varias clausulas relevantes acerca de las funciones (f, g)-medibles.

Notacién 5.7 Si A, B C Ry f € Sela(R) denotaremos por A <; B a lo siguiente:
para cada a € A y para cada b € B se tendra que a <y b.

Definicién 5.8 Sea f € Selz(R). Diremos que la funcién sobreyectiva o : R — R sus fibras estan
f-ordenadas si para cada 7,5 € R con r # s se cumple que o= (r) <f o7 1(s) 6 07 (s) <5 o7 (r).

Lema 5.9 Sea f € Sels(R). Supongamos que la funcion sobreyectiva o : R — R es con fibras
f-ordenadas tal que o~!(t) € B(r¢) para todo ¢t € R. Entonces, para cada ¢t € R existen My, m; €
o~1(t) y existe h € Sela(R) tales que cumplen lo siguiente

1. my <p 7 <j, My para cada r € o~ 1(¢).
2. 07(s) <po7(r) siy solosio71(s) <p o7 (r) para cada r,s € R.
3. f y h coinciden en los pares de puntos restantes.
4. 071(t) € B(rs) para cada t € R.
Demostracion. Definamos a la seleccion de dos puntos h como sigue
r<pssiysolosio t(r) <;ol(s),
y h € Sels(R) mantendra el orden Euclideano para los demés pares de puntos faltantes.
Por hipotesis para f € Sela(R) tenemos que o~ 1(t) € B(7y) para cada t € R.
Definamos los siguientes puntos mino =1 (t) = m; y maxo~1(t) = M, para cada t € R. (%)
Ahora afirmamos lo siguiente
o (o) = |J o7 = (M my)y.
r<pt<ns

Prueba de la afirmacion:

q€ U oty e ol =tyr<pt<ps
r<pt<ps
sol(r)<pot(t) <y o (s) (5.2)
o M, <y 0_1(t) <p mg
& qe (M.,mg)y.
Para 1. Para cada r € 0~ !(¢) tenemos por la definicion (x) que m; < r <j, M.
Para 2. Utilicemos la Notacién 5.7 y veamos la siguiente serie de equivalencias:
o Ms)<po(r) e o a) <y o7 (b) cona € o (s)y o (r)
S a<pbceonaco t(s)yo (r) por definicion de h
& a <p b por notaciéon 5.7
. . (5.3)
o (a) <pom(b)
Sa<pb
o s) <po ().

Para 3. Por definicion de la seleccion de dos puntos h se concluye esta clausula.
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CAPITULO 5. FUNCIONES (F,G)-MEDIBLES
5.1. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES (F,G)-MEDIBLES

Para 4. Por la afirmacién del incio tenemos que o~ !((r,s),) = (M,,ms); € B(7¢), por lo tanto
o~1(t) € B(ry) para cada t € R. [ |

A continuacién, veremos que la composicion de funciones ( f, g)-medibles también sera una fun-
cion (f, g)-medible, y asi podemos observar que comparte este resultado con las funciones medibles.

Lema 5.10 Sean f,g,h € Sels(R), 0 : R — R(f, g)-medible y v : R — R(g, h)-medible entonces
voo es (f,h)-medible.

Demostracion. Sea B € B(ry). Entonces se cumple lo siguiente (y o o)~ (B) = o~ }(y"}(B)) €
B(7t) ya que v~ (B) € B(t,) y asi concluimos que o~ (v~ 1(B)) € B(ry). [

En los siguientes ejemplos damos la clara afirmacion de que las funciones ( f, g)-medibles no siempre
tienen las mismas propiedades que las funciones medibles.

Ejemplo 5.11 Existen f € Sely(R), o : R — R (f, f)-medible y a € R tales que ac : R — R no es
(f, f)-medible, como lo veremos a continuacion:

Sean A =71Q, B =R\ A, fq € Sela(A) tal que 7y, es la topologia discreta en Ay fg € Sely(B)
tal que 7y, es la topologia Euclideana en B.

Ahora definamos a f € Sely(R) de la siguiente manera:

x six € Byy€A,
fl{z,y}) =qz sie<yyz,y€B

fa{z,y}) siz,ye A

Observemos que la identidad o := 1g : R — R es (f, f)-medible. Consideremos la funciéon 7o :
R — R dada por 7o (r) = 7r para todo r € R (donde 7 es el ntimero pi).

Afirmamos que wo no es (f, f)-medible.

En efecto, sabemos que P(A) C B(7¢) = B(rs,) @ B(7g). Por otro lado, tenemos que (7o)~ !(A) =
Q, por lo cual c=1(P(A4)) = P(Q) el cual no esta contenido en B(7s) ya que (7o)~ 1(A) C By 74,
es la topologia Euclideana en B.

Para ver que la suma de funciones (f, g)-medibles no siempre sera (f,g)-medible, veamos el
siguiente ejemplo:

Ejemplo 5.12 Sean A = 2P, y B =R\ 2P donde P = R\ Q. Definamos f € Sels(R) como
T six € Byy€A,

fHz,y}) =q = siz,y€e By xz <y,

fal{z,y}) siz,ye A
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CAPITULO 5. FUNCIONES (F,G)-MEDIBLES
5.2. COMENTARIOS

, f)-medible. Consideremos la funcion o = 1g +
LA ) ﬂ B es infinito, y ademéas P(A) C B(ry) =
¢ B(7y), por lo tanto ¢ no es (f, f)-medible.

1g. Ahora, observemos que o~ !(A4) =

Tenemos que la identidad 1g : R — R es (f
IP’ o~
B(7,) @ P(A) sin embargo o~ (P(A)) =

P(P)

Observacién 5.13 En los Ejemplos 5.11 y 5.12 observemos que si tenemos que x <y y no siempre
se cumplird que ax <7 ay para algin « >0y x4+ z <y y + z con z € R.

5.2. Comentarios

En referencia a los Ejemplos 5.11 y 5.12 observamos que si reemplazamos en la nocion clasica
de funciones medibles la o-algebra de Borel (B(R)) por la o-algebra de Borel mediante selecciones
de dos puntos B;(R), no se cumplira la aditividad de funciones medibles y la multiplicacién por
escalares, ya que puede fallar que estas operaciones se conserve la propiedad de medibles, es decir
recordemos que si tenemos una funciéon o : (R, Bf(R) — (R, B(R)) medible entonces ac siempre
es medible con a € R y de manera similar si tenemos dos funciones medibles v,0 : (R, B¢(R)) —

(R, B(R)) entonces 7 + o siempre es medible, sin embargo esto no puede ocurrir si pasa lo que
comentamos.
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Conclusion

Una de la metas principales de los resultados que se presentan en esta tesis, es la de complementar
los cursos de Teoria de la Medida que se ensenan en las carreras de Mateméticas. En efecto, con
dichos resultados el alumno puede entender mejor la nociéon de o-algebra y de una medida en
dicha o-algebra, puesto que en este trabajo se exhiben muchas medidas exteriores y o-dlgebras que
conforman diversos ejemplos interesantes y cadticos.

La construcciéon de nuevas o-algebras de Borel, tiene como propésito que el alumno se de cuenta
de la diversidad existente de estas y a la vez aprenda el uso de las selecciones de dos puntos para su
construccion. Teniendo como resultado que la medida exterior inducida por una selecciéon de dos
puntos generaliza a la medida exterior de Lebesgue y la o-algebra de Borel de topologias inducidas
por una selecciéon generalizan a la o-algebra de Borel de los ntimeros reales.

Se dio un ejemplo de una seleccion de dos puntos f de tal forma que todo subconjunto de R
pertenece a la o-algebra de Borel B;(R). Otros ejemplos més exdticos que este tltimo se construyen
en esta tesis. Lo cual demuestra la versatilidad del tema para la comprension de lo que es una o-
algebra de Borel. Ademéas probamos que se pueden construir 22° o-algebras de Borel distintas de
entre si.

Para un futuro proyecto de investigaciéon se determiné que el capitulo dedicado a la Z-densidad,
nos marca una linea de investigacion muy importante mediante las selecciones de dos puntos, mas
precisamente el estudio de la Ny ;-densidad de subconjuntos de R donde f es una selecciéon de dos
puntos y las topologias de Ny-densidad que estas densidades conllevan.

Ademas en este trabajo se generaliza la nocion de funcion medible utilizando las o-algebra de
Borel definida mediante selecciones de dos puntos, con ello mostramos la excentricidad de diversas
propiedades medibles que algunos ejemplos pueden tener.

Concluimos que esté tesis se pueda usar como un texto complementario a un curso basico de
Teoria de la Medida.
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