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Introduccion

Desde Descartes, geometria coordenada, una de las ideas mas fructiferas en matematicas ha sido la de
la dualidad entre el algebra y la geometria; es decir, para cada concepto o afirmacion en el algebra se
tiene un concepto o afirmacion correspondiente en geometria. La formulacion precisa de esta dualidad

es por medio de una equivalencia entre las categorias asociadas.

Mencionado lo anterior, el presente trabajo tiene como objetivos demostrar el teorema de los
ceros de Hilbert, Nullstellensatz, y mostrar que la categoria de variedades algebraicas afines sobre un
campo algebraicamente cerrado K es equivalente a la categoria opuesta de K -algebras conmutativas

finitamente generadas sin elementos ni]potentes; es decir, ﬁ]gebras reducidas.

En el capitulo 1 se expone la definicion de categoria, funtor, transformacion natural y equivalencia

de categorias, 10 suﬁciente para demostrar 12{ dualidad antes mencionada.

En el capitulo 2 se exponen las definiciones y resultados necesarios del algebra conmutativa para
demostrar el Nullstellensatz. Entre otros temas, se da la definicion de anillo conmutativo con uno,
subanillo, morfismos entre anillos, ideales, y como caso particular, se definen los ideales maximos e
ideales primos; estos tltimos son de suma importancia en geometria algebraica. Ademas, se construye
el anillo de polinomios en varias variables, anillo ambiente en la geometria algebraica, y se enuncian
sus principales propiedades, Finalmente, se demuestra el teorema de la base de Hilbert, el cual versa
que si A es un anillo noetheriano, entonces el anillo de polinomios en n variables con coeficientes en

A es noetheriano, es decir, todo ideal es finitamente generado.

En el capl'tulo 3 se dan las principa]es definiciones y construcciones de geometria algebraica, es-
pacio afin, conjunto algebraico, ideal asociado a un conjunto algebraico, y se demuestran las princi-

pales propiedades dC estas dOS tﬁltimas construcciones. Posteriormente se ClCIl’lUCSEI"JIl ClOS resultados



puramente algebraicos, Lema de normalizacion de Noether y Teorema de Zariski, los cuales nos ayu-
daran con la demostracion del Nullstellensatz. Por dltimo, se define el anillo de coordenas de una
variedad a]gebraica, se definen las aplicaciones polinomia]es y la ley de composicién entre estas, para
que posteriormente se defina la categoria de variedades algebraicas y aplicaciones polinomiales, para

ast demostrar la equivalencia antes mencionada.
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Capitulo 1

Preliminares

14 .
1.1 Categorlas, f‘untores y tranSformaCI()neS naturales
Definicion 1.1. Una categoria C consiste de lo siguiente:

1. Una clase |C

, cuyos elementos los llamaremos objetos de la categoria.

2. Para cualquier par A, B de objetos de C, un conjunto C(A, B), cuyos elementos los llamaremos mor-

fismos de A a B.
3. Para cualquier terna A, B, C de objetos de C, una ley de composicion

C(A,B) xC(B,C) — C(A,C)

(f,9) —  gof

4. Para cualquier objeto A de C, un morfismo 14 € C(A, A), llamado morfismo identidad en A.

Con 3. y 4. sujetos a los siguientes axiomas:

(i) Asociatividad: dados f € C(A, B), g € C(B,C)y h € C(C, D), se cumple:

ho(gof)=(hog)of.

(ii) Identidad: dados f € C(A,B) y g € C(B,C), se cumplen:
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lpof=fygolp=gyg

Notacion 1.1. Si C es una categoria, un morfismo f € C(A, B) lo denotaremos por A AN ; Aes

llamado dominio de f y B codominio de f.

Observacion 1.1. Sean C una categortay A J.B ., B—2sD, Aty C y C —k D

morfismos en C. Ahora, consideremos el diagrama:

_r

Q<
D

k
Diremos que el diagmma conmutasigo f = koh. Una tcrminologl/a ana/loga se aplica para diagmmas de
forma arbitraria.

En cada uno de los siguientes ejemplos entenderemos por (1) la clase de objetos, por (I1) los con-
juntos C(A, B), con Ay B objetos, y por (III) la ley de composicion.
Ejemplos 1.1. 1. Set = Categoria de conjuntos:

(I) La clase de todos los conjuntos.
(1) El conjunto de todas las funciones de A a B.

(1) Composicién usual de funciones.
2. Top = Categoria de espacios topoldgicos:

(1) La clase de todos los espacios topoldgicos.
(1) El conjunto de todas las funciones continuas de A a B.

(I11) Composicion usual de funciones continuas.
3. Rng= Catcgorl/a de anillos:

(I) La clase de todos los anillos.
(1) El conjunto de todos los homomorfismos de anillos de A a B.

(1) Composicién usual de homomorﬁsmos de anillos.
4. Ring = Categoria de anillos con elemento unitario:

(I) La clase de todos los anillos con elemento unitario.
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(11) El conjunto de todos los homomorﬁsmos de anillos de Aa B que preservan elemento unitario.

(I11) Composicion usual de homomorfismos de anillos.
5 Gr= Catcgor{a de grupos:

(I) La clase de todos los grupos.
(I) El conjunto de todos los homomorfismos de grupos de A a B.

(I1) Composicién usual de homomorfismos de grupos.

.. X 1 .
Proposicion 1.1. Sean C una categoria y A € |C|. Entonces, A —=— A es unico.

. 7 ~ .. ..
Demostracién. En efecto, sea A —2—+ A otro morfismo en C tal que cumple (i) de la Definicion ?2.
. . la .
Entonces, 14 = 14 044 = i 4. Por tanto, A —= A es tinico. T
.. . F . . .

Definicion 1.2. Sean A y B categorias. Diremos que A ——— B es un funtor covariante si consiste de lo

siguiente:

1. Una regla,
|A| — |B],

tal que asigna a cada objeto A de A exactamente un objeto F'(A) de B.
2. Para cualquier par A, A’ de objetos de A, una regla,
A(A,A") —— B(F(A), F(4))

tal que asigna a cada morfismo f € A(A, A”) exactamente un morfismo F(f) € B(F(A), F(A")).
De tal forma que se cumplen los siguientes axiomas:

(i) Para cualquier par de morfismos f € A(A, A")y g e A(A", A"),

Fgo f) = F(g) o F()
(ii) Para cualquier A objeto de A,
F(14) = 1p(a).

. F - . . .
Notacion 1.2. Sea A ——— B un funtor covariante. Denotaremos la accion de F' tanto en objetos como

en morﬁsmos PO?'I
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FA L Ay = rray 29 pean

Sean A, B categoriasy A —£ + B un funtor. En cada uno de los siguientes ejemplos entender-
emos por (I) la regla que manda objetos de A en objetos de By por (1) la regla que manda morfismos

de A en morfismos de B.
Ejemplos 1.2. I Set —2— Set | llamado funtor conjunto potencia:

|Set| — |Set]
]
A —  P(A)
(1) Si A, A" € |Set|, entonces:
Set(A,A")  —  Set(P(A),P(A"))
At s pay 29 pay

/ Id . .
2. Sea C una categoria. C —=¢5 C , llamado funtor identidad en C:

cl — €]
@
A — A
(1) Si A, B € |C|, entonces:
C(A, B) — C(A, B)

A%B — A%B

3. Sean A, B, C categorias y consideremos los funtores A —£.,B , B G0 AL ,

llamado funtor composicién:
Al — C|
(1)
A — G(F(A))
(1) Si A, A" € | A|, entonces:
A(AA) — C(G(F(A)),G(F(A)))
AL ) ST R

Definicion 1.3. Sean A y B categorias. Diremos que A ——— B es un funtor contravariante si consiste

de lo siguiente:
§

1. Una regla,

|A| — |B|,
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tal que asigna a cada objeto A de A exactamente un objeto F'(A) de B.

2. Para cualquier par A, A’ de objetos de A, una regla,
A(A,A') —— B(F(A'), F(4))

tal que asigna a cada morfismo f € A(A, A") exactamente un morfismo F(f) € B(F(A'), F(A)).

De tal forma que se cumplen los siguientes axiomas:
(i) Para cualquier par de morfismos f € A(A, A") yg e A(A', A”),
F(go f)=F(f)e F(g).
(ii) Para cualquier A objeto de A,
F(14) = 1pa).
Ejemplos 1.3. 1 Set 2= Set , llamado funtor imagen inversa:

|Set| — |Set]
(1)
A — P(A)
(1) Si A, A" € |Set|, entonces:
Set(A,A") —  Set(P(A"),P(4))
AL Py I8 pa)
Y —— fLY]

/ . . . A(-A
2. Sean A una categoriay A € | Al fijo arbitrario. A A Set :

A —  |Set]
B +— A(B,A)
(1) Si B, B’ € |A|, entonces:
AB,B) — Set(A(B', A), A(B, A))

B-1.p s AwB,a) 25, (B, 4)

(I

o
B —9 43 A s B2,y
Convencion 1.1. De aqui en adelante la palabra funtor (funtores) significara funtor covariante (funtores

covariantes).

Definicion 1.4. Sean F,G : A ——= B dos funtores. Una transformacion natural

a:F— G
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entre los funtores F'y G es una clase de morfismos (aq : F(A) —— G(A))aeca de B indexada por los

objetos de A de tal forma que para cada morfismo f: A —— A’ de A, aar o F(f) = G(f) o ava.

Proposicion1.2. Sean F,G,H : A E; B tresfuntoresy a: FF =——= G, f:G == H dos
transformaciones naturales. Entonces, la formula (8 o a)a = B4 o s define una nueva transformacién

natural foa: F =—= H .

Demostracién. Sea f: A —— A’ un morfismo de A. Observemos el siguiente diagrama:

En efecto, para cada A objeto de A, sea (Boa)a = Baoaa: F(A) —— H(A) . Asi, tenemos:

(Boa)aro F(f) = (Baroaa)o F(f)=Paro(aa oF(f)=PBao(G(f)oaa)=
(BaroG(f))oan=(H(f)oBa)oaa=H(f)o(Baoaa)=H(f)o(Boa)a.

Por tanto, (8 0 @) 4 = B4 © as define una nueva transformacion natural foa: F —= H .

Defiicion 1.5. Sean F,G : A ——= B dos funtores contravariantes. Una transformacion natural
a:F=—G

entre los funtores F' y G es una clase de morfismos (g @ F(A) —— G(A))aeca de B indexada por los

objetos de A de tal forma que para cada morfismo f : A —— A’ de A, G(f) o aar = s o F(f).
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F(A) —24  G(A)
F(f) G(f)

F(A) — 24 G(4)

Definicion 1.6. 1. Sean F,G: A ——= B dos funtores. Una transformacion natural o: F —= G

se dice que es una cquivalenciu natural si existe otra U‘ansformacién natural ¢ : G == F tal que

para todo A objeto de A, ap : F(A) — G(A) es un isomorfismo con inverso o4 : G(A) —
F(A).

2. Siexisten funtores F': A —— B y G:B —— A tales que F' o G es naturalmente equiva-

lente al funtor identidad Idp : B —— B y Go F es naturalmente equivalente al funtor identidad

Idg: A —— A diremos que las categorias A y B son equivalentes.
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Capitulo 2

Algebra Conmutativa

2.1 Anillos, morfismos e ideales

El concepto de anillo se model6 a partir de las propiedades familiares del conjunto de enteros Z y sus
propiedades aritmérticas elementales, la suma y el producto. Otro modelo importante fue el conjunto
de polinomios con coeficientes en Q (o en R o en Z) con la suma y producto usuales. Por tanto, aqui
damos la definicion de anillo conmutativo con uno y todo nuestro trabajo posterior estara basado en

ella. Dicho lo anterior, hacemos la siguiente:
Convencion 2.1. En este trabajo la palabra anillo significara anillo conmutativo con uno.

Definicion 2.1. Un anillo (A, +, -) es un conjunto no vacto A junto con dos operaciones, suma (4) y producto

(),

+:Ax A= A

T AX A=A
que satisfacen las propiedades siguientes:

1. (A, +) es un grupo abeliano.
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2. El producro - es asociativo.
3. El producto - es conmutativo.

4. La suma y el producto se relacionan mediante la siguiente propiedad distributiva:
a-(b+c)=a-b+a-c

para cualesquiera a, b, c € A.

5. Existe un elemento, denotado por 1, en A tal que

para todo a € A.

Notacion 2.1. Si (A, +, ) es un anillo, generalmente, lo expresaremos solo escribiendo A es un anillo. Ademas,

sia,b € A, para el producto, escribiremos ab en lugar de a - b.

Ejemplos 2.1. 1L (Z,+,-), (Q,+,-), (R,+,-) y (C,+,") son anillos, donde + y - son la suma y

pTOdUCEO usalcs, COTTCSPOHdi(anCS.

2. Seam > 1 un entero. Decimos que a,b € Z son congruentes médulo n, denotado por a = b mod
n, si nja — b. Afirmamos que la congruencia médulo n es una relacién de equivalencia. En efecto, es
reﬂexiva porque sia € 7Z, n|a —a = 0, es decir, a = a mdéd n. Es simétrica, pues sia,b € Z
con a = b mdd n, se tiene que nja — b, entonces & — b = In, para algin | € Z, y esto implica que
—(In) = —(a—0b) = b—a = (=1)n, con = € Z, entonces se cumple que n|b — a, es decir,

= a mod n. Es transitiva porque si a,b,c € Z son tales quea = b modn yb=c mod n, que es
equivalente a que nla — by n|b — ¢, que a su vez equivale a que a — b = rn para alginr € Z y
b—c = snparaalgins € Z, entonces (r + s)n =rn+sn=a—-b+b—c=a—c con
T+ 8 € Z, entonces nja — ¢, es decir, & = ¢ mod n. Por tanto, la congruencia modulo m particiona
a Z en subconjuntos disjuntos, llamados clases residuales de enteros modulo n. Asi, sia € Z, a la
clase residual modulo n a la que pertenece la denotaremos por @, cona = {x € Z |z = amod n
t={zxe€Z|njzr—a}t={x€Z|z—a=rnpaaaginr € Z} ={a+mrn|r e Z}.
Ademds, @ = bsiia = bmdd n. Luego, con Z / nZ. denotemos al conjunto que contiene a estas clases
residuales médulo n. Ahora, se afirma que Z/nZ = {0,1,...,n — 1}, pues sia € Z/nZ, entonces
a € @y por el algoritmo de la division, existen unicos q,r € Z tales que a = gn+1,con0 < r < n,

lo que implica quea —1 = qn,con0 < r < n, entonces @ = 1 modn, con 0 < 7 < n; es decir,

10
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a="T,cn0 <r <mn,cnoncesa € {0,1,...,n—1}. Por tltimo, definimos una suma y un
producto en Z/nZ de la siguiente forma:

Suma:

+: Z/nZXZ/nZ — Z/nZ

(a,b) — a+b=a+b
Producto:

Z/nZ x Z/n7Z — Z/nZ
(a,b) — ab=ab
Ast, (Z/nZ,+, ) es un anillo.

3. Sean X un conjunto no vacto y A un anillo. Deﬁnimos el conjunto AX como:
AX ={f: X = A f es funcién }.

Ahora, definimos una suma y un producto en A como sigue:

Suma:
i AN xAX AX
(fr9)  — (f+9)@)=f(2)+g(x)
Producto:
AX x AX AX
(f9)  — (fo)(x) = fz)g(x)

Ast, (A% +,-) es un anillo.

Demostracion. Solo se demostrara 3.

(1) 4+ esta bien definida:

Es claro.

(ii) + es asociativa:
Sean f,g,h € AX. Luego, si x € X, entonces ((f + g) + h)(x) = (f + g)(z) + h(z) =
(f(2) +g(x)) + h(x) = f(z) + (9(x) + h(z)) = f(2) + (9 + k) () = (f + (9 + h)) ().
Por tanto, (f +g) +h=f+ (g +h).

11
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(iii) + es conmuctativa:
Sean f, g € AX. Ahora, si z € X se tiene que (f + g)(x) = f(z) + g(z) = g(z) + f(z) =
(9 + f)(@). Luego, f+9 =g+ [.

(iv) Existe neutro aditivo, 0:
Sea0: X — A x — 0. Entonces, 0 € AX. Ahora, si f € AX yz € X, se tiene que

(f+0)(x) = f(z)+0(x) = f(x) + 0 = f(x). Por tanto, f + 0 = f.

(v) Existe inverso aditivo para cualquier f € AX:
Sea f € AX. Ahora,si —f : X — A 2 — —f(x), entonces —f € AX y f + (—f) = 0.
En efecto, que —f € AX es claro. Ahora, si z € X, se tiene que (f + (—f))(x) = f(x) +
(=h)(x) = f(z) + (=f(x)) = 0y 0(x) = 0, entonces (f + (=f))(x) = 0(x). Lucgo,
f+(=f =0

(vi) - esta bien definido:

Es claro.

(vii) - es asociativo:
Sean f, g, h € AX. Luego,siz € X, entonces ((fg)h)(x) = (fg)(z)h(x) = (f(x)g(x))h(x)
= f(2)(g9(@)h(z)) = f(x)(gh)(z) = (f(gh))(z). Por tanto, (fg)h = f(gh).

(viii) - es conmutativo:
Sean f, g € AX. Ahora,siz € X, se tiene que (fg)(z) = f(z)g(z) = g(z)f(z) = (9f)(z).

Luego, fg = gf.

(ix) Existe neutro mu]tiplicativo, 1:
Seal: X — A,z — 1. Entonces, 1 € AX. Ahora,si f € AX yx € X, se tiene que

(fD(2) = f(2)1(z) = f(2)1 = f(2). Por tanto, f1 = f.

(x) - se distribuye sobre +:
Sean f,g,h € AX. Luego, siz € X, se tiene que (f(g + h))(x) = f(x)(g + h)(z) =
f@)(g(x) + h(z)) = f(x)g(x) + f(x)h(z) = (fg)(x) + (fh)(2). Luego, f(g + h) =
fg+ fh.

Por tanto, (AX, +, ) es un anillo.
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AhOI'Zl unas propiedades que Cumplen 105 elementos de un ani“o:

Proposicion 2.1. Sea A un anillo. Entonces para todo a,b € A, se cumplen:

1. a0 =0.

5. Paratodon € Z*, (a + b)™ (n) a'b" ",
i
=0

7

Definicion 2.2. Sea A un anillo.
1. Unelemento a € A\ {0} se llama un divisor de cero si existe b € A\ {0} tal que ab = 0.
2. Unelementouw € A\ {0} se llama una unidad de A si existe v € A tal que uv = 1.
3. Un campo k es un anillo tal que todos sus elementos distintos de cero son unidades y 1 # 0.
4. Un dominio entero D es un anillo tal que no tiene divisores de ceroy 1 # 0.

Ejemplos 2.2. 1 El anillo Z no tiene divisores de cero y sus unidades son solo 1y —1.
2. Los anillos (Q,+,-), (R, +,-) y (C, 4+, -) son campos.
3. Enelanillo Z/AZ, 2 es un divisor de cero; 2 # 0y 2 -2 = 0.

4. Enelanillo RO = {f :[0,1] — R| f es funcion } sus unidades son las funciones que no son cero
en todo elemento de su dominio, pues si f () # 0 para todo x € [0, 1], entonces si g : [0,1] — R
es tal que g(x) = (f(2))™" para todo x € [0,1], se tiene que f(z)g(x) = f(2)(f(x))" =
1 = 1(x), para todo x € [0,1]. Ademds, si h € RIOW es cal que h(z) # 0 para algin x € [0, 1],
0 si h(z)#0
entonces h es un divisor de cero, pues sil € R la definimos como I(x) = ,
1 si h(z)=0
se tiene que [ no es la funcién cero y hi(x) = 0, para todo x € [0, 1], entonces h es un divisor de cero.
Notacion 2.2. Si A esun anilloy a € A\{0} es una unidad, entonces su inverso multiplicativo es unico,
pues si u,u’ € A son tales que au = 1 = aw/, entonces u = lu = (va)u = v/'(au) = vl =/, ylo

anOl’dl’CWlOS pOT a_l.

13
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. . ..
AhOI'Zl veamos una caracterizacion de ]OS dOTTllTllOS enteros:

Proposicién 2.2. Sea D un anillo no cero. D esun dominio entero si y solo si para cualesquiera a, b € D\{0},

ab # 0.

Demostracion. (=) Si a,b € D\{0} son fijos arbitrarios, entonces, en particular, @ no es un divisor
de cero, por lo que ab # 0.

(«<=) Por contradiccion. En efecto, si a € D\{0} fuera un divisor de cero, existiria b € D\{0} tal
que ab = 0, pero por hipdtesis, ab # 0, porque a,b € D\{0}, entonces 0 # 0, contradiccion. Asi,

D no tiene divisores de cero; es decir, D es un dominio entero.

Proposicion 2.3. Seap > 1 un entero. El anillo Z /pZ es un dominio entero si y solo si p es un nitmero primo.

Demostracion. (=) Por contradiccion. Sip = ab,conl < a < py1l < b < p,entonces@ # 0y
b # 0. Luego, 0 = m = ab = @b. Asi, @ (0 b) es un divisor de cero de Z/pZ, contradiccion. Por

i .
tanto, P €s un numero primo.

(«<=) Supongamos que p es un nimero primo y sean @,b € Z/pZ tales que ab = 0. As, ab=0 y

= 0. Por tanto, por

=l

por tanto plab, pero como p es un nitmero primo, p|a o p|b, es decir, @ = 0o

la Proposicion ??, Z /pZ es un dominio entero.

Proposicion 2.4. Sea A un anillo. Si a € A es un divisor de cero, entonces a no es una unidad de A.

Demostracion. Por contradiccion. En efecto, supongamos que @ € A\{O} es una unidad, entonces

au = 1 para algin u € A. Ademas, existe b € A\{0} tal que ab = 0. Luego, ab = 0 implica que

0 = u0 = u(ab) = (ua)b = 1b = b, entonces b = 0, concradiccion. Por tanto, @ no es una unidad

de A.

Corolario 2.1. Si k ¢s un campo, entonces k es un dominio entero.

El reciproco del corolario anterior en general no es cierto, pues Z es un dominio entero y no es

campo, pero si D es dominio entero finito, se cumple:

14
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Proposicién 2.5. Si D es un dominio entero ﬁniro, entonces D es un campo.

Demostracién. Sea a € D\{0}. Ahora, consideremos la funcién f, : D — D tal que fo(z) = az,
para todo & € D. f, es inyectiva, pues si z,2" € D son tales que fo(z) = fo(2), se cumple
que a(x — x’) = 0, por lo que & = &', por la Proposicion 2. f, es sobreyectiva, de lo contrario,
si fa[D] # D, entonces fo|/!Pl : D — f,[D] seria una biyeccion, por lo que D tendria un
subconjunto propio con la misma cardinalidad, entonces D es infinito, contradiccion. Asi, fg es
biyectiva. Luego, para 1 € D existe un tmico € D tal que 1 = f,(z) = az. Asi, a es una unidad.

Por tanto, D es un campo.

Proposicion 2.6. Sea p > 1 un entero. El anillo Z /DZ es un campo si y solo si p es un numero primo.

Demostracién. (=) Si Z/pZ es un campo, por el Corolario ??, Z/pZ es un dominio entero, y por la
Proposicion ??, p es un nimero primo.
(<=) Si p es un nimero primo, por la Proposicion ??, Z,/pZ es un dominio entero, que es finito,

entonces por la Proposicion ??, Z/pZ es un campo.

Definicion 2.3. Sea A un anillo. Un subconjunto S de A es un subanillo si:

1L 1esb.
2. Sia,b €S, entoncesa —b € S.
3. Sia,b €S, entonces ab € S.
Ejemplos 2.3. 1. Si A es un anillo, A es un subanillo de si mismo.
2. Sesabe que Z C Q C R C C, inclusién de subanillos.
Observacion 2.1. Si A es un anillo y {S}jea es una familia de subanillos de A, entonces A := ﬂ S si
JEA

A=0.

Proposicion 2.7. Sean A un anillo y {S;};ca una familia de subanillos de A. Entonces, m S es un
JEA
subanillo de A.
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Demostracion. Si A = ), ﬂ S; = A, que claramente es un subanillo de A. Ahora, supongamos que

JEA
A # 0. En efecto, primero, ﬂ S; € Aporquesiz € ﬂ S;, sc tiene que & € S paratoda j € A,
JEA JEA

pero S; € A paratoda j € A, entonces x € A. Ahora, 1 € ﬂ S, pues como S es un subanillo
JEA
de A, paratodaj € A;1 € S paratoda j € A. Luego,sia,b € m S, se cumple que a,b € §;
JEA
paratoda j € A, entonces a — b € S; paratoda j € A; es decir,a — b € ﬂ S;. Por tltimo, si
JEA
a,b e ﬂ S, se cumple que a,b € S para toda j € A, entonces ab € S;j paratoda j € A, con lo

JEA
que ab € ﬂ S;. Por tanto, m S, es un subanillo de A.
JEA jeA

Corolario 2.2. Sea A un anillo y B un subconjunto de A. Entonces, existe un anillo mds pequerio que contiene

aB.

Demostracion. Sea Fp := {S C A| S essubanillode Ay B C S}. Ahora, Fg # 0; A € Fp. Luego,
por la proposici(’m anterior, ﬂ Fp es un subanillo de A y contiene a B. Ademais, es claro que es el

anillo mas pequefio que contiene a B.

Al anillo que hace refencia el corolario anterior le llamaremos subanillo de A generado por B.

Definicion 2.4. Sean A un anillo, S un subanillo de Ay R un subconjunto de A. Ahora, sea F = {S" C A
| S” es un subanillode Ay S, R C S"}. Definimos el subanillo de A generado por S'y R, denotado por S[R),

como

S[R] = F.
Observacion 2.2. 1. La familia F,dela dcﬁnicién anterior, es no vacia porque A € F.

2. Por la Proposicion ?, S[R] es un subanillo de A. Ademds, S, R C S[R], por definicién. Asi, S[R] es

Cl subanillo 1nd5 pL’unﬁO que contiene a S y R.

Notacion 2.3. Si A es un anillo, S un subanillo de Ay R = {a1,aq, ..., 0y} un subconjunco finito de

A, denotaremos a S[R] como S[ag, aa, . .., o).

Proposicién 2.8. Si A esun anillo, S un subanillo de A y o € A, entonces
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Sla] = {s00” + s1a' + -+ spa” [n € ZT U{0} y s0,..., 50 € S}

Demostracion. Ver (2, 1.11 Lema)

Definicion 2.5. Sean K un campo y k un subconjunto de K. Diremos que k es un subcampo de K si:

1. k es un subanillo de K.
2. a=t € k siempre que a € k\{0}.
Ejemplos 2.4. 1. Q es un subcampo de RR.
2. R es un subcampo de C.
385K :={a+ b2 | a,b € Q}, entonces Q C K C R, inclusién de subcampos.

Definicion 2.6. Si K es un campo y k es un subcampo de K, diremos que K es una extension de k, lo cual

serd denotado por K / k.

Observacion 2.3. 1. Por la definicion anterior, se observa que K es un k-espacio vectorial. En efecto,
como K, en particular, es un anillo, K es un grupo abeliano aditivo. Luego, al multiplicar por un escalar
A € k, un elemento v € K, se considera A € K, entonces A\v € K sera el producto de K, por lo que

se cumplen los axiomas de espacio vectorial.

2. Si K /k es una extension de campos, entonces a la dimension de K como k-espacio vectorial le llamaremos

grado de la extension, lo cual se denotard por [K : k). Asi, [K : k| puede ser finita o infinita.
Ejemplos 2.5. I [R:Q] =oc
2 [C:Rj=2
3. SiK :={a+bv2|a,bec Q},entonces [K : Q] = 2.

Proposicion 2.9. Sean K un campo y {F;}jea una familia de subcampos de K. Entonces, m Fj esun

JEA
subcampo de K.
Demostracion. En efecto, por la Proposicion ??, ﬂ Fj es un subanillo de K. Luego, si A = 0,
JEA
ﬂ F; = K, que es campo. Ahora, supongamos que A # ). En efecto, si a € ﬂ Fj,a € F}
JEA JEA
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para toda j € A, por lo que a~le F; para toda j € A, entonces a”le ﬂ F;. Por lo anterior,
JEA

m F; es un subcampo de K.

JEA

Definicién 2.7. Sea K un campo.

1 A la i?’lfCTSt’CCi(Sﬂ kj dC EOdOS ZOS subcampos dC K lC llamm‘cmos Cl campo primo de K.

2. Si k es un subcampo de K, X es un subconjunto de K y F := {F C K | F es un subcampo de K
v k, X C F'}, entonces se define el subcampo de K obtenido adjuntando X a k, denotado por k(X),

como

k(X)=(F.
Observacion 2.4. 1. La familia F, de 2. de la definicién anterior, es no vacia porque K € F.

2. Por la Proposicion 72, k(X) es un subcampo de K. Luego, k(X)) es el subcampo mas pequerio que
contiene a k y X. Ademds, si X es un subconjunto finito de K, con mas de un elemento, k(X)/k sera
llamada extension finitamente generada de k y si X contiene exactamente un elemento, k(X)) /k sera

llamada extensidn simple de k.
Notacion 2.4. Si K es un campo, k un subcampo de K y X = {a1, ..., } un subconjunto finito de K,
denotaremos a k(X)) como k(au, ..., ap).
Mas adelante, una vez que hayamos introducido el anillo de polinomios, continuaremos con nues-

Y .
tra exposicion sobre extensiones de ¢ampos.

Ahora, lo que nos ocupa es relacionar anillos, es decir, dados A y B anillos, los relacionaremos
mediante funciones que “respeten” su estructura. A tales funciones les llamaremos homomorfismos

de anillos. Dicho lo anterior, comenzamos con la siguiente:

Definicion 2.8. Sean Ay B dos anillos. Diremos que una funcion f : A — B es un homomorfismo de

anillos, mas brevemente morﬁsmo de anillos, si:

1 fla+d) = f(a)+ f(d'), paractodo a,a’ € A

2. f(ad') = f(a)f(d'), paratodo a,a’ € A.
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3 f(1) =1

Ejemplos 2.6. I La funcién cero, 0 1 A — {0}, es un homomorfismo de anillos, el homomorfismo

cero.

2. Si B es un subanillo de A, la funcion inclusion, ¢ : B — A definida por t(x) = x, es un homomor-
fismo de anillos. Ast, en particular, la funcion identidad en A, Ida : A — A, es un homomorfismo
de anillos.

4. La funcion conjugacion compleja, () : C — C definida por ()(a + ib) = a +ib = a — ib, es un

homomorfismo de anillos.

5. Sean > 2un entero. La funcion f : Z — Z/nZ, definida por f(m) = m, es un homomorfismo

de anillos.

6. Sea A un anillo. La funcion g : Z — A, definida por

nl st n>0

gn)=14 0 si n =0 ,esunhomomorfismo de anillos.

(=n)(=1) st n<0
Proposicion 2.10. Sea f : A — B un morfismo de anillos. Entonces:
1 f(0)=0.
2. Paratodoa € A, f(—a) = —f(a).
3. Paratodon € Zytodoa € A, f(na) =nf(a).
4. Paratodomn € Z* ytodoa € A, f(a™) = f(a)™

5. Sia € A es una unidad, entonces f(a) es una unidad y f(a=t) = f(a)~t Mds ain, sia € Aes

una unidad, entonces f(a=™) = f(a)™™ para todon > 1 entero.
6. Sig: B — C es un homomorfismo de anillos, g o f : A — C es un homomorfismo de anillos.
Definicion 2.9. Sean A, B anillosy f : A — B un morfismo.

1. Diremos que f es un isomorfismo si existe un morfismo f =1 : B — Atalque f~ o f = Iday

fof t=1Idg.
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2. Diremos que A y B son isomorfos, lo cual se denotara por A = B, siexiste un isomorﬁsmo entre ellos.

3. Elnicleo de f, denotado por ker(f), es el conjunto
ker(f)={a€ A| f(a) = 0}.
4. Laimagen de A bajo f, denotada por f[A], es el conjunto

flA] ={be B|b= f(a) paraalgina € A}.

Proposicion 2.11. Sea f : A — B un morfismo de anillos. Se cumplen:

1. f es isomorfismo si y solo si fes biyectivo.
2. f esinyectivo siy solo si ker(f) = {0}

3. f[A] es un subanillo de B.

Demostracién. 1. (=): Si f es un isomorfismo, entonces f, por definicién, tiene inverso izquierdo
e inverso derecho, por lo que f es inyectivo y suprayectivo. Luego, f es biyectivo. (<=): Si f es
biyectivo, entonces existe una funcién inversa f=! 1 B — Atalque fo f7' = Idgy f~'o
f = Ida. Demostremos que f~1 es morfismo. En efecto, si x,y € B, entonces f~(z + y) =
U@+ ) =G @+ W) = @)+ 7 w), [ ay) =
SRS @)W = U@ W) = f @) (y) y £(1) = 1implica que
1

= f7H(f(1)) = f7L(1). Asi, f~1 es morfismo. Por tanto, f es isomorfismo.

2. (=): Sia € ker(f), entonces f(a) = 0, pero también f(0) = 0, entonces f(a) = f(0),
pero f es inyectivo, entonces a = 0. Luego, ker(f) C {0}. Ast, ker(f) = {0}. (<): Sia, b€ A
y f(a) = f(b), entonces 0 = f(a) — f(b) = f(a —b), esdecir,a — b € ker(f) = {0}, entonces

a — b =0, es decir, @ = b. Por tanto, f es inyectivo.

3. Primero, por definicién, f[A] C B. Ahora, como f(1) = 1, entonces 1 € f[A]. Luego,
siz,y € f[A], entonces ¢ = f(a), paraalgina € A, yy = f(b), para algin b € B. Asi,
z—y=fla)— f(b) = fla—b),cona—be A yzxy = f(a)f(b) = f(ab), conab € A, entonces
x —y € flA]yxy € f[A]. Por tanto, f[A] es un subanillo de B.
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Ejemplos 2.7. 1. Si B es un subanillo de A, entonces el morﬁsmo inclusion, ¢ : B — A, b — b, es

inyectivo.

2. Si A es un anillo, entonces el morfismo identidad en A, Id 4 : A — A es un isomorfismo.

3. Consideremos el morfismo conjugacion compleja, () : C — C, a + ib — a — ib. Entonces, () es
un isomorfismo.
Ahora defiiremos un tipo especial de subconjuntos de un anillo A.

Definicion 2.10. Sea A un anillo. Diremos que un subconjunto I de A es un ideal de A si:

1L 0el
2. Sia,b e I, entoncesa+b € 1.
3. Sia€ Aybe I, entoncesab € 1.
Ejemplos 2.8. 1. Si A es un anillo, entonces Ay {0} son ideales de A, llamados ideales triviales de A.

2.8if: A — Besunmorfismo de anillos y J es un ideal de B, entonces f~1[J] := {a € A |
f(a) € J} es un ideal de A.

3. Sif: A — Besunmorfismo deanillos sobreyectivo e I es unideal de A, entonces f[I] := {f(a) €
B|a € I} esunideal de B.

4. Si f: A — B es un morfismo de anillos, ker(f) es un ideal de A.

5. Sin € Z, entonces nZ = {nm | m € Z} es un ideal de 7.

Demostracion. 1. Es claro.

2. Enefecto,0 € f~1[J]porque f(0) = 0 € J. Ahora,siayb € f~1[J], entonces f(a)y f(b) €
J, pero como J es un ideal de By f es un morfismo de anillos, f(a +b) = f(a) + f(b) € J,
asta+b € f1[J]. Por dltimo,sia € Ayb € f1[J], entonces f(a) € By f(b) € J, pero
como J es un ideal de By f es un morfismo de anillos, f(ab) = f(a)f(b) € J lo que implica
que ab € f71[J]. Por tanto, f1[J] es un ideal de A.

3. Por definicion, f[I] C B. 0 € f[I] porque f(0) = 0y 0 € I. Si f(a), f(b) € f[I] para

algunos a,b € I, entonces f(a) + f(b) = f(a +b) € I porque a + b € I. Por dltimo, si
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b€ By f(a) € f[I], entonces existe ¢’ € A tal que f(a’) = by f(a) € f[I], por lo que
bf(a) = f(a')f(a) = f(a’a) € f[I] porque a’a € I. Por tanto, f[I] es un ideal de B.

4. Notemos que {0} es un ideal de B, por 1.,y ker(f) = f~1[{0}], entonces, por 2., se tiene que
ker(f) esunideal de A.

5. Es claro.

Observacion 2.5. Si f : A — B es un morfismo de anillos e I es un ideal de A, en general f[I] no es
un ideal de B, pues basta considerar al morfismo inclusion ¢ : Z — Q y al ideal 27 de Z. En efecto,
L[2Z] = {2n | n € Z}. Ahora, si % € Qy 2n € 1[2Z], para algin n € Z, entonces %271 = 273, pero

% & 7Z, entonces %Qn ¢ 1[2Z). Luego, L[2Z] no es un ideal de Q.

Notacion 2.5. 1. Si A esun anillo e I es un ideal de A, entonces con I < A denotaremos que I es un

ideal de A y con I < A denotaremos que I es un ideal propio de A.

2. Dado A un anillo, con 0 denotaremos a {04} y con 1 denotaremos a {1}.

Proposicion 2.12. Sea A un anillo ¢ I un ideal de A. Entonces, para todon € Z*, a1, ...,a, € Ay
n n
bi,...,b, €1, Zaibi € 1. En particular, Zbi el
i=1 i=1

Observacion 2.6. Sean A un anillo ¢ I un ideal de A. Ahora, si1 € I, entonces [ = A. Mas atn, siu € T
es una unidad de A, entonces I = A. En efecto, para la primera parte, si 1 € I, entonces para cada a € A,
a=al €1 Asi, A C I Luego, A= I. Por ultimo, siw € I es una unidad de A, existe u™' € A tal que

1 =wu"tu € I Asi, por lo anterior, A = I.
Convencion 2.2. Si A es un anillo yIes la familia vacta de ideales de A, entonces ﬂ I':=A
Proposicion 2.13. Sean A un anillo y I' una familia de ideales de A. Entonces, ﬂ T es un ideal de A.

Definicion 2.11. Sean A un anillo y X un subconjunto de A. SeaT' := {I C A | I esunidealde Ay

X C I}. Definimos el ideal generado por X, denotado por (X), como

(X)=T.

Observacion 2.7. Por la Proposicién 2, (X)) es un ideal de A. Ademds, como X C I para todo I € T,

X C (X). Por tltimo, (X) es el ideal mas pequeiio que contiene a X.

Proposicién 2.14. Sean A un anillo y X C A. Se cumplc:

22



2.1. ANILLOS, MORFISMOS E IDEALES

{Zajxj|aj€A,xjeX} sie X #£0

finita

(X) =

0 si X=10

Notacion 2.6. Si X = {x1, T2, ..., xp esun subconjunto finito de A, denotaremos a (X) como (21, ..., 25)
3y lo llamaremos ideal generado por 1, T2, ..., Ty En particular, si X = {x1}, entonces (X) = (x1) tiene

un nombre especial, ideal principal generado por 1.

Observacion 2.8. Sea A un anillo. Entonces, A y 0 siempre son ideales principales, ya que A = (1) y
0= (0).

Proposicién 2.15. Consideremos al anillo Z. Entonces, todo ideal I de Z es principal.

Demostracién. Sea I un ideal de Z. Ahora, si I = 0, entonces I es principal. Supongamos que I # 0,
entonces existe m € Z NI. Luego, por el principio del buen orden, I tiene elemento menor, digamos
n. Asi, se afirma quel = (n) (g): Siz € I, entonces, por el a]goritmo de la division, existen tmnicos
q,7 € Ztales que x = gn +7,con 0 < 7 < n. Ahora, si0 < r < n, entoncesr =z — gn € 1, lo
cual no puede pasar, pues 1 es el elemento menor de I. Asi, 7 = 0y por tanto z = ¢gn € (n). (2): Si
In € (n), paraalginl € Z, entonces, comon € I e I esideal de Z, entonces In € I. Luego, I = (n).

Por tanto, todo ideal I de Z es principal.

Definicion 2.12. Sea A un anillo.

1. Si Iy J sonideales de A, definimos el producto de I y J, denotado por I1.J, como
IJ:={ablael,be J}).

2. Si{I;}jen esuna familia de ideales de A, definimos la suma de la familia, denotada por Z I, como
JEA

Proposicién 2.16. Sea A un anillo. Se cumplcn:

1. Si Iy J son ideales de A, entonces
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{Z ajbjajel,bjeJ} si {ablacT,be J}#0
finita

1J =
0 si {ablacel,beJ} =0

2. Si{I;}ica esuna familia arbitraria de ideales de A, entonces
VENIS] )

n
{Zaijxij|n€Z+, a;; € A,z 6]1-2} si X#£0

j=1

0 si X=0

Observacion 2.9. Sea A un anillo.

1. Si Iy J sonideales de A, entonces IJ C I, J y porlotanco IJ C I N J.
2. Si {Ij }jeA es una familia arbitraria de ideales de A, entonces 1; C Z I, para todo j € A.
JEA
Definicion 2.13. Sea A un anillo y F := {I;}cz+ una familia de ideales de A. Diremos que F es una

cadena ascendente en A, si F ¢s una cadenaen (A, C)ely CIhb, C---C I, C---.

Proposicion 2.17. Sea Aun anilloy {I;} ;ez+ una familia de ideales de A tal que es una cadena ascendente,
entonces J 1= U I, <A

n>1
Demostracion. (1) 0eJ.

Porque 0 € I, paratodo j € Z7.

(ii) Sia,b € J,entoncesa+0b € J.
Sia,b € J,existenl,m € ZT talesque a € I; yb € I,,. Ahora,l < mom < [ Sin
pérdida de generalidad, supongamos que I < m. Entonces, I} C I,,. Asi, a,b € Iy, entonces

a+be I, Portanto,a+b e J.

(iii) Sia € Ayb € J, entonces ab € J.
En efecto,sia € Ayb € J, entoncesa € Ayb € Iy, paraalgin k € Z™. Luego, ab € I,
paraalgin k € ZT. Asi, ab € J.

Por tanto, J = U I, < A.

n>1
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Definicion 2.14. Sea A un anilloe I < A. Dcﬁnimos el radical de I, denotado por \/j, como

VI={ac Alexistek € Z cona® € T}.

Proposicion 2.18. Sean A un anillo e I < A. Entonces, I C \ﬁy VI <A

Demostracion. Primero, I C \ﬁporque sia € I =1NAentoncesa € Ay a' € I. Ahora, veamos
que VI< A En efecto, por la definicion de \/T, VIC A Ademas, como I C \/T, 0 € VI. Ahora,
sean a,b € \ﬁy ¢ € A, entonces existen k y [ enteros positivos tales que ak bt eI Supongamos,

sin perdida de generalidad, que & < 1. Asi,

(1) a+b€\ﬁ:

Afirmamos que (@ + b)**! € I. En efecto, por 5. de la Proposicion 72,

it
(a+ byt =3 <k + l> aipFi—i

=0 v
Ahora, si i < k, tenemos que [ < k 4 [ — 4, entonces se cumple que atbFti—i
= (a®*)b! € I. Luego, por la Proposicion 7?,
k—1
kE+1\ .
Z < - >azbk+lz el
=0 t
Ahora, si k < 4, tenemos que a'bFH 1 = aFal=kphHI=i = gk (g kpFH=t) € . Ast por la

Pr()p()sicién 7,

k+1
k+1\ .
E ( + )azbk+lz el
1

i=k

Luego,

k—1 k+1
kDN ki k1N irrii
Z(Z_)ab +Y° ) el
=0 i=k
Por tanto, (a + b)k* € I.
(ii) be € VI
Porque (be)! = blel € I.

Asi, be € \/T
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Por tanto, VI < A.

Observacion 2.10. Sea A un anillo y consideremos 0 < A. En particular,
VO ={a € Alexistck € Z* cona® € 0} = {a € A existe k € ZT con a® = 0}
lo llamaremos nilradical de A, lo denotaremos por nil A y a sus elementos los llamaremos elementos nilpotentes

de A.

Definicion 2.15. Sea A un anillo.

1. Si I esun ideal de A, diremos que I es un ideal radical si I = VI
2. Si A no tiene elementos nilpotentes no nulos, diremos que A es reducido.

Proposicién 2.19. Sea A un anillo e I < A. Entonces, se cumplcn:

1. VT es un ideal radical.

2. VT es el menor ideal radical que contiene a I.

Demostracion. 1. Veamos que VI= \/\ﬁ .
(C) Por 1. la Proposicion 72, v/ T C VVI
(D) Seaa € \/ﬁ Demostremos que a € VT; es decir, a € Avya* € Iparaalgink € Z+.
En efecto, a € m implicaquea € Ay al € \ﬁpara alglin [ € Z7T, entonces a € A,
al € Ay (a")" € I paraalgin n € ZT, pero (a')" = a!" yIn € Z*, entoncesa € Ay
a™ e Iconln € Z*. Ast,a € VI. Luego, m c VI

Por tanto, v/ I es un ideal radical.

2. Sea J un ideal radical tal que I C J. Ahora,sia € V1, entonces a¥ € T paraalgin k € Z*,
entonces a® € J paraalgin k € Z; es decir, a € V' J = J. Por tanto, VI C J.

Ahora, generalicemos 2. de Ejemplos 7.
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Proposicién 2.20. Sean A un anillo ¢ I un ideal de A. Deﬁnimos la relacion congruencia modulo I en A

como: ¢ = bméd I siia — b € I. Entonces, la relacion congruencia modulo I es de equivalencia.

Demostracion. En efecto, es reflexiva porquesia € A;a —a = 0 € I, es decir, a = a mod 1.
Es simétrica, pues si a,b € A son tales que @ = b mdd I, entonces @ — b € I implica que I >
(=1)(a — b) = b — a, es decir, b = a mdd I. Es transitiva porque si a,b,¢ € Ay pasaque a = b
mod I yb =cmdd I, se tienequea—b e Iyb—cé€ I entoncesI 5 (a—b)+ (b—c) =a—c,

es decir, @ = ¢ mod I. Por tanto, la congruencia modulo I es una relacion de equivalencia en A.

Notacion 2.7. Sean A un anillo ¢ I un ideal de A.
1. Sia € A, denotamos a su clase residual médulo I, comoa +I. Asi, a+1 ={b€ A|b—a €
Il ={beA|ls=b—aparaalgins € I} ={a+s|se I}
2. Con A/I denotaremos al conjunto cociente de A por la relacién congruencia médulo I.

Proposicion 2.21. Sean A un anillo e I un ideal de A. Entonces, A/I es un anillo con las operaciones:

+: A/Ix A/l — AT - AlIx AT — AJI
(a+I,d+I) — a+ad+1 (a+I,a/+1I) — ad +1
Demostracion. (i) + esta bien definida:

Sean (a+1,a' +1I), (b+ 1,0/ +1I)e A/I x A/Italesque (a+1,a'+1I)= (b+ 1,0/ +1I).
Demostremos que ¢ +a’ + 1 = b+ + I. Enefecto,comoa+ I =b+Iyad' +1=¥b+1,
setienequea—b e Iya —bV €I, entoncesI 5 (a—b)+ (a0 =) =(a+a)—(b+7),
esdecira+a +1=0b+b +1.

(ii) 4+ es asociativa:
Seana+ I,b+1,c+1¢€ A/l Luego,(a+I+b+I)+c+I=(a+b)+I1+c+I=
((la+b)+c)+I=(a+b+e)+I=a+I+0b+c)+I=a+I+b+I+c+]I)

(iii) 4+ es conmutativa:

Seana+I,b+1 € A/l Entonces,a+I+b+I1=a+b+I=b+a+I=b+I1+a+1

(iv) Existe neutro aditivo, O:
Sea0: =0+ I. Ahora,sia+ I € A/I entoncesa+I+0+I=a+0+1=a+1I Por
tanto, 0 := 0 + I es el neutro aditivo de A/I.
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(vi)

(vii)

(viii)

(ix)

Existe inverso aditivo para cualquier a+1e€ A/I:
Seaa+1. Ahora,si —(a+1) := (—a)+1I,entoncesa+1+(—a)+1 = a+(—a)+1 = 0+1.
Luego, —(a + I) := (—a) + I es el inverso aditivo de a + I.

- esta bien definido:

Sean (a+1,a' +1I), (b+ 1,0/ +1I) € A/I x A/Tcalesque (a+1,a'+1I)= (b+ 1,0/ +1).
Demostremos que aa’ + 1 = bb' + I. En efecto, comoa+1 =b+1ya +1 = b +1, se tiene
quea—beIya —b €I entonces] 5> a'(a—b) =aa’ —a’bel 3b(a'—b)=ab—bV,

lo que implican que I 3 (aa’ — a’b) + (a’b — bb') = aa’ — b, es decir, aa’ + I =bb' + 1.

- es asociativo:
Seana+1,b+1,c+1 € A/I. Luego, (a+1-b+1)-c+1I = (ab)+I-c+1I = ((ab)c)+I =
(abe)+I=a+T -bc+I=a+I-(b+1-c+1).

- es conmutativo:

Seana+ I, b+ 1 € A/I Entonces,a+1-b+I=ab+I=ba+I=b+1-a+ I

Existe neutro multiplicativo7 1:
Seal:=1+41 Ahora;sia+1 € A/I, entoncesl+1-a+1=1a+ 1= a+I. Por tanto,

1:=1+ I es el neutro multiplicativo de A/I.

- se distribuye sobre +:
Seana+I,b+ 1, c+1¢€ A/l Luego,a+I-(b+1+c+I)=a+1-(b+c+1I)=
albt+e)+I=ab+ac+I=ab+T+ac+I=(a+1-b+I1)+(a+1-c+1)

Por tanto, de lo anterior, (A/I,+,-) es un anillo.

Observacion 2.11. Sean A un anillo ¢ T un ideal de A. Al anillo A/I le llamaremos anillo cociente de A

modulo 1.

Proposicion 2.22. Sean A un anillo e I un ideal de A. La funcion A —=— A/l ,a > a+ I, esun

morfismo de anillos suprayectivo. Ademas, ker(mw) = 1.

o/ . ™~
Demostracion. i) 7 es morfismo:

Sean a, b € A. Entonces:

e t(a+b)=(a+b)+I=(a+I)+(b+1I)=mn(a)+7w(b).
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o (ab)=(ab)+I=a+T1-b+1=m(a)- n(b).
. 7T(1A) =1la+1= 1A/I~
Por tanto, 7 es morfismo.

ii) 7 es suprayectivo:
Seaz+ 1 € A/l paraalginz € A. Ast, m(x) =z + I € w[A]. Por tanto, n[A] = A/I.

Por tanto, 7 es suprayectivo.

ii) ker(m) =1

ker(n) ={ac A|n(a)=0+I}={acAla+I=0+1}
={a€Alacl}=ANnI=1I

Luego, ker(m) = I.

Observacion 2.12. Sean A un anillo e I unideal de A. Almorfismo A —=» A/I le llamaremos morfismo

natural.

Proposicion 2.23 (Propiedad universal del anillo cociente). Sean A un anillo ¢ I un ideal de A. Con-
sideremos al morfismo natural A ——— A/I . Si ¢: A —— B es un morfismo de anillos tal que

I C ker(p), entonces existe un unico morfismo

p: A/l —— B

tal que o = .

./ ~ —_
Demostracion. Definamos @ como:

:AJT—— B

Y]

a+ I —— p(a)
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(i) @ esta bien definido:
Seana+I,a' +1€ A/l calesquea+ I =a'+I. Luego,a—a’ € I C ker(p),porlo que
0= pla—a') = pla) — p(a’), entonces pla + I) = p(a) = p(a’) = p(a’ + 1)
(ii) @ es morfismo:
Pues ¢ es morfismo.
(iii) @ es tnico:
Sea ¥ : A/T —— B morfismo tal que ) o @ = . Demostremos que ¥ = @. En efecto,

seaa+ I € A/I, entonces g(a + I) = p(a) = Y(n(a)) = ¥(a + I). Luego, = 9. Por

- I
tanto, @ es unico.

Corolario 2.3 (Primer teorema de isomorfismo). Si f : A — B es un morfismo de anillos, entonces

A/ker(f) = flA]

Demostracion. ker(f) es un ideal de A y consideremos el morfismo nacural A —" A/ker(f) ,

entonces, por la propiedad universal del anillo cociente, existe un tinico morfismo

f:A/ker(f) —— B

tal que fom = f.

A/ker(f)

Se afirma que f es inyectivo. En efecto, si a + ker(f),a’ + ker(f) € A/ker(f) son tales que
fla+1) = f(a’'+1),setiene que f(a) = f(a’), entonces f(a—a') = 0, es decir,a—a’ € ker(f),
de lo cual se implica que @ + ker(f) = a’ + ker(f). Ahora, f[A/ker(f)] = {b € B|b =

fla+ker(f)) = f(a) paraalgina € A} ={be€ B|b= f(a) paraalgina € A } = f[A]. Asi,
FITAL: AJker(f) — f[A] esunisomorfismo. Por tanto, A/ker(f) = f[A].
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Teorema 2.1 (Tercer teorema de isomorfismo). Sean A un anillo ¢ I, J ideales de A tales que I C J. Se

cumplen:

1 J/I:={a+1]|a€J}esunideal en el anillo cociente A/1.

2. (A/D))(J)T) = A)J.

Demostracién. 1.Sia+1 € J/I, paraalglina € J, entonces, como J C A, se tiene quea+1 € A/I.
Luego, J/I C A/I. Ahora, como 0 € J, entonces 0+ I € J/I. Seana + I,a’ + 1 € J/I, para
algunos a,a’ € J, entonces (a + 1) + (¢' + 1) = (a+d') + I, cona +' a € J, entonces
(a+I)+(a'+1I) € J/I. Pordltimo,sia+1 € A/I, paraalgina € A,ya'+1I € J/I, para alglin
a’ € J, tenemos que (a + I)(a' + I) = (aa’) + I, con aa’ € J, entonces (a + I)(a’ +I) € J/I.

Por tanto, J/I es un ideal del anillo cociente A/1.

2. Consideremos la funcién 1) : A/T — A/J,a+1 —> a+.J. Se afirma que 3 es un morfismo
suprayectivo. Primero, 9 esta bien definida porque sia+1,b41 € A/I, paraalgunos a,b € A, son
talesque a+1 = b+ 1, entoncesa—b € I, pero como I C J, entonces a —b € J lo que implica que
Y(a+1) =a+J =b+J = p(b+1). Segundo, 1) es morfismo, puessia+1,b+1 € A/I, entonces
Y((a+1)+(b+1)) = ((a+b)+1) = (a+b)+J = (a+J)+(b+J) = p(a+1)+9(b+1),
Y((a+I)b+1)) = p((ab) +I) = (ab)+J = (a+ J)b+J) = Yla+ Db+ 1)y
Y(1+1)=1+J = 14,;. Ahora, ¥ es suprayectivo porque sia + J € A/J, para algin a € A,
entonces a +1 € A/Iyy(a+ 1) =a+ J. Ademis, ker(¢p) = {a+1 € A/T|¢Y(a+1I) =
0+J}t={a+IcA/lla+TJ=0+JT}={a+IcA/I|acJ}=J/I Asiporel Primer
teorema de isomorfismo, (A/1)/(J/I) = A/J

Ejemplos 2.9. Sea A un anillo.

I. Consideremos el morfismo Ida : A — A. Ahora, sabemos que Id 4 es suprayectivo y ker(Ida) =

{0}, entonces, por el Primer teorema de isomorfismo, A/0 = A.

2. Consideremos el morfismo 0 : A — {0}. Entonces, 0 es suprayectivo y ker(0) = A, entonces, por

el Primer teorema de isomorfismo, A/A = {0}.

Proposicion 2.24. Sea A un anillo.Entonces, son equivalentes:
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1. Aesun campo.
2. Los tmicos ideales de A son Ay 0.

3. Todo morfismo f : A — B, con B # 0, es inyectivo.

Demostracién. (1. == 2.): Si I fueraun ideal de A tal que I # 0e I # A, existiriau € I una unidad
de A, que por la Observacion ??, implicaria que I = A, contradiccion. Asi, los tnicos ideales de A

son Ay 0.

(2. = 3.): En efecto, sea f : A — B un morfismo, con B # 0. Luego, por 4. de los Ejemplos
72, ker(f) es un ideal de A. Asi, por hipotesis, ker(f) = 0 o ker(f) = A. Luego, se afirma que
ker(f) # A, pues como f es morfismo y B # 0, entonces f(1) = 1 # 0, por lo que 1 ¢ ker(f).

Ast, ker(f) = 0. Por tanto, por 1. de la Proposicion ??, f es inyectiva.

(3. = 1.): Primero, A # 0, pues de lo contrario 0 = 1 € A, entonces, para todo morfismo
f:A— B conB#0,f(1) =1p, f(1) =05 y0p # 1pg, f no seria funcidn, contradiccion.
Ahora, demostremos que para todo a € A, a # 0, existe & € A tal que au = 1. Supongamos lo
contrario, es decir, supongamos que existe @ € A, a # 0, tal que para todo u € A, au # 1. Asi,
1 ¢ (a), entonces (a) es un ideal propio de A y por tanto A/(a) # 0. Luego, si consideramos al
morfismo natural A — A/(a) , entonces 7 serd inyectivo, es decir, ker(f) = 0. Asi, por la
Proposicién 7, (a) = 0, entonces @ = 0, contradiccion. Por tanto, se cumple que para todo a € A,

a # 0, existe © € A tal que au = 1. Luego, A es un campo.

Proposicion 2.25. Sean A un anillo ¢ I un ideal de A. Entonces, A/T es reducido si y solo si I es un ideal

radical.

Demostracion. (==): Supongamos que A/T esreducido. En efecto, a € v/T implica que exister € Z+
tal que a” € I, entonces 0+ I = a" + I = (a + I)". Asi, por hipdtesis, a + I = 0 + I, entonces
a € I. Luego, VICI. Por tanto, VI=1

(<=): Supongamos que VI = I. Ahora,sia” +1 = (a+ I)" = 0+ I paraalgina € Ay
algin € Z™, entonces a” € I. Asi, por hiptesis, a € I, entonces a + I = 0 + I. Luego, el tnico

nilpotente de A/I es 0 + I. Por tanto, A/I es reducido.
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Teorema 2.2 (Teorema de la correspondencia). Sean A un anillo ¢ I un ideal de A. Consideremos al

morfismo natural A —"—» A/I . Entonces, existe una biyeccion

{JCAJ<AICJT}y «— {JCA/I|J<A/I}
J — J/I = 7[J]

7 1[J] — J.
Esta biyeccién preserva las inclusiones:

() SiI CJy CJy C A, entonces J /I C Jo/T C AJI

Gi) SiJ, C Jy C A/, entonces I C 71'_1[71] - 77_1[72] C A

Demostracién. Primero, como 7 es suprayectivo, entonces, si J es un ideal de A, w[J] = {z + T |
x € J} = J/I es unideal de A/I, por 3. de los Ejemplos 2. Asi, en particular, si J es un ideal de
A que contiene a I, w[J] es un ideal de A/I. Segundo, si J es un ideal de A/I, entonces, 771 [J] es
un ideal de A, por 2. de los Ejemplos 72, ¢ I C = [J], puessiz € [,z + [ =7(z) =0+ 1 € J.
Ahora, veamos que las funciones J +— w[J] y m~1[J] — J son mutuamente inversas. Primero,
demostremos que si J es un ideal de A/I, entonces w[r~1[J]] = J. (C): y € w[x~1[J]] implica
quey = m(x), paraalginz € 7 [J] = {x € A|w(z) € J}, entoncesy € J. (D): y €
J C A/I implica que existe v € A tal que y = m(z) € J, entonces y € wn'[J]] = {r(z) |
x € 7 [J]}. Ast, w[r~1[J]] = J. Ahora, demostremos que si J es un ideal de A, con I C J,
entonces 7L r[J]] = J. En efecto, 7 tn[J]] = {a € Al w(a) € n[J] } = {a € Al 7(a) =
m(a') paraalgina’ € J} = {a € Ala —a' € ker(m) = I paraalgind’ € J} = J, usando que

I C J. Es claro que las dos aplicaciones preservan inclusiones.

2.1.1 Ideales primos e ideales maximos

En esta seccion definiremos una clase importante de ideales, los ideales maximos y los ideales primos.

Ademas, se enunciaran y demostraran sus principales propiedades.

Definicion 2.16. Sea A un anillo.
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1. Diremos que p es un ideal primo de A si cumple las siguientes condiciones:

(i) p# A

(ii) Para todo a,b € A tal que ab € P, entoncesa € po b € p.

2. Diremos que m es un ideal maximo de A si cumplc las siguientes condiciones:

() m#£ A

(ii) Para todo ideal I de A tal quem C I C A secumplequem =10l = A

. ‘. ~
Veamos que existen los “entes” matematicos antes definidos.

Proposicion 2.26. Si A es un anillo tal que 1 # 0, entonces A tiene al menos un ideal maximo.

Demostracion. SeaZ := {I C A|I < A}. Notemos que Z # (), ya que {0} < A, y sabemos que
(Z, C) es un COPO, entonces (Z, C) es un COPO no vacio. Ahora, sea C una cadena en (Z, Q).

Afirmamos que M = U C es una cota superior de C en Z. Demostremos este tltimo hecho:

« Paratodo I € C, se tiene que I C M.
« M esunideal de A.

(i) 0 € M yaque 0 € I, para todo ideal I de A.

(ii) M es cerrado bajo adicion, ya que si a,b € M, entonces existen I e Iy € C tales que
a € Iy yb € I, pero como C es una cadena en (Z, C), entonces Iy C Iy 0 Iy C I7. Si
suponemos que I1 C I, entonces @, b € I y como es un ideal de A, entonces a+b € I,
yasia+ b € M. De igual forma obtenemos que a + b € M si suponemos que I C I;.

Por tanto, M es cerrado bajo adicion.

(iii) M es cerrado bajo multiplicacion por todos los elementos de A, yaquesia € Ayb € M,
entonces existe / € C tal que b € Iy como I es un ideal de A, entonces ab € I.Asi

abe M.
Por tanto, de (2), (4¢) y (443) M = |JC es un ideal de A.

« M < A yaquel ¢ M, delo contrario existiria I € C tal que 1 € I, y por la Observacion ??,

tendriamos que I = A, pero I < A. Por tanto, M < A.
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AS{, por ]O anterior, renemos que toda Cadena cn (I, g) [ acotada superiormente, entonces por 6]

Lema de Zorn, Z tiene un elemento C-maximo m.

Observacion 2.13. Si A es un campo, entonces 1 # 0. Ast, 0 es el unico ideal maximo que tiene A.

Proposicion 2.27. Sea A un anillo. Entonces, § es un ideal primo de A si 'y solo si A/ es un dominio entero.

Demostracién. (==): Sip esunideal primode A, se tiene que A/p # 0. Ademas, si a+p, b+p € A/p,
para algunos a,b € A, son tales que (a + p)(b + p) = 0+ p, entonces ab € p, lo que implica que
a€pobep, esdecira+p=0+pob+p=0+p. Asi, A/p no tiene divisores de cero distintos

de cero. Por tanto, A/p es un dominio entero.

(<=): Si A/p es un dominio entero, se cumple que A/p # 0y se sigue que p # A. Ahora, si
a,b € Ayab € p,setieneque0+p =ab+p = (a+p)(b+p),porloquea+p=0+po
b+p=0+p, entoncesa € pob € p. Asi, p es un ideal primo de A.

Proposicion 2.28. Sea A un anillo. Entonces, mv es un ideal maximo de A si 'y solo si A/w es un campo.

Demostracion. (==): Si m es un ideal maximo, m # A, por lo que A/m # 0. Ahora, si I es un
ideal de A/m y si consideramos al morfismo nacural A — A/m | entonces, por el Teorema de
la correspondencia, 77 1[I] es un ideal de A conm C 77 1[I] C A, pero entonces m = 7~ 1[I] o
n1[I] = A. Asi, de nuevo, por el Teorema de la correspondencia, I = w[m] = 00 I = n[A] =
A/m. Luego, los tnicos ideales de A/m son 0 y A/m, entonces, por la Proposicién 72, A/m es un

¢ampo.

(<=): Si A/m es un campo, se tiene que A/m # 0, entonces m # A. Ahora, por la Proposicion
?7?. los Umnicos ideales de A/m son el mismo y 0. Ast, si I es un ideal de A tal quem C I C Avysi
consideramos al morfismo nacural A —— A/m , entonces, por el Teorema de la correspondencia,

wlI] =0ox[l] = A/m. Asi, I =mo I = A. Por tanto, m es un ideal maximo de A.

Corolario 2.4. Si A es un anillo y mesun ideal maximo de A, entonces m es un ideal primo.
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Demostracion. Como m es un ideal maximo de A, entonces, por la Proposicion ??, A/m es un campo
) b )
que por el Corolario 72, A/m es un dominio entero, entonces, por la Proposicion ??, m es un ideal

primo.

Proposicion 2.29. Sea f : A — B un morfismo de anillos. Se cumplen:

1. Si p es un ideal primo de B, entonces f~1[p] es un ideal primo de A.

2. Si f es suprayectivo y m es un ideal maximo de B, entonces ! [m] es un ideal maximo de B.

Demostracion. Primero, sea I un ideal de B. Ahora, consideremos el morfismo

AL sB 7y BT

Luego, ker(mo f) = {a € A| f(a) € I} = f~1[I]. Asi, por el Primer teorema de isomorfismo,
A/fHI = (7o f)[A]

(1.): Sil = pesprimo, por la Proposicién 7, B/p es un dominio entero, pero como (7TOf) [A] -
B/p es un subanillo, entonces (7o f)[A] es un dominio entero. Ast, A/ f~1[p] es un dominio entero,

entonces, por la Proposicion 2, f~1[p] es un ideal primo de A.

(2.): Si f es suprayectivo, entonces (7 o f)[A] = B/I. Ahora, si I = m es miximo, entonces,
por la Proposicion ??, B/m es un campo, y por tanto (7 o f)[A] es un campo. Asi, A/ f 7! [m] es un

campo, entonces, por la Proposicion 72, f~1[m] es un ideal maximo de A.

Observacion 2.14. En general, si f : A — B es un morfismo y si m es un ideal maximo de B, entonces
f_1 [m] puedc no ser un ideal maximo de A. Considere, por cjemplo, el morﬁsmo inclusion v : Z — Q, que
por la Observacion 72, 0 es el tinico ideal maximo de Q e t=*[0] = 0 es un ideal de Z que no es mdximo, pues

0C(2CZ

Proposicion 2.30. Sean A un anillo e I un ideal de A. Consideremos al morfismo natural A —— A/I .

La biyeccién
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{JCA|J<ATCJT} +— {JCA/I|J<A/I}
J — J/I = 7[J]

7 1[J] — J.
se restringe a las biyecciones

{pC A|pesprimoel Cp} «—— {pC A/I|pesprimo}

{mCA|mesmiximoel Cm} +— {mCA/]|Mesmaximo}

Demostracion. {p C A [pesprimoe I Cp} «— {§C A/I|Pesprimo} :

(+—): Si P es un ideal primo de A/I, entonces, por 1. de la Proposicion ?2, w1 [p] es un ideal primo
de Ay, por el Teorema de la correspondencia, I C w[p]. (—=): Sea p un ideal primo de A tal
que I C p. Asi, por el Tercer teorema de isomorfismo, (A/I)/(p/I) = A/p, con A/p un dominio

entero, por la Proposicion ??, entonces (p/I) es un ideal primo de A/I, por la Proposicion ??.

Veamos {m C A |mesmaximoe l Cm} <+— {mC A/I|Mesmiximo} (¢—): Simes
un ideal maximo de A/I, y como 7 es suprayectivo, entonces, por 2. de la Proposicion ??, 7 m] es
un ideal maximo de Ay, por el Teorema de la correspondencia, I C 7~ [m]. (—>): Sea m un ideal
maximo de A tal que I C m. Asi, por el Tercer teorema de isomorfismo, (A/I)/(m/I) = A/m, con
A/m un campo, por la Proposicion ??, entonces (m/I) es un ideal maximo de A/, por la Proposicion

7.

Corolario 2.5. Sean A un anillo ¢ I un ideal propio de A. Entonces, A posee un ideal maximo m tal que

I Cm

Demostracion. En efecto, sea I unidealde A tal que I # A. Asi, A/I # 0, entonces, por la Proposicion
2, A/I posee un ideal maximo M, que por la Proposicién 7, corresponde a un ideal maximo mde A

tal que I C m. ]
Proposicion 2.31. Sea A un anilloy P un ideal primo de A. Entonces, se cumplen:

1. P es un ideal radical.

2. Si I, J sonideales de A tal que IJ C P, entonces I C PoJ C P.
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Demostracion. 1. Demostremos que P = \/TD

(C) Por 1. de la Proposicién 22, P C +/P.

(D) Seaa € VP, entonces a € Ay a¥ € Poparaalgin k € Zt. Luego, sik = 1ok = 2,
entonces es claro que @ € P. Ahora, para k > 3 basta con tomar a k =min {n € Z* | a" € P},
ab =aF1la € Py ak—1 ¢ P, entonces a € P. Luego, VP C P.

Por tanto, P es un ideal radical.

2. Procedamos por contradiccion; es decir, existena € I — Pyb € J — P. Luego, ab € IJ — P;
pues IJ := ({ab|a € I,b € J})y P es ideal primo, pero por hipétesis, [J C P. Ast, IJ € Py

IJ C P, contradiccion. Por tanto, I € Po J C P.

2.12  Anillo de polinomios

Sean X un conjunto y A un anillo. Si f : X — A es una funcion, definimos el soporte de f, que

denotaremos por Sop(f), como:

Sop(f) ={ze X |f(z) #0}

Sean A un anillo, N el conjunto de enteros no negativos y sea n € N no cero. Consideremos el

conjunto:
AN =L f N" — A| f es funcién y Sop(f) es un conjunto finito }.

. n o .
Ahora, definamos una suma y un producto en AN de la siguiente forma:

Suma:

FroAOT AT e
(f,9) — f(v) +g(v)

Producto:

AT A0 AE™)
(f.9) — > fwglp)

ptp=v
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donde p, v, p € N™ y 1 + p se efecttia coordenada a coordenada.

De lo anterior, podemos formular la siguiente:

Proposicion 2.32. (AN") 4.) es un anillo.

Demostracion. (i) + esta bien definida:

(i)

(iii)

(iv)

(vi)

(vii)

Si f,g € ANy e Sop(f + g), se tiene que 0 # (f + g)(v) = f(v) + g(v), por
lo que f(v) # 00 g(v) # 0, es decir, v € Sop(f) ov € Sop(g). Asi, Sop(f + g) C
Sop(f) U Sop(g), pero como Sop(f) y Sop(g) son conjuntos finitos, por hipotesis, entonces
Sop(f)USop(g) es un conjunto finito, entonces Sop( f + g) es un conjunto finito. Por tanto,

f+ge AN,
-+ es asociativa:

Es claro, por 3. de los Ejemplos 7.

+ es conmutativa:

Es claro, por 3. de los Ejemplos ??.

Existe neutro aditivo, 0:

Sea fo : N* — A, v —— 0. Notemos que fy € AN porque Sop(fo) = 0. Lo demas se

sigue por 3. de los Ejemp]os 7.

Existe inverso aditivo para cualquier f € AN,
Sea f € AN Entonces, —f : N — A v+ —(f(v)), es clemento de AN pues

Sop(—f) = Sop(f), y cumple lo demas por 3. de los Ejemplos ??.

- esta bien definido:

frg€ AN vy e Sop(f - g), se cumple que 0 # (f - g)(v) = Z f(w)g(p), entonces
ptp=v

existen fig, po € N tales que po + po = vy f(po)g(po) # 0, por lo que po € Sop(f)
y po € Sop(g). Luego, como Sop(f) y Sop(g) son conjuntos finitos, también es finito el
conjunto de productos f(11)g(p) que sean distintos de cero, entonces Sop(f - g) es un conjunto

finito. Por tanto, f - g € AN"),

- es asociativo:

Sean f,g,h € AN y v € N Entonces:
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(Fn @) = > Uawht) = 3 (X f@)g(r))h(p) =

Htp=v Htp=v o+T=p
Y. (f@)g(r)h(p).
o+T+p=vr
Por otra parte, si calculamos (f(gh))(v) obtendremos
(flgh) @)=Y f(o)g()h(p)).

o+T+p=vr

Ast, ((fg)h)(v) = (f(gh))(v), por la asociatividad de A. Por tanto, (fg)h = f(gh).

(viii) - es conmutativo:

Sean f,g € AN y v € N". Entonces:

(fa)w)= > Fwglp)= D 9p)f(w) = (af) ).
ptp=v ptu=v
Ast, fg=gf.
(ix) Existe neutro mu]tip]icativo, 1:
1 si v=1(0,...,0)=:0
Seafi :N" — A vi—
0 si v#0
Ast, f1 € AN Ahora, sig € AN y v € N” entonces
9f) @)= > 9w filp) = g)f(0) = g(v).
ptp=v
Luego, gf1 = g.
(x) - se distribuye sobre +:

Sean f,g,h € AN y v € N”. Entonces:

(flg+m)w) = Y fFg+m)p) = Y f)(9lp) +h(p) =

wtp=v ptp=v
> Fwglp) + Fwhip) = Y fwalp)+ D Fwhip) = (f9)v) + (fh)(v).
Ktp=v ptp=v ptp=v

Ast, f(g+h) = fg+ fh.

Por tanto, (A(Nn), +, ) es un anillo.
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Observacion 2.15. Sea A un anillo. Para cada a € A, sea f, : N* — A v —

Entonces, para cada a € A, f, € AN

Proposicion 2.33. Sea A un anillo. Entonces, v : A —» AN s fo esun morfismo inyectivo.

Demostracién. Sean a,b € A. Primero, t(a + b) = foyp y t(a) + t(b) = fo + fp, entonces si
v € N" tenemos que foips(v) = a+by (fa+ fo)(v) = falv) + fo(v) = a+bsiv =0y
fars () = 0y (fo + fo)(¥) = fa(v) + fo(v) = 0siv # 0, entonces, se concluye que ¢(a + b) =
1(@) + 1(b). Ahora, 1(ab) = fap y t(a)e(b) = fafy, porlo que si v € N7, se tiene que fup(v) = aby
(fad) @) = D fa(w)folp) = absiv =0y far(v) = 0y (fafe)¥) = D falw)fo(p) =0

=y ptp=v
si v # 0, entonces, se tiene que ¢(ab) = ¢(a)e(b). Por tltimo, ¢(1) = fi, que como se vio en
la demostracion de la proposicion anterior, fi = 14am). Asi, ¢ es un morfismo. Por dltimo, sean

a,b € A tales que t(a) = 1(b), entonces fo(v) = fp(v) para todo v € N”| particular, cuando
v=0a= f,(v) = fo(v) = b, por lo que ¢ es inyectivo. Por tanto, ¢ : A —> AN —s faes

un morfismo inyectivo.

o[A]

Observacion 2.16. Por la proposicion anterior, ¢| : A — ([A] es un isomorfismo. Asi, identificaremos

a A como un subanillo de AN") y al morfismo ¢, lo denotaremos por A —— AN")

. . . . . n
AhOI’Zl, 1ntroduc1mos una ﬂOtaCléﬂ més conveniente para tratar a ]OS elementos de] am”o A(N )

Sean € Nno cero. Paracadai = 1,...,n,seae; := (0,...,0,1,0,...,0) € N" es decir,
e; denota la n-tupla la cual tiene 1 en la i-¢ésima coordenada y 0 en las demas. Luego, si k& € N,
definimos ke; == (0,...,0,%,0,...,0). Asi, cada multiindice v € N se expresa de forma tnica

como v := (Vy,...,Vp) =11€1 + -+ + Upen.

Sean A un anilloyn € Nno cero. Paracadal < ¢ < m,sea z; : N* —— A walque v —>
1 st v=e;
.Asi,paracadal <i<n,z; € AN Ahora, dados 1 <4 < nyk €N, dela

0 si v#e
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1 si v=ke

n
definicién del producto en AN tenemos que zF: NP —— A v +—s

0 si v #ke;

Ahora, dado un multiindice v = (v1,...,1,,) € N”, definimos ¥ := 7" --- 2/, que cumple
(1) = 2l ()

= 1lya¥(p) = 0 paratodo 1 € N" tal que p1 # v. Ast, si f € AN ysi denotamos a,, 1= f(v)
paracadav € Sop(f) ={v e N"|f(v) # 0 }, entonces

f= Z a,z’

veSop(f)

Notacion 2.8. Sean A un anillo y n € N no cero. Entonces, denotaremos al anillo
AN — {f:N" — A| f es funcion y Sop(f) esun conjunto finito }
como
Alzy, ... zp] = { Z a,x” | son sumas finitas y a, € A }
v

0 como

— vy v,
A[xl""’xn] - { : a/l/h,..,ljnxl ...J;n"l
Vl,..

son sumas finitas Y Qyy,...vn € A }

Definicion 2.17. Sean A un anillo y n € N no cero. Entonces, al anillo A[z1, . . ., xy) le llamaremos anillo

de polinomios en n variables.

Observacion 2.17. Sean A un anillo y n € N no cero. Consideremos al anillo de polinomios en n variables

Alxy, ..., xp]. Entonces,

1 Alosx; € Alx1, ..., 2, parai =1,...,n les llamaremos variables o indeterminadas.

2. Sif e Alxy,...,xy] estal que f = Quy oy Xl entonces los ay, ., son
) ) q LreeVn L1 Lsees¥n

n
V1,V EN
los coeficientes de f.

3.8 f= Z ayx’, g = Z bya” € Alxy,...,xy), entonces f = g siy solosi a, = by, para todo
v v

V.
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4. Un polinomio del tipo ax? para cierto v € N™ recibe el nombre de monomio. Este monomio se dice
nulo si a = 0. Ast, todo polinomio no nulo se escribe de modo tinico como suma de una cantidad finica

d(’ monomios no nulos.

5. Siaxy'---x¥m es un monomio no nulo, entonces el grado del monomio serd la suma vy + - -+ + vy,
Astsi f € Alzq,. .., %] es un polinomio no nulo, entonces el grado de f, que denotaremos por O f,
serd el mayor de los grados de sus monomios. Si todos los monomios de f tienen el mismo grado, diremos
que f es homogéneo. Un polinomio f se puede expresar de forma tinica como f = fo+ f1+- =+ fm,

donde cada f; es cero o es homogéneo de grado 4, y fr, # 0.

Proposicién 2.34. Si A es un dominio entero, entonces el anillo de polinomios A[:L‘l, RN a?n] es un dominio
entero.
Demostracién. Suponga que f,g € Az1,...,2,] son polinomios no nulos de grado p y g, respecti-

vamente. Ahora, escribimos f = fo+ fi+ -+ fp,con f, #0,yg =go + 91 + -+ + gg, con

gq 7# 0. Notemos que los f; y gj son cero u homogéneos de grado ¢ y j, respectivamente. Luego,
Ptq

fg = Z hy, donde hy, = Z figj. Ahora, como hy es cero u homogeneo de grado k, en-
k=0 itj—=Fk

tonces habremos probado la proposicion si probamos que hptq = fpgq # 0. Para este proposito

ordenaremos los monomios de algin grado 7 lexicograficamente, es decir, 2} - - - a#n < ' - aln

si s < Vs, donde s es el menor entero, 1 < s < n, tal que fts 7 Us. Ahora, con respecto a este

orden, y para r = p, sea ax]'x5? - - - 2 el primero de los monomios que aparecen en f,, a # 0.

Similarmente, sea bxfl xgz coegBnel primero de los monomios que aparecen en gg, b 7 0. Luego, en-

tonces abx?l+ﬁlxgz’+ﬁ2 oo gt e el primer monomio que aparece en el producto f,g,, y como
ab # 0, se sigue que fpgq 7 0. Por tanto, A[x1, ...,y es un dominio entero.
Corolario 2.6. Si k es un campo, entonces el anillo de polinomios k[x1, . . ., Zy] es un dominio entero.

Demostracion. Como k es un campo, entonces, por el Corolario ??, k es un dominio entero. Ast, por la

proposici(’m anterior, kj[]}l, . ,xn] es un dominio entero.

Proposici(')n 2.35 (Propicdad universal del anillo de po]inomios). Sea A un anillo. Consideremos al anillo

de polinomios en n variables Alx1, ...,z y al morfismo inclusion A —— Alx1,...,x,] . Ahora,
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dado otro anillo B, un morfismo ¢ : A —— By elementos by, ..., b, € B, existe un tinico morfismo

@: Alz1,...,xn) —— B talque o=@y @(x;) =b; paratodoi =1,...,n.

Observacion 2.18. Sean B un anillo y A un subanillo de B. Consideremos al anillo Alz1,...,xy,] y al
morfismo inclusion A —“— A[x1,...,x,)] . Ahora, consideremos al morfismo inclusion A —Z— By

sean by, ..., by € B, entonces, por la propiedad universal del anillo de polinomios, existe un tinico morfismo

eV(by,... b0 AlT1,. . 2] —— B

tal que ev(p, . p,) O L =LBY €Uy, . b, (Ti) = bs paratodoi =1,...,n.

Al anterior morfismo lo llamaremos morfismo de evaluacion en el punto (b1, ..., by,). En lo sucesivo, si f €
Alzy, ..., 2], entonces denotaremos por f(by, ..., bn) aeve, ... 5.y (f)

Veamos tres ejemplos los cuales engloban la propiedad universal del anillo de polinomios.
Ejemplos 2.10. Sean k un campo,n € Nnoceroy ai,...,an, € k.

1. Tenemos que x; — a; € k[xl, - ,mn]. Ahora, por la propiedad universal del anillo de polinomios,

existe un tnico morﬁsmo
o klzy,. ..,z —— K[z, ... 2]

talqueoc ot =1vyo(x;) =x; — a;

k1, ..., 2]

T4

k ‘ klzi,..., 5]

Ahora, x; + a; € k[x1, ..., 2] Ast, por la propiedad universal del anillo de polinomios, existe un

;. ~
unico WlOIT/'lST’nO
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7 klry,. ..,z —— K[z, ... 2]

talqueg ot =1y a(z;) = x; + a;.

k[l‘lw'-axn}

. IR,
T
L

k k’[ml,...,xn]

Luego,t =0 ot =00 (d0t) = (000)0u, entonces, por la unicidad del morfismo Idyz, ... 2.1,

.....

006G = ldy,,.. q,) Ademds, L = Gor =G o (o ot) = (G 00)ou, entonces, por la unicidad

del morfismo Idyz, ... 0,1, 0 ©0 = Idyy, ... 5, Por tanto, o es un automorfismo con inversa &.

2. Consideremos el morfismo ev(o,... 0y : k[T1,...,2n] — k . Ahora, calculemos ker(ev(o,... 0))-

En efecto,

ker(ev,..0)) = { f € k[x1,..., 2] | f(0,...,0) =0} = { fizs + -+ fazn | fi €

Elxi,...,xn] } = (z1,...,2n).

3. Consideremos el morfismo €v(a, ... a,) * k[T1, ..., Tn] —— k. Ahora, por 1. y 2., es facil cal-
cular ker(ev(a,.....a,)), pues €V(a,.....a,) = €V(,....0) © 0. Ast, ker(ev(a,....a,)) = {f €
Kot tnllevan, oy (1) = 0} = {1 € Klan, .., a] | 00,0y (3(f)) =0} = {/ €
klzy,...,xn] | 0(f) € ker(evo,...0))} ={ f € k[w1,..., 2] | [ € alker(ev,...0))] }
= olker(ev(,...0))]- Luego, sabemos, por 2., que ker(ev(,.. 0y) = (Z1,...,Tn), entonces
ker(ev(a,,....an)) = olker(ev,.. 0))] = ol(@1,....2n)] = {a(f)|f € (#1,...,20)} =
{o(fizr + -+ fazn)lfi € k[21, ... 0]} = {o(f1)o(@1) + -+ + o(fa)o(zn)|fi €
Elxy,...,zn]} = {g1(z1 — a1) + -+ + gn(@n — an)lgi € K[z1,... 24} = (21 —

A1,y Ty — Qp).

Proposicion 2.36. Sean k un campo y aq,...,an € k, para algin n € ZT. Entonces, el ideal (z1 —

A1,y Ty — Qp) es un ideal maximo de k[xy, . .., Zy).

Demostracion. Consideremos el morfismo ev(q, ... q,) : k[Z1,. .., 2n] —— k.
Luego, por 3. de los ejemplos anteriores, ker(eva, ... a,)) = (1 — a1, ..., on — ay), entonces, por

el primer teorema de isomorfismo,

Elzy,...,zn]/(21 — a1, ..., 20 — an) Z evia,,.. a0 kl21, .., 20]],

PEro como €V(q, ... q,,) €S SUprayectivo, entonces

45



CAPITULO 2 ALGEBRA CONMUTATIVA

k[xh""xN}/(xl_ala“-axn_an)gkv

lo cual implica que (1 — a1, ..., &y — ayp) es un ideal maximo de k[x1, . . ., 2], por la Proposicion

7.

Definicion 2.18. 1 Sean Aunanilloa € Ay f € Alx]. Diremos quie @ es una raiz (o un cero) de f si

eva(f) == fa) = 0.

2. Sean k un campo y f € k[z] un polinomio. Un elemento a € k se llama un cero de multiplicidad
m > 1de fsi(x —a)™|f pero(z —a)™ L} f.

Ahora, ya definido el anillo de polinomios, es momento de continuar con nuestra exposicién sobre

extensiones de campos.

Teorema 2.3. Sean k un campo y f € k[z] un polinomio de grado n > 1. Entonces, el nimero de raices de

f, contadas con su multiplicidad, en cualquier extension L de k, es menor o igual que n.

Demostracion. Ver (2, Teorema 2.10).

Definicion 2.19. Sea K/k una extension. Un elemento a € K se llama algebraico sobre k, si existe un

polinomio p € k[x] no cero, tal que p(a) = 0. En caso contrario, diremos que a es trascendente sobre k.

Ejemplos 2.11. 1. Si K/k es cualquier extension, entonces todo elemento a € k es algebraico sobre k,

puessi f :=x — a € k[z], entonces f(a) = 0.

2. En la extension R/Q el elemento /2 € R — Q es algebraico sobre Q, pues g := 12 — 2 € Q[z] y
9(V2) =0

3. w € R es trascendente sobre Q.
4. e € R es rrascendente sobre Q.

Observacion 2.19. Sean K/k una extension y a € K algebraico sobre k. Entonces, existe un polinomio

p € k[z] tal que p(a) = 0. Luego, si ay, es el coeficiente principal de p, entonces al mulciplicar p por a;;*

obtenemos un polinomio monico, es decir, un polinomio p’ con coeﬁcicnre principal igual a 1. Ahora, notemos
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que p’(a) = 0, pues p = a, 1p. Ast,sia € K es algcbmico sobre k, entonces, por el principio del buen

orden, existe un polinomio monico en k[x] de menor grado del cual @ es ratz.

Lema 2.1. Sean K /k una extensién y a € K algebraico sobre k. Entonces, el polinomio ménico de menor
gmdo m € k[a:] del cual a € K es raiz, es unico. Mas aun, m es irreducible, es decir, m no es una unidad y
sim = fg, entonces f 0 g es una unidad de k[x], y m divide a cualquier otro polinomio p € kx| del cual a

/
s raiz.

Demostracion. Ver (?, Lema 2.18).

Notacion 2.9. Sean K/k una extension y a € K algebraico sobre k. Denotaremos al polinomio ménico

irreducible de menor grado del cual a es raiz por Irr(a, k) € k[z].

Proposicion 2.37. Sean K /k una extensiony a € K algebraico sobre k. Entonces,

k(a) = {p(a)| p € k[z] y O(p) < O(Irr(a, k)) }-

Demostracion. Ver (?, Lema 2.19).

Teorema 2.4. Sean K /k una extension y a € K. Entonces, a es algebraico sobre k si y solo si la extension

k() /k es finita.

Demostracion. Ver (?, Lema 2.20).

Corolario 2.7. Sean K /k una extension'y a € K. Si a es algebraico sobre k, entonces

[k(a) : k] = 0(Irr(a, k)).
Corolario 2.8. Sean K /k una extensiony a € K. Si a es algebraico sobre k, entonces todos los elementos de

k(a) son algebraicos.

Demostracién. En efecto, sea m := Irr(a,k) € k[z] conn = Om. Ahora, sib € K(a), entonces

los n + 1 elementos 1,0, ...,b"™ forman un conjunto linealmente dependiente, por lo que existen
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ag, a1, - .., 0y € kno todos nulos tales que apl +a1b+- - -+ a,b"™ = 0. Luego, si f := ap+ a1z +

-+ apx™ € klz], entonces f(b) = 0. Asi, b € k(a) es algebraico sobre k.

Definicion 2.20. Una extensién K/ k se llama algebraica si todos los elementos de K son algebraicos sobre k.
Corolario 2.9. Toda extension finita K /k es algebraica.

Proposicion 2.38. Sea K/k una extension. Entonces, K /k es finita si y solo si es algebraica y existe un

numero finito de elementos ay, . . ., am € K tales que K = k(ay, ..., am).

Definicion 2.21. Sea k un campo. Diremos que k es algebraicamente cerrado si todo polinomio de k[z] tiene

todas sus raices en k.
Observacion 2.20. El ceorema fundamental del dlgebra nos indica que C es un campo algebraicamente cerrado.

Proposicién 2.39. Sea k un campo. Las siguientes aﬁrmaciones son Cquivalcntcs:
1.k es algebraicamente cerrado.
2. Si L/k es una extension algebraica, entonces L = k.

3. Si L/k es una extension finita, enconces L = k.

Demostracion. Ver (2, Proposicion 2.39).

Proposicién 2.40. Todo campo algcbmicamcntc cerrado es inﬁnito.

Demostracién. Sea K un campo algebraicamente cerrado. Ahora, si K = {aq,...,a,} fuera finito,
entonces el polinomio f = (x —a1) - - - (x — an) + 1 € K[z] no tendria raices en K, contradiccion.

Por tanto, K es infinito.

Definicion 2.22. Sean K/kunaextensionyas, . .., an € K trascendentes sobre k. Diremos que a, . . . , an
son algebraicamente independientes sobre k si no existe un polinomio no cero p € klx1,...,xy] tal que

p(ay, ..., a,) = 0. En caso contrario, diremos que son algebraicamente dependientes.
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Observacion 2.21. La deﬁnicién anterior es cquivalenre a que el morﬁsmo
klzy,...,xn] — klaq, ..., a,]
Ty ———— >

Ad>a—— a

esun isomorﬁsmo.

213 Anillos noetherianos

En esta seccion definimos una clase particular de anillos, los anillos noctherianos. El nombre de estos
anillos es en honor a Emmy Noether; ella fue quien introdujo en 1921 el concepto de condiciones de

cadena.

Definicién 2.23. Un anillo A es noetheriano si todo ideal de A es ﬁnitamenre generado.

Lo que sigue es demostrar un par de equivalencias de los anillos noetherianos, pero para esto,

necesitamos hacer la siguiente:

Definicion 2.24. Sea A un anillo.

1. Decimos que A satisface la condicion de la cadena ascendente, si toda cadena ascendente de ideales en
A se estaciona; es decir, si {1} jez+ es una cadena ascendente en A, entonces existe N € Z7 tal que

paratodan > N, Iy = I,.

2. Decimos que A satisface la condicion maxima si toda familia no vacia de ideales de A tiene elemento
mdximo; esto es, en toda JF, familia no vacia de ideales de A, existe Iy € F para el cual no existe

IeFralquely C I

Observacion 2.22. Si A es un anillo que sarisfklce la condicion de la cadena ascendente, entonces con CCA

abreviamos este tltimo hecho.

Ahora si, enunciemos y demostremos lo antes mencionado.

Proposicién 2.41. Sea A un anillo. Las siguientes condiciones son cquival@nres:

1. A es noetheriano.
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2. A satisface la CCA.

3 A satisfacc la condicion maxima.

Demostracion. (1. == 2.) Si {I;}ez+ es una cadena ascendente de ideales de A, por la Proposicion

” J = U I, < A. Asi, por hipdtesis, existen ay,ag,...,a; € A, paraalgnl € Z%, tal que
n>1

(a1,a9,...,a;) = U I,,. Notemos que a; € J, paratodod € {1,...,1}. Por tanto, para cada

n>1
i € {1,...,1}, existe I, ideal en la cadena tal que a; € I,,,. Por tltimo, si IV es el elemento mas
grande de {n; |7 € {1,...,1}}, entonces la cadena se estaciona en N. En efecto, sea M > N entero.

Luego, In C Ipr; la cadena es ascendente. Ahora, siz € Ipr C J, entonces = r1a1 + - - - + 170y,
para algunos 71, ..., € A,y por la definicion de N, a1, ...,a; € Iy, entonces por el Corolario

7 x=ria1 + -+ ra; € In. Por tanto, A satisface la CCA.

(2. = 3.) Supongamos lo contrario; es decir, supongamos que existe F’, familia no vacia de ide-
ales de A, tal que no tiene elemento maximo. Luego, sea I; € F', entonces existe [o € F' tal que
Iy C Iy. Ahora, supongamos que Iy € o € -+ C I, paraalgin n > 2 entero, entonces existe

=

Iny1 € F'ral que I, € I,41. Asi queda determinada, por induccion, una cadena ascendente de

=

ideales de A tal que nunca se estaciona, contradiccion. Por tanto, A satisface la condicion maxima.

B =1) Seal < Ay F :={J < A|J es finitamente generado y J C I}. Luego, F # 0
pues 0 € F y por tanto, existe M € F elemento maximo. Afirmamos que M = I. Si pasara que
M # I, existiriaa € I tal que a ¢ M ¢ implicaria que {ra+m|r€ Aym e M} = (a,1) € F;
(a,1) < A, (a,1) es finitamente generado y (a, 1) C I,y M C (a, 1); es decir, M no seria elemento

maximo de F, contradiccion. Asi, I es finitamente generado. Por tanto, A es noetheriano.

Teorema 2.5 (Teorema de la base de Hilbert). Si A es un anillo noetheriano, entonces Alt] es noetheriano.

Demostracién. Procedamos por contradiccion; es decir, supongamos que existe I ideal de A[t] tal que
no es finitamente generado. Luego, I # 0, entonces sea fi € I de grado minimo y definamos,
inductivamente, fr41 € I\ (f1,..., fn) de grado minimo. Ahora, notemos que gr(f1) < gr(fz) <
< < gr(fn) < ---. Luego, denotemos con ay, el coeficiente principal de f,,, para todon € Z¥.

Ademis, (al) - (a1, ag) c ... C (al, as, ... ,an) C ... es una cadena ascendente de ideales
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en A, entonces existe N € Z71 tal que (a1,as2,...,a,) = (ai,az,...,an) para todon > N,
en particular, (a1,az,...,an4+1) = (a1,aq9,...,an) y por tanto, ay+1 = biay + boag + -+ +
N

byan para algunos b; € Aconi € {1,2,...,N}. Ahora, sea g := fny1 — (Z btdn+1—di I,
=1

donde d; := gr(f;) paratodoi € {1,2,...,N}. Notemos que g € I\ (f1, f2,..., fn); delo

contrario fy+1 € (f1, f2,- -+, fn), lo cual concradice nuestra eleccion de fry1. Por tanto, gr(g) >

gr(fn+1).
Ahora, desarrollemos un poco g. Para esto, notemos que fy41 = an+1tN+1 4 (términos de grado

menor) y f; = a;t% + (términos de grado menor), para todo i € {1,2,..., N}. Asi,

N
g = an 41t +1 H(términos de grado menor)— Z btdn+1—di (aitd" +(terminos de grado
i=1
menor)),

N
donde E bith“_d" (aitdi +(terminos de grado menor) es un polinomio con cocficiente principal
=1
an+1. Por tanto, al realizar la resta, obtenemos que g es un polinomio con gr(g) < N + 1, con-
tradiccion; fyy1 € I\(f1, fa,. .., fn) es de grado minimo. Luego, todo ideal de A[t] es finitamente

generado.

Por tanto, Alt] es noetheriano.

Corolario 2.10. 1. Si A es un anillo noetheriano, entonces A[tl, to,... ,tn} es noetheriano, para todo
n ezt
2. Si k es un campo, entonces k[t1,ta, ..., t,] es noctheriano, para todomn € Z7F.
Demostracion. 1. Procedamos por induccién matemacica sobre n. En efecto, para el caso cuando

n = 1 es cierto; es ¢l teorema de la base de Hilbert. Ahora, supongamos que la proposicion
es verdadera para todo k € {1,...,n — 1}, para algin n € Z*. Demostremos que es
cierta para k = n. En efecto, como A[t1, ..., th—1][tn] = Alt1,12,...,ts], entonces hace-
mos A" = A[tl, .. ,tn,l] que por hipétesis inductiva es noetheriano y aplic:mdo el teo-
rema de la base de Hilbert, tenemos que A'[t,] = Alt1,...,tn—1][tn] es noctheriano. Por
tanto, A[t1,ta, ..., t,] es noetheriano. Luego, por el principio de induccién matemarica, la

proposicion es verdadera para todo n € AR
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2. En este caso notemos que como k es un campo, entonces por 2. de la Proposicién 72,0y k son
! . . . .
sus tunicos ideales; los cuales son finitamente generados por 0 y 1, respectivamente. Luego, k cs

noetheriano. Asi, por 1. E[t1,ta, ..., ts] es noetheriano, para todon € A

2.2 Modulos, submodulos y morfismos

Definicion 2.25. Sea A un anillo. Diremos que M es un A-médulo si:

1. M es un grupo abeliano.
&
2. Existe una operacion

AxM — M

(a,m) +—— am
llamada multiplicacién escalar, tal que satisface:

(i) Asociatividad: al(agm) = (al ag)m, para cualesquicm ay,as € Ay cualquicr m e M.

(ii) Distributividad: a(m1+mz) = amy+amsy (a1+az2)m = aym+agm, para cualesquiera

a,a1,as € Ay cualesquieram, my, mg € M.

(iii) Elemento unitario: 1m = m, para cualquier m € M.

Ejemplos 2.12. Sea A un anillo.

1 A es un A-médulo.
2. Si I es unideal de A, entonces I es un A-médulo.
3. El anillo cociente A/I es un A-médulo con la operacion escalar:
Ax AT — A/I (a,d + 1) — ad’ + I.

Proposicion 2.42. Sea A un anillo. Entonces, en cualquier A-médulo M, se cumplen:

1. 04m = 0pr y aOps = Opy, para todo a € Ay todom € M.

2. —(am) = a(—m) = (—a)m, para todo a € Ay todom € M.

52



2.2, MODULOS, SUBMODULOS Y MORFISMOS

Definicion 2.26. Sean A un anilloy M un A-mddulo. Diremos que un subconjunco N de M es un submddulo
de M si:

L. 0eN.

2. Siny,ng € N, entonces ny + ng € N.

3. Sia€ Ayn € N, entonces an € N.

Ejemplos 2.13. Sean A un anillo y M un A-modulo.

1. M posee los submodulos triviales 0 y M.

2. Seamg € M. Entonces, Amg := {amg | a € A} es un submodulo de M, llamado submédulo

Cl,CIl'CO genemdo pOT mo.

Demostracién. 2. En efecto, sea 4 M ymg € M. Luego, por 1. de la Proposicion 77,0 = Omg € Amy.
Ahora, sean amyg, a'mg € Amyg, entonces amg+a’mg = (a+a’)my € Amyg. Por tltimo, sia € A

ya'mg € Amy, entonces a(a’mg) = (aa’)mg € Amy. Por tanto, Amyg es un submédulo de M.

Proposicion 2.43. Sean A un anillo y M un A-médulo. Si T es una familia no vacia de submédulos de M,

entonces [T es un submodulo de M.

Convencion 2.3. Sean A un anillo y M un A-médulo. Si T es la familia vacia de submédulos de M., entonces

NI = M.

Corolario 2.11. Sean A un anilloy M un A-mddulo. Si T es una familia de submodulos de M, entonces ()T
es un submddulo de M.

Definicion 2.27. Sean A un anillo, M un A-médulo y X un subconjunto de M. Definimos el submédulo

generado por X, denotado por (X'), como

{Zajxj|aj6A,xj€X} st X#0

finita

(X) =

0 si X=10

Proposicién 2.44. Sean A un anillo, M un A-médulo y X un subconjunro de M. Se cumplen:
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1. (X es un submodulo de M.

t
2. SiX ={xy1,..., x4} es finito, (X) = {Zajxj |a1,...,a € A}.
j=1
3 (X) =T, donde T := {N C M| N es submédulode My X C N}.

Notacion 2.10. Sean A un anillo, M un A-modulo y X = {x1,..., 2} un subconjunco finito de M.

Denotaremos al submédulo de M generado por X como (x1, ..., &p), envezde (X) = ({z1,...,2n}).

Definicion 2.28. Sean A un anillo y M un A-médulo.

1. Diremos que X, un subconjunto de M, es un conjunto generador de M si (X) = M.
2. Diremos que M es finitamente generado si existe un conjunto generador finito.
Definicion 2.29. Sean A un anillo y M, N A-médulos. Una funcién f : M — N es un morfismo de
A-médulos o simplemente un A-morfismo si cumple:
() f(m+m') = f(m)+ f(m') para todo m,m’ € M.

(i) f(am) = af(m) paratodoa € Ay todom € M.

14
221  Algebras
Sean f : A — B un morfismo de anillos y M un B-mddulo. Definimos la siguiente accion:

AxM — M
(a,m) +—  f(a)m
Proposicion 2.45. Sean f : A — By M un B-mddulo. Entonces, con la accién anterior, M es un

A-modulo.

Demostracién. M es un grupo abeliano porque M es B-modulo. Asi, solo resta probar que la accién
antes definida cumple con los axiomas de la Definicién ??. En efecto, sean a,a’ € Ay z,y € M.

Luego, tenemos:

(i) Asociatividad: (aa’)x = f(aa’)x = (f(a)f(d')z = f(a)(f(a")x) = f(a)(d'z) = a(a’z).

(ii) Distributividad: a(z + y) = f(a)(x +y) = f(a)z + f(a)y = ax + ayy (a + ')z =
fla+ad)z = (f(a) + f(a))z = fla)r + f(d')x = ax + o'z
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(iii) Elemento unitario: 14z = f(1la4)x = lpz = .

Por tanto, M es un A-mddulo. Mas adn, diremos que el B-mddulo M se vuelve un A-médulo por

cambio de anillos o restriccion de escalares.

Corolario 2.12. Si f : A — B es un morfismo de anillos, entonces el B-modulo B se vuelve un A-médulo,

por restriccion de escalares.

Observacion2.23. Si f : A — B esunmorfismo de anillos, por el corolario anterior, B tiene dos estructuras

algcbmicas, esun anilloy un A—médulo. ASl/, ambas estructuras son compatibles.

Demostracion. La conclusion se refiere al producto porque el grupo aditivo es el mismo. En efecto, si
b e flA], b= f(a) paraalgn a € A, entonces para todo x € B, ax = f(a)x = bz, donde ax es

el producto como A-modulo y bz es el producto como anillo.

Definicion 2.30. Sea A un anillo. Una A-dlgebra es un anillo B junto con un morfismo de anillos f : A —

B.
Ejemplos 2.14.

Observacion 2.24. Sean B un anilloy A un subanillo de B. Notemos que B es una A—dlgcbm, viael morfismo

inclusion, ¢ : A — B, definido por 1(a) = a.

Convencion 2.4. Sean B un anillo y A un subanillo de B. En lo sucesivo, por la observacion anterior, si

mencionamos que B es una A-algebra, se estara considerando el morfismo inclusion, v : A — B.

Definicion 2.31. Sean B un anillo y A un subanillo de B.

1. Diremos que B es una A-dlgebra finita si B es finitamente generado como A-modulo.

2. Diremos que B es una A—élgebm de tipo finito sobre A si existen n € 7+ yai,...,an € Bl que

B = Alag,...,apn)
Ejemplos 2.15.

Definicion 2.32. Sean f : A — By g : A — C morfismos de anillos. Diremos que h : B — C'es

un morﬁsmo dC A—élgebras si h esun mmjﬁsmo dt.’ anillos yun A—mmfﬁsma
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Proposicion 2.46. Sean f : A — B, g: A — Cy h : B — C morfismos de anillos. Entonces,

h: B — C'es un morfismo de A-algebras siy solosih o f = g.

Demostracion. (=) Sia € A, (hof)(a) = h(f(a)) = h(f(a)lp) = h(alp) = ah(lp) = alc =

g(a)le = g(a). Asi,ho f=g.

(<=)Sia € Ayz € B, h(az) = h(f(a)x) = h(f(a))h(z) = g(a)h(x) = ah(x). Asi, hes
un A-morfismo.

Por tanto, h : B — C' es un morfismo de A-algebrassiysolosiho f = g.

23 Integridad

Definicion 2.33. Sean B un anillo y A un subanillo de B.

1. Diremos que b € B e¢s entero sobre A si existe un polinomio monico
f=2"4+apn 12+ +a1x+ag € Alx]
tal que 0 = evp(f) = b™ + app_10™" 1 + -+ + a1b + ao.

2. Diremos que B es entero sobre A si todo elemento de B es entero sobre A.

Lema 2.2. Sean B un anillo, A un subanillo de B y o € B. Son equivalentes:

1. « es entero sobre A.
2. El subanillo A[a] C B es finitamente generado como A-médulo.

3. Existe un subanillo C, con A C C C B, tal que o € C'y C es finitamente generado como A-modulo.

Demostracién. (1. = 2.) En efecto, A[a] es un subanillo de B que contiene a A y t, por 2. de la Ob-

servacion ??. Asi, A es un subanillo de A[a]. Luego, Ala] es un A-médulo. Ahora, A[a] = Z ajo’
=0

|n e ZT U {0}, a; € A}, por la Proposicion 22. Asi, Ala] = ({a' | i € ZT U {0}}), por la
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Proposicion 2. Ahora, por hipotesis, existe f = 2™ + a,—12" "1 + -+ + a1 + ag € Alz] tal
que ev(f) = a™ + ap_10™ 1 + -+ aja + ap = 0. Luego, " = —(ap_1a"F + - +
ara + apl). Ahora, sabemos que, 1,c,...,a" ! € ({1,a,...,a"1}). Luego, afirmamos que
a™ e ({1,a,...,a" 1}), para todo s € ZT. En efecto, para s = 1, tenemos: a1 = a"a =
—(an_10" 4 +ajatagl)a = —(a,_ 10"+ +aja® +aga) = (—an_1)(—(an_1a" 1+
@i+ aol)) + (—ap—2)a™ !t + -+ (—ar)a® + (—ag)a) = (a5 — ap—2)a" ! +
(@n—1Gn_—9—an_3)a" 2+ +(an_1a1 —ag)a+ (an_1a0)l. Asi, "t € ({1, a,..., " 1}).
Ahora, supongamos que para s € ZT, s > 2, se cumple que "% € ({1,a,...,a""1}). De-
mostremos que a5t € ({1, a,...,a" " 1}). En efecto, como o™ % € ({1,c,...,a""1}), en-
tonces o™t = b, 1" + - + bra + bol, para algunos by, —1,...,b1,bp € A. Asi, antstl =
a" i = (by_1a" "+ +bia+bol)a, que sabiendo que & = —(an_10" 1+ +ajatagl)
y procediendo de forma analoga al caso s = 1, se concluye que a™tstl = (b, _y(—an_1) +
bp—2)a™ b+ o+ (by_1(—a1) + bo)a + (bn—1(—ap))1. Luego, a5t € ({1, a,...,a""1}).
Ast, por el principio de induccion matematica, ™% € ({1, x,...,a""1}), para todo s € Z*. Asi,
{a*]i e Ztu{0}} C ({1, q,...,a""1}) entonces ({a' |i € ZTU{0}}) C ({1, a,...,a""1}).
Ademas, es claro que, {1, i, ..., 0"} C ({a' | i € ZT U{0}}), entonces ({1, c,...,a"1}) C
{al i € Zt U{0}}). Ast, {1, a,...,a" }) = ({a’ | i € ZT U {0}}). Por tanto, A[a] =
{1, a,...,a""1}).

(2. = 3.) Sabemos que A C A[a] € By a € Ala], por 2. de la Observacion ?? y por la Definicion
2. Ademas, por hipdtesis, A[a] es un A-mddulo finicamente generado. Asi, si C' := A/, se obtiene
lo deseado.

(3. = 1.) Supongamos que C' = Ay; + -+ + Ayn. Si v € C, entonces ay; € C para todo

1<j<n. Asi

ay; = apnyr + -+ QipYp,cona; € Ayl <i<n

y la igua]dad anterior se puede escribir como

3

(dijoe — a;j)y; = 0con 1 <4 < myd;; una delta de Kronecker
Jj=1
que es un sistema de 7 ecuaciones lineales homogéneas en g1, . . ., yp. Por la regla de Cramer se tiene
que det(d;jo — a;5) - y;) para todo j, y como C esta generado por los y; se sigue que det(d;;00 —

a;;) - C = 0yasiparal € C se tiene que det(d; ;a0 — a;5) - 1 = 0, es decir, det(d;;a — a;;) = 0.
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Finalmente, desarrolando det(&ija — aij), poniendo la indeterminada x en lugar de a, se obtiene un
polinomio con coeficientes en A que se anula en «v y este polinomio es moénico porque el término de
grado ™ proviene del producto de los elementos de la diagonal principal (z — a11) -+ (2 — ann)-

Por tanto, « es entero sobre A.

Proposicion 2.47. Sean C un anillo y A, B subanillos de C' tales que A C B C C. Entonces, si C es un
B-mddulo finicamente generado y B es un A-mddulo finicamente generado, se cumple que C' es un A-médulo

ﬁ?’ll tamente gencmdo‘

Corolario 2.13. Sean B un anillo, A un subanillo de B y a1, ...,0y € B enteros sobre A. Entonces,

Alo, ..., o) es un A-médulo finicamente generado.

Demostracién. Procedamos por induccién matematica sobre n. En efecto, paran = 1, A[ay] es un
A-modulo finitamente generado, por la equivalencia 1. < 2. del Lema ??. Ahora, supongamos que
paran € ZT, n > 2, se cumple que Ay, . .., ay] es un A-mddulo finicamente generado, donde
a1, ...,0p € Bson enteros sobre A. Demostremos que A, . . ., Qp, Gp41] es un A-modulo fini-
tamente generado, donde @y, . . ., Oy, Q11 € B son enteros sobre A. En efecto, como a1 € Bes
entero sobre A, existe f € Afz] tal que evy,, ., (f) = 0. Luego, como A C Alaz, ..., ay], entonces
[ € Alai,...,an)[x] y eva, ., (f) = 0, por lo que, apq1 € B es entero sobre Afay, ..., o),
entonces, por la equiva]encia 1. & 2. del Lema ??, A[oq, ... ,Ozn] [an_H] = A[Ozl, ey Oy, Ozn+1} es
un Afay, . . ., ap]-mddulo finitamente generado. Ahora, como Afay, . .., ap] es un A-mddulo fini-
tamente generado, por hipétesis inductiva, se tiene que A[Ozl7 cey Qi Ozn+1] es un A-moddulo finita-
mente generado, por la Proposicion ??. Por tanto, por el principio de induccion matematica, se cumple
que, para todo n € Z*1, Alaq, ..., ay] es un A-moédulo finitamente generado si ag, ..., a, € B

sOn enteros sobre A

Corolario 2.14. Sean B un anillo, A un subanillo de B. Si o, 3 € B son enteros sobre A, entonces o + 3,

o — By af son enteros sobre A.

Demostracién. En efecto, como a, f € B son enteros sobre A, tenemos que Afa, 5] es un A-méddulo
finitamente generado, por el Corolario ??. Asi, se tiene que A C Afa, 8] C B, inclusién de subanillos,

a+ B,a— B,a8 € Ala, ] y Ala, 5] es un A-mddulo finitamente generado, entonces, por la
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equivalencia 3. < 1. del Lema ??, aplicada tres veces, tenemos que a+ 3, . — 5, S € B son enteros

sobre A.

Definicion 2.34. Sean B un anillo y A un subanillo de B. Definimos la cerradura entera de A en B, denotada

como A, como

A= {a € B | aesentero sobre A}.
Corolario 2.15. Sean B un anillo y A un subanillo de B. Entonces, A es un anillo yAC ACB.
Demostracién. En efecto, por definicion de A, A C B. Ahora, como A C B y todo elemento de A
es entero sobre A, puessia € A, entonces x — a € Alz] y evg(x — a) = a — a = 0, se tiene que

AC A Luego, como A es un subanillo de B, 1 € A, entonces 1 € A. Por dltimo, si o, B € A,

entonces, por el Corolario 7?2, o« — 3, a8 € A. Por tanto, por la Definicion ??, A es un (sub)anillo.

Definicion 2.35. Sean B un anillo y A un subanillo de B.

1. Si A = A, diremos que A es integralmente cerrado en B.
2. Si A es un dominio entero y A = A en su campo de fracciones k, diremos que A es normal.

Corolario 2.16. Sean B un anillo y A un subanillo de B. Son equivalentes:

1. B es una A-algebra finita.

2. Besuna A—dlgebm de tipo ﬁnito y entera sobre A.

Demostracion. (1.=>2.) Toda A—é]gebra finita es de tipo finito. Mas atin, como B es finitamente

generado como A-mddulo , por 3. del Lema ??, B es entera sobre A.

(2.==1) Por hipdtesis existen v, ...,q, € B tales que B = Ala,...,a,), y como los ¢
son enteros sobre A, entonces, por el Corolario 2?2, B = Alaz, ..., ay,] es un A-mddulo finitamente
generado.
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CAPITULO 2 ALGEBRA CONMUTATIVA

Corolario 2.17. Sean C un anillo y A, B subanillos de C' tales que A C B C C. Ahora, si C' es entero

sobre B y B es entero sobre A, entonces C' es entero sobre A.
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Capitulo 3

Nullstellensatz

r

Algebra lineal, una parte, se ocupa de encontrar la solucion a un sistema de ecuaciones lineales dado;
la teoria desarrolla una descripcion completa del conjunto de soluciones de dicho sistema. Geometria
a]gebraica, desde un punto de vista clasico, se ocupa de estudiar el conjunto de soluciones de un sis-

tema de ecuaciones polinomiales en varias variables dado, llamado conjunto algebraico.

Mencionado lo anterior, para garantizar que estos espacios algebraicos sean no vacios, hacemos la

siguiente:
Convencion 3.1. En lo sucesivo, la palabra campo significara campo algebraicamente cerrado.

Definicién 3.1. Sea k un campoyn € Z™.

1. Definimos el espacio afin de dimension n sobre k, denotado por A, como
A ={(a1,...,an) | a; € k}.
2. Sea f € k[x1,...,xy]. Definimos el conjunto cero de f, denotado por V(f), como
V(f) ={P e Ay | f(P) =0}
3. Mas generalmente, si T C k[x1, ..., xy], definimos el conjunto cero de T', denotado por V(T'), como
V(T)={P e A} | f(P)=0paracoda f € T}.
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4. SeaY C A Decimos que Y es un conjunto algebraico afin en A} si existe T C k[x1, ..., xy) tal

que V(T) =Y.

Por 3. de la definicién anterior, podemos afirmar que basta con considerar el ideal generado por

T, (T). Formalmente, tenemos la siguiente:

Proposicion 3.1. Sea k un campoy T C k[z1,...,xy). SiI := (T), entonces V(T') = V(I). Mds aiin,
existen f1,..., fr € kl@1,...,xy), para algin r € ZF, wal que V(I) = V(f1,..., fr) = V(f1) N
N V(fr).

Demostracién. Primero, demostremos que V(T') = V(I). (C): Si P € V(T)y f € I, entonces
g(P) = Oparatodog € Ty f = higi + - + hngn, con by € E[z1,...,2,], 9. € Ty
n € ZT. Ast, f(P) = h1g1(P) + -+ + hypgn(P) = hi(P)g1(P) + - + hp(P)gn(P) =
hi(P)0+ -+ 4+ h,(P)0 = 0. Luego, P € V(I). Por tanto, V(T') C V(I). (2): SiP € V(I)y
f €T, setiene que g(P) = 0 paratodog € Iy f € I, porque T C (T') = I, entonces f(P) = 0.
Ast, P € V(T). Por tanto, V(I) € V(T). Luego, sc cumple que V(T) = V(I).

Segundo, demostremos que existen fi, ..., fr € k[z1,..., 2], para algin r € Z7 tal que V(I) =
V(fi,..., fm). Para la existencia, por 2. del Corolario ??, A es noetheriano; es decir, todo ideal de
k[z1, ..., x,] es finitamente generado. Asi, existen fi, ..., fr € k[x1,...,x,], paraalgin r € ZT,
tal que I = (f1,..., fr). Por tanto, V(I) = V(f1,. .., fm)-

Por ltimo, demostremos que V(f1, ., f) = V(1) (- AV(f,). (C): Si P € V(fis.-s fr),
se cumple que f(P) = 0 para todo f € (f1,.-., f,). Luego, en pardicular, f; € (fi,..., f,), para
todoi € {1,...,7}, entonces f;(P) = 0, para todo i € {1,...,7}. Asi, P € V(fi)N---N
V(fr). Por tanto, V(f1,.... fr) € V(fi) N ---0V(fp). (2): SiP € V(fi)n---nV(fr)y
fe (fi,-o5 fr), se cumple que fi(P) = 0, pararodoi € {1,....r}y f = gifi + - + grfr)
para algunos g; € k[z1,...,xy,],coni € {1,...,r}. Luego, f(P) = g1f1(P)+ -+ g fr(P) =
g (P)[1(P) + -+ g (P) [+ (P) = 1(P)0 +--- + g,(P)0 = 0. Asi, P € V(f1,..., fr). Por
canto, V(f1) N+~ NV(f) S V(f1,..., fr). Luego, V(f1, ..., fr) = V(f1) N+ N V(fr).

De la proposicion anterior, concluimos que, los conjuntos algebraicos afines son conjuntos de ceros

comunes de un conjunto finito de polinomios.

Proposicion 3.2. Sea k un campo. Si f € k[z1,...,xy], con f # 0, entonces V(f) # A}
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Demostracion. Procedamos por induccion matematica sobre n. Para el cason = 1 es porque si f €
E[z], con f # 0, entonces el ndmero de raices de f, en k, es menor o igual que su grado, por el
Teorema ??, pero como k es algebraicamente cerrado, entonces k es infinito, entonces V(f) # A}
Supongamos ahora que el lema es valido para menor o igual n — 1 variables, con n > 2; es decir,
se cumple que si f € k[x1,...,2p_1], con f # 0, entonces V(f) # Azfl. Demostremos que si
f € klx1,..., @), con f # 0, entonces V(f) # A En efecto, sea f € k[z1,...,xy], con f # 0.
Primero, notemos que si L : Az_l — A7 (a1,...,0n-1) —> (a1,...,0,_1,0), entonces L es
inyectiva, y por tanto, A;Ckl = L(Azfl) C A7, es decir, podemos pensar que A;ckl C A}. Ahora,

factorizando las potencias %, en los monomios de f, escribimos

(%) f=ap(xy,. ..., zp_1)zk +.--
Notemos que si no aparece la variable x,, en f, entonces f € k[x1,...,2,—1], y por hipotesis de
induccion, existe un punto (o, ..., 0,—1,0) € AZ_l C A} tal que f(ou,...,an-1,0) # 0,
entonces V(f) # A}l. Podemos entonces suponer que &, aparece en f, entonces ag (21, ..., Tn_1) #
0 (no es el polinomio cero). Asi, por hipotesis de induccion, existe un punto (v, ..., Q,_1) €
A;Ckl tal que ag(o, ..., n—1) # 0. Luego, sustituyendo el punto (o, ..., an_1) en todos los

coeficientes a; de (), se obtiene el polinomio en una variable

f=arlar,...,an_1)zk +--- € k[x,],

donde el coeficiente ag(aq, .. ., anfl)xﬁ # 0y por lo tanto el niimero de raices de f es menor o

igual que su grado, entonces f no se puede anular en todo k, lo que implica que existe oy, € k tal que

0# flan) = fai,...,an_1, ), es decir, f no se anula en todo A7 Por tanto, V(f) # AJ.

Observacion 3.1. Sea k un campo y n € Z™. Entonces,

Vi {J<klz1,...,zn]} — {YCTAY es un conjunto algebraico en A}l}

J — V(J)

es una funcién sobreyccriva, pero no inyectiva.

Ahora, tenemos la construccion reciproca:
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Definicion 3.2. Sea k un campo,n € Z y X C A?. Definimos el conjunto Z(X) como

I(X)={f € klx1,...,zn] | f(P) =0paratodo P € X}.
Proposicion 3.3. Sea k un campo,n € Z* y X C A} Entonces, Z(X) < k[z1,...,xp].
Demostracién. Primero, por definicion, Z(X) C k[z1,...,%,]. Luego, 0 € Z(X), pues 0(P) = 0,
para todo P € X. Ahora, si f, g € Z(X), se tiene que f(P) = 0 paratodo P € X y g(P) = 0 para
todo P € X, entonces,si P € X, (f+g)(P) = f(P)+g(P)=04+0=0.Asi, f + g € Z(X).
Por dltimo, si b € k[z1,...,2,]y f € Z(X), entonces h € k[z1,...,z,]y f(P) = 0 para todo

P e X, porloquesi P € X, hf(P) = h(P)f(P) = h(P)0 = 0. Luego, hf € Z(X). Por tanto,
I(X) < Eklx1,...,2T5]

Observacion 3.2. Sea k un campo y n € 7.F. Entonces,

X — I(X)

" ./
es una funaon.

Demostremos algunas propiedades basicas que cumplen las funciones V e Z.

Lema 3.1. Las funciones V e T cumplen:

1. SiECFE Cklzy,...,xy), entonces V(E') C V(E).

2. V(1) = V(VI), paracodo I < kl[xy,...,2,).

3 V(k[zy,. .. zn)) = 0.

4 V(0) = Ap.

5. V(J1) UV(J2) = V(J1 N Jo), para cualesquiera Jy, Jo < k[z1,. .., 2]

6. (Y V() =V _ J)). paraoda {J;} jen familia de ideales de k[zy, .. ., ).

jea JEA

7. 81X CY C A} entonces Z(Y) C Z(X).
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8 Z(0) = klz1,. ..,z

9. Z(A}) = 0.
10. Si X C AP, enconces \/Z(X) = Z(X), es decir, Z(X) es un ideal radical.
1. J CZ(V(J)), paratodo J < k[x1, ..., 2,

122 X C V(Z(X)), para todo X C A}. Mas ain, X = V(Z(X)) si y solo si X es un conjunto

algebmico aﬂn.

Demostracién. 1. Si P € V(E'), se cumple que f(P) = 0 paratodo f € E’. Luego, como E C E’,
se tiene que f(P) = 0 para todo f € E, entonces P € V(E). Por tanto, V(E') C V(E).

2. (2): Como I C VT, entonces, por 1., V(VI) € V(I). (C): P € V(I) implica que f(P) = 0
paratodo f € I. Luego, si f € VT se implica que existe r € ZF tal que f7 € I, entonces f7(P) = 0.
Ast, sir =1, se cumple que f(P) = 0, en otro caso, f7 = f -+ f (r veces), que como k[z1, . .., Ty]
es un dominio entero, se tiene que f(P) = 0, por lo que P € V(VT). Ast, V(I) € V(VT). Por
tanto, V(I) = V(VT).

3. Si V(k[z1,...,2,]) # 0, entonces existiria P € A} tal que f(P) = 0 para todo f €
Elz1,..., 2] Asi,como k C k[x1, ..., 2y,], en particular, 1, = 1(P) = 0, contradiccidn, pues k

es un campo. Luego, V(k[z1, ..., 2,]) = 0

4. (Q): Por defiicion, V(0) C A}. (2): Si P € A}, entonces 0(P) = 0. Asi, P € V(0). Luego,
A7 C V(0). Por tanto, V(0) = A.

5. (C): Como Jy N Jy C Jy, Jo, entonces, por 1, V(J1), V(J2) C V(Jy N Jo). Ast, V(J1) U
V(o) CV(J1NJa). (D):Si P& V(Ji)y P ¢ V(Jz), entonces existe f € Jp tal que f(P) # 0
y existe g € Jy tal que g(P) # 0. Ahora, notemos que fg € Ji y fg € Ja, es decir, fg € J1 N Ja.
Luego, fg(P) = f(P)g(P) # 0, pues como k es campo, entonces k es dominio entero. Ast, P ¢
V(J1NJ2). Luego, se sigue que V(J1NJ2) C V(J1)UV(J2). Por tanto, V(J1)UV(J2) = V(J1NJ2).

6.(Q): Si P € V(J;) paratoda j € A, entonces para todo f € Z J;, escribiendo f = Z g;f;

JEA finita
con gj € k[x1,...,x,]y f; € Jj, se tiene que f(P) = Zgj(P)fj(P) =0.Asi, P € V(Z J;).
finita JEA
(2):SiPe V(Z J;), como cada J; C Z J;, entonces P € V(J;) para todo j € A, por lo que
jeA jeA
Pe () V().
jeA
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7.8i f € Z(Y'), se cumple que f(P) = 0 para todo P € Y, entonces, como X C Y, se tiene que
f(P) =0paratodo P € X, entonces f € Z(X). As;, Z(Y) C Z(X).

8. SiZ(B) # k[x1,...,xn], entonces existiria f € k[zy,...,2z,] tal que f ¢ Z(D), es decir,
existirta P € () tal que f(P) # 0, contradiccion. Por tanto, Z(0) = k[x1, . .., x,].

9.(C): Si f € Z(A}), entonces, por la contrareciproca de la Proposicion ??, f = 0. (C): Es claro.

Por tanto, Z(A}) = 0.

10. (©): Si f € /I(X), existe 7 € N no nulo tal que f" € Z(X), entonces f"(P) = 0 para
todo P € X, esdecir, (f(P))" = 0, entonces f(P) = 0, es decir, f € Z(X). Ast, /Z(X) C Z(X).

(2): Por la Proposicion ??.

11 Si f € Jyparatodo P € V(J), se cumple que f(P) = 0, entonces f € Z(V(J)). Por tanto,
J CIZV().

12. i P € X y para todo f € Z(X), se cumple que f(P) = 0, entonces P € V(Z(X)). Asi,
X C V(Z(X)). Parala otra parte, si X = V(Z(X)), por definicion, se sigue que X es algebraico.
Ahora, si X es algebraico, entonces X = V(J) para algin ideal J de k[z1,. .., z,]. Luego, por 11.,
J C Z(X), entonces, por 1., V(Z(X)) C V(J) = X, por lo que X = V(Z(X)).

Debido a 3., 4., 5. y 6. del lema anterior, tenemos la siguiente:

Proposicion 3.4. Sea k un campo y n € Z*. Entonces, (A}, {Y C A} | Y es algebraico en A}}) es un

espacio topolagico.
Observacion 3.3. A la topologia {Y C A} |'Y es algebraico en AJl} en A} se le conoce como topologia de
Zariski.

Ahora, es tiempo de enunciar una serie de resultados que nos ayudaran con la demostracion del
Nullstellensatz. En efecto, comenzamos con el primer:
Lema 3.2. Sikesuncampoy f € k[z1,...,%n] es un polinomio no nulo de grado d, entonces existe un

cambio de variables lineal 1‘; =x; — iy, paral <1 <n—1 ycona; € k, rales que el polinomio

fl@y +arxn, ... 20 1+ an_1Tpn, xn) € k[, ... 2l _1, Tp)]
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d

G conc € k.

tiene un término de la forma cT

Demostracién. Escriba o} = x; — a;&y, para alguna eleccién de a; € k, 1 < i < n — 1. Se probara
que existe una eleccion de las a; que satisfacen el lema. Sea fg la componente homogénea de f de

grado d y escriba f = f4 + g, con g de grado menor o igual a d — 1. Entonces,

f@+ar1zn, ..., 2 _jtan_1Tn,2,) = falar,...,an_1, l)x‘i—i—términos de grado menor en z,,
ya que cada monomio de grado d en fy es de la forma mg = ax(*--- 5 con E e; = d,yal

substituir @; por ; = x} + a;2p, 1 <4 < n — 1 el monomio my queda de la forma

a(@] + a1zn) - (T + apo1@y) ot ag
donde al expandir los binomios notamos que al juntar los términos de mayor grado en x,, queda
el en—1_€n—1 ¢

ey taen) = alat - -al - Do

ey
a(af*zl - - a," n—1

porque E e; = d, de donde se sigue la afirmacion con fg = E myg. Finalmente, notamos ahora

que fd(ml, ey Tp—1, 1) es un polinomio en iy, ...,Tp—1 que NO es nulo, porque de lo contrario f
no tendria grado d; se sigue que V(fq) # k™~ por la Proposicion ??. Ast, existen ay, ..., a,—1 € k
tales que fq(a1,...,an—1,1) # 0y poniendo ¢ = fy(a1,...,an—1,1) se sigue la conclusion del
lema.

Teorema 3.1 (Normalizacion de Noether). Sean k un campoy A = klay,...,ap] una k—dlgebm de tipo

ﬁnito sobre k. Entonces existen Y1, . . ., Ym € A, conm < n, tal que

1 Y1, ..., Ym son algebraicamente independientes sobre k.

2. Aesuna klys, . .., Ym]-dlgebra finita.

Demostracién. Se probara este resultado por induccién sobre n. En efecto, sea k[z1, . . ., ky] el anillo

de polinomios en 7 variables, consideremos el morfismo:
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klz1, ..., 5] LN klai,...,an] = A
T; a;
kE>a a
ysea I 1= ker(s). Si I = 0, podemos tomar m = nyy; = a1,...,Yn = ap, y claramente se

cumplen 1. y 2. Si I # 0, entonces existe f € I no cero. Sin = 1, tenemos que f(a1) = 0, y por tanto

el resultado se cumple por el Lema ??, con m = 0. Ahora, supongamos que 7 > 1y que el resultado

es cierto param — 1. Luego, por el Lema ??, existen avq,...,qp,_1 € k tal que, si a/i =a; — oan y
A =Ea,...,a),_1] C A, tenemos que para algiin ¢ € k el polinomio
1 / /
F(ry) = 2 f(a) + a1z, ... a4, 1 + Qn_1Tn, )

es un polinomio monico en A'[z,], y F'(a,) = 0. Asi, por el Lema ??, se cumple que a,, es entero

sobre A’. Ahora, por la hipétesis inductiva, existen y1, . . ., ym € A’ tales que cumplen:

(i) y1,...,Ym son algebraicamente independientes sobre k,

(i) A" esunaklyi, ..., Ym]-dlgebra finica.

Por el Lema ?? tenemos que A = A’[a,] es una A’-dlgebra finita, y que por el Lema ??, también se

cumple que A es una k[y1, . . ., Ym]-algebra finira.

Lema 3.3. Sean A un campo y B un subanillo de A tal que A es una B-algebra finita. Entonces B es campo.

Demostracion. Sea b € B no cero. Ahora, como A es un campo, entonces existe b1 € A. De-
mostremos que b~ € B. En efecto, como A es una B-ilgebra finita, entonces, por el Corolario 72, A

es entera sobre B, entonces
b 4 by b~ (D 4 b b by = 0, para algunos b; € B.
Multiplicando por b~ obtenemos:

b1 = _(bn—l 4+ bp_ob+ -+ bobn_l) € B.
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Teorema 3.2 (Zariski). Sean k un campoy A = kla, ..., ay] una k-algebra de tipo finito sobre k. Si A

es un campo, entonces A es algebraica sobre k.

Demostracién. En efecto, sean kun campoy A = klaq, . . ., a,] una k-algebra de tipo finito sobre k tal
que A es un campo. Ahora, por el Teorema de Normalizacion de Noether, existen y1, ..., ym € A,
conm < n,talque Y1, . . ., Ym son algebraicamente independientes sobre ky A esuna k[y1, . .., Ym]-
algebra finita. Asi, por el lema anterior, k[y1, . .., ¥m] es un campo. Pero esto solo puede pasar si
m = 0. Por tanto, A es una k-algebra finita, es decir, A es finitamente generado como k-modulo, es
decir, A es un k-espacio vectorial de dimension finita. Luego, se sigue que A/k es finita, entonces,

por la Proposicion ??, A/k es algebraica.

Teorema 3.3 (Nullstellensatz). Si k es un campo, se cumplen:

1. Los ideales maximos del anillo k[x1, . .., 2] son de la forma

para algin P = (a1,...,an) € AT
2. Si I es un ideal propio de k[x1, . .., xy], entonces V(I) # 0.

3. Para todo ideal I de k[, ..., zp), se tiene que Z(V(I)) = VI

Demostracion. 1. Siay,...,a, € k, entonces, por la Proposicién 7 (x1 —a1,...,Tn — ay) es
un ideal maximo de k[x1, . .., Z,]. Ahora, si m es un ideal maximo de k[x1, . . ., 2], entonces

K :=k[z1,...,2,]/m es un campo extension de k, pues tenemos:
k—— klr1,...,x5) — k[z1,..., 2]/ m =K ,

donde K es de tipo finito sobre k, pues K = k[z1 +m,..., 2z, + m], y por ¢l Teorema de
Zariski, K/k es algebraica, pero como k es algebraicamente cerrado, entonces, por 2. de la
Proposicion 7?2, K = k. Luego, paratodo 1 < i < nyparaz; +m € K existe a; € k tal que
x; +m = a;, es decir, z; — a; € my por lo tanto (z1 — ay,...,Zy —an) € m,y como el

ideal (1 — a1, ..., Ty — ay) es maximo, entonces M = (L1 — A1, ..., Ty — Ap).
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2. SiT esunideal propio de k[xl, . ,mn], entonces, por el Corolario ??, existe un ideal maximo
m tal que I C m, entonces, por 1. del Lema ??, V(m) C V(I). Ahora, por 1., V(m) =
V(1 — a1,y Tp —an) = {(a1,...,a,)} # 0. Asi, V(I) # 0.

3. (2): Si f € VT, se cumple que existe m € N no nulo tal que f™ € I, y por lo tanto para todo
P € V(I) se tiene que 0 = f™(P) = (f(P))™ yast f(P) =0, es decir, f € Z(V(I)). Por
tanto, Z(V(I)) 2 VT.

(C): Sea f € Z(V(I)) ysea I := (hy,...,h;). Queremos mostrar que f¥ € I para algin
N € N no cero. Para esto, se usara el truco de Rabinowitsch, el cual consiste en introducir
una variable adicional ¢ y considerar el ideal de polinomios Iy = (hq,..., hy, ft — 1) C
k[z1,...,2n,t] que contiene a I. Entonces, V(If) C AZ'H consiste de los ceros comunes de
los h; (notemos que como los h; no tienen la variable ¢, los ceros comunes de los h; deben ser
de la forma (P,b) con P € V(I) y b € k arbitrario) que ademas son ceros de ft — 1, es decir,
f(P) —1=0porloque f(P) # 0, una contradiccion porque f € Z(V(I))y P € V(I). Se
sigue que V(I ) = (), que por la parte 2., se implica que I¢ = (1) = k[z1,..., 2y, t] y por lo
tanto existen g; € k[T1, ..., Ty, t] tales que

1= Zgihi +go(ft —1) € klxy,...,zn,t].
i=1
Poniendo t = % en la anterior ecuacion (lo cual cancela el sumando con gg) y limpiando de-

nominadores, la anterior ecuacion roma la forma
s 1 T
(*) 1= § gl(xlaaxnvl/f)hlzfijv E gi(ml?"'vgjﬂnl)hiv
=1 1=1

donde NV es tal que ¢V es la mayor potencia de t que aparece en todos los polinomios g; y los ;
son polinomios obtenidos al multiplicar los monomios de g; por las potencias correspondientes

de f; ast, los g; son polinomios de k[z1, ..., z,]. Multiplicando (x) por 7 se sigue que

fN = Zgz(l‘l,,l'n,l)hl el
=1

Ya alcanzado nuestro primer objetivo, ahora emprendemos camino hacia la demostracion de nue-
stro segundo, y ultimo, objetivo, la demostracion de la equivalencia de las categorias de variedades

algebraicas afines sobre un campo algebraicamente cerrado K y la categoria opuesta de K-algebras
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conmutativas ﬁnitamente generadas 1'educidas. AS{, para este Fm, nos resta deﬁnir ]OS morﬁsmos entre

variedades algebraicas afines y una ley de composicion entre estos.

Convencion 3.2. En este trabajo, convenimos en que las palabras conjunto algebraico y variedad algebraica

(variedad afin) significan lo mismo.

Definicion 3.3. Sea V' C A} una variedad algebraica.

1. El anillo de coordenadas de V' es definido por
V] = klzy, ..., zn]/Z(V).

2. Una funcion polinomial en V' es una funcion f : V. — k tal que existe un polinomio F €

Elx1,...,2n] con f(P) = F(P) paratodo P € V.

Proposicion 3.5. Sea V' C A} una variedad algebraica. Se cumplen:

LE ={f:V—k|f es funcidn } es un anillo.

2 Seakp = {f:V — k| [ es funcion polinomial }. Enconces, k% es un subanillo de k" tal que

contiene a k.

3. Sea L : klxy,...,m,] — kY la funcion que restringe un polinomio F a una funcion polinomial
Fly : V. — k. Enconces, L es un morfismo de anillos, ker(L) = Z(V), Llk[z1,. .., z,]] = kb
yk[V] = kY.

Demostracion. 1. Si + : kY x KV — KV, (f,9) — f(P) +g(P),y- : &V x kY — KV,

(f,9) — f(P)g(P), entonces, por 3. de los Ejemplos ??, (k¥ +, ) es un anillo.

2. Por definicion, k% C kY. Ahora, seal : k — k¥, a — a(P) = a. Asi, [ esth bien
definida, pues & C k[z1,...,2,]. Luego, I es inyectiva, pues si a,b € k son tales que [(a) =
1(b), entonces a(P) = b(P), para todo P € V, entonces a = b. Asi, [[k] = S, para alglin S
subconjunto de k). Ast, k C kj. Ahora, veamos que kJ es un subanillo de V. En efecto, como
v =1V —kPr—1,vk C kg, entonces 1pv € kg Ahora, si f,g € k:g, entonces
existen F, G € k[z1,...,x,] tales que f(P) = F(P)y g(P) = G(P) paratodo P € V. Asi,
P €V, emonces (f — 9)(P) = f(P) — g(P) = F(P) — G(P) = (F — G)(P) € K.y
(fg)(P) = f(P)g(P) = F(P)G(P) = (FG)(P) € k). Luego, k% es un subanillo de k¥ Por

tanto, kg es un subanillo de kY tal que contiene a k.
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3. Primero, veamos que L es morfismo. En efecto, si ', G € k[z1, . .., Ty], entonces:
 L(F+G)=(F+G)|vyL(F)+ L(G) = Fly + G|y. Asi,si P € V, entonces (F +
G)|lv(P) = Flv(P) + G|v(P). Luego, L(F + G) = L(F) + L(G).

. L(FG) = (FG)|lv y L(F)L(G) = F|yG|y. Ahora, si P € V, entonces (F'G)|y(P) =
Fly(P)G|v(P). Ast, L(FG) = L(F)L(G).

L) =1y = Ly
Ast, L es morfismo.
Ahora, ker(L) = {F € k[z1,...,2,) | L(F) = 0|v} = {F € k[z1,...,2,]) | F(a) = O0Va €

V} = Z(V). Por dltimo, es claro que L[k[z1,...,2,]] = k. Luego, por el primer teorema de

isomorfismo, k[V] = k[z1,...,2,]/Z(V) = kp.

SeaV C AZ una variedad a]gebraica. Entonces, gracias a la Gltima parte de 3. dela proposicién
anterior, podemos hacer la siguiente identificacion:
k‘[V] = {f 'V —k | f es funcién polinomial }

Observacion 3.4. Sea V' C A} una variedad algebraica.

1 La Composicién dC ZOS ﬂ’lOVﬁS}ﬂOS natumlcs:
k—— klx1,...,xn] — klx1,...,2,]/Z(V) = Ek[V]

hace del anillo k[V'] una k-algebra.

2. Las coordenadas 1, . ..,x, € k[V] = k[z1,...,2,]/Z(V) las podemos ver como funciones x; :

V—k P=(a1,...,an) — a, es decir, asignan a cada punto P de V' su i-ésima coordenada.

3. Elanillo k[V'] es el menor anillo de funciones en V' que contiene a las funciones coordenadas y al campo
k. Mas ain, el anillo k[V] estd generado, como k-algebra, por las funciones coordenadas, de ahi el

nombre de anillo de coordenadas.

Proposicion 3.6. Sea V' C A} una variedad algebraica. Entonces, el anillo k[V] es reducido.
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Demostracién. En efecto, como k[V] = k[z1,...,2,]/Z(V) e Z(V) es un ideal radical, por 10. del

Lema ??, entonces, por la Proposicion 72, k[V] = k[z1, ..., 2,]/Z(V) es reducido.

Ahora, definamos los morfismos entre variedades algebraicas.

Definicion 3.4. Sean V' C A} y W C AT variedades algebraicas. Una funcion f : V- — W se dice que
es una aplicacion polinomial si existen polinomios F, . .., Fy, € klx1,. .., xy] tales que para todo P € V

se cumple que f(P) = (F1(P),..., Fn(P)).

Proposicion 3.7. Sean V- C A}, W C AT variedades algebraicas y denotemos a los anillos polinomiales
de los espacios afines correspondientes por k[x1, ..., 2n] v kY1, . .., Ym]. Entonces, f : V. — W es una

aplicacién polinomial si y solosiyj o f € k[V], para todas las funciones coordenadas y; € E[W].

Demostracién. (=): Si f : V. — W esunaaplicacion polinomial, existen polinomios Fi, . . ., F,,, €
klx1,...,Ty] tales que para todo P € V se cumple que f(P) = (F1(P),..., Fin(P)). Luego, si
P € V, entonces, para todo j € {1,...,m}, se tiene que y; o f(P) = y;(F1(P),...,Fn(P)) =
F;(P), pero como Fj es un polinomio, entonces Fj|y € k[V]. Por tanto, y; o f € k[V] para todo
jed{l,....,m}.

(<=): Sea f := (f1,..., fm)- Luego, fj = yj o f € k[V] paratodo j € {1,...,m} implica

que existen F; € k[x1, ..., x,] tales que para todo P € V, f;(P) = F;(P). Asi, paratodo P € V,
f(P) = (F1(P),...,Fn(P)). Asi, f : V. — W es una aplicacién polinomial.

Observacion 3.5. Sea X C A} una variedad algebraica. La funcién identidad Idx : X — X, P +—

P, es una aplicacién polinomial.

Definicion 3.5. Sean X C A7, Y C A7 y Z C AJ variedades algebraicas. Ahora, si f : X — Y
yg : Y — Z son aplicaciones polinomiales, con f = (f1,...,fm)y 9 = (g1,--.,9r), entonces

gof: X — Z, quevienedadapor go f = (g1(f1,---, fm)s-- - 9r(f1,-- -, fm)), es polinomial.
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3.0.1 La categoria de variedades afines y aplicaciones polinomiales

Sea k un campo. Entonces, de lo anterior, tenemos que las variedades algebraicas junto con las ap]ica—

ciones polinomiales forman una categoria.

Notacion 3.1. Con Af(k) denotaremos a la categoria de variedades algebraicas sobre un campo k y con

morﬁsmos las aplicaciones polinomialcs.

Observacion 3.6. Sea k un campo. Notemos que las k-dlgebras reducidas y de tipo finito junto con los morfismos

de k-algebras forman una categoria, la cual denotaremos por k-alg-red.

Teorema 3.4. Sean X C A7, Y C A} variedades algebraicas.

1L Sif: X — Y e una aplicacion polinomial, entonces f induce el morfismo de k-dlgebras f* :

kY] — k[X].

2. Rectprocamente, cualquier morfismo de k-dlgebras ¢ : k[Y] — k[X] es de la forma o = f* para

una tinica aplicacién polinomial f: X — Y. Enonas palabms, se tiene una biycccién:
{aplicaciones polinomiales f : X — Y} +— Homk_g,]g(k‘[Y], k[X]) dada por f «— 1t

3. La correspondencia de 1. es contravariante, es decir, si f : X — Y y g : Y — Z son aplicaciones
polinomiales, entonces (g o f)f = f* o g*.

4. Una consecuencia inmediata es que f : X —= Y es un isomorfismo si y solosi f* : k[Y] — k[X]

esun iSOT’nOVﬁSWlO déf k—dlgcbms.

Demostracion. 1 Sif: X — Y esunaaplicacion polinomial, entonces f inducea f# : k[Y] —
E[X] por medio de la composicion con f, es decir, si & € E[Y] la vemos como una funcién
polinomial @ : Y — k, entonces f¥(a) = ao f : X — k. Ahora, se afirma que f* es un

k-morfismo, pues si ag, ag € k[Y]y a € k, entonces tenemos:
s fHlont ) =(ar+az)of=arof+aso f=fi o)+ fHa).
e [Harag) = (ag) o f = (1o f)(ago f) = fH(ar) fH ().
. ffa)=aof=ua

2. Seany; =y; + Z(Y) € k[Y] = E[y1, ..., ym]/Z(Y") las funciones coordenadas. Calculando

el morfismo dado ¢ : k[Y] — E[X] en las §; obtenemos que ¢(g;) € k[X] y se pone f; =
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©(g;) € k[X]. Entonces, la funcion f : X — A" dadapor f(P) = (f1(P),..., fm(P))es
una aplicacion polinomial porque las f; son funciones polinomialesVerifiquemos que su imagen
estd en Y. Para ésto, suponga que g € Z(Y) C k[y1, - . ., Ym]; entonces, en k[Y] se tiene que
9(G1,--,Tm) = 0 € k[Y] pues g € Z(Y). Se sigue que @(g(F1,---,9m)) = 0 € k[X]

porque ¢ es morfismo. Como g tiene coeficientes en k y ¢ es k-morfismo, entonces

0= Im)) = g(e(@1), -, 0(Fm)) = g(f1,-- - fm),

donde g(f1,- .., fm) € k[X] esla funcion P — g(f1(P), ..., fm(P)), la cual hemos visto
que se anula para todo g € Z(Y'), y como Y es el conjunto de ceros de Z(Y"), se sigue que
(f1(P),..., fm(P)) € Y, es decir, f(P) € Y, como se queria. Resta probar que para la
aplicacion polinomial f anterior se tiene que f# = ¢ : k[Y] — Kk[X]. Para ésto, basta
verificarlo en los generadores §; del dominio. Ahora, como f = (f1,..., fm) ylos f; = ©(7;),

entonces

i @) =150 f = f; = o(@).

El mismo argumento prueba que f es tnica con la propiedad de que f*(5;) = ¢(7;).

3. Sean f: X — Y yg:Y — Z aplicaciones polinomiales. Si & € k[Z], entonces

(9o ff(a)=ao(gof)=(aog)of=g'a)of=f s () = (fog%) (a)

4. Es claro.

En lenguaje categorico precisamos todo lo anterior:

Se tiene un funtor contravariante:
Af(k) —E— k-lg-red
tal que

(i) En objetos: X —— k[X]

(i) Enmorfismos: f: X — Y —— fi: kY] — k[X]
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. . .
Ahora, renemos un FU.I’]EOT contravariante en leﬁCClOn opuestaz

k-alg-red —C 5 Af(K)

t'cll que

(i) En objetos:
Sea A una k-ilgebra de tipo finito y reducida. Escogiendo generadores oy,
emos el morfismo:

Viklry, .. xn]) —— A=Elag, ..., )

€T b (673

k>a a

el cual resulta ser suprayectivo. Ast, por el primer teorema de isomorfismo,

klxy,...,xn]/ker(y) = A,

e, 0 € A ten-

entonces si I := ker(1), I resulta ser un ideal radical, entonces, por 3. del Nullstellensatz, a I

le corresponde un tnico, salvo isomorfismo, subconjunto algebraico X = V(I). Asi, se define

G(A) = X.

(i) En morfismos:

Por la parte 2. del Teorema ??, a cada morfismo ¢ : A — A’ de k-algebras

de tipo fmito y re-

ducidas le corresponde un tico morfismo de conjuntos algebraicos afines £ : X’ = V(I') —»
X =V(I) tal que f# = .
Mis atin, los funtores F' y G definen una equivalencia natural de categorias:
F i Af(k) + k-dlgred : G,
es decir, existen transformaciones naturales
n:GoF — Idg y V:F oG — Idpgred-
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