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Introduccion

En 1920 W. Sierpinski [2], define homogeneidad como sigue: Dados un espacio
topoldgico X y dos puntos z v y en X, decimos que X es homogéneo si existe un
homeomorfismo h : X — X tal que h(x) = y.

Desde entonces ha habido mucho interés por el estudio de estos espacios. Por
ejemplo, ese mismo ano Knaster y Kuratowski preguntaron si cada continuo ho-
mogéneo del plano es una curva cerrada simple, véase [2]. Posteriormente, en 1955 F.
Burton Jones prueba el Teorema de Descomposicién Aposindética (véase Teorema
3.1.11), con el cual reduce el estudio de los continuos homogéneos al entendimiento
de los continuos homogéneos aposindéticos y el de los continuos homogéneos indes-
componibles. En 1992 J.T. Rogers, Jr. propone una clasificacién de los continuos
homogéneos utilizando el Teorema de Descomposicion Aposindética. Luego, en 2010
J. Prajs propone un nuevo teorema de descomposicion, pero lo hace utilizando la
aposindesis mutua (véase Teorema 3.2.19).

Este trabajo esta basado en el articulo “Concerning the mutually aposyndetic de-
composition of products of homogeneous continua” de K. Villarreal [15]. En el cual
se aplica el Teorema de Descomposiciéon Mutuamente Aposindética de Prajs para la
obtencion de otras caracterizaciones de productos de continuos homogéneos.

En el Capitulo 1, se dan las definiciones y propiedades basicas de topologia co-
ciente y distintas clases de continuos, las cuales nos serviran para diversas pruebas a
lo largo de este trabajo.

En la primera parte del Capitulo 2, presentamos a la funciéon T, ésta fue defi-
nida por F. B. Jones en [5] y la funcién g, la cual es definida por J. Prajs en [12],
asi como algunos ejemplos de ambas funciones. En la segunda parte vemos algunas
propiedades, ademas de ver en qué espacios estas funciones coinciden, mostramos la
comparacion entre ellas.
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En la primera seccion del Capitulo 3, presentamos la descomposicion aposindéti-
ca, G, y el Teorema de Descomposicién Aposindética de Jones. Para esto se dan
algunas definiciones y resultados para poder enunciarlo. La segunda parte, consis-
te en construir la Descomposicién Mutuamente Aposindética, Q, asi como mostrar
algunas propiedades y, posteriormente presentar el Teorema de Descomposicion Mu-
tuamente Aposindética. Como consecuencia de que la funcién T y la funciéon J son
definidas de manera muy similar, se sigue que las descomposiciones § y Q son muy
parecidas. Asi, los teoremas de descomposicién son muy similares. Dentro de las di-
ferencias, no se sabe si los elementos de Q son conexos, mientras que los de G si lo son.

Finalmente, en el Capitulo 4, se hace una aplicacién del Teorema de Descompo-
sicion Mutuamente Aposindética para los productos de continuos homogéneos.



Capitulo 1

Preliminares

El objetivo de este capitulo, es mostrar los resultados basicos de topologia co-
ciente, Teoria de los Continuos y sus Hiperespacios, que nos serviran como base para
este trabajo.

1.1. Espacios Cociente

Aqui definiremos una forma de construir espacios nuevos basdndonos en espa-
cios conocidos. Esto se hace “identificando” o “pegando”, de una manera adecuada,
usando ciertas descomposiciones. Veremos un resultado con respecto a funciones
semicontinuas superiormente. Primero, presentamos la notacion basica que utiliza-
remos.

Notacion 1.1.1. Como de costumbre, N denota al conjunto de los niimeros natura-
les; R denota al conjunto de los nimeros reales y R™, con n € N, denota al espacio
Euclidiano de dimensién n, con la métrica Euclidiana.

Notacion 1.1.2. Si X es un espacio métrico, con métrica d, y A un subconjunto de
X, entonces:

Clx(A) denota la cerradura de A.

Intx(A) denota el interior de A.

Frx(A) denota la frontera de A.

Si e > 0 entonces V4(A) denota la bola abierta de radio € alrededor de A, es
decir, V¢(A) = {z € X | existe a € A tal que d(x,a) < d}.
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» Si A= {z}, para algiin punto z € X, escribiremos V?(z) en lugar de V¢({x}).

Cuando no haya confusiéon con respecto de donde se estd tomando la cerradura,
interior o la frontera se omitira el subindice.

Definicién 1.1.3. Sean X un espacio métrico y f : X — 2% una funcién, donde
2% denota al conjunto de todos los subconjuntos cerrados de X, decimos que f es
semicontinua superiormente en x si para todo abierto U de X tal que f(x) C U,
existe un abierto V' de X tal que z € V se tiene que para todo y € V, f(y) C U.
Diremos que f es semicontinua superiormente si lo es en cada uno de sus puntos.

Definicién 1.1.4. Sean X y Y espacios métricos y f : X — Y una funcién. Defini-
mos a la grafica de la funcién f como el siguiente conjunto.

I(f) ={(z,y) e X xY |y € f(x)}.

Teorema 1.1.5. Sean X y Y espacios compactos y de Hausdorff y M un subconjunto
de X XY tal que para cada x € X existey € Y tal que (x,y) € M. Entonces, M es
cerrado si y sélo si existe una funcion semicontinua superiormente f : X — 2V tal
que I'(f) = M.

Demostracion. Supongamos que M es cerrado. Para cada x € X sea:

fz)={yeY|[(z,y) € M}.

Observemos, que por hipétesis, f(x) es un subconjunto no vacio de Y. Consideremos
las funciones proyeccion m : X XY — X y 1y : X x Y — Y sobre X y Y respecti-
vamente. Asi tenemos que f(x) = my(m;*(z) N M), como 7} ' (x) es cerrado y M es
cerrado, asi f(z) es un cerrado en Y. Por tanto, f estd bien definida.

Veamos que f es semicontinua superiormente. Supongamos que no, sean r € X,
existe un abierto V' de Y tal que f(z) C V, de tal forma que para cada abierto U de
X con z € U existe z € U tal que f(z) Z V.

Denotemos U, = {U | U es abierto de X y x € U}. Para cada U € U,, sea
My ={(p,q) € M |p e Clx(U)yqeY\V} Notemos que My # (0, pues como
x € U, existe z € U tal que existe y € f(z) tales que y € Y \ V. Ademds, como
z € U, esto implica que z € Clx(U), asi (z,y) € M. También, observemos que
My = (Clx(U) x Y\ V)N M. Por tanto, para toda U € U,, My es cerrado.

SeaM = {My | U € U,}. Afirmamos que M tiene la propiedad de la interseccién
finita. Sea {Uy,...,U,} € U,, definimos U = N;_,Uj. Veamos que My, N---N My, #
(). Sea (p,q) € My . Entonces (p,q) € M lo cual implica que p € Clx(U)y ¢ € Y\ V.
Como U C N%_,Uj, se tiene que p € U; para todo j € {1,...,n}. Asi p € Clx(Uj)
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para todo j € {1,...,n}. Por tanto, (p,q) € My, N---N My,. Como X XY es
compacto y M tiene la propiedad de la interseccién finita, N{M} # 0.

Sea (a,b) € NM. Esto implica que (a,b) € My para todo U € U,. Asi (a,b) € M
es tal que a € Clx(U) y b € Y\ V, pero a € Clx(U) para todo U € U,. Lo que
implica que a = z. Por otro lado, como (a,b) € M, se tiene que b € f(x), pero
b€ Y \V, lo cual es una contradiccién al hecho de que f(x) C V. Por tanto, f es
semicontinua superiormente.

Mostraremos que si f : X — 2¥ es una funcién semicontinua superiormente
entonces I'(f) es cerrada en X X Y. Sea (p,q) € X x Y \I'(f). Entonces ¢ € Y'\ f(p).
De donde, como Y es regular, existen dos abiertos ajenos V'y W de Y tales que
geVy f(p) cW. Como f es una funcién semicontinua superiormente, existe un
subconjunto abierto U de X tal que p € U y para todo = € U, f(x) C W. De esta
forma tenemos que U X V' es un abierto de X x Y que tiene a (p, ¢) y que no intersecta
a I'(f). Por tanto, X x Y \ I'(f) es abierto y I'(f) es cerrada. O

Definicién 1.1.6. Sea X un espacio métrico. Una descomposicion de X es una
coleccion no vacia de subconjuntos no vacios y ajenos dos a dos cuya union es X.

Definicién 1.1.7. Sean X un espacio métrico y G una descomposicion de X. Defini-
mos X /G como el conjunto cuyos elementos son los elementos de la descomposiciéon
G. A X 7§ lo llamamos el espacio cociente. La funcion ¢ : X — X /G que asocia
a cada punto x € X el tnico elemento G de G tal que = € G, se llama la funcion
cociente.

A continuacién definiremos una topologia para los espacios cociente.

Definicién 1.1.8. Sean X un espacio métrico, § una descomposicién de X y ¢ :
X — X 79 la funcién cociente. Entonces la topologia:

{UcC X/G | ¢ *(U) es un abierto en X}

es llamada la topologia cociente para X /G.

Observacion 1.1.9. Notemos que, si el espacio cociente tiene la topologia cociente
entonces la funcién cociente es continua. Ademas, un subconjunto U de X G es
abierto (cerrado) respectivamente en X G si y sélo si ¢7'(U) es abierto (cerrado)
respectivamente en X.

Definicién 1.1.10. Sean X un espacio métrico y § una descomposicion para X.
Denotemos por ¢ : X — X /G a la funcion cociente. Se dice que A C X es saturado
si cumple que A = ¢ 1(q(A)).
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Observacién 1.1.11. Sean X un espacio métrico y § una descomposicéon para X.
Denotemos por ¢ : X — X /G a la funcién cociente. A C X es saturado si y sélo
st A=U{G, | x € A}.

Definicién 1.1.12. Sean X un espacio métrico y § una descomposicién de X. De-
cimos que G es una descomposicion semicontinua superiormente si dados G € Gy
un abierto U de X tales que G C U, existe un abierto V de X tal que G C V y si
G’ € Ges tal que G’ NV # (), entonces G' C U.

Definicién 1.1.13. Sean X un espacio métrico y § una descomposicién de X. De-
cimos que G es una descomposicion semicontinua inferiormente si para cada G € G
y cualesquiera dos puntos z,y € G y cualquier abierto U de X con x € U, existe un
abierto V de X talque y € VysiG' € G, G’ NV # () entonces G' N U # ).

Definicién 1.1.14. Sean X un espacio métrico y § una descomposicion de X. Deci-
mos que G es una descomposicion continua, si G es una descomposicion semicontinua
superiormente e inferiormente.

Presentaremos un ejemplo de una descomposiciéon continua.

Ejemplo 1.1.15. Sean X y Y espacios métricos, compactos. Definimos § = {X x
{y} | y € Y} una descomposicién de X x Y. Veamos que G es continua.

Para esto, primero probaremos que § es semicontinua inferiormente. Sean (z,y),
(a,y) € X xY y U xV un abierto de X x Y tal que (z,y) e UxV.Sea W = X xV
un abierto de X x Y tal que (a,y) € W. Tomemos a X x {z} € Gy supongamos
que (X x {z}) N W # (). Veamos que (X x {z}) N (U x V) # (. Entonces existe
(c,2) € (X x {z}) N (X x V), lo que implica que z € V. Sea d € U, se sigue que
(d,z) € UxV y,ademds (d,2) € X x {z}. Asi, (X x {z})N(U x V) # . Por tanto,
G es semicontinua inferiormente.

Ahora, veamos que G es semicontinua superiormente. Sean X X {y} € Gy W un
abierto de X x Y tal que X x {y} € W. Veamos que existe un abierto de V' de Y tal
que y € V, entonces X x {y} C X x V C W. Para cada (z,y) € X x {y}, existen
abiertos basicos U, y V,/ de Y, donde V' representa al abierto basico que tiene a y
con respecto a una z fija, tales que (z,y) € U, x V¥ C W. Entonces, X x {y} C
Usex Uz x V) C W. Como X x {y} es compacto, existen x1, s, ..., 7, € X tal que
X x{y} CUj Uy, x V) CW. Sea V =();_, V/ un abierto de Y tal que y € V..
Probemos que X x V' C W. Sea (a,b) € X x V, esto implica que, a € X y b € %5
para todo j = 1,...,n. Ademds, tenemos que (a,y) € X x {y} C Uj_, (U, x V).
Entonces existe k € {1,...,n} tal que (a,y) € (U, x V) C W, lo cual implica que
(a,b) € (U, x V) C W. De esto se sigue que, (X xV) C W. Sea X x{z} € G tal que



1.2. HIPERESPACIOS 5

(X x{z})N(X xV) # 0, entonces z € V, lo que implica que X x{z} C (X xV) C W.
Asi, X x {z} C W. Por tanto, G es semicontinua superiormente.

Proposicion 1.1.16. 57 X es un espacio métrico y G es una descomposicion semi-

continua superiormente de X entonces los elementos de G son subconjuntos cerrados
de X.

Demostracion. Sean z € X, G, € § con x € G,. Como {z} es cerrado en X y
q({z}) es cerrado en X /G ya que q es cerrada [8, 1.2.19]. Entonces ¢ *q({z}) = G,
es cerrado en X. ]

El siguiente teorema nos da condiciones para saber cuando la funcién cociente es
abierta y cerrada, una prueba de él se puede encontrar en [8, 1.2.24].

Teorema 1.1.17. Sean X un espacio métrico y G una descomposicion de X . Enton-
ces, G es una descomposicion continua si y sélo si la funcion cociente q - X — X/G
es abierta y cerrada.

Definicién 1.1.18. Sean X y Y espacios métricos y f : X — Y una funcién continua
y suprayectiva. Denotamos §; = {f~'(y) | ¥ € Y} una descomposicién de X. Defini-
mos a la funcién ¢y : X /Gy — Y dada por: ¢s(¢(z)) = f(z), donde g : X — X /Gy
es la funcion cociente.

El siguiente resultado escapa de los objetivos de éste trabajo, una prueba de él
se puede encontrar en [8, 1.2.10].

Teorema 1.1.19. Sean X y Y espacios métricos y f : X — Y una funcion continua
y suprayectiva. St f es abierta o cerrada, entonces la funcion vy : X /Gy =Y es un
homeomorfismo.

Observacién 1.1.20. Sean X, Y espacios topoldgicos y Dy, Dy descomposiciones
de X y Y respectivamente. Si h : X — Y es un homeomorfismo que se preserva
bajo las descomposiciones D;, Dy, entonces la funcién inducida en los cocientes
h:X /D;—Y /Dy es un homeomorfismo.

1.2. Hiperespacios

En esta seccion damos la definicion de los hiperespacios y algunos resultados que
nos serviran a lo largo de este trabajo, aunque es un poco extrano definir primero los
hiperespacios y después los continuos, mas adelante se vera por qué se hizo de esta
manera.
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Definicién 1.2.1. Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio.
Un subcontinuo es un continuo el cual esta contenido en un espacio métrico. Diremos
que un continuo es no degenerado si tiene mas de un punto.

Ejemplo 1.2.2. Como ejemplos de continuos son: el arco, la circunferencia S!, la
curva sinoidal del topdlogo, la n-celda.

Arco

S Curva sinoidal del top6logo

Figura 1.1: Continuos

Definicién 1.2.3. Dado un continuo X, definimos sus hiperespacios como los si-
guientes conjuntos:

2% = {A C X | A es cerrado y no vacio};
C(X) = {A € 2% | A es un subconjunto conexo de X };
F(X)={{z}|ze X}

A C(X) se le llama el hiperespacio de subcontinuos de X y a Fi(X) se le llama
el hiperespacio de los singulares de X.
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Figura 1.2: Hiperespacios

En el siguiente teorema definiremos una métrica para 2%, asi tendremos que los
hiperespacios son espacios métricos.

Teorema 1.2.4. Si X es un espacio métrico, con métrica d entonces la funcion
H : 2% x 2% — [0, 00) definida por:

H(A,B) =mf{e >0 | ACVYB) y BCVY(A)}
es una métrica para 2%, la cual es llamada la métrica de Hausdorff.

Demostracion. Para ver que H es una métrica, probaremos lo siguiente.
1. Veamos que H(A, B) = 0siy sélosi A= B.

Supongamos que H(A, B) =0. Sean e >0y a € A. Como H(A, B) < ¢, se tiene
que A C V4(B). De donde se tiene que existe b € B tal que d(a,b) < e. Esto implica
que a € Clx(B). De donde, a € B, pues B es cerrado. Andlogamente si b € B,
entonces b € A. Por tanto, A = B. Claramente si A = B entonces H(A, B) = 0.

2. El hecho H(A, B) = H(B, A), es inmediato de la definicién.
3. Mostraremos que H(A,C) < H(A, B) + H(B,C).

Sean A, By C € 2¥ yn > 0. Sean My = H(A,B)+ 2y M = H(B,C) +
2. Notemos que si a € A, existe b € B tal que d(a,b) < H(A,B) + 3 lo cual
implica que A C V¢, (B). De manera andloga, dado b € B, existe ¢ € C' tal que
d(b,c) < H(B,C) + L. De lo anterior, resulta que B C V4, (C). De esto se sigue
que d(a,c) < H(A,B) + H(B,C) + n. Definimos N = H(A, B) + H(B,C) + n,
siguiendo el razonamiento anterior se tiene que A C V% (C), de igual forma, tenemos
que C' C V4 (A). Lo cual implica que, H(A,C) < H(A, B) + H(B,C) +n. Como n
es arbitraria, se tiene que, H(A,C) < H(A, B) + H(B,C). O
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Los siguientes conjuntos se definen para la topologia de Vietoris.

Definicién 1.2.5. Sean X un continuo y U C X. Definimos los siguientes conjuntos:
AU)={Ae2¥| AcCU},
NU)={Aec2X| AnU # 0}.

Proposicién 1.2.6. Sea X un continuo. Si U es un abierto de X entonces A(U) es
un abierto en 2°X.

Demostracion. Sea A € 2% veremos que existe 6 > 0 tal que V§'(A) C A(U).

Definimos ¢ = d(A, X \ U). Como A y X \ U son cerrados, se sigue que, 6 > 0
pues es la distancia entre cerrados disjuntos.

Sea B € VIY(A). Entonces existe d; > 0 que satisface H(A, B) < 6; < 6, tal que
B c Vi (A).

Observemos que V¢ (A) C U. Para ver esto, sea # € V¢ (A). Entonces existe
a € A tal que d(z,a) < §; < 6. Como § = d(A, X \U), si ¢ U, se tiene que
d(z,a) > 6, lo cual es una contradiccién. Por tanto, V§ (A) C U.

Como B C V§ (A), luego B C U, lo cual implica que B € A(U). Por tanto, A(U)
es abierto en 2%. O

Corolario 1.2.7. Sea X un continuo. Si U es un abierto de X entonces A(U)NC(X)
es un abierto en C'(X).

Proposicién 1.2.8. Sea X un continuo. Si U es un abierto de X entonces I'(U) es
un abierto en 2°X.

Demostracion. Sean A € 2% tal que ANU # 0y pe ANU. Como U es un abierto
en X, existe § > 0 tal que V¢({p}) C U.

Veamos que V3'(A) C T'(U). Sea B € Vi*(A). Entonces H(A, B) < §. Asi A C
V4(B). Como p € A, existe b € B tal que d(p,b) < §. Lo que implica que b € U. De
donde BN U # (). Por tanto, B € T'(U). O

Corolario 1.2.9. Sea X un continuo. Si U es un abierto de X entonces I'(U)NC(X)
es un abierto en C(X).

Definicién 1.2.10. Sea X espacio métrico y compacto. Dado una coleccion finita
de abierto de X, Uy, Us, ..., U,, definimos:

(Up, ..., Up) ={Ac2X |AC U U,y ANU, # 0 para cada k € {1,...,m}}.
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Una prueba del siguiente teorema puede ser encontrada en [9, (0.13)].

Teorema 1.2.11. Sea X un espacio métrico y compacto. Si
B={(Uy,...,Uy,) | Uy,...,U, son abiertos y no vacios de X yn € N},

entonces B es una base para una topologia de 2.

Definicién 1.2.12. La topologia para 2% dada por el Teorema 1.6.2 es llamada la
topologia de Vietoris.

El siguiente teorema nos dice que la topologia inducida por la métrica de Haus-
dorff y la topologia de Vietoris coinciden, una prueba estd en [9, (0.11)].

Teorema 1.2.13. Si X es un continuo entonces la topologia inducida por la métrica
de Hausdorff en 2% y la topologia de Vietoris coinciden.

Definicién 1.2.14. Sean X un continuo y A y B dos elementos de 2%. Un arco de
orden de A a B es una funcién continua e inyectiva « : [0, 1] — 2% tal que a(0) = A,
a(l) = By para cualesquiera dos elementos t y s de [0, 1] tales que s < t, se tiene

que a(s) & aft).

El siguiente resultado nos da condiciones necesarias y suficientes para que existan
arcos de orden en 2% [9, (1.8)].

Teorema 1.2.15. Sean X un continuo y A y B dos elementos de 2% . Entonces existe
un arco de orden de A a B si y sélo si A C B y toda componente de B intersecta a

A.

Como consecuencia del Teorema 1.2.15 tenemos:

Corolario 1.2.16. Sean X un continuo y A y B dos elementos de C(X). Entonces
existe un arco de orden de A a B si y solo si A C B.

1.3. Continuos filamento

Definicién 1.3.1. Sean X un continuo y K un subcontinuo de X. Decimos que K es
un subcontinuo filamento si existe una vecindad U de K en X tal que la componente
de U que contiene a K tiene interior vacio.

Notacién 1.3.2. La componente de U que contiene a K se denotard por Cnty(K).
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Ejemplo 1.3.3. Sea X el cono sobre el conjunto de Cantor, con base B y llamemos

v = (3,1) al vértice del cono. Sea K un subcontinuo de X tal que v ¢ K.

b

Figura 1.3: Cono sobre conjunto de Cantor

Veamos que K es filamento. Sea U un abierto de X tal que K C U y consideremos
Cnty(K). Probaremos que Int(Cnty(K)) = 0. Sean r € X \ K, r # vy £ > 0 tales
que V.(r) C U, lo cual implica que V.(r) no se queda totalmente contenida en
Cnty(K). Asi, Int(Cnty(K)) = (). Por tanto, K es filamento.

Proposicién 1.3.4. Sean X un continuo y K un subcontinuo filamento de X. En-
tonces, existe un continuo filamento L tal que K C L.

Demostracion. Sea U un abierto de X tal que K C U. Como X es normal, existe un
abierto V' de X tal que K C CI(V) C U. Observemos que L = Cnteyyy(K) es un
continuo que contiene a K. Veamos que L es filamento. Como Cnt(K) C Cnty(K)
y K es filamento, se sigue que Int(Cnty(K)) = 0. Asi Int(Cnt,(K)) = (). Entonces
Int(Cnty(L)) = 0. Por tanto, L es filamento. O

Definicién 1.3.5. Decimos que un continuo X es localmente conexo en x si para
todo abierto U de X tal que z € U, existe un subconjunto abierto y conexo V de X
tal que x € V' C U. Decimos que X es localmente conexo si lo es en cada uno de sus
puntos.

Definicion 1.3.6. Decimos que un continuo X es conexo en pequeno en un punto
x € X si para cada conjunto abierto U de X tal que x € U, existe un subconjunto
conexo C' de X tal que z € Int(C) Cc C CU.
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Notemos que sélo definimos la conexidad en pequeno puntualmente, la razén
estd dada por el siguiente teorema, una prueba de él se puede encontrar en [8, 1.7.12].

Teorema 1.3.7. Un continuo X es localmente conexo si y solo si X es conexo en
pequeno en cada uno de sus puntos.

Proposicion 1.3.8. Sean X un continuo y K un subcontinuo filamento de X. En-
tonces X no es localmente conexo en ningun punto de K.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo en algin punto x de K.
Como K es un subcontinuo filamento, existe un abierto U de X tal que K C U e
Int(Cnty(K)) = 0. Como X es localmente en z, existe un abierto conexo V de X
tal quez € V C U.

Observemos que como x € K y V es un abierto conexo, se sigue que V C
Int(Cnty(K), esto implica que Int(Cnty(K) # ), 1o cual es una contradiccién al
hecho de que K es un subcontinuo filamento. Por tanto, X no es localmente conexo
en ningun punto de K. O]

Definicién 1.3.9. Sean X un continuo y p € X. La composante filamento de p,
denotada por Fecs!'(p), es la unién de todos los continuos filamento que contienen a
p, es decir:

Fes'(p) = U{F | F' es un subcontinuo filamento de X tal que p € F'}.

De manera recursiva definimos:
Fes" ™ (p) = Fes(Fes™(p)).

Ademas, definimos:

Fes®(p) = | J{Fes"(p) | n € {1,2,.. }}.

Observaciéon 1.3.10. Sea X un continuo y x € X. Para cada n € N, se cumple que
Fes™(p) C Fes™ ™ (p).

Proposicion 1.3.11. S§i X es un continuo y K es un subcontinuo de X tal que
Fes'(z) C K, para alguna x € X, entonces K no es un subcontinuo filamento.

Demostracion. Supongamos que K es un subcontinuo filamento de X. Por la Propo-
sicién 1.3.4, K es un subcontinuo propio de algtin continuo filamento L. Sin embargo
L C Fes'(z), lo cual es una contradiccién. Por tanto, K no es filamento. O
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Lema 1.3.12. Sean X un continuo y x € X. Entonces y € Fes™(x) si y sélo
si existen n subcontinuos Ki,..., K, de X tales que K; N Kjy1 # 0, para toda
je{l,....n—1},ze K yy e K,.

Demostracién. La demostracién se hara por induccién. Para n = 2. Si y € Fes?(x)
esto implica que existe p € Fes'(z) tal que y € Fes!'(p). Como y € Fes!(p), existe
un subcontinuo filamento K; de X tal que y € K;. En particular p € K;. Asi, py
y pertenecen a K;. De manera analoga, existe un subcontinuo filamento Ky de X
tal que p y x estdn en Ky. Asi, K| N K, # (). Por tanto, el resultado es vélido para
n=2.

Supongamos que el lema es cierto para n. Veamos que se cumple para n + 1. Si
y € Fes"™(x) entonces y € Fes(Fes™(x)). Esto implica que existe p € Fes™(z) tal
que y € Fes'(p). Por hipétesis de induccién, sabemos que existen n subcontinuos
filamento Ki,..., K, de X tales que K; N K;;1 # 0 para todo j € {1,...,n — 1},
r e Ky ype€ K, Comoy e Fes'(p), existe un subcontinuo filamento K, | de
X tal que y € K,,1. Como Fcs'(p) es composante filamento de p, se tiene que
p € K,11. Ademds, p € K,,. De todo lo anterior, resulta que K, N K, # 0, x € K,
Yy € Kpp. O

Corolario 1.3.13. Sea X un continuo. Entonces y € Fes®(x) si y sdlo si existe un
numero finito de subcontinuos filamento, digamos K1, . .., K,, tales que K;NKj 41 # 0,
para toda j € {1,...,n}, x € K1 yy € K,,.

Proposicién 1.3.14. Sean X un continuo y x y y dos puntos de X. Si Fes*(x) N
Fes“(y) # 0, entonces Fes¥(x) = Fes®(y).

Demostracion. Sean z, y y p tres puntos de X tales que p € Fes?(z) N Fes“(y).
Veamos que Fes¥(x) C Fes?(y). Sea z € Fes¥(x). Por el Corolario 1.3.13, existe un
numero fnito de subcontinuos filamento Kj,... K, de X tales que K; N K;1 # 0,
paratodo j€{l,...,.n—1}, z€ K1y x € K,,.

Como p € Fes?(z) N Fes®(y), existe un numero finito de subcontinuos filamento
Fi,...,F,, de X tales que F; N F;,; # (), para toda i € {1,....m —1}, x € F} y
p € F,,. Ademads, existe otro numero de subcontinuos filamento G,...,G; de X tales
que Gy NGy # 0, paratodat € {1,....,1 -1}, pe Gy yy € G;.

Notemos que, K, N Fy # 0, F,, NGy # 0. Como K; N K;4; # 0, para todo
je{l,....n—1} F,NF; 1 # 0, paratoda i € {1,...,m — 1} y G, N G1 # 0,
para toda t € {1,...,l — 1} y que z € Kj, y € G;. De lo anterior concluimos que
z € Fes?(y). Por tanto, Fes¥(x) C Fes”(y). De manera andloga se prueba que
Fes®(y) C Fes®(z). O
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1.4. Continuos amplios

Definicién 1.4.1. Sean X un continuo y L un subcontinuo de X. Decimos que L es
un continuo amplio si para cada abierto U de X tal que L C U, existe un subcontinuo
M de X tal que L C Int(M) C M C U.

Ejemplo 1.4.2. Sea X el abanico armoénico, definido de la siguiente forma: Para
cada n € N, denotemos por L,, al segmento de recta en el plano euclidiano que tiene
como puntos extremos a los puntos v = (0,0) y v, = (1,2) y sea Ly = [0,1] x {0}.
Denotamos X = Up2 (L.

v

Figura 1.4: Abanico arménico

Veamos que Lg es un subcontinuo amplio de X. Sea U un subconjunto abierto de
X tal que Ly C U. Notemos que A(U)NC(X) es un abierto en C'(X), Corolario 1.2.7,
tal que Lo € A(U) N C(X), también notemos que {L,,}>°; es una sucesién en C'(X)
tal que lim,, oL, = Lg. Asi, existe N € N tal que para todan > N, L, € A(U), es
decir, L, C U.

Por otra parte, como U es abierto y v € U N L,, para todo n € N. Para cada
n€{l,...,N — 1}, podemos tomar un punto a, € L, tal que a, # v y el segmento
de L,, con puntos extremos v y a,, el cual denotaremos por [,,, esta contenido en U.
Denotemos Y = (U 1,) U (U2 Ln) U Lo. Es claro que Y es un subcontinuo de
X y, ademsés, Lo CY C U.

Para cada n € {1,..., N — 1} denotemos por J, al segmento de L, que tiene
como puntos extremos a a,, y v,. Observemos que U;V:_f J, es un cerrado de X y sea
V =X \UN!'J,, V es un abierto de X y Ly C V C Y. Por tanto, Ly C Int(Y).
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1
Ejemplo 1.4.3. Consideremos W = {(m,sen <—>) ER?|0<z< 1} y X =
x

Clg2(W). X es conocido como la curva sinoidal del topdlogo. Llamemos M = {0} x
[0, 1] a la barra limite.

/ / / / /
v

Figura 1.5: Curva sinoidal del topdlogo

Veamos que M es amplio. Sea U un subconjunto abierto de X tal que M C U.
Entonces existe a € (0,1) tal que L, = {(z,sen(2) | 0 < z < a} C U. Definimos
L = Clg2(L,). Observemos que L es un subcontinuo de X, ademéds, M C L C U y
X\ Int(L) C X \ M. Por tanto, M amplio.

Observacion 1.4.4. Considerando el Ejemplo 1.4.3, si A es un subcontinuo propio
de M, A no es amplio.

El siguiente resultado nos da condiciones para tener otros subcontinuos amplios.

Proposicién 1.4.5. Sean X un continuo y W un subcontinuo de X. St X es conexo
en pequeno en x, para cada x € W entonces W es un subcontinuo amplio de X

Demostracion. Sean W subcontinuo de X y U un subconjunto abierto de X tal que
W C U. Paracadax € W, como X es conexo en pequeno en x, existe un subcontinuo
A, de X tal que x € Int(A,) C A, C U. Observemos que la coleccién {Int(A;) | z €
W} es una cubierta abierta de W. Por compacidad, existe {z1,...,x,} C W tal que
W C Uj_,Int(A,;). Denotemos L = UJ_,(A,;). Observemos que Uj_,Int(A,;) C
Int(Uj_, A,;). Asi W C Int(L). Por tanto, W es un subcontinuo amplio de X.  [J

Lema 1.4.6. Sean X un continuo y h : X — X un homeomorfismo. St W es un
subcontinuo amplio de X, entonces h(W) es un subcontinuo amplio de X .
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Demostracion. Sean W un subcontinuo amplio de X, A : X — X un homeomorfismo
y U un abierto de X tal que h(W) C U. De esto se sigue que h='(h(W)) C h=1(U).
Como h es homeomorfismo, se tiene W C h~1(U). Por hip6tesis, TV es un subcontinuo
amplio de X. Entonces existe un subcontinuo L de X tal que W C Int(L) C L C
h=Y(U), lo cual implica h(W) C h(Int(L)) C h(L) C h(h™(U)). Asi (W) C
Int(h(L)) C h(L) C U. Por tanto, h(WW) es un subcontinuo amplio de X. O

1.5. Continuos con la propiedad de Kelley

Definicién 1.5.1. Sea X un continuo. Decimos que X tiene la propiedad de Kelley
en a si para toda ¢ > 0, existe § > 0 tal que para toda b € Vi(a) y para todo
Ae(C(X)conac€ A, existe Be C(X) tal queb e By H(A,B) <e. Adsele
llama el nimero de Kelley. Decimos que X tiene la propiedad de Kelley, si la tiene
en todos sus puntos.

Para ver algunos ejemplos de continuos con y sin la propiedad de Kelley, primero
daremos un teorema que nos ayudard a determinar esto.

Teorema 1.5.2. Sean X un continuo y a € X. Si X es localmente conexo en a,
entonces X tiene la propiedad de Kelley en a.

Demostracion. Seane >0y A € C(X) tal que a € A. Como X es localmente conexo
en el punto a, existe un subconjunto abierto y conexo V de X tal que a € V C V4 (a),
2

donde d es una métrica para X. Sea 6 > 0 tal que V¢(a) C V. Sean b € V§(a).
Denotemos B = Clx(V)U A. Es claro que B € C(X) y que b € B. Como A C B, se
tiene que A C V¢(B). Ademés, puesto que Clx (V) C V¢(a), se sigue que B C VI(A).
Esto implica que H(A, B) < e. Por tanto, X tiene la propiedad de Kelley en a. [

Corolario 1.5.3. 5@ X es un continuo localmente conexo, entonces X tiene la pro-
piedad de Kelley.

Ejemplo 1.5.4. Algunos ejemplos de continuos con la propiedad de Kelley son:
un arco, una curva cerrada simple, un toro, las esferas, pues estos son localmente
CONEXOs.

Definicién 1.5.5. Sea {4, }°°, una sucesién en 2%. Decimos que {A, }°°, converge
a A€ 2% sidadoe >0, existe N € N tal que para todan > N, H(A,, A) <e.

El siguiente teorema nos da una forma alternativa para la propiedad de Kelley.
Una prueba de él se puede ver en [1, 3.4].
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Teorema 1.5.6. 57 X un continuo entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

= X tiene la propiedad de Kelley.

» Para cada x € X, cada subcontinuo K de X conx € K y cada sucesion {x,}>2
tal que lim,,_,oox, = x, existe una sucesion {K,}>, de subcontinuos de X tal
que lim,,_,K,, = K se tiene que z, € K,,.

El siguiente ejemplo es un continuo que no tiene la propiedad de Kelley en p. Por
tanto, X no tiene la propiedad de Kelley.

Ejemplo 1.5.7. Para cada n € NU {0} y para toda m € N con m > n, L,
denota el segmento de recta en el plano euclidiano con puntos extremos (£1,0) y

n
2ntl_1 1
(WT’ W) Sea

X =| J{Znm [n,m €N m>n}u([0,1] x {0})

Figura 1.6: Continuo X

Denotemos al arco A = [z,y] x {0}. Observemos que X no tiene la propiedad
de Kelley en el punto z, porque podemos dar una sucesién {z,}°°; que converga al
punto x, como se muestra en la figura. Sin embargo no podemos dar una sucesion de
continuos que converga al arco A y que contenga al correspondiente z,. Por tanto,
X no tiene la propiedad de Kelley.
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Lema 1.5.8. Sea X un continuo con la propiedad de Kelley. Si W es un subcontinuo
de X tal que Int(W) # () entonces W es un subcontinuo amplio de X.

Demostracion. Sean W un subcontinuo de X con interior no vacio y U un subcon-
junto abierto de X tal que W C U. Sean p € Int(W) y e > 0 tales que V.(p) C W
ye< w, donde d es una métrica para X.

Sea ¢ un numero de Kelley para la £ que tenemos y supongamos que § < . Como

W es compacto, existen wq,...,w, € W tales que:

Sea j € {1,...,n}. Como X tiene la propiedad de Kelley, para cada w € Vs(w,),
existe un subcontinuo K, de X tal que w € K,, y H(K,, W) < 4.

Sea K; = Clx(U{K, UW| w € Vs(w,)}). Observemos que K; es compacto. Por
otro lado, como H(K,, W) < 0, en particular, K,, N V.(p) # 0. De esta forma se
tiene que K, N W # (). Por [10, 1.8], U{K,, UW| w € Vs(w;)} es conexa, asi K; es
Conexo.

Sea K = U}_; K. Observemos que, como cada K es compacto, K es compacto.
Ademas, como K1, ..., K, es una familia de conexos que intersectan al conexo W,
de [10, 1.8] se tiene que K es conexo.

Notemos que Vs(w;) C Kj, ast Uj_, Vs(w;) C K. Por esto, W C Intx(K).

Finalmente, probemos que K C U. Sea x € K, entonces x € K; para alguna
j € {1,...,n}. De esto se sigue que V(x) N (U{ K, UW| w € Vs(w;)}) # 0. Entonces
existe, w € Vs(w;) tal que V.(z) N (K, UW) # (0. Con lo cual tenemos dos casos. Si
Ve(x) N Ky # 0. Sea y € V(x) N Ky, como y € V.(x) esto implica que d(z,y) < .
Ademids, como y € K, se tiene que d(y,w) < e. Asi, d(z,w) < d(z,y)+d(y,w) < 2¢,
como € < w. Entonces © € U. Si V.(x) N W #£ 0, sea z € V.(z) N W # 0 de
esto se sigue que d(z,z) < &, como W C U implica que x € U.

Por tanto, W C Int(K) C K C U. O

Definicién 1.5.9. Sean X un continuo y A y B subconjuntos de X tales que A C B
y A es conexo. Definimos

C(A,B) ={T C B | T es un subcontinuo de X tal que TN A # 0}

Ctup(A) = UC(A, B).

A continuacién exponemos un resultado que implica que Ctuy (K) es un subcon-
junto abierto. Para esto, incluimos primero la siguiente proposicion de la topologia
de espacios métricos.
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Proposicién 1.5.10. Sean X un espacio métrico con métrica d y A un subconjunto
de X tal que x € A. Si para cada sucesion {x,}7>, en X tal que lim, oz, = T,
eriste N € N tal que para toda n > N se tiene que x,, € A. Entonces x € Int(A).

Demostracion. Supongamos que x ¢ Int(A). Asi para cada n € N, podemos tomar
un punto z,, € V4 (z)\ A. Claramente, {7,}°%, es una sucesién en X \ A tal que

lim, o2, = . Por hipdtesis, existe N € N tal que para toda n > N, los puntos
x, € A. Pero de la eleccién de estos x,, se tiene que =, € X \ A, lo cual es una
contradiccién. Asi, existe m € N tal que V4 (z) C A. Por tanto, x € Int(A). O

Lema 1.5.11. Sean X un continuo con la propiedad de Kelley y K un subcontinuo
de X que no es filamento. Entonces, para cada abierto U de X tal que K C U, se
tiene que Ctuy(K) es un subconjunto abierto de X.

Demostracion. Sean x € Ctuy(K) y {x,}22, una sucesiéon que converge a x. Para
ver que Ctuy (K) es abierto, por la Proposicién 1.5.10, es suficiente probar que existe
n € N tal que para toda n > N, z,, € Ctuy(K).

De la normalidad de X, existe un subconjunto abierto V' de X que contiene a
K tal que CI(V) C U. Como K no es un subcontinuo filamento de X, entonces
la componente de V' que contiene a K, Cnty (K), tiene interior no vacio. Asi K C
Cnty(K) C ClI(V) C U. Lo cual implica que Cl(Cnty(K)) C U. Observemos que
Cl(Cnty(K)) es un continuo y, ademés que Cl(Cnty (K)) N K # ). De esto se sigue
que, Cl(Cnty (K) C Ctuy(K). Como x € Ctuy(K), existe un subcontinuo Ly de X
tal que LiNK # 0y x € Ly. Denotemos L = Cl(Cnty (K))UL;, el cual es un continuo
que satisface que L € C(K,U). En consecuencia, € L. Como Int(Cnty(K) # 0 e
Int(Cnty(K)) C Cl(Cnty(K)) C L, entonces Int(L) # ().

Como X tiene la propiedad de Kelley, existe una sucesion {L,}>°; de subconti-
nuos de X que converge a L tal que z,, € L,,. Notemos que, L € A(U)NC(X). Enton-
ces existe £ > 0 tal que V2 (L) € A(U)NC(X). Como lim,,,oL,, = L, existe Ny € N
tal que para toda n > Ny, L, € VI'(L). Lo cual implica que L,, € A(U) N C(X). De
donde, L, C U.

Ademads, como Int(L) # ), entonces Int(L) N L # ), es decir, L € T'(Int(L)) N
C(X). Como Int(L) es abierto, por el Corolario 1.2.9, I'(Int(L))NC(X) es abierto en
C(X). Asi, existe 5 > 0 tal que VI{ (L) C T(Int(L)) N C(X). Como lim,, L, = L,
existe Ny € N tal que para toda n > Ny, L, € VX (Int(L)) C T(Intx(L)) N C(X).
Es decir, para toda n > Ny, L, N Int(L) # 0.

Sea N =méx{Ny, No}. Para toda n > N, L, C Uy Int(L) N L, # (. De esto
tenemos que, si n > N entonces L,, U L es un subcontinuo de U y (L, U L) N K # 0.
Entonces para cada n > N, se tiene que L, U L C Ctuy(K). Por tanto, para toda
n >N, z, € Ctuy(K). O
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El siguiente resultado escapa de los objetivos de este trabajo una prueba de él se
puede ver en [13, 1.11], pero nos ayudard en la prueba de la siguiente proposicién.

Lema 1.5.12. Sean X un continuo y K un subcontinuo de X. C(X) es localmente
conexo en K si y solo si para todo subconjunto abierto U de X tal que K C U y para
toda sucesion {K,}22, en C(X) tal que lim,, . K,, = K eziste N € N tal que para
toda n > N se tiene que K,, C Cnty(K).

Proposicién 1.5.13. Sean X un continuo con la propiedad de Kelley y K un sub-
continuo de X. Los siguientes enunciados son equivalentes:

a) K es amplio.

b) K no es filamento.

c) Para cada abierto U de X tal que K C U, se tiene que Ctuy(K) es abierto.
d) C(X) es localmente conexo en K.

Demostracion. Veamos que a) implica b). Sea U un abierto de X tal que K C U.
Como K es un subcontinuo amplio, existe un subcontinuo L de X tal que K C
Intx(L) C L C U . Consideremos Cnty(K) la componente de U que contiene a K.
Observemos que Cnty(K) C U. Ademds, notemos que L C Cnty(K) lo cual implica
que Intx (L) C Int(Cnty(K)), pero Int(L) # 0, asi Int(Cnty(K)) # (. Por tanto,
K no es un subcontinuo filamento.

El hecho de que b) implica c¢) se sigue del Lema 1.5.11.

Supongamos c¢) para probar d). Usaremos la equivalencia del Lema 1.5.12. Sean
U un subconjunto abierto de X tal que K C U y {K,}°, una sucesién en C'(X)
tal que lim,, K, = K. Como K C U, se sigue que K € A(U) N C(X). Como
A(U)NC(X) es abierto, Corolario 1.2.7, existe § > 0 tal que V¥ (K) C A(U)NC(X).
Por otro lado, sabemos que lim,,_,. K, = K. Entonces existe N € N tal que para
toda n > N, K, € V¥(K). Lo cual implica que H(K, K,,) < §. De esto se sigue que
K, C Vs(K) y, asi K,, C Ctuy(K). Notemos que Ctuy(K) C Cnty(K). De donde,
K,, C Cnty(K). Por tanto, C'(X) es localmente conexo en K.

Finalmente, probemos a) suponiendo d). Sea U un subconjunto abierto de X
tal que K C U. Por el Corolario 1.2.7, A(U) N C(X) es un abierto de C(X) y
satisface que K € A(U) N C(X). Como C(X) es localmente conexo en K, existe
un abierto conexo V de C(X) tal que K € V C Clex)(V) € A(U) N C(X). Sea
L=U{A] A€ Clgx)(V)}, el cual es un continuo, [10, 1.8]. Notemos que K C L,
pues K € Clgx)(V). Ademds, si * € L esto implica que existe A € Clox)(V)
tal que z € A. Como Clex)(V) € A(U) N C(X), se tiene que A € A(U) N C(X),
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entonces A C U, De este modo, se sigue que x € U. Luego, K C L C U. Veamos
que K C Int(L). Sean z € K y {x,}?2, una sucesién en X tal que lim, .z, = .
Como X tiene la propiedad de Kelley, por la Proposicion 1.5.6, existe una sucesion
de continuos {K}>° ; que converge a K tal que x, € K,. Asi, como K C V, existe
N € N tal que paratodan > N, K,, C Vlo que implica que x,, € V. En consecuencia,
x, € L. De donde, K C Int(L). Por tanto, K es un subcontinuo amplio de X. [

Corolario 1.5.14. Sean X un continuo con la propiedad de Kelley y p € X. Enton-
ces X es conezxo en pequeno en p siy sélo si el singular {p} no es filamento.

Demostracion. Supongamos que X es conexo en pequeno en p. Sea U un abierto
de X tal que {p} C U. Como X es normal, sea V un subconjuto abierto de X tal
que x € V. C Cl(V) C U. Por hipdtesis, existe un subconjunto conexo C' de X tal
que x € Int(C) C C C V. Notemos que CI(C) es un subcontinuo de X tal que
x € Int(Cl(C)) C CI(C) C U. Asi, {p} es un subcontinuo amplio de X. Luego,
par la equivalencia entre a) y b) de la Proposicién 1.5.13, se concluye que {p} no es
filamento.

Supongamos que {p} no es filamento, por la Proposicién 1.5.13, {p} es amplio.
Sea U un subconjunto abierto de X tal que {p} C U. Entonces existe un subcontinuo
L de X tal que {p} C Int(L) C L C U. Lo cual implica que p € Int(L) C L C U.
Por tanto, X es conexo en pequeno en el punto p. O

Corolario 1.5.15. Sea X un continuo con la propiedad de Kelley. Entonces para
cada subcontinuo A de X, se tiene que A es un continuo filamento o amplio.

Proposicién 1.5.16. Sean X un continuo con la propiedad de Kelley, G una des-
composicion mondtona y semicontina superiormente de X, q: X — X/§ la funcion
cociente, A un subcontinuo de X y A un subcontinuo de X/G. Si A es amplio en X,
entonces q(A) es amplio en X/G. Si A es amplio en X/SG, entonces q71(A‘) es amplio
en X.

Demostracién. Sea A un continuo amplio de X. Afirmamos que ¢ '(q(A)) es un
subcontinuo amplio de X. Supongamos que ¢~ *(q(A)) no es un subcontinuo amplio de
X. Entonces como X tiene la propiedad de Kelley, por el Corolario 1.5.15, ¢~ !(gq(A))
es un subcontinuo filamento de X. Luego, existe un subconjunto abierto W de X
tal que g1 (q(A)) C W e Int(Cntw (g (q(A)))) = 0. Como A C g *(q(A)), se tiene
que Cnty (A) = Cntw (g (q(A))), lo cual implica que Int(Cnty (A)) = (). Entonces
A es un subcontinuo filamento. Asi A no es un subcontinuo amplio. Esto prueba la
afirmacion.
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Sea U un abierto de X/G tal que q(A) C U, como q '(q(A)) es amplio, existe
un continuo D tal que ¢~(g(A)) C Int(D) C D C ¢~ }(U). Como G es semicontinua
superiormente, existe un abierto saturado V' tal que ¢7'(q(A)) € V C D. Esto
implica que ¢(A) C ¢(V) C ¢q(D). Asi ¢(D) es un subcontinuo de X/9, el cual es
una vecindad de ¢(A) y, ademads, ¢(D) C U. Obsevemos que, como V' es un abierto
saturado de X, se sigue que ¢(V') es un abierto de X/G, entonces ¢q(A) C Int(q(D)).
Por tanto, g(A) es un subcontinuo amplio de X/§.

Supongamos que A es un subcontinuo amplio de X/G. Sea U un subconjunto
abierto de X tal que qil(g) C U. Como qil(g) es saturado y G es semicontinua
superiormente, existe un subconjunto abierto saturado V de X tal que q71(A‘) C
V C U. Notemos que V = ¢ !(q(V)). De esto se sigue que q(V') es un abierto de
X/G tal que A C ¢(V). Como A es amplio, existe un subcontinuo K de X/§ tal
que A C Int(K) ¢ K C ¢(V). Como ¢ es monétona, ¢~'(K) un subcontinuo de
X tal que ¢ (A) C Intx(¢(K)) C ¢'(K) C V C U. Por tanto, ¢~'(A) es un
subcontinuo amplio de X. O

1.6. Continuos homogéneos

Definicién 1.6.1. Decimos que un continuo X es homogéneo si para cualesquiera
dos puntos z, y € X, existe un homeomorfismo h : X — X tal que h(z) = y.

Lema 1.6.2. S7 X es un continuo homogéneo entonces X no tiene puntos de corte.

Demostracion. Supongamos que x es un punto de corte de X. Seay € X'\ {z}. Como
X es homogéneo, existe un homeomorfismo h : X — X tal que h(z) = y. Como z
es un punto de corte, existen dos subconjuntos abiertos no vacios y ajenos U y V de
X tales que X \ {z} = U U V. De lo anterior se sigue que X \ {y} = h(X \ {z}) =
h(UUV) = h(U)Uh(V). Entonces, y es un punto de corte de X. Lo cual contradice
el hecho de que todo continuo tiene, por lo menos, dos puntos de corte, [10, Prop.
6.6]. O

Proposicién 1.6.3. Sea X un continuo homogéneo. Si A es un subcontinuo propio
de X con mds de un punto. Entonces |Fr(A)| > 2.

Demostracion. Supongamos que |Fr(A)| = 1; esto es, F'r(A) = {p}. Notemos que
X\ {p} = (A\{p}H) U (X \ A). Observemos que A\ {p} #0y X \ A # 0y, ademés,
A\{p} = Int(A). Asi, A\{p} y X\ A4 son abiertos ajenos, lo cual es una contradiccién
porque X no tiene puntos de corte (Lema 1.6.2). Por tanto, |Fr(A)| > 2. O
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Definicién 1.6.4. Sea X un espacio métrico, decimos que X tiene la propiedad de
Effros si dado € > 0, existe 6 > 0 tal que si z y y son dos puntos de X tales que
d(xz,y) < ¢ entonces existe un homeomorfismo h : X — X tal que h(z) = y y
d(z,h(z)) < e para todo z € X. El nimero ¢ es llamado un nimero de Effros para €.

Definicién 1.6.5. Sean X un espacio métrico y h : X — X un homeomorfismo.
Si para todo z € X se satisface que d(z,h(z)) < ¢, entonces h es llamado un e-
homeomorfismo.

Lema 1.6.6. Sea X un continuos con la propiedad de Effros. Entonces X tiene la
propiedad de Kelley.

Demostracion. Sea e > 0. Como X tiene la propiedad de Effros, existe un niimero de
Effros, que llamaremos . Sin pérdida de generalidad, supondremos que ¢ < €. Sean
x y y dos puntos de X tales que d(z,y) < 0 y A un subcontinuo de X que contiene
a x. Como ¢ es un numero de Effros, existe un e-homeomorfismo h : X — X tal que
h(x) = y. Notemos que h(A) es un subcontinuo de X que tiene a y. Adem4s, se tiene
que H(A, h(A)) < e. Por tanto, X tiene la propiedad de Kelley. O

El siguiente resultado escapa de los objetivos de este trabajo, una prueba de él
se puede encontrar en [8, 4.2.31 y 4.2.33]

Teorema 1.6.7. Sea X un continuo. Entonces X es homogéneo si y solo si X tiene
la propiedad de Effros.

Definicién 1.6.8. Sean X un continuo y G una descomposicion de X. Decimos
que G es respetada por el grupo de homeomorfismos, si para todo homeomorfismo
h: X — X y para todo G € G se tiene que h(G) € G.

Teorema 1.6.9. Sean X un continuo homogéneo, con métrica d y G una descompo-

sicion de X tal que los elementos de G son cerrados. Si G es respetada por el grupo
de homeomorfismos de X, H(X). Entonces:

a) G es una descomposicion continua de X .
b) Los elementos de G son conjuntos homogéneos homeomorfos entre si.

c¢) El espacio cociente X/G es un continuo homogéneo.

Demostracion. Veamos que G es semicontinua superiormente. Sean G € Gy U un
subconjunto abierto de X tales que G C U. Seae = d(G, X \U). Como G y X \U son
cerrados ajenos, asi compactos, se tiene que € > 0. Como X es homogéneo, existe un
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numero de Effros § > 0 para la € dada. Sin perdida de generalidad, supongamos que
§ < e.SeaV = V}(G). Entonces V es un subconjunto abierto de X que est4 contenido
enU. Sea G’ € Gtal que G'NV #£ (. Seany € G'NV y x € G tales que d(x,y) < 0.
Como ¢ es un numero de Effros, existe un e-homeomorfismo A : X — X tal que
h(z) = y. Como G es respetada por H(X), h(G) = G'. Asi, G' C V4(G). De esto se
sigue que G’ C U. Por tanto, G es semicontinua superiormente.

Veamos que G es semicontinua inferiormente. Sean G € G, x y y dos elementos de
G y U un subconjunto abierto de X tal que x € U. Sean ¢ > 0 tal que Vi(z) C Uy
§ un ntiimero de Effros para e. Definimos V = Vi(y). Sea G’ € G tal que G' NV # (.
Tomemos z € G’ NV, lo cual implica que z € G’y z € V. Como z € V, se sigue que
d(y,z) < 6. Como ¢ es un nimero de Effros, existe un e-homeomorfismo b : X — X
tal que h(y) = z. En particular, d(z, h(z)) < ¢, de esto se sigue que h(z) € U. Como
G es respetada por H(X), se tiene que h(G) = G'. Asi, G'NU # (. Por tanto, G es
semicontinua inferiormente y G es continua.

Veamos que los elementos de § son homegéneos. Sean G € Gy z,y € G. Como
X es homogéneo, existe un homeomorfismo i : X — X tal que h(x) = y. Como G es
respetada por H(X) se tiene que h(G) = G. Entonces, consideremos h |g: G — G es
un homeomorfismo tal que hg(z) = y. Por tanto, G' es homogéneo.

Probemos que X/§ es un continuo homogéneo. Por [8, 1.7.3], X/G es un continuo.
Sean la funcién cociente ¢ : X — X/Gy x1, x2 € X/G. Tomemos x1, x5 € X tales que
q(z1) = x1, ¢(x3) = x2. Como X es homogéneo, existe un homeomorfismo h : X —
X tal que h(x;) = xo. Sabemos que G es respetada por H(X), asi z1 € ¢ (x1),
19 € ¢ Y(x2) v h(z1) = x2. De lo anterior se obtiene que h(q~*(x1)) = ¢ (x2).
Definimos f : X/G — X/§ dada por:

F(x) =qoh(qd " (x)).

Notemos que f estd bien definida, pues G respetada por H(X). Como G es una
descomposicion continua, entonces por el Teorema 1.1.17, g es abierta y, tenemos que
h es continua, de esto se tiene que f es continua. Notemos que f~!: X/G§ — X/§
dada por: f~'(x) = qo h™' (¢ '(x)), es también continua. De este modo, f es un
homeomorfismo. Por tanto, X/G es un continuo homogéneo. O

Definicién 1.6.10. Sean X un continuo, f : X — P(X) una funcibn y h: X — X
un homeomorfismo. Decimos que f es respetada por el homeomorfismo h, si para
x € X se cumple que h(f(x)) = f(h(x)).

Proposicién 1.6.11. Sean X un continuo y f : X — P(X) tal que f es respetada
por los homeomorfismos de X. Entonces la funcion g : X — 2% dada por g(x) =
Cl(f(x)), también es respetada por los homeomorfismos de X .
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Demostracion. Sean h : X — X un homeomorfismo y x € X. Veamos que h(g(z)) =
g(h(x)). Como f es respetada por los homeomorfismos de X, se tiene que h(f(x)) =
f(h(x)). De la definicién se sigue que, h(g(x)) = h(CI(f(z))). Como la cerradu-
ra se preserva bajo homeomorfismos, h(g(x)) = h(CIl(f(x))) = CUh(f(z))) =

Cl(f(h(z))) = g(h(x)). a

Proposicién 1.6.12. Sea X un continuo homogéneo y A una familia de subconjuntos
no vacios de X, la cual es una descomposicion de X, que es respetada por el grupo

de homeomorfismos. Entonces {Cl(A) | A € A} también es una descomposicion de
X.

Demostracién. Sean Ap, Ay € A. Supongamos que CI(A;) N CIl(Az) # (). Sean xy €
Cl(A))NCI(A2) y Ay € A tales que g € Ap. Seaz; € Cl(A;). Como X es homogéneo,
existe un homeomorfismo h; : X — X tal que hy(z1) = 9. Como A es respetada

por hq, se tiene que hy(CIl(A1)) = Cl(Ay).
Sea x9 € Cl(Ay). Como X es homogéneo, existe un homeomorfismo hy : X — X
tal que ho(z) = x2. Como A es respetada por hg, se tiene que h(CIl(Ap)) = Cl(As).
Por otro lado, como zy,zg € CI(A), se tiene que hy(Cl(A;)) = Cl(A;). Entonces
Cl(A;) = Cl(Ap). De manera similar, Cl(Ag) = Cl(As). Por tanto, Cl(A;) = Cl(As).
[

Corolario 1.6.13. Sean X un continuo homogéneo y f: X — P(X) una funcion tal
que {f(z) | © € X} es una descomposicion de X. Si f es respetada por el grupo de
homeomorfismos de X entonces {CIl(f(x)) | x € X} también es una descomposicion
de X.

Lema 1.6.14. Sean X un continuo homogéneo y f : X — 2% una funcion que es
respetada por los homeomorfismos de X . Entonces f es continua.

Demostracion. Sean x € X y € > 0. Como X es homogéneo, existe un ntimero de
Effros § > 0 para la £ que tenemos. Sean y un punto de X tal que d(z,y) < d
y h: X — X un e-homoemorfismo tal que h(x) = y. Como f es respetada por
el grupo de homeomorfismos de X, f(y) = h(f(z)). De aqui se sigue que, para
cada ¥ € f(y), existe 2’ € f(z) tal que d(2',y’) < e. Lo que implica que f(y) C
Vd(f(x)). Andlogamente, usando h™', se pruega que f(z) C V4(f(y)). De donde,
H(f(x), f(y)) < e. Por tanto, f es continua. O

Definicién 1.6.15. Sea X un continuo. Entonces para cada funcién f : X — 2%
definimos f : X — 2% dada por: f(z) = f~*(f(x)). Se tiene que, § = {f(z) | * € X},
es una descomposicion de X en compactos.
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Proposicién 1.6.16. Si X es un continuo homogéneo y f : X — 2% una Juncion que

respetada por los homeomorfismos de X . Entonces la descomposicion G = {f(x) | x €
X} es respetada por los homeomorfismos de X y satisface el Teorema 1.6.9.

Demostracion. Veamos que G es respetada por los homeomorfismos de X. Sean h :
X — X un homeomorfismo y z,y € X tales que h(x) = y. Probaremos que dados
G, G, € G los cuales satisfacen que z € G, y y € G,, entonces h(G,) = G,.
Sea p € G,. Esto implica que p € f~!(f(z)). Asi f(p) = f(z). Como la funcién f es
respetada por los homeomorfismos de X, se sigue que f(h(p)) = h(f(p)) = h(f(x)) =
f(h(z)) = f(y). Asi h(p) € G,. Por tanto, h(G,) C h(G,).

Sea ¢ € Gy, como [ es respetada por los homeomorfismos de X, f(h™'(q)) =
(@) = b (f () = F(h (@) = £(x). De esto se sigue que h~'(g) € Gy, lo
cual implica que ¢ € h(G,). Por tanto, G, C h(G,).

Como G es una descomposicién en subconjuntos cerrados de X y es respetada
por el grupo de homeomorfismos de X, se tienen las hipdtesis del Teorema 1.6.9. Por
tanto, se cumple lo requerido. ]

Proposicién 1.6.17. Sea X un continuo homogéneo. Entonces § = {Fes¥(z) | © €
X} es una descomposicion de X.

Demostracion. Como X es homogéneo se tiene que G # (). Por la Proposicién 1.3.14,
G es una descomposicion. O

Proposicién 1.6.18. Sea X un continuo homogéneo. Entonces los elementos de
G ={Cl(Fes¥(z)) | © € X} son subcontinuos amplios de X .

Demostracién. Sea x € X. Notemos que Fes™(xr) C Fes"™(x) para toda n €
{1,2,...}. Por la Proposicién 1.3.11, se sigue Cl(Fcs"(z)) no es filamento. Como
X es homogéneo, por el Teorema 1.6.7 y el Lema 1.6.6, se sigue que X tiene la pro-
piedad de Kelley. Por la Proposicién 1.5.13, Cl(F'¢s™(x)) es un subcontinuo amplio
de X. ]

Teorema 1.6.19. Sean X un continuo homogéneo que no es localmente conexo y

G={Cl(Fcs¥(z)) | x € X}. Entonces:

1) G es una descomposicion continua de X.
2) Los elementos de G son homogéneos, amplios y homeomorfos entre si.
3) El espacio cociente X/G es un continuo homogéneo.

4) El espacio cociente X/G es localmente conezo.
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Demostracion. Sea f : X — 2% una funcién dada por f(x) = Fes?(x). Por Pro-
posicién 1.6.16, f es respetada por los homeomorfismos de X y, por la Proposicién
1.6.11, la funcién g : X — 2% dada por g(x) = CI(f(x)) también es respetada por
los homeomorfismos de X. Por la Proposicion 1.6.17 y el Corolario 1.6.13, G es una
descomposicion de X. De esta forma, tenemos que se cumplen las hipotesis del Teo-
rema 1.6.9. Por lo que se cumple 1) y 3). Ademas, se satisface que los elementos de
G son homogéneos y homeomorfos entre si. Por la Proposicién 1.6.18, los elementos
de G son amplios.

Veamos que se cumple 4). Por 3), X/§ es homogéneo, en particular, X/ tiene la
propiedad de Kelley. Sea G € X/§. Por 2), tenemos que G es un subcontinuo amplio
de X. Notemos que si ¢ : X — X /G es la funcién cociente, entonces ¢(G) = {G}.
Luego, por la Proposicién 1.5.16, se tiene que {G'} es un subcontinuo amplio de X/G.
Asi, por el Corolario 1.5.14, se obtiene que X/§ es conexo en pequetio en GG, Esto
prueba que X/G es conexo en pequenio en cada uno de sus puntos. Entonces, por el
Teorema 1.3.7, se concluye que X/§G es localmente conexo. O

Definicién 1.6.20. Sean X un continuo y S un subcontinuo de X. Decimos que S
es semiterminal si dados dos subcontinuos K; y Ky de X tales que K1 NS # () #
KiNn(X\S)yKonS#0#KyN(X\S), se tiene que K1 N Ky # .

Observaciéon 1.6.21. Si X es un arco con puntos extremos a y b y A es un subcon-
tinuo de X . Entonces A es semiterminal si y sélo si {a,b} N A # ().

Observaciéon 1.6.22. Sean X un continuo homogéneo y S un subcontinuo semiter-
minal de X. Si h: X — X es un homeomorfismo, entonces h(S) es un subcontinuo
semiterminal de Y .

Lema 1.6.23. Sean X y Y continuos y f : X — Y wuna funcion mondtona. Si A
es subcontinuo semiterminal de X entonces f(A) es un subcontinuo semiterminal de

Y.

Demostracion. Sean A subcontinuo semiterminal de X y K; y Ky subcontinuos de
Y tales que f(A)NK; # 0 # (Y\ f(A)NK, con j € {1,2}. Entonces existen a € A
vz € X\ A tales que f(a) € K, y f(z) € K;. Esto implica que a € f~1(f(a)) C
FUED y o€ JF () © F ). Ash, S NA £ Dy [N (X A) £ 0.
Similarmente, f~1(Ky)NA # 0y f~1(K)N(X\ A) # 0. Como A es un subcontinuo
semiterminal de X, f~1(K;) N f71(Ky) # 0, luego 0 # f(f~HKy) N fFHKR)) =
K; N K. Por tanto, f(A) es un subcontinuo semiterminal de Y. O

Proposicién 1.6.24. Sea X un continuo homogéneo, localmente conexo. Entonces,
los unicos subcontinuos semiterminales de X son los puntos y X.
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Demostracién. Consideremos al conjunto {z} tal que z € X. Sean K; y K5 subconti-
nuos de X tales que KiN{x} # 0 # KiN(X\{z})y Kan{z} # 0 # KoN (X \ {z}).
De esto se sigue que z € K; N K, entonces K; N Ky # (. Por tanto, {x} es un
subcontinuo semiterminal de X.

Ahora, sea K un subcontinuo propio de X con mas de un punto. Por la Pro-
posicién 1.6.3, podemos tomar dos puntos distintos a y b en Fr(K). Sean U y V
subconjuntos abiertos en X tales que a e U, b€ V y UNV = (. Como X es local-
mente conexo y de la normalidad de X, existen dos subconjuntos abiertos y conexos
Ay Bde X talesque a € A C Cl(A) CU,be B C Cl(B) C V. Observemos que,
ANK#D#AAN(X\K)yBNK #0# BN (X \ K). Ademas, Cl(A) y Cl(B)
son subcontinuos de X que tienen interseccién no vacia con Ky con X \ K. Como
Cl(A) Cc Uy Cl(B) C V se tiene que CI(A)NCI(B) = . Esto demuestra que K no

es un subcontinuo semiterminal en X. Il

Lema 1.6.25. Sean X un continuo homogéneo, S un subcontinuo semiterminal de
X con interior no vacio y F un subcontinuo filamento de X. Si F NS # (), entonces
FcSs.

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto de X tal que FF C U. Como F es
un subcontinuo filamento de X se tiene que Int(Cnty(F)) = (. Supongamos que
FN(X\S)#0Dyseape F\S.Dado que X \ S es un subconjunto abierto, existe
g1 > 0 tal que V., (p) C (X \ S). También, como p € U, existe e > 0 tal que
Ve,(p) C U. Sea € = min{ey, e2}.

Fijemos kg € N tal que 0 < % < e. Afirmamos que sin € N,V 1 (p)n (U \

ko+n
Cnty(F)) # 0. De lo contrario, Vﬁ(p) C Cnty(F), esto es, Int(C’nOtZ(F) # 0 lo
cual es una contradiccion al hecho gle que F' es un subcontinuo filamento de X.

Asi, para cada n € N, elijamos p,, € Vﬁ(p)ﬂ(U\C’ntU(F)), lo cual implica que
lim,, ,0opn = p. Como X tiene la propiedad de Effros, por el Teorema de Effros, |8,
4.2.31], existe una sucesién de homeomorfismos sobre X, {h, }°°, tal que lim,, oo h, =
Idx. Asi, lim, ,oh,(F) = F. Sea y € F C U. Entonces existe ¢, > 0 tal que
V.,(y) C U. De esta manera, la coleccién {V%(y) | y € F'} es una cubierta abierta
de Fen X. Como F es compacto, existen y1,...,y, en F' tales que F' C U?Zl VeyTj(yj).
Sea ¢ = min{eg—j | 7=1,...,n}. Entonces, F' C V.(F).

Afirmamos que, V.(F) N (X \ U) = 0. Si existe x € X \ U tal que z € V.(F)
entonces existe y € F tal que d(z,y) < e. Luego, existe i € {1,...,n} tal que
y € V%(yl), asi, d(x,y;) < d(x,y)+d(y,y;) < E—I—E;’i <egy,. BEstoes,x € V., (:;) CU,
esto implica que = € U, lo cual es una conradicciéon. Por tanto, V.(F)N (X \U) =
y Vo(F) CU.
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Como lim,,_,ooh, (F) = F, existe N7 € N tal que para todan > Ny, H(h,(F), F) <
. Entonces existe § > 0, con § < ¢, tal que h,(F) C Vs(F). Asi, para toda n > Ny,
hn(F) C Vs(F) CV(F) CU.

Afirmamos que, para todo n > Ny, h,(F) N Cnty(F) = (. Supongamos que
h,(F) N Cnty(F) # 0. Entonces h,(F) U Cnty(F) es una componente distinta de
Cnty(F) contenida en U que contiene a F'y a Cnty(F'), lo cual no es posible porque
Cnty(F) es la componente maximal. Por tanto, para toda n > Ny, se tiene que
ho(F) N Cnty(F) = 0. De este modo, para toda n > Nj se tiene que h,(F) C
(U\ Cnty(F)).

Por otro lado, como Int(S) # 0, existen s € Sy € > 0 tales que V.(s) C S.
Del hecho de que lim, ,,h, = Idx, existe Ny € N tal que para toda n > N,
d(hn(s),s) < e. Sea N3 = max{N;, No}. Entonces para todo n > N3, se tiene que
ho(S)NS £ 0y hy(F) C (U\ Cnty(F)).

Recordemos que, para todan € N, p, € X\S. Veamos que, h,(F)N(X\S)Nh,(X\
S) # 0. Notemos que p € F'N (X \ S), lo que implica que h,(p) € h,(FN (X \9)).
De donde, h,(p) = pn, € (X \ S). Asi, h,(FN(X\9))N(X\S) =h,(F)Nh,(X\
S)YN(X\S) #0. Esto es, h,(F)\ (SUh,(S)) # 0.

Ahora probaremos que F'\ (S U h,(S)) # 0 para algin n > N3. Sabemos que
p € F\ S. Afirmamos que para n > Nj se tiene que p ¢ h,(S). Supongamos que no,
asi para cada n > Nj, existe x, € S tal que h,(x,) = p. Consideremos a ko, definida
anteriormente, entonces si € = 1?107 existe N, € N tal que para toda n > N, y para
toda z € X se tiene que, d(h,(z),z) < % Sea N = max{Ns, Ny}, entonces para
toda n > N y para toda z € X, d(h,(x),z) < % En particular, para x,, € X se
tiene que d(hy(x,),x,) < % Como n > N, entonces h,(x,) = p, lo que implica que
d(p, z,) < %, esto es, x, € V%(p) C X \ 5, lo cual es una contradiccién al hecho de

que x, € S. Como p € F'\ S, se sigue que p € F'\ (SU h,(S5)).

Consideremos N = max{ Ny, Ny, N3, N}, como h,(S) NS # 0 y de [11, Teorema
4.1a] se sigue que h,,(S)US es un subcontinuo semiterminal. Notemos que, F'y h,(F)
son subcontinuos disjuntos, que satisfacen que, F'\ (S U h,(S)) # 0y h,(F) \ (S U
h,(S)) # 0. Ademés, por hipdtesis, FNS # (), lo que implica que FN(SUh,(S)) # 0.
También, h,(F) N h,(S) # 0, entonces h,(F) NS # 0. Asi;, FN(SUh,(S)) # 0 #
F\N(SU(9) y ho(F)N(SUR,(S)) # 0 # Ohy(F)\ (SUh,(S)) lo cual contradice
el hecho que S U h,(S) es un subcontinuo semiterminal. Por tanto, F' C S. O

Teorema 1.6.26. Si X es un continuo homogéneo, entonces cualquier subcontinuo
propio semiterminal de X tiene interior vacio.

Demostracidn. Sea S un subcontinuo propio semiterminal de X tal que Int(S) # (0.
Sea x € Sy consideremos Fcs!'(z). Asi SN Fes'(x) # 0. Por el Lema 1.6.25, se tiene
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que Fes'(xz) C S. En consecuecia, Fes™(x) C S'y, de esto se sigue que, Fes®(z) C S.
Por la Proposicién 1.6.17 y el Corolario 1.6.13, la coleccion D = {Cl(Fes“(z) | x €
X} es una descomposicién de X. Por el Teorema 1.6.19, X/D es localmente conexo
y homogéneo.

Sea ¢ : X — X/D la funcién cociente. En particular, X/D no puede ser un
singular porque S # X. Como ¢ es una funcién monotona, por el Lema 1.6.23, se
sigue que ¢(S) es un subcontinuo propio semiterminal de X/D. Por la Proposicién
1.6.24 se sigue que ¢(S) es un punto, lo cual es una contradicciéon porque Int(S) # 0
y ¢ es abierta. O]
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Capitulo 2

La funcion J y 7

En este capitulo veremos la definicion y propiedades de la funciones J y 7, asi co-
mo la comparacién entre ambas.

2.1. Definicion y ejemplos

Definicién 2.1.1. Sea X espacio métrico y compacto. Definimos, J : P(X) — P(X)
dado por:

J(A) = {z € X | cada subcontinuo amplio W de X tal que z € Wy W N A # 0}

para cada A C X.

Observacion 2.1.2. En general, cuando trabajemos con la funcién J lo haremos
con el complemento. Esto es, dado X espacio métrico, compacto y A C X tenemos
que:

J(A) = X\ {x € X | existe un subcontinuo amplio W de X tal quez € W C X\ A}.

Observacion 2.1.3. Si X es un espacio métrico compacto entonces para todo sub-
conjunto A de X, se tiene que A C J(A).

Observacién 2.1.4. Sean X un continuoy A C X. Si K € C(X), K es subcontinuo
amplio de X y K N A = (), entonces K N J(A) = (). Para ver esto, supongamos que
KnNJd(A) #£0. Seape KNJ(A), como p € J(A) notemos que:

p ¢ {r € X | existe un subcontinuo amplio W de X tal que z € W C X \ A}.

Por otro lado, p € K vy, por hipétesis, KNA = ). Ademds K es un subcontinuo amplio
de X. Asi, pe K C X \ A, lo cual es una contradiccién. Por tanto, K N J(A) = 0.
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Ejemplo 2.1.5. Sea X el cono sobre el conjunto de Cantor, definido de la siguiente

forma. Sea v = (%, 1) el vértice del cono y B la base que es el conjunto de Cantor.

Para cada (x,0) € B denotamos por L, al segmento de recta en el plano que tiene
como puntos extremos a (z,0) y v. Entonces:

X = | J{L.| (=,0) € B}.

B

Figura 2.1: Abdnico de Cantor

Veamos como se comporta J en X. Sea A C X, definimos C' = {(z,0) € B| L,NA #
(}. Para cada (z,0) € C, denotamos por a, al punto de L,NA tal que d(v, L,NA) =
d(v,a,). Ademds, denotemos [, al segmento que tiene puntos extremos a (z,0) y a,
para cada (z,0) € C. Entonces se tiene que:

Notemos que si v € A entonces L,NA # () para todo (z,0) € B. As{ B = C. Ademas,
para todo (x,0) € B, se tiene que a, = v, asi [, = L,. Por tanto, siv € A, J(A) = X.
Si A C B, observemos que v = a, y, ademés, L, N A = A, de este modo se sigue que

J(A) = A,

Definicién 2.1.6. Sea X espacio métrico y compacto. Definimos, T : P(X) — P(X)
dado por:

T(A) = {x € X | para cada subcontinuo W de X tal que z € Int(W)y WNA # 0},

para cada A € P(X). La funcién T es llamada la funcion T de Jones.
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Observacion 2.1.7. En general, cuando se trabaja con la funciéon T se hace con
el complemento, esto es, sea X espacio métrico y compacto para cada A € P(X)
tenemos:

T(A) = X\{z € X|existe un subcontinuo W de X tal quez € Int(W) C W C X\A}.

El siguiente resultado nos dice quien es la imagen del conjunto vacio.

Proposicién 2.1.8. Sea X un espacio métrico y compacto. Entonces T(B) =0 si y
solo s1 X tiene una cantidad finita de componentes.

Demostracion. Supongamos que X tiene una cantidad finita de componentes. Sean
x € X y C la componente de X que contiene a x. Observemos que C' es cerrado,
as{ C' es un subcontinuo de X. Por [8, 1.6.2], se sigue que = € Int(C). De este modo,
para cada x € X, x esta contenido en el interior de un subcontinuo propio de X. Por
tanto, T(0) = 0.

Probemos que X tiene una cantidad finita de componentes. Como T(0)) = 0,
entonces para cada x € X, existe un subcontinuo W, de X tal que z € Int(W,) C
W, € X \ 0. Notemos que la familia {Int(W,) | x € X} es una cubierta abierta de
X. Como X es compacto, existen x1,...,z, € X tales que X C U;L:1 Int(W,,) C
U?Zl W,, C X. Asf, X es la unién de una cantidad finita de continuos. Por tanto, X
tiene una cantidad finita de componentes. O

Corolario 2.1.9. Si X es un continuo, entonces T(0) = ().

Ejemplo 2.1.10. Retomemos el Ejemplo 1.4.3, la curva sinoidal del topdlogo. Se
puede ver que si A # () y A C M entonces se tiene que TJ(A) = M. También si
a € M entonces T({a}) = M. Por otra parte, si b € X \ M entonces, T({b}) = {b}

i

Figura 2.2: Curva sinoidal del topdlogo
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2.2. Propiedades y Comparacién de las funciones
Iy J

Proposicién 2.2.1. Sean X un continuo con la propiedad de Kelley y A subconjunto
cerrado de X. Entonces se cumple que:

(1). d es cerrado
(2). J es idempotente

Demostracion. Veamos que J(A) es cerrado. Sea x € X \ J(A). Entonces existe un
subcontinuo amplio W de X tal que x € W C X \ A. Como W es un subcontinuo
amplio y X \ A es un subconjunto abierto, existe un subcontinuo K de X tal que
W C Int(K) ¢ K € X\ A. Notemos que Int(K) es un abierto que tiene a = y
estd contenido en X \ J(A). Por el Lema 1.5.8, K es amplio. Entonces, X \ J(A) es
abierto. Por tanto, J(A) es cerrado.

Como A C J(A), resulta que J(A) C J?(A). Es suficiente probar que g*(A) C
J(A). Sea x € X \ J(A). Entonces existe un subcontinuo amplio W de X tal que
xeW C X\ A Como W es un subcontinuo amplio y X \ A es abierto, existe un
subcontinuo K de X tal que W C Int(K) C K C X \ A. Por (1), d(A) es cerrado, lo
cual implica que Int(K) C X \ d(A), de esto se sigue que W C X \ J(A). Entonces,
r e X\ J*A). O

Observemos que la Proposicién 2.2.1 nos dice que si A es un subconjunto cerrado
de X entonces J(A) es cerrado siempre que X tenga la propiedad de Kelley. El
siguiente ejemplo nos muestra que si X no tiene la propiedad de Kelley entonces
J(A) no es cerrado. Sin embargo para la funcién T eso no pasa.

Ejemplo 2.2.2. Tomemos al continuo del Ejemplo 1.5.7, el cual no tiene la propiedad
de Kelley. Sea A = {p}, observemos que J(A) = {p} y J({0}) = [0,1) x {0}, el cual
no es cerrado y el conjunto {0} si lo es.

Proposicién 2.2.3. Sea X un continuo. Si A es un subconjunto de X entonces T(A)
siempre es un cerrado de X.

Demostracion. Probaremos que X \ T(A) es abierto en X. Sea z € X \ T(A) entonces
existe un subcontinuo W de X tal que x € Int(W) C W C X \ A, de esto se sigue
que Int(W) C X \ T(A). O
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Proposicion 2.2.4. Sean X un continuo y A un subcontinuo de X. Entonces T(A)
es un subcontinuo de X.

Demostracion. Por Proposicion 2.2.3, T(A) es cerrado en X y, por tanto, compacto.
Supongamos que T(A) no es conexo. Entonces T(A) = K U L donde K y L son
cerrados ajenos y no vacios. Sabemos que A C T(A). Como A es conexo, podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que A C K. Asi, existe un subconjunto abierto
Ude X tal que K C Uy Cl(U)N L = (). Notemos que Fr(U)NT(A) = (). Por tanto,
para todo z € Fr(U), existe un subcontinuo M, de X tal que z € Int(M,) C M, C
X \ A. Como Fr(U) es compacta, existen zi,...,z, € Fr(U) tales que Fr(U) C
Ui Int(M,;) C Uj_ M., Sean V = U\ (Uj_,M.,) y N = X\V = (X \U)U
(Uj_yM;). Por [10, 5.4], se tiene que N tiene un nimero finito de componentes.
Notemos que L C X \ CI(U) C X \ U C N. Entonces, L C Int(N). Seanl € Ly C
la componente de N tal que [ € C. Por [8, 1.6.2] | € Int(C). Ademads, por otra parte,
NN A= (. De esto se sigue que C' N A = (). De aqui se concluye que [ € X \ T(A)
lo cual es una contradiccién. Por tanto, T(A) es conexo. ]

La siguiente proposicién nos muestra una clase de continuos en los que coinciden
las funciones T y g.

Proposicién 2.2.5. Sean X un continuo con la propiedad de Kelley y A un subcon-
gunto cerrado de X. Entonces T(A) = J(A)

Demostracion. Sea x € X \ J(A). Entonces existe un subcontinuo amplio W de X
tal que z € W C X \ A. Como A es cerrado, tenemos que X \ A es abierto. Como
W es amplio, existe un subcontinuo B de X tal que W C Int(B) C B C X \ A. De
esto se sigue que x € Int(B) C B C X \ A. Por tanto, z € X \ T(A).

Sea z € X\ T(A), entonces, existe un subcontinuo W de X tal que = € Int(W) C
W C X\ A. Por el Lema 1.5.8, W es un subcontinuo amplio de X. Por tanto,
re X \J(A). O

Definicién 2.2.6. Un continuo X es descomponible, si existen dos subcontinuos
propios y no degenerados A y B de X tal que X = AU B. Si cada subcontinuo no
degenerado de X es descomponible, entonces X es hereditariamente descomponible.

Definicién 2.2.7. Si X no es un continuo descomponible, entonces X es indescompo-
nible. Si cada subcontinuo de X es indescomponible, entonces X es hereditariamente
indescomponible.

Los siguientes ejemplos son de continuos indescomponibles.
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Ejemplo 2.2.8. El arcoiris de Knaster, [7, Ejemplo 1].

\—/

Figura 2.3: Arcoiris de Knaster

Ejemplo 2.2.9. Fl solenoide diddico. Consideremos un toro sélido X; y dentro de
él, X, un toro solido que le da dos vueltas a X;; después, X3 sera un toro sélido que
le da dos vueltas a X5, es decir, que le da 22 vueltas a X;. En general, X,, es un
toro sélido, dentro de X,,_; que le da dos vueltas a éste, o bien, 2! vueltas a X.
Finalmente, el continuo N72,.X,, es denotado por Xs. Este ejemplo sera utilizado en

el siguiente capitulo.

Figura 2.4: Solenoide diddico, primeros tres pasos

Si en vez de dar dos vueltas en cada paso, damos p vueltas, el continuo que se obtiene
al intersectar esa familia de continuos se conoce como solenoide p-adico y se denota
por X,.

Los siguientes ejemplos, en los cuales X no tiene la propiedad de Kelley, nos
muestran que no podemos hacer una comparacion entre las funciones J y 7.



2.2. PROPIEDADES Y COMPARACION DE LAS FUNCIONES § Y T 37

Ejemplo 2.2.10. Sean X; y X, dos continuos de Knaster y formamos un nuevo
continuo X = X; U X, tal que X; N Xy = {p}, donde p denota el punto extremo de
X1y Xs, véase la figura. Notemos que el tinico subcontinuo amplio propio de X es X.
Esto implica que, para todo A € P(X)\ 0, J(A) = X. Por otra parte, veamos que si
q € X1\ {p}, entonces T({q}) = X;. Para esto, primero notemos que si x € X5\ {p},
entonces X, es un subcontinuo de X tal que z € Int(Xs) C Xy C X \ {¢}; por
esto, = ¢ T({q}), asi T({q}) C X;. Por otra parte, notemos que si x € X; y W es
un subcontinuo de X tal que z € Int(W), entonces, X; C W. Luego, x € ¢ € W.
De esto se sigue que, x € T({q}). Asi, X; C T({q}). Por tanto, T({¢q}) = X;. Este
ejemplo nos muestra que las funciones T y J no coinciden.

Figura 2.5: Continuo X = X1 U X

Ejemplo 2.2.11. Consideremos el circulo de Varsovia. Sea M = {0} x [0, 1]. Ob-
servemos que si A € 2% y AN M # (), entonces T(A) = AU M. Similarmente
J(A) = AU M. Por otra parte, notemos que si AN M = (), entonces T(A) = A. Si-
milarmente J(A) = A. Asi, en este ejemplo vemos que las funciones T y J coinciden
en los subconjuntos cerrados de X.
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Figura 2.6: Circulo de Varsovia

Proposiciéon 2.2.12. Sea X un continuo con la propiedad de Kelley, si A es un
subcontinuo de X, entonces J(A) es un continuo.

Demostracion. Como X tiene la propiedad de Kelley, por la Proposicién 2.2.5, T(A) =
J(A). Por otro lado, ya que A es un subcontinuo de X, por la Proposicién 2.2.4, T(A
es un continuo. De esto se sigue que J(A) es un continuo. O

Proposiciéon 2.2.13. Sea X un continuo con la propiedad de Kelley. St A es un
continuo amplio, entonces J(A) también lo es.

Demostracion. Como X tiene la propiedad de Kelley, por Corolario 1.5.15 sabemos
que cualquier subcontinuo A de X es amplio o filamento.

Supongamos que J(A) es filamento. Entonces existe un abierto U de X tal que
Int(Cnty(d(A))) = 0.

Consideremos Cnty(J(A)), afirmamos que Cnty(A) = Cnty(d(A)). Sabemos
que Cnty(J(A)) es un conexo maximal en U que contiene a J(A), en particular,
Cnty(d(A)) es un conexo de U que contiene a A. Entonces, como Cnty(A) es un
conexo maximal en U que contiene a A, se sigue que Cnty(J(A)) C Cnty(A). Co-
mo Cnty(A) es un conexo de U y Cnty(J(A)) es una componente de U, entonces

Por otro lado, sabemos que A C U. De esto se sigue que A C J(A) C Cnty(A) C
Cnty(d(A)) € U. Como Int(Cnty(J(A))) = 0, ast Int(Cnty(A)) = (. Entonces A
es filamento, lo cual es una contradiccién. Por tanto, J(A) es amplio. O

Proposicién 2.2.14. Sea X un continuo con la propiedad de Kelley y Ay y As
subcontinuos amplios, disjuntos de X. Entonces, (A1) NJ(Az) = 0.
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Demostracion. Supongamos que el resultado no es cierto. Sea p € J(A;) N J(As).
Definimos « : [0,1] — 2% un arco de orden tal que a(0) = {p} v a(1) = X. Sea
B={te€0,1] | a(t) N (A; U As) # 0}. Notemos que B # () pues si t = 1, entonces
a(l) =X, ast XN (A1 UAy) = A;U Ay # 0, pues A; y Ay son subcontinuos amplios.
Ademas, B es un conjunto acotado inferiormente, asi B tiene infimo, llamémosle [3.
También, observemos que B es un conjunto cerrado, de esto se sigue que 5 € B.
Entonces, para algin ¢ € {1, 2}, se tiene que a(3)NA; # (. Sea {j} = {1,2} —{i}.
Tenemos que A;NA; =0y que A;j es cerrado. Asi A; C X'\ A;. Como A, es amplio,
existe un continuo B; tal que A; C Int(B;) C B; C X \ A,. Entonces, para un
numero k € [0, 3). Se tiene que a(k) € I'(Int(B;)), asi a(k) N B; # 0. De esto se
sigue que a(k)U B; es un continuo. Como k < f3, esto implica que k ¢ B, pues 3 es el
infimo, asf a(k) N (A4; U A4;) = (. De esto se sigue que (a(k)U B;) N A; = (). Notemos
que Int(a(k) U B;) # 0, pues Int(B;) # 0. Como X tiene la propiedad de Kelley,
a(k) U B; es un continuo amplio. Como p € (a(k) U B;), esto implica que p ¢ J(A,)
lo cual es una contradiccién. Por tanto, J(A;) N J(As) = 0. O
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Capitulo 3

Descomposicion de continuos

En este capitulo se dara la descomposicion aposindética y el Teorema de Des-
composicion Aposindética de Jones. Por otra parte, veremos la construccion de la
descomposicion mutuamente aposindética para los continuos con la propiedad de
Kelley, en particular para los continuos homogéneos.

3.1. Teorema de Jones

En esta seccién se daran las definiciones previas y algunos resultados para poder
enunciar el Teorema de Descomposicién Aposindética de Jones.

Definicién 3.1.1. Sea X un continuo, decimos que X es aposindético en x respec-
to a y si existe un subcontinuo K de X tal que z € Int(K) C X \ {y}. X es
aposindético si es aposindético en cada uno de sus puntos con respecto a los demas
puntos.

El siguiente Teorema escapa de los objetivos de este trabajo, una prueba de él se
puede encontrar en [8; 5.1.2].

Teorema 3.1.2. Sea X un continuo homogéneo. La coleccion G = {T({z}) | z € X}
es una descomposicion de X .

Definicién 3.1.3. La descomposicién G es llamada la Descomposicion Aposindética
de Jones.

Definicién 3.1.4. Sean X y Y continuos y f : X — Y una funcién continua y
suprayectiva. Decimos que f es completamente reqular si dado € > 0, para cada
y € Y, existe un abierto V de Y tal que y € V entonces dada y' € V, existe un
homeomorfismo & : f~(y) — f~1(y/) tal que para cada z € f~1(y), d(x, h(z)) < e.
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Definicién 3.1.5. Sean X un continuo y 7" un subcontinuo de X. Decimos que 7T es
un subcontinuo terminal en X si para cada subcontinuo C' de X tal que CNT # (),
resultaque C CcT o T C C.

Definicién 3.1.6. Una descomposicion de X es una descomposicion terminalsi cada
elemento de la descomposicién es un subcontinuo terminal de X.

Lema 3.1.7. Sea X un continuo. Si X es aposindético, entonces X no contiene
subcontinuos propios terminales y no degenerados.

Demostracion. Supongamos que T es un subcontinuo propio terminal y no degene-
rado de X. Sea t € Ty tomemos r € T\ {t}. Como X es aposindético, existe un
subconinuo W de X tal que t € Int(W) C W C X\ {r}. Como T es un subcontinuo
terminal y T\ W # (), obtenemos que W C T'. Entonces t es un punto interior de 7.
Como fue para un punto arbitrario, se sigue que todos los puntos de 7" son interiores.
Lo cual implica que 7" es un subconjunto abierto y cerrado de X. De donde obtene-
mos una contradicciéon porque X es conexo. Por tanto, X no contiene subcontinuos
propios terminales y no degenerados. O]

Definicién 3.1.8. Sean X un continuo y A un retracto de vecindad absoluto. De-
cimos que X es tipo celda si dada una funcion f : X — A, f es homotopica a una
funcién constante, es decir, si existe una funcién continua G : X x [0, 1] — X tal que
G(x,0) = f(z) y G(x,1) = k para todo x € X y k constante.

Definicién 3.1.9. Sean X y Y continuos. Decimos que la funcién continua y su-
prayectiva f : X — Y es tipo celda si para cada y € Y, f~!(y) es un continuo tipo
celda.

Una prueba del siguiente teorema se puede encontrar en [8, 5.1.17]

Teorema 3.1.10. Sean X y Z continuos no degenerados. Supongamos que g : X —
Z es una funcion continua, suprayectiva, mondtona y completamente regular. Si
21 € Z tal que g7'(21) es un continuo terminal de X entonces g es una funcién
tipo celda.

A continuacion se enunciara el Teorema de Descomposicion Aposindética de Jo-
nes, una prueba de él se puede encontrar en [8, 5.1.19]

Teorema 3.1.11. Sea X wun continuo homogéneo, descomponible que no es apo-
sindético. Si G ={T({z}) | x € X}. Entonces:

1. G es una descomposicion mondtona, terminal y continua de X .
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2. Los elementos de G son continuos indescomponibles, tipo celda, homogéneos,
homeomorfos entre si y con la misma dimension de X .

3. La funcion cociente q : X — X /G es completamente reqular.

4. El espacio cociente X /G es un continuo homogéneo, aposindético de dimension
uno, el cual no contiene subcontinuos propios terminales.

3.2. Descomposicion mutuamente aposindética

En esta seccién se dara la construccion de la descomposicién mutuamente apo-
sindética y el Teorema de descomposicion mutuamente aposindética para continuos
homogéneos.

Definicién 3.2.1. Un continuo X es mutuamente aposindético en los puntos x y y
si existen dos continuos disjuntos K y L tales que « € Int(K) y y € Int(L). Decimos
que X es mutuamente aposindético si lo es en cada pareja de sus puntos.

Observacién 3.2.2. Si X tiene la propiedad de Kelley, entonces la aposindesis
mutua de X se puede expresar con continuos amplios. Esto es, X es mutuamente
aposindético en x y y si y sélo si existen continuos amplios disjuntos K y L tales que
x € K yy e L. Supongamos que X es mutuamente aposindético en x y y. Entonces
existen dos subcontinuos disjuntos K y L de X tales que z € Int(K) y y € Int(L).
Como Int(K) # 0y Int(L) # 0 y X tiene la propiedad de Kelley, por el Lema
1.5.8, se sigue que K y L son amplios. La otra implicacion se sigue de la definicién
de continuo amplio.

7

Definicién 3.2.3. Sean X un continuo y x y y € X. Definimos una relaciéon 7 ~
en X como sigue: Decimos que x esta relacionado con y, denotado por x ~ y, si para
cada par de continuos amplios A, y A, de X tales que x € A, y y € A, se tiene que
A, MA, #0.

Observacion 3.2.4. La relacién ~ es un subconjunto del producto X x X, una
forma de verlo es, ~:= {(z,y) € X x X | z ~ y}.

En adelante, la relacion ~, definida en 3.2.3 sera la que utilizaremos.

Lema 3.2.5. Sean X un continuo yx yy € X. St X no es mutuamente aposindético
con respecto a T Y Yy, entonces T ~ .
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Demostracion. Sean x y y € X supongamos que x ~ y. Entonces existen dos sub-
continuos amplios A, y A, de X tales que v € A, y € A, y A, N A, = (). Sean
U, y U, abiertos ajenos tales que A, C U,, A, C U,. Como A, y A, son am-
plios, existen dos subcontinuos K y L de X tales que A, C Int(K) C K C U,,
A, C Int(L) C L C Uy,. Como U, NU, = 0 se tiene que K N L = (. Ademads
reA, CInt(K)yye A, C Int(L). Por tanto, X es mutuamente aposindético con
respecto a T y . 0

Lema 3.2.6. Sean X un continuo con la propiedad de Kelleyyx yy € X. Six ~vy
entonces X no es mutuamente aposindético con respecto a x y y.

Demostracion. Sean x'y y € X tales que x ~ y. Sean A y B subcontinuos de X tales
que z € Int(A), y € Int(B). Veamos que AN B # (). Notemos que Int(A) # 0y
Int(B) # (. Como X tiene la propiedad de Kelley, por Lema 1.5.8, se sigue que Ay
B son continuos amplios. Como x ~ y implica que AN B # (). Por tanto, X no es
mutuamente aposindético con respecto a Ty y. [

Corolario 3.2.7. Sea X un continuo con la propiedad de Kelley. Entonces x ~ 1y i
y solo st X no es mutuamente aposindético con respecto a x y y.

Proposicion 3.2.8. Sea X un continuo con la propiedad de Kelley. Entonces ~ es
una relacion de equivalecia en X .

Demostracion. Para ver que ~ es una relacion de equivalencia, basta probar que ~ es
transitiva, pues las otras dos propiedades se siguen inmediatamente de la definicién
de ~.

Sean x, y vy z € X. Supongamos que x ~ y y y ~ 2z pero x ~ z. Entonces existen
dos subcontinuos amplios A, y A, tales que x € A,, z € A, y A,NA, = 0. Por la
Proposicién 2.2.14, se sigue que J(A,) NJ(A,) = 0. Como A, C J(A,), se tiene que

Siy € J(A;), como J(A,) y A, son continuos amplios, Proposicién 2.2.13, dis-
juntos tales que y € J(A,) v z € A,, implica que y ~ z lo cual es una contradiccion.

Siy ¢ J(A,), entonces existe un continuo amplio A, tal quey € A, y A,NA, = 0.
De esto se sigue que x ~ y, lo cual es una contradiccion a la hipotesis. Por tanto,
T~z 0

El siguiente ejemplo es de un continuo que no tiene la propiedad de Kelley y no
se cumple que la relacién ”~"sea transitiva.

Ejemplo 3.2.9. Sea X = AU B, donde A y B son continuos homeomorfos al
abanico arménico descrito en el Ejemplo 1.4.2, cuyos vértices son los puntos x y ,
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respectivamente, y tales que AN B = {p}, como se muestra en la figura. Notemos
que x ~ py p~y.Sin embargo, x ~ y. Asi, la relacion ”~"no es transitiva.

J
X p y

Figura 3.1: Continuo sin propiedad de Kelley

Definicién 3.2.10. Sean X un continuo y z un punto de X. Definimos @, = {y €
X |z ~uy}.

En adelante, siempre que se refiera a (), se referird a la de la Definicion 3.2.10.

Proposicién 3.2.11. Para cada continuo X y cada x € X:
Q. =™MJ(A) | A es un subcontinuo amplio de X y x € A}.

Demostracion. Sean A, = {A C X | A es un subcontinuo amplioy x € A} y y ¢
(). Entonces = ~ y. De donde existen dos continuos amplios A, y A, de X tales que
reA,,ye Ay A, NA, = 0. Notemos que A, € A,. Por otro lado, observemos
que y ¢ J(A,). Esto implica que y ¢ N{J(A) | A € A,}.

Siy ¢ nN{d(A) | A€ A,} entonces y ¢ J(A) para alguna A, € A, entonces existe
un continuo amplio A, tal quey € A, y A,NA, = 0, de esto se sigue que y ¢ Q,. U

Proposicion 3.2.12. Sea X un continuo con la propiedad de Kelley. Entonces la
relacion ~ es cerrada en X x X . En particular, Q, es cerrado vy la funcion f : X — 2%
dada por f(x) = Q, es semicontinua superiormente.

Demostracion. Como la relacién ~ es un subconjunto de X x X, Observacion 3.2.4.
Veamos que X x X\ ~ es un subconjunto abierto de X x X. Sean z y y € X tales
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que = ~ y. Entonces existen subcontinuos amplios A, y A, de X tales que x € A,,
ye A,y A, nNA,=0.

Sean U y V abiertos ajenos de X tales que A, CUy A, C V. Como A, y A, son
amplios, existen subcontinuos B, y B, de X tales que A, C Intx(B,) C B, C U,
A, C Intx(B,) C B, C V. Notemos que B, x B, es una vecindad de (z,y), pues
(z,y) € Intx(B,)xIntx(B,) C ByxB,.Sitomamos (z',y') € Intx(B,)xIntx(B,),
como por hipdtesis X tiene la propiedad de Kelley, asi B, y B, son amplios. De esto
se sigue que x’ ~ y'. Por tanto, X x X\ ~ es abierto, entonces ~ es cerrado en
X x X.

Veamos que (), es cerrado. Consideremosam : X XX = Xyam: X xX = X
las funciones proyeccién. Sea 2 un punto de X . Notemos que 7, *(z)N ~ es un cerrado
de X x X, por tanto, compacto. Entonces se tiene que (7, *(z)N ~) es compacto
en X, por tanto, cerrado. Observemos que Q, = T (7, (x)N ~).

Por el Teorema 1.1.5, existe una funcién semicontinua superiormente f : X — 2%
tal que I'(f) =~. Esto es I'(f) = {(z,y) |  ~ y}, es decir, (z,y) € T'(f) si y sélo si
x~y. Estoes,y € f(z)siysdlosixeQ,,ast f(x)=Q,. ]

Definicién 3.2.13. Sea X un continuo homogéno. Definimos a Q = {Q, | z € X}
la cual es llamada la descomposicion mutuamente aposindética de X.

Ahora, veamos que la descomposicién Q es una descomposicién continua de X.
Para esto, presentaremos un resultado previo.

Proposicién 3.2.14. Sea X un continuo homogéneo. Entonces la descomposicion
Q={Q. | r € X} es respetada por los homeomorfismos de X .

Demostracion. Sean h : X — X un homeomorfismo y x € X. Veamos que h(Q,) =
Qn(z)- Sea y € Q.. Tomemos A, y A, dos sucontinuos amplios de X tales que
h(z) € A, y h(y) € A,. Como h es un homeomorfismo, se sigue que h™*(A;) y
h~*(A,) son continuos amplios tales que x € h™*(A,) y y € h™'(4,). Como y € Q,
se obtiene que h™'(A,)Nh~'(4,) # 0. Entonces A,NA, # 0. Por tanto, h(y) € Qn(y).

Sea z € Qp(y). Consideremos dos subcontinuos amplios A, y A, de X tales que x €
A, h™(z) € A,. Por la Proposicién 1.4.6, se tiene que h(A,) y h(A,) son continuos
amplios tales que h(z) € h(A;) y z € h(A.). Como z € Qpu), M(Az) Nh(A,) # 0. Lo
cual implica que A,NA, # 0. En consecuencia, h™(z2) € Q,. Por tanto, z € h(Q,) O

Proposicién 3.2.15. Sean X un continuo homogéneo con métrica d yQ ={Q, |z €
X}. Entonces Q es una descomposicion continua de X .
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Demostracion. Por la Proposicién 3.2.14, se tiene que Q es respetada por el grupo
de homeomorfismos de X. Ademas por la Proposicién 3.2.12, los elementos de Q son

cerrados. Asi por el Teorema 1.6.9, se sigue que Q es una descomposicion continua
de X. ]

Proposicién 3.2.16. Sean X un continuo con la propiedad de Kelley, Q = {Q, |
r€X}yq: X — X,Q la funcion cociente. Entonces para cada subcontinuo amplio
A de X, el continuo J(A) es saturado con respecto a q.

Demostracién. Veamos que ¢ (q(d(A))) = J(A). Para ello es suficiente probar que
¢ Y(q(d(A))) C J(A). Sea z € J(A). Observemos que ¢ '(¢(z)) = Q.. Por la Pro-
posicién 3.2.11, @, = N{J(B) | B es un subcontinuo amplio de X tal que =z € B}.
Asi Q. C J(d(A)). Como g es idempotente, Proposicién 2.2.1, @, C J(A). De esto
se signe que ¢~ (q(3(A))) C I(A). .

Proposicién 3.2.17. Sean X un continuo con la propiedad de Kelley, Q = {Q. |
r€X}yq: X — X,/Q la funcion cociente. Entonces para cada subcontinuo amplio
A de X, el continuo q(3(A)) es amplio en X /Q.

Demostracidn. Sea U abierto de X /Q tal que q(J(A)) C U entonces ¢~ (q(d(A))) C
q }(U). Como J es saturado respecto de ¢, Proposicién 3.2.16, se sigue que J(A) C
q Y(U). Luego, puesto que J(A) es un subcontinuo amplio de X, existe un continuo
B de X tal que J(A) C Int(B) C B C ¢ *(U). Asi, ¢(B) es un subcontinuo de X /Q
tal que q(J(A)) C q(B) C U. Resta demostrar que ¢(d(A)) C Int(q(B)).

Afirmamos que, para toda = € J(A), q(z) € Int(q(B)). Supongamos que existe
x € J(A) tal que q(z) ¢ Int(q(B)). Entonces existe una sucesién {Q, }°°; en (X 7Q)\
q(B) tal que lim,, ,, @, = q(z). Para cada n € N, sea z, € X tal que ¢(z,) = Q,.
Como X es compacto podemos suponer que existe y € X tal que lim,, .z, = y.
Se sigue que lim,_,.q(x,) = q(y). Luego q(z) = q(y). Asi, y € ¢ *(¢(z)). Como
q (q(z)) € J(A) C Int(B), se tiene que y € Int(B). Entonces, existe m € N tal
que z,, € Int(B) C B. Esto implica que ¢(z,,) C q(Int(B)). Como ¢(z,,) = Qm
y q(Int(B)) C q(B), se obtiene que @,, € ¢(B). Esto es una contradiccién, pues
Qm € (X,79)\ ¢(B). Esta contradiccién prueba que, ¢(x) € Int(q(B)), para todo
x € J(A). De aqui se concluye que ¢(J(A)) C Int(q(B). Por tanto, ¢(J(A)) es un
continuo amplio. O

Proposicién 3.2.18. Sean X un continuo con la propiedad de Kelley y Q = {Q, |
x € X}. Entonces el cociente X /Q es un continuo mutuamente aposindético.

Demostracion. Sean q : X — X _Q la funcién cociente y x y y € X tales que
Qs # @Qy. Como z ~ y, existen subcontinuos amplios A, y A, de X tales que
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reA,ye A,y A, NA, = 0. Por la Proposicién 2.2.14, se tiene que los continuos
J(A;) v 9(A,) son disjuntos. Ademds, por la Proposicién 3.2.16, J(A,) y J(4,) son
saturados con respecto a q. Asi q(d(Az)) N q(d(A,)) = 0. Asi, por la Proposicién
3.2.17, tenemos que cada ¢(J(A,)) v ¢(d(A;)) son amplios y disjuntos que contienen
a q(x) y q(y), respecivamente. Por tanto, X ~Q es mutuamente aposindético. ]

A continuacién se enunciard el Teorema de descomposicion mutuamente apo-
sindética para continuos homogéneos, la prueba se hara con todos los resultados
previos para continuos con la propiedad de Kelley, por el Lema 1.6.6, los resultados
son aplicables a los continuos homogéneos.

Teorema 3.2.19. Sean X un continuo homogéneo que no es mutuamente aposindéti-
coyQ={Q., | x € X} la descomposicion mutuamente aposindética para X . Enton-
ces:

1. Q es una descomposicion continua que es respetada por el grupo de homeomor-
fismos.

2. Los elementos de Q son conjuntos cerrados y homogéneos.
3. FEl espacio cociente X /G es un continuo homogéneo, mutuamente aposindético.

Demostracion. 1. Por la Proposicién 3.2.15, Q es una descomposicién continua y, por
la Proposicion 3.2.14, la descomposicion Q es respetada por el grupo de homeomor-
fismos.

2. De la Proposicién 3.2.12 se tiene que los elementos de Q son conjuntos cerrados.
Veamos que los elementos de Q son homegéneos. Sean ) € Qy z y y € (. Como
X es homogéneo, existe un homeomorfismo h : X — X tal que h(z) = y. Como
Q es respetada por el grupo de homeomorfismos de X, Proposicién 3.2.14, se tiene
que h(Q) = Q. Entonces consideremos h |g: ¢ — () un homeomorfismo tal que
h |g (z) = y. Por tanto, ) es homogéneo.

3. Por el Teorema 1.6.9, se cumple que el espacio cociente X G es un continuo ho-
mogéneo y, por la Proposicion 3.2.18, se sigue que X G es un continuo mutuamente
aposindético. O



Capitulo 4

Productos de continuos
homogéneos

En este capitulo se utilizarda el Teorema de Descomposicién mutuamente Apo-
sindética, presentado en el capitulo anterior, para estudiar algunas propiedades del
producto de continuos homogéneos.

4.1. Construcciones de productos homogéneos

La descomposiciéon Q es la presentada en la Definicion 3.2.13.

Lema 4.1.1. Sean X un continuo homogéneo y D una descomposicion semicontinua
superiormente tal que los elementos de D son subcontinuos de X. St X /D es mu-

tuamente aposindético, entonces para Q, la descomposicion mutuamente aposindética
de X, si Q € Q, existe D € D tal que Q C D.

Demostracion. Sea () € Q. Supongamos que existen dos elementos D; y Dy de D
distintos tales que QN Dy # Dy QN Dy # (. Sean x € QN Dy y y € QN Dy. Esto
implica que x € Dy y y € Dy, pero y ¢ D;. Consideremos la funcién cociente ¢ :
X — X_/D. Observemos que g(x) # q(y). Como X /D es mutuamente aposindético,
existen dos continuos disjuntos K y L de X /D tales que ¢q(z) € Int(K) y q(y) €
Int(L). Como los elementos de D son continuos, g es mondtona. Se sigue que ¢~ (K)
vy ¢ (L) son subcontinuos disjuntos de X. Asi, z € ¢~ '(Int(K)) C ¢ Y (K) y y €
¢ '(Int(L)) € ¢ (L). Como ¢ '(Int(K)) y ¢ '(Int(L)) son abiertos, se sigue que
z € Int(qgY(K)) y y € Int(¢"'(K)). Entonces X es mutuamente aposindético con
respecto a x y y. El Corolario 3.2.7, implica que x ~ y, lo cual es una contradiccién
al hecho de que x y y estan en (). Por tanto, existe D € D tal que Q C D. O
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Teorema 4.1.2. Sean X un continuo homogéneo, mutuamente aposindético no de-
generado y'Y cualquier continuo. Entonces X XY es mutuamente aposindético.

Demostracion. Si'Y es un continuo degenerado, claramente X X Y es mutuamente
aposindético. Supongamos que Y no es degenerado y sean (x1,41) y (Z2,y2) dos
puntos distintos de X x Y.

Caso 1: x1 # x9. Como X es mutuamente aposindético, existen dos subcontinuos
disjuntos K; y Ky de X tales que xy € Int(K;) y xo € Int(K3). Consideremos las
funciones proyeccién m; : X XY — X ym : X XY — Y para X y Y, respec-
tivamente. Observemos que la funcién proyeccion sobre la primera coordenada es
monétona. Denotemos, Cy = m; ' (K;) y Co = 7, ' (K3) los cuales son subcontinuos
de X x Y. También, 7, ' (Int(K,)) C Cy y m; *(Int(K3)) C Cy. Como 7y ' (Int(K,))
y 7 (Int(K>)) son abiertos, se sigue que (x1,11) € Int(Cy) y (za,72) € Int(Cy).

Caso 2: 1 = x9. Sea x = 1. Como X es aposindético, existe un subcontinuo
propio C de X tal que = € Int(C). Por hipdtesis, X es un continuo homogéneo.
Entonces, por el Teorema 1.6.26, C' no es un subcontinuo semiterminal. Asi, existen
dos subcontinuos disjuntos K; y K> de X tales que K; y K, intersectan a C' y a su
complemento. Denotemos A; = CU Ky y Ay = C'U K>, los cuales son subcontinuos
de X, z € Int(Ay) y € Int(As). Sea p; € K; \ C. Como K; y K, son disjuntos,
se sigue que, p; € A; \ Ay. De manera similar, tomemos py € K, \ C. Como K y
K, son disjuntos, implica que ps € Ay \ A;. Notemos que p; # pe. Como (x1, ;)
y (22,92) son distintos y z1 = x5, entonces y; # y2. De esto se sigue que, existen
dos subconjuntos abiertos U; y Us de Y que contienen a y; y vy, respectivamente,
tales que CI(Uy) N Cl(Us) = (). Tenemos que x; € Int(A;) y y1 € U;. Entonces
(x1,11) € Int(Ay) x Uy C Ay x Cl(Uy). Como Int(A;) x Uy es un abierto, se sigue
que (z1,y1) € Int(A; x Cl(Uy)). Ademés, A; x Cl(Uy) es un cerrado, asi compacto.
Andlomente para (za,y2), se tiene que (za,y2) € Int(Ay x Cl(Us)) y Az x Cl(Us)
es compacto. Observemos que A; x Cl(U;) = U{A; x {y} | y € Cl(Uy)} y Ay x
Cl(Uy) = U{As x {y} | y € Cl(Us)}, los cuales son uniones de continuos. Denotemos
Cr = (A xClUUL))U(p1} xY) y Cy = (A x Cl(U2))U({p2} xY). Veamos que C es
conexo. Para esto tomemos una componente M de A; x CI(U;). Como A; es conexo,
notamos que existe una componente L de Cl(U;) tal que M = A; x L. Fijemos un
punto !l € L. Se tiene que (p1,1) € MN({p1}xY"). Asi, MN({p1} xY) # 0. Esto prueba
que M U ({p1} xY) # 0 es conexo para toda componente M de A; x Cl(U;), como
(A xCUU))UEAp1 }xY) =U{MU{p1} xY) | M es componente de A; x CI(Uy)},
se concluye que C es conexo. Similarmente se demuestra que Cs es conexo. Con
lo anterior hemos demostrado que C; y C5 son subcontinuos de X x Y tales que
(z,y1) € Int(Ch) y (z,y2) € Int(Cy). Ahora veamos que C; N Cy = ). Notemos que
Cr NGy = ([(Ar X CUUN) U ({pr} x Y)] 0 (As x CUUR))) U((A x CLUL)) U ({1} x
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V)] N ({p2} x Y)). Entonces C; N Cy = [(A1 x CL(Uy)) N (Ay x Cl(Us))] U [({p1} %
Y) A (As x CHUL)] U [(Ay x CLU) 1 ({p2) x VU ({1} X ¥) 1 ({p2} x V)] Como
Cl(U,)NCU(Uy) = 0, se tiene que (A x Cl(U1))N(Ay x Cl(Uy)) = 0. También se tiene
que {p;}NA; =0, donde i,j = {1,2} e i # j. Entonces ({p1} xY)N(Ay x Cl(Uy)) =
0y (A x ClL(UL)) N {p2} x V) = 0. Finalmente, {p1} N {p2} = 0 implica que,
{p1} xY)N({p2} xY) = 0. Pot tanto, C; N Cy = 0.

Como en ambos casos existen subcontinuos disjuntos C7 y C5 de X x Y tales
que (z1,y1) € Int(Cy) y (xe,y2) € Int(Cy), se sigue que X X Y es mutuamente
aposindético en (z1,y1) v (z2, y2), pero éstos fueron elementos arbitrarios. Por tanto,
X x Y es mutuamente aposindético. 0

Definicién 4.1.3. Un continuo X es encadenable si para cada ¢ > 0, existe una
coleccion finita de conjuntos abiertos en X, {Ui,...,U,} que cubre a X y tal que
UnNU; #0siysélosi|i —j| <1y didm(U;) < € para cada i € {1,...,n}.

Observacion 4.1.4. Una coleccién de abiertos en un continuo X con las propiedades
mencionadas en la Definicion 4.1.3, se denomina una e-cadena. Asi, un continuo X
es encadenable si para cada € > 0, X puede ser cubierto por una e-cadena.

Definicién 4.1.5. Sean X y Y continuos y f : X — Y una funcién continua y
suprayectiva y € > 0. Decimos que f es un e-funcidn si didm(f~!(y)) < ¢ para cada
yey.

El siguiente teorema escapa de los objetivos de este trabajo, una prueba de €l se
puede encontrar en [10, 12.11].

Teorema 4.1.6. Un continuo X es encadenable si y solo si para cada € > 0, existe
una e-funcion de X sobre el intervalo [0, 1].

Definicién 4.1.7. Un pseudoarco es un continuo no degenerado, encadenable y he-
reditariamente indescomponible.

El siguiente ejemplo nos muestra que es necesario que X sea un continuo ho-
mogéneo, mutuamente aposindético para que se cumpla el Teorema 4.1.2. Aunque
este ejemplo es Corolario de [14, Teorema 1], nos parece importante el ejemplo y, se
presenta una demostracién diferente a la del teorema.

Ejemplo 4.1.8. Sea P el pseudoarco. Consideremos el producto [0, 1] x P. Veamos
que [0, 1] x P no es mutuamente aposindético.
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Sean p; y pa € Py K; y Ky subcontinuos de [0, 1] x P tales que (0,p;) € Int(K)
y (0,p2) € Int(K,). Supongamos que K; N Ky = (). Consideremos las proyecciones
para el producto, esto es:
m o [0,1] x P — [0, 1],

7y 10,1 x P — P.

Como K y K tienen interior no vacio, entonces 7 (K;) y 71 (K3) son subcontinuos no
degenerados de [0, 1]. De hecho 7 (K1) y m(K3) son subarcos de [0, 1] que contienen
al cero, de esto se sigue que m (K;) C m(Ks) o m(Ky) C m (k7). Sin pérdida de
generalidad, supongamos que 7 (K;) C m(K3).

De la misma forma, como K; y K tienen interior no vacio, entonces mo(K7) y
m9(K3) son subcontinuos de P con interior no vacio. Como P es indescomponible,
mo( K1) = mo(Ky) = P, véase [8, 1.7.21].

Ademés, como K; y K son disjuntos, existe e > 0 tal que V.(K7) N Ky = (). Sea
dp una métrica para P. Como P es encadenable, por el Teorema 4.1.6, existe una e-
funcién g : P — [0, 1]. Consideremos la funcién identidad de [0, 1], I : [0, 1] — [0, 1].
Tomemos la siguiente métrica para el producto I x P como sigue: d((s,z), (t,y)) =
méx{|s —t|,dp(z,y)}, paratoda syt € [ y x y y € P. Observemos que f =1 X g :
[0,1] x P — [0,1] x [0,1] es una e-funcién. Sean:

p1:10,1] x [0,1] — [0, 1],
p2:[0,1] x [0,1] — [0, 1],

las proyecciones sobre la primera y segunda coordenadas respectivamente. Note-
mos que p1(f(K7)) = m (K1) y p1(f(Ks)) = m(K3) pero, por nuestra suposicion,
m (K1) C m(Ky). Ast f(Ky) y f(K3) son subcontinuos de m(K3) x [0,1]. Tam-
bién observemos que po(f(K7)) = g(ma(K7)) = g(P) = [0,1]. Como py(f(K3)) =
m(Ky) C [0,1] y po(f(K7)) = [0,1], f(K1) y f(K3) se intersectan, véase [3, 2.1].
Como f es una e-funcidn, existen k; € Ky y ke € K, tales que d(kq, k2) < €, lo cual
es una contradicciéon pues V. (K7) N Ky = (). Por tanto, [0,1] X P no es mutuamente
aposindético.

Definicién 4.1.9. Sean X un espacio métrico y A un subconjunto de X. Entonces
A es una arcocomponente de X, si A es arcoconexo y para cualquier subconjunto
arcoconexo B de X tal que A C B se tiene que B = A.

Teorema 4.1.10. Sean X y Y continuos homogéneos, donde X tiene arcocompo-
nentes densas. Sea A una descomposicion mondtona y semicontinua superiormente
deY. Si X x (Y /A) es mutuamente aposindético, entonces X XY es mutuamente
aposindético.
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Demostracion. Consideremos la funcién cociente ¢ : Y — Y /A. Definimos:

D={{z} xq'(2) | (x,2) € X x (Y /A)}.

Observemos que D es una descomposicién de X x Y, donde los elementos de D son
subcontinuos de X x Y. Notemos que D = {(Idx q)~'((x,2)) | (z,2) € X x (Y /A)}.
Por el Teorema 1.1.19, se tiene que, (X x Y'),/ D es homeomorfo a X x (Y /A).
Como X y Y son continuos homogéneos, el producto X X Y es un continuo
homogéneo. Por la Definiciéon 3.2.13, consideramos a Q la descomposicién mutua-
mente aposindética para X x Y. Por el Lema 4.1.1, si Q € Q, existe D € D tal que
Q C D. Sean (z,y) € X xY y @ € Q tales que (z,y) € (. Sea P una arcocom-
ponente de X x Y tal que (z,y) € P. Como X tiene arcocomponentes densas, de
esto se sigue que X X {y} C Clx«y(P). Si X x Y no es mutuamente aposindéti-
co, por [12, 4.7], se sigue que X X {y} C @, lo cual es una contradiccién porque
X x{y}cQ c D={zx} xq ' (q(y)). Por tanto, X x Y es mutuamente aposindéti-
Co. 0

Teorema 4.1.11. Sean X y Y continuos homogéneos, Ay y As descomposiciones
mondtonas y semicontinuas superiormente para X y Y, respectivamente, tales que
X/ A1 yY Ay son continuos homogéneos que tienen arcocomponentes densas y
(X Aq) x (Y /As) es mutuamente aposindético. Entonces X x Y es mutuamente
aposindético.

Demostracion. Consideremos las funciones cociente:
¢ X — X /Ay,
@Y =Y As.
Sean, G1 = X /A1y Gy =Y /Ay y definimos:
D=2} x ' (2) | (z,2) € X x Gy},

Dy ={a;'(2) x {y} | (z,9) € G1 x Y}

Como G4 tiene arcocomponentes densas y GG7 x G5 es mutuamente aposindético, por
el Teorema 4.1.10, X x (G5 es mutuamente aposindético. Andlogamente, G; X Y es
mutuamente aposindético. Observemos que:

Dy ={(Idx q)7((%,2)) | (z,2) € X x Ga},

Do ={(q x Id) " ((2,9)) | (2,y) € G1 x Y}
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Asi, por el Teorema 1.1.19, se tiene que (X x Y)/D; es homeomorfo a X x Gy y
(X xY)/Dy es homeomorfo a Gy x Y.

Como X y Y son continuos homogéneos, se sigue que el producto X x Y es un
continuo homogéneo, asi por la Definicion 3.2.13, consideremos a Q la descomposicion
mutuamente aposindética para X x Y. Por el Lema 4.1.1, si ) € Q, existen D; € D,
y Dy € Dy tales que @ C Dy y Q C Ds. Sean (x,y) € X xY y Q € Q tales que
(z,y) € Q. Como Q C Dy y Q C Ds, esto implica que, Q@ C ({z} x ¢;*(g2(%))) N
(7 (q1(2)) x {y}) = {(z,y)}, entonces los elementos de Q son degenerados, lo cual
es una contradiccion. Por tanto, X X Y es mutuamente aposindético. O]

Observacién 4.1.12. En [6], W. Lewis prueba que para cada continuo X de dimen-

sion uno, existe un continuo X de dimensién uno, el cual tiene una descomposicién
continua en pseudoarcos, tal que el espacio de descomposicion es homeomorfo a X.

Notacién 4.1.13. El continuo X , de la Observacién 4.1.12, es llamado la curva de
pseudoarcos de X.

La siguiente proposicion escapa de los objetivos de este trabajo, una prueba de
ella se puede encontrar en [11, 4.7].

Proposicién 4.1.14. Sean P un pseudoarco y Ay y As subcontinuos de P x P. Si
m (A1) = P y m(As) = P, entonces Ay N Ag # ().

Corolario 4.1.15. Sean X un continuo homogéneo con arcocomponentes densas, Y
un continuo homogéneo de dimension uno y Y la curva de pseudoarcos de Y .

1. Si X oY es mutuamente aposindético, entonces X XY es mutuamente apo-
sindético.

2. 8i X yY son aposindéticos, Y tiene arcocomponentes densas, X tiene dimen-
sion uno y X es la curva de pseudoarcos de X, entonces X XY es mutuamente
aposindético.

Demostracion. 1. Supongamos que X es mutuamente aposindético, por el Teorema
4.1.2, X XY es mutuamente aposindético. Como Y es el cociente bajo Y, por el
Teorema 4.1.10, se sigue que X XY es mutuamente aposindético. De manera analoga,
si Y es mutuamente aposindético, por el Teorema 4.1.2, X x Y es mutuamente
aposindético. De este modo podemos aplicar el Teorema 4.1.10 y obtenemos que
X XY es mutuamente aposindético.

2. Sabemos que el producto de continuos aposindéticos es mutuamente apo-
sindético, [4, Teorema 1], de esto se sigue que X X Y es mutuamente aposindético.
Asi por el Teorema 4.1.11, se tiene que X x Y es mutuamente aposindético. O
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Corolario 4.1.16. Sean Sy y S solenoides y §1 Yy §2 curvas de pseudoarcos de§1
gng, respectivamente. Si S1 X Sy es mutuamente aposindético, entonces S, X Sg,
S1 X Sy y S1 X Sy son mutuamente aposindéticos.

Demostracion. Por [10, 2.16], se tiene que todos los subcontinuos propios de un
solenoide son arcos. Por esto, en un solenoide, las arcocomponentes coinciden con las
composantes. Asi, las arcocomponentes es un solenoide son densas. Luego, podemos
aplicar el Corolario 4.1.15 para obtener la conclusion. O

El siguiente teorema es un resultado relacionado con continuos descomponibles.

Teorema 4.1.17. Sean X y Y continuos homogéneos descomponibles. Entonces
X XY es mutuamente aposindético si al menos se cumple uno de los siguientes
enunciados.

(1) X oY es mutuamente aposindético.
(2) X yY son aposindéticos.
(3) X oY es aposindético y tiene arcocomponentes densas.

(4) Sean Dy y Dy las descomposiciones aposindéticas de X y Y, respectivamen-
te. Si G1 = X /D1 y Gy =Y /Dy son mutuamente aposindéticos o tienen
arcocomponentes densas.

Demostracion. Veamos (1). Si X y Y satisfacen la hipdtesis, por el Teorema 4.1.2 se
sigue que X X Y es mutuamente aposindético.

Si se satisface (2), por [4, Teorema 1], se tiene que X X Y es mutuamente apo-
sindético.

Probemos (3). Sin perdida de generalidad, supongamos que X es aposindético
con arcocomponentes densas.

Caso 1. Si Y es aposindético, entonces se satisface (2) y, se tiene que, X X Y es
mutuamente aposindético.

Caso 2. Y no es aposindético. Por [8, Teorema 5.1.19], cosideremos a D la des-
composicion aposindética de Y, la cual es una descomposicién continua en subcon-
tinuos de Y. Asi Y /D es homogéneo y aposindético. Entonces, de (2), se sigue que
X xY /D es mutuamente aposindético. Por el Teorema 4.1.10, X XY es mutuamente
aposindético.
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Supongamos (4). Supongamos que ni X ni Y son aposindéticos. Sean D; y Do
las descomposiciones aposindéticas para X y Y, respectivamente, y consideremos
las funciones cociente ¢ : X — X/ Dy yvq :Y =Y Dy Sean Gy = X D, y
G =Y /D,. Por hipétesis, Gy y G5 son mutuamente aposindéticos o por el Teorema
3.1.11, Gy y G2 son continuos homogéneos y aposindéticos con arcocomponentes
densas. Asi, tanto X y G2 como G y Y satisfacen (1) y (3). Entonces X x Gy y
G171 x Y son mutuamente aposindéticos. Sean:

Ar =z} x a5 (2) | (2.2) € X x G},

Az ={qr'(2) x {y} | (2,y) € Gi x Y}
Observemos que los elementos de A; y As son continuos y, ademas, que los espacios
(X xY)/Ay (X xY),/As son mutuamente aposindéticos.

Como X y Y son continuos homogéneos, se sigue que el producto X X Y es
homogéneo. Asi, por la Definicién 3.2.13, podemos considerar a la descomposicién
mutuamente aposindética, Q, de X x Y. Sean (z,y) € X XY y Q € Q. Por el Lema
4.1.1, existen A; € Ay y Ay € Ay tales que Q C A1y Q C Ay Si (z,y) € Q,

entonces Q C [{} x g5 (22(y))] N a1 (¢1(2)) x {y}] = {(x,9)}. Por tanto, X x Y es
mutuamente aposindético. O

Lema 4.1.18. Sea X un continuo homogéneo y supongamos que X tiene una des-
composicion continua y terminal en pseudoarcos, D. Sean q : X — X /D la funcion
cociente, G = X /D, P un pseudoarco y § = {q~'(2) x {p} | (2,p) € G x P}.
Entonces X X P no es mutuamente aposindético con respecto a ningun par de puntos
que pertenezcan al mismo elemento de §G.

Demostracion. Sean (x1,p) y (x2,p) elementos distintos de X x P tales que ¢(z1) =
q(z2). Denotemos y = ¢(x;). Sean K; y K5 dos subcontinuos de X x P tales que
(z1,p) € Int(Ky) y (x2,p) € Int(K,). Veamos que K1 N Ky # (. Consideremos a las
proyecciones para el producto, esto es:

m X X P— X,

Ty X X P — P.

Sean C; la componente de 7;'(¢7(y)) N K, que contiene al punto (z1,p) v Cs
la componente de 7' (¢71(y)) N Ky que contiene al punto (z2,p). Como K; tiene
interior no vacio y las funciones 7 y ¢ son abiertas, se sigue que ¢(m;(K;)) contiene
un subconjunto abierto de G. Por tanto, ¢(m(K7)) es no degenerado. Por otra parte,
notemos que q(m1(Cy)) = {y}. Asi, g(m1(C1)) # q(m1(K1)). Por esto, Cy # K. Luego,
(' es un subcontinuo propio de Kj.
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Por [10, 5.5], se sigue que para cada n € N, existe un subcontinuo L, de K; tal
que ¢, C L, C V%(C’l) y C1 # L,. Notemos que m(L,) no es un subconjunto de
¢ '(y); pues en caso contrario, se seguiria que L, C 7 (¢ ' (y)) N K1, asi Oy = Ly,
lo cual serfa una contradiccién. Luego, como ¢~ !(y) es un subcontinuo terminal de
X, entonces ¢ (y) C m1(L,).

Veamos que ¢~ '(y) = m(C1). Como C; C 77 (¢ (y)), se tiene que m,(C;) C
¢ (y). Por otra parte, como ¢~ '(y) C m(L,) y C; C L,, para toda n € N, se tiene
que ¢~ H(y) C Moo, m(Ln) = m1 (Mo, L) = m1(Ch).. Por tanto, ¢~ *(y) = m1(Cy). De
manera similar, ¢~ !(y) = m(Cy)). Como p € mo(C1)Nma(Cy) y P es hereditariamente
indescomponible se sigue que m(C) C m(Cs) 0 m(Cy) C mo(Ch). Sin pérdida de
generalidad, supongamos que m3(C) C m2(Cy).

Caso 1. Si my(Cy) = {p} entonces C; = ¢ (y) x {p} = Cs. Lo cual implica que
CyNCy # 0.

Caso 2. Si my(Cy) es un pseudoarco. De lo anterior tenemos que ¢ !(y) es un
pseudoarco. Entonces C; y Cy son subcontinuos de ¢~ *(y) x m2(Cs). Como 7 (C}) =
¢ (y). Por la Proposicién 4.1.14, se sigue que C; N Cy # 0.

Asi, para ambos casos, C; N Cy # (). Entonces K N Ky # (). Por tanto, X x P no
es mutuamente aposindético con respecto a (z1,p) y a (x2,p). ]

Corolario 4.1.19. Sean X un continuo homogéneo, descomponible que no es apo-
sindético, G la descomposicion aposindética de X . Denotemos G =X /G, q: X - G
la funcién cociente, P el pseudoarco y D = {q ' (y) x {p} | (y,p) € G x P}. Si G es
mutuamente aposindético, entonces cada elemento de la descomposicion mutuamente
aposindética de X x P estd contenido en un elemento de D. Ademds, si los elemen-
tos de G son pseudoarcos, entonces la descomposicion mutuamente aposindética de
X xPesD.

Demostracion. Como G es mutuamente aposindético, por el Teorema 4.1.2, G x P
es mutuamente aposindético. Por hipdtesis, X es homogéneo y, ademas P tam-
bién lo es. Asi X x P es homogéneo. Entonces, por la Definicién 3.2.13, podemos
considerar la descomposicién mutuamente aposindética, Q, de X x P. Observe-
mos que D es una descomposicién semicontinua superiormente de X x P, donde
los elementos de D son subcontinuos de X x P. Por otra parte, observemos que
D = {(¢gx Id)"((y,p)) | (y,p) € G x P}. Asi, por el Teorema 1.1.19, (X x P)/D
es homeomorfo a G x P. Entonces, (X x P)/D es mutuamente aposindético. Luego,
por el Lema 4.1.1, cada elemento de Q esta contenido en un elemento de D.

Si los elementos de G son pseudoarcos, por Lema 4.1.18, X X P no es mutua-
mente aposindético con respecto a ningin par de puntos que pertenezcan al mismo
elemento de D. Sean D € Dy (x,p) € D. Consideremos que (z,p) € Q, para @ € Q,
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tal que @ C D. Tomemos (2/,p) € D\ {(x,p)} entonces X x P no es mutuamen-
te aposindético respecto de los puntos (z,p) y (¢/,p). Asi, por el Corolario 3.2.7,
(', p) € Q. Se sigue que D C @, entonces Q = D. Por tanto, D es la descomposcién
mutuamente aposindética. O

Definicién 4.1.20. Decimos que un continuo X es semiindescomponible si dados
dos subcontinuos K y L de X tales que Int(K) # 0 e Int(L) # 0, se tiene que
KNL#0.

Lema 4.1.21. Sean X un continuo homogéneo, D una descomposicion continua tal
que los elementos de D son subconjuntos cerrados y X /D es semiindescomponi-
ble. St X no es mutuamente aposindético con respecto a mingun par de puntos que
pertenezcan al mismo elemento de D, entonces X es semiindescomponible.

Demostracion. Sean q : X — X /D la funcién cociente y K; y K5 dos subcontinuos
de X tales que Int(Ky) # 0y Int(K3) # (. Como ¢ es abierta, véase el Teore-
ma 1.1.17, ¢(K;) y q(K2) son subcontinuos de X D con interiores no vacios. Por
hipétesis, X /D es semiindescomponible. Asi ¢(K7) N g(K3) # 0. Entonces existen
x1 € Ky y 19 € K; tales que q(z1) = q(x3). De esta forma, X no es mutuamente
aposindético con respecto a xy y x9. Por otro lado, como X es homogéneo, del Lema
1.5.8, se sigue que K; y K son subcontinuos amplios. Por la Observacion 3.2.2; se
tiene que K; N Ky # (). Por tanto, X es semiindescomponible. O]

Lema 4.1.22. Sean X wun continuo homogéneo con arcocomponentes densas y Y
un continuo homogéneo semiindescomponible. Entonces X XY es mutuamente apo-
sindético o semitndescomponible.

Demostracion. Supongamos que X X Y no es mutuamente aposindético. Por [12,
4.7], se tiene que la cerradura de cada arcocomponente de X x Y estd contenida en
un elemento de la descomposicién mutuamente aposindética, Q, de X x Y.

Sea D = {X x {y} | y € Y}. Del Ejemplo 1.1.15, se sigue que D es una des-
composicién continua de X x Y. Ademds, la funcién g : Y — Y/D definida por
g(y) = X x {y} para toda y € Y, es un homeomorfismo. Se sigue que Y/D es un
continuo semiindescomponible, porque Y lo es por hipdtesis.

Por otra parte, notemos que si A es una arcocomponente de X, entonces, para
cada y € Y, existe una tnica arcocomponente F, del producto X x Y tal que
A x{y} C E,. Como existe elemento @), de Q tal que Cl(E,) C Q, y, como Cl(A) =
X, se sigue que X x {y} C @Q,. Esto implica que, para cualesquiera puntos z; y
x9 en X y para cualquier punto y € Y, los puntos (z1,y) y (z2,y) pertenecen al
mismo elemento de Q. Asi, X X Y no es mutuamente aposindético respecto a los
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puntos (z1,y) y (x2,y). Entonces, por el Lema 4.1.21, se concluye que X X Y es
semiindescomponible. O

Corolario 4.1.23. Sea X un continuo homogéneo de dimension uno con arcocom-
ponentes densas. Sean X la curva de pseudoarcos de X y P el pseudoarco. Entonces
X x P es mutuamente aposindético o semiindescomponible. Si X X P es semiin-
descomponible, entonces X X P es semuindescomponible. Si X X P es mutuamente
aposindético y q :+ X — X es la funcion cociente para la descomposicion de X en
pseudoarcos. Entonces {q ' (z) x {p} | (z,p) € X x P} es la descomposicidn mutua-
mente aposindética de X x P.

Demostracion. Como P es semiindescomponible y X tiene arcocomponentes densas,
del Lema 4.1.22, se sigue que X x P es mutuamente aposindético o semiindescom-
ponible. R
Sea D = {q7'(z) x {p} | (z,p) € X x P}. Como la descomposicién de X en
pseudoarcos es una descomposicion continua y terminal (véase [6]), podemos aplicar
el Lema 4.1.18, para obtener que X x P no es mutuamente aposindético con respecto
a cualquier par de puntos que pertenezcan al mismo elemento de D. Observemos que,
D ={(gx Id)"*((z,p)) | (z,p) € X x P}. Entonces, por el Teorema 1.1.19, se sigue

o~

que (X x P)/D es homeomorfo a X x P.

Ahora, si X x P es semiindescomponible, entonces ()A( x P)/D también es semi-
indescomponible. Luego, por el Lema 4.1.21 se obtiene que X x Pes semiindescopo-
nible. R

Si X x P es mutuamente aposindético, como (X x P)/D es homeomorfo a X x P,
se sigue que ()A( X P)/D es mutuamente aposindética. También, podemos considerar,
por la Definicién 3.2.13, la descomposicion mutuamente aposindética, Q, para X xP.
Luego, por el Lema 4.1.1, se tiene que cada elemento de Q esta contenido en un
elemento de D. Como los elementos de la descomposicién de X son pseudoarcos, se
tiene que D es la descomposicién mutuamente aposindética de X x P. O
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