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Resumen

Se realiza un estudio de la funcion de la polarizacion del vacio la cual esta relacionada con el
fenomeno del apantallamiento. Se calcula esta funcion dentro de tres contextos, donde cada uno
de ellos esté caracterizado por sus contribuciones, a un lazo, de particulas cargadas y espin 0, % y
1, respectivamente. En el primer caso se estudia la polarizacion del vacio bajo la electrodinamica
escalar, la cual contiene interacciones entre el campo del fotén y campos escalares cargados. En un
segundo caso se estudia dicha funcién bajo la electrodindmica espinorial, la cual genera interacciones
entre el foton y los fermiones cargados. Finalmente se estudia la funcion de polarizacion del vacio
bajo los efectos de un campo vectorial de norma masivo, correspondiente al bosén de norma W:E
Este ultimo calculo tiene como propésito estudiar la dependencia o independencia de norma de la
funcién de polarizacion del vacio.






Introducciéon

El estudio de fen6menos electromagnéticos ha sido ampliamente desarrollado desde el siglo
XVII, estos avances en la materia fueron sintetizados en lo que hoy se conoce como las ecuaciones
de Maxwell. Con el nacimiento de la mecéanica cuantica, surgieron interrogantes respecto a
la naturaleza de los fendémenos electromagnéticos en estas escalas. En 1928 Dirac se propuso
responder esta pregunta, dando origen a lo que hoy conocemos como electrodindmica cuantica.
En esta nueva formulacién se describen fenémenos electromagnéticos a escalas muy pequenas
o de manera equivalente a energias muy grandes. En las unidades fundamentales (A = 1 = ¢),
podemos ver una relaciéon clara entre la variacion de la energia y la distancia ya que en este
sistema la distancia y energia son cantidades reciprocas. Por ejemplo, en una interacciéon entre
cargas eléctricas proyectadas a cargas de prueba, conforme mayor energia es aplicada, nos
encontraremos cada vez mas cerca de las cargas de prueba. Dicho de otra manera, entre mas
energia tenga la particula proyectil, mas cerca se estara de las particulas blanco. Este interesante
fenomeno es explicado de forma precisa por la Teoria Cuéantica de Campos, formulaciéon que
incorpora los principios de la teoria cuantica con los fundamentos de la relatividad especial [1]. El
estudio de las particulas que componen la materia, llamadas fermiones dio origen a la ecuacion
de Dirac y paralelamente con el estudio de la fuerza electromagnética surgié lo que hoy en dia
se conoce como teorfas de norma [2]. El desarrollo de esta rama de la fisica llevo a la creacion
del Modelo Estandar de las particulas elementales [3, 4, 5], el cual es el modelo méas preciso
que se tiene actualmente para el estudio de las interacciones fundamentales, exceptuando gravedad.

Por otro lado, la interaccion electromagnética estd determinada por la carga eléctrica que
poseen las particulas interactuantes, sin embargo, la teorfa muestra que el valor de esta carga
depende de la energia del sistema, esto ha sido verificado arduamente de manera experimental. La
constante de estructura fina, definida como o = g, permite cuantificar a la carga eléctrica, la cual
tiene un valor aproximado de o = % a muy bajas energias (con un fotén emitido o absorbido
de energia casi igual a cero) y un valor de o = % a energias del orden de la masa del bosén de
norma débil W+ [6]. La dependencia del valor de la carga eléctrica con la energia es explicada por
el fendbmeno de la polarizacion del vacio, el cual surge como consecuencia directa del principio de
incertidumbre. Este principio explica que toda particula que posea carga eléctrica, en particular el
electrén, emite y reabsorbe constantemente fotones virtuales, lo cual ocurre como consecuencia de
una violacion momentanea del principio de la conservacion de la energia. Los fotones virtuales emi-
tidos desaparecen en pares electrén-positron que a su vez se recombinan para generar nuevamente
en un fotén virtual, credndose asi una nube de particulas virtuales cargadas que generan un efecto
de apantallamiento sobre el contenido de carga que posee la particula real. Estas fluctuaciones
cuanticas de particulas cargadas generan un efectos cuantificables en el propagador del fotén
virtual emitido, lo cual tiene como consecuencia un efecto de polarizacién similar al que se da en
un material dieléctrico cuando se introduce en su interior una carga eléctrica, razoén por la cual
se le ha dado el nombre de polarizacion del vacio. Toda particula cargada afecta el propagador
del fotén y, por lo tanto, contribuye a la polarizacion del vacio. Clasificindolas de acuerdo con
su espin, podemos tener la contribucién de particulas cargadas de espin 0, mejor conocidas como
particulas escalares; la contribucion de particulas de espin %, como el electrén mismo, a las que en

27
general se les llama fermiones y particulas de espin 1, como es el caso del bosén de norma débil W=,

En este trabajo de tesis, se revisa la contribucién a la polarizacion del vacio generada por un
campo escalar cargado, el campo fermidnico y el campo vectorial cargado. El contenido original
de esta tesis es el estudio de la contribucién del campo vectorial de norma del boson W*. El
objetivo central de este estudio es determinar si la contribucion a la funcién de polarizacién debida



INDICE GENERAL
INDICE GENERAL

a este campo es dependiente o independiente de la norma, es decir, deducir si esta depende del
procedimiento usado para fijar la norma asociada al grupo de la interacciéon débil SUy (2) al cual
esta asociado el campo W*.

El contenido de la tesis ha sido organizado de la siguiente manera: En el Capitulo 1 se estudia la
contribucion a la polarizaciéon del vacio de un escalar cargado, en el contexto de la electrodindmica
escalar (SQED) por sus siglas en inglés; el Capitulo 2 esta dedicado al estudio de la contribucion
a la funcion de polarizacion de un campo fermionico, como el electrén, en el contexto de la elec-
trodindmica espinorial (QED), y su relacion con el efecto de apantallamiento; en el Capitulo 3 en
el que se determina la contribucién original de este trabajo, en el que se presenta el estudio de
la contribucion del bosén de norma W# a la funcion de polarizaciéon del vacio. Finalmente, en el
Capitulo 4 se establecen las conclusiones del trabajo.




Capitulo 1

Electrodinamica escalar

En este capitulo se introducen las generalidades de la electrodindmica escalar. Se establecen la
lagrangiana renormalizada y la lagrangiana de contratérminos, asi como las respectivas reglas de
Feynman. Se estudia la contribucion a orden de un lazo a la polarizacién del vacio y posteriormente
su renormalizacion.

Un campo escalar real ¢(x), o campo de Klein-Gordon, es aquel que, bajo una transformacion
de Lorentz A del grupo SO(1, 3):

't = Az¥ (1.1)
se transforma como
¢'(x) = (A" 'z) . (1.2)
Usando campos reales, podemos definir a los campos complejos ¢+ y ¢~ de la siguiente manera:
1

2
1

V2

donde estos campos complejos son mutuamente conjugados. El término 5 esun factor de norma-

¢*(x) [61(2) +ig2(2)] ,

N

(1.3)

¢ (x) [61(2) —iga(x)],

lizaciéon. La lagrangiana libre de Klein-Gordon con campos complejos esta definida de la siguiente
forma

L= (0,0")(0"¢7) —m*(¢T)p™. (1.4)
Este lagrangiano es invariante bajo transformaciones globales del grupo unitario U(1),
¢ () = 9™ (2), (1.5)

siendo « el parametro de transformacion, el cual es constante. Por otro lado, una transformaciéon se
llama local si el parametro de transformacion depende de los puntos del espacio tiempo « = a(x),
en este sentido, una transformacion local de los campos cargados luce como

¢ (2) = e oE (). (1.6)

Se puede observar que el lagrangiano (1.4) no es invariante bajo transformaciones locales ya que
el término cinético no se transforma covariantemente,

0u(@))' = 0, () )

= @9, p(x) + i@ 9, a(x).
El dltimo término de la expresion anterior impide considerar que la derivada sobre un campo se
transforma de manera covariante. Es necesario definir un nuevo objeto que reemplace a la derivada
ordinaria 0, de tal forma que, al actuar sobre el campo, nos de un objeto que se transforme de
manera covariante como lo hace el campo ¢*. Esto se estudiara en la siguiente seccion.
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1.1. Derivada covariante

Se busca generalizar el lagrangiano (1.4), de forma que permanezca invariante bajo el grupo
unitario local U(1). Este grupo caracteriza a la electrodinamica, en la literatura se denota al grupo
electromagnético Ug(1) como el grupo unitario de transformaciones

Ug(1) : erea® (1.8)

donde la e del argumento del exponente es la carga eléctrica. Para establecer una ley de transfor-
macion covariante sobre la derivada, se analiza a la derivada de un campo ¢ en la direcciéon del
vector n# de SO(1,3),

W0, 8(x) = lim ~[9(x + n) — 6(r)]. (1.9)

Es importante notar que ambos campos ¢(x + en) y ¢(z) se transforman en dos espacios lineales
diferentes ya que hay un grupo unitario Ug(1), definido en cada punto z del espacio-tiempo, con
lo cual se verifica claramente que J,,¢ no tiene un sentido covariante bajo el grupo electromagnético.

Para comparar dos campos definidos en espacios diferentes, es necesario introducir un factor
que compense la diferencia de las fases ia(z) y ia(x + en) de las transformaciones de un punto a
otro. Este efecto compensatorio requiere introducir un nuevo grado de libertad, o campo, mismo
que serd el responsable de la interacciéon electromagnética.

En primer lugar, introducimos al objeto U (y, x), también llamado comparador, que esta definido
como una fase pura con dependencia en dos puntos arbitrarios del espacio-tiempo, = e y. Dicho
objeto tiene la siguiente regla de transformacion:

U'(y,z) = e WUy, x)e ¢ @) (1.10)

donde Ul(y,z) = e™®?) Note que para = = y se tiene la transformacion identidad, U (z,z) = 1;
por otro, lado se puede ver que el objeto U(y,z)d(z) tiene la misma ley de transformacion que
o(y), lo que quiere decir que ambos objetos se transforman en el espacio definido en el punto y.
Con lo anterior, se puede notar que es posible sustraer U(y,x)¢(z) de ¢(y) de forma que dicha
diferencia se transforma bajo el mismo grupo unitario U, (1). Ahora es posible, definir una derivada
con sentido geométrico comparando dos puntos separados infinitesimalmente por Ax = en, esta
tiene la siguiente forma:

n*D,¢(x) = lim 1[U(ac, x +en)p(x + en) — ¢(z)], (1.11)

e—=0 ¢

donde a D,, se le conoce como la derivada covariante. Dado que ¢ es infinitesimal, se puede hacer
el siguiente desarrollo en serie hasta orden :

Uz +en,x) = Uz + en, )| c—o + n*Oul|c—o + O(£?)
=U(x,x) +ieen’ A, (z) + O(?) (1.12)
=1+ieen’A,(z) + O(?),
donde el término A, (x) es una conexion. De modo que, en el limite ¢ — 0, n*D,,¢(x) es igual a:
n*[0, —ieA,(x)]o(z), (1.13)
lo que conduce a la definicién usual de la derivada covariante:
D, = 8, —ieA,. (1.14)

El campo vectorial A, (x) introduce nuevos grados de libertad, cuya ley de transformacion puede ser
obtenida al explorar la ley de transformacion de U (z+en, x). Considere la siguiente transformacion:
U'(x +en,z) = @MU (g 4 en, x)e” @)
1+ iean“A;(x) +0(e?) = el (@) 1+ ien”Oua(x) + O + ieent A, (x) + 0(62)]671‘04(96)

=1+iesn A, (z) + ientd,a(x) + O(e?).
(1.15)
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donde € es un parametro infinitesimal. En la ecuacién 1.15, comparando orden a orden en ¢, se
encuentra la ley de transformacion del campo A, (z):

Al (x) = Au(x) + %(Q)Ha(x), (1.16)

la cual recibe el nombre de transformacién de norma, misma que se puede escribir como:

0A,(x) = 1Gﬂa(x). (1.17)

(&

El término D, ¢(x) se transforma de manera covariante bajo una transformacion de norma, en
efecto:

(Do) (x) = Do/ (x) = (9, — ie A}, )@ ()
= @9, 6(x) + @ p(2)id,a(x) — ieAe’ D p(x) — i [D,a(x)] P p(x)
= ¢'(®) (Op —ieA,)d(x)
= @) (9, —ieA,)p(x)
=@ D o(x).
(1.18)

De acuerdo con esto, se puede construir un lagrangiano libre para los campos ¢T, invariante de
Lorentz y de norma dado por:

L= (Dyuo*(x))(D'¢™ (x)) = m?¢T o (1.19)

Se debe anadir a la teoria un sector que caracterice a los campos A, (). Se necesita introducir
objetos que contengan a estos campos y que se transformen covariantemente bajo transformaciones
de norma. Para ello, considere el conmutador de la derivada covariante aplicado a un campo ¢.

[Dy; Du]¢(x) = Du(Dy¢) — Dy (D)

= (0, —teA,)(0v¢ — teA, @) — (0, —ieA,)(0,¢ — ieA,d)
—ie(0 A, — 0, A,)0
= —ieF,, ¢,

(1.20)

donde, F},,, = 0,4, — 0, A, es el tensor de curvatura, el cual es invariante bajo transformaciones
de norma:
F;/w =0,A, — 8VA;
1 1
=0,(Ay + -0,0) — 0, (A, + —0p)
€ ) € (1.21)
=0,A4, —0,A, + g(auau — 0,0,

= F,.

Podemos definir a partir de F},, un escalar invariante de Lorentz y de norma, el cual nos proporcione
informacion de la fisica de los campos A, (z), a saber F,, F/*V. El campo A, (x) caracteriza al fotén,
por otra parte, F),, es el tensor de curvatura de Maxwell. Asi, el lagrangiano que determina la
electrodinamica escalar queda dado por:

Lsoep = (Du¢ ) (DFeY) —m*¢t ™ — %(M—)Q g %

4
Se ha introducido un potencial escalar caracterizado por el pardmetro real, positivo adimensional
A. Es posible introducir este término debido al criterio de Dyson [1], el cual establece que una
lagrangiana es renormalizable si estd compuesta por términos de dimensién de masa de orden
menor o igual a cuatro, es decir que los términos que componen a dicha lagrangiana son suficientes
para eliminar las divergencias que surgen en los célculos con loops. Ademas, para cuantizar teorias
de norma es necesario agregar un sector que fije la norma, para esto se introduce el término
—i(@uA“)Q; un estudio detallado del sector que fija la norma puede ser consultado en [1]. El

(0, A")?, (1.22)

7
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parametro £ se conoce como parametro de norma, su elecciéon es arbitraria por lo que existe una
infinidad de formas de fijar la norma. En este sentido, es esencial que cualquier prediccion teorica
relacionada con una observable fisica, con posibilidades de ser medida en un laboratorio, no
dependa de la eleccion del parametro de norma £. Este hecho es fundamental en la teoria cuantica
de campos, ya que es importante determinar la dependencia o independencia de la norma de las
correcciones cuanticas sobre las observables, si estas correcciones dependen de la norma, entonces
no pueden considerarse como fisicas. Esto es el punto central de este trabajo de tesis.

En la siguiente secciéon se determinan las expresiones de los propagadores de los campos ¢+ y
A,,, asi como sus interacciones.

1.2. Reglas de Feynman

En esta seccion se calculan los propagadores de los campos ¢+ y A, y las respectivas reglas de
Feynman de las funciones vértice de la electrodinamica escalar.

1.2.1. Propagadores

En el caso del campo escalar, el propagador corresponde a la funcién de Green de la ecuaciéon de
Klein-Gordon, dada por ((J+ m?)¢(z) = 0, con 0 = 92. El propagador libre satisface la siguiente
ecuacion diferencial:

(O+m?)iAp(z —y) = 6*(z —v), (1.23)

donde el término que se encuentra a la derecha representa una fuente puntual. Pasando la ecuacion
anterior al espacio de los momentos a través de la transformada de Fourier, se encuentra que:

_ d'p + —ip(z—y)
4
Fz —y) = / (gﬁf;eip(w). (1.25)

Sustituyendo (1.24) y (1.25) en (1.23) se tiene:

dp — , d -
(D+m2)i/ﬁAF(p)e_’P(x—y) :/ie—zp(x—y)

(2m)*
4 4
/(;iTp;‘liZF(p)(_PQ + m2)67ip(w7y) = / (;lﬂ])l e~y (1.26)

4
/ (;iwj)j‘l e PV [iAp(p)(—p® + m?) — 1] = 0.

Con Afg(p), la transformada de Fourier de Ap(z — y). La ecuaciéon (1.26) es nula para todo punto
x e y solo si
— 1

Ap(p) = 7 —m?’ (1.27)

este es el propagador de Feynman para el campo escalar, el cual es representado graficamente por
el siguiente diagrama:

)
_——_ — 25— — — — = -
p? —m?

Figura 1.1: Propagador del campo escalar.
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Por otro lado, el propagador del campo de norma A, se construye a partir de los términos cuadra-
ticos de este campo en el lagrangiano, los cuales se encuentran en el término F),, F'*¥ y el término
de fijacion de la norma. Hasta una derivada total, podemos escribir esos dos sectores de la siguiente
forma:

iF,“,F‘“’ + 215((9#,4“)2] = %AM [gwm + (2 - 1) auay] A +0,2" (1.28)

donde el ultimo término es denéminado término de superficie, debido a su naturaleza, pues este
no realiza ningtn aporte a la acciéon del sistema. En este caso,

1 1
7P = —iau(Aya#Ay — AuayAu + EA#&/AU)' (1'29)

Pasando al espacio de momentos a través de la transformada de Fourier, se tiene que:

90+ (2 - 1) 0,0, — — [gwkz + <2 - 1> k#k,,} : (1.30)

El propagador del campo A, es el inverso del tensor de (1.30). Para poder definirlo se propone
otro tensor con la siguiente estructura:

D" = Ag"* + BE" k™. (1.31)

Al contraer este tensor (1.31) con (1.30) se encuentra lo siguiente:

o = [—gﬂ,,/c2 + (1 - 2) k#ku} [Ag" + BkVE], (1.32)
5y = —AK*6), — %Bkaﬂk’\ — (2 - 1> Ak k> (1.33)
Con las ecuaciones (1.32) y (1.33) se encuentran las dos condiciones
1
A=-—, (1.34)
1 1 1
=—(-—-1)—= — =Bk? L.
(g

con lo cual se obtienen los valores de A y B de la expresion (1.31). Finalmente, multiplicando por
un factor de ¢ se tiene el propagador del foton:

k“k”] . (1.36)

{
Duu = _ﬁ |:gm/ - (1 - f) k2

La regla de Feynman de este propagador se muestra en la siguiente figura:

p
> B L w p/l,pl/
AVAVAVAV AV AV A VI
p p
H v

Figura 1.2: Propagador del foton.
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1.2.2. Funciones vértice

Las interacciones entre los campos A, y ¢ estan caracterizadas por las funciones vértice, las
cuales corresponden a la transformada de Fourier de los términos lagrangianos asociados al produc-
to de los campos. Las reglas de Feynman de dichas interacciones estan dadas en la siguiente figura:

A, . -
Ay A, o ¢F
\ /
\ /
X ¥
=tie(pr —p2 N7
N ( Jr = 2ic*gu % =—i)
N
n P ~ P2 /N /N
’ N A x A A
/ N\ 4 \ 4 \
7 \
e oF 7 \
' oF oF oF o

Figura 1.3: Reglas de Feynman para la: (a) Funcién vértice de tres puntos 4,¢*¢*. (b) Funcién
vértice de cuatro puntos AMAV(;Si(ﬁi. (¢) Funcion vértice de cuatro puntos ¢T¢TpToT .

Las funciones vértice de la (1.3) caracterizan la interaccién entre los campos cargados ¢F
con el fotéon A, (b) y (c), o entre Gnicamente campos cargados (c).

1.3. Lagrangiana renormalizada y de contratérminos

En la teoria cuantica de campos las interacciones y fluctuaciones cuénticas generan de manera
ocasional, resultados matemaéticos infinitos a los que denominamos como divergencias. Debido
al principio de superposicion, es necesario considerar la contribucién de toda particula virtual
contenida en lazos. Este aporte se ve mateméaticamente como integrales que suelen ser divergentes
al sumar niveles cada vez mas altos de energia. Estas divergencias son denominadas ultravioleta
(UV), v no tienen ningun significado fisico, por lo que para realizar predicciones que puedan
ser verificadas experimentalmente, es necesario eliminarlas. Esto puede realizarse a través de un
proceso llamado renormalizacion. De manera general este método introduce aditivamente términos
adicionales en las amplitudes de un lazo, estos términos son divergentes y se eligen de tal forma
que contrarresten a las divergencias UV y se obtengan amplitudes finitas.

La lagrangiana desnuda de la SQED toma la forma:

A 1 »
Lpsqep = (Dpudh) (Dhoh) — mb(op05) — TB(%@)? - ZFB;WFE 7 (1.37)

donde D = 0" —iepA’,. Observe que no se introduce la parte desnuda para el término que fija la
norma, no es necesario para la renormalizacién a orden de un lazo. Los términos divergentes, nom-
brados desnudos e identificados por una B (bare, como desnudo en inglés) estan relacionados con
las correspondientes cantidades renormalizadas o finitas a través de los factores de renormalizacion

Zy 'y £ como:
0t = \/ZpdT . Ap,=\ZaA,; (1.38)

con ¢t y A,, los campos renormalizados. Utilizando (1.38), la lagrangiana desnuda toma la siguiente
forma:

Lisopp =Zs(0,67) (08 6%) + iep ZoZ3 Au(¢= 0 ™ — T 0hd™)

3 B )\B Z2 ZA , (139)
"“5213’Z¢>ZAAMAN(92S ¢+) - mQBZ¢(¢ ¢+) - T¢ e WF” .
La carga desnuda, ep, se relaciona con la carga renormalizada e de la siguiente manera
epZs 25 = eZ. (1.40)
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1.3 Lagrangiana renormalizada y de contratérminos

donde Z, = Z¢Zi‘/ 2, Agrupando de manera apropiada a los términos de la lagrangiana (1.39), esta
se puede reescribir como la suma de la lagrangiana renormalizada y la lagrangiana de contratér-
minos

Lpsqrp = Lsorp + LoF"P, (1.41)

donde LsoEep es la lagrangiana renormalizada, la cual es una copia de (1.37) pero definida con los
campos y el parametro renormalizados ¢F, A, y e, respectivamente. Por otro lado, la lagrangiana
de contratérminos esta dada por:

LEFUEP =54(0,07) (0,07 + ied A (¢~ 09T — 6T 0"g7)
z2 _
o (Z 1) Aoy o
5 5
— (07 0") = (00— T FW

donde se ha definido:

2

6A:ZA—1 5 56226—1 5 5,2n:m%Z¢—m,

bp=Zy—1 , ApZi—A. (1.43)

Hasta este punto la lagrangiana de contratérminos no es manifiestamente invariante de norma tér-
mino a término, como si lo es la lagrangiana renormalizada, cuya tinica excepcion es el término que
fija la norma. Sin embargo, la invariancia de norma requiere que la lagrangiana de contratérminos
también sea invariante de norma, para lograr esto, es necesario que . = d4, como consecuencia
Z. = Zg. Estas relaciones se pueden establecer de manera explicita orden a orden en la serie
perturbativa, pero nosotros la supondremos como verdadera desde su introduccién, de modo que
podemos escribir:

LIPUEP =5,(D o) (DFeT) — 62, (¢~ ¢")

oA (1.44)

Las reglas de Feynman de los contratérminos se muestran en las siguientes figuras:

4,
- - - - =i )

Figura 1.4: Contratérmino de la funcion vértice de dos puntos ¢p+¢+.

q

—

W\/\/\/ = =04 (@G — Qugy)

H v

Figura 1.5: Contratérmino de la funcién vértice de dos puntos A* A*.
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A
u
A, A, o oF
\ /
\ /
AN ¥
= i0c(p1 — P2) = 2ie? (g - 1) G @ = i 4y
P1 / “ P2 /TN
, N 70X 70X
Y N / \ / \
At AF / N 4 A
@ 4 o oF oF oF
(a) (b) (c)

Figura 1.6: (a) Contratérmino de la funcién vértice de tres puntos A,¢*¢*. (b) Contratérmino de
la funcién vértice de cuatro puntos AHAVqSi(bi. (c) Contratérmino de la funciéon vértice de cuatro

puntos ¢TpTFptoT.

El fenomeno de polarizacion del vacio es generado por correcciones radiativas al propagador
del fotén, lo cual esta determinado por la funcién vértice A, A,. El contratérmino que renormaliza
a esta funcion vértice, y por ende a la polarizacion del vacio, es el correspondiente al de la (1.5).
El factor de renormalizaciéon correspondiente es ¢ 4. En adelante se sumara dicho contratérmino de
los calculos de un lazo de esta tesis.

1.4. Polarizaciéon del vacio en la electrodindmica escalar

A un lazo, la funcién vértice de dos puntos del campo A, A, recibe contribuciones de los campos
de la SQED a través de las amplitudes representadas diagraméticamente a continuacion.

PAGERRN
:t‘
(\gf)/,

MAOVW — AN TN+ ANAATIANAN
H v S
1%, (q)
+ AN

1%
Figura 1.7: Funcién vértice de dos puntos A, A, a un lazo con correcciones de la electrodinamica escalar.

Usando las reglas de Feynman encontradas en la seccién anterior, y trabajando en el esquema
de regularizacion dimensional [1], la amplitud de los diagramas de la Figura (1.7), denotada por

=+
Z'Hﬁy (1), estd dada por la siguiente expresion:

19 (0) = e2(02)2- 2 d"k (2k + ) (2 + )y 29w [(k + q)* —m?] _
1t =% [ s { e e T e e~ PP

(1.45)

donde [i es la escala de regularizacion dimensional y D = 4 — 2¢ con ¢ — 0. Note que se ha
agregado el contratérmino A, A, a la amplitud. Para determinar las integrales sobre el espacio
de momentos, empleamos el método de Passarino-Veltman (PV) [15], el calculo se realizé con la
paqueteria FeynCalc [16]. Se encuentra que la amplitud (1.45) toma la siguiente forma

s s
19, (q) =i (¢*)Puw(q)  con  Pu(q) = ¢°Guw — Qudv (1.46)

donde I1? (¢?) es la funcion de polarizacién del vacio con correcciones provenientes de la electro-
dindmica escalar, con

%" (¢2) = % {80 + 81 (TZ;H — 64, (1.47)
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donde a = % es la constante de estructura fina, ademas
So = 771 BO <q2 m2 m2) (]‘48)
D _ 1 ) ) 3
1
= 5 [4By (¢°, m*,m*) — 2(D — 2)B, (0,m* m*) — 2(D - 2)] . (1.49)

Las funciones By, conocidas en la literatura como funciones escalares de Passarino Veltman, son
divergentes UV, estas divergencias surgen de la integral j dPk al considerar componentes de mo-
mento k cada vez mas grandes en la integral, o de manera equivalente, al considerar efectos de
muy altas energias. Las funciones By tiene la virtud de tener la misma parte divergente, estas se
pueden escribir como

1 ! z(z —1)g? + x(m? — md) + m2 — ic
Bo(¢®,mg, m3) = - — g + log(4m) —/ dx log { ( g ( ;2 0) o , (1.50)
0

donde % parametriza a la divergencia UV, la cual surge al tomar el limite e — 0, por otra parte vg
es la constante de Euler-Mascheroni. En el Apéndice A se muestra como se llega a esta expresion.
Por otro lado, el tensor P, (g) es una estructura de norma, pues satisface la identidad de Ward [1]

¢" P (q) = ¢"(*9" — ¢"¢") =0, (1.51)
¢"Pu(q) = q¢"(¢*g" — ¢"¢") = 0. (1.52)

Para poder establecer una amplitud renormalizada, es decir, que no contenga divergencias UV se
debe escoger al parametro 4 de tal forma que la amplitud resultante sea finita. Para determinar
este contratérmino, usaremos la siguiente condicién de renormalizacion:

%" (¢ = 0) = 0, (1.53)

Se debe tener cuidado al evaluar ¢ = 0 en (1.47) ya que esta amplitud depende de 1/¢?, esta
evaluacion debe implementarse en un proceso de limite, a saber

2
0p = 2 im [so+sl (1712)] . (1.54)
q

41 ¢2—0

Note que, usando la definicion D — 4 — 2¢ vemos que

4
51lg2=0 = 3 [Bo(q2,m2,m2)|qz=OfBo (O,mQ,mz) — 1]
+ge [2Bo(q2,m2,m2)|qz:0+BO (O,m2,m2) + 1]
= —g + %e [3Bo (0,m*,m?) +1]
4 4 1
= 3+9€|:36+51+1:|,
= 0, (1.55)

con 31la parte finita de By (0, m?, m?).

m?

Esto demuestra que el término s; ( e ) es cero en el limite g2 — 0:

2
lfm s; <’;‘2) =0, (1.56)

q2—0

pues es un limite de la forma %, el cual se calcula usando la regla de L’Hopital. Este limite también

puede ser verificado sustituyendo directamente en s; la soluciéon de las funciones By de la ecuacion
(1.50). El factor de forma d4 queda determinado como:

54 = %50(0) (1.57)
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Con esto, sustituyendo d4 en la ecuacion (1.47), se tiene la funcion de polarizacién del vacio
renormalizada, dada por

(07

+
1Y (¢*) =
7 (@) .

s
(so — 50(0)) 4+ m? (q;ﬂ . (1.58)
Esta es la contribuciéon a la polarizacién del vacio generada por una particula cargada de espin

+
cero. Se puede notar que H‘; (¢) esta dada en términos de diferencias de funciones By, por lo que
no contiene divergencias UV.
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Capitulo 2

Polarizacion del vacio en la
electrodinamica espinorial

Se presentan las bases de la electrodindmica espinorial. Se determinan las reglas de Feynman,
se calcula la contribucion a la polarizacion del vacio y su renormalizacion. Se presenta el efecto
que genera la polarizacion del vacio sobre la carga eléctrica e en el fenomeno conocido como
apantallamiento.

Dada una transformaciéon de Lorentz
¥ = Az, (2.1)
la representacion espinorial del grupo est4d compuesta por las transformaciones L(A) tales que:
L(A)L(A) = L(AA) , (2.2)

con v

L(A) = ez@mS™ (2.3)
donde A y A representan a dos transformaciones de Lorentz. El campo de Dirac se transforma
bajo la representacion espinorial del grupo de Lorentz SO(1,3). Esta representacion utiliza cuatro
matrices 7y,

1 0 O 0 0 0 0 1
01 0 0 0 0 1 0
00 O 1 -1 0 0 0
0 0 0 —i 0 01 0
0 0 ¢ O 0 0 0 -1
2= o io0o o T |-1 00 o0 (25)
- 0 0 0 0 1 0 0
Los generadores de esta representaacion se definen por
i
S,uz/ = Z[’y,u ’ ’YV]' (26)

El término w,,,, corresponde a los parametros de las transformaciones de Lorentz en esta represen-
tacion. Tanto los generadores S*” como los parametros w,, son antisimétricos en sus indices. El
grupo actta sobre objetos de 4 componentes:

wgg
2T
ol (2.7)

los cuales son conocidos como espinores, y estos se transforman bajo el grupo electromagnético
Uq(1) de la siguiente manera:

W = eo(a). (2.8)
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Polarizacion del vacio en la electrodinamica espinorial
2.1 Propagador de los campos ¥ y la funcion vértice Ay

Por otro lado, para construir una lagrangiana con estos campos es necesario formar un escalar
de SO(1,3), una propuesta natural seria el producto ' (z)y(x), donde 1 (x) es el transpuesto
conjugado de t(x). Bajo una transformacion de Lorentz, este escalar se transforma como:

W = (L)) (L(A))

— Gt LU A)L(AY 29

Sin embargo, se puede ver que este s6lo es invariante si A = O, con O un elemento del subgrupo
SO(1,3) correspondiente al grupo de las rotaciones. Para construir un invariante de Lorentz con el
campo espinorial, se introduce el siguiente espinor:

() =T (@), (2.10)
para comprobar esta propuesta, observamos al campo espinorial bajo una transformacion infinite-
simal

— . L, 1
U(2) =T+ (3wusS™)y]" (0 (2.11)
=9 [T = du (5] 4, (2.12)
note que cuando ambos indices son espaciales
(8") 10 = Sy = 08, (2.13)
mientras que, en caso de que uno de los indices sea temporal,

(S;UJ)T ,YO — _SMV,YO — ’}/OSHV. (214)

La lagrangiana que describe al campo espinorial libre, misma que conduce a la ecuacion de
Dirac esta dada por

L =9 —my), (2.15)
donde m,, es la masa del fermién asociado al espinor ¢ y @ esta dada por
P=01". (2.16)

Esta es la expresion mas general con invariancia bajo el grupo electromagnético Ug(1) que permite

el criterio de renormalizaciéon de Dyson, esto es debido a que el campo espinorial tiene unidades
de masa a la % De la misma forma que en el capitulo anterior, nos interesa estudiar la dinamica

que surge a partir de demandar invariancia bajo transformaciones locales, es decir, al introducir
interacciones con el campo electromagnético. Se propone a la derivada covariante de la teoria como

D =D, (2.17)
donde D, = 0, +ieQyA,, Qy corresponde a la carga de la particula en consideracion, por ejemplo,
para un electréon Q. = —1. Con esto, se establece la lagrangiana de la electrodinamica espinorial
dada como: . 1

L= —my)p — 7w " = i(f)ﬂA#)Q . (2.18)

Esta lagrangiana describe la interaccion entre el campo electromagnético y los campos espino-
riales que caracterizan a las particulas fermidénicas cargadas como lo son los leptones y los quarks.
De esta lagrangiana se determinan el propagador de los campos 1 y las interacciones entre los
fermiones y el campo A,. Esto se describe en la siguiente seccién.

2.1. Propagador de los campos ¢ y la funcién vértice Ay

Para encontrar el propagador libre de los campos fermidnicos, considere la ecuacién de Dirac

(i — ) =0, (2.19)
la funciéon de Green correspondiente satisface
(iv"0, — my)iAp(z —y) = —0*(z — y). (2.20)
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2.1 Propagador de los campos ¥ y la funcion vértice Ay

Pasando al espacio de los momentos

4 .
Ap(z—y) = / (2er)4ZF(p)e_ip(“:_y) (2.21)
4 .
54z — ) = / (;jr )467ip<xfy>7 (2.22)

sustituyendo (2.21) y (2.22) en (2.20), se encuentra que

. g PR
(iv"0, — my) F(p)eflp(ajfy) _ —inla—y)
d . / (@)* / (2m)* (2.23)
/ (27) e~ p(z—y) [iZF(p)(}j —my)+1] =0,
de modo que,
Brie) = Z(}itimlg) ’ (2.24)
p my,

donde g =p, ", y Ar(p) es el propagador de los campos espinoriales en el espacio de momentos,
por otro lado, la regla de Feynman de la interaccion A,y1). Esto se puede ver en las siguientes
figuras:

— Z'q/ﬂp# + My

2 _ o2
p mw

3>
I

P
Figura 2.1: Propagador del campo fermionico.

Ay

= ier‘:’Y/L

¥ Y

Figura 2.2: Vértice de 3 puntos AHt)).

17



Polarizaciéon del vacio en la electrodinamica espinorial
2.2 Lagrangiana renormalizada y de contratérminos

2.2. Lagrangiana renormalizada y de contratérminos

Para renormalizar a las correcciones divergentes a la funcion de polarizacion del vacio en el
contexto de la QED, al igual que en la teoria de la SQED, se define la lagrangiana desnuda para
esta teoria, la cual estd dada como:

_ 1 1
£C§ED = ’(/)B(ZDB — mwB)wB — ZFBMViFg 5 (225)

los campos y pardmetros desnudos y renormalizados estan relacionados de la siguiente manera:

Vg =220,

Aup =V Zs Ay, (2.26)
Z1 =1
e = <Z2) Z3% e,

donde Z1, Zs, y Z3 son las constantes de renormalizacion. Se puede expresar a (2.25) como la suma
de una lagrangiana renormalizada y una lagrangiana de contratérminos,

L9FP = Lopp + LEFP (2.27)

donde LoEp es la lagrangiana de QED constituida por campos y parametros renormalizados A4,
¥, 1, e y m. Por otro lado, la lagrangiana £§tE D se encuentra dada de la siguiente forma:

1 1 — —
LED = =05 Fyu  F (02 — 0 )Y + +ebiyn b A, (2:28)

donde
=211, by=2Zp—1,
1 1 2 2 (2.29)
(53=Z3—1, 6m:Z2mwB—m¢.

En la siguiente seccién se determina la correcciéon de un lazo a la polarizaciéon del vacio generada
por los campos fermionicos, posteriormente se establece su renormalizaciéon. La regla de Feynman
del contratérmino tiene la misma forma que la definida en el capitulo anterior, Fig. (1.5).

2.3. Polarizaciéon del vacio

La funcién vértice de 2 puntos A, A, con correcciones a un lazo generadas en el contexto de la
QED esta dada por la suma de los diagramas de la siguiente figura:

Figura 2.3: Polarizaciéon del vacio en el contexto de la QED.

Note que se ha sumado el contratérmino. Usando las reglas de Feynman encontradas en la seccién
anterior, se encuentra que esta amplitud toma la siguiente forma

, _ _p [ dPp Tr [y (K + my) v (K + f +my)]
1Y, (q) = (—1)e* Q% (u?)? / CETI Lopi ntets (2.30)

Una vez implementado el método de PV, se tiene que la amplitud anterior esta estructurada de la
siguiente manera:

iy, (q) = 1Y (¢*) P (q) (2:31)
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2.4 Efecto de apantallamiento.

donde II%(¢?) es la polarizacién del vacio con correcciones provenientes de la electrodinamica
espinorial, con

2

VSN my,
II (Q)_E ro+171 <q2>]_5’4’ (2.32)

donde
2(D —2
o = — (D 1 )BO (qz,mi,mi) ) (233)
8

no= —p1 [Bo (¢*,m3,,m3,) — By (0,m3,,m3,)] . (2.34)

) . . . .
Note que qu(q) es invariante de norma, ya que es proporcional al tensor P,,(¢). Para determinar
a la funcién de polarizacion renormalizada se implementa la condiciéon de renormalizacion:

I¥(¢*=0)=0. (2.35)

De manera similar a la renormalizacién de I1?(¢?) en el capitulo anterior, se debe evaluar ¢ = 0
a través de un limite, con esto el factor de renormalizacién ¢ 4 queda determinado como

m2
To + T1 qu; 5 (236)
1

para evaluar el limite de %% se toma la solucion de las funciones By (1.50), denotando como 71 a

a z
o4 = — lim
41 ¢2—0

q2
este limite se tiene:
io= lim
VT o0 2
1 ! m2 + ¢?x(x — 1) — ie m2
= 8 h’m—/ log v 4 ( ) — log - dz
D-1 q2—0 q2 0 MQ MQ
4
= 5 (2.37)
3(D —1)my,
con esto el contratérmino §4 toma la forma
0a = il [10(0) + m2 7] (2.38)
4 viile
donde
2(D —2
ro(0) = f%Bo (0,mZ,my,) . (2.39)
Finalmente, se tiene la funcion de polarizacién del vacio renormalizada dada por
Yooy & 2 1 o
HR(q ) = E |:’I’0 — 7’()(0) + mw <q2 — 7’1):| s (240)

esta es la contribucion a la polarizacion del vacio generada por una particula cargada de espin
1/2. Sustituyendo los valores de rg, g, 71, #1 en términos de las funciones de PV y posteriormente
tomando el valor D = 4, se tiene que, la funcién de polarizacion del vacio renormallizada toma la
siguiente forma

o m2 1
(g% = 3. {[Bo (¢°,mi,,m2,) — By (0,m3, m},)] (1 + 2q2w> - 3} , (2.41)

la cual satisface la condicién de renormalizaciéon H}é(qz =0)=0.
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M v
AMNAOVW = AW+ ANAPDWN + AQPINAIPDV
L v H v H v

Dy f

Figura 2.4: Correcciones al propagador del foton

2.4. Efecto de apantallamiento.

En esta seccién se muestra la relaciéon que existe entre la funciéon de polarizacion del vacio y el

fenbmeno denominado como apantallamiento. El propagador completo del fotén, a todo orden en
la serie perturbativa, se calcula a través de la suma de los diagramas de la siguiente figura:
Los términos 1PI representan todas las contribuciones generadas por los diagramas irreducibles de
una particula. Estos son en realidad las funciones vértice de dos puntos, por ejemplo, las estudiadas
en el Capitulo 1 y en la seccién anterior. Como se ha visto, invariancia de norma establece que los
vértices 1PI tienen la estructura tensorial:

(g™ — ¢"¢")(q?) (2.42)

con II(¢?) la funcién de polarizacién del vacio. Al sustituir esta estructura en la serie de diagramas
de la Figura 2.4 se tiene que

_Zg v _Zg . o o _igo'z/
D == + =2 [ie’9"” — a"a(e*)] — 3
—ig —19B0 [0 2 o - —igxw
= — L Ti(q%9"" — ¢ " )11(¢%)] Tf [i(¢*97 — ¢" ()] 2
_ig;w _7;9 _ig o
=— + —FLA(G) + —5LALATT () + .o (2.43)
q q q
donde AP = ¢6f — , observe que
o o
APAT = (55; - qga) (55 _4 3) : (2.44)
q q
o o oo | 179"
=6P07 — Z 60 — 2 I 2 (2.45)
—AP (2.46)
con esto la ecuaciéon (2.43) toma la forma
—iGu, 19 q
Dy == 4“0 (57 ) () + () + ) (2.47)
_ Zgw %gup (1+T1(g%) +T12(¢?) + ... — 1)) | (2.48)
¢
—zgw Zgup n igup ¢ >
_ Y ' oo — L) 2.49
; (Z ") (- o
- —1 qqu> —1 (q;LQV>
=< | 9 — + — . 2.50
iy (o )+ (% (230)

A nivel de procesos de dispersion, el propagador del foton se puede conectar con una linea fermio-
nica, como por ejemplo en el proceso ee — ee, donde e representa electrones o positrones. Debido
a la ecuacion de Dirac, los términos longitudinales, aquellos proporcionales a g, y g, desaparecen
ya que siempre apareceran contraidos como

u(x)y  gu(x) = u(@)y" (pu — pp)u(x) = a(x)(my —my)u(z) =0 (2.51)

donde ¢ = p — p’, con p y p’ los cuadrimomentos de cualquiera de los dos fermiones al inicio y al
final de la dispersion, respectivamente. En este caso, el proceso de dispersion sélo se ve afectado
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por la parte transversal del propagador del fotén. Por lo que, sin perdida de generalidad, para este
proceso podemos tomar al propagador del foton como:

_ig;w
D, =—FF—. 2.52
4 1— H(q2) ( )
Hasta orden de un lazo, el proceso de dispersion ee — ee esta dado por los diagramas de la siguiente
Figura:
(& €
K e’ 1 < e? )
2 2\ T 2 11a2
! q g \ 1-TI()
(& (&

2
Coff

Figura 2.5: Proceso ee — ee. Izquierda, proceso a nivel drbol. Derecha, proceso con correcciones
de un lazo en el propagador del fotén.

Por un lado la contribuciéon de nivel arbol, correspondiente al diagrama izquierdo de la Figura
2.5, consta solamente del intercambio de un foton; por otro lado el diagrama derecho de la Figura
2.5 contiene la contribucién a la amplitud con correccién a un lazo sobre el propagador del fotén.
La presencia de fluctuaciones cuanticas en el propagador del fotén lo modifican de acuerdo a la
Ec.(2.52), pero esto es equivalente a pensar que el valor de la carga toma un valor efectivo que
depende de la cantidad de momento transferido dado como:

62

2
eeff = m s (253)

por ejemplo, con I1(¢?) = H}g en el caso de la electrodinamica espinorial Ec. (2.41), o H% en el caso
de la electrodinamica escalar Ec.(1.45). Es decir, la magnitud de la carga depende de la energfa del
proceso, v/ —q2. Las fluctuaciones cuéanticas generan una nube de pares virtuales de particulas y an-
tiparticulas cargadas que rodean a los fermiones cargados, por ejemplo, el electron. Esto es analogo
a la polarizaciéon de un medio dieléctrico debido a la presencia de una particula cargada. En el pro-
ceso ee — ee, cuando los dos fermiones se acercan, sus nubes de particulas virtuales interaccionan
entre si, puede ocurrir que ambos intercambien un fotén, como ocurre en el diagrama de nivel arbol
de la Figura 2.5 o bien que la interaccion se de a través de un foton cuyo propagador se vio afectado
por la creacién de un par particula-antiparticula, como en el caso del segundo diagrama, lo que
genera un efecto que modifica la intensidad de esta interacciéon a través de la carga efectiva ecsy .

Figura 2.6: Efecto de apantallamiento.

A este fenomeno se le conoce como apantallamiento, para valores de energia /—¢? cada vez
maés grandes, o equivalentemente interacciones a distancias cada vez mas cortas, la magnitud de la
carga eléctrica aumenta, es decir, la fuerza electromagnética se hace méas intensa. El valor medido
experimentalmente de la constante de estructura fina para un momento transferido ¢?> = 0 esté
dado por [6]:

1

2
=0N)= — 2.54
(a” = 0) = 137535999081 (2.54)
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mientras que, para energias del orden de la masa del boson W, esta dada por

oy 1
a(myy) = 158 - (2.55)

Al hacer la razon entre los valores de la constante de estructura para estos dos valores de energia
se encuentra que:
a(mw?)
a(0)

es decir, la magnitud de la carga eléctrica aumenta cuando se incrementa la energia del proceso.

=1,07, (2.56)
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Capitulo 3

Efectos de un campo de norma sobre
la polarizacion del vacio

En la naturaleza, ademés de la interaccion electromagnética, existen la interacciéon fuerte, la
cual describe las interaciones entre quarks y gluones, y por otro lado la interacciéon débil. Esta
iltima es responsable de diversos procesos nucleares interesantes como por ejemplo el decaimiento
5. Esta fuerza esta caracterizada por un boson vectorial masivo, por lo que tiene espin igual a
1. En el estudio de las interacciones con campos vectoriales masivos, surgen ciertas sutilezas que
indican que estos campos no pueden ser fisicos, a menos que provengan de una teoria de norma.
De hecho, en el siglo pasado, se encontré que la interacciéon electrodébil esté caracterizada por
los campos de norma Wlf y Zu, los cuales reciben su masa a través del mecanismo de Higgs [7];
todo esto se sintetizé en lo que actualmente se conoce como la teoria electrodébil del Modelo
Estandar [3, 4, 5]. En la siguiente seccion se mostraran las implicaciones que tiene el considerar
una lagrangiana de campos vectoriales masivos (sin considerarlos de norma) y en una seccién
siguiente se mostrara el lagrangiano que se encuentra cuando se considera al campo vectorial
como campo de norma. Se calculardn las reglas de Feynman de la teoria de norma, denominada
como electrodinamica vectorial y posteriormente se determinara su contribucion a la funcién de
polarizaciéon del vacio.

Sea el campo vectorial complejo Wf de SO(1,3) definido por

1
+ _ 1 172
WH = E(WM _ZWM) s
1 , , (3.1)
W, =—=W, +iW;),

5

2
con W (i = 1,2) vectores reales de SO(1,3). Usando la siguiente definicion:
+ + +
W5, =0, W; —0,W;, (3.2)

y apelando al criterio de renormalizaciéon de Dyson, se puede escribir la siguiente lagrangiana
invariante bajo Ug(1) global:

1
L=—-W_Wtw 2 W Wt

9" i W (3.3)
+ Aw (W, W = WEW ) (W W — WHw ),

con \,, un nimero real positivo y myy la masa del campo W=, Esta teoria es invariante bajo Ug(1)
global:

W/ (z) = e Wi (x)
+ _ T« +
W;W (z) = e "W, (z).
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3.1. Propagadores de los campos vectoriales

Se estudia el propagador del campo Wf, este surge de los términos cuadréticos
—%W;VWW” +mi W, W, (3.6)
que, hasta un término de superficie se pueden escribir como
W (g, (O + m3y) — 0,0,]WHH . (3.7)
El propagador es el inverso del siguiente operador
9 (O + miy) = 0,0, (3.8)
dicho operador toma la siguiente forma en el espacio de momentos:
g,“,(—lc2 +m3) + kuk, . (3.9)
Se propone la siguiente estructura para el inverso del operador (3.9):
DM = Ag" + BEFEY | (3.10)

con Ay B escalares de Lorentz a determinar. Luego, por definicién, los tensores (3.9) y (3.10)
satisfacen:

(900 (=K% + miy) + kuk,|[Ag™ + BEMeY] = 6, (3.11)
lo cual conduce a que
1
A= ———
k2 —m2
m (3.12)
B=—5——-—-.
m%,v (k2 — m%,v)
Asi, el propagador del campo VVHi esta dado por
—1i kHEY
DW= ——— | g" — . 3.13
e 17 ) &1

Este propagador es conocido en la literatura como propagador unitario, y este es el propagador del
campo de Proca. Un campo de Proca es un campo vectorial que no es de norma. Este propagador
tiene un mal comportamiento a muy altas energias, ya que

y (L 1.V
lim _712 [g’w - klf } - C, (3.14)
k—oo k2 —m3, miy
con C una constante. Este comportamiento puede tener consecuencias desastrosas en correcciones
radiativas ya que puede violar unitariedad, es decir que las amplitudes cuadraticas puedan ser
mayores a la unidad. Una teoria renormalizable de campos requiere propagadores bien comportados
a altas energias, por lo que un campo vectorial masivo de Proca no puede considerarse como fisico.
En la siguiente secciéon se muestra como se resuelve esta inconsistencia de la teoria al considerar a

este campo como uno de norma.

3.2. Electrodindmica vectorial

Para poder definir una teoria vectorial de norma invariante bajo el grupo electromagnético
Uq(1) se necesita reemplazar a la derivada ordinaria d,, por la derivada covariante D,, de modo
que

Wi =D,WFE - D,WE, (3.15)
con D, = 0, —ie A,. De forma que la ecuacién (3.3) se transforma en:
1
Ly == (DW= DW,SI(DMWH = DU We)
+myy W, WH 4 Ay (W, W — WEW, ) (W FW T — W) (3.16)
1 v
- ZF}LVFM .
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Ahora, de acuerdo con el criterio de Dyson, es posible anadir otro término que es invariante bajo
Uq(1) local dado por
ikF, W "Wt (3.17)

con k un parametro adimensional positivo, en la siguiente seccion se determinara su valor. Asi, el
lagrangiano invariante bajo SO(1,3) y Ug(1), local, toma la siguiente forma:

]' 1% 1%
Ly=— i(DNWj — D,WHI(DFWH — DYW )

+mipy W WH 4 Ay (W, W = WEW, ) (W WY — W) (3.18)

1
+iRE W W — S F P

Sin embargo, el propagador del campo WjE aun contiene el comportamiento (3.14) a altas energias.
Debido a las inconsistencias en la deﬁnl(:lon del propagador Wi planteadas anteriormente se
deduce que, una particula de espin 1 con masa en reposo no puede ser descrita por un campo
de Proca. Dicho de manera mas compacta, un campo de Proca no es fisico. La tnica alternativa
al problema es suponer que W/fc es un campo de norma. Sin embargo, un campo de norma,
s6lo puede ser dotado de masa a través del mecanismo de Higgs. Si W,fc = %(W’} F zWi) es
de norma, debe de formar parte de un grupo de norma mas grande que Ug(1), es decir, los
campos VV1 y W2 deben ser conexiones de un grupo de norma no Abeliano dado que este tipo
de grupos tlenen méas de una conexion. Identificamos a Wi con el bosén mediador de la in-
teraccion débil del grupo SUL(2), de este grupo subyacen las 3 conexiones: VV1 W2 y W3 [1, 3,4, 5].

3.3. Seudobosones de Goldstone y campos fantasma

La cuantizacién de un campo de norma exige la adicién de nuevos campos. Por un lado, el
mecanismo de Higgs [7] introduce campos escalares cargados GW7 conocidos como seudobosones
de Goldstone; por otro lado se debe agregar un sector compuesto por campos anticonmutantes C

C’i llamados campos fantasma o en inglés, ghost. Una discusion completa de la cuantizacion de
una teorla de norma puede ser consultada en detalle en [1].

Figura 3.1: Campos asociados al campo de norma ch.

La teoria invariante bajo Ug(1l) no puede desvincularse de estos campos, cualquier estudio
que involucre VVMjE en lazos debe estar acompanado de los campos ghost y de los seudobosones de
Goldstone.

En este sentido, dado que Wiﬁ es un campo de norma, se debe de agregar a la lagrangiana un
sector que fije la norma. Una manera muy conveniente de hacerlo es de tal forma que sea covariante
bajo el grupo electromagnético Ug(1) [14], esto es, que el término que fija la norma, dado por:

1
-7, (3.19)

3
sea invariante bajo Ug(1). Para ello definimos funciones que fijan la norma con el siguiente formato
=D W —igmw G5 (3.20)

donde D, = 0, —ieA, y  es el paramétro de norma. Por otro lado, se puede ver que, las funciones
que fijan la norma son covariantes bajo el grupo Ug(1):

fH (@) = e fE () (3.21)
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Este procedimiento de fijacién de la norma conduce a lagrangianas para los campos Gﬁ, y CViV,
que son invariantes bajo Ug(1) de manera manifiesta:

Lay = (DG (D'GY) — €miy Gy Gy — MGy Gw)? (3.22)

donde A es el parametro que aparece en el potencial de Higgs de la teoria electrodébil. Por otra
parte, la lagrangiana del sector ghost es:

Léhost =D},Cyy DFCyyy + D,Cry DO — em?, (T Oy
_ O\ s (3.23)
+ Oy Ciy) +2 <1 - £> ChCwCihCor

con D, = 0, —ied,, DL = 0y + ieA,. Ademas, que let provenga del sector de norma del
grupo SUL(2) implica que los parametros Ay y k estén debidamente especificados. El sector de
Yang-Mills del grupo SU[(2) nos dice que:

2
_ 7
Aw = (3.24)

k= —e,

donde g es la constante de acoplamiento del grupo SU(2). Todo lo anterior mencionado conduce
a la siguiente lagrangiana total gobernada por Ug(1):

1
Lvoep = — i(Dqu — D,,W:)T(D“W“’ _ Duw+l1«)
— ieF, W W 4 miy W, W

2
T gz(mjwj CWFWI) (W HEW Y - W)

_ %(DMWjL“)T(D“Wﬂ‘) (3.25)

+ (DuGI) N (DHG) — Emiy Gy Gy — MGy G )?
== =+ _ —— —t
+ D},Cy D*Cy, + D, Cyy D Cyyy — Emiy (Cy Gyl + Cyy Cyy)
2\ oy
+ (1 - §> ChCw CikCiny .
Es importante notar que cada sector (Wi7G$V,€$V7C$V) es invariante bajo Ug(1l) de manera
individual. Al mismo tiempo, es importante resaltar que este tipo de norma, también llamada no

lineal R¢, modifica de manera no trivial a los acoplamientos W~ W'y y W~W*~v. La norma
originalmente definida por t’Hooft estd dada como

£ =0,WF FitmwGy, (3.26)
lo cual es lineal en los campos, pero no es covariante bajo Ug(1).

Para definir los propagadores de W,jt, Gﬁ,, C’%V, C_'atv se requiere de los términos lagrangianos
cuadréaticos en los campos, estos estan dados en el siguiente subsector de (3.25):

1 1
Lww =— =W, W 4 mZ W Wt — —(9, W ") (8,WH),
2 # W ¢ g (3.27)

(0,G)(0"Gi)) + 0,C oy 0" Cily + 0, Cry 0" Cryy — EmPy (Cry b + T Cir) -

La expresion de los propagadores se encuentra en la siguiente figura:
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p
S (1-¢) p'p”
. P2 —miy, p? — Emiy,
wi W " it
I v
G p? —Emi
P B i
---------------- > LT T pr—md,
Civ(C) "

Figura 3.2: Propagadores de los campos Wj[, GIJ,EV, CViV y C_';‘LV.

Note que, en la denominada norma unitaria, correspondiente a & — oo, el propagador del bosén
W# se transforma en el propagador del campo de Proca.

R T 3.28
k2 —m?, (g m¥, ) (3.28)

En la norma unitaria los campos G?,[V, C_'Viv y C’%V pueden ser removidos de la lagrangiana mediante
una transformaciéon de norma especifica. La norma unitaria es util en cédlculos de un lazo que
involucran elementos de matriz S que son finitos, pero no es util en calculos donde las amplitudes
estan plagadas de divergencias.

En el esquema de fijacion de norma no lineal implementado en esta seccion, se encuentra que
el campo electromagnético interacciona con los campos Wf a través del siguiente término:

Ly =ie[(W, W —WEW™)AY — F,, W W]

pv

; 3.29
+ %A,L(W*“aywﬂ W, WY, (3.29)

de donde se deduce la regla de Feynman del vértice de tres puntos AWW | la cual esta dada en la
siguiente figura:

A" (k)

= —tel’)y,

Wike) W, (ks)

Figura 3.3: Regla del Feynman de la funciéon vértice de nivel arbol A#I/V/\i Wj[ en el contexto de la
norma no lineal Re.

los momentos se toman ingresando al vértice. Donde

k k
Toxp =(k3 — k2)pgrp + (k‘l — k3 — ;) 9on + <k‘2 — ki + ;) I - (3.30)
A P
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Note que se tienen identidades de Ward similares para el caso de particulas cargadas con espin 0
y espin % En el caso de SQED se tiene la identidad:

q-(pr —p2) = (p5 —m?) — (p] —m?),

(3.31)
=T (p2) =T (p1) ,
mientras que, para el caso de QED se tiene:
"y = —m) — (P2 —m) , (3.32)
:Fww(m) — Y (p2) -
Por otro lado, note que I'y,,, satisface la siguiente identidad de Ward
k{Tapy =T (ks) = TV (k2) (3.33)
donde FK‘;W (k) es la funcion veértice de dos puntos, dada por
1
PR (k) = (1 - 5) kako — (k% = miy)gn, (3.34)
la cual surge de la lagrangiana
1 —_ 0" — " 1 — M v
L= —§WWW+’ +mi W, WH — g(am/ (0, W), (3.35)

El vértice WW~~ también es afectado por la norma no lineal. Este vértice surge de la siguiente
lagrangiana,

Lwwoy = =€ (W5 Ao = W5 Ag) (WP A —WHeAP)

b AW (A W) (336)

La regla de Feynman asociada al vértice AAWW se muestra a continuacion:

H AZ/

- 2
—ie L np

Wy Wy

Figura 3.4: Funcion vértice de cuatro puntos AMA,,WAiW}.

donde el tensor que aparece en la Figura 3.4, estd dado por

1
F;u/)\p = 29)\pguu - (1 - §> (g/\ugpv + gpug)u/)' (337)

Las reglas de Feynman para el seudoboson de Goldstone G‘fv son exactamente iguales a las
encontradas para los campos escalares ¢T definidas en el capitulo anterior, de modo que no
serd necesario definirlas de nuevo, con la tunica diferencia que el propagador del seudobosén de
Goldstone tiene la misma forma que el propagador del campo escalar ¢* Fig. 1.1, pero con masa
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m? — fm%,v.

En lo que respecta al lagrangiano de los campos fantasma, resulta que, en la norma no lineal,
este sector también es gobernado de manera manifiesta por el grupo Ug(1), con una lagrangiana
dada por:

LOWCw —(D, TN (DLC) + (DO ) (DHCy) — €m3, Ty Cyfy — €m3, Ty Gy (3.38)

En este esquema de norma las reglas de Feynman del sector de ghost son iguales a las de los
acoplamientos con el campo G‘jfv, esto incluye a su propagador.

3.4. Correcciones a la polarizaciéon del vacio en el contexto
de la electrodindmica vectorial

Como hemos visto en los capitulos anteriores, la polarizacion del vacio se determina calculando
la autoenergia o funcion vértice de dos puntos del foton. En esta tesis nos interesa analizar las
correcciones provenientes de la electrodinamica vectorial estudiada en la seccién anterior. En esta
seccion se calcula la contribucion del boson de norma W+ a orden de un lazo. Sin embargo, como se
mencion6 anteriormente, la presencia de un campo de norma como el W:E viene acompanada de la
presencia de los campos escalares Gﬁh y los campos ghost y antighost C;—LV y C",iv, respectivamente,
por lo que deben de considerarse estos campos dentro de los lazos. La norma no lineal tiene como
virtud que, dentro de los lazos sélo circulan particulas cargadas de la misma especie. Ademas de
esto, las contribuciones del seudobosoén de Goldstone y de los campos ghost C‘,iv(éat,) se comportan
de manera idéntica a las encontradas en la electrodindmica escalar ya que tienen los mismos vértices.

iy ()

7
4+
-- (G

ARAVAVAVNE RV VAV VAVAVAVAVAVA

+
Cyw

+ AW G VWV + AAATANAN

+ AN

Figura 3.5: Funcién vértice de dos puntos 4,4, en el contexto de la electrodinamica vectorial bajo
un esquema de fijacién no lineal Re.

La contribucion de la electrodinamica vectorial a la funcion vértice de dos puntos A, A, esta
dada por la suma de los diagramas de la Figura (3.5). Esta puede ser escrita como

1) =Ty, + Sy + ISy — 4P (q) (3.39)

las amplitudes, HE{,, Hfjl)” y HEL‘}’ contienen tnicamente a los campos Wj[, Gﬁ, y CViV dentro del
lazo, respectivamente. En la amplitud HSX" se considera la contribucion de los campos ghost y la
de los campos antighost. Note que se ha incorporado el contratérmino de A,A,. En este trabajo
de tesis se han calculado cada una de estas amplitudes utilizando las reglas de Feynman de la
teoria vectorial, bajo la norma no lineal. A continuacion, se presentan los resultados individuales

y posteriormente la contribucién total.

29



Efectos de un campo de norma sobre la polarizacién del vacio
3.4 Correcciones a la polarizaciéon del vacio en el contexto de la electrodinamica vectorial

Contribucién de los campos de norma VVHjE

La amplitud generada tinicamente por los campos de norma Wﬁc de los diagramas de la Figura
(3.5) esta dada por

iy, = e2(u?)*~% / - LeosDap PP DunpP ) (3.40)
" 2m)P (k2 —mi)[(k—q)* =mi] k> —mj,

Con T}, 5, definida en la ecuacion (3.37), mientras que

faﬂu = —(2k - Q)ugaﬁ + [(1 - ;) k+ (1 + ;) Q] Jap + |:<1 - 2) k — 2(]] gﬁﬂv(3'41)
B a
Daow = =2k —q)ugrp + {(1 - 2) k— 2(1] Gpv t [(1 - i) k+ (1 + ;) Q] 9w +(3.42)
A P
(3.43)
a su vez,
o 1 o ke kA
P e (77 - 09 ) 4
po_ L (s g (k—Q)ﬁ(k—Q)p>
P —em, (g UG e ) (3
ro 1 N kA kP
P = K2 —&m?, <9 p_(l_g)(k?—gm%v)>' (3.46)

Implementando el método de PV, se encuentra que esta amplitud se puede escribir como

i (q) = 1% (¢*) Py (3.47)

¢ ¢ 2 m%v A
fo+ f1 (m%{,) + f2 <m%/v) + f3 <q2> ) (3.48)

es la correccion a la polarizacién del vacio generada por los campos de norma W:ﬁ Esta amplitud
es proporcional al tensor P,,(q) por lo que es invariante de norma. Por otro lado,

donde

«
n"(q¢?) = -

fo :ﬁ [2(7D — 11)Bo(1) + (1 — €)*Bo(2) + 2(4¢ — 1) By(3)

+(4D + € — 9)Bo(4) — E(4D + € — 9)By(5) — (£ — (4D + £ - 9)] , (3.49)
fi=— 5 2D = 2)Bo1) ~ (2D — £~ 3)Bo(2) + (1 - ) Bo(3)], (350)
fo = g5 =7y - Bo(1) + 2B0(2) — Bo(3)l, (3.51)
f3 :ﬁ [4(D —1)Bo(1) +4£Bo(3) +2(2 — D)(D — 1) Bo(4)

—2(D —2)EBy(5) —2(D - 2)(D + € - 1)] . (3.52)

donde se han definido

Bo(1) = Bo(¢*, miy, miy) , (3.53)
By(2) = Bo(¢?, miy, Emiy) , (3.54)
Bo(3) = Bo(q*, Emily, Emiy) (3.55)
Bo(4) = Bo(0,miy, miy) . (3.56)
By(5) = Bo(0,émiy, Emiy) (3.57)

Los términos f1, fo y f3 estan dados como diferencias de funciones By por lo que el polo ultravioleta

e ! se cancela en estos términos, estos factores son finitos por lo que podemos tomar D = 4 en
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ellos, asi
fu =5 {~4Bo(1) + 5B0(2) — Bo(B) +E[o(3) — Bo(2)]}, (358)
f2 =551-Bo(1) + 2B0(2) = Bo(3)], (359)
s =A[Bo(1) ~ Bo(4) 1] + S€[Bo(3) — Bo(5) ~ 1. (3.60)

Contribucién de los seudobosones de Goldstone Gﬁ, y de los campos ghost CViV (6;,)

La contribucién generada por los campos Gy es idéntica a la encontrada en la teoria de la
electrodinamica escalar, Ecs. (1.46) y (1.47), salvo el cambio m — v/Emy debido a la masa que
aparece en el propagador de los campos G7y;,. Se tiene asi que

TG (g) = 1Y (¢%) P (3.61)

donde )
oW (g?) = — Tw 3.62
) = s+ or (2 (3.62)

Esta amplitud es proporcional a la estructura de norma P, (q) por lo que, la amplitud genera-
da por los seudobosones de Goldstone es invariante de norma. En el caso de los campos fantasma
se tienen las mismas reglas de Feynman que para los campos Gﬁ, por lo que generan amplitudes
similares a las generadas por los seudobosones de Goldstone. La diferencia entre estas amplitudes
radica en que los campos ghost son campos anticonmutantes, por lo que las amplitudes generadas
por estos campos dentro del lazo debe multiplicarse por un factor de (—1), justo como ocurre en
el caso de la contribucion de un espinor (QED). Ademés, debe considerarse que tenemos la contri-
bucién de dos campos, a saber, el campo fantasma, C’%,, y el correspondiente campo antifantasma
C*atv. Al considerar ambas contribuciones se encuentra que las amplitudes generadas por los cam-
pos fantasma (con sus respectivos anticampos) es igual a —2 veces la amplitud generada por los
seudobosones de Goldstone, es decir

TG (q) = —2il5Y (q) (3.63)
= 21 (¢*)P,, . (3.64)
Contribucién total de la electrodinamica vectorial

Es importante destacar que, en la norma no lineal, de manera individual, los campos W:E, Gﬁ,

y C’Viv (C%,) generan correcciones a la funcion vértice de dos puntos A, A, que son invariantes de
norma bajo el grupo electromagnético Ug(1). La consecuencia mas importante del uso de esta
norma es que cada sector conduce a un resultado que es invariante de norma. De este modo, la
contribucion total de la electrodinamica vectorial Ec. (3.39) puede ser escrita como

iy (q) = " (¢, €) Py (3.65)
donde

7Y (¢%, ) =11 (¢%) + TV (¢°) + T (¢%) — 64,
=TI (¢*) —TISW (¢*) — 64 . (3.66)

En términos de las expresiones (3.48) y (3.62) la ecuacion anterior toma la forma,

w w

(g7, 6) = & l(fo () 8 (L) (”;Wﬂ o4 (@07

Esta amplitud es divergente UV a través del término fy — gg. Para poder determinar la amplitud
renormalizada, se establece al contratérmino §4 a través de la condicion de renormalizacion:

IV (> =0,6)=0. (3.68)
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Efectos de un campo de norma sobre la polarizacién del vacio
3.4 Correcciones a la polarizaciéon del vacio en el contexto de la electrodinamica vectorial

Dado que el resultado depende del parametro de norma &, se concluye que la contribucién del vacio
es dependiente de la norma. Entonces,

Gam [2(71) — 11)Bo(4) + (1 = £)?Bo(4) + 4(2£ — 1) By(5)

2(D— 1)
+(4D + £ = 9)(Bo(4) — £Bo(5) +1 = &) (3.69)

donde By(4) = By(0,m%,,Em?,). Por lo tanto la contribucion a la polariacion del vacio del bosén
de norma W# esta dada por:

5V (6*) = & |35 [2(7TD = 11)(Bo(1) — Bo(4)) +4(2€ — 1)(Bo(3) — Bo(5))]

p
+/1 (%) + f2 (%)2 + f3 (nfé‘/)] , (3.70)

donde f3 = f3 — g1. Notando que en el primer término se cancela el polo % en By(1) — By(4),
podemos definir D = 4 en el coeficiente de este factor. Eston conduce al resultado final,

N5V (%) = £ [F(Bo(1) — Bo(4)) + 3(2¢ — 1)(Bo(3) — B5(0))
+h1 (2 )+f2(7g;>2+f3("?)} (3.71)

Dado que el resultado depende del pardmetro de norma &, concluimos que la contribucién de una
particula de norma a la polarizacion del vacio es dependiente de la norma. Este es el resultado mas
importante de esta tesis.

2
2
w
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Capitulo 4

Conclusiones

El fenémeno conocido con el nombre de polarizacion del vacio se produce como una conse-
cuencia de la violacion momenténea de la conservaciéon de la energia permitida por el principio de
incertidumbre. Una particula cargada, tal como el electrén, emite y reabsorbe constantemente foto-
nes virtuales, los cuales crean pares particula-antiparticula que a su vez se recombinan nuevamente
como un fotén, formandose asi una nube virtual que crea un efecto de apantallamiento. Resulta en-
tonces que la carga eléctrica que se mide depende de la energia a la cual se haga el experimento. La
carga eléctrica es una funcion de la energia. En esta tesis se reviso este fenémeno a orden de un lazo
en el contexto de la electrodinamica escalar y de la electrodinamica espinorial, es decir se revisaron
los resultados ya conocidos de los efectos a la polarizaciéon del vacio de particulas cargadas de espin
0y % El resultado original de esta tesis fue el cédlculo de la funcién de polarizacion del vacio con
correcciones provenientes de la electrodinamica escalar, esta teoria esta caracterizada por el bosén
de norma débil W=. El proposito de este analisis fue investigar la dependencia o independencia
de norma de la funcién de polarizaciéon del vacio correspondiente. La presencia de un campo de
norma requiere de introducir a los seudobosones de Goldstone y a los campos fantasma, este es un
hecho inherente de las teorfas cuénticas de norma. Por otro lado, se us6 un esquema no lineal de
fijacion de la norma, este analisis también es un aporte de este trabajo de tesis. En este esquema
se encontrdé que de manera individual, las correcciones a la polarizacion del vacio generadas por
los campos W*, Gy v Cy son invariantes de norma ya que satisfacen la identidad de Ward. Se
encuentra también que en esta norma las contribuciones de los campos Gy y Cy son anélogas a
las calculadas en el caso de la SQED, donde la contribucién de los campos fantasma es -2 veces
la contribucién generada por los seudobosones de Goldstone, el 2 es debido a que se consideran
los campos y anticampos fantasma y el signo negativo es debido la estadistica. Finalmente, y de
manera destacable, el resultado principal de esta tesis fue mostrar que la contribucién total de la
electrodinamica vectorial a la funcién de polarizacion del vacio es dependiente de la norma, ya que
depende del parametro de £, por lo que dicha amplitud no puede considerarse como fisica, por lo
que no puede considerarse directamente en el fenémeno de apantallamiento como si ocurre en el
caso de las correcciones generadas por campos fermionicos.

33






Apéndice A
La funcién escalar B

La funcion By se define como

dPk 1
2m)P (k2 — mi +ie)[(k + q)2 — m? + ig]’

Bo(q?,m3,m?2) = —i(4m)(u2)>~ % / : (A1)

2

donde nombraremos a los términos (k% —mg3-+ic) y [(k+q)? —m3+ie], como Ay B respectivamente,

de modo que By toma la forma

D
Bo(q?,m3, m?) = —i(4m)2(u?)?~ % / (jﬂ)’;AlB. (A2)

Usando Parametrizacion a la Feynman, encontramos

1 ! r'(2)
= A.
AB /0 [tA+ (1 —z)B]?’ (4.3)
donde,
rA+ (1 —2)B =x(k* —m2 +ie) + (1 — 2)[(k + q)* — m? +ig],
= k% + 22k - ¢ + amd — m} — miz + xq® + ie], (A4)
= (k+2q)* — [2°¢* — ami + m§ + mir — xq® — ig], .
= (k+29)* - Ap.
Siendo Ap = [22¢® + z(m3 — m3 — ¢%) + m? — i¢], de manera que (A.4) puede ser reescrito como
zA+ (1 —2)B = (k+zq)? - Ap, (A.5)
asi,
)
: A.
AB / (k4 xq)? — Ag]? (A.6)
Sustituyendo (A.6) en la ecuacion (A.2),
o [ dPk ! r'(2)
Bo(q?, m2, m? A 2-D / d
0(q mg ml) ( ﬂ—) (/u‘ ) 271_) [(k—i—xq) AB]Q
(A.7)
/ daT(2 / dPk 1
=— x
2m)P [(k + 2q)*> — Ap]?
Hacemos la traslacion k — k — zq
de 1
2 .2 2 )2-%
By(q*,mg,m7) = / dl’/ “Ap (A.8)
donde,
D 1N\ T(n - L2
/ d kD 2 1L 1)Dz ("= 3) \~(n-2). (A.9)
P E—AF  (am? TQ)



La funcion escalar By

Paran =2y Ag = 2, tenemos

/ dPk 1 I F(Qfg)An
2m)P (k2 — Ap)?  (4m% T(2) P

(A.10)

Sustituyendo la ecueacion (A.10) en (A.8), obtenemos

1 —-(2-2)
Bo(q*,mg,m?) = (uz)”%/ daT <2 —~ ]2)> <iB> : (A.11)
7

0

Tomando D = 4 — 2e:

1 A —€
Bolo?. m2. m2) = / r B . A2
O(q 7m07m1) 0 dx (6) (27TM)2 ( )
Note que para valores pequenos de €
1
[(e)A™ = — —yg — log(A4)
€
(A.13)

1
1 Ag
- aee ()]

con vg la constante de Euler-Mascheroni. Finalmente, llegamos al siguiente resultado:

1 1 A
Bo(¢®,m2,m?) = - — —/ del B, A.14
O(q , T, ml) E YE o X 10g 471_#2 ( )
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