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En la primera parte de este trabajo, mostramos que cualquier solucion de la ecuacion escalar paraxial
de onda (1 + 1)D, en el vacio determina un sistema Hamiltoniano con un grado de libertad para una
particula de masa m = 1, bajo la interaccion del denominado potencial cuantico, o alternativamente
una fuerza cudntica, determinados por la amplitud de la solucion paraxial. Mostramos que las cur-
vas integrales del vector de Poynting conforman un subconjunto de soluciones de las ecuaciones de
Hamilton correspondientes o de la segunda ley de Newton. Ademds, las lineas tangentes a las curvas
integrales del vector de Poynting en los ceros del potencial cuéntico determinan una familia particular
de soluciones a las ecuaciones de Hamilton para una particula libre de masa m = 1. Estos resultados
generales son aplicados al haz de Airy y encontramos que la particula asociada evoluciona bajo la
influencia de una fuerza constante, asi que las trayectorias son parabdlicas, las curvas integrales del
vector de Poynting son determinadas por las soluciones tales que su momento inicial correspondien-
te es cero, los ceros del potencial cudntico conforman una curva integral del vector de Poynting. Los
rayos de luz geométricos asociados con el haz de Airy estdn dados por las lineas tangentes a la solu-
cion de las ecuaciones de Hamilton correspondientes en los ceros del potencial cuantico. Finalmente,
en esta primera parte, mostramos que la ciustica asociada con esta familia de rayos de luz coincide
con los ceros del potencial cuantico. En la segunda parte de este trabajo, se encuentran resultados
andlogos para la familia de haces Laguerre-Gauss.
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En 1952, Bohm introdujo una nueva formulacién de la mecénica cuantica. Para este propdsito, parte
de la ecuacién de Schrodinger para una particula de masa m bajo la influencia de un potencial clési-
co, U(r), después expresando la funcién de onda en su forma polar, encuentra un sistema acoplado
de dos ecuaciones, en derivadas parciales, que gobiernan la evolucién de la amplitud y la fase de la
funcién de onda. Una de estas ecuaciones expresa la conservacién de la probabilidad, y la otra, formal-
mente corresponde a la ecuacién de Hamilton-Jacobi para la particula de masa m bajo la influencia
de la interaccidn descrita por el potencial clasico U (r), més una interaccion adicional dada por un
potencial al que Bohm defini6 como: potencial cuantico. En esta formulacion, con cada solucion
a la ecuacidén de Schrodinger, se encuentra asociado un conjunto de trayectorias determinado por la
fase de la funcion de onda. Estas trayectorias, corresponden a las curvas integrales del campo vectorial
de la densidad de corriente de probabilidad. Bohm establece que este conjunto de trayectorias son las
trayectorias permitidas para la particula de masa m que evoluciona bajo la accién de los potenciales
clasico y cuantico [1].

En la formulacién de Bohm para la mecanica cudntica, la particula tiene asociada un conjunto de tra-
yectorias, a diferencia de la teoria cudntica habitual en la cual la posicién y el momento son cantida-
des que estan relacionadas entre si por medio del principio de incertidumbre. Es relevante mencionar
que aunque la formulacion de la mecdnica cuantica habitual es la que se estudia actualmente, existen
grupos de investigacion que trabajan en el estudio de la mecanica bohmiana, dado que hay algunas
inconsistencias que la mecanica cudntica no ha podido resolver como se establece en [2], por ejemplo
para el calculo del tiempo de vuelo de las particulas que se producen en los grandes colisionadores de
hadrones. Medir el tiempo que tarda una particula en viajar del punto donde se produjo al detector,
no es facil, por lo que se ha propuesto un arreglo experimental que podria determinar si la mecéanica
bohmiana es acertada. Este experimento consiste en un electrén confinado dentro de un potencial en
su estado de minima energia , un detector es colocado lejos de la barrera de potencial y cuando ésta
se quita, se mide el tiempo que el electron tarda en llegar al detector, las predicciones de la mecénica
cuantica y la mecénica bohmiana difieren por lo que cuando este experimento pueda ser llevado a
cabo, serd posible determinar cudl teoria describe mejor el tiempo de vuelo de una particula y con ello
se revolucionaria nuevamente la mecanica del mundo microscopico.

En 1979, Berry y Balazs encontraron una solucion exacta a la ecuaciéon de Schrodinger unidimen-
sional para una particula libre de masa m. Esta solucion, est4 escrita en términos de la funcién de
Airy, cuya densidad de probabilidad se propaga en el espacio-tiempo sin distorsiéon y con una acele-
racion constante. Berry y Balazs, encontraron que desde el punto de vista clasico, esta propiedad de



no distorsion estd determinada por una familia de trayectorias representadas por una parabola en el
espacio fase, esta pardbola se traslada rigidamente conforme la densidad de probabilidad evoluciona.
También mostraron que la aceleracion esté relacionada con la curvatura de la cdustica en el espacio-
tiempo, asociada con esta solucion. Es decir, la cdustica es la envolvente de las trayectorias clésicas
determinadas por esta solucion a la ecuacion de Schrodinger. Debido a que esta solucion estd dada en
términos de la funcion de Airy, normalmente se le conoce con el nombre de haz de Airy [3].

En 1987, Durnin demostré tedéricamente la existencia de haces adifraccionales que satisfacen la ecua-
cion escalar de onda [4]. Poco después, Durnin, Miceli y Eberly, presentaron el primer reporte expe-
rimental de un haz adifraccional dado por la funcién de Bessel de orden cero [5].

Mais adelante, Gutiérrez-Vega, Iturbe-Castillo y Chévez-Cerda reportaron la generacion de haces adi-
fraccionales, los cuales se conocen con el nombre de haces de Mathieu, asociados a soluciones de
la ecuacion escalar de onda en el vacio en coordenadas cilindrico elipticas [6, 7]. Luego, en 2004,
Bandres, Gutiérrez-Vega y Chéavez-Cerda reportaron los haces adifraccionales parabdlicos [8, 9].

En 2007, Siviloglou y Christodoulides notaron que la ecuacion de Schrodinger unidimensional depen-
diente del tiempo para una particula libre de masa m, es matematicamente equivalente a la ecuacion
escalar paraxial de onda unidimensional en el vacio. De esta manera, introdujeron, en el contexto de
la 6ptica geométrica, el haz de Airy de energia finita. Estos autores, reportaron la primera observa-
cion de los haces de Airy y mostraron que este haz, mientras se propaga en cierta regién, se comporta
como adifraccional. Ademdas, demostraron que los haces de Airy tienen un comportamiento balisti-
co. Es decir, se comportan como un haz de particulas bajo la influencia de la fuerza gravitacional, lo
cual significa que su energia fluye a lo largo de trayectorias parabolicas. Mas adelamte, Broky, Sivi-
loglou, Dogariu y Christodoulides demostraron que los haces de Airy tienen la propiedad de auto-
reconstruccién. [10, 11, 12].

En 2007, Bandres estudio las propiedades de los haces de Airy bidimensionales y demostr6 que los
haces acelerados estdn determinados por una funcién compleja de onda definida en una recta real
[13].

Por otro lado, los haces de Laguerre-Gauss son una familia de soluciones exactas a la ecuacion escalar
paraxial de onda en el espacio vacio con momento angular, mantienen su forma durante su propaga-
cion, a la vez que presenta difraccion, por esta razén, se le conoce como haz pseudo-adifraccional [14,
15].

Cabe mencionar que se han reportado las caracterizaciones geométricas de los haces de Bessel [16],
de Mathieu [17] y los parabdlicos [18]. Ademas, se han estudiado las trayectorias de energia exactas
y geométricas de los haces de Laguerre-Gauss por Berry y McDonald [19]. Es decir, estos autores,
presentaron las curvas integrales del vector de Poynting para los haces de Laguerre-Gauss, en forma
exacta y en forma aproximada suponiendo que la longitud de onda de estos haces tiende a cero.

El objetivo de este trabajo es determinar las curvas integrales del vector de Poynting, los rayos de luz
geométricos y la ciustica determinados por los haces de Airy y Laguerre-Gauss, usando el método del
potencial cudntico introducido por Bohm en el contexto de la ecuacioén de Schrodinger.

Para este proposito, en el Capitulo 2, mostramos que cualquier solucion a la ecuacién de Hamilton-
Jacobi que describe la evolucion de una particula libre con masa m = 1, la cual también es solucién
de la ecuacion de Laplace en una dimension, da origen a una solucién exacta de la ecuacion esca-
lar paraxial de onda en el vacio. Usando el principio de superposicién, mostramos que la solucion
general a la ecuacion escalar paraxial de onda en el vacio es determinada por dos funciones reales
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arbitrarias. Posteriormente, nos restringimos al estudio de un subconjunto particular de soluciones,
las cuales desde el punto de vista geométrico estan caracterizadas por: una familia de frentes de onda,
una familia de rayos de luz y una region caustica, que son determinadas por una solucion especial a
la ecuacién de Hamilton-Jacobi para una particula libre de masa m = 1. Ademads, mostramos que con
cada solucion a la ecuacion escalar paraxial de onda en el vacio se puede asociar, en forma natural,
un sistema Hamiltoniano de un grado de libertad que describe la evolucion de una particula de masa
m = 1 bajo la interaccién del denominado potencial cudntico producido por la funcién de onda. La
evolucion de esta particula estd dada por las ecuaciones de Hamilton correspondientes o segunda ley
de Newton. En este capitulo, remarcamos que las curvas integrales del vector de Poynting conforman
un subconjunto de soluciones a las ecuaciones de Hamilton. Si el potencial cuantico no es idéntica-
mente cero, mostramos que entonces existe un subconjunto de puntos determinado por los ceros del
potencial cuantico. En tal caso, con cada solucién de la ecuacion escalar paraxial de onda en el vacio
asociamos una familia de lineas rectas determinadas por las rectas tangentes a las curvas integrales
del vector de Poynting en los ceros del potencial cuantico. Es importante destacar que en general este
conjunto de lineas rectas no corresponde a los rayos de luz geométricos determinados por la solucion
paraxial. En el capitulo 2, estos resultados generales son aplicados al haz de Airy. Demostramos que
para este haz, la fuerza cuantica determinada por el potencial cudntico es constante de tal forma que
las curvas integrales del vector de Poynting son trayectorias parabdlicas y las rectas tangentes a las cur-
vas integrales del vector de Poynting en los ceros del potencial cudntico si corresponden a los rayos
geométricos. Finalmente, remarcamos que para el haz de Airy, los ceros del potencial cuantico coinci-
den con la c4ustica asociada a los rayos de luz geométricos. En el Capitulo 3, presentamos resultados
andlogos para los haces de Laguerre-Gauss. Finalmente, presentamos nuestras conclusiones.
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Capitulo 2

2.1. Soluciones a la ecuacion escalar paraxial de onda en el va-
cio apartir de integrales completas ala ecuacion de Hamilton-
Jacobi en el vacio

En esta seccion, mostramos que la solucion general de la ecuacion escalar paraxial de onda (1+1)D en
el vacio es determinada por dos funciones reales O(P) y S(x, P, z). La primera funcién estd definida en
el espacio de los momentos y la segunda, es una integral completa de la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi
en el vacio, que describe la evolucion de una particula libre con masa m = 1y que ademas satisface la
ecuacion unidimensional de Laplace. Para ello, partimos de la ecuacién escalar paraxial de onda [20]
en el vacio dada por:

16% _0p

20x? o 0z
donde k es el nimero de onda. Estamos interesados en soluciones de la forma dada por

0, (2.1)

P(x,z) = 52, (2.2)

Entonces, utilizando las Ecs. (2.1) y (2.2), un célculo directo muestra que la funcion S(x, z) debe ser
tal que

L(35)7, 98 _ (2.3)
2 \dx oz '
32S

Es decir, la funcion S(x, z) debe ser una solucién tanto de la ecuacién unidimensional de Hamilton-
Jacobi en el vaciom, para una particula de masa m = 1, como de la ecuacién unidimensional de Lapla-
ce. Ademas, otro calculo directo muestra que la solucion general de la ecuacion de Laplace ecuacion
(2.4) viene dada por

S(x,2) = f1(2) + xf2(2), (2.5)
donde f1(z) y f>(z) son funciones solamente de la coordenada z. Asi, a partir de las Ecs. (2.3) y (2.5)
encontramos que una integral completa de la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi, la cual también es una

5



Caracterizacién geométrica y potencial de Bohm de haces estructurados

solucidn de la ecuacion de Laplace, viene dada por
S(x,P,z) = xP - ng +a(P), (2.6)

donde a(P) es una funcion arbitraria del pardmetro P. De acuerdo con la teoria de Hamilton-Jacobi,
la funcién S(x, P,z) dada por la Ec. (2.6), es la funcién generadora de una transformacién canénica
de las coordenadas locales del espacio de fase (x, p) a las nuevas coordenadas locales (3, P) explicita-
mente dada por:

oS da
B = d_P_x_zP+d_P’ 2.7)
s

Dado que la ecuacion escalar paraxial de onda (2.1) es una ecuacion lineal, entonces admite el prin-
cipio de superposicion. Por lo tanto, la solucion general de esta ecuacion viene dada por

W(x,z) = / O(P)elkxP-5P*+a(P)l gp (2.9)
D

donde D es una variedad diferenciable unidimensional. Para el caso particular, cuando O(P) es una
constante, la solucion (2.9) viene determinada por las propiedades de la integral completa (2.6) y en-
tonces, existe una solucién particular S(x, z) a la ecuaciéon unidimensional de Hamilton-Jacobi (2.3),
que proporciona la caracterizacion geométrica de la onda ¥(x, z). Dicha solucion se obtiene de la si-
guiente manera: la Ec. (2.7) se iguala a cero, es decir, 8 = 0y se resuelve para P(x, z), de esta forma se
encuentra que

P =T(x,z), (2.10)

y S(x, z) se obtiene sustituyendo la Ec. (2.10) en la Ec. (2.6). Por lo tanto,
= Z
S(x,z) =xI'(x,z2) — E[I‘(x,z)]2 +a(I'(x,z)). (2.11)

Los frentes de onda geométricos asociados con la funcion de onda (2.2) estan definidos por la familia
de curvas en el plano xz dada por

S(x,z) = xI'(x,z) - g[l“(x,z)]2 +a(l(x,z2)) =C, (2.12)

donde C es una constante real que etiqueta los frentes de onda geométricos. Ademads, los rayos de luz
geométricos asociados a esta familia de frentes de onda vienen dados por la Ec.(2.7) con 8 = 0. Es
decir, vienen dados por

x—zp+ 3% _g (2.13)
2P+ -5 =0. .
Y la caustica, que se define como la envolvente de los rayos de luz geométricos (2.13), esta dada por
todos los puntos (x, z) del plano tales que, ademas de cumplir con la Ec. (2.13), deben cumplir con la
siguiente condicion:

—z+— =0. (2.14)
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Es decir, la cdustica puede escribirse en la siguiente forma:

L pia de
¢ 7 T 4dp?2 dp’
d*a
Zc = ap2 (2.15)

En esta seccidn, hemos demostrado que cualquier solucién de la ecuacion escalar paraxial de onda
en el vacio, de la forma (2.2), define de manera natural, un sistema hamiltoniano unidimensional
para una particula libre de masa m = 1. Ademas, utilizando el principio de superposiciéon hemos
definido una soluciéon mas general para la ecuacion escalar paraxial de onda en el vacio dada por (2.9),
que esta determinada por las dos funciones arbitrarias O(P) y a(P). Para el caso particular en el que
O(P) sea una constante, la solucion resultante (x, z), en el limite geométrico o aproximacion de
mecanica clasica, tiene asociada una nueva solucion (2.11) a la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi en el
vacio (2.3). Asi, esta onda tiene asociado un conjunto de frentes de onda (2.12) y la cdustica dada por
las Ecs. (2.15). Concluimos esta seccién remarcando que S(x, z), solucién a la ecuacién de Hamilton-
Jacobi (2.3), no es una solucion de la ecuacion unidimensional de Laplace (2.4). De hecho, utilizando
las Ecs. (2.11) y(2.13), un calculo directo muestra que

0’S or 1

dx2  dx ,_ da
~ar

(2.16)

Asi, a partir de las Ecs.(2.10) y(2.15), tenemos que en la region ciustica, el lado derecho de esta
ecuacion, diverge.

2.2. Sistema hamiltoniano asociado a una solucion de la ecua-
cion escalar paraxial de onda (1 + 1)D en el vacio

En esta seccion, mostramos que cualquier solucién de la ecuacion escalar paraxial de onda (1 + 1)D
en el espacio vacio determina un sistema hamiltoniano que describe la evolucién de una particula,
con masa m = 1, bajo la interaccién del llamado potencial cuantico, que es producido por la funciéon
de onda, tal y como lo ha mostrado Bohm en el contexto de la ecuacidn de Schrodinguer. Para esto,
comenzamos escribiendo la solucién dada por (2.9) en su forma polar, es decir,

P (x,2) = R (x,z) e*®*2), (2.17)

donde R(x, z) y ®(x, z) son dos funciones reales. Ahora, sustituyendo esta expresion en la ecuacion
escalar paraxial de onda en el vacio (2.1), un célculo directo muestra que las funciones R y & deben
satisfacer las siguientes ecuaciones acopladas

d | ,00| OR?

3% d_x] i (2.18)
1/(0® od
5(_6 ) fQra+y = o (2.19)
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Formalmente, la Ec. (2.19) es la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi para una particula de masa m = 1 bajo
la interaccion producida por el potencial cudntico

1 &°R
2k2R dx?’

Q=- (2.20)
donde la coordenada z estd tomando el lugar del tiempo ¢, y el momento lineal de la particula se define

por:
0o
= —3X. 2.21
p=5.% (2.21)
Con estas identificaciones la Ec. (2.18) establece el andlogo de la conservacion de la probabilidad; es
decir

0 dR?
P I B 2.22
(axx) J+ 2 0, (2.22)
donde 30
J=R>~—% =R%p, 2.23
P p (2.23)

es la corriente de densidad de probabilidad. Por lo tanto, a partir de la Ec. (2.19), vemos que con cual-
quier solucion de la ecuacion escalar paraxial de onda en el vacio se puede asociar, de forma natural,
un sistema Hamiltoniano, para una particula de masa m = 1, con un grado de libertad, bajo la in-
fluencia del potencial cuantico (2.20). El Hamiltoniano de este sistema esta dado por:

p?
H= T+ Q(x,z2). (2.24)

Entonces las ecuaciones de Hamilton correspondiente son:

dx_ oH (225)
dz  dp -P '
dp  6H  4Q

dz = 9x  ox (226)

Asi, la segunda ley de Newton que describe la evolucion de esta particula se puede escribir en la
siguiente forma
d?x

e F(x,2), (2.27)

donde F es la denominada fuerza cuantica, definida por

F(x,z) = —g—g. (2.28)

A partir de estos resultados, queda claro que con cualquier solucién (2.17) de la ecuacién escalar pa-
raxial de onda en el vacio (2.1) podemos asociar una particula de masa m = 1 evolucionando bajo la
interaccion dada por el potencial cuantico (2.20). Es decir, la evolucion de esta particula viene dada por
las ecuaciones de Hamilton (2.25) y(2.26) o equivalentemente por la segunda ley de Newton (2.27).
Desde el punto de vista geométrico o desde el punto de vista de la mecdanica clasica a esta onda le
podemos asociar una solucion particular, S (x,z), de la ecuacién de Hamilton-Jacobi en el vacio dada
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por la Ec.(2.11). Por otro lado, tenemos que el vector de Poynting asociado a la solucién (2.17) esta
dado por
S=R*(p+32), (2.29)

donde p esta dado por la Ec.(2.21). Por lo tanto, a partir de las Ecs. (2.21), (2.25), (2.26) y(2.29) con-
cluimos que las curvas integrales del vector de Poynting (2.29), en general, conforman un subconjunto
de soluciones a las ecuaciones de Hamilton (2.25) y (2.26). Asi que, la Ec. (2.18) o equivalentemente
la Ec. (2.22) implica que el flujo del vector Poynting, determinado por la onda escalar paraxial en el
vacio, a través de una curva cerrada en el plano xz es cero.

En este trabajo suponemos que la solucién ¥ (x, z) es dada, entonces su potencial cuantico y fuerza
cuantica estan dadas por (2.20) y (2.28), respectivamente. Obsérvese que el potencial cuantico (2.20)
determinado a partir de una solucion dada a la ecuacién escalar paraxial de onda, en general, serd una
funcion de las coordenadas x y z. Si éste no es idénticamente cero, entonces existird un subconjunto
del plano xz determinado por los ceros del potencial cudntico. Dependiendo de las propiedades de la
solucion de onda, los ceros del potencial cuantico pueden ser puntos aislados o curvas. Esta region
es importante porque como podemos ver de las Ecs. (2.3) y(2.19) las soluciones a ambas ecuaciones
de Hamilton-Jacobi coincidiran. Esto a su vez significa que a partir de las soluciones a las ecuaciones
de Hamilton (2.25) y (2.26) determinadas por la fase ® de la funcién de onda conocida; es decir, las
curvas integrales del vector de Poynting, y los ceros del potencial cuantico correspondiente, podemos
introducir un subconjunto de soluciones de las ecuaciones de Hamilton que describen la evolucion
de una particula libre con un grado de libertad y masa m = 1, que definimos como la familia de
rectas asociadas con los ceros del potencial cudntico. Este subconjunto estd definido por la familia
de rectas tangentes a las soluciones de las ecuaciones de Hamilton (2.25) y (2.26), determinadas por
la solucion a la ecuacion escalar paraxial de onda en el vacio, en los ceros del potencial cuantico
correspondiente. Este subconjunto particular de rectas, en general, no coincide con los rayos de luz
geométricos asociados con la solucion escalar paraxial de onda Sin embargo, como veremos, para el
haz de Airy, estas rectas tangentes son los rayos de luz geométricos determinados por este haz en su
aproximacion de Optica geométrica.

2.3. Elhazde Airy

El haz de Airy es una solucion exacta de la ecuacion escalar paraxial de onda (2.1) en el vacio dada
por
‘k(B3xz _B%3 )

3,2
_Bz)el 2 2

Y(x,z) = A : (2.30)

BK?/3 (x

donde B es una constante, tal que B? tiene unidades de uno sobre longitud, y Ai(-) es la funcién de
Airy. Es decir, para este haz

B3 2
R(x,z) = Ai|Bk*3 (x—TZ) , (2.31)
B3XZ B6Z3
O(x.z) = _ . 2.32
(x,2) > B (2.32)

En la Figura 2.1, presentamos en (a) el grafico de la intensidad, R?(x, z), del haz de Airy y en (b) la
intensidad del haz de Airy en z = 0. En la Figura 2.2, mostramos la fase, ®(x, z), del haz de Airy.

9
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Por lo tanto, a partir de las Ecs. (2.20), (2.28) y (2.31) se muestra que el potencial cuantico y la fuerza
cuantica determinados por el haz de Airy pueden escribirse de la siguiente manera

B3 B3ZZ

Q = —7(x— 2 ) (2.33)
B3

F = = (2.34)

0.30¢
0.25}
0.20f
0.15F 52
0.10}
0.05}
0.00}

Figura 2.1: En (a) Se muestra el grdfico de intensidad R?(x, z) en el plano xz del haz de Airyy en (b) la
intensidad del haz de Airy en z = 0. En estos grdficos tomamos B=1yk = 1.

Figura 2.2: Se muestra la fase del haz de AiryparaB =1y k = 1.

Es decir, el potencial cuéntico es: lineal en x, cuadratico en z, negativo para 4x > B3z2, positivo para
4x < B3z? y cero en la curva parabolica

B B3Z2

X = : (2.35)

10
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La fuerza cuantica es constante. En la Figura 2.3, mostramos una grafica del potencial cuantico (2.33)
(morado) y sus ceros (2.35) (rojo) determinados por el haz de Airy. Asi, a partir de las Ecs. (2.24)
y (2.33), encontramos que el Hamiltoniano determinado por el haz de Airy es

(2.36)

Figura 2.3: El potencial cudntico, Q (morado) determinado por el haz de Airyy sus ceros (rojo), con B = 1
yk=1

Esto significa que las ecuaciones de Hamilton que describen la evolucién de la particula de masa
m = 1 asociada al haz de Airy pueden escribirse de la siguiente manera

dx _  dp B
iz P 4z T2

Y la segunda ley de Newton que rige la evolucién de la particula asociada al haz de Airy esta dada por

(2.37)

d’x B’ 5 38
Froi (2:38)
De esta ecuacion se deduce que la particula de masa m = 1 asociada al haz de Airy estéd evolucionando
bajo la interaccion de una fuerza constante dada por la Ec. (2.34). En otras palabras, la aceleracion de
esta particula es constante y, por lo tanto, sus posibles trayectorias en el plano xz son parabdlicas.
Este hecho puede observarse calculando la solucién general de las ecuaciones de Hamilton (2.37),
que pueden escribirse de la siguiente manera

B3 2
X = Xo+ PpoZ+ 42’ (2.39)
B3z
P = PO"‘T, (2.40)

11
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donde X( y po son los valores de x(z) y p(z) en z = 0. Por tanto, en el espacio de configuraciones
extendido con coordenadas locales (x, z), las soluciones (2.39) conforman una familia de trayectorias
parabdlicas de dos pardmetros. Estos parametros son Xxo y po. Esto significa que para cada valor de x,
en cada punto del plano xz pasan tantas trayectorias parabdlicas como valores distintos puede tomar
el pardmetro py. Sin embargo, el haz de Airy no determina todas estas soluciones de las ecuaciones
de Hamilton (2.37). Es decir, entre todas las soluciones (2.39) y (2.40) el haz de Airy determina el
subconjunto tal que

_0® Bz

S ox 2
Por lo tanto, a partir de las Ecs. (2.39)-(2.41) concluimos que el subconjunto de soluciones a las ecua-
ciones de Hamilton (2.37) determinadas por el haz de Airy estan dadas por las Ecs. (2.39) y (2.40) con
Do = 0. Esto significa que la particula con masa m = 1 asociada al haz de Airy es tal que parte del
reposo en la posicién xy. Por lo tanto, en el espacio de configuraciones extendido, en nuestro caso, el
plano xz, las trayectorias de la particula asociada al haz de Airy vienen dadas por

p (2.41)

B3z2
4 b

X = Xo+ (2.42)
que también son conocidos como los rayos de luz fisicos asociados al haz de Airy. Es decir, son las
curvas integrales del vector de Poynting determinadas por el haz de Airy. En otras palabras, son las
trayectorias a lo largo de las cuales fluye la energia. Para el haz de Airy, los ceros de su potencial cudn-
tico (2.35) corresponden a una solucion particular de las ecuaciones de Hamilton (2.37), dadas por
Xo = 0y po = 0. En la Figura 2.4(a) mostramos algunas curvas, que son soluciones de las ecuaciones
de Hamilton. En la Figura 2.4(b) mostramos algunas soluciones a las ecuaciones de Hamilton deter-
minadas por el haz de Airy con B = 1. Mientras que en 2.4(c) se muestra una superposicion de 2.4(a)
y 2.4(b), se observa que las trayectorias determinadas por el haz de Airy son soluciones de las ecuacio-
nes de Hamilton, ademads, la curva determinada por los ceros del potencial cudntico (rojo) coincide
con una de estas soluciones.

210 -5 0 5 10 10 -5 0 5 10
(a) (b)

Figura 2.4: (a) Se muestran algunas soluciones a las ecuaciones de Hamilton en el espacio de confi-
guraciones para xo = —10,-5,0,5,10, po toma diferentes valores, en (b) se muestran algunas curvas
integrales del vector de Poynting determinadas por el haz de Airy (morado), para xo = —10,-5,0, 5,10
Y po = 0y en (c) se muestra una superposicion de (a) y (b), ademas se muestran los ceros del potencial
cudntico (rojo).

12
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Ahora, calculamos las rectas tangentes a los ceros del potencial cudntico, que conforman una curva
integral particular del vector de Poynting determinada por el haz de Airy. Para ello, calculamos el
campo vectorial tangente a los ceros del potencial cudntico para el haz de Airy dado por la Ec. (2.33).
Un célculo directo muestra que este campo vectorial puede escribirse de la siguiente manera

3
t= (%)xu (2.43)
10 :
5 ’//
=

\

-10 i .
-10 -5 0 5 10

Figura 2.5: Se muestran algunas lineas tangentes (azul) a los ceros del potencial cudntico (rojo) para el
haz de Airy con B = 1.

Por lo tanto, si etiquetamos los puntos correspondientes a los ceros del potencial cuantico para el haz
de Airy con el pardmetro gy, entonces un calculo directo muestra que los puntos de las rectas tangentes
a los ceros del potencial cudntico para el haz de Airy estdn dadas por

2

(% ; T) X+ (z0+7)2, (2.44)

donde 7 etiqueta los puntos en cada recta. En la Figura 2.5, presentamos algunas lineas tangentes a
la curva parabélica correspondiente a los ceros del potencial cuantico del haz de Airy con B = 1. A
continuacion, mostramos que esta familia de rectas son los rayos de luz geométricos determinados por
el haz de Airy y que los ceros del potencial cudntico coinciden con la region caustica correspondiente.
Para ello, utilizamos la representacion integral de la funcién de Airy Ai(u), un calculo directo muestra
que

1 ©ik|xp—Biz P2
Y(x,z) = E/ elk[xp 2 +3B3] dP. (2.45)

Asi, a partir de las Ecs. (2.9) y (2.45) tenemos que para el haz de Airy

13
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D = R, (2.46)
k1/3
O(P) = B’ (2.47)
P? p3
S(x,z,P) = XxP- Tz + o (2.48)
Es decir, para este haz
P3
a(P) = 3. (2.49)

A partir de las Ecs. (2.7) y (2.8) tenemos que la transformacidn canénica generada por la integral com-
pleta (2.48) puede escribirse de la siguiente manera

PZ
B = X =2ZP+ o3, (2.50)

p = P. (2.51)

Por lo tanto, los rayos de luz geométricos determinados por el haz de Airy vienen dados por todos los
puntos del plano xz tales que § = 0; es decir, por todos los puntos tales que
P2

x=2P- =, (2.52)
—co < P < o0, que conforman una familia de rectas en el plano xz. De hecho, un célculo directo de-
muestra que estos rayos de luz geométricos son las rectas tangentes a los ceros del potencial cuantico
dado por la Ec.(2.43). La relacién entre los parametros P y z, viene dada por zo = 2P/B3 . Final-
mente, mostramos que los ceros del potencial cuantico, para el haz de Airy, coinciden con la caustica
determinada por los rayos de luz geométricos (2.52). Para ello introducimos la siguiente definicion:

Definicion: Sea h : M — N un mapeo diferenciable, con M y N diferenciables. El conjunto de
puntos en M donde h no es localmente uno a uno se denomina como su conjunto critico y la imagen
del conjunto critico se denomina conjunto caustico de h [21, 22].

Observe que desde un punto de vista matematico, los rayos de luz geométricos determinados por el
haz de Airy (2.52), se describen mediante un mapeo entre dos subconjuntos de R? donde (P, z) son
coordenadas locales que etiquetan los puntos en su espacio dominio y (x, z) son coordenadas locales
en su espacio imagen. Por lo tanto, un calculo directo muestra que el conjunto critico del mapeo (2.52)
viene dado por z = (2P) /B3y su conjunto caustico viene dado por todos los puntos (x., z.) del plano
xz dados por

P2 2P

E, Ze = ﬁ (253)

xc =
Es decir, la forma no paramétrica de la cdustica, asociada al haz de Airy, es una curva parabolica dada
por
B3z2
Xe = Tc’ (2.54)

que es la ecuacién que describe los ceros del potencial cudntico (2.35). Ademas, a partir de las Ecs. (2.39)
y (2.54) concluimos que la cdustica asociada al haz de Airy es una curva integral particular del vector

14
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de Poynting dada por las condiciones iniciales xo = 0y po = 0. Por ultimo, estudiamos las soluciones,
S,delaecuacion de Hamilton-Jacobi en el vacio asociadas a los rayos de luz geométricos determinados
por el haz de Airy. Para ello resolvemos para P de la Ec. (2.50) con § = 0, y obtenemos que

P:Fi(x,z):g(zi,/zz—Z—x). (2.55)

Es decir, para el haz de Airy tenemos dos soluciones para P, las correspondientes soluciones S se
obtienen sustituyendo la Ec. (2.55) en la Ec. (2.48), y asi encontramos que

(2.56)

. B3xz B°z> B® 4x\3?
Si(x9z): - + 2

+ —
2 12 12

Por lo tanto, los frentes de onda geométricos que caracterizan el haz de Airy vienen dados por todos
los puntos del plano xz tales que

B3xz BSz® BS [, 4x\¥?
> T D +E Z BE =C, (2.57)

donde, C es una constante real. Es decir, los frentes de onda geométricos asociados al haz de Airy
tienen dos ramas. En la Figura 2.6 (a) mostramos algunos frentes de onda geométricos dados por S.. =
C (verde), también mostramos los ceros del potencial cudntico, que a su vez, coinciden con la region
caustica (rojo) para el haz de Airy. En la Figura 2.6 (b) mostramos algunos frentes de onda fisicos
dados por @ = C (morado), la curva roja corresponde a los ceros del potencial cudntico para el haz de

AiryconB=1yk =1.

/

/

A S

I
/ /
e

A /

f/ #xi,' / Illl" (

Figura 2.6: (a) Se muestran algunos frentes de onda geométricos dados por S, = C (verde). La curva roja
corresponde a los ceros del potencial cudntico para el haz de Airy con B = 1y k = 1. (b) Se muestran
algunos frentes de onda fisicos dados por ® = C (morado). La curva roja corresponde a los ceros del
potencial cudntico para el haz de AiryconB =1yk = 1.
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2.4. Unaderivacion del haz de Airy desde el punto de vista del
potencial cuantico

En esta seccidn presentamos una derivacion del haz de Airy utilizando el enfoque del potencial cudn-
tico. Es decir, utilizando las Ecs. (2.18)-(2.28). Para ello, de acuerdo con los resultados de Berry y Ba-
lazs [3], sabemos que la densidad de probabilidad del haz de Airy se propaga sin distorsiéon y con ace-
leracion constante. La condicion de aceleracion constante sugiere buscar un potencial cudntico tal
que su fuerza cuédntica asociada sea una constante. Si esta fuerza constante se denota por Fy, entonces
a partir de la Ec. (2.28) tenemos que el potencial cudntico correspondiente es

Q(x,z) = —xFy+9g(z) (2.58)

donde g(z) es una funcion solo de z. Ahora, utilizando el potencial cuantico dado por la Ec. (2.20), se
tiene que R debe ser una solucién de la ecuacion de Airy; es decir
9%R(u)
du?

—uR(u) =0, (2.59)

donde
_9(2)

0

u = (2k*Fy)'/3 [x (2.60)

La solucion general de esta ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden est4 dada por una com-
binacidn lineal de las funciones de Airy de primer y segundo tipo Ai(u) y Bi(u). Por lo tanto, para
obtener el haz de Airy, debemos tomar

R(u) = Ai(u). (2.61)

Ahora usamos el hecho de que la fuerza estd dada, entonces a partir de la segunda ley de Newton
(2.27) tenemos tenemos que las trayectorias de la particula estan dadas por

1
x(z) =c1+cz+ EFoZZ, (2.62)

donde c; y ¢, son dos constantes. Entonces de las Ecs. (2.21), (2.25) y (2.62) tenemos que

od dx
S =p=L=a+Fz (2.63)
Entonces
®D(x,z) = (c2+ Fyz)x + h(z), (2.64)

donde h(z) es funcion tnicamente de z. Finalmente, determinamos la funcién g(z) que aparece en
el potencial cudntico (2.58) y la funciéon h(z) que aparece en la Ec.(2.64). Estas dos funciones se
determinan exigiendo que las Ecs. (2.61) y (2.64) sean solucion de las Ecs.(2.18) y (2.19). Es decir,
deben determinarse a partir de las condiciones

d

L 20®)  d[Ai(w]*
2
%(g_i’) ~xEy+g(@)+ 2 = 0 (2.66)
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Usando las Egs. (2.60) y (2.64), la condicion (2.65) implica que
_1los
9(z) = ZFOZ + Focaz +c3, (2.67)

donde c; es otra constante. Finalmente, usamos las Egs. (2.64) y (2.67), la condicion (2.66) implica
que

1 1
h(z) = —3Fjz’ — Foerz - (03 + Ecﬁ) Z+ca, (2.68)

donde ¢4 es una constante. Por lo tanto, suponemos que la fuerza es una constante, el enfoque del
potencial cudntico proporciona la siguiente solucién

1 c ;
W(x,z) = Ai {(2k2F0)% X — EFoz2 -z — 1?3] } etk®(x2) (2.69)
0
_ 15 3 1,
D (x,2) = (c2 + Foz)x 3 Fo Foez = |es+ 563 | 2+ ca. (2.70)

donde c;, c3 y c4 son constantes reales arbitrarias. El potencial cuantico asociado a esta solucion tiene
la siguiente expresion

1
Q(x,z) = —xFy + EFOZZZ + Focaz + C3. (2.71)

De las Egs. (2.30) y (2.70) se deduce que el haz de Airy corresponde al casoen quec, = 0,¢3 = 0,c4 =0
y Fy = B3/2.

17



Caracterizacién geométrica y potencial de Bohm de haces estructurados

18



Capitulo 3

3.1. Laecuacion paraxial de onda y el potencial cuantico

Si el vector de posicion r de un punto en el espacio tridimensional estd dado por
r=r, +2zz, (3.1)
entonces la ecuacién paraxial de onda puede escribirse de la siguiente manera [20]

., 0P
Vi + 2zka =0, (3.2)
donde V21 es el laplaciano transversal y 1 es un campo escalar eléctrico complejo. Tomando la fun-
cion de onda en su forma polar

P(r) = R(r)e™*®, (3:3)

donde k = 27t /A es el numero de onda, al proponer esta solucién a la ecuacién paraxial de onda (3.2),
se observa que esto implica que las funciones R y ® satisfacen el siguiente conjunto de ecuaciones

2
V.- (R*V,.®) + R _ 0, (3.4)
0z
1 oo
(Vi@ +Q+ 5= = 0, (3.5)
donde 5
— VJ_R
Q(r) = T3KR’ (3.6)

es el llamado potencial cuantico. Observe que si en la Ec. (3.4) sustituimos la coordenada z por el
tiempo ¢ y si identificamos a R? con la densidad de probabilidad, entonces v, = V, ® puede identifi-
carse con la velocidad de una particula de masa m = 1 y densidad de corriente de probabilidad dada
por

J, =RV, ®, (3.7)

de esta manera, la Ec. (3.4) representa la conservacién de probabilidad. Por otro lado, la Ec. (3.5) es la
ecuacion de Hamilton-Jacobi para una particula de masa m = 1 con dos grados de libertad y funcion

hamiltoniana
PL P

2

H =

+Q(r), (3.8)
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donde
pJ_ = VJ_CI) (39)
Esto indica que las curvas integrales del vector J, (3.7) son soluciones de las ecuaciones de Hamilton
dr, dp.
— =P, — =-V r). 3.10
dz P, dz 1Q(x) ( )
Ademas, observamos que también son soluciones
d’r,
—=F,, 3.11
o =F. (3.11)

donde F, es la fuerza cuantica y se define por

V2R
F, =-V,Q(r)=V, (2k2R) : (3.12)

Por lo tanto, cualquier solucion ¢, de la ecuacion escalar paraxial de onda en el vacio de la forma (3.2),
se le puede asociar un sistema hamiltoniano con dos grados de libertad, la funcién hamiltoniana est4
dada por la Ec.(3.8) y momento dado por la Ec.(3.9). Es decir, a cualquier solucion de la ecuacion
paraxial de onda (3.2), se le puede asociar un potencial cudntico y una fuerza cuantica que determi-
nan las curvas integrales del campo vectorial (3.7). Tenemos que, una vez encontrada una soluciéon
particular 1, de la ecuacion paraxial de onda en el vacio, podemos asociarle una particula de masa
m = 1 con dos grados de libertad bajo la accion del potencial cudntico, tal que el momento lineal de
esta particula, estd dado por la Ec. (3.9). Asi, el momento angular de esta particula viene dado por

L, =r, Xp,. (3.13)
A partir de las Ecs. (3.9)-(3.13):
dL
L - N, (3.14)
dz
N, = r, xF,, (3.15)

donde N, eslatorcasobre la particula. Ademads, la velocidad areolar A | , se define como el 4rea barrida
por el radio vector por unidad de tiempo [23, 24]. En este caso, est4 dada por:

4.1 ( f er) - (3.16)

=—|r.x—= .
dz 2 dz 2
Utilizando coordenadas cilindricas (p, ¢,z), la funcién hamiltoniana (3.17) puede escribirse de la
siguiente manera:
1

H=—-
2

p2
(pﬁ + p—i) +Q(p. 9.2) (3.17)

y las correspondientes ecuaciones de Hamilton (3.10) son:
dp _ dp Py
-5 = pp, 5 — _27
dz dz p
dp, _ Py 9Q dp, _ 4Q

dz ~p> 0dp dz  d¢

(3.18)

(3.19)
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La ecuacion de Hamilton-Jacobi determinada por la funcién Hamiltoniana (3.17) esta dada por

08\*, 1 (38’
dp) p*\0p

De la teoria de Hamilton-Jacobi, se sabe que la solucion general de las ecuaciones de Hamilton esta da-
da por una integral completa, S, ala ecuacion de Hamilton-Jacobi. Es decir, una solucién S(p, ¢, P1, P2, 2)
donde P; y P, son dos pardmetros constantes tales que

928 928 928 928
- 0. (3.21)

1 3S
3 +Qp.p.2) + 5 =0 (3:20)

Por lo tanto, siguiendo el punto de vista del potencial cuédntico, cualquier solucion de la ecuacion
paraxial de onda en el vacio determina un sistema hamiltoniano que describe la evolucion de una
particula con dos grados de libertad y masa m = 1 bajo la influencia del potencial cuantico (3.6), de tal
manera que las curvas integrales del vector (3.7) conforman un subconjunto particular de soluciones
de las ecuaciones de Hamilton (3.18) y (3.19). Este subconjunto esta determinado por S = ® en la
ecuacion de Hamilton-Jacobi (3.20).

Es importante destacar que la Ec. (3.4) implica que
V.-P=0, (3.22)
donde
P = k(R*V,® + R*2) = kR*(p. + 2), (3.23)

es el vector de Poynting determinado por la solucién 3 de la ecuacion paraxial de onda en el vacio.

En este trabajo se suponen conocidos R y @, entonces el potencial cudntico, la fuerza cuéntica y las
trayectorias de la particula determinadas por esa solucién de la ecuacion paraxial de onda en el es-
pacio vacio se calculan utilizando las Ecs. (3.6), (3.12), (3.18) y (3.19) con la condicién (3.9). Ademas,
es importante sefialar que en general el potencial cudntico (3.6) es una funcion de las coordenadas
locales (p, ¢, z). Por lo que, si el potencial cuantico no es idénticamente cero, entonces podria haber
una region en el espacio determinada por los ceros del potencial cudntico. Dependiendo de las pro-
piedades de la solucién de la ecuaciéon paraxial de onda, esta region esta constituida por superficies
bidimensionales, curvas o puntos. En esta region, la ecuacion de Hamilton-Jacobi (3.20) se reduce a la
de una particula libre, esto significa que podemos asociar una familia de rectas a la ecuacién paraxial
de onda en el vacio. Una vez obtenido el potencial cudntico el conjunto de rectas correspondiente,
viene definido por las rectas tangentes a las curvas integrales del campo vectorial J,, las cuales de
acuerdo con la Ec. (3.23), corresponden a las rectas que son tangentes a las curvas integrales del vec-
tor de Poynting en los ceros del potencial cudntico. Por construccion, estas rectas son soluciones de
las ecuaciones de Hamilton para una particula de masa m = 1 con dos grados de libertad en el vacio.

En general, esta familia de rectas, no corresponden a los rayos de luz geométricos asociados a la onda
paraxial [25]. Sin embargo, para los haces de Laguerre-Gauss, las rectas tangentes a las curvas inte-
grales del vector de Poynting, en los ceros del potencial cuantico, si son los rayos de luz geométricos.
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3.2. Los haces de Laguerre-Gauss

En esta seccidn, aplicamos los resultados generales a los haces de Laguerre-Gauss. En este caso, usan-
do coordenadas cilindricas (p, ¢, z) tenemos que

I 2

An (V2 20%\ -5
R(r) = 21 ﬂ) L (iz) e 2, (3.24)

wy | wyg wy
_lp PP $g
CI)(I') —?+E—(2n+|l|+1) (? , (325)
2n!

Ap = Tk (3.26)

donde n y I son los nimeros cudnticos que caracterizan a la solucion, y I corresponde a la magnitud
del momento angular orbital asociado con el haz, L,',f lesel polinomio asociado de Laguerre de orden
ny grado |l|. Las funciones wg, R; y ¢4 son la cintura del haz, el radio de curvatura y la fase de Gouy,
respectivamente, y vienen dadas por las siguientes ecuaciones:

472
Wz = Wy 1+ k2—w(‘)" (327)
k*w;
R,=z+ , 3.28
z =< 4z ( )
2
¢4 = arctan (—Zz) . (3.29)
kw0

El haz se define completamente por cuatro numeros n, I, k y wy. De las Ecs. (3.6), (3.12) y (3.24), un
calculo directo muestra que el potencial cuantico y la fuerza cuéntica para estos haces, estan dados
por

Qua(r) = — (1 l+an-2 |z|2wg) (3.30)
r) = +|l|+2n - — — , )
e k2w? w2 4p?
4 (p  IPwg ) A
F r) = — - . 3.31
El potencial cuéntico se puede escribir en la siguiente forma
2 (02~ %) (* - P2)
r)= ; 3.32
Qrc(r) i (3.32)
2 2
p*EZ) =1+ |I|+2n /(1 +2n)(1+2|l| +2n). (3.33)
w

Z

Por consiguiente, para 0 < p < p_ el potencial es negativo y tiende a menos infinito a medida que p
tiende a cero. Para p_ < p < p; el potencial es positivo, mientras que para p > p,, es negativo. Los
ceros del potencial cudntico para el haz de Laguerre-Gauss vienen dados por las dos superficies:

2(x% +y?) 4z>
14|l +2n+ A +2n) (L + 2] +2n) | w2 KW

1. (3.34)
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Figura 3.1: Grdfico de los ceros del potencial cudnticoconl =1,k =1y wy = 1.

Figura 3.2: Grdfico los ceros de la fuerza cudnticaconl =1,k =1y wy = 1.
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Por otro lado, se observa que la fuerza F,;;(r) no depende del nimero cuéntico n. Para, 0 < p <
wz+/|l]/2, la fuerza es atractiva, para p > w;+/|l|/2, la fuerza es repulsiva y para, p = w;+/|l|/2, la
fuerza es cero. Es importante destacar que cuando [ = 0, la fuerza se reduce a la producida por un
haz Gaussiano. En la Figura (3.1), mostramos los ceros del potencial cuantico (morado) paral = 1,
n =0,k =1yuwy = 1. En la Figura (3.2), mostramos los ceros de la fuerza cuantica (rojo) del haz de
Laguerre-Gaussconl=1,n=0,k =1y wy = 1.

De las ecuaciones (3.18), (3.19) y (3.30) se deduce que las ecuaciones de Hamilton para los haces de
Laguerre-Gauss vienen dadas por

dp dp Py

@ _,,. B _Pe 3.35
dz P dz  p? (3:35)
d 5 4 [Pw? d

Po _Py (i_” Z), Py o, (3.36)
dz = p* Kwil\wi; 40 dz

Utilizando las Ecs. (3.11), (3.12) y (3.31), la segunda ley de Newton determinada por los haces de
Laguerre-Gauss estd dada por

d> dp\> 4 |1*w2
_f;_p(_‘/’) - — (%_ 32), (3.37)
dz dz kKPwz \wz 4o

d ( ,de) _

2 (p E) ~0. (3.38)

Entre todas las soluciones a las ecuaciones de Hamilton y a su vez, de la segunda ley de Newton, se
encuentran aquellas que son determinadas por los haces de Laguerre-Gauss, tales que

p@=L. =3 (339)

Z

Usando estas ecuaciones en las ecuaciones de Hamilton (3.35), se tiene

@ 422 + k*w; (3.40)
ple) = Fo 4z2 + k2wg’ '

[ (425 + k*wy) ﬁ)
kwg

0
Po, ®o son los valores de p(z) y ¢(z) en z = zo. Por lo tanto, la trayectoria, el momento lineal y el

, (3.41)
2.2

2k2wipg
momento angular de la particula determinada por los haces de Laguerre-Gauss vienen dados por

=@+
®(z) = o kw2

27
arctan | — | — arctan

r. =pp, (3.42)
pp 1P
=+ 4
pL R, + ko’ (3.43)
4
L, =—, 3.44
L= (3.44)

donde p = cos pX +sen )y ¢ = —sen X +cos ¢y. Es importante sefialar que el momento angular L |
es una constante de movimiento asi como la velocidad areal dA, /dz. En la Figura (3.3), se muestran
algunas trayectorias descritas por la Ec.(3.42)conk =1, wy =1, pg = 1/2,20 =0y ¢ € [0, 27), para
@l=1,b)l=2,(c)l=4y(d)l=6.
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Figura 3.3: Se grafican algunas trayectorias de las soluciones dadas por (3.42) con k = 1, wy = 1,
po=1/2,20=0y g € [0,27), para (@)l =1,(b)1=2,(c)l=4y(d)]l=6.

Por otra parte, las propiedades mecanicas asociadas a las curvas integrales del vector de Poynting para
los haces de Laguerre-Gauss vienen dadas por

r= op4 2t (3.45)
p=§—f+ll{—¢+2, (3.46)
L:—(Il{—i),@+p(1§z—1)gﬁ+(£)2. (3.47)

Ademas -

Z—Iz“ . ;zjg (1 - “4'1,:%) é. (3.48)

De este ultimo resultado, observamos que el momento angular asociado con la particula que evolu-
ciona a lo largo de las curvas integrales del vector de Poynting no es una constante de movimiento. Sin

embargo, cuando la trayectoria se encuentra sobre la superficie p = w;+/|l|/2, el momento angular L
es una constante de movimiento. Es importante destacar que esta superficie corresponde a los ceros

de la fuerza cudntica, y por lo tanto, este tipo de trayectorias son lineas rectas.

En la Figura (3.4), se muestra la superficie (morada) que representa a los ceros del potencial cudntico
(3.34) con signo negativo, y algunas curvas integrales del vector de Poynting (curvas verdes) del haz
de Laguerre-Gauss,conl=1,n=0,k=1ywy = 1.

En la Figura (3.5), mostramos los ceros de la fuerza cuantica dados por p = w;+/|l|/2 y algunas cur-
vas integrales del vector de Poynting, las cuales son lineas rectas. Por otro lado, en la Figura (3.6), se
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muestra la superficie correspondiente a los ceros del potencial cudntico (3.34) con signo positivo (su-
perficie morada) y algunas curvas integrales del vector de Poynting (curvas verdes) conl =1, n = 0,
k=1ywy=1.

Figura 3.4: En este grdfico se muestran los ceros del potencial cudntico (3.34) con signo negativo (super-
ficie morada) y las trayectorias de energia del vector de Poynting (curvas verdes) conl =1, n =0,k =1
ywo =1L

Figura 3.5: Se grafican los ceros de la fuerza cudntica (rojo) dados por p = wz+/|1|/2 y algunas curvas
integrales del vector de Poynting (azul), las cuales son lineas rectas, conl =1, n =0,k =1y wy = 1.
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Figura 3.6: En este grdfico se muestran los ceros del potencial cuantico, dada por (3.34) con signo positivo
(superficie morada) y las trayectorias de energia del vector de Poynting (curvas verdes) conl =1, n =0,
k=1 YWy = 1.

3.3. Rayos de luz geométricos determinados por los haces de
Laguerre-Gauss

De la Ec.(3.33) vemos que para | y n distintos de cero, los ceros del potencial cudntico para los ha-
ces Laguerre-Gauss son dos superficies bidimensionales que corresponden a hiperboloides. En esos
puntos la ecuacion de Hamilton-Jacobi determinada por el potencial cuantico se reduce a la de una
particula libre. Esto significa que en esos puntos podemos introducir una familia de lineas en el vacio
determinadas por los haces de Laguerre-Gauss. Esta familia estd definida por las rectas tangentes a las
curvas integrales al vector de Poynting en los ceros del potencial cuantico dado por la Ec. (3.33). Un
calculo directo muestra que esta familia de lineas rectas son los rayos de luz geométricos asociados con
los haces de Laguerre-Gauss, determinados por Berry y McDonald [19], usando otro procedimiento.
Estos rayos geométricos se pueden escribir de la siguiente manera

= o+ (z0+7)2, (3.49)

r.(9o,20,7) = (1+L)A+l
+ gDOa 0> PiO pO kpio

RZO

donde p.o y R0 estdn dados por las Ecs. (3.33) y (3.28) con zj en lugar de z y 7t etiqueta los puntos
de las rectas. Los puntos en las superficies correspondientes a los ceros del potencial cuantico estan
dados por T = 0. Cuando | # 0 el conjunto critico de (3.49) estd dado por T = 0, como resultado, el
conjunto cdustico esta dado por:

Yicau(Po. Z0) = P+0Po + ZoZ. (3.50)

Es decir, la cdustica asociada a los rayos de luz geométricos determinados por los haces de Laguerre-
Gauss coincide con los ceros del potencial cudntico correspondiente.

En la Figura (3.7), mostramos la primera rama de los ceros del potencial cuantico (morado) dado por
la Ec. (3.34) con el signo negativo, y algunos rayos de luz geométricos (naranja) dados por la Ec. (3.49),
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Figura 3.7: Se muestra la primera rama de los ceros del potencial cudntico (morado) dado por la
Ec.(3.34) con el signo negativo y algunos rayos de luz geométricos (naranja) dados por la Ec.(3.49),
los cuales son tangentes a las curvas integrales del vector de Poynting en los puntos (p—, ¢g, 20 = ) (ne-
gro), para el haz de Laguerre-Gaussconl=1,n=0,k =1y wy = 1.

los cuales son tangentes a las curvas integrales del vector de Poynting en los puntos (po—, 99,20 = 7)
(negro) para el haz de Laguerre-Gaussconl=1,n =0,k =1y w = 1.
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Capitulo 4

En este trabajo hemos demostrado que con cualquier solucién de la ecuacion escalar paraxial de onda
(1+1)D en el vacio podemos asociar, de forma natural, una particula de masa m = 1, con un grado de
libertad, evolucionando bajo la influencia de un potencial cuantico, o equivalentemente una fuerza
cudntica. Las curvas integrales del vector de Poynting, conforman un subconjunto de soluciones de las
ecuaciones de Hamilton, o segunda ley de Newton correspondientes. Ademas, las lineas tangentes a
las curvas integrales del vector de Poynting en los ceros del potencial cudntico determinan una familia
particular de soluciones de las ecuaciones de Hamilton para una particula libre de masa m = 1 en el
vacio. Esta familia de lineas tangentes es importante porque coincide con las curvas integrales del
vector de Poynting en los ceros del potencial cudntico. Estos resultados generales se aplicaron al haz
de Airy.

Encontramos que la particula asociada al haz de Airy evoluciona bajo la influencia de una fuerza
constante, por lo que las trayectorias son parabdlicas. Las curvas integrales del vector de Poynting
estdn determinadas por aquellas soluciones de las ecuaciones de Hamilton tales que su momento
inicial es cero. Los ceros del potencial cudntico forman una curva integral particular del vector de
Poynting. Los rayos de luz geométricos asociados al haz de Airy, vienen dados por las rectas tangentes a
la solucion de las ecuaciones de Hamilton correspondientes en los ceros del potencial cudntico. Hemos
demostrado que para el haz de Airy, la c4ustica coincide con los ceros del potencial cuantico y es
una curva integral del vector de Poynting. De los resultados obtenidos, se observa el comportamiento
balistico similar a un haz de particulas bajo la influencia de la fuerza gravitacional, esto se debe al
hecho de que la fuerza cudntica asociada, es constante.

A continuacion, hemos estudiado la solucion del haz de Airy de energia infinita dada en la Ec. (2.30).
Se pueden realizar estudios similares para cualquier solucién de la ecuacion escalar de onda y para
cualquier solucién de la ecuacion paraxial de onda. Por ultimo, sefialamos que de acuerdo con los
resultados presentados en seccidon 2.4, para el haz de Airy de energia infinita, la aproximacién del
potencial cudntico puede servir para disefiar haces con propiedades predeterminadas.

En este trabajo, también hemos demostrado que a cualquier solucién de la ecuacién escalar para-
xial de onda en el vacio, se le puede asociar un sistema hamiltoniano de dos grados de libertad que
describe a una particula de masa m = 1 bajo la influencia del llamado potencial cudntico. Las curvas
integrales del vector de Poynting conforman un subconjunto particular de soluciones a las ecuaciones
de Hamilton correspondientes y esto es asi porque la fase de la onda paraxial no es una integral com-
pleta de la ecuacién de Hamilton-Jacobi (3.20). Hemos utilizado la formulacién hamiltoniana para
determinar: la velocidad, el momento lineal, el momento angular, la torca y la velocidad areolar que
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caracterizan a la particula asociada a la onda paraxial. Ademas, utilizando las curvas integrales del
vector de Poynting en los ceros del potencial cudntico, hemos introducido un conjunto de rectas con
cualquier solucién de la ecuacién paraxial de onda. En el caso general, estas rectas no son los rayos
de luz geométricos determinados por la solucién. Sin embargo, para los haces de Laguerre-Gauss son
los rayos de luz geométricos determinados por esta familia de soluciones paraxiales.

Estos resultados generales, fueron aplicados a los haces de Laguerre-Gauss. Encontramos que el po-
tencial cuantico para el haz de Laguerre-Gauss, con [ # 0, es singular en p = 0y sus ceros son dos
superficies hiperboloides. La fuerza cuédntica es atractiva para p < wgz+/|l|/2, cero en la superficie
hiperboloidal p = w;+/|l|/2, repulsiva para p > w;+/|l|/2, y singular en p = 0. Ademads, calculando
las rectas tangentes a las curvas integrales del vector de Poynting en los ceros del potencial cuéntico,
hemos obtenido las trayectorias de energia geométricas para los haces de Laguerre-Gauss, es decir,
los rayos de luz geométricos determinados por esta familia de soluciones. Las expresiones que hemos
obtenido para los rayos geométricos, son equivalentes a las obtenidas por Berry y McDonald [19].

Finalmente, sefialamos que podria ser importante calcular la solucién general de las ecuaciones de
Hamilton (3.35) y (3.36) asociadas a los haces de Laguerre-Gauss, porque podria desempefiar un papel
importante para dar una explicacién, desde el punto de vista del potencial cuantico, de la propiedad
de auto-reconstruccion de los haces de Laguerre-Gauss.

Es importante destacar que los resultados obtenidos para los haces de Laguerre-Gauss los hemos
reportado en la referencia [26]. Ademas, los resultados correspondientes al haz de Airy han sido en-
viados recientemente para su publicacion [27].
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