
Benemérita Universidad
Autónoma de Puebla

Facultad de Ciencias F́ısico
Matemáticas
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Apéndice A. Propiedades del espacio H∗ 43
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Introducción

La investigación sobre métodos no invasivos de identificación
de caracteŕısticas desconocidas de un sistema al cual no se tiene
acceso está generando un gran número de problematicas a resol-
ver. La modelación matemática, en particular la teoŕıa general de
problemas inversos constituye una base teórica para la realizar di-
chas investigaciones no destructivas. En las regiones conductoras
electricas estos métodos permiten la visualización en su interior,
sólo utilizando mediciones no invasivas de potencial y corriente en
una parte asequible la frontera.

La problematica de identificar en medios conductores regiones
interiores a partir de mediciones en una parte de la frontera, puede
formularse como un problema con condiciones de frontera para la
ecuación de Laplace y de la cual se pueden distinguir tres tipos
de problemas según sus condiciones de contorno: dos de ellos co-
rresponden a determinar una inclusión desconocida 1, ya sea de un
conductor ideal o de un aislante ideal, los que se modelan como
problemas con condiciones en la contorno de Dirichlet y Neumann
respectivamente; mientras que el tercer problema, correspondiente
a una inclusión que tiene una conductividad diferente de la con-
ductividad del medio circundante y que conduce a un problema
inverso de transmisión (como el Problema de Calderón).

La importancia del planteamiento de los problemas para iden-
tificar inclusiones surgen en las ciencias aplicadas por ejemplo: en
Neurociencias se desea determinar en el cerebro anomaĺıas eléctri-
cas, como calcificaciones a partir de mediciones electroencefalográfi-
cas. En Geof́ısica si se env́ıa una onda electrica desde la superficie
de la tierra y se recolectan mediciones sobre la superficie para va-
rias posiciones, el problema es identificar la estructura del subsuelo

1subregión que se desea encontrar y que se encuentra incluida en una región

1



2 Introducción

Figura 1. Región acotada 2D: ćırculo con una inclusión.

Figura 2. Región no acotada 2D: semiplano con una inclusión.

o determinar la superficie donde aparece un yacimiento de metales.

En las aplicaciones para identificar una inclusión desconocida
en un medio conductor, las mediciones que caracterizan el sistema
se pueden obtener aplicando una corriente en el medio y midiendo
el potencial resultante. Cabe mencionar, que es posible hacer una
equivalencia de dichos problemas para geometŕıas más simples co-
mo una esfera (cerebro) y un semiespacio (suelo) que simplifiquen
su modelación matemática; sin embargo con el objeto de simpli-
ficar aun más los problemas de identificación antes dichos, por
analoǵıa se plantean problemas en dos dimensiones, pues para re-
solverlos se pueden usar métodos conocidos fundamentalmente de
la variable compleja. Los nuevos plantemientos consisten en:

a) Identificar en una región circular la frontera de una inclu-
sión circular, no necesariamente concéntrica, de un conductor o
aislante ideal. (ver Figura 1).

b) Identificar en un semiplano la frontera de una inclusión de
un conductor o un aislante ideal. (ver Figura 2).



Introducción 3

Figura 3. Planteamiento del problema.

De lo antes mecionado nos interesa resolver dos tipos de pro-
blematicas; una es recuperar el valor de la corriente esperada en
la región desconocida ( [1], [5],[10]) y determinar la frontera de la
inclusión ([5],[12], [13]). En [13] se demuestra además que dados
los datos en la frontera, la inclusión es única.

En el presente trabajo se plantea un problema más simple para
dar la solución a los problemas de identificación generales en dos
dimensiones.

El planteamiento principal consiste en: dada una semibanda
compuesta hasta una cierta altura a por un medio conductor con
alguna conductividad finita (Figura 3) y a partir dicha altura la
banda se comporta como un conductor ideal, se desea determinar
dicha altura conociendo los datos de potencial y corriente en la
base de la banda; reduciendo aśı, el problema de identificar de la
frontera interior al problema de determinar la altura de una sec-
ción transversal que hace contacto con el conductor ideal.

El problema de identificación se formula como un problema de
Cauchy ([6], [18]), el cual se sabe es mal planteado; por lo que
se requiere definir una estrategia de regularización ([14]) para dar
un algoritmo efectivo y localizar la altura teniendo en cuenta los
errores de mediciones en la base. La importancia del presente tra-
bajo es determinar las caracteŕısticas que debe cumplir el dato de
Cauchy que asegure la existencia de la solución al problema de
identificación pues a partir de ellos se desarrolla una estrategia



4 Introducción

Figura 4. Sinopsis de las transformaciones requeridas
para llevar una región rectangular de altura a, a una
región circular que contiene en su interior una inclusión
conductora ideal con una frontera irregular.

novedosa de regularización.

Como el presente trabajo pretende establecer las bases para
resolver el problema de identificación de la la frontera interior que
corresponde a un conductor ideal en un ćırculo; impondremos a la
semibanda condiciones de periodicidad en los costados laterales,
tales que al “cerrarla”formando un cilindro, éste tenga una con-
ductividad homogénea a cualquier altura.

Realizando lo anterior, surge un nuevo problema que consiste
en determinar la altura a la que la tapa del cilindro represente
un conductor ideal, que corresponde a la sección transversal en el
rectángulo de altura a, en donde se anula su potencial; transfor-
mando el cilindro en un cono truncado y que al proyectar su tapa
sobre la base del cono, se genere en el ćırculo una región interior
correspondiente a un conductor ideal; pues, la sección transversal
con potencial nulo en el rectángulo será la frontera de dicha inclu-
sión.(ver Figura 4)

Por último, se determinará la altura en la banda a partir de la
cual existe un conductor ideal que permita caracterizar la frontera
con un conductor ideal en el interior del ćırculo.



Caṕıtulo 1

PLANTEAMIENTO OPERACIONAL
DEL PROBLEMA DE IDENTIFICACIÓN

Dada una banda conductora en la que no existen fuentes que
modifiquen su conductividad y que cumple con ciertas condiciones
de periodicidad en los costados laterales, supondremos que existe
una altura a partir de la cual la banda se comporta como un con-
ductor ideal (Figura 3). El problema de identificación a resolver
en el presente trabajo consiste en determinar dicha altura a partir
de mediciones de potencial y corriente en la base de la misma.

Si aplicamos una corriente en la base de la banda, se generará
en una subregión acotada (un rectángulo) un potencial eléctrico
que deseamos se anule a alguna altura. Este potencial en la región
rectangular, se comportará como la solución a un problema de tipo
Cauchy para la ecuación de Laplace, donde los datos de Cauchy
corresponden a la medición en la base, del potencial y la corriente.
Esto es: para el rectángulo en el que se asumen dos condiciones
de periodicidad, la corriente aplicada a la base da una condición
de Neumann, en la cara superior del rectángulo el potencial nulo
genera una condición de Dirichlet y la medición en la base del po-
tencial, que se recupera del sistema al aplicar la corriente, da una
condición de Dirichlet adicional al problema.

Todo problema de Cauchy con lleva un mal plantemiento inhe-
rente de la definición debido al sobrecondicionamiento del mismo,
por ello es importante caracterizar cuándo existe solución al pro-
blema descrito antes; es decir, cuándo para datos de potencial y
corriente en la base de la banda, el potencial (la solución del pro-
blema) existe y se extiende hasta alguna altura dada donde se
anula.

5



6 PLANTEAMIENTO OPERACIONAL DEL PROBLEMA DE IDENTIFICACIÓN

Para resolver el problema, vamos a suponer que para medicio-
nes de potencial y corriente en la base, estas son suficientes para
determinar la altura donde la banda anula su potencial. En este
caṕıtulo daremos las caracteŕısticas deben cumplir los datos de
Cauchy cuando es posible dar solución al problema de identifica-
ción.

Esto se formulará con un planteamiento operacional que sea
equivalente al problema de frontera y que nos permitirá dar una
relación funcional de los datos para los cuales existe solución al
problema de indentificación de la altura donde se anula el poten-
cial.

Siguiendo la idea de [10] para la Formulación Operacional se
plantea un problema de contorno sobre el rectángulo con las condi-
ciones de frontera antes mencionadas. En base a la teoŕıa desarro-
llada en [17] para operadores eĺıpticos se construye la solución en
sentido débil del problema de contorno y se demuestra su existen-
cia y unicidad. Después de ello se dará un operador que relacione
el dato de Neumann en la base con el potencial en toda la región.
Puesto que es de interés que dicho potencial coincida en la base
con la medición del potencial (el dato de Dirichlet), se agregará
una condición extra que caracterize en forma operacional una re-
lación entre los datos de Cauchy para los que existe solución de
este problema.

Al finalizar este caṕıtulo se describen los datos de potencial
y corriente para los que es posible reproducir un potencial nulo a
cierta altura. Estos datos son los que llamaremos datos admisibles
que en este trabajo serán útiles pues entorno a ellos se plantean
los métodos de regularización para resolver el problema de identi-
ficación.

1. Problema de contorno

El trabajo central de este caṕıtulo es determinar las carac-
teŕısticas que deben satisfacer los datos de Cauchy, para que exista
la solución al problema de indentificación. Suponiendo que existe
una altura desde la cual la banda se comportará como un conduc-
tor ideal se plantea el siguiente problema de contorno auxiliar, que
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Figura 1. Descripción de la frontera de Ωa.

tomará la corriente aplicada en la base de la región como una con-
dicion de Neumman, además de las condiciones de periodicidad en
los costados.

Para a > 0 se define la región rectangular Ωa := (0, 1)× (0, a)
(ver Figura 1); cuya frontera se descompone en Γ0 := (0, 1)×{0},
ΓI := {0} × (0, a), ΓD := {1} × (0, a), y Γa := (0, 1)× {a}; donde
se cumple:

4u = 0 en Ωa,(1)

u(0, y) = u(1, y) y ∈ [0, a],(2)

ux(0, y) = ux(1, y) y ∈ [0, a],(3)

u(x, a) = 0 en Γa,(4)

uy(x, 0) = ψ(x) en Γ0,(5)

En el desarrollo de este trabajo u representa el potencial en
ahora la región acotada Ωa. Las condiciones (2)-(5) se entienden en
el sentido de trazas a ∂Ωa, en adelante se entenderá esta notación
como la traza de u en la base, tapa o costados según corresponda.
Las condiciones (2) y (3) son las condiciones de periodicidad antes
mencionadas.

Para hacer una equivalencia de dicho problema a su forma
operacional es de interés construir la solución débil del mismo.
Para ello suponemos que existe u, solución clásica del problema
de contorno (1)-(5) si v ∈ C1(Ωa), entonces, por la Fórmula de
Green de la divergencia sobre Ωa tenemos:

(6)

∫
Ωa

4uv +

∫
Ωa

OuOv =

∫
Ωa

div(vOu),
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pero u verifica (1), por lo que (6) se reescribe como

(7)

∫
Ωa

OuOv =

∫
∂Ωa

v
∂u

∂η
ds.

donde η denota la normal exterior unitaria a ∂Γ y ∂u
∂η = Ou · η

es la derivada normal. Desarrollando la integral sobre la frontera
como una integral sobre la longitud de arco para α una parame-
trización de ∂Ωa, recorrida en el sentido de las manecillas del reloj
1, definida como sigue:

α : (0, 2 + 2a)→ ∂Ωa

(8) α(t) =


αΓ0 = (1− t, 0), t ∈ [0, 1];
αΓI = (0, t− 1), t ∈ [1, 1 + a];
αΓa = (t− 1 + a, 0), t ∈ [1 + a, 2 + a];
αΓD = (1, 2a+ a− t), t ∈ [2 + a, 2 + 2a].

tenemos

∫
∂Ωa

v
∂u

∂η
ds =−

∫ 1

0
v(x, 0)uy(x, 0)dx−

∫ a

0
v(0, y)ux(0, y)dy

+

∫ 1

0
v(x, a)uy(x, a)dx+

∫ a

0
v(1, y)ux(1, y)dx

y como u cumple la condiciones de periodicidad (2)- (3) en los cos-
tados de Ωa y la condición de Neumann en la base (5), tenemos
que para todo v ∈ C1(Ωa) (7) queda dada por:

(9)

∫ ∫
Ωa

OuOvdxdy =−
∫ 1

0
ψ(x)v(x, 0)dx

+

∫ a

0
ux(0, y)(v(1, y)− v(0, y))dy

+

∫ 1

0
v(x, a)uy(x, a)dx.

Como C1(Ωa) es denso en H1(Ωa) la ecuación (9) se cumple para
todo v ∈ H1(Ωa). Siguiendo la idea de [17] para la construcción

1según la regla de la mano derecha al recorrer las curvas en este sentido el pulgar
apunta hacia la dirección de la normal exterior a la frontera de Ωa
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de soluciones débiles deseamos hacer un planteamiento donde las
condiciones de frontera esten de forma impĺıcita en el espacio de
las funciónes de prueba y la integral que representa la solución.
Aśı definimos el espacio de Hilbert H∗(Ωa) como espacio de las
funciones en H1(Ωa) tales que cumplen en el sentido de trazas
(3) y (4), y en virtud que se cumple la desigualdad de Poincaré
1(B.3)H∗ tiene por producto interior a < u, v >H∗=< Ou,Ov >.
Con dichas condiciones sobre el espacio de las funciones de prueba
se tiene la siguiente definición:

Definición 1.1. La función ua ∈ H∗(Ωa), se dice que es so-
lución débil del problema de contorno (1)-(5), si para cada v ∈
H∗(Ωa) se cumple que:

(10)

∫
Ωa

OuOvdxdy = −
∫ 1

0
ψ(x)v(x, 0)dx.

Por simplicidad denotaremos ua solución débil del problema (1)-
(5) en Ωa.

Teorema 1.1. Para ψ ∈ L2(Γ0), y cada a > 0, existe una
única ua en H∗(Ωa) que es solución débil del problema (1)-(5).
Además se verifica la existencia de K > 0 que depende de a tal
que

(11) ‖ u ‖H∗(Ωa)≤ K ‖ ψ ‖L2(Γ0) .

DEMOSTRACIÓN. Sea ψ ∈ L2(Γ0), llamaremos `ψ(v) al funcio-
nal lineal de H∗(Ωa) a R definido por:

`ψ(v) = −
∫ 1

0
ψ(x)v(x, 0)dx =< ψ(x), v(x, 0) >L2(Γ0),

el cual es acotado en H∗(Ωa), pues por la desigualdad de Hölder,
el Teorema 3 ([17], MIJAILOV, pág. 237) y la Desigualdad de
Poincaré B.3, tenemos que:

|`ψ(v)| ≤ ‖ ψ ‖L2(0,1)‖ v ‖L2(0,1)

≤ ‖ ψ ‖L2(0,1)‖ v ‖H1(Ωa)

≤ ‖ ψ ‖L2(0,1) K ‖ v ‖H∗(Ωa),

1por B.1 la desigualdad de Poincare se cumple en H∗ pues la única constante
en el espacio es el cero (ver A.1).
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aśı

(12) |`ψ(v)| ≤ K ‖ ψ ‖L2(0,1) .

Aplicando el Teorema de Riesz al funcional `ψ(v), este funcional
se representa de forma única en H∗(Ωa), es decir, existe un único
u ∈ H∗(Ωa), tal que:

(13) < u, v >H∗(Ωa)= `ψ(v) para cada v ∈ H∗(Ωa)

de (13) es inmediato que u es solución débil del problema contorno
(1)-(5). Notemos que de (13) y (12) se tiene (11)�

Observación 1.1. El Teorema 1.1 nos dice que u, solución
del problema (1)-(5), depende continuamente de ψ.

Lema 1.1. Si Λa : L2(Γ0)→ H∗(Ωa)

Λaψ = ua,

es el operador que hace corresponder a cada ψ con ua solución
débil de (1)-(5) en Ωa, entonces Λa es lineal y continuo.

DEMOSTRACIÓN. Para ψ ∈ L2(Γ0), por el Teorema 1.1 tenemos
que existe un único u ∈ H∗(Ωa) tal que

(14) < u, v >H∗(Ωa)= − < ψ, v >L2(Γ0) .

Aśı Λa está bien definido; de (14) se verifica que Λa es lineal pues

< βψ1 + γψ2, v >L2(Γ0)= β < ψ1, v >L2(Γ0) +γ < ψ2, v >L2(Γ0)

=< u1, v >H∗(Ωa) + < u2, v >H∗(Ωa)=< u1 + u2, v >H∗(Ωa);

ahora veamos que Λa es un operador acotado de L2(Γ0) enH∗(Ωa),
en efecto, por el Teorema 1.1 tenemos que

|Λaψ| =‖ u ‖H∗(Ωa)≤ K ‖ ψ ‖L2(Γ0) .

Donde K es la constante de la Desigualdad de Pioncaré que se
cumple en H∗(Ωa) por lo tanto ΛA es continuo de L2(Γ0) en
H∗(Ωa) y (14) queda dado por:

< Λψ, v >H∗(Ωa)= − < ψ, v >L2(Γ0) .�



2. FORMULACIÓN OPERACIONAL DEL PROBLEMA DE IDENTIFICACIÓN 11

Luego la solución del problema de contorno está dada por la
ecuación operacional

(15) Λaψ = ua,

donde Λa es el operador continuo que a cada ψ ∈ L2(Γ0) lo env́ıa
a la solución del problema (1)-(5).

2. Formulación operacional del problema de
identificación

Recordemos que resulta importante caracterizar cuando existe
solución del problema de identificación, para ello, deseamos que la
traza de la solución al problema de contorno (1)-(5) coincida con
el dato de Dirichlet. Agregando esta condición tenemos:

Dado (ϕ,ψ) ∈ H
1
2 (Γ0)×L2(Γ0) se desea determinar, si existe,

a† > 0 tal que la solución u del problema de contorno (1)-(5) en
Ωa con a = a† exista y además cumpla

(16) u(x, 0) = ϕ(x) en Γ0.

Definición 1.2. Si existe a† > 0 tal que cumple las condicio-
nes dadas arriba, se dice que a† es la solución débil del problema
de identificación caracterizado por (1)-(5) y (16).

En esta sección deseamos encontrar los datos para los cuales es
posible determinar a† solución del problema identificación carac-
terizado por (1)-(5) y (16). En este sentido daremos en términos de
la altura, donde el potencial se anula, la relación que deben guar-
dar los datos (ϕ,ψ) para los que sabemos que existe dicha altura.
La relación que se desea encontrar será en términos la formulación
operacional de la solución del problema de contono (1)-(5). Para
ello, definimos el operador

Ta : L2(Γ0)× L2(Γ0)

(17) Ta(ψ) := Λaψ|Γ0 ,

es decir, Ta ponen correspondencia a cada ψ ∈ L2(Γ0)con la traza
en Γ0 de la solución débil del problema de contorno (1)-(5).
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Observación 1.2. Ta es un operador lineal y compacto de
L2(Γ0) en L2(Γ0). En efecto, pues Ta es la composición de un
operador continuo y el operador de traza que es compacto. Además
Ta es lineal por la linealidad de Λa y del operador traza.

Lema 1.2. Ta es un operador inyectivo y autoadjunto.
DEMOSTRACIÓN. Sustituyendo v por u en la definición de so-
lución débil (1.1) se cumple:

(18) ‖ Ou ‖2= −
∫ 1

0
ψTa(ψ).

Ahora si Ta(ψ) = 0, entonces por definición de Γaψ ∈ H∗(Ωa)
luego

‖ Ou ‖2=

∫
Ωa

OuOvd(x, y) = intΓ0ψTaψ = 0

y finalmente
‖ Ou ‖2= 0,

por lo tanto ψ = 0 y el Ker(Ta) = 0 y Ta es inyectivo.

Como Ta está definido de L2(Γ0) en L2(Γ0) para verificar que
es autoadjunto bastará con demostrar que es simétrico. Para ψ1

y ψ2 en L2(Γ0), existen u1, y u2 en H∗(Γ0) tal que Λψ1 = u1

y Λψ2 = u2, luego por la Definición 1.1 se tienen las siguientes
identidades:∫

Ωa

Ou1Ou2 = −
∫ 1

0
ψ1u2|Γ0 y

∫
Ωa

Ou2Ou1 = −
∫ 1

0
ψ2u1|Γ0

veamos que Ta(ψ1) = u1|Γ0 y Ta(ψ2) = u2|Γ0 entonces∫ 1

0
ψ1Ta(ψ2) =

∫ 1

0
ψ2Ta(ψ1)

por lo tanto Ta es autoadjunto.�

Veamos que la definición de Ta permite caracterizar la solución
del problema de identificación.

Teorema 1.2. Dado (ϕ,ψ) ∈ L2(Γ0)×L2(Γ0), existe solución
débil a† del problema de identificación caracterizado por (1)-(5) y
(16), si y sólo si (ϕ,ψ, a†) satisface la ecuación operacional

(19) Ta†ψ = ϕ,
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para Ta definido en (17).

DEMOSTRACIÓN. Para la condición de necesidad sabemos que
para a† la solución del problema de indentificación y dado ψ ∈
L2(Γ0) existe ua† que corresponde a la solución del problema (1)-
(5) esto es, se cumple que Λaψ = ua† para Λa = Λa† por otro lado
como ua† |Γ0 = ϕ entonces por definición de Ta† se tiene (19).

Ahora, para la suficiencia tenemos (ψ,ϕ) tales que se cumple (19),
se satisface:

∫
Γ0

ϕg =

∫
Γ0

Taψg para cada g ∈ L2(Γ0)

luego recurriendo a la Fórmula de integración por partes∫
Γ0

ϕg =

∫
Ωa

OΛψOg para cada g ∈ L2(Γ0)

por la definición de solución débil (Definición 1.1), tenemos∫
Ωa

OΛψOg =

∫
Γ0

u|Γ0g para cada g ∈ L2(Γ0),

por lo tanto, podemos concluir que

∫
Ωa

(u|Γ0 − ϕ)g = 0 para cada g ∈ L2(Γ0),

esto es,

u|Γ0 = ϕ,

es decir u es solución de (1)-(5) .�

Definición 1.3. Se denota a Ma al grafo de Ta, definido en
(17), es decir,

Ma := {(ϕ,ψ) ∈ H 1
2
(Γ0)× L2(Γ0) : Taψ = ϕ},

y son todos los pares de Cauchy para los cuales existe la solución
ua del problema de contorno (1)-(5) en Ωa, donde ua estará dada
por Λaψ = ua y es tal que

ua(x, 0) = ϕ.
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Dada la definición anterior introducimos la clase de datos
admisibles como el conjunto de datos (ϕ,ψ) para los cuales existe
solución del problema de identificación caracterizado por (1)-(5) y
(16) esto es:

Definición 1.4. El conjunto de datos admisiblesse define co-
mo el conjunto de los pares (ϕ,ψ) en M donde

(20) M :=
⋃
a

Ma =
⋃
a

{(ϕ,ψ) ∈ L2(Γ0)× L2(Γ0) : Taψ = ϕ},

para el operador Ta definido en (17).

El conjunto de datos admisibleses importante para el objetivo
central de este trabajo, pues a partir de él, se desarrolla un nueva
metodoloǵıa para generar un algoritmo de regularización, que per-
mita, a partir de mediciones cualesquiera en la base de la banda,
dar solución al problema de identificación de la altura donde se
anula el potencial. En este caṕıtulo se vio que para datos admi-
siblesexiste solución al problema de identificación. Vimos además
que para que exista solución, las mediciones de potencial y co-
rriente en la base de la región deben estar relacionadas a través
del operador Ta para algún a > 0.

Con todo lo anterior surgen las siguientes preguntas ¿Es posi-
ble dar el valor exacto de la(s) solución(es) al problema de iden-
tificación para datos admisibles?, ¿La solución del problema de
identificación es única?,¿ Es posible determinar la solución para
mediciones que no corresponden a datos admisibles?. Estas res-
puestas se resolverán en los siguientes caṕıtulos.



Caṕıtulo 2

SOLUCIÓN DEL PROBLEMA DE
IDENTIFICACIÓN PARA DATOS
ADMISIBLES UTILIZANDO EL

PLANTEAMIENTO OPERACIONAL

Para el problema de Cauchy en una semibanda conductora
con condiciones de periodicidad en las paredes laterales; son datos
admisibles, los datos en la base tales que, se puede reproducir un
potencial nulo a alguna altura a. Por definición los datos admisi-
bles cumplen una relación operacional que tiene de forma impĺıcita
el valor de a, la solución al problema de identificación. Ahora que
sabemos cuando existe solución al problema de identificación es
de interés determinar su unicidad y la solución expĺıcita.

En este caṕıtulo después de demostrar la unicidad de la solu-
ción se demuestra que la solución del problema de contorno (1)-(5)
se puede descomponer en forma de serie, de la misma manera se
descompone el operador Ta que relaciona el dato de Neumman y
el dato de Dirichlet para datos admisibles. Con ello caracterizar en
terminos de los coeficientes de Fourier la relación que deben satis-
facer los datos de Cauchy para que exista solución al problema de
identificación. Para finalizar se determina el valor de la altura en
el rectángulo a la que se anula el potencial para datos admisibles.

1. Unicidad del problema de identificación

Lema 2.1. Dado un dato admisible no nulo (ϕ,ψ) ∈ H
1
2 ×

L2(Γ0), existe un único a > 0 de forma que (ϕ,ψ) pertenece al
grafo del operador Ta.

DEMOSTRACIÓN. Sea Ωai = (0, 1) × (0, ai), supongamos que
existen a1 > 0 y a2 > 0 tales que la intersección de los grafos de
Ta1 y Ta2 es no trivial; es decir, existe un dato admisible (ϕ,ψ)
no nulo tal que Ta1ψ = ϕ = Ta2ψ, sin perdida de generalidad

15
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tomemos a2 > a1 luego, existen ua1 y ua2 soluciones débiles del
problema de contorno (1)-(5). Aśı ua1 y ua2 cumplen (10) y debido
a que la solución débil es única tenemos

(21)

∫
Ωa1

O(ua1 − ua2)Ov = 0 para todo v ∈ H∗(Ωa1).

La ecuación (21) establece que ua2 es una extensión de ua1 ; es
decir

(22) ua2 = ũa1 + u2.

donde

ũa1(x, y) :=

{
ua1(x, y) si a ∈ y ∈ (0, a1) ∨ (x, y) ∈ Ωa1 ,

0 si a ∈ y ∈ (a1,∞)casinolovee(x, y) ∈ Ωa2 \ Ωa1 ,

y

u2(x, y) :=

{
0 si a ∈ y ∈ (0, a1) ∨ (x, y) ∈ Ωa1 ,

ua2(x, y) si a ∈ y ∈ (a1,∞) ∨ (x, y) ∈ Ωa2 \ Ωa1 ,

entonces se cumple:

(23) ‖ Oua2 ‖2 − ‖ Oũa1 ‖2=‖ Ou2 ‖2,

pero por (18) el lado izquierdo de (23) se anula, pues

(24) ‖ Oua2 ‖2=

∫
Γ0

Ta2ψϕdx =

∫
Γ0

Ta1ψϕdx =‖ Oua1 ‖2 .

Aśı (24) implica que ua2 = ũa1 , y puesto que ua2 es armónica en
sentido clásico ([17], pág. 250), por el Lema B.2 en ua2 es anaĺıti-
ca, aśı, ua2 = 0. pues tiene un conjunto no numerable de ceros,
entonces ua2 = 0. Luego, por (18) se debe cumplir que ψ = 0 = ϕ;
sin embargo, partimos de que eso no sucedia, por lo tanto a1 = a2�

El Lema 2.1 asegura que la intersección de los Ma es el par
(0, 0) y con ello se asegura la unicidad de la solución al problema
de identificación para un dato admisible.
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2. Representación en Serie

Sea Ωa como el caṕıtulo anterior, definimos Γy := {(x, y) : x ∈
(0, 1)} para cada y ∈ (0, a). Vemos que si u ∈ H1(Ωa), entonces
u|Γy es una función en L2(Γy), por lo tanto para {vk} un sistema
ortonormal de L2(Γy) existen {wn(y)} Coeficientes de Fourier tales
que:

(25) u|Γy =

∞∑
k=1

wk(y)vk, wk(y) =

∫ 1

0
u|Γyvkdx.

Lema 2.2. Si u ∈ H1(Ωa), entonces los wk definidos en (25)
pertenecen a L2(0, a).

DEMOSTRACIÓN. Sea u ∈ C∞0 (Ωa), u
2 verifica el Teorema de

Fubini ([17], MIJAILOV, pág.66) entonces:

∫ ∫
Ωa

u2dxdy =

∫ a

0

∫ 1

0
(

∞∑
k=1

wkvk)
2

=

∞∑
k=1

(

∫ a

0
wjwi

∫ 1

0
vivj)

=

∫ a

0

∞∑
k=1

w2
j

≥
∫ a

0
(wj)

2dy,

por lo tanto, para u ∈ H1(Ωa),
∫

Ωa
u2 existe, luego wk ∈ L2(0, a),

y por la densidad de C∞0 (Ωa) en L2(Ωa) se tiene el resultado.�

Lema 2.3. Si u ∈ H2(Ωa)∩H∗(Ωa), entonces los wk definidos
en (25) pertenecen a H1(0, a),

du

dy
|Γy =

dwk
dy

.

DEMOSTRACIÓN. Si u ∈ H2(Ωa) entonces du
dy ∈ H

1(Ωa) y, por

el Lema 2.2, existen ζn ∈ L2[0, a] tales que

du

dy
|Γy =

∞∑
k=1

ζkvk.
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Sabemos por definición de la derivada en sentido de sobolev como
v ∈ H∗(Ωa) ∩ {v : v|Γy = 0} se cumple:∫

Ωa

u
dv

dy
= −

∫
Ωa

du

dy
v,

luego, si tomamos v = ζvj para j ∈ N, ζ ∈ C∞0 (0, a), y u ∈
H∗(Ωa),

∫
Ωa

uvdxdy =

∫ h

0

∫ 1

0

∞∑
k=1

(wkvk)ζvjdxdy = −
∫ a

0

∫ 1

0

du

dy
ζvjdxdy∫ a

0

∫ 1

0

∞∑
k=1

(wkvk)ζvjdxdy = −
∫ a

0

∫ 1

0

∞∑
k=1

(ζkvk)ζvj∫ a

0
wj
∂ζ

∂y
=

∫ a

0
ζjζ para cada ζ ∈ C∞0 (0, a).

Por lo tanto,
∂w

∂y
= ζj

en el sentido generalizado, luego wk ∈ H1(0, a).�

Lema 2.4. Toda función generalizada propia del operador de
Laplace en algún intervalo (0, a) es una función propia en el sen-
tido clásico.

DEMOSTRACIÓN. Sea w ∈ H1(0, a) una función propia genera-

lizada del operador d2

dy2
para λ, luego∫ a

0

dw

dy

dv

dy
dy = −λ2

∫ a

0
wv, para cada v ∈ H1

0 (0, a).

Si g = λ2w y h = dw
dy∫

h
dv

dy
= −

∫
gv para cada v ∈∈ H1

0 (0, a).

Por la definición de derivada en el sentido de sobolev, entonces
w ∈∈ H2(0, a) y se tiene que

d2w

dy2
=
dh

dy
= g = λ2w

siempre que v cumpla la condición de que dv
dy = v. Esto nos dice

que v es múltiplo de funciones exponenciales. Entonces w es una
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función propia en el sentido clásico del operador d2

dy2
.�

Observación 2.1. Se sabe que
(26)

{vk =
√

2cos(λkx), v−k
√

2sen(λ−kx)} para cada k > 0 ∈ N

es una sistema ortonormal de L2(Γ0) formada con funciones pro-

pias del operador − d2

dx2
para un problema de contorno sobre la

región Γ0 que cumple condiciones de periodicidad en ΓI y ΓD para
λk = 2kπ.

Teorema 2.1. Dados ψ ∈ L2(Γ0), y u ∈ H∗(Ωa) la solución
débil del problema contorno (1)-(5), u es de la forma

(27) u(x, y) =

∞∑
n=−∞

(
ψnsenh(λn(a− y))

λncosh(aλn)
vn(x),

donde {ψn} son los coeficientes de Fourier de ψ en el sistema (26)

DEMOSTRACIÓN. Si u es solución débil del problema contorno
entonces está en H1(Ωa), por el Lema 2.3 se tiene que

u(x, y) =
∞∑

n=−∞
cn(y)vn(y)

y además cumple (10) para cada v ∈ C∞0 (Ωa), aśı∫
Ωa

O(

∞∑
n=−∞

cn(y)vn(x))Ov(x, y) = 0,

en particular v = wvj para w ∈ C∞0 (Ωa)∫
Ωa

O(
∞∑

n=−∞
cnvn)O(wvj) = 0,

entonces

0 =

∫
Ωa

O(
∞∑

n=−∞
cnvn)O(wvj) =

∫
Ωa

∞∑
n=−∞

(Ovnvn)Owvj

∫
O

∞∑
n=−∞

(O(cnvn)O(wvj)) =

∫
Ωa

∞∑
n=−∞

(OcnOw(vkvj)+(cnw)OvnOvj)
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como C∞0 (Ωa) es denso en H1(Ωa) y puesto que la funciones pro-
pias son ortonormales tenemos:

0 =

∫ a

0

dcj
dy

dw

dy
+ λ2

j

∫ a

0
cjw.

Aśı cn es valor propio generalizado del operador de segunda deri-
vada y, por el observación 2.1, cn cumple

d2cn
dy

= λ2
ncn, λ2

n > 0.

Por lo tanto, cn para cada n es de la forma

cn = Ane
λny +Bne

−λny

y, por la observación 2.1, u queda dada por

(28) u(x, y) =

∞∑
n=−∞

eλny(αnvn(x)) + e−λny(βnvn(x)).

Luego, como ψ ∈ L2(Γ0)

ψ(x) =
∞∑

n=−∞
ψnvn(x).

Como u ∈ H2(Ωa), entonces uy(x, 0) = ψ; luego

(29) ψn =
∂(eλnyαn)

∂y
|y=0 +

∂(e−λnyβn)

∂y
|y=0 = λn(αn − βn),

esto es, el coeficiente de Fourier de ψ con respecto a (26) debe
corresponder con el coeficiente de Fourier de uy|y=0.

Por otro lado, u(x, a) = 0, entonces

(30) 0 = eλnaαn + e−λnaβn.

Resolviendo el sistema de ecuaciones (29)-(30), tenemos

αn =
ψne

−λna

λncosh(λna)
,

aśı

eλnaαn + e−λnaβn =
ψnsenh(λn(y − a))

λncosh(λna)
,

sustituyendo en (28)
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(31) u(x, y) =
∞∑

n=−∞

ψnsenh(λn(a− y))

λncosh(λna)
v(x)

y el resultado se obtiene de la observación 2.1 ya que λn = 2nπ
para que u cumpla las condiciones de periodicidad (2) y (3) .�

Lema 2.5. Si ψ ∈ L2(Γ0), entonces Ta definido en (17) se
expresa en forma de serie como:

Ta(ψ) =

∞∑
n=∞

ψn
λn

senh(λna)

cosh(λna)
vn(x),

donde {ψn} son los Coeficientes de Fourier de ψ en el sistema
(26).

DEMOSTRACIÓN. Sea ψ ∈ L2(Γ0) talque ψ(x) =
∑∞

n=−∞ ψnvn.
Para u solución del problema contorno (1)-(5), dada por (31), y
por la definición de Ta (17), por la continuidad de la traza en H∗

se tiene que

(32) Ta(ψ) = u(x, 0) =
∞∑

n=−∞

ψn
λn

senh(λna)

cosh(λna)
vn(x).

Aśı que de (32) podemos concluir que

Ta(ψ) =
∞∑

n=−∞

ψn
λn

senh(λna)

cosh(λna)
v(x).�

Corolario 2.1. Sean ϕ ∈ L2[0, 1] y ψ ∈ L2(Γ0) tales que

ψ(x) =
∞∑

n=∞
ψnvn(x) y

ϕ(x) =

∞∑
n=∞

ϕnvn(x),

entonces (ϕ,ψ) ∈Ma si y sólo si

ϕn =
ψn
λn

senh(λna)

cosh(λna)
para cada n,

En efecto: (suficiencia) Para (ϕ,ψ) ∈ Ma, se cumple (19) Taψ =
ϕ, aśı que por el Teorema 2.5 tenemos el resultado.
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(necesidad) Sabemos que para ψ ∈ L2[0, 1] existe solución u del
problema contorno y podemos ver que

u(x, 0) =

∞∑
n=−∞

ψn
λn

senh(λna)

cosh(λna)
vn(x),

luego, por hipótesis se tiene que u(x, 0) = ϕ(x). Por lo tanto se
cumple Taψ = ϕ, esto es, (ϕ,ψ) ∈Ma.

En adelante por brevedad en la notación llamaremos

αn(a) =
senh(λna)

cosh(λna)
.

Aśı un dato exacto en Ma que está determinado sólo por ψ. El
operador queda dado por:

(33) Ta(ψ) =
∑ αn(a)

λn
(ψnvn).

Teorema 2.2. Sea (ϕ†ψ†) un dato admisible para el parámetro
a†, entonces:

(34) a† =
1

2π
tanh−1(

2πϕ1

ψ1
)

donde ϕ1 y ψ1 son los primeros coeficientes de Fourier de las fun-
ciones ϕ y ψ respectivamente en la base (2.1)

DEMOSTRACIÓN. Como (ϕ†ψ†) es un dato admisible entonces
por el Teorema 1.2 y el Lema 2.1 existe una única solución a0 al
problema de idenficación caracterizado por (1)-(5) y (16) esto es:

Para a0 se cumple que Ta†ψ = ϕ; es decir,
∑ αn(a†)

λn
ψn =

∑
ϕn.

Luego, para cada n ∈ Z\0. se verifica:

αn(a†)

λn
ψn = ϕn

esto es:

(35)
senh(a†λn)ψn
λncosh(a†λn)

= ϕn,

despejando a† tenemos que para todo n ∈ Z\0

(36) a† =
1

λn
tanh−1(

λnϕn
ψn

).
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En particular para n = 1 se debe cumplir dicha relación luego:

(37) a† =
1

λ1
tanh−1(

λ1ϕ1

ψ1
).

Aśı de las ecuaciones (36) y (37) tenemos que para cada n ∈ Z\0
(35) queda dada por:

senh(a†λn)ψn
λncosh(a†λn)

=
senh(ntanh−1 2πϕ1

φ1
)ψn

λncosh(ntanh−1 2πϕ1

ψ1
)

y finalmente

(38) ϕ† =

∞∑
−∞

ϕnvn =

∞∑
−∞

1

λn
tanh(ntanh−1(

2πϕ1

ψ1
))ψnvn.�





Caṕıtulo 3

SOLUCIÓN DEL PROBLEMA DE
IDENTIFICACIÓN PARA DATOS CON

ERROR. UNA NUEVA ESTRATEGIA DE
REGULARIZACIÓN.

Recordemos que este trabajo pretende dar las bases para re-
solver el problema de identificar en un medio conductor la frontera
interior con conductor ideal, a partir de mediciones de potencial
y corriente en una región asequible de la frontera de la región; aśı
que, el problema de interés implica errores inherentes de las me-
diciones de los datos. Esta es la razón por la que es importante
determinar la solución del problema de identificación planteado
antes para cualquier par de mediciones.

El problema de determinar la altura de la sección transversal
conductora ideal en un rectángulo conductor se puede identificar
como un problema de Cauchy, lo que implica un mal planteamien-
to pues el potencial podŕıa no existir en toda la región o la solución
del problema de identificación podŕıa no depender continuamente
de los datos, esto lleva a resolver este problema por algún algorit-
mo de regularización que nos de una aproximación de la solución
para cualquier par de datos (ϕ,ψ). Es por ello que este último
caṕıtulo se dedica en demostrar primero el mal planteamiento del
mismo y después dar tres algoritmos de Regularización que da una
solución para cualquier par de datos (ϕ,ψ). El método que se pro-
pone depende del concepto de dato admisible pues ya se demostró
la existencia y unicidad de la solución para este tipo de datos en
la frontera de la región.

25
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1. Planteamiento del problema de identificación para
datos con error

Sea (ϕ†, ψ†) un dato admisible para el parámetro a†, ambos
desconocidos. El problema de identificación consiste en recuperar

una aproximación a† a partir de datos (ϕ̃, ψ̃) tales que: Para δ > 0

se cumple ‖ ϕ̃− ϕ† ‖< δ y ‖ ψ̃ − ψ† ‖< δ.

En adelante llamaremos a los datos (ϕ̃, ψ̃) como datos con
error, donde δ es el “error en las mediciones”.

El problema de aproximar a† es un problema mal planteado
en el sentido de Hadamard B.1 pues no depende continuamen-
te de los datos. En efecto, sean (ϕ,ψ) tales que Taψ = ϕ, ahora si

definimos ψ̃ = ψ y ϕ̃ = Tãψ para ã 6= a tenemos que:

‖ϕ− ϕ̃‖2 =
∑ αn(a)− αn(ã)

λ2
n

ψ2
n ≤

4

λ1

∑ e2λna

cosh(λn)
ψ2
n ≤

8

λ1
e3λna ‖ψ‖2 .

Si hacemos δ < 8
λ1
e3λna ‖ψ‖2 tenemos que si

ã =
1

3
ln(

8

δ2λ1
‖ψ‖2),

se cumple que ‖a− ã‖2 crece para δ muy pequeño, sin embargo

‖ Taψ − ϕ̃ ‖2 + ‖ ψ − ψ̃ ‖2< δ, es decir, la variación de los datos
puede ser muy pequeña y el valor que deseamos identificar ã sea
muy lejano al valor real a.

2. MÉTODOS DE REGULARIZACIÓN

En está sección se plantean tres algoritmos de regularización
para recuperar a†. Cabe destacar que el primer algoritmo es con-
siderado el resultado más importante de este trabajo, pues se re-
cupera un valor aproximado de a† para datos con error a partir
de la solución del problema de identificación para el dato admisi-
ble “cercano“ y los otros dos se plantean debido a consideraciones
sobre información a priori.
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2.1. Primer esquema. El primer esquema pretende dar la

solución de identificar a† para un dato (ϕ̃, ψ̃) a través de una apro-
ximación a la solución para el dato admisible más “cercano“ a él.
De alguna manera se busca hacer una proyección a los datos para
los que existe solución del problema (1)-(5) y (16), aśı, la solución

para los datos con error (ϕ̃, ψ̃) será la solución de para un dato
admisible, asegurando cuando sea posible la existencia de dicha
altura pues, si los datos no están cercanos al conjunto M para
una tolerancia dada, entonces inmediatamente sabremos que di-
chas mediciones no representan una banda que a alguna altura se
comienza a comportar como un conductor ideal cosa que no es
posible determinar mediante otros métodos de regularización.

El método consiste en determinar la mı́nima distancia de (ϕ̃, ψ̃)
al conjunto M. Nuestro trabajo entonces se centra en buscar el

dato admisible más cercano a (ϕ̃, ψ̃). Como el conjunto de da-
tos admisibles es la unión, parametrizada por a, de los grafos de
los operadores Ta, calcularemos primero la proyección ortogonal
a cada grafo, y después tomaremos el dato que corresponda a la
mı́nima de esas distancias y la aproximación a la solución será la
obtenida:

argmina{d((ϕ̃, ψ̃),Ma)}.

Teorema 3.1. La proyección de los pares (ϕ̃, ψ̃) a cada Ma

esta dada por:

ψa := argminψ ‖ Taψ − ϕ̃ ‖2 + ‖ ψ − ψ̃ ‖2 .

DEMOSTRACIÓN. Como cada Ma es el grafo del operador con-
tinuo Ta, por el Teorema del Grafo Cerrado y como Ma es un
subespacio cerrado la proyección a él esta bien definida es única y

depende continuamente de los datos (ϕ̃, ψ̃).

Notemos que Da =‖ Taψ − ϕ̃ ‖2 + ‖ ψ − ψ̃ ‖2 es diferenciable
como función de ψ y convexo tiene un mı́nimo global aśı que basta
con encontrar el dato ψ para el cuál su derivada es cero, como Ma

es un subespacio de L2 × L2, ψa verifica las ecuaciones normales,
aśı

dDa

dψ
= 2 < T ∗a (Taψ − ϕ̃) + ψ + ψ̃, ε >= 0 para cada ε,
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entonces

(T ∗aTa + I)ψa − T ∗a ϕ̃+ ψ̃ = 0 para cada a

si y sólo si

(T ∗aTa + I)ψa = T ∗a ϕ̃+ ψ̃.

Finalmente

ψa = (T ∗aTa + I)−1(T ∗a ϕ̃+ ψ̃)

y ψa será la proyección a cada Ma que depende del valor de a.

Como el operador Ta definido en 17 y por 1.2 sabemos que es
autoadjunto entonces tenemos:

(39) ψa :=
∑

λ(
αnϕ̃n + λnψ̃n
α2
n + λ2

n

).�

Definición 3.1. La distancia de (ϕ̃, ψ̃) a su proyección (Taψa, ψa)
en cada Ma se define como:

f
(ϕ̃,ψ̃)

(a) :=‖ Taψa − ϕ̃ ‖2 + ‖ ψa − ψ̃ ‖2

la cual es posible expresar como función de los valores propios del
operador de laplace y los coeficientes de fourier de los datos con

error (ϕ̃, ψ̃):

f
(ϕ̃,ψ̃)

(a) :=
∑ (λnϕ̃n − αn(a)ψ̃n)2

α2
n(a) + λ2

n

.

Notemos que f
(ϕ̃,ψ̃)

(a) converge a una constante positiva cuando

a→∞. En efecto:
puesto que αn(a)→ 1 si a→∞ luego∑ (λnψ̃n − αn(a)ϕ̃n)2

λ2
n + 1

≤ f
(ϕ̃,ψ̃)

(a) =
∑ (λnψ̃n − αn(a)ϕ̃n)2

αn(a) + λ2
n

.

Puesto que ∑ (λnψ̃n − αn(a)ϕ̃n)2

λ2
n + 1

≥ 0

y es cero si y sólo si∑
(λnψ̃n − αn(a)ϕ̃n)2 = 0
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si y sólo si

λnψ̃n = αn(a)ϕ̃n para cada a.

Aśı ∑ (λnψ̃n−αn(a)ϕ̃n)2

λ2
n+1

> 0 pues de lo contrario ψ̃n = Taϕ̃ =
αn(a)ϕ̃n

λn
para

cada a; es decir, seŕıa un dato exacto para cualquier valor de a lo
cual no es posible debido a la unicidad de los datos exactos. Puesto
que para a existe M0 > 0 tal que para cada a > M0, αn(a) = 1,

entonces f
(ϕ̃,ψ̃)

(a) =
∑ (λnψ̃n−ϕ̃n)2

1+λ2n
> 0 si a > M0.

Dar el argumento que minimiza dicho funcional dará el argu-

mento que minimiza la distancia de (ϕ̃, ψ̃) a M. Aśı que basta con
estudiar el comportamiento de f como función de a para dar una
aproximación a a†.

Primero veamos que a perturbaciones pequeñas en los datos
(ϕ,ψ) el comportamiento de f

(ϕ̃,ψ̃)
(a) no vaŕıa mucho esto es,

f(ϕ,ψ)(a) depende continuamente de los datos:

Lema 3.1.

‖ f
(ϕ̃,ψ̃)

(a)− f(ϕ†,ψ†)(a) ‖∞−→ 0,

si δ → 0.

DEMOSTRACIÓN. Para cada (ϕ̃, ψ̃) denotemos ψδ = ψ̃ − ψ† y
ϕδ = ϕ̃− ϕ† de tal forma que ‖ ϕδ ‖≤ δ y ‖ ψδ ‖≤ δ.
Veamos que

f
(ϕ̃,ψ̃)

(a) =

∞∑
n=1

(λnψ̃n − α(a)nϕ̃n)2

α(a)2
n + λ2

n

=

∞∑
n=1

(λ(T
a†ψ

† + ϕδ)− α(a)(ψ† + ψδ))2

α(a)2 + λ2

=
∑ ([αn(a†) + αn(a)]ψ† + λnϕ

δ − αn(a)ψδn)2

α(a)2 + λ2

= f
(ϕ†,ψ†)(a) + f

(ϕδ,ψδ)
(a) + 2

∑ αn(a†) + αn(a)

α(a)2 + λ2
(λnψ

δ
n − αnψ

δ
)ψ
†
.

Si definimos el operador acotado

Ga(ϕ) :=
∑ λ2

nαn(a+) + λnαn(a)

α(a)2 + λ2
ϕn

tal que ‖ Ga ‖≤ 1

f
(ϕ̃,ψ̃)

(a) = f
(ϕ†,ψ†)(a) + f

(ϕδ,ψδ)
+ 2Ga(ψ

δ
n − αnλnψ

δ
)
∑

ψ
†
,

| f
(ϕ̃,ψ̃)

(a)−f
(ϕ†,ψ†)(a) |=| f

(ϕδ,ψδ)
(a)+2Ga(ψ

δ
n−αnλnψ

δ
n)

∑
ψ
† |≤ 4δ

2
(1+2 ‖ ψ† ‖)

pues

√
f
(ϕδ,ψδ)

(a) ≤

√∑ λ2
n

λ2
n + α2

n

+

√∑ α2
n

λ2
n + α2

n

≤‖ ϕδ ‖ + ‖ ψδ ‖≤ 2δ.
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Aśı
f
(ϕδ,ψδ)

(a) ≤ 4δ
2
.

Además

Ga(ψ
δ
n−αnλnψ

δ
) ≤

∑ λ2
nαn(a†) + λnαn(a)

α(a)2 + λ2
(ϕ
δ
n)

2−
∑ (λ2

nαn(a†) + λnαn(a))α2
n(a)

(α(a)2 + λ2)λ2
n

(ψ
δ
n)

2
.

≤‖ ϕδ ‖2 − ‖ ψδ ‖2≤ 4δ
2
.

Sea K = 4(1 + 2 ‖ ψ† ‖) entonces

‖ f
(ϕ̃,ψ̃)

(a)− f(ϕ†,ψ†)(a) ‖∞< Kδ2,

haciendo δ → 0 se tiene el resultado.
Ahora bien la propuesta de regularización es:

Definición 3.2. Cualquier a ∈ Hδ será un valor regularizado
para a†, donde

Hδ(ϕ̃, ψ̃n) = {a > 0 : f
(ϕ̃,ψ̃)

(a) ≤ 2δ2}.

En seguida se presentan dos lemas que nos permiten definir la
aproximación de la solución como antes.

Lema 3.2. El conjunto Hδ es cerrado no vacio.

DEMOSTRACIÓN. Sea (ϕ†, ψ†) los datos exactos correspondien-

tes a a†, que cumplen Ta†ψ
† = ϕ†, y denotaremos por (ϕ̃, ψ̃) al

dato con error tal que para δ > 0:

‖ ψ̃ − ψ† ‖2≤ δ , y ‖ ϕ̃− ϕ† ‖2≤ δ
entonces

f
(ϕ̃,ψ̃)

(a) =
∞∑
n=1

(λnψ̃n − α(a)nϕ̃n)2

α(a)2
n + λ2

n

=‖ ϕ̃− Taψa ‖2 + ‖ ψ̃ − ψa ‖2

≤‖ ψ̃ − ψ ‖2 + ‖ ϕ̃− Taψ ‖2 para cada ψ

para ψa dada en (39). En particular si tomamos ψ† tenemos:

‖ ψ̃ − ψ+ ‖2 + ‖ ϕ̃− Taϕ+ ‖2≤ 2δ2,

esto es a† ∈ Hδ.

Resta verificar que es cerrado; en efecto: Sea a0 /∈ Hδ luego f(ϕ̃,ψ̃)(a0) >

2δ2, puesto que f
(ϕ̃,ψ̃)

(a) es continua para 0 < ε < f(a0)−2δ2 existe

δε > 0 tal que |f(a0)− f(a)| < ε para cada a tal que d(a0, a) < δε
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Figura 1. Grafica del funcional f para un dato admi-
sible y un dato con error.

entonces f(a0) − f(a) < f(a0) − 2δ2, aśı f(a) > 2δ2. Luego para
a0 existe δε tal que B(δε, a0) * Hδ, esto es Hδ es cerrado, pues su
complemento es abierto.�

Lema 3.3. El diámetro de Hδ converge a cero si δ converge a
cero.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que diámetro de Hδ no converge
a cero cuando δ → 0. Entonces para ε > 0, existe {δn} tal que
δ → 0 cuando n → ∞, luego es posible construir una sucesión de
datos (ϕδn , ψδn), tales que

‖ ϕδn − ϕ† ‖< δn, y ‖ ψδn − ψ† ‖< δn.

donde cada par depende de {an} ⊂ R+ \ B(a+, ε) con an ∈ Hδ

como
| f(ϕδn ,ψδn )(an)− f(ϕ†,ψ†)(an) |< Kδn → 0,

puesto que δn → 0. Como f(ϕ†),ψ†)(a) es continuo enR, y f(ϕ†,ψ†)(0) =‖
ϕ† ‖ y f(ϕ†,ψ†(a

†) = 0, entonces existe

m = mina≤a†−εf(ϕ†,ψ†) > 0.

Notar que para cada m ∈ N , existe n ∈ N tal que m ≤ 2δn, luego
como f(ϕδ,ψδ)(an) ≤ 2δn entonces f(ϕδn ,ψδn )(an) − f(ϕ†,ψ†)(an) >

m − 2δ2
n lo cual es una contradición pues F (ϕ,ψ; ·) depende con-

tinuamente de los datos (ϕ,ψ), por lo tanto, el diámetro tiene a
cero cuando δ tiende a cero.�

En la Figura 1 se gráfica el funcional f(ϕ†,ψ†)(a) en función de

la altura para un par de datos admisibles con a† = 0,5 y el fun-
cional f

(ϕ̃,ψ̃)
(a),es posible ver que el comportamiento es similar en
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la primera imagen y en la segunda además la recta a = 2δ2, aśı
es posible ver que el intervalo Hδ contiene a a† y el valor regulari-
zado es cercano al valor exacto siempre que este en dicho intervalo.

2.2. Segundo Esquema. El segundo esquema se desarrolló
pensando en las aplicaciones pues para tomar las mediciones en la
frontera lo que se hace usualmente es aplicar una corriente con-
trolada y medir el efecto que esta tiene sobre el potencial en la
frontera de la misma, es por ello que nuestro trabajo ahora es: co-
nociendo el valor exacto de la corriente en la frontera de la región
deseo determinar la solución al problema de identificación minimi-
zando la distancia de la medición del potencial a un dato admisible
que es el generado por la medición de la corriente. De este método
solo se tiene una aproximación numérica pues consideramos de al-
guna manera es un caso particular del método anterior pero con la
ventaja de ser numéricamente más sencillo, sin embargo, se tiene
una dificultad que se explicara durante el desarrollo del mismo.

En este esquema se parte de un dato de Neumman controlando
ψ, deseamos encontrar el valor de a† a partir del valor de a tal que
la condicion de Dirichlet es cercana al dato admisble generado por
ψ.

Debido al control sobre la corriente se cumple ψ̃ = ψ es fácil
ver que

‖ ϕ̃− Ta† ψ̃ ‖=‖ ϕ̃− Ta†ψ ‖≤‖ ϕ̃− ϕ
† ‖ + ‖ ϕ† − Ta†ψ ‖< δ,

luego el dato admisible

(Ta†ψ̃, ψ)

es un dato admisible que corresponde a una buena aproximación

de (ϕ̃, ψ̃), como ya sabemos a† será la solución al problema de
identificación, luego buscaremos el valor de a tal que minimice el
siguiente funcional

B(a) =‖ ϕ̃− Taψ ‖2,

sin embargo, esta función de a no es convexa en la Figura 2 se
muestra el comportamiento de este funcional primero para (ϕ†, ψ†)
donde alcanza el cero en un valor que corresponde al valor de a† y
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Figura 2. Función B para un dato admisible y para
una perturbación de él.

el comportamiento de este funcional cuando hay error en la medi-
ción sólo del potencial y se controla la corriente aplicada, (ϕ̃, ψ).

Por ello se propone agregar una función gβ(a) tal que el fun-
cional

B′(a) =‖ ϕ̃− Taψ̃ ‖2 +gβ(a)

sea convexa y que sea posible minimizar de tal manera que su
mı́nimo sea una aproximación del mı́nimo de B(a). En nuestros
ejemplos numéricos trabajamos con dos funciones g1(a) = βa2 y
g2(a) = βea la Figura 3 se muestra el comportamiento de B y B′

para una función cuadrática de a con parametro β y en la Figura
4 se muestra el comportamiento de B y B′ para una función expo-
necial de a con parametro β. Notemos que tanto para g1 como g2
el comportamiento de B′ se convexifica y es posible elegir el valor
mı́nimo como una aproximación de a†.

Como mencionamos que este esquema podŕıa considerarse un
caso particular del método anterior, hicimos una comparación del
funcional f para ver que como la aproximación con este segundo
método puede darnos un valor aproximado para a† similar al valor
encontrado con el método anterior para valores de β del orden de
δ2. La Figuras 5 y 6 corresponden a g1 y g2, respectivamente.

2.3. Tercer Esquema. Y finalmente el tercer esquema sur-
ge pensando en el problema de identificación caracterizado por
(1)-(5) y (16) como una familia de problemas de contorno para
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Figura 3. Función B y B′ para g1 y β = δ.

Figura 4. Función B y B′ para g2 y β = δ.

Figura 5. Comparación funcional f y B′ para g1.
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Figura 6. Comparación funcional f y B′ para g2.

Ωa donde las soluciones se dan en dominios encajados (si a1 > a2,
Ωa2 ⊂ Ωa1 ) y donde las soluciones generan una familia de solucio-
nes en H∗ de la banda. Se prueba en el desarrollo de este esquema
que la familia de soluciones converge en H1 a la solución en el
dominio no acotado. Se plantea este esquema con la idea de que
si no se alcanza a anular el potencial a ninguna altura se tome
la altura donde el potencial sea casi cero con alguna tolerancia
permitida pues se sabe que la solución en la banda tiende a cero
cuando valores grandes de y de la banda crece.

Sea Ω = (0, 1)× (0,∞) definimos en para (x, y) ∈ Ω la función

(40) u(x, y) =
∑ ψn

λn
e−λnyv(x).

Notemos que ∑∫ ∞
0

e−λnydy <∞

y para cada n ∈ N∫ ∞
0

ψ2
ne
λnydy =

ψ2
n

2λn
e−λny|∞0 =

ψ2
n

2λn
,

entonces se sigue que

‖ u ‖2H1=
∑∫ ∞

0

∫ 1

0
ψ2
ne
λnyv(x)dydx+

∫ ∞
0

∫ 1

0
ψ2
ne
λnyv(x)dydx

≤ 4
∑ ψ2

n

2λn
≤ 2K ‖ ψ ‖2 .



36 SOLUCIÓN PARA DATOS CON ERROR

Por lo tanto, u ∈ H1.
Por el método se separación de variables se puede resolver el

problema de determinar el potencial en una banda con condiciones
de periodicidad en las paredes laterales y la condición de Neum-
man en la base como la función u descrita en (40).

El siguiente Teorema muestra que las soluciones de la familia
de problemas parametrizados por a, cuando a crece converge en
H1 a la solución en la banda. Para ello tomaremos una extensión
de la solución en el rectángulo a la banda haciendo cero en el resto.

(41) ũa(x, y) =


∑ ψn

2λn
e−λny

1− e−λ(a−y)

1 + e−2λa
v(x) si y ≤ a,

0 si y > a,

como
1− e−λ(a−y)

1 + e−2λa
→ 1,

cuando a→∞ para cada y ∈ (0,∞) tenemos

‖ ũa ‖2H1≤‖ u ‖2H1 .

Aśı ũa ∈ H1(Ω).

Teorema 3.2. Sea ũa(x, y) y u definidas en (40) y (41) en-
tonces existe

lima→∞ũa(x, y)

en H1(Ω) y además

ũa(x, y)→ u en H1(Ω),

cuando a→∞.

DEMOSTRACIÓN. Como

‖ ũa(x, y)−u(x, y) ‖2H1(Ω)=‖ u(x, y) ‖2H1(Ω\Ωa) + ‖ ũa(x, y)−u(x, y) ‖2H1(Ωa) .

Notemos que:

‖ u(x, y) ‖2H1(Ω\Ωa)=
∑∫ ∞

a

∫ 1

0

ψ2
n

2λn
e
−2λ2

ny

+2ψ
2
ne
−2λnyv(x)dxdy =

∑
ψ

2
n(

1

2λ2
n

+ 2)

∫ ∞
a

e
−2λnydy

=
∑

ψ
2
n(

1

2λ2
n

+ 2)

∫ ∞
a

1

2λ
e
−2λnady ≤ (

1

2λ3
n
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Figura 7. Solución del problema de contorno en un
rectángulo de altura 10 y la solución para el problema
de contorno en la banda.

+
1

λn
)e
−2λna ‖ ψ ‖2 .

Aśı ‖ u(x, y) ‖2H1(Ω\Ωa)→ 0, cuando a→∞.

Luego en Ωa

ũa(x, y)− u(x, y) =
∑

fn(a)(1 + e−2λna)
ψn
λn
v(x),

donde fn(a) = e−2aλn
1+e−2aλn

entonces

‖ ũa(x, y)− u(x, y) ‖2H1(Ωa)=
∑∫ a

0

ψ2
n

λ2
n

f
2
n(a)(1 + e

−2λna)
2
dy

∫ 1

0

vn(x)dx

+

∫ a

0

4ψ
2
nf

2
n(a)(e

−4λna)dy

∫ 1

0

vn(x)dx+

∫ ∞
0

ψ2
n

λ2
n

f
2
n(a)(1 + e

−2λna)
2
dy

∫ 1

0

vn(x)dx]

=
∑

ψ
2
nf

2
n(a)

∫ a

0

[(1+
1

λ2
n

)(1+e
−2λn )

2
+4e

−4λna] ≤ 4
∑

ψ
2
nf

2
n(a)

∫ a

0

[(1+e
−2λn )

2
+e
−4λna]dy

≤ 4
∑

ψ
2
nf

2
n(a)

∫ a

0

[1+2e
−2λn+2e

−4λna]dy ≤ 4
∑

ψ
2
nf

2
n(a)

∫ a

0

5dy ≤ 20af
2
1 (a) ‖ ψ ‖2,

que tiende a cero si a→ 0, pues fn(a)→ 0.�

Diremos que una aproximación a a† si ‖ ϕ̃ − u|Γ0 ‖< δ estará
dada por

ã = min{a > 0 :‖ u|Γa ‖< δ}.
En la Figura 7 se muestra el comportamiento de una solución

en el rectángulo y la solución en la banda.
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Figura 8. Gráfica de la norma de la solución como
función de la altura de la banda.

En la Figura 8 se muestra el comportamiento de la norma de
la solución en la banda como función de la altura de la banda.

Aśı que, si nosotros tenemos una tolerancia δ > 0 podemos
determinar una aproximación de a† a partir de la altura en la
banda tal que

‖ u|Γa ‖< δ,

siempre que el dato en la base se asemeje al valor de u en la base,
de otra manera es posible decir que las mediciones no corresponden
a una banda que cumple esa caracteŕıstica.



Conclusiones

Para una banda conductora homogénea tal que a partir de al-
guna altura se comporta como un conductor ideal y sobre la que
se conoce el potencial y la corriente en la base, se demuestra que
existe una única solución al problema de identificar dicha altura
siempre que los datos en la base estén relacionados a través del
operador Ta dado en (17) para algún valor de a.

Se da la relación que debe existir entre los datos de poten-
cial y corriente en la base de la región para que exista una altura
donde la banda haga frontera con un conductor ideal, situación
que permite dar la definición más importante de este trabajo co-
rrespondiente a caracterizar los datos admisibles; datos para los
cuales, tiene sentido plantear el problema de identificación pues
corresponden a datos que śı reproducen una región con las carac-
teŕısticas deseadas. Para datos admisibles se demuestra que en la
región rectangular restringida a dicha altura, el potencial se com-
porta como la solución al problema 1-5 se puede obtener por el
método de separación de variables y está dada por:

u(x, y) =

∞∑
n=−∞

(
ψnsenh(λn(a− y))

λncosh(aλn)
vn(x),

donde vn(x) es la base

{vk =
√

2cos(λkx), v−k
√

2sen(λ−kx)} para cada k > 0 ∈ N,

para λ = 2nπ. De igual forma es posible caracterizar al operador
Ta en términos de los coeficientes de Fourier y la base como:

Ta(ψ) =

∞∑
n=∞

ψn
λn

senh(λna)

cosh(λna)
vn(x).

Vimos que cuando existe la solución al problema de identifi-
cación, los datos en la base guardan una relación funcional que

39
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depende del operador Ta. Por la ecuación anterior fue posible dar
un valor exacto para la altura en el rectángulo donde el potencial
se anula dada por:

a† =
1

2π
tanh−1(

2πϕ1

ψ1
).

Por último, en este trabajo se dan tres formas de aproximar
el valor de la solución al problema de identificación para cualquier

par de datos (ϕ̃, ψ̃):

La primera corresponde en minimizar la distancia de la medi-

ción (ϕ̃, ψ̃) al conjunto de datos admisibles haciendo la proyección
a cada grafo de la familia de operadores Ta. Se demostró que di-
cha proyección estaba bien definida, depende continuamente de los
datos y está dada en cada grafo por (Taψa, ψa) donde

ψa := argminψ ‖ Taψ − ϕ̃ ‖2 + ‖ ψ − ψ̃ ‖2 .

Luego se construyó la función f
(ϕ̃,ψ̃)

(a) correspondiente a dis-

tancia de (ϕ̃, ψ̃) al grafo del operador Ta para cada a, se demostró
que a pequeñas perturbaciones de los datos en la base, el com-
portamiento de f no vaŕıa mucho y se dio una aproximación a la
solución como algún elemento del conjunto Hδ el cual se demostró
es cerrado y que su diámetro disminuye a medida que disminuye
el error en la medición de los datos, haciendo converger la solución

aproximada para los datos (ϕ̃, ψ̃) a la solución correspondiente a
el dato admisible más cercano.

El segundo método corresponde a plantear el problema de
identificar el valor de la altura donde el potencial se anula cuando
es posible controlar el valor de la corriente en la base de la región.
Con el método planteado, se da una aproximación a la solución del
problema de identificación, como el valor que minimiza la distancia
del dato de Dirichlet en la base con un dato admisible, generado
por el potencial que se impone (controla) en la base de la región;
es decir, deseamos minimizar el siguiente funcional:

B(a) =‖ ϕ̃− Taψ ‖2 .
Puesto que dicho funcional no es convexo se procede a construir

un funcional convexo tal que el punto donde alcanza su mı́nimo sea
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cercano al mı́nimo correspondiente del funcional que nos interesa.
Dicho funcional es:

B′(a) =‖ ϕ̃− Taψ̃ ‖2 +gβ(a).

Donde la función gβ, en nuestros ejemplos fue dada por βa2

y βea. Es posible notar en las gráficas, que dichas funciones con-
vexif́ıcan el funcional de interés; sin embargo, consideramos que
para dar una buena aproximación de la solución se debe hacer un
estudio más detallado sobre la forma de gβ y el valor de β. En
esta tesis no se trabajó en este problema con tanta profundidad,
pues simplemente se deseaba mostrar una solución particular de
una ”proyección a los datos admisibles”pero con mayor simplici-
dad numérica que el método anterior. Esta idea fue tomada de los
métodos usuales de regularización agregando términos al funcional
de interés. También se hizo una comparación con el funcional del
método anterior. Se plantea como trabajo a futuro realizar este
método con más detalle.

El tercer método consiste en ver para una familia de rectángu-
los parametrizada por su altura; el problema de determinar el po-
tencial en cada región y compararlo con la solución del problema
en la banda con las mismas condiciones de frontera. Se demostró
que cuando crece el valor de altura en el rectángulo la solución del
problema en la región acotada converge a la solución en la banda;
dando aśı, una forma de caracterizar la solución al problema de
identificación a partir de la altura, donde la solución en la banda
sea casi cero para algún nivel de tolerancia dado, pues se sabe,
que la solución en la banda converge a cero cuando la altura de la
banda crece.

Recordemos que es importante que el potencial además de anu-
larse a alguna altura también, sea cercano a la medición del po-
tencial en la base de la región; aśı que, se toma como condición
adicional para que exista solución al problema de identificación
que la distancia entre la medición del potencial en la base ϕ̃ y la
traza en la base de la solución en la banda sea menor que algún
valor dado.

Como trabajo a futuro y con el que se pretende escribir un
art́ıculo, se planteará el problema general en una región circular
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con una región interior conductora ideal desconocida y determinar
la frontera de la misma a través de una trasformación conforme
de la banda completa en el plano que transforme la banda en una
región anular.



Apéndice A

Propiedades del espacio H∗

A lo largo de este trabajo consideraremos el subespacio cerrado
de H1(Ω), definido por

H∗(Ω) := {v ∈ H1(Ω) : v(0, y) = v(1, y), v(x, h) = 0},

el hecho de que H∗(Ω) sea cerrado en H1(Ω) es una consecuencia
de la continuidad del operador traza de H1(Ω) en L2(∂Ω).

Lema A.1. En H∗(Ω) la única función constante es la identi-
camente nula.

DEMOSTRACIÓN Veamos que f ≡ 1 en Ω no es elemento de
H∗(Ω), en efecto, sea f ≡ 1 ∈ H1(Ω), y supongamos que existe f∗

extensión continua f a Ω, tal que f∗ está en H∗(Ω), notemos que
f∗|ΓI = f∗|ΓD = 1 pero f∗|Γa = 0, aśı que para w en la base de Ω,
existe una vecindad U de w, tal que |f∗| < 1

2 para cualquier valor
en U , aśı que hay elementos en U ∩Ω, tal que en su imagen bajo f
es estrictamente menor que 1

2 , lo cual claramente no puede suce-
der. Por lo tanto, como no existe extensión de f en H∗(Ω), f ≡ 1
no pertenece a H∗(Ω), análogamente para cualquier constante no
cero.�

Se puede ver que

(42) < u, v >H∗=

∫
Ω
OuOv =

2∑
i=1

∫
∂u

∂xi

∂v

∂xi

define un producto interior en H∗(Ω). En efecto de la relación∫
Ω

∂u
∂xi

∂v
∂xi

=< ∂u
∂xi

∂v
∂xi

>L2 , se tiene que para que (42) defina un
producto interior sólo hace falta demostrar que < u, u >= 0 si
u = 0, ya que las demás propiedades se verifican por la definición
de producto interior en L2(Ω).
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Sea < u, u >H∗(Ω)= 0, entonces

0 =

2∑
i=1

∫
Ω

(
∂u

∂xi
)2dx =

∫
Ω

2∑
i=1

(
∂u

∂xi
)2dx

=

∫
Ω
Ou · Ou =

∫
Ω
| Ou |2,

y como el integrando es no negativo, | Ou |2= 0 si y sólo si Ou ≡ 0,
entonces u = Cte y, por el Lema A.1 u ≡ 0.

Aśı tenemos que < ·, · >H∗(Ω) es un producto interior en
H∗(Ω); en adelante denotaremos por ‖ f ‖H∗(Ω) a la norma in-
ducida por (42).

Se sabe que H∗(Ω) está inmerso compactamente en L2(Ω),
pues la inmersión de H∗(Ω) en H1(Ω) es continua1, entonces por
el Lema B.1 se cumple la desigualdad de Poincaré, esto es, existe
K > 0 tal que para todo f ∈ H∗(Ω) se verifica:

0 ≤‖ f ‖2L2(Ω)≤ (K2 − 1) ‖ Of ‖2,

(43) ‖ f ‖2H∗(Ω)≤‖ f ‖
2
H1(Ω)≤ K

2 ‖ f ‖2H∗(Ω)

aśı podemos concluir que en H∗(Ω) las normas ‖ f ‖H1(Ω) y
‖ f ‖H∗(Ω) son equivalentes (ver B.2).

Veamos que ‖ f ‖H∗(Ω)=‖ Of ‖; en adelante utilizaremos in-
distintamente cualquiera de estas notaciones.

Consideraremos también H∗0 (Ω) = {v ∈ H∗(Ω) : v(0, y) =
0, v(1, y) = 0}, donde H1

0 ⊂ H∗0 (Ω) ⊂ L2(Ω).

Observación A.1. Notar que H∗(Ωa) contiene a las funciones
infinitamente diferenciables y de soporte compacto luego en B.4 se
demuestra que la solución débil del problema de contorno (1)-(5)
es armónica en sentido clásico en el interior de (Ωa).

1ya que H∗ es subespacio de H1
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Resultados utilizados

En esta sección se dan algunos resultados que fueron utiliza-
dos en esta tesis para construir las demostraciones presentadas. Es
importante decir que se presentan de forma más general a la que
son utilizados nos centramos en p = 2 y N = 2.

Definición B.1. ([14], KIRSCH, pág. 10) Sean X y Y espa-
cios normados y A : X → Y un operador (lineal o no lineal), se
dice que el problema Ax = y es bien planteado en el sentido de
Hadamard si A si se cumple:

Para cada y ∈ Y existe x ∈ X tal que Ax = y (existencia
de la solución).
Para cada y ∈ Y existe un único x ∈ X tal que Ax = y
(unicidad de la solución).
La solución x depende continuamente de y es decir para
cada sucesión {xn} en X, si Axn → Ax cuando n → ∞,
entonces xn → x cuando n → ∞ (estabilidad de la solu-
ción).

Si alguna de las condiciones no se satisface entonces se dice que el
problema Ax = y es mal planteado.

Definición B.2. ([15], KOLMOGOROV, pág. 152) Dos nor-
mas ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 en un espacio vectorial V son equivalentes, si
existen k1, k2 positivas tales que

k1 ‖ x ‖1≤‖ x ‖2≤ k2 ‖ x ‖1 para cada x ∈ V.
Definición B.3. ([20], TARTAR, pág.50) Desigualdad de

Poincaré. Si 1 ≤ p ≤ ∞ y Γ es un subconjunto abierto no vacio
de RN se dice que se verifica la desigualdad de Poincaré en V
subespacio de H1, si existe una constante K tal que ‖ u ‖p≤ K ‖
Ou ‖p .
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Lema B.1. ([20], TARTAR, pág.50) Sean 1 ≤ p ≤ ∞, V
subespacio de H1 y Γ subconjunto abierto no vacio de RN, si es
compacta la inmersión de V en Lp(Γ), entonces la desigualdad de
Poincaré se verifica en el subespacio V si y sólo si la constante 1
no es elemento de V .

Definición B.4. ([17], MIJAILOV pág. 254) u es una fun-
ción armónica en el dominio Γ de RN , si cumple cualquiera de
las siguientes condiciones:

1. u dos veces continuamente diferenciable en Γ y en todo
x ∈ Γ satisface la Ecuación de Laplace

4u = 0.

2. u ∈ H1
loc(Γ), Γ dominio de RN y si satisface la identidad

integral∫
Γ
OuOvdx = 0 para cada v ∈ H1(Γ),

terminales en Γ (es decir son iguales a cero casi siempre
en Γ\Γ′ para todo Γ′ ⊆ Γ).

Lema B.2. ([17], MIJAILOV ág. 261) Una función armónica
en un dominio Ω es análitica en Ω

Definición B.5. Una función v de cuadrado integrable en Γ,
se llama derivada generalizada de orden |α| (derivada en el
sentido de Sobolev) de la función de cuadrado integrable u en el
dominio Γ, si para cualquier función φ ∈ C∞0 (Γ) se satisface∫

Γ
uDαφdx = (−1)|α|

∫
Γ
vφdx

donde C∞0 (Γ) denomina la clase de las funciones de prueba.

Definición B.6. Sea v ∈ H2(Γ)∩H1
0 (Γ) no nula, v es función

propia del operador de Laplace si existe λ tal que

4v = λv,

donde λ es el valor propio de 4 asociado a v.

Observación B.1. La función propia v del operador 4 para
el valor propio λ también es solución del problema

4v = λv

v|∂Γ = 0.
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Definición B.7. Se dice que v ∈ H1
0 (Γ) es una función gene-

ralizada propia del problema de Dirichlet homogéneo para el ope-
rador de Laplace, si existe λ tal que∫

Γ
Ou · Og = −λ2

∫
Γ
u g para cada g ∈ H1

0 (Γ).
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[6] CORTES, M.,FRAGUELA A. GREBENNIKOV A., Moŕın M.Oliveros
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