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Introduccion

La programaciéon ldgica inici6 a principios de los afios 70 como
consecuencia directa de trabajos anteriores sobre demostradores
automaticos de teoremas e inteligencia artificial (IA). La construccién de
sistemas deductivos automaticos es, por supuesto, un pilar central dentro
de los trabajos que tienen como objetivo el desarrollo de la inteligencia
artificial. Basdndose en el trabajo de Herbrand [66] en 1930, hubo mucha
actividad en los demostradores automaticos a principios de los 60’s por
Prawitz [19], Gilmore [27], Davis, Putnam [15] y otros. Este esfuerzo
culminé en 1965 con la publicacién del articulo emblematico hecho por
Robinson [53], en el cual introduce el principio de resolucién. El principio
de resolucién es una regla de inferencia, la cual es en particular bien-
comportada para la automatizaciéon sobre una computadora.

El crédito por la introduccién de la programacién légica se le atribuye
principalmente a Kowalski [11] y Colmerauer [11], aunque Green [28] y
Heyes [31] también deberfan compartir dicho mérito. En 1972, Kowalski
y Colmerauer fueron los que establecieron la idea (fundamental) de
que la légica puede ser usada como un lenguaje de programacion. El
acrénimo PROLOG (PROgramming in LOGic) fue concebido y el primer
interpretador de PROLOG [14] fue implementado en lenguaje ALGOL-
W por Roussel, el mismo ano. El sistema PLANNER de Hewit [33] puede

ser considerado como un predecesor de PROLOG.
La idea de que un lenguaje de primer orden, o al menos un

subconjunto substancial de este, puede ser usado como un lenguaje de
programacion fue revolucionario porque hasta 1972 la légica solo habia
sido usada como una especificacién o lenguaje declarativo en ciencias
de la computacion. Teniendo como principal precursor a Kowalski quien
muestra en [41] que la légica tiene una “procedural interpretation”, la
cual resulta ser muy adecuada a un lenguaje de programacion.

Una de las ideas principales de la programacién légica, [debido a
Kowalski [42] y [43]], es que un algoritmo consiste de dos componentes
disjuntos: la légica y el control. La légica declara cudal es el problema
que tiene que ser resuelto, mientras que el control se encarga de declarar
cémo el problema sera resuelto.

Los sistemas de programacion légica no necesariamente estan basados
en el principio de resolucién, estos pueden ser sistemas no clausales
con muchas reglas de inferencia [9], [29], [30]. Asi, en este trabajo,
consideraremos tinicamente sistemas de programacién logica basados en
el principio de resolucion y en el sistema PROLOG, sin perder de vista
que la finalidad u objetivo del trabajo se encuentra en el estudio de la
semantica de estos sistemas y la busqueda de modelos minimales para
los mismos mediante operadores.



De esta manera podemos decir brevemente como se encuentra
estructurado el trabajo: el capitulo 1 da las bases para el desarrollo
del trabajo, donde se mostrard lo que entenderemos por semantica de
la programacién légica que estd basada principalmente en un lenguaje
de primer orden con principal interés en los espacios de valuaciones de
la forma I(X,7), donde X es un conjunto arbitrario y 7 una légica;
en el capitulo 2 introduciremos una serie de operadores y modelos
cuyo objetivo principal serd la obtencién de modelos adecuados para
un programa dado, donde los puntos fijos de los operadores que se veran
seran clave en este trabajo; en el capitulo 3 se verd la relacion que hay
entre una area como lo es la topologia y la semantica de la programacién
l6gica, enfocdndonos principalmente en el estudio de la convergencia en
estas topologias. Trabajaremos con funciones distancia relajando de una
manera u otra los axiomas de una métrica con el fin de proporcionar
Teoremas de punto-fijo andlogos al Teorema de contracciéon de Banach,
ademads de que se verd la relacién que existe entre estos Teoremas y los
espacios asociados a estos; en el 1iltimo capitulo se veran ampliamente los
modelos soportados 2, 3-valuados destacando la importancia de estos al
introducir nuevas clases de programas y exhibiendo la relaciéon que habra
entre las clases de programas que se veran en este trabajo. Finalmente se
daran unas generalizaciones de algunos operadores vistos y medios para
interpretar los resultados proporcionados para modelos soportados a los
modelos estables y perfectos.

Este trabajo se basa principalmente en las contribuciones
desarrolladas por Pascal Hitzler y Anthony Karel Seda, presentes en
su libro “Mathematical Aspects of Logic Programming Semantics”
[véase [35]]. Por ultimo, es necesario mencionar que lo nuevo en este
trabajo es la forma en que se exponen algunos de los resultados, asi
como la modificacién en distintas pruebas, buscando solventar nuestro
conocimiento en el area.
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Capitulo 1

Fundamentos

En este capitulo se presentard el tipo de programacién en la que
estd basada la programacion logica. Después, se daréan los resultados y
conceptos basicos que son necesarios para los fundamentos tedricos de la
programacion légica. Finalmente, se impartird una breve introduccién a
la programacion légica y teorias de primer orden.

1.1. Programaciéon Declarativa

La programacién declarativa (o programacién inferencial) puede
entenderse como aquel estilo de programacion en el cual el programador
especifica qué debe computarse mas que cémo deben realizarse los
céomputos. En este nuevo paradigma de programacién un programa
consiste de dos partes fundamentales: logica y control. La tarea basica
del programador se centra en la légica dejando de lado el control, el
cual se asume de manera automatica por parte del sistema. De lo
anterior, podemos pensar que la parte logica determina el significado
del programa mientras que la parte de control se remite a la eficiencia de
este. Esta distincion posee la ventaja de que la eficiencia del programa
puede refinarse modificando dnicamente el control del programa, sin la
necesidad de una intervencién directa en la 1égica del algoritmo. En otras
palabras, la caracteristica fundamental de la programacién declarativa
es el uso de la l6gica como lenguaje de programacion, la cual podemos
conceptualizar como sigue [véase [37]]:

= Un programa es una teoria formal en una cierta légica, en otras
palabras, un conjunto de férmulas logicas que resultan ser la
especificacién del problema que se pretende resolver.

= La computacién se entiende como una forma de inferencia o
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deduccién en dicha légica.

Se considera que la l6gica empleada debe cumplir ciertos requisitos, como
son:

1. Un lenguaje lo suficientemente expresivo, para con ello lograr que
el campo de aplicacion sea lo suficientemente interesante.

2. Poseer una semantica operacional, es decir, cierto mecanismo que
nos permita ejecutar los programas.

3. Una semantica declarativa, la cual nos permitirda darle
cierto significado a los programas de manera completamente
independiente a su posible ejecucién.

4. Poseer ciertos resultados de correcciéon y completitud que aseguren
que lo que se computa coincide con aquello que es considerado
como verdadero (de acuerdo con la nocién de verdad que se este
empleando).

Considerando el soporte que se le pueda brindar a la declarativa del
programa, se puede tomar el tercer requisito como el mas importante ya
que es el que permite especificar qué se estd computando. En esencia, la
semantica declarativa precisa la sintactica del lenguaje por medio de la
traduccién del significado de los objetos en elementos y estructuras del
dominio conocido.

1.1.1. Programacién Légica

La programacién légica ! se basa en fragmentos de la légica de
predicados, siendo el mas usado la logica de las cldusulas de Horn
(HCL), la cual es la base para un lenguaje de programacién cuando
se posee una semantica operacional susceptible de una implementacién
eficiente. Tal es el caso de la resolucién SLD, el cual es un método de
prueba por refutacién [véase [14] pg. 11.] que emplea el algoritmo de
unificacién [véase [44] pg. 24.] como base y permite la extraccién de
respuestas. Como seméantica declarativa se utiliza una seméantica por
teoria de modelos que toma como dominio de interpretaciéon un universo

puramente sintactico, en este caso el universo de Herbrand.
Este lenguaje de programacion es muy ttil para resolver problemas

que implican objetos y relaciones entre estos, basdndose en los siguientes
mecanismos: unificacién, estructuras de datos basadas en &arboles y
backtracking automatico. Ademads, la sintaxis del programa se puede
pensar de la siguiente manera: declarar hechos, hacer preguntas y definir
reglas.

!Para una revisién méas amplia constltese [44]
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1.1.2. Programacién Funcional

Los lenguajes funcionales estdn fundamentados en el concepto de
funcién (matematica) y de ecuaciones (en su mayoria recursivas), las
cuales constituyen al programa. La programacién funcional se centra en
la evaluacién de expresiones (funcionales) para obtener un valor. En este
tipo de programacion, la descripcién de dominios conduce a la idea de
tipos de datos.

Lo que caracteriza a una funcién, es que a cada elemento de su
dominio le corresponde un tnico elemento de su codominio, es decir,
el resultado (salida) de aplicar una funcién sobre sus argumentos viene
determinado exclusivamente por el valor de estos (su entrada). Otra
propiedad de las funciones, es su capacidad para ser compuestas. La
composicion de funciones es la técnica por excelencia en la programacién
funcional, que permite la construccién de programas mediante el
empleo de funciones previamente definidas por el usuario. Ademads, tales
composiciones de funciones refuerza la modularidad de los programas.

La programacién declarativa ha encontrado un sin fin de aplicaciones
pero para no ser exhaustivos con ellas citemos a las siguientes:
procesamiento de lenguaje natural, representacién del conocimiento,
quimica y biologia molecular, desarrollo de sistemas de produccién
y sistemas expertos, resolucion de problemas, metaprogramacion,
prototipado de aplicaciones, bases de datos deductivas, servidores
de informacién inteligente, herramientas de soporte al desarrollo de
software, entre otras.

1.2. Logica de Predicados de Primer Orden

En esta seccion se discutira brevemente la sintaxis y la seméantica de
un lenguaje de primer orden. Para una mayor lectura de estos temas

véase [18], [44].
Un lenguaje de primer orden tiene dos aspectos fundamentales: la

sintaxis y su seméntica. El aspecto sintdctico concierne a las férmulas
bien formadas admitidas por la gramatica de un lenguaje formal, asi
como cuestiones mas profundas sobre pruebas tedricas. Por otro lado,
la seméntica se centra en los significados adjuntos a las férmulas bien
formadas y los simbolos que estas poseen.

1.2.1. Sintaxis de la Légica de Predicados de Primer
Orden

En general, una teoria de primer orden consiste de un alfabeto, un
lenguaje de primer orden, un conjunto de axiomas y un conjunto de

3
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reglas de inferencias. Brevemente, se puede comentar lo siguiente sobre
estos conceptos; el lenguaje de primer orden consiste de las férmulas
bien-formadas de la teoria, los axiomas son un subconjunto designado
de las férmulas bien-formadas y por ultimo, las reglas de inferencia junto
con los axiomas son usados para derivar los teoremas de la teoria.

Definicion 1.1. Un alfabeto A consiste de las siguientes siete
clases de simbolos: una coleccion de simbolos constantes (posiblemente
vacta) {a,b,c,..}; una coleccion no wacia de simbolos wvariables
{u,v,w,z,y,z,...}; una coleccién de simbolos funcionales (posiblemente
vacta) {f,g,h,...}; una coleccion no wvacia de simbolos predicados
{p,q,r,...}; coleccidn de conectivos, en nuestro caso, {—,A\,V,—, <>},
coleccion de cuantificadores, {3,V}; simbolos de puntuacidn, “ (7, “)”

4 ”

y

La aridad de un simbolo funcional f o de un simbolo predicado p,
se denota usualmente por #(f) é #(p), respectivamente. En las siguientes
definiciones se asumira que .4 denota algin alfabeto fijo pero arbitrario.

Definicién 1.2. Un término es definido recursivamente sobre A como
sigue:

1. Cada simbolo constante en A es un término.
2. Cada stmbolo variable en A es un término.

8. Si f es algin simbolo funcional n-drio en A y ty,ta,....,t, Son
términos, entonces f(t1,...,tn) €s un término.

Un término es llamado basico si no contiene simbolos variables.

Definicién 1.3. Un dtomo, formula dtomica o proposicion A sobre A
es una expresion de la forma p(ty, ..., t,), donde p es un simbolo predicado
n-drio en A y ty,....,t, son términos sobre A. Una literal es un dtomo
o la negacion de un dtomo.

Los atomos algunas veces son llamados literales positivos y los
atomos negados reciben el nombre de literales negadas.

Definicién 1.4. Una férmula bien-formada (sobre A) es definida
recursfvamente como sique:

1. Cada dtomo es una formula bien-formada.

2. Si F y G son formulas bien-formadas, entonces también lo son =F
y FOG donde O es cualquier conectivo binario del lenguagje.

8. Si F es una formula bien-formada y x es un simbolo variable,
entonces VxF y dxF también lo son.

4
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Una férmula es llamada base si no contiene simbolos variables. Asi,
en particular, un Atomo base es un atomo que no posee simbolos
variables.

Es claro que los paréntesis son necesarios al escribir férmulas bien
formadas para evitar ambigiiedad. Sin embargo, su uso puede ser
minimizado por medio de su jerarquia de precedencia habitual (orden
descendiente) que es el siguiente; —,V, 3 tienen una precedencia mayor;
seguida por V,A; y por ultimo —, <.

Definicién 1.5. Un lenguaje de primer orden L dado por un
alfabeto A consiste del conjunto de todas las formulas bien formadas
determinadas por los simbolos de A. Nos referiremos a términos sobre
A como términos en o sobre L.

Ejemplo 1.6. Supdngase que A es un alfabeto que contiene como
stmbolos constantes {a,b}, simbolos variables {x}, simbolos funcionales
{h} con h funcional binario, simbolos predicados {p} con p binario
y los mismos simbolos que se habian definido anteriormente para los
conectivos, cuantificadores y puntuacion. Como ejemplos de términos
sobre A se tienen los siguientes: a,b,x, h(a,a), h(x,a), h(h(a,z),b)... En
particular, note que h(a,a) es un término base mientras que h(x,a) no
lo es.

Mds aun, los siguientes son ejemplos de formulas bien-formadas
en el lenguaje de primer-orden L determinado por el alfabeto A:
p(a,z), —p(x,b), p(b, p(a,b)),p(a,b) V —p(zx,a),Vep(x,a), Jzp(b, x)..., en
donde p(b,p(a,b)) es una formula base (atdmica) y Vep(x,a) no lo es.

1.2.2. Semantica de la Logica de Predicados de
Primer-Orden

Ahora presentemos, de forma semantica, un estudio de los elementos
basicos de la légica de predicados de primer orden. Para ello, se adopta
el enfoque usual utilizado en la teoria de modelos con dos variantes que
seran esenciales en el desarrollo de este trabajo. Primero, en su mayoria
no se manejaran férmulas cuantificadas porque para los propdsitos de la
semantica de programas logicos, digamos P, generalmente se considerara
el conjunto base(P) en lugar de P mismo, donde sus elementos no
contienen simbolos variables ni cuantificados. La segunda diferencia
esencial corresponde a la posibilidad de emplear més de dos valores de

verdad, con sus respectivos valores distinguidos.
En la légica clasica 2-valuada, y en la mayoria de las matemaéticas,

es usual emplear el conjunto TWO = {f, t} con valores de verdad true
t v false f. Sin embargo, en muchos lugares dentro de la programacién
légica y otras areas de la computacion, ha sido ventajoso trabajar con
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mas valores de verdad en lugar de solo estos dos. De hecho, Marving
Fitting habia argumentado en distintas ocasiones el uso de la logica 3-
valuada fuerte y débil de Kleene [véase [20] y [24]] en la programacién
légica, donde el conjunto de valores de verdad es THREE = {u, f, t};
t denota true, f denota false y u denota un tercer valor de verdad el
cual puede ser pensado como indefined, none (ni true, ni false) o no
information®.

Fitting también consideré la légica 4-valuada de Belnap [véase [0],
[21] v [23]], en la cual el conjunto de valores de verdad es FOUR =
{u, f, t, b}. En este caso, b denota un cuarto valor de verdad que puede
entenderse o interpretarse como both (true and false), el cual se puede
usar para manejar informacién conflictiva. Usualmente, se trabajara
sobre los conjuntos de valores TWO, THREFE y algunas veces, con
FOUR. Sin embargo, en la formulacién de los conceptos de valuacion e
interpretacion, se trabajara de manera muy general al permitir conjuntos
arbitrarios de valores de verdad y ciertos conectivos definidos sobre ellos.
En cualquier caso, 7 denotard un conjunto arbitrario de valores de
verdad o, un conjunto de verdad que contiene al menos dos elementos,
donde uno de ellos puede distinguirse con el valor de verdad t, que denota
true. Ademads, asumiremos ciertos conectivos binarios como funciones
sobre T, digase: la conjuncién (A) y disyuncién (V), un conectivo unario:
negacién (—). Por dltimo, la implicacién («+) puede ser dada como
un tercer conectivo binario o puede ser definida en términos de otros
conectivos.

Definicién 1.7. Una légica es un conjunto de wvalores de verdad, T,
junto con las definiciones de aquellos conectivos referidos a esta.

En general, si las definiciones de los conectivos son claras,
escribiremos simplemente el conjunto de valores de verdad, 7, para

referirnos a la logica correspondiente sin causar confusion alguna.
Es comin que las definiciones de ciertos conectivos puedan ser dadas

por medio de una tabla de verdad. Asi es el caso para la mayoria de
las logicas que se usaran en este trabajo. Por ejemplo, el cuadro 1.2.2
presenta como la légica de Belnap fue empleada por Fitting y como
se usard en este trabajo, la cual contiene a las légicas 2-valuada y la

3-valuada fuerte de Kleene como sublégicas®.
Mas adelante se vera que FOUR es una lattice completa y por ello,

técnicamente, es facil trabajar con esta légica. De hecho, esta es una de
las razones por cuales la logica 4-valuada desempena un rol importante

2En algunos contextos non-termination.

3Una sublégica S de una légica T, se da en el sentido de que S es un subconjunto
de valores de verdad de T y los conectivos en S, son las restricciones a S de los
correspondientes conectivos en T'.
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Cuadro 1.1: Légica 4-valuada de Belnap

en la unificacion de la teoria y es la razén principal del que se trabaje
con ella, pese a que la mayoria de las aplicaciones en este trabajo sean

en los conjuntos TWO y THREE.
Las siguientes definiciones son fundamentales para el desarrollo de

este trabajo, empleando en ellas la notacién comin en programacion
légica.
Definicién 1.8. Sean L una lenguaje de primer-orden y D un conjunto

no vacio. Una preinterpretacion J para L con dominio D, es una
asignacion -7 que satisface lo siguinte:

1. Para cada simbolo constante ¢ € L, ¢’ € D.

2. Para cada simbolo funcional n-drio f € L, f7 es una funcién n-
aria sobre D.

Una asignacién J-variable es un mapeo (total) 6, de los simbolos
variables de £ a elementos en D.

Sean J una preinterpretacién con dominio D y 6 una asignacion
J—variable. Entonces, se puede asignar a cada término, ¢ € L, un
elemento en D (llamada su denotacién o término asignado) de
manera recursiva como sigue:

= Si ¢ es un simbolo variable, (t0)7 = 6(t).

= Sit es un simbolo constante, (t0)7 =t’.
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= Sit = f(t1,...,t,) simbolo funcional n-drio, donde t1,...,t, son
términos, (t0)7 = f7((t10)7,..., (t,0)7).

= Para los dtomos A = p(ti,...,t,) € L, (40)7 =
p((t10)7,...,(tn0)”), que serd llamada instancia J-Base del
atomo p(ty, ..., t,).

Se denota por B, ; al conjunto de instancias J-base de los dtomos
en L. Asi, B, es el conjunto de todos los simbolos p(ds, ..., d,), donde
p € L es un simbolo predicado n-ario y dy,...d, € D.

Definicién 1.9. Sean L un lenguaje de primer orden, J wuna
preinterpretacion para L con dominio D y T una légica. Una valuacién
o interpretacion para L (basada sobre J) con valores en T es un mapeo
v, donde v : Bg g —T.

Sean v : Bz ; — T una valuacién y 6 una asignacién .J-variable.
Entonces, v y 6 determinan de manera inductiva un valor de verdad bien-
definido en 7 para cualquier cuantificador libre, férmula bien formada
F € £ mediante la construccion de F' y las definiciones de los conectivos
en 7. Se dird que v es un modelo para F', denotado por v = F, si v
asigna el valor true t para F'. Usualmente nos referiremos a valuaciones,
interpretaciones y modelos basados sobre J como J-valuaciones, J-
interpretaciones y J-modelos, respectivamente.

Denotaremos por I(Bz j,7) al conjunto de todas las valuaciones
para L basadas sobre J con valores en 7T, donde I(Bg ., 7T) serd
considerado como un conjunto ordenado. Tales 6rdenes sobre I(Bgz j,T)
vendran inducidos por aquellos definidos sobre 7 y por tanto B ;
no sera relevante en ello. Asi, consideraremos a las valuaciones o
interpretaciones como simples mapeos X — 7 con X un conjunto
arbitrario y denotando al conjunto de tales mapeos como I(X,T).

1.3. Espacios Ordenados de Valuaciones

Iniciemos mostrando una notacién conveniente relacionada a la
terminologia de valuacién e interpretacién. Si se consideran estructuras
generales tales como ordenamientos o topologfas sobre I(X,T),
entenderemos a las valuaciones como mapeos. Si 7 es un conjunto con 2,
3 6 4 elementos, es conveniente identificar a una valuacién con una tupla
(ordenada) de conjuntos sobre la cual esta toma los diferentes valores de
verdad en 7. Asi, para referirnos a estas ultimas utilizaremos el término
de interpretacién.

Es posible dotar al conjunto de valores de verdad 7 con una relacion,
digamos <, con la cual (7, <) puede ser un cpo, una semi-lattice superior
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completa, una lattice completa, un dominio de Scott (con elemento
minimo, bottom (L)) o incluso una bilattice cuando se le asocie con dos
6rdenes compatibles. En el caso particular en que 7 sea dotado de un
orden, <, se puede definir el correspondiente ordenamiento puntual
sobre I(X,T) denotado por C y definido para cuales quiera v1 y v2 como
sigue: v1 C vy siy solo si v1(z) < va(z), para todo z € X.

Observacion 1.10. Si < es un orden parcial, entonces T también lo
es. Mds ain, si L es el elemento bottom de T, la valuacién que mapea
cada elemento x € X a L servird como elemento bottom en I(X,T) y se
denotard tal valuacion, una vez mds, por L sin causar confusion alguna.

Finalmente, supéngase que (7, <) es un dominio de Scott, entonces se
dird que una valuacién v € I(X,T) es finita, si para cada x € X, v(z)
es un elemento compacto en (7, <) y el conjunto {x € X | v(z) # L} es
finito.

Andlogamente, las propiedades sobre la estructura de 7 se pueden
heredar a I(X,T) las cuales pueden ser establecidas en el siguiente
resultado [véase [57]].

Teorema 1.11. Sean X un conjunto no vacio, (T,<) un conjunto de
valores de verdad dotado con elemento bottom L e I(X,T) dotado con
el ordenamiento puntual y elemento bottom recien definidos.

1. Si (T, <) es ordenado parcialmente, entonces I(X,T) es ordenado
parcialmente.

2. 8 (T,<) es w— cpo, entonces I(X,T) es w — cpo.
3. Si (T,<) es cpo, entonces I(X,T) es cpo.

4. Si (T,<) es una semi-lattice superior completa, entonces 1(X,T)
es una semi-lattice superior completa.

5. 8i (T,<) es una lattice completa, entonces I(X,T) es una lattice
completa.

6. Si (T,<) es un dominio de Scott, entonces I(X,T) es un dominio
de Scott. En esta situacion los elementos compactos de I(X,T)
son las valuaciones finitas.

Demostracion.
(1) Es inmediato verificar que I(X,7T) es un ordenamiento parcial a

partir del ordenamiento que éste posee.

(2) El argumento es similar a (3) por lo que serd omitido.

(3) Sea M C I(X,T) un subconjunto dirigido. Afirmamos que para
cualquier x € X, M(xz) = {v(z) | v € M} es un conjunto dirigido.
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En efecto, sean x € X y vi,v2 € M tales que vi(x),v2(z) € M(x).
Entonces, existe vs € M tal que v; < vz y v2 < s, asi vi(x) C vz(x)
y va(x) C vs(z). Por tanto, M(z) es dirigido. Mds ain, dicho conjunto
posee un supremo en 7 ya que (7,<) es un cpo. Por lo anterior, se
puede definir una valuacién vy en X, por vy (z) := | J{v(z) | v €
M} = | |(M(x)), donde es facil verificar que vy es el supremo de M en
I(X,T). De hecho, para cualquier conjunto dirigido M C I(X,T), | | M
satisface la siguiente relacién: para cada x € X, ([JM)(z) = (M (z)),
donde M(z) := {v(z) | v € M}. En efecto, sea © € X, véase que
(0)(LM)(2) < UM (@) y (i) (L M) () > (M(x)). Para (i), dado
que para toda v € M : v(z) < vp(x), entonces v C vpr. Asi, | | M C oy
y por ello, ([JM)(z) < vp(x). Para (ii), dado que para toda v € M,
v T ||M. Entonces, para toda v € M : v(z) < (|JM)(z). Asi,
va(z) < (LUM) (). De (i) y (ii) se tiene lo pedido. Por tanto, I(X,T)
es un cpo.

(4) Por lo argumentado en (3), para cada M C I(X,T) subconjunto
dirigido existe el supremo | | M. Més ain, para cualquier M C I(X,T)
se tiene que existe []M y es definido por: ([TM)(z) = [1(M(x)) para
cada z € X, donde M(z) es como se definié en (3). Por tanto, I(X,7T)
es una semi-lattice superior completa.

(5) Se sigue de manera inmediata por los incisos (3) y (4).

(6) Mostremos primero que las valuaciones finitas son los elementos
compactos. Supdngase que v es una valuacién finita y que {x € X |
v(x) # L} ={x1,...,x,} = V. Ademds, supéngase que M = {uy, | k €
K} es un conjunto dirigido de valuaciones en I(X,7T) tal que v C | | M.
Sea x; € V. Entonces, se tiene que v(z;) < || M(z;) = || (M(z;)). Lo
anterior impica que, v(x;) es un elemento compacto y {ux(z;) | k € K}
es un conjunto dirigido. Por lo tanto, para cada ¢ = 1, n, existe uy, € M
tal que v(z;) < wg,(z;). Como M es dirigido, existe uw € M tal que
ug, T u para todo 4, y por tanto, se sigue de manera inmediata que
v C u. Se concluye que v es compacto.

Reciprocamente, supéngase que u es cualquier valuaciéon sobre X y
sea M el conjunto de todas las valuaciones finitas v tales que v C w.
Veamos que M es dirigido. En efecto, sean vi,v2 € M valuaciones
no triviales y = € X tales que vi(z) # L y va(x) # L (hay sélo un
numero finito de tales z que lo cumplen). Nétese que approz(u(x)) es un
conjunto dirigido en 7, que v1(z), v2(x) € approz(u(z)) y por considerar
valuaciones de un-punto (llamadas, aquellas valuaciones w tales que
w(x) # L en al menos un valor, x), existe vs(x) € approz(u(z)) tal que
v1(z) <wz(x) y va(x) < vz(x). De lo anterior se sigue que, existe vg € M
tal que v1 C vg y vo C w3, y por tanto M es dirigido. Mas atn, dado
x € X,y a € approx(u(z)) es posible elegir por v¥ a alguna valuacién
de un-punto que satisface v¥(x) = a y v¥(y) = L para todo y # x.
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Entonces, se verifica que vZ € M y | [{vZ | a € approz(u(z))} = u(z).
Ast, | | M = w.

Se sigue de las observaciones anteriores que si u es compacto, entonces
existe v € M tal que u C v. Por tanto el conjunto {x € X | v(x) # L} es
finito. Afirmamos que, para cada x € X, u(z) es un elemento compacto
en (7,<). En efecto, supongamos lo contrario, es decir, existe zg € X
tal que u(xg) no es compacto en (7,<). Entonces, existe al menos
un conjunto dirigido N € T tal que u(zg) < ||N, para el cual no
existe n € N con u(zg) < n. Para cada n € N definase la familia
N} :=A{u, € I(X,T) | n € N} donde u,(z) = u(z) para todo = # xo y
un (o) = n. Entonces, N es dirigido y w C | [{u,, | n € N}, sin embargo,
aln no se tiene u C u,, para cualquier n € N. Esto contradice el hecho de
que u sea un elemento compacto. Por tanto, se cumple la afirmacién. Asi,
los elementos compactos son, de hecho, las valuaciones finitas e, incluso,
se observa que approx(u) es dirigido y que | |approx(u) = u para cada
valuacién v € I(X,T).

Finalmente, si u; y wuo son dos elementos finitos consistentes en
I(X,T), entonces la valuacién definida por v(z) := | J{u1, u2} para cada
x € X, es el supremo de uy y uz (y es un elemento finito). O

1.3.1. Conjuntos TWO, THREE y FOUR

Una gran parte de la semantica declarativa para programas 16gicos
emplea la logica clasica 2-valuada, 3-valuada y la 4-valuada. En esta
seccion se discutiran las propiedades de los conjuntos TWO, THREE y

FOUR, implicitos en las légicas mencionadas.
En la légica clésica el ordenamiento usual tomado es truth, el cual

es un orden parcial denotado por <; que satisface f<;t. Por ello, TWO
resulta ser una lattice completa con elemento bottom f.

: : PN
LN

Figura 1.1: Diagramas de Hasse para TRHEE y FOUR.

Para la légica 3-valuada, consideraremos los siguientes dos: el
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ordenamiento knowledge <j y el ordenamiento truth <;. Finalmente,
para FOUR también se tienen dos érdenes, knowledge y truth,
los cuales se representan de manera completamente analoga a los de
THREFE y se encuentran indicados en la figura 1.1. En ambos 6rdenes
FOUR es una lattice completa, mas atn es una bilattice. Habiendo
definido los posibles ordenamientos que se utilizardn en el conjunto
FOUR, es conveniente dar la siguiente definicién sobre el uso de la
implicacion.

Definicién 1.12. Sean t1,t3 € FOUR. Se define la implicacion para
t1,ta como sigue; t1 < to toma el valor f si y solo sity <; ta, y t en otro
caso.

El siguiente resultado se obtiene como consecuencia de una aplicacion
directa del Teorema 1.11, con el correspondiente ordenamiento puntual
inducido.

Teorema 1.13. Sea X un conjunto arbitrario. Entonces las siguientes
afirmaciones se cumplen:

1. 8t T = TWO, entonces I(X,T) es una lattice completa con el
orden <;.

2. Si T = THREE, entonces I(X,T) es una semi-lattice superior
completa con el orden <p y es una lattice completa con el orden
<t

3. Si T = FOUR, entonces I1(X,T) es una lattice completa en cada
uno de los ordenes <y, <j.

Mds dun, en cada caso y en cada orden, el conjunto I(X,T) es
un dominio de Scott, donde sus elementos compactos son aquellas
valuaciones v para las cuales el conjunto {x € X | v(x) # L} es finito.

Noétese que la estructura de orden es independiente de la
correspondiente logica involucrada, a diferencia del conjunto de verdad
base. Por ejemplo, las légicas 3-valuadas fuerte y débil de Kleene dan
lugar a la misma estructura de orden sobre I(X,7T) pese a que la
definicién de sus conectivos sea diferente.

Dada v una valuacién, se define de manera unica una particiéon de
X de la siguiente manera; {vy, = v=(u), v = v71(f), vy = v7L(t) ¥
vp = v~ 1(b)}, donde alguno de ellos puede ser incluso vacio. Con la
notacién anterior, una valuacién v que toma valores en TWO queda
completamente determinada por I = v¢. Por tanto, tal valuacién puede
ser identificada con I. Si la valuacion v toma valores en THREE, ésta
puede ser identificada con cualquiera de estas parejas ordenadas:(1)
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I = (v, vg), si se considera el orden Cj, con elemento bottom u, también
llamado valor por defecto en el sentido que v, = X \ (vy U vg). (2)
I = (vg,vy), si se estd considerando el orden C; con elemento bottom f,
también llamado valor por defecto en el sentido que vy = X\ (vgUvy).
Finalmente, una valuacién que toma valores en FOUR, puede ser
identificada con la terna I = (vg,vg,vp) si u es el elemento bottom y
valor por defecto, o con la terna I = (vg, vy, vp) cuando f es el elemento
bottom y valor por defecto.

Reciprocamente, cualquier I C X determina una valuacién v : X —
TWO con la propiedad: v(z) = t si y solo si € I. Dado el orden Cy,
la pareja disjunta de subconjuntos de X, I = (Ii, If), determina una
valuaciéon v : X — THREFE donde v(z) = t si ¢ € I; v(z) = fsi
x € Iy; v(x) =usix € X \ Iy Uz De manera completamente andloga
se puede definir una valuacién sobre TH REE considerando el orden C;.
Por dltimo, lo mismo se puede hacer con las ternas I = (Iy, Ig, I), I =
(It, I, I) y obtener una relacién para la valuacién v : X — FOUR.

La relacién biunivoca entre mapeos y tuplas de subconjuntos
nos permite utilizar indistintamente tales conceptos. Como se habia
mencionado previamente, se utilizara el término valuacién para referirse
a mapeos y el término interpretacién para referirse a tuplas de
subconjuntos. Asi, serd de utilidad introducir la siguiente terminologia.

Definiciéon 1.14. Una valuacion o interpretacion que tome wvalores
en TWO, THREFE o FOUR serd llamada 2-valuada, 3-valuada o 4-
valuada, respectivamente.

La identificaciéon mencionada de valuaciones con tuplas de conjuntos,
permite definir una relaciéon que lleva el ordenamiento puntual de
valuaciones sobre el ordenamiento puntual de interpretaciones y se
empleard la misma notacion para los ordenamientos en los casos
correspondientes. En consecuencia, se obtiene el siguiente resultado cuya
prueba es directa.

Teorema 1.15.

1. Sean I y K interpretaciones 2-valuadas. Entonces I Ty K si y
solo st I C K como subconjuntos de X. El elemento bottom para el
conjunto de interpretaciones 2-valuadas estd dado por el conjunto
vacio.

2. Sean I y K interpretaciones 3-valuadas. Entonces I Ty K si y
solo si Iy C Ky y Ir C Ky. De manera similar, I &; K si y solo
si Iy C Ky y Ky C Iy. En ambos ordenes, el elemento bottom para
el conjunto de interpretaciones 3-valuadas estd dado por la pareja

0,0).
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3. Sean I y K interpretaciones 4-valuadas. Entonces I Ty K siy solo
sily C KUKy, Iy C KUKy y Iy € Ky. De manera similar, I &y K
siy solo st Iy C Ky, I, C Ky C Ky y Iy C Ky U K. En ambos
ordenes, el elemento bottom para el conjunto de interpretaciones
4-valuadas estd dado por la terna (0,0, 0).

En los casos anteriores, excepto en la légica 3-valuada, se trabaja con
una lattice completa. Por tanto, la valuacién que mapea cada elemento
de X en el correspondiente elemento top, es en si mismo un elemento
top para el espacio de valuaciones. Para la excepcién (interpretaciones
3-valuadas con el orden Cy) es claro que las interpretaciones I = (I, If)
donde Iy U Iy = X son elementos méaximales para el ordenamiento
Cr. Més ain, cada elemento méximal I = (I, Ir) da lugar a una
interpretacién 2-valuada Iy y reciprocamente, cada interpretacién 2-
valuada I da lugar a una interpretacién 3-valuada (I, X \ I), donde tal
correspondencia es uno a uno. Por tanto, las interpretaciones 2-valuadas
pueden ser vistas como interpretaciones méximales 3-valuadas. De
hecho, los elementos maximales son llamados interpretaciones totales,
mientras que los elementos restantes son llamados interpretaciones
parciales.

1.3.2. Interpretaciones 3-Valuadas y Conjuntos
Indicadores

Una pregunta natural relativa a las interpretaciones 3-valuadas es la
siguiente, jexiste una forma alternativa de estudiar a las interpretaciones
3-valuadas respecto al orden Cj? Para dar una respuesta positiva a esta

pregunta veamos lo siguiente.
Sean X un conjunto arbitrario e I C X, definanse los conjuntos

X ={w|2xe€ X}yl ={w]|zel} SiX esun conjunto
de atomos o literales, entonces —zx es significativo. En ambos casos,
supongase que x # -z para toda z € X. Un subconjunto C' C X U =X
es llamado subconjunto indicador de X, y es llamado consistente
si para cualquier z € X: z,~x ¢ C. Es claro que todo subconjunto
indicador de X es de la forma I U—I", donde I e I~ son subconjuntos

de X y serd consistente si y solosi IT NI~ = 0.
Ahora, obsérvese que si I = IT U I~ es un subconjunto indicador

consistente de X, entonces I da lugar a una interpretacion 3-valuada
formada por la pareja (I, 17). Entonces, identificando a I como una
interpretacién 3-valuada, se tiene que Iy = It = {z € X |z € I} y
que Iy = I~ = {x € X | -z € I}. Reciprocamente, cada interpretacién
3-valuada I = (I, If) = (I",I7) da lugar a un subconjunto indicador
consistente, It U I~, de X. Por tltimo, esta correspondencia es uno
a uno y por ello I(X,THREE) puede ser identificado con el conjunto
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de todos los subconjuntos indicadores consistentes de X. De ahora en
adelante, y de manera recurrente, se hard uso de este hecho sin previo
aviso. De hecho, en esta representacion se tiene que I Ty K si y solo si
ITUlI- C KTUK™ y més atin, el elemento bottom es el conjunto vacfo
visto como un subconjunto indicador consistente de X.

Luego, dado X subconjunto de atomos en un lenguaje de primer-
orden £ y dada I interpretacion 3-valuada vista como un subconjunto
indicador consistente de X, se tiene que para cualquier literal L = A con
A un dtomo, se cumple lo siguiente: L € I, si Ae I[; L eI, si ~Ael.

Resultados similares se obtienen, si L = —A. Con el uso de estas
observaciones, se dird que una literal L es cierta (true) en I, si L € I.
L es falsa (false) en I, si =L € I. Y por dltimo que L es indefinida
(undefined) en I, en cualquier otro caso.

Notese que estos hechos son equivalentes a definir el operador
negacién, - : THREE — THRFEFE, por medio del cuadro 1.2.2. Asi,
=(t)=f -(f) =ty -(u) =u.

1.3.3. Operadores Sobre Espacios de Valuaciones

Como se ha visto, un ordenamiento sobre un espacio de valores de
verdad T induce un orden sobre el correspondiente espacio I(X,T).
De manera similar, otros conectivos definidos sobre 7 inducen ciertos
operadores definidos sobre I(X,T), por ello discutiremos de manera

breve esta observacién.
De hecho basta enfocarse en la 16gica 4-valuada de Belnap, en la cual

el conjunto de verdad es FOUR y los conectivos son determinados por
el cuadro 1.2.2. Observemos que la logica 2-valuada clasica y la logica
3-valuada fuerte de Kleene son subldgicas de FOUR. Por tanto, no es

necesario que se trabajen por separado.
El primero de estos operadores surge a través de la negacion, el cual

serd denotado por - (también) sobre I(X,7) en si mismo, mediante
(—v)(z) = =(v(x)) para cada x € X y con v € I(X,T), arbitrario.

Anélogamente, los conectivos V y A determinan operadores de
I(X,T) x I(X,T) hacia I(X,T) tales que, para cada z € X y u,v €
I(X,T) arbitrarios, se definen: (u V v)(x) = u(z) Vo(z) y (v Av)(x) =
u(z) Av(z). Note que, la sobrecarga en los simbolos V y A no debe causar
dificultad alguna y de manera similar se pueden tratar los conectivos —
y .
Ahora, obsérvese lo siguiente, si vy, v € I(X,T) tales que v1 Ty vo,
v1(z) = fy va(z) = t para algiin € X, entonces —wy [Z; —v9, lo cual es
inmediato. De lo anterior se tiene que el operador — no es monétono en
este caso. Por tanto, = no es un orden continuo con el orden (C;). Sin
embargo, es un orden continuo si se considera el orden Cy.

La siguiente proposicién es solo una muestra de las muchas
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propiedades, que se pueden tener en I(X,7T) cuando T es el conjunto
FOUR.

Proposicion 1.16. Los operadores V y A, son mondtonos en cada
entrada.

Demostracion. Sea v € I(X,T). Dado la conmutatividad del operador
V, es suficiente mostrar que la funcién fy, : I(X,T) — I(X,T) es
monétona. Donde fy estd definida por; fy(u) = u V v, para cualquier
u € I(X,T). Del cuadro 1.2.2 y del diagrama de Hasse para FOUR
(figura 1.1), se tiene de manera inmediata que fy es mondtona. Por
tanto, el operador V es monétono. De manera completamente analoga
se prueba que el operador A es monétono. O



Capitulo 2

Semantica de Programas
Logicos

El enfoque que se adoptara para el estudio de programas 1égicos sera
dado a partir de su semantica declarativa evitando en su mayoria los

aspectos relacionados con su cémputo.
La seméntica declarativa de un programa es dada por la asignacion

de modelos adecuados, los cuales son modelos con ciertas propiedades
que se consideran deseables para el objetivo del programa, asi como
su aplicacién. Ademds, habremos de considerar que toda la seméntica
que se discuta puede ser descrita en términos de puntos fijos de ciertos
operadores asociados a algiin programa légico.

2.1. Modelos y Operadores sobre
Programas Légicos

Se dard inicio a esta seccién definiendo uno de los conceptos base
para trabajar con un programa légico.

Definicién 2.1. Sea L un lenguaje de primer orden. Una cldusula de
programa o regla en L es una formula de la forma (Vxy) ... (Va;)(A <
Ly AN---ALy,) donde l,n € N, “A” es un dtomo en L, “L;” literales en
L coni € {1,...,n} y “z;” variables que ocurren en la formula con

je{l,...,n}.

Para simplificar la notacién nos referiremos tnicamente por A
Lq,...,L, auna cldusula del programa, donde el 4&tomo “A” es llamado
la cabeza de la cldusula, cada “L;” es llamada literal del cuerpo
de la clausula yel “Lq,...,L,” es llamado el cuerpo de la clausula.
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Como un abuso de notacién, se permitird que n = 0 en el sentido
que el cuerpo de la cldusula es vacio. En este caso, la clausula
(A <) o simplemente A es llamada cldusula unitaria o hecho'.
Si una literal del cuerpo L es un atomo B, entonces se dice que B
ocurre positivamente en el cuerpo de la clausula. Por otro lado, si
L es un atomo negado, digase —B, entonces se dice que B ocurre
negativamente en el cuerpo de la cldusula. Por tanto, una clausula
tipica serd denotada por A < Ay,...,A,,~B,...,B,, donde A4; y B;
son atomos en L con el respectivo corrimiento de los indices ¢, j.

En general se consideraran tres tipos de programas légicos, que son:

1. Programa légico normal, aquel que posee un conjunto finito de
clausulas.

2. Programa légico definite, aquel programa légico en el cual no
ocurren simbolos negados.

3. Programa légico proposicional, aquel programa légico en el
cual todos los simbolos predicados son de aridad cero.

El término programa se usara en el sentido de programa normal.
Cada programa P tiene asociado un lenguaje denotado por Lp, el

cual llamaremos base de un lenguaje del programa P. Lp no sera dado
de manera explicita pero se sobreentiende que el lengueje consiste de las
constantes, variables, funciones y simbolos predicados que ocurren en
el programa P. Convenimos que cuando P no contenga algtin simbolo

constante se anadird uno.
Por dltimo, como una convencién relativa a programas logicos,

se establece que los simbolos constantes, funcionales y predicados
se denotaran mediante letras mintusculas, mientras que los simbolos

variables por letras mayusculas.
Los siguientes ejemplos de programas exhiben lo mencionado en

lineas anteriores.

Ejemplo 2.2 (Programa-Tweetyl). Sea Tuweetyl el programa que
consiste de las siguientes clausulas.

pinguino (tweety) <

ave(bob) <+
ave(X) < pinguino(X)
vuela(X) < ave(X),—pingiino(X)

Por tanto, Tweetyl representa los siguientes hechos: tweety es un
pinglino, bob es una ave, todos los pingiiinos son aves y cada ave que
no sea un pingliimo puede volar.

LAlgunas veces se escribirdn las cldusulas simplemente como A <—cuerpo, donde
“cuerpo”denota el cuerpo de la cladusula.
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Ejemplo 2.3 (Programa-Even). Sea Even el programa que consiste de
las siguientes cldusulas.

par(a) <+
par(s(X)) <+ —par(X)

El significado interpretado de este programa es el siguiente: “a” es el

numero natural 0 (cero) y “s” es la funcidn sucesor sobre los nimeros
naturales. Asi, el programa representa los siguientes hechos; “0” es par
y si algun nimero no es par, entonces su sucesor es par.

Ejemplo 2.4 (Programa-Lenght). Sea Lenght el programa que consiste
de las siguientes cldusulas.

longitud([ |,a) <+
longitud([H | T],s(X)) <« longitud(T,X)

Siguiendo la convencidn de Prolog, || denota la lista vacia y [- | -] denota
una funcion binaria cuyo siginficado deseado es el constructor lista y
donde el primer argumento es la cabeza de la lista y el seqgundo argumento
es la cola. Asi, el programa Lenght se puede entender como una forma
recursiva de definir la longitud de una lista, usando la notacion sucesor
para numeros naturales del programa 2.5. Mds aun, Lenght es un ejemplo
de un programa definite.

Consideremos ahora el estudio seméantico de los programas.

Definicién 2.5. Sean P un programa con lenguaje base Lp y D un
conjunto no vacio. Una preinterpretacion J para P con dominio
D, es una preinterpretacion J para Lp con dominio D.

Sean J una preinterpretacion para el programa P con dominio D y
0 una asignacion J-variable. Dada una clausula C' en P con C = A +
Ai,...,A,,—By,...,~B,, se define (C8)’ como,

(A0) < (A10)7,...,(A.0),~(B16)7,...,—~(B,.0)".

Usualmente a (C0)” se le llama una instancia J-bdsica de C. Se
denotard al conjunto de todas las instancias J-bdsicas de clausulas en P
por Basey(P). Por dltimo, se denotard por Bp 5 al conjunto B, j de
todas las instancias J-base de dtomos en Lp, es decir, la coleccion de
todos los elementos de la forma p(di,...,dn), donde p es un simbolo
predicado n—ario en Lp y dy,...,d, € D.

En general, se trabajard sobre una preinterpretacién fija J elegida
arbitrariamente y omitiremos hacer mencion a ella, si no causa confusién.
Asi, se escribird unicamente; Bp, Base(P), instancia bésica, ... en lugar
de lo ya mencionado. De la misma manera uno se referird a los elementos
de Base;j(P) como cldusulas (base) y se aplicard la terminologia ya
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definida para clausulas de programas a las clausulas base, tales como
“definite”.

Una de las principales interpretaciones para el estudio de programas
légicos son las llamadas preinterpretaciones de Herbrand, las
cuales son suficientes para el estudio de programas légicos [véase [44]].
Por tanto, en este trabajo formularemos las definiciones bésicas en
completa generalidad dado que ello no produce ningun trabajo extra
y consideraremos la preinterpretacion de Herbrand a no ser que se
mencione lo contrario.

Definicién 2.6. Sea un programa P con lenguaje base Lp. Entonces:
(1) El universo de Herbrand Up de P, es el conjunto de todos los
términos base en Lp. (2) La preinterpretacion de Herbrand, digase
J para P, tiene como dominio a Up y se define sobre los simbolos
funcionales y constantes como sigue:

» Para cada simbolo constante ¢ € Lp, ¢’ = c.

= Para cada simbolo funcional n-ario f € Lp, J le asigna a f el
mapeo f7 1 U% — Up definido por, f/(t1,... tn) = f(t1,... tn).

Ejemplo 2.7. Para el programa Tweetyl (Ejemplo 2.2), se tiene:

Z/[T’weetyl - {bOb, tweety},

Brweety1 = {pingiiino(bob), pingiino(tweety),
ave(bodb), ave(tweety),
vuela(bodb), vuela(tweety)},

Y Base(Tweetyl) consiste de las siguientes cldusulas.

pingiino (tweety) <
ave(bob) <+
ave (tweety) < pinguino (tweety)
ave(bob) < pingiino(bodb)
vuela(tweety) < ave(tweety), —pingiino (tweety)
vuela(bodb) < ave(bob), —pingiino(bobd)

Consideremos de nueva cuenta el programa Even (Ejemplo 2.3) e
introduzcamos la siguiente notacién: para cada n € IN, s™(x) denota al
término s(s(...s(x)...)) con n ocurrencias de s.

Ejemplo 2.8. Se tiene para el programa FEven, lo siguiente:

I/{Tweetyl = {Sn(a’) ‘ a€ ]N}—‘

BTweetyl = {P‘”‘(Sn (a)) | ne ]N} .
Ademds, Base(Even) consiste de las siguientes cldusulas para cada n €
N,

par(a) <+
par(s"*l(a)) <  —par(s"(a)).
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Nétese que el conjunto Base(Even) es infinito, de hecho es mds
sencillo tomar al conjunto Base(P) como un programa proposicional
infinito (contable) y estudiarlo de esta manera en lugar de P mismo.
Por tanto, se tomara ventaja de su notaciéon como sigue.

Ejemplo 2.9. Sea P el siguiente programa.

p<<—q
q < p

Entonces Bp = {p,q} y Base(P) = P. Ndtese que en este caso la
preinterpretacion no juega algun rol.

Ahora, se dardn las nociones bésicas sobre interpretaciéon y modelo
para programas.

Definicién 2.10. Sean P un programa, J una pre-interpretacion para P
con dominio D y T una ldgica. Una interpretacion (o valuacion) para
P con valores en T (basada sobre J), es una interpretacion o valuacion
definida sobre Bp j; con valores en T. Una interpretacion I para P es
un modelo para P, si para cada cldusula C € Base;(P); I(C) = t.

En secciones posteriores se usara la notacién Ip, ;o para el conjunto
de todas las interpretaciones 2-valuadas para P basadas sobre J. La
preinterpretacién J y el nimero 2 serdan omitidos, si J estd fija y es
claro el contexto donde se este trabajando. Asi, el conjunto de todas las
interpretaciones 2-valuadas para P basadas sobre una preinterpretacién
dada, pero fija J, serd denotado por Ip2. Argumentos similares son
aplicados a Ip j3 e Ip ja4.

Los tres conjuntos arriba definidos poseen la estructura tedrica
de orden descritas en el Teorema 1.13 relativa a los ordenes que se
discutieron en 1.3.

2.1.1. El Operador de un Solo Paso y Modelos
Soportados

Recordemos que la seméantica declarativa para programas légicos se
da mediante la seleccién de modelos adecuados. Tal seleccién puede
ser descrita mediante un operador, el cual mapea interpretaciones en
interpretaciones y cuyos puntos fijos seran los modelos ideales para el
programa. En esta seccion se introducira el primero de varios operadores
que se estudiaran en el contexto de la semantica declarativa, llamado el
operador de un solo paso u operador de consecuencia inmediata
debido a Kowalski y Van Emden [véase [64]].

2En particular Ip > puede ser identificado con el conjunto potencia de Bp.
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Definiciéon 2.11. Sean P wun programa légico normal y J una
preinterpretacion para P. El operador de un solo paso u operador
consecuencia inmediata Tp ; : Ipy — Ip; estd definido por; dado
I €Ipy, Tp(I) es el conjunto de todos los bdsicos A € Bp,y para los
cuales eziste una cldusula A < Lq,...,L, € Base;(P) que satisfaga
IT'E{LiN---AL,}, es decir, (L1 A--- A L) =t.

Trabajaremos con la légica cldsica 2-valuada, por tanto Ip o Ipg se

entiende por Ip ;2 donde J es una preintepretacién dada.
La importancia del operador de un solo paso es clara a partir de la
siguiente proposicién.

Proposicién 2.12. Sea P un programa. Entonces, I es modelo para P
sty solo si I es un punto pre-fijo del operador Tp.

Demostracion. =] Sean I € Ip un modelo para Py A € Tp(I).
Entonces, existe una cldusula C = A + L4,...,L, € Base(P) donde
I |= (cuerpo) = t. Como I es un modelo, I(C) = t. Por tanto, I(4) =t
y de ahf que, A € I. Asi, Tp(I) C I.

[« Supéngase que Tp(I) C I y considere la cldusula C = A «+
Ly,...,L, € Base(P) tal que I = Ly A---A L,,. Entonces, A € Tp(I) C
I. Asi, I(A) = t. Por tanto, I(C) = t. O

Observemos que Bp siempre es un modelo para P, pero en general Bp
no es adecuado para capturar la seméantica declarativa de los programas,
es decir, el “significado deseado” de los programas dado que Bp contiene
muchos elementos. Por tanto, un enfoque estandar para la semaéntica
declarativa involucra la imposicién de ciertas condiciones adicionales que
los modelos deben satisfacer para calificar como “modelos adecuados”.
Sin embargo, es razonable pensar que las condiciones que se elijan,
en este contexto, dependen sobre la comprensién particular que uno
le puede dar, de lo que podria significar. Por ello, nos dedicaremos a
la presentacion y al estudio de las diferentes condiciones que han sido

propuestas por diversos autores para resolver este problema.
La observacién anterior sugiere pensar en la biusqueda de modelos

minimales. Por tanto, los casos donde exista un modelo minimo seran de
particular interés para este trabajo.

Teorema 2.13. Sean P un programa definite y J una preinterpretacion
fija para Lp. Entonces se cumplen los siguientes resultados.

(a) Tp es un orden continuo sobre Ip.

(b) P posee un (J-)modelo minimo, el cual coincide con el minimo
punto fijo de Tp y es igual a Tp T w.

22



CAPITULO 2 SEMANTICA DE PROGRAMAS LOGICOS
2.1. MODELOS Y OPERADORES SOBRE PROGRAMAS
LOGICOS

(¢) La interseccidn de cualquier coleccion no vacia de (J-) modelos
para P, es un modelo para P. Por lo tanto, un programa definite
no puede tener dos modelos minimales distintos para P. Mds ain,
la interseccion de la coleccion de todos los modelos para P coincide
con el modelo minimo para P.

Demostracion. (a) Véase primero que Tp es monétono. Sean I, K € Ip
con I C K y supéngase que A € Tp(I). Entonces existe una clausula
A <+ cuerpo € Base(P) con cuerpo C I. Asi, cuerpo C K, y de ahi que
Ae TP(K)

Ahora, sean Z = {I) | A € A} una familia dirigida de interpretaciones
2-valuadase I = | |Z = |JZ. Como el orden que se esta considerando es la
inclusioén de conjuntos usual y por la definicion de Tp, se sigue de manera
inmediata que Tp(Z) es dirigido. Por la Proposicién A.14, inicamente
resta mostrar que Tp(I) C |JTp(Z). Para ello, supéngase que A € Tp(I).
Entonces hay una cldusula (definite) C' = A «+ A;,..., A, € Base(P)
tal que A;,..., A, € I. Por tanto, existen I, con A; € I, para i =
1,...,n. Como Z es dirigido, existe Iy € Zcon Iy, CIyconi=1,...,n.
Por tanto, el cuerpo de C estd en Iy, es decir, I)(cuerpo) = t, y de lo
anterior se tiene que A € Tp(Iy). Por tanto, A € |JTp(Z).

(b) Por la condicién (a), es posible aplicar el Teorema de Kleene
[Véase A.17] para asegurarse que Tp tiene un minimo punto fijo, el cual
coincide con, Tp 1 w. Mds atin, es el menor punto pre-fijo de Tp. Asi,
por la proposicion 2.12, Tp T w es el modelo minimo para P.

(c) Es claro. O

En conclusién, la seméantica de modelos minimos es muy satisfactoria
para los programas logicos definite desde varios puntos de vista dado que
se puede mostrar, por ejemplo, que el minimo modelo para un programa
definite se corresponde bastante bien con el “procedural interpretation”
de los programas légicos®. Por ello, se ha tratado de generalizar el
Teorema 2.13, sin embargo tales propuestas siguen fallando de distintas
maneras. Por ejemplo, véase el siguiente programa.

Ejemplo 2.14. Sea P el programa que consiste de las siguientes
cldusulas.

p < —q

q < p

7 or
Entonces {p,r} y {q,v} son modelos minimales para P, pero
incomparables. Por tanto, P no tiene modelo minimo y por ello, P no
tiene puntos fijos. Por dltimo, sin niguna dificultad se puede verificar
que Tp(0) = {p,q,r} y Tp(p,q,r) = 0. Por tanto Tp no es mondtono.

3Para mas detalles sobre esto véase [14] y [2].
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Se ha abordado el problema relativo a la ausencia de modelos
minimos de distintas maneras que sugieren el uso de modelos especificos.
Asi, revisaremos algunos de estos enfoques iniciando con el siguiente
ejemplo, el cual se empleard para establecer el primer modelo que se
trabajard y que sugiere el uso de modelos minimales.

Ejemplo 2.15. Sea el programa Even 2.3 con los modelos siguientes:
K1 = {par(s®"(a)) | n € N},

Ks = {par(s*"*'(a)) | n € N}.
Se verifica sin mucha dificultad que ambos modelos son minimales pero
(como veremos mds adelante) Ky resulta ser un modelo mds adecuado
dado que logra captar el significado deseado que intenta dar FEven,
mientras que Ko no lo hace. En esencia, lo anterior se relaciona con
el siguiente hecho; par(s(a)) = t respecto a Ko pese a que el programa
no da una justificacion para ello. Ast, de manera intuitiva, es razonable
decir que siempre que un dtomo tome el valor “true” em algun modelo
deseado para el programa, entonces este deberia tomar el mismo valor
por una razén provista por el programa mismo.

Definicién 2.16. Una interpretacion I para un programa P es llamada
soportada si, para cada A € I, existe un cldusula A < cuerpo €
Base(P) con I(cuerpo) = t.

En el ejemplo 2.15, K7 es soportado mientras que Ko no lo es. De
hecho, en una seccién posterior mostraremos que K es el tinico modelo
soportado para Even. Asi, para algunos programas ser soportado es un

requerimiento apropiado de los modelos.
Ahora, veamos la relacién que hay entre los modelos soportados y el

operador de un solo paso [véase [3]].

Proposicién 2.17. Sea P un programa normal. Entonces, I es una
interpretacion soportada para P si y solo si I es un punto post-fijo del
operador Tp. Ademds, I es un modelo soportado para P si y solo si I es
un punto fijo del operador Tp.

Demostracion. =] Sea I una interpretacién soportada para P y
supéngase que A € I. Entonces, existe A < cuerpo € Base(P) con
I(cuerpo) = t, por tanto A € Tp(I). Lo anterior muestra que, I C Tp(I).
Por tanto, I es un punto post-fijo de Tp.

[< Supdéngase que I es un punto post-fijo y A € I. Entonces
A € Tp(I), por ser I post-fijo. Por tanto, existe una cldusula en la
base del programa, A < cuerpo € Base(P) con I(cuerpo) = t, lo cual
muestra que I es un modelo soportado para P. Finalmente, usando la
proposicién 2.12, se tiene que una interpretacién para P es un modelo
soportado para P siy solo si la interpretacién es tanto un punto post y
pre-fijo del operador T'p, es decir, si y solo si es un punto fijo de 7),. O
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Ejemplo 2.18. Considérese el programa Tweetyl del ejemplo 2.2.
Entonces,se puede verificar sin ninguna dificultad que Tweetyl tiene
como modelo soportado al siguiente conjunto:

M = {pingiiino (tweety), ave(bob), ave(tweety), vuela(bob)}.

Una revision mds cuidadosa mostrard que M es el unico modelo
soportado para Tweetyl, lo cual se dard en un ejemplo posterior.

En el contexto de programacién logica basada en resolucién, los
modelos soportados son mejores que aquellos que unicamente son
minimales, dado que ellos representan mejor la idea del programador,
quien define a una cldusula como una forma de equivalencia mas que,
como una implicacién [véase [12]].

Observacion 2.19. Dado que los modelos minimos para un programa
definite son los puntos fijos del operador de un solo paso, por el
Teorema 2.13 se obtiene de manera inmediata que todo modelo minimo
es soportado.

En conclusién, el Teorema A.17 y A.18 no son vélidos en general
para todo programa normal, debido a la no monotonia del operador de
un solo paso en estos programas. Asi, para la obtencién de los puntos
fijos del operador de un solo paso es natural el empleo de teoremas sobre
puntos fijos, en los cuales no es necesario la monotonia del operador.

2.1.2. El Operador de Gelfond- Lifschitz y Modelos
Estables

Un inconveniente que se presenta en la semaéantica para modelos
soportados es el hecho que los programas definite pueden tener mas de
un modelo soportado. Para ello, véase el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.20. Sea P el programa que consiste de la siguiente cldusula,
p < p. Entonces, tanto O como {p} son modelos soportados para P.

Tal inconveniente puede ser resuelto mediante la introduccién de los
modelos estables, para los cuales serd necesario el siguiente resultado
auxiliar.

Proposicion 2.21. El minimo modelo, Tp T w, para un programa
definite P, es el unico modelo M para P que satisface la siguiente
condicion: existe un mapeo |l : Bp — «, para algun ordinal o, tal que
para cada A € M, existe una cldusula A — cuerpo € Base(P) con
M (cuerpo) = t, y para cada B € cuerpo; [(B) < l(A).

Demostracion. =]Supéngase que el modelo minimo es Tp 1 w = M.
Témese o = w y definase [ : B, — « por medio de {(A) = min{n | A €
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T,T(n+1)}si,Ae M yl(A) =0si, A¢ M. Para cada n ocurre que
PCTpt1C---CTptnC - CTpTw=,,TpTm, conlo cual
se observa que [ estd bien definida y el minimo modelo, Tp 1 w, para P
tiene las propiedades requeridas.

[< Si M es un modelo para P que satisface las condiciones dadas
para algin mapeo [ : B, — o. Entonces, afirmese lo siguiente: A € M =
A e Tp 1 (I(A) 4+ 1). Si, I(A) = 0 entonces, es claro que A € Tp 1 1.
Ahora supdngase que, la afirmacién se cumple para todo A con I(A) < n.
Véase que también se cumple si [(A) = n. En efecto, sea A € M, existe
A <+ cuerpo € Base(P) tal que M (cuerpo) =ty VB € cuerpo, [(B) <
[(A). Entonces, B € Tp 1 (I(B)+1) para todo B € cuerpo, por hipétesis
inductiva. De ahi que, cuerpo € Upe yerpo Ip T (U(B)+1) € Tp 1 (I(A)).
Por tanto, existe A + cuerpo € Base(P) tal que cuerpo € Tp 1 (I(A)),
es decir, A € Tp 1 (I(A) + 1). De la afirmacién probada, se sigue que
M CTp T wyporelloque M =Tp 1 w, ya que de la minimalidad del
modelo Tp 1T w se tiene que Tp Tw C M. O

Los mapeos [, mencionados en la Proposicién anterior, comunmente
son llamados mapeos de nivel. En ocasiones serd necesario extender
tales mapeos a literales asumiendo que tales extensiones satisfacen que
I(—A) =1(A), para cada dtomo A.

La siguiente definicién? de modelo estable relaciona la propiedad
recién establecida sobre el operador Tp y la de modelo soportado.

Definicién 2.22. Una interpretacion I para un programa P es llamada
una interpretacion bien soportada si existe un mapeo de nivel
l : Bp — «a, para algin ordinal o, tal que para cada A € I, existe
una cldusula C' € Base(P) de la forma A + Ay,...,A,,0By,..., By
de tal manera que el cuerpo de C cumple: I(cuerpo) =t y l(4;) < I(A)
para todo i =1,...,n.

En particular, un modelo bien-soportado serd llamado un modelo
estable.

Teorema 2.23. (1) Cada modelo estable es soportado y minimal. (2)
Cada programa definite tiene un unico modelo estable, el cual es su
modelo minimo.

Demostracion. (1) Sean P un programa, M un modelo estable para P
y | un mapeo de nivel con el cual M es estable. Que M es soportado
es inmediato a partir de la Definicién 2.22. Veamos que M es minimal.
Supéngase que K es un modelo para P con K C M. Entonces, existe
A€ M\ K. Sin pérdida de generalidad, supéngase también que A es tal

4Véase [13], donde se exhibe que los modelos estables pueden ser introducidos de
esta manera.
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que [(A) es minimal. Dado que M es bien-soportado, existe una clausula
C de la forma A < Ay,..., A,,—Bi,..., By € Base(P) tal que para
cadai=1,....,ny j=1,...,k se tiene que A; € M, I(A;) < l(A) y
B; ¢ M D K. Entonces, B; ¢ K para cada j, y por la minimalidad de
[(A) se tiene que A; € K para cada 4. Luego, como K es modelo de P
y el cuerpo de C toma el valor t con respecto a K, entonces A € K, lo
cual es falso ya que contradice el hecho que A € M \ K. Por tanto, M

es un modelo minimal.
(2) Por la Proposicién 2.21, se observa que todo modelo minimo es

un modelo estable para un programa. Por tultimo, la unicidad se sigue
de (2) y de la parte (c) del Teorema 2.13. O

En general, los reciprocos del Teorema anterior (2.23) no se cumplen.

Ejemplo 2.24. Sea P el programa que consiste de las siguientes
cldusulas.

p<q
P p

Es sencillo ver que {p} es el dnico modelo soportado para P. Sin
embargo, este modelo no es estable.

Por el Teorema 2.23 (2), la unicidad de los modelos estables nos
garantiza que dichos modelos sean minimos. Por otro lado, si un
programa tiene un modelo minimo, entonces no hay garantia de que tal
modelo sea estable para el programa, como lo muestra el ejemplo anterior
y donde dicho ejemplo sirve para probar que el reciproco del inciso (2)
del Teorema 2.23 no se cumple en general. De la misma manera, se puede
exhibir que el reciproco del inciso (1) del Teorema 2.23 es falso, para ello
considérese el Ejemplo 2.20 con modelo soportado {p}, donde {p} no es
un modelo estable para P.

El siguiente resultado muestra una caracterizacién de los modelos
estables como puntos fijos de un operador.

Definiciéon 2.25. Sean P un programa e I € Ip. Entonces, la
transformada Gelfond- Lifschitz P/I de P es el conjunto de todas
las cldusulas A < Aq,..., A, para las cuales existe una cldusula A <+
Aq,...,A,,—B,...,mBy € Base(P) con B € I yj=1,...,k.

Nétese que la transformada de Gelfond-Lifschitz P/I de un programa
P es definite (como un conjunto de cldusulas bésicas) y por tanto,
por el Teorema 2,13, tiene un modelo minimo, digase Tp,; T w. Una
vez definida la transformada de Gelfond-Lifschitz, se puede definir el
operador de Gelfond-Lifschitz [véase [26]] asociado con P como,
GLPZI—)TP/I Tw.

27



CAPITULO 2 SEMANTICA DE PROGRAMAS LOGICOS
2.1. MODELOS Y OPERADORES SOBRE PROGRAMAS
LOGICOS

Teorema 2.26.

1. El operador GLp es antitono y en general no es mondtono.

2. Una interpretacion I es un modelo estable para un programa P si
y solo si I es un punto fijo del operador GLp.

Demostracion. (1) Sea P un programa y sean I, K interpretaciones para
P con I C K. Entonces, es facil ver que P/k C P/I. Afirmese lo
siguiente, para todo n € N : Tp/i 1 n C Tp/; T n. En efecto, para
n = 1. Sea A € Tp/ T 1. Entonces, existe una cldusula C' = A <+
Ai,..., A, € Base(P/K) C Base(P/I) tal que § = A1 A--- A Ap,.
Entonces, C' € Tp/; T 1. Ahora, supéngase que la afirmacién se cumple
para algiin n y véase que se satisface paran+1. Sea A € Tp/ T (n+1) =
Tp/k (TP/K T (n)), entonces por hipotesis inductiva y el caso n = 1 se
tiene que, A € Tp/r (TP/I 0 (n)) =Tp/r T (n+1). Por tanto, se tiene la
afirmacion. De lo anterior, se sigue que GLp(K) = Tp/x T w C Tp/; 1
w = GLp(I). Por tanto, GLp es un operador antitono.

Para probarse que GLp en general no es mondétono, considérese el
programa del Ejemplo 2.24. Témese I = ), se observa que P/I = {p +
p,p <} (sin mucha dificultad). De ahi, es claro que GLp(I) = {p}.
Ahora, tomando I = {p}, se observa que P/I{p < p} y GLp(I) = 0. De
lo cual se sigue (1).

(2) [« Supédngase que GLp(I) = Tp/; T w = I. Entonces I es un
modelo minimo para P/I, por tanto I es un modelo para P. Y por la
Proposicién 2.21, I es bien-soportado con respecto a cualquier mapeo de
nivel, [, que satisface: [(A) = min{n € N| A € Tp,; T (n+1)} para cada
Ael

=] Supdngase que I es un modelo estable para P. Entonces, I es
bien-soportado relativo a algiin mapeo de nivel, digase [. Asi, para cada
A € I, existe una clausula C = A < Ay,...,A,,~B1,...,n By €
Base(P) de tal forma que, I(cuerpo) = t y I(A;) < I(A) para cada
i=1,...,n. Entonces, para cada A € I, existe una cldusula de la forma
A« Ay,..., A, € P/I, donde I(cuerpo’) = t y I(4;) < I(A), para
cada ¢. Por tanto, se sigue de la Proposicién 2.21 que I es un modelo
minimo para P/I, de ahi que, I = Tp;; T w = GLp(I). Por tanto se
tiene (2). O

La transformada de Gelfond-Lifschitz puede ser considerada como
un proceso de dos pasos: (1) Elimina cada cldusula-base que posea
literales negadas, digase =B, en el “cuerpo” de la clausula y con B € I.
(2) Elimina todas las literales negadas en el “cuerpo” de las cldusulas
restantes. En otras palabras, el proceso se entiende de la siguiente
manera: se considera a P como un conjunto de premisas y a I como un
conjunto de creencias que un agente racional podria sostener y quisiera
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probar dadas las premisas en P. Cualquier cldusula-base que contenga
elementos de la forma —B en el “cuerpo” de la clausula, donde B € I,
son inttiles para el agente y pueden ser descartadas. Luego, entre las
restantes cldusulas-base, una ocurrencia de la forma —B con B ¢ I son
triviales. Asi, se puede simplificar el conjunto de premisas P al conjunto
P/I. Por ultimo, si sucede que I sea el conjunto atomos que se siguen
légicamente de P/I, entonces el agente es racional. Para dejar en claro
las lineas anteriores, véanse los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.27. Consideremos el Programa Tweetyl del Ejemplo 2.2 y
su modelo soportado M dado en el Ejemplo 2.18. Se afirma que M es
estable para Tweetyl. En efecto, para ello véase que Tweetyl /M consiste
de las siguientes cldusulas:

pingiino (tweety) <
ave(bob) <+
ave (tweety) < pinguino (tweety)
ave(bob) < pinguino(bob)
vuela(bodb) < ave(bob)

Donde, de la Proposicion 2.21 se sigue que M es un modelo minimo para
Tweetyl /M. Por tanto, M es estable para Tweetyl.

En la seméantica de modelos soportados al anadir clausulas de la forma
p < p se puede cambiar la seméantica del programa. Como ejemplo de
ello, considérese el siguiente programa.

Ejemplo 2.28 (Tweety2). Considérese el siguiente programa llamado
Tweety?2.

pinguino (tweety) <
ave(bob) <
ave(X) < pingiino(X)
vuela(X) <+ ave(X),—pingiuino(X)
pinguino (bodb) < pingiino(bobd)

El programa Tweety2 resulta de Tweetyl por la adicion de la ultima
cldusula, la cual es suficiente para modificar la semdntica del programa
como se muestra a continuacion:
= Tweety?2 posee como modelos soportados tanto a M del
Ejemplo 2.18 y a M’ que consiste de los siguientes bdsicos
{pingiino (tweety), pingiino(bodb), ave(tweety), ave(bob)}.

= M es un modelo soportado para Tweety2, mientras que M’ no lo es. En
efecto, sea Twetty2/M’ que consta de las siguientes cldusulas:

pinguino (tweety) <
ave(bob) <+
ave (tweety) < pinguino (tweety)
ave(bodb) < pingiino(bob)
pingiino (bob) < pingiuino (bobdb)
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Y tiene como modelo minimo: {pingiino(tweety), ave(tweety),
ave(bob)}# M'.

Por 1ltimo, veamos que la seméantica de modelos estables sirve para
modelar la eleccién en el sentido de delimitar el dominio de estudio
correspondiente al contexto del problema.

Ejemplo 2.29 (Tweety3). Sea Tweety3 que consta de las siguientes
cldusulas.

aguila(tweety) < —pingiino (tweety)
pinguino (tweety) < - aguila(tweety)
ave(X) <+ aguila(X)
ave(X) < pingiino(X)
vuela(X) <+ ave(X), —pingiino(X)

Se garantiza que Tweety3 posee los siguientes modelos estables:
= {aguila(tweety), ave(tweety), vuela(tweety)} y

» {pingiiino(tweety), ave(tweety)}.

2.1.3. El Operador y Modelos De Fitting

La seméntica de modelos estables es mas satisfactoria que la de
modelos soportados por el siguiente hecho: cada programa definite tiene
un tnico modelo estable, el cual coincide con su modelo minimo. Sin
embargo, para programas normales la unicidad no se cumple como se
exhibié en el programa del Ejemplo 2.9. Para solucionar el problema de
unicidad Fitting [Véase [20]] introdujo una clase de modelos basados en la
l6gica 3-valuada fuerte de Kleene con el ordenamiento <y y utilizando los
conjuntos indicadores (véase la Subseccién 1.3.2) con su correspondiente
ordenamiento.

Definicién 2.30. Sea P un programa légico normal, se definen los
operadores T y Fp sobre Ip = Ips = Ip j3 como sigue.

Tp(I)={ A€ Bp|3 A<+ cuerpo € Base(P) con
. I(cuerpo) = t, respecto a la légica
3 — valuada fuerte de Kleene }

Fp(I)={ A€ Bp |V A+« cuerpo € Base(P) se
. tiene I(cuerpo) = f, respecto a la 1.
3 —valuada fuerte de Kleene }

Asi, se define el operador de Fitting(o el ®p — operador) $p para
P, de la siguiente manera. Para cada I € Ip,

®p(I) = Tp(I) U~Fp(I).
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Notese que para cualquier I interpretacién 3-valuada, se tiene que
A € ®p(I) siempre que A sea la cabeza de una cldusula-base, mientras
que —A € ®p(I) si no existe cldusula-base cuya cabeza sea A.

Ejemplo 2.31. Iniciemos el cdlculo de ®p(I), tomando a P como
Tweetyl del Ejemplo 2.2. Consideremos la interpretacion 3-valuada
I =10, la cual serd conveniente tomarla con la notacién de subconjunto
indicador. Es claro que “D” asignard el valor de verdad “a” para todo
dtomo-base en el presente contexto.

Se cumple que Tp(0) ={pingiino(tweety), ave(bob)} y Fp(l) =
—{pingiino (bob)}. Por lo tanto,

®p(0) ={pingiiino (tweety), ave(bod), —pingiiino(bob)}.
De la misma manera, se obtiene:
Tp(®p(0)) ={pingiiino (tweety), ave(bodb), ave(tweety), vuela(bodb)}
)
—Fp(®p (D)) = ~{pingiiino (bodb), vuela(tweety)}.

Ast, @p(®@p(0)) = Tp(®p(0)) U ~Fp(®p(0)) es una interpretacion total 3-
valuada.

El siguiente resultado puede considerarse el andlogo al resultado
presentado en la Proposicion 2.12.

Proposicion 2.32. Sea P un programa légico normal. Entonces, M es
modelo 3-valuado para P si y solo si M es un punto pre-fijo del operador
®p con el orden C;.

Demostracion. =] Supéngase que M es un modelo 3-valuado para P
y sea A € ®p(M). Entonces, existe una clausula C' = A < cuerpo €
Base(P) con M (cuerpo) =t. Como M es modelo, entonces M(C) = t.
De ahi que, M(A) = t, es decir A € M. Por tanto, M es un punto
pre-fijo de ®p.

[« Supdngase que M es tal que ®p(M) C; M y sea A € Bp,
arbitrario. Supdéngase que ®p(M)(A) = u, entonces M(A) = u 6
t. Luego, si existen clausulas C = A ¢ cuerpo € Base(P) con
M (cuerpo) = t, entonces de los posibles valores para ®p(M)(A) toma
el valor t, lo cual no es posible. Por tanto, M (cuerpo) = u 6 f para cada
cldusula C. Asi, de la Definicién 1.12 se tiene que, M(C) = t. Ahora,
sup6ngase que ®p(M)(A) = t, entonces M(A) = t. De la Definicién
1.12 se tiene que para cada C = A < cuerpo € Base(P), M(C) = t.
Por dltimo, supéngase que ®p(M)(A) = £, entonces ~A € ®p(M), por
tanto no existe cldusula con cabeza A, es decir, M (C) = t se cumple por
vacuidad. Por todo lo anterior, se sigue que M es un modelo para P. [

Ahora, consideremos el siguiente ejemplo que mostrard como la
Proposicién anterior (2.32) es falsa en ambas direcciones si se considera
el orden Cy.
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Ejemplo 2.33. Sea P el programa que consiste de las siguientes
cldusulas.

SRS
TTTT

Definase M como sigue: M(P) = £,M(q) = u y M(r) = t. Entonces,
M es una interpretacion 3-valuada para P que cumple ®p(M) T M.
Para ello, véase lo siguiente.

= Op(M)(p) Cx M(p). En efecto, supdngase que ®p(M)(p) = t,
entonces debe existir una clausula tal que p sea su cabeza y el
cuerpo de esta cldusula en M tome el valor t. Pero, para las
dos cldusulas que tiene P con cabeza p, se tiene M(—q) = u y
M(—r) = f. Por tanto, ®p(M)(p) = t no puede pasar. Asi, se
cumple C.1.

s Op(M)(q) Cx M(q). En efecto, por como se definio ®p(M) sobre
los basicos se tiene que Pp(M)(q) # t 6 £. Por tanto, se tiene C.2.

s Op(M)(r) Cx M(r). En efecto, ®p(M)(r) = f no puede suceder
ya que P posee la siguiente cldusula r < r, donde M(r) = t. Por
tanto, se tiene C.3.

Ademas, M no es un modelo para P. Basta tomar, la clausula C' = p <
—q, donde M(C) =f.

Por otro lado, consideré al programa P del Ejemplo 2.1/ y definase
M como sigue: M(p) = t, M (q) = u y M(r) = t. Entonces, es inmediato
verificar que M es un modelo 3-valuado para P. Sin embargo, M no es un
punto pre-fijo de ®p, basta notar lo siguiente: ®p(M)(q) = f, mientras
que M(q) = u. Por tanto, es falso que ®p(M)(q) T M(q).

El siguiente resultado sobre ® p, serd fundamental para los propdsitos
de esta seccion.

Proposicién 2.34. Sea P un programa. Entonces, ®p es mondtono
sobre Ip respecto al orden Cy.

Demostracion. Sean I, K C Ip con I C Ky A € ®p(I). Entonces, A €
T5(I). Asi, existe una clausula-base A < cuerpo tal que I(cuerpo) = t.
Por la Tabla 1.2.2, se tiene que cada literal L € cuerpo debe tomar el
valor de verdad t. Y por los resultados presentados en la Subseccién
1.3.2, se tiene que cada literal del cuerpo es tal que, L € I. Por tanto,
para cada L € cuerpo, L € K. De ahi que, K(cuerpo) = t. Asi,
AeThH(K) C Pp(K).
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Ahora, si A € ®p(I). Entonces, A € Fp(I). Asi, para toda cldusula-
base A € cuerpo, el I(cuerpo)f. Por ello, para tales clausulas se observa
que al menos una literal, digase L; € cuerpo es tal que I(L;) = f, es
decir, —=L; € I (una vez més por la Tabla 1.2.2) y los resultados de la
Subseccién 1.3.2. Como I C K, —L; € K, por tanto K (cuerpo) = f para
todas estas cldusulas. Por lo cual, A € Fp(K) y de ahi que =A € &p(K).
Por tanto ®p es mondtono sobre Ip. O

Noétese que, con lo exhibido en el Ejemplo 2.31 y de la Proposiciéon
2.34, se tiene que ®p(Pp(0)) es el minimo punto fijo del operador @ p, lo
cual puede verificarse facilmente al iterar una vez mas al operador ®p.

Ejemplo 2.35. Sea P el programa del Ejemplo 2.1j. Definanse las
siguientes interpretaciones 3-valuadas para P como sigue: I(p) = I(q) =
I(r)y = f y K(p) = K(q) = K(r) = t. Entonces, I =—; K. Mds
atn, se verifica que ®p(K) y ®p(I) toman los valores constantes f
y t respectivamente. Por tanto ®p(K) T, ®p(I), es decir, Pp no es
monotono relativo al orden Cy.

Dado que el operador ® p es mondtono respecto al orden Cg, entonces
(por el Teorema A.18) ®p tiene un minimo punto fijo y este punto fijo
es potencia de algin ordinal o, ®p 1 . El minimo punto fijo de ®p es
llamado el modelo de Kripke-Kleene o el modelo de Fitting para
P. En relacién a esto, mas adelante se observara que ® p no es un orden
continuo, de hecho, ni w-continuo, respecto al orden Cj. Por tanto, el
Teorema A.17 no es aplicable sobre ®p en general.

Proposicién 2.36. Sea P un programa. Entonces, cada punto fijo M
de ®p son modelos para P con las siguientes propiedades.

(a) Para cada A € Bp con M(A) = t, existe una cldusula A <
cuerpo € Base(P) con M (cuerpo) = t.

(b) Si A € Bp de tal forma que para toda cldusula A < cuerpo €
Base(P) se cumple, M (cuerpo) = f. Entonces, M(A) =f.

Demostracion. Primero, véase que M es un modelo. En efecto, sean
A <« cuerpo € Base(P) y M un punto fijo del operador ®p. Por la
Definicion 1.12, basta examinar los siguientes casos:

= M(cuerpo) = t. Entonces, t = ®p(M)(A) = M(A). Por tanto,
M(A) =t.

= M(A) =f. Entonces, ®p(M)(A) = f. Por tanto, M (cuerpo) = f.

= M(A) = u. Entonces, ®p(M)(A) = u, de ahi que M (cuerpo) = f
6 M (cuerpo) = u.
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Por tanto, M es un modelo para P.

(a) Sea A € Bp y supdéngase que M (A) = t. Entonces, p(M)(A) =
t por ser M punto fijo. Asi, existe A + cuerpo € Base(P) tal que
M (cuerpo) =t por la definicién del operador @ p.

(b) Sea A € Bp y supdéngase que, para cada cldusula A < cuerpo €
Base(P) se tiene M (cuerpo) = f. Entonces, ®p(M)(A) = f por la
definicién de ®p y al ser M punto fijo de este operador, se tiene
M(A) =f1. O

En otras palabras, la Proposicién anterior asegura que cada punto
fijo del operador ®p es un modelo soportado 3-valuado para P, en
el sentido que tal modelo satisface (a) y (b) de la misma Proposicién.
Asi, obsérvese que cada modelo soportado 3-valuado total es un modelo
soportado en el sentido de la Definicién 2.16.

Proposicién 2.37. Sea P un programa. Entonces, M es un punto fijo

del operador ®p si y solo st M es un modelo soportado 3-valuado para
P.

Demostracion. =] Por la Proposicién 2.36 se tiene el resultado. [< Sean
M un modelo soportado 3-valuado para Py A € Bp. Si M(A) = t,
entonces al ser M modelo 3-valuado soportado existe A < cuerpo €
Base(P) tal que M(cuerpo) = t. Por tanto, ®p(M)(A) = t pero
t = M(A), entonces Pp(M)(A) = M(A). Ahora, si M(A) = f, entonces
al ser M modelo para P se tiene que para cada A < cuerpo € Base(P)
su cuerpo es tal que M (cuerpo) = f. Por tanto, ®p(M)(A) = f = M(A).
Por tanto, M es un punto fijo del operador ®p. O

La discusién sobre las propiedades de los modelos de Fitting sera
retomada después de la siguiente caracterizacion que mostrara una forma
alternativa de trabajar con los modelos de Fitting via mapeos de nivel.
Para ello, definamos lo siguiente.

Definicién 2.38. Sean P un programa e I € Ips una interpretacion
3-valuada. Se dice que | es un I-mapeo de nivel parcial para P, si
I es un mapeo parcial de Bp hacia «, donde dom(l) = {A € Bp | A €
I 6-A€l} ya es algin ordinal.

Una vez mas, se pueden extender tales mapeos a literales como sigue:
I(-A) =1(A), para todo A € dom(l).

Definicién 2.39. Sean P un programa légico normal, I un modelo 3-
valuado para Pyl un I-mapeo de nivel parcial para P. Entonces, se dice
que P satisface (F) con respecto a I yl, si para cada A € dom(l)
se cumple una de las siguientes condiciones:

» (F1) A € I y emiste A < Li,...L, € Base(P) tal que L; € I y
I(L;) <l(A) para cadai=1,...,n.
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» (F3) A € I y para cada A < Li,...,L, € Base(P), existe i €
{4,...,n} tal que ~L; € I yI(L;) < l(A).

Si A € dom(l) cumple Fy, entonces se dird que A satisface F; con
respecto a I y l. De manera andloga, para Fs.

Teorema 2.40. Sean P un programa normal y Mp su modelo de Fitting.
Entonces, en el ordenamiento Cy, Mp es el mdzimo modelo entre todos
los modelos 3-valuados I, para los cuales existe un I-mapeo de mivel
parcial, 1, para P tal que P satisface (F') con respecto a I y .

Demostracion. Recordemos que Mp = ®p 1 a para algin ordinal a.
Definase el Mp-mapeo de nivel parcial, digase lp : Bp — a como sigue:
Ip(A) = B donde B es el minimo ordinal tal que A no se encuentra
indefinido en ®p 1 (8 + 1). Afirmamos los siguientes hechos:

1. P satisface (F) respecto a Mp y lp.

2. Si I es un modelo 3-valuado para P y [ es un I-mapeo de nivel
parcial tal que P satisface (F) respecto a I y . Entonces, I C Mp.

[1] En efecto, sea A € dom(lp). Supdngase que Ip(A) = By
considérense los casos correspondientes para (F1) y (Fy).

(F1) Si A € Mp, entonces A € ®p 1T « y por como se definio
Ip, se sigue que A € &p 1+ (8+1) = &p(®p 1T F). Entonces,
A eTp(®p 1 B). Por tanto, existe una cldusula A < cuerpo € Base(P)
tal que ®p 1 B(cuerpo) = t y por tanto, para todo L; € cuerpo;
®p 1 B(L;) = t. De lo anterior, se sigue que Ip(L;) < By L; € Mp
para todo 4. Por tanto, A satisface (F}) respecto a Mp y lp.

(Fy) Si —A € Mp, entonces (con el mismo razonamiento del C.(F}))
A € Fp(®p 1 B). Por tanto para cada A < cuerpo € Base(P), existe
L € cuerpo, literal, tal que ®p 1 S(L) = £, es decir, L € ®p 1 3. De lo
anterior, se tiene que Ip(L) < 8y =L € Mp. Por tanto, A satisface (F»)
respecto a Mp y Ilp.

[2] En efecto, supéngase que [(A) = (5. Luego, pruébese lo siguiente
mediante induccién transfinita sobre [(A); (A€l = A€ ®p 1 (5+1))
V—Ael=-Aedp?t (8+1)).Sil(A) = 0, entonces A € I.
Luego por (F}) se garantiza que A ocurre como la cabeza de un hecho
en Base(P). Por tanto, A € ®p 1 1. Por otro lado, —A € I,y por (F») se
garantiza que no existen cldusulas en Base(P) con cabeza A. Por tanto,
-Aedp 1.

Supdngase que la hipdtesis inductiva se cumple para todo B € Bp con
I(B) < 1(A).[C.i] Si A € I, entonces A satisface (F}) respecto a I y [. Por
lo tanto, existe A < cuerpo € Base(P) tal que I(cuerpo) =ty I(K) < 8
para toda K € cuerpo. Asi, por hipétesis inductiva, cuerpo C Mp y
dado que Mp es un modelo para P, se tiene que A € Mp. [C.ii] Si
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A € I, entonces A satisface (F}) respecto a I y [. Por tanto, para cada
A « cuerpo € Base(P), existe K € cuerpo tal que =K € I y I(K) < §.
Luego, por hipdtesis inductiva, se asegura que =K € Mp, y de ahi que
para cada A < cuerpo € Base(P), Mp(cuerpo) = f. Como Mp es
un punto fijo del operador ®p, entonces -A € Mp. Por tanto, se tiene
[2]. O

Observacion 2.41. Sea P un programa légico normal. Entonces, P
posee un modelo de Fitting total si y solo si existe un modelo total I y
I-mapeo de nivel (total) para P tal que P satisface (F') respecto a I yl.

Ejemplo 2.42. En el Ejemplo 2.31 se mostro que el programa Tweetyl
(Ejemplo 2.2) tiene como modelo de Fitting (total) al conjunto de bdsicos
M U =(Bruyeety1 \ M), donde M es como en el Ejemplo 2.18.

Ahora consideremos el programa Tweety2(Ejm 2.28), el cual tiene
como modelo de Fitting a {pingiiino(tweety), ave(bob), ave(tweety),
—vuela(tweety) }. Notese que de esta manera no es posible decidir si bob
es 0 no es un pingiino. Por tanto, la semantica de Fitting posee la misma
deficiencia que se posefa en la semdntica de modelos soportados (véase
el Ejemplo 2.28).

También se tiene el siguiente ejemplo, considérese el programa
Tweety3 (Ejemplo 2.29), sin niguna dificultad se garantiza que Tweety3
tiene a “0” como su modelo de Fitting.

A continuacién, se dard un ejemplo en el cual se exhibird que el
operador de Fitting, ®p, no es w-continuo en general e inclusive para
programas definite no se cumple tal propiedad.

Ejemplo 2.43. Sea P el programa que consiste de las siguientes
clausulas.
p(s(X)) < p(X)
q < p(X)

Entonces, no es dificil verificar que; ®p 1+ n = {-p(s*(X)) | k <
n} paratodon € N y &p 1+ w = {-p(s™(0)) | n € N}, Sin embargo,
el menor punto fijo del operador ®p estd dado por; Pp 1T (w+ 1) =
{=q,—p(s"(0)) | n € N}.

Observemos que el operador de Fitting puede considerarse como una

forma de aproximarse al operador de un solo paso, en el sentido de la
siguiente proposicion.

Proposicién 2.44. Sea P un programa. Entonces, para todo I € Ip3
se cumple ®p(I)T C Tp(IT) C Bp \ ®p(I)~. Mds atin, el operador
de Fitting mapea interpretaciones totales en interpretaciones totales y
en este tipo de interpretaciones, el operador de Fitting coincide con el
operador de un solo paso.
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Demostracion. SeanI € Ipgconl =I1TU-I"y A€ ®p(I)*. Entonces,
A € ®p(I), existe A < cuerpo € Base(P) tal que I(cuerpo) = t. Si
cuerpo = Ay, ..., An,0B1,..., By, entonces para todo i,j, A; € I1 y
Bjel coni=1,....nyj=1,...,k esdecir, A; € Iy y B; ¢ I".
Por tanto, I (cuerpo) = t ya que IT™ puede considerarse como una
interpretacién 2-valuada. De ahf que, A € Tp(I™T). La igualdad se obtiene
en el caso de que I sea una interpretacion 3-valuada total, en este caso
B; ¢ I't se entiende por B; € I, por ello que si A € Tp(I"), entonces
Aedp (I)+

Para la segunda inclusién, obsérvese que A € ®p(I)~ si y solo si
para toda cldusula A < cuerpo € Base(P) es tal que I(cuerpo) = f.
De lo anterior, se sigue que al menos una de las literales en el cuerpo es
falsa repecto a I, digase A; € I~ o ya sea B; € I'", es decir, A; ¢ I
o algin B; € I'. Por tanto, It (cuerpo) = f tomando a I'™ como una
interpretacién 2-valuada. Asi que, A ¢ Tp(IT). Via complementos se
obtiene que Tp(I™) C Bp \ ®p(I)~. De manera andloga, a lo hecho
en la primera inclusion, se obtiene la igualdad. Es decir, si I es total,
entonces BP\CI)P(I)_ :(I)p<l>+:T}_>([):Tp(I+) O

Observacion 2.45. De la proposicion 2.44, se sigue que todo modelo
de Fitting total es un modelo soportado. Sin embargo, para un programa
P, la unicidad del modelo estable no garantiza que P posea un modelo
de Fitting total. En efecto, considérese al programa P que consiste de las
siguientes cldusulas,

P q
q < p
P p

Se verifica que {p} es el inico modelo soportado 2-valuado para P, mds
atn {p} es un modelo estable para P. Sin embargo, el modelo de Fitting
3-valuado para P es en todas partes igual a u.

2.1.4. Modelos Perfectos y Débilmente Perfectos

El enfoque usando modelos 3-valuados tiene la ventaja que a cada
programa se le puede asociar un unico modelo, llamado el modelo de
Fitting. Esto evité la ambigiiedad presentada en la semantica basada en
l6gica clasica, donde un programa puede tener varios modelos asociados.
Una manera alternativa de evitar este problema es restringir la sintaxis
de los programas, de tal manera que solo se permitan aquellos programas
donde la seméantica no sea ambigua. Usualmente la restriccion se
establece mediante condiciones las cuales impiden la recursién en ciertas
situaciones y la manera mas conveniente para expresar estas condiciones
es mediante mapeos de nivel. En otras palabras; la introduccién de la
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negacion, en particular la posibilidad de permitir dependencias recursivas
entre atomos negados, causa ambigiiedad desde un punto de vista
declarativo. Sin embargo, si la recursién solo se permite a través de los
atomos positivos (llamado modelo esténdar) entonces el minimo modelo
puede obtenerse.

Definicién 2.46. Sea P wun programa. P es llamado localmente
estratificado, si existe un mapeo de nivel ‘1”7 tal que para cada A +
Ai,..., Ay, —B1,...,B,, € Base(P) se satisface:

» (E1)1(A;) <I(A) para cadai=1,...,n.
» (E2)(B;) <l(A) para cada j =1,...,m.

Mads ain, P serd llamado estratificado si P es localmente estratificado
y para cualesquiera dtomos A, B € Bp, con el mismo simbolo predicado,
se tiene que [(A) = 1(B).

Notese que para los programas estratificados la imagen de los mapeos
de nivel involucrados es finita, situacién diferente la que se presenta para
los programas localmente estratificados.

La semantica que se desarrolld con la introduccién de los programas
localmente estratificados fue llamada semantica de modelos
perfectos®. Sin embargo, se discutird una seméntica atin mas general,
llamada semdntica débilmente perfecta (definida més adelante).

Definiciéon 2.47. Sean P wun programa localmente estratificado, 1 el
mapeo de nivel asociado a P y M, N modelos distintos para P. Se dice
que N es preferible a M, si para cada dtomo-base A € N\ M, existe
un dtomo-base B € M\ N tal que I(B) < l(A). Un modelo M para P es
llamado perfecto, si no existen modelos preferibles a M en P.

Dada la definicion anterior, se estd interesado en dar una
caracterizacién de la semdantica de los modelos perfectos para légicas 3-
valuadas, con el objetivo de proporcionar un tnico “modelo adecuado”
para cada programa dado. Para ello, se procede en presentar las
definiciones involucradas en los modelos débilmente perfectos debido a

Przymusinska y Przymusinski [véase [51]].
Para facilitar la notacién serd conveniente considerar programas

proposicionales (infinitos contables) en lugar de programas sobre
lenguajes de primer orden, teniendo en cuenta que ya se ha hecho esta
observacién (en la seccién 2.1) sin la pérdida de generalidad para los
propdsitos del trabajo.

Definicién 2.48. Sean P un programa proposicional y A,B € Bp.
Entonces, se tiene lo siguiente.

5Véase [52] y [3] para mds resultados.
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= A refiere a B si, ya sea que B 0 =B ocurran como una “literal de
cuerpo” en alguna cldusula de la forma A < cuerpo € Base(P).

= A refiere negativamente a B si, =B ocurre como una “literal
de cuerpo” en una cldusula A < cuerpo € Base(P).

= A depende sobre B, denotado por B < A, si la pareja (A, B)
pertenece a la clausura transitiva de la relacion “refiere a”.

= A depende negativamente sobre B, denotado por B < A,
si existen C, D € Bp tal que C refiere negativamente a D y se
cumplen las siguientes condiciones: 1.- C < A o C = A (el dltimo
caso en el sentido de la identidad). 2.- B< D o B=D.

Consideremos la siguiente notacién util. Sean A, B € Bp, entonces se
escribird A ~ Bsi A= B o Ay B dependen negativamente uno sobre el
otro, es decir, A < By B < A. No es dificil verificar que la relacién, ~,
es una relacién de equivalencia y sus clases de equivalencia son llamadas
componentes de P. Ademds, se dice que una componente es trivial si
esta consiste de un solo elemento A tal que A £ A. Con esta notacién
se puede considerar el siguiente ejemplo de programas estratificados.

Ejemplo 2.49. Considérese el programa Tweety2 (Ejemplo 2.28). Se
garantiza que tal programa es localmente estratificado, de hecho, es
estratificado ya que “vuela” depende tanto de “pingiino” como de
“ave” | “ave” depende unicamente de “pingiino” y “pingiuino” no
depende de ningin simbolo predicado mds que el de él mismo. Por otro
lado, es claro que Tweety3 (Ejemplo 2.29) no es localmente estratificado.

Otra manera de presentar las definiciones dadas en 2.48 es por medio
de lo que se conoce como la dependencia grafica de un programa P,
denotado por Gp y que se define como sigue.

Definicién 2.50. Sea P un programa. Entonces, la dependencia grifica
Gp de P se construye de la siguiente manera:

= Los vertices de Gp son los dtomos-base que aparecen en P.

» Para cada cldusula A < cuerpo € Base(P) y B un dtomo; si B
ocurre en el cuerpo, exriste una arista dirigida positiva en Gp de
B hacia A. Si =B ocurre en el cuerpo, existe una arista dirigida
negativa en Gp de B hacia A.

Asi, basandose en la Definicién 2.50, se tiene que B < A si y solo si
existe una trayectoria dirigida en Gp de B hacia A; y B < A si y solo
si existe una trayectoria dirigida en Gp de B hacia A a través de una
arista negada.

39



CAPITULO 2 SEMANTICA DE PROGRAMAS LOGICOS
2.1. MODELOS Y OPERADORES SOBRE PROGRAMAS
LOGICOS

Ademids, dadas C7 y C5 dos componentes para un programa P, se
puede introducir una relacion de orden entre las componentes de la
dependencia gréfica del programa P, de la siguiente manera; C; < Cs si
y solo si Cy # Cq y para cada A; € C, existe Ay € Cs tal que A1 < As.
Por 1ltimo, se dird que C es una componente minimal para P, si no
existe componente Cs con Cs < (1.

Definiciéon 2.51. Sea P un programa logico normal. Entonces, el
estrato inferior S(P) de P es la unidn de todas las componentes
minimales de P. La capa inferior L(P) de P es el subprograma de P,
que consiste de todas las cldusulas del programa P con cabeza en S(P).
Ademds, dada I una interpretacion 3-valuada para P, considerando
a I como subconjunto indicador, entonces el reducto de P con
respecto a I se define como el programa P/I que se obliene a partir
de P mediante las siguientes reducciones: (1) remover de P todas las
clausulas que contienen una literal-cuerpo, L, tal que =L € I o con
cabeza perteneciente a I (en otras palabras, remover todas las cldusulas
verdaderas en P). (2) Remover de todas las cldusulas restantes todas
las literales-cuerpo, L, con L € I. (8) Remover del programa resultante
todas las cldusulas no unitarias tales que su cabeza aparezca como cabeza
de una cldusula unitaria en el programa P.

Nétese que la definicién de P/I difiere de la dada en la Definicién
2.25 para modelo estables. Por tanto, la Definicién 2.51 solo serd usada
en esta seccién.

Definicién 2.52. Sea P wun programa. Entonces, el modelo
débilmente perfecto Mp para P estd definido via induccion transfinita
como sigue. Sean Py = P y My = 0. Sea « > 0 un ordinal (contable),
tal que para todo & < « se han definido los programas Ps y las
interpretaciones S-valuadas Ms, donde:

u Na :U5<04M57
= P, :P/Nou

= R, es el conjunto de dtomos que estdn indefinidos en N, y fueron
eliminados de P, por el reducto de P con respecto a Ny,

u Sa = S(Pa)7
= L,=L(P,).
Entonces, la construccion procede con uno de los siguientes 3 casos.

1. Si P, =0, entonces la construccién se detiene y Mp = N, U —Ry,
es el modelo débilmente perfecto (total) para P.
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2. 8 Sy = 0 o L, contiene alguna literal negada, entonces la
construccion se detiene y Mp = No,U—-R,, es el modelo débilmente
perfecto (parcial) para P.

3. Enlos casos restantes L, es un programa definite y se define M, =
HU-R,, donde H es el modelo total 3-valuado correspondiente al
minimo modelo 2-valuado para L., y la construccion continua.

Para cada «, el conjunto So, U R, es llamado el a-ésimo estrato de P
y el programa L, es llamada la a-ésima capa de P.

Ejemplo 2.53 (Tweety4). Considérese al porgrama Tuweelys como
Stque;

pinguino (tweety) <
ave(bob) <
ave(X) < pinguino(X)
vuela(X) <+ ave(X), —pingiino(X)

pingtino (bodb) < pinguino(bodb), —wvuela(bod)

Donde, se exhibird que Tweety] tiene como modelo débilmente perfecto
a7

{ave(bob), ave(tweety), pingiino(tweety), —wuela(tweety)}.

Para ello, sea P = Py = Base(Tweetyd), donde Base(Tweetyd) estd
conformada por las siguientes cldusulas:

pinguino (tweety) <
ave(bob) <
ave (tweety) < pinguino (tweety)
ave(bob) < pinguino(bob)
vuela(tweety) < ave(tweety), —pingiino (tweety)
vuela(bodb) < ave(bob), —pingiino(bobd)
pinguino (bob) < pingiino(bodb), —wuela(bodb)

Ahora, sea My = (), entonces Ny = My y Py = Py/My. Luego, llévese
acabo la reduccion de Py respecto a My para obtener Pi. Aplicando la
Definicidn 2.51 se observa que solo aplica (3), y de ahi se tiene que P
estd formado por;

pingiino (tweety) <
ave(bob) <
ave (tweety) < pinguino (tweety)
vuela(tweety) < ave(tweety), —pingiino(tweety)
vuela(bodb) < ave(bodb), —pingiino(bob)
pinguino (bob) < pinguino(bodb), —wvuela(bodb)

Como el reducto de Py respecto a Mgy, solo removio una clausula la cual
no removié atémos bdsicos de Py, entonces Ry = (.
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La dependencia grifica Gp, de Pi, se muestra en la Figura 2.1
donde se utilizan las abreviaciones obvias para los dtomos-base de P;.
Ast, utilizando Gp, es sencillo verificar que las componentes de Py son:
{ave(bob)}, {ave(tweety)}, {pingiino(tweety)}, {vuela(tweety)},
{vuela(bod), pingiino(bob)}. Ademds, es inmediato observar que las
componentes minimales de
Py son; {ave(bob)},{ave(tweety)},{pingiiino (tweety)}. Asi, el estrato
inferior de Py es S(Pl):{a'ue(bob), ave (tweety), ping’illz"n,o(tweety)} Y
la capa inferior de Py, Ly = L(Py), es el siguiente programa definite.

pinguino (tweety) <
ave(bob) <
ave(tweety) < pinguino(tweety)

BB ()
) e
/- / N
y
/ l + /
- att) at) |-
‘.\ l ".\ \
N
~ -
w(t) w(b)

Figura 2.1: Dependencia gréafica para P;.

Donde, es claro que el minimo modelo 2-valuado para Ly es igual a S7.
Luego, como Ly es definite, se sigue de (3) en la Definicion 2.52 que
M, = HU Ry, donde H es el modelo 3-valuado total correspondiente
a Sy yal ser Ry = 0, My = Sy1. Por tanto, el proceso continua. El
programa Py que se obtiene al realizar el reducto de Py respecto a My es
el siguiente:

vuela(bob) < —pingiino(bobdb)
pinguino (bodb) < pingiino(bodb), —wuela(bob)

La dependencia grdfica Gp, que se muestra en la Figura?2.2, solo posee
una componente a saber {pingiiino(bob), wvuela(bodb)}. Por tanto, el
estrato inferior de Py es Sy = S(P) ={pingiiino(bob), wuela(bob)}.
Mads ain, Ny = Mo U My = My y por como se definié Ro, se tiene que
es igual a {vuela(tweety)}. Como la capa inferior Ly = L(Py) = P,
entonces Lo no es un programa definite. Por tanto, la construccion se
detiene por (2) en la Definicion 2.52, y el modelo débilmente perfecto es
My U Ry = My U—-Ry =51 U—-Ry como se habia afirmado.
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p(bSi)'+

v(b)

Figura 2.2: Dependencia grafica para Ps.

Definiciéon 2.54. Un programa légico mormal P se dice que es un
programa débilmente estratificado, si P posee un modelo débilmente
perfecto (total). Asi, el conjunto de todos los estratos de P serd llamado
su estratificacion debil.

Ahora, veamos una caracterizacién alternativa de los modelos
débilmente perfectos usando mapeos de nivel.

Definicién 2.55. Sean P wun programa légico mormal, I wuna

interpretacion 3-valuada para P y 1l un I-mapeo de nivel parcial para

P. Se dice que P satisface (WS) respecto a I y I, si para cada

A € dom(l) se cumple una de las siguientes condiciones:

WS1. A € I y existe A < L1,...,L, € Base(P) tal que para todo i €
{1,...,n}; Ly € T y1(A) > U(L;).

WS2. =A € I y para cada A < Ai,...,An,mB1,...,mBn € Base(P) al
menos una de las siguientes condiciones se cumple.

WS2a. Eziste i tal que =A; € I y I(A) > 1(As).
WS2b. Para todo k,j; l(Ar) < I(A), I(Bj) < I(A) y existe i con —A; € 1.
WS2c. Euxiste j tal que B; € I y 1(A) > I(Bj).

Nétese que la condicién (F2) en la Definicién 2.39 implica (WS2a.) 6
(WS2¢.), donde se observa que la condicién (W S2) es més general que la

condicién (F2) y de hecho las condiciones (WS1) y (F1) son idénticas.
Ahora, consideremos algo de notacién que ayudara en la presentacion

de un Teorema posterior. Serd conveniente considerar los mapeos de
nivel como mapeos de Bp hacia el conjunto de pares de ordinales (3, n),
donde n < w. En efecto, dado @ un ordinal (contable) y tomando
A={(B,n) | B < a, n<w}, se tiene que A estd dotado con el orden
lexicografico y es isomorfo a un ordinal. Por tanto, cualquier mapeo de
Bp hacia A puede considerarse como un mapeo de nivel. Ademés, dado
P un programa con Mp su modelo débilmente perfecto, se define el Mp-
mapeo de nivel parcial, denotado por lp, como sigue: Ip(A) = (8, n),

43



CAPITULO 2 SEMANTICA DE PROGRAMAS LOGICOS
2.1. MODELOS Y OPERADORES SOBRE PROGRAMAS
LOGICOS

donde A € S3URg y n es minimo con la propiedad que A € Tp, 1 (n+1),
si tal n existe. En otro caso, Ip(4) = (B,w). Nétese lo siguiente, si
Ip(A) = Ip(B), entonces existe a tal que A, B € S, U R,,. Ademds, si
Ae€eS,UR,y B € SgURgcon a< f, entonces [(A) < I(B).

Definicién 2.56. Sean P,Q programas e I una interpretacion.

(a) Sean C; = A « Ly,....,L, y Co = B + Ki,...,Ky,
dos cldusulas. Entonces, C1 subsume a Ci, si A = B y
{L1,...,L,} C{Ky,...,Kn}. Denotado por, C; < Cs.

(b) Se dice que P subsume a Q, si para cada cldusula Cy € P, existe
Cy cldusula en Q, tal que Cy < Cs. Denotado por, P < Q.

(c) Se dice que P subsume a QQ como modelo-consistente (con
respecto a I), denotado por P <1 Q, si las siguientes condiciones
se cumplen:

(i) Para cada C; = A + Li,...,L, en P, existe Cy =
B+ Ki,....Kp, en Q tal que C1 < Cy y {K1,...,Kn}\
{Lly"'aLn}gI-

(ii) Para cada Cy = B+ Ky,..., Ky en Q con {K1,...,Kn} C
I y B¢ 1, existe cldusula Cy en P tal que Cy < Cs.

Con la notacién establecida en la Definicién 2.52 y la Definicion
anterior se prueba el siguiente lema.

Lema 2.57. Sea P wun programa. Entonces, para todo ordinal o;
P/N, <n, P.

Demostracion. Sea « un ordinal. Como cada cldusula C; = A <«
Ly,...,L, en P/N,, se obtiene de una cldusula Cy = A + Kj,..., K,,
en P por medio de la eliminacién de literales en el cuerpo contenidas
en N,, entonces la condicién (C%) en la Definicién 2.56 se cumple.
Ademéds, claramente C; < Cy y {Ki,....,Kn} \ {L1,...,L,} solo
contiene elementos de N,,.

Por otro lado, para cada cldusula Co = A < K;,..., K, en P donde
A ¢ N, y el cuerpo de Cy es cierto bajo N,, se tiene que mediante
el segundo paso del reducto de P respecto a N,, todas las literales K;
son eliminadas del cuerpo de Cs. Por tanto, C; = A + es una clausula
unitaria en P/N,. Por tanto, C; < Cs. O

Lema 2.58. Sean P’ un programa légico infinito proposicional normal,
I # 0 un modelo 3-valuado para P’ y 1 un I-mapeo de nivel parcial tal
que P’ satisface (W S) respecto a I yl. Entonces, Si P = P’ /] se cumple
lo siguiente:
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(1) El estrato inferior de P es diferente del conjunto vacio, es decir
S(P) # 0, y tnicamente consiste de componentes triviales.

(2) L(P) de P es un subprograma definite.

(3) El modelo 3-valuado N correspondiente al minimo modelo 2-
valuado para L(P) es consistente con I en el siguiente sentido:
I' C N, donde I' es la restriccion de I sobre aquellos dtomos los
cuales no estdn indefinidos en N.

(4) P/N satisface (WS) respecto a I/N y l|n, donde ln es la

restriccion de | sobre los dtomos en I/N.

Demostracion. (1) Supongamos que existe una componente no trivial tal
que C C S(P). Entonces, existen dtomos en C tales que A # B, A < B
y B < A. Sin pérdida de generalidad, supéngase que A es elegido de tal
manera que [(A) es minimal. Ahora, sea A’ cualquier 4tomo que ocurre
en el cuerpo de la clausula con cabeza A. Entonces,

= Si A’ ocurre positivamente, entonces A > B > A > A’, sin mucha
dificultad se prueba que A > A’.

s Si A’ ocurre negativamente, entonces A > A’. Y, por la
minimalidad de la componente, también se tiene que A < A’.

Por tanto, se tiene que todos los atomos que ocurren positivamente
o0 negativamente en el cuerpo de las cldusulas con cabeza A estan

contenidos en C.
Ahora, considérense los siguientes casos.

= Si A € I, entonces debe de existir una cldusula unitara con cabeza
A en P, digase A < de lo contrario por (W.S1) en la Definicién
2.55, se tiene A < Li,...,L, conn > 1, L; € I y I(A) > I(L;)
para todo i € {1,...,n}, lo que contradice la minimalidad de I(A4).
Ademads, como P = P’/(, se tiene que A + es la tinica cldusula P
con cabeza A. Contradiciendo la existencia B # A con B < A.

m Si -A € I, y dado que A fue elegido de tal manera que
fuera minimal respecto a [, entonces se tiene que (WS2b), de
la Definicién 2.55, debe satisfacerse para toda cldusula A <
Ay,...,A,,~By,...,m By, respecto a I y I, mds aun, m = 0.
Ademds, como se hizd notar lineas anteriores, para toda i €
{1,...,n}, A; € C y I(A) > I(A;). También, del Caso(1), se tiene
que ningin A; pertenece a I. De lo anterior se sigue que, para
todo A; en el cuerpo de cualquier cldusula con cabeza A, se tiene
I(A) =1(A4;) y ~A; € I. El mismo argumento se cumple para todas
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las cldusulas con cabeza algun A;, y el argumento se repite en si
mismo. Ahora del hecho que A > B, existen D, F € C tal que F
refiere negativamente a D, E < Ay B < D. Como se acaba de
observar, -F € I y [(E) = [l(A). Como E refiere negativamente a
D, existe una clausula con cabeza E y la =D en el cuerpo de tal
cldusula. Y como (WS2) se cumple para esta cldusula, entonces
existe una literal L en el cuerpo de esta cldusula tal que [(L) < I(A)
y L € C, lo cual es una contradiccién.

Por tanto todas las componentes en P son triviales.
Ahora, véase que S(P) # ). En efecto, sea A un dtomo de tal manera

que [(A) sea minimal. Se afirma que {A} es una componente. Para ello,
supdngase lo contrario, es decir, existe &tomo B con B < A. Entonces,
existe D1, ..., Dy para algin K € N, tal que Dy = A, D; refiere a D4

para todo j = 1,...,k — 1 y Dy, refiere negativamente algiin B’ con
B'> B (6 B' = B).
Mediante induccién pruébese lo siguiente, para todo j = 1,...,k;

-D; € I, B < D; y l(D;) = l(A). De hecho, nétese que para j = 1,
es decir Dj = A, se tiene que B < D; = Ay I(D;) = l[(A). Supéngase
que A € I, luego por la minimalidad de I(A), se tiene que A + es
la tnica cldusula en P = P’/Q, lo cual contradice la existencia de
B < A. Por tanto, mA € [ y la propiedad se cumple para j = 1.
Ahora, supéngase que la propiedad se cumple para j < k. Entonces,
al tener que B < B’ < Dy, < Dj_1 < --- < Dy < A se tiene que
B < Djy1. Como —D; € Iy I(D;) = I(A), se observa que (WS52)
debe cumplirse, y por la minimalidad de {(A), se infiere que (W .52b) se
cumple y de ahi que no haya cldusulas con cabeza D; que contengan
atomos negados. ASi, por (W S2b) y la minimalidad de I(A), se cumple
que [(Djy1) = U(D;) = I(A). Ademsés, si se supone que D;y; € I, tal
supuesto puede ser refutado por el mismo argumento que se dio para
A lineas anteriores, de lo contrario, D;41 < serfa la tnica clausula con
cabeza D;i1 y por la minimalidad {(D;1) = I(A), contradiciendo que
B < Dj44. Por tanto se cumple la propiedad.

En resumen, se tiene que Dy refiere negativamente a B’ y =Dy, € I.
Entonces, existe una cldusula que satisface (WS2) con cabeza Dy y
la =B’ en el cuerpo de tal cldusula. Contradiciendo, una vez mds, la
minimalidad de {(A) = I(Dy). Por tanto, se cumple (1).

(2) Supdngase que L(P) no es definite. Entonces, existe una cldusula
A « cuerpo € L(P) tal que =B ocurre en el cuerpo de la clausula
para alguna literal B. De donde, se tiene que B < A. Y, dado que el
estrato inferior consiste unicamente de componentes minimales, se sigue
que A < B. De lo anterior, se infiere que A y B pertenecen a la misma
componente, contradiciendo (1). Por tanto, L(P) es definite.

(3) Primero, ndtese que al formar el reducto P de P’ respecto a 0, el
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tercer paso en este proceso es el inico que tiene algin efecto al remover
todas las clausulas no unitarias, donde su cabeza aparezca también como
una cebeza de alguna clausula unitaria.

Ahora, sea un dtomo A € I’ tal que A ¢ N y supéngase, sin pérdida
de generalidad que, A es elegido de tal manera que [(A) es minimal con
esta porpiedad. Por la observacién hecha en un principio y la hipdtesis
(P’ satisface (W.S) respecto a I y 1), existe una cldusula A « Lq,..., L,
en P tal que, para todo ¢; L; € I. Por tanto, L; € I’ para todo i y
I(A) > I(L;). Asi, todas las literales L; son verdaderas respecto a N por
la minimalidad de [(A). De donde, al ser N un modelo para L(P), se

sigue que A € N, lo cual contradice lo supuesto en un principio.

De manera andloga, considérese un dtomo A € N tal que A ¢ I'.
Supdngase, sin pérdida de generalidad, que A es elegido de tal manera
que n sea minimal respecto al hecho siguiente, A € Tppy T (n + 1).
Entonces, existe una cldusula definite, A < cuerpo € L(P) tal que todos
los atomos que ocurren en cuerpo son verdaderos respecto a Tp(py T n.
Por tanto, estos 4tomos son verdaderos en I’, y al ser I’ un modelo para
L(P), se infiere que A € I', contradiciendo la hipétesis.

Finalmente, sea —=A € I’. Entonces, no es posible tener que A € N,
de lo contrario A € I'. Asi, dado que N es un modelo total para L(P)
se tiene que A € N.

(4) Del Lema 2.57, se tiene que P/N <y P. De lo cual, considérense
los siguientes casos;

= Si A €I\ N, entonces existe una cldusula A < Lq,...,L; en P
tal que L; € I y I(A) > I(L;) para todo i € {1,...,k}. Como, lo
anterior, no es posible para aquellos elementos A € N, entonces
existe una cldusula en P/N la cual subsume a A < Ly,...,Lg, y
por tanto, satisface (WS1). Asi, A satisface (WS1).

= Si nA € T\ N, entonces para cada C1; = A < cuerpo; en P/N,
existe C' = A < cuerpo en P tal que C subsume a Ci. Y como,
—A € I, entonces se satisface la condicién (WS2) para Ay C.
Finalmente, como la reduccion respecto a N elimina solo literales
en el cuerpo, que ocurren en N, entonces la condicién (WS2) se
sigue cumpliendo.

Por tanto, P/N satisface (W.S) respecto a I/N y l|n. O

Ahora, se presentara el Teorema que dio motivo a la introduccién de
la notacién, Definiciénes y Lemas anteriores.

Teorema 2.59. Sea P wun programa légico normal con modelo
débilmente prefecto Mp. Entonces en el ordenamiento Ty, Mp es el
modelo mds grande entre todos los modelos I, para los cuales existe | un
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I-mapeo de nivel parcial para P, tal que P satisface (W.S) respecto a I
yl.

Demostracion. Mostraremos las siguientes afirmaciones.

1. P satisface (W.S) respecto a Mp y Ip.

2. Si I es un modelo para P y [ es un I-mapeo de nivel parcial tal
que P satisface (W.S) respecto a I y [, entonces I C Mp.

[1] Sea A € dom(lp). Supéngase que [p(A) = (a,n), entonces
considerensé los siguientes casos.

(i) A€ Mp.Entonces A € Ty T (n+1). Por tanto, existe una clausula
definite en L,, digase A < Ay,..., Ay tal que A; € Tr_ T n, para
todo i. Asi, para todo i; A; € Mp y lp(A) > Ip(A;). Por el Lema
2.57, existe una clausula en P A < Ay,...,Ag, L1,..., L, tal que
L; € N, C Mp paratodo j =1,...,m. De lo anterior se sigue que
lp(A) > ip(L;), para todo j. Por tanto, (WS1) se cumple.

(11) -A € Mp. Sea A + Ai,...,A;x,"By,...,mB,, en P. Si
tal cldusula no existe (WS2) se cumple trivialmente. Entonces,
supongase que existen cldusulas de este tipo y considérense los
siguientes casos.

ii.1 Supéngase que A se encuentra indefinido en N, y fue
eliminado de P, por el reducto de P respecto a N,, es
decir A € R,. En particular, existen —=A; 6 B; € N, para
los cuales se satisfacen, respectivamente, (p(A4;) < lp(A) o
lp(Bj) < l,(A). Por tanto, se cumple (W.S52a) o en el otro
caso (W S2c).

ii.2 Supéngase que =A € H, donde H es el modelo 3-valuado
correspondiente al minimo modelo 2-valuado para L,. Como
P/N, <n. P, entonces existe A; tal que ~A; € H, y por
como se definio Ip se sigue que Ip(A) = Ip(4;) = (a,w).
De ahi que, para todo i’ # i; Ip(A;y) < Ip(A;). Ademds, al
ser P/N,, un subprograma definite, se sigue que para toda j;
-Bj € N, y en consecuencia, [p(B;) < lp(A) para toda j.
Por tanto, W .S2b se satisface.

[2] Supdngase que I es un modelo 3-valuado no vacio para P y [ un
I-mapeo de nivel parcial tal que P satisface (WWS) respecto a I y
[. Nétese que para todo modelo M,N de P con M C N se tiene,
(P/M)/N =P/(MUN)=P/Ny (P/N)/l =P/N.

Considérese a I, como la restricciéon de I sobre aquellos &tomos que
no se encuentran indefinidos en N, U R,,. Basta mostrar que para todo
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ordinal @ > 0; I, € Ny UR,, v I\ Mp = (). Muéstrese por induccién
sobre « los siguientes hechos: (1) S(P/N,) # 0 y consiste unicamente de
componentes triviales. (i) L(P/N,) es definite. (iii) I, C Ny U R, (iv)
P/Ng 1 satisface (WS) respecto a I\ Noy1 ¥ ln, .-

Noétese que P satisface las hipétesis del Lema 2.58. Asi dado o = 1,
se garantiza que P/N, = P/( satisface (WS) respecto a I \ N1 y l|n,-
Y, por el Lema 2.58, se tiene que los apartados (i), (#4) se cumplen. Para
(1), nétese que ningun dtomo en Ry puede ocurrir en I, ya que ningin
atomo en R; puede suceder como cabeza de alguna clausula en P, por
ultimo se puede aplicar el Lema 2.58 para obtener (iii). Para (iv), se
aplica una vez més el Lema 2.58 notando que P/Ny <y, P.

Sea o = +1. Por hip6tesis inductiva se garantiza que P/Ng satisface
las hip6tesis del Lema 2.58. Por tanto, los apartados (7), (i7) se siguen de
manera inmediata a partir de este Lema y para (4i7), (iv) se garantizardn

de la misma manera en que se hagan, cuando se considere el caso limite.

Sea o un ordinal limite. P satisface (W.S) respecto a I\ N, y I|n,°.
Por tanto, el Lema 2.58 es aplicable y se garantizan los apartados (7)y(it).
Para (iii), sea A € R,. Entonces, cada cldusula en P con cabeza A
contiene una literal en su cuerpo la cual es falsa en N,. Por la hipétesis
inductiva, se garantiza que no existen cldusulas en P con cabeza A tal que
el cuerpo de estas cldusulas sea cierto en I, es decir, A ¢ I. Finalmente,
aplicando (3) del Lema 2.58 se obtiene (i4i). Para (iv), se aplica (4) del
Lema 2.58 notando que P/Noi1 <n,.,, P

Solo resta convencerse que I \ Mp = ). En efecto, por el argumento
dado para la induccién transfinita lineas arriba, se tiene que P/Mp
satisface (WS) respecto a I\ Mp y l|p,. Si I\ Mp # (), entonces por
el Lema 2.58, S(P/Mp) # 0, L(P/Mp) es definite y posee a M como el
modelo correspondiente al minimo modelo 2-valuado para L(P/Mp).
Por tanto, por la Definicién 2.52 se tiene que M C Mp, lo cual es
una contradiccién dado que M es el minimo modelo para L(P/Mp).
Finalmente, se concluye la prueba. O

Como un caso particular se tiene el siguiente Corolario, que se sigue
de manera inmediata del Teorema anterior (2.59).

Corolario 2.60. Sea P un programa. P es débilmente estratificado si
y solo si existe I un modelo total para Pyl un mapeo de nivel (total)
para P tal que, P satisface (WS) respecto a I y 1.

Observacion 2.61.

= Los modelos débilmente perfectos en general difieren de los modelos
de Fitting.

5Lo cual se hace de la misma manera en que se hizé el inciso (d) del Lema 2.58
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= Los modelos de Fittinng en general no coinciden con los modelos
débilmente perfectos (parciales).

= Los modelos de Fitting en general no coinciden con los modelos
perfectos para programas localmente estratificados.

Para esclarecer la observacién 2.61 considérense los siguientes
resultados.

Proposicion 2.62. Sea P un programa. Si My es el modelo de Fitting
para P y My el modelo débilmente perfecto (parcial) para P, entonces
My C Ms.

Demostracion. Sea I’ un Mj-mapeo de nivel parcial tal que P satisface
(F) respecto a M; y I'. Entonces, es claro que, P satisface (W .S) respecto
a My y I’. Como Mj es el modelo més grande entre todos los modelos
para los cuales existe un I-mapeo parcial de nivel [ para P tal que P
satisface (W S) respecto a I y I, entonces por el Teorema 2.59 se cumple
que M7 C Ms. O

Ejemplo 2.63. Considérese el Programa P que consiste unicamente de
la cldusula P + P. Luego, se verifica que B es un modelo de Fitting para
P, sin embargo su modelo débilmente perfecto (parcial) es {—p}. Ndtese
que P es localmente estratificado con modelo (2-valuado) perfecto, en
donde p es falso.

Como un 1ltimo resultado para esta Seccién considérese la siguiente
proposicién.

Proposicion 2.64. Todo programa definite es localmente estratificado
y posee un modelo débilmente perfecto total.

Demostracion. Sea P un programa definite. Entonces, es claro que P
es localmente estratificado. Para la otra parte, considérese a I como su
modelo minimo. Ademds, definase {(A) para todo A € I como en la
Proposicién 2.21, y I(B) = 0 para todo B ¢ I. Luego, al considerar
la caracterizacién para los modelos débilmente perfectos del Teorema
2.59, se observa que todo A € I satisface (W.S1) y los dtomos restantes
satisfacen (W.S2b). Por tanto, se tiene el resultado. O

2.1.5. El Operador Wp y Modelos Bien-Fundados

Recordemos que la idea base de la estratificacion es la restriccién de
la recursién a través de la negacién y comparando las Definiciones 2.39
y 2.55, podemos plantear la pregunta siguiente: jla Definiciéon 2.55 es
la manera mas adecuada de lograr esto en un conjunto 3-valuado? Para
responder a tal pregunta, véase la siguiente definicién.
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Definicién 2.65. Sean P un programa normal, I un modelo para P
y L un I-mapeo parcial de nivel para P. Se dird que P satisface (WF)
respecto a I y 1, si cada A € dom(l) satisface una de las siguientes
condiciones.

WF1 A € I y existe una cldusula A < L1,...,L, € Base(P) tal que L; € T
y I(L;) < I(A) para todo i € {1,...n}.

WF2 —=A € I ypara cada cldusula A < Ai,...,An,—B1,...,— B, € Base(P)
(al menos) una de las siguientes condiciones se cumple.

WEF2i Ezistei € {1,...,n} tal que —A; € I yl(A;) <I(A).
WF2ii Ezistel € {1,...,m} tal que B; € I yl(B;) <I(A).

Si A € dom(l) satisface (WF1), entonces se dird que A satisface (WF1)
respecto a I y 1. De manera andloga, si A € dom(l) satisface (WS2).

Nétese que las condiciones (F1),(WS1) y (WF1) son idénticas.
Més atn, si P satisface (W.S) respecto a I y [, entonces P satisface
(WF) respecto a I y [l. Sin embargo, reemplazar (WF1) por una
“versién estratificada” como la que se da a continuacién no es del todo
satisfactorio.

SF1 A € I y existe una cldusula A < Aq,..., Ay, - B1,...,7 By € Base(P)
tal que A;,—B; € I, 1(A;) <1(A) y I(Bj) < l(A) para todo 1, j.

De hecho, si se reemplaza la condicién (WF1) por la condicién (SF1),
entonces no se garantiza que exista el modelo mas grande que satisfaga
las propiedades deseadas para un programa dado.

Ejemplo 2.66. Considérese al programa P que consiste de las siguientes
cldusulas.

p<p
q < 7p.

Entonces, {p,—q} y {-p,q} son modelos (totales) para P y | definido
por l(p) = 0 y llq) = 1 es un mapeo de nivel para P. Obsérvese
que estos modelos son incomparables, a pesar de que en ambos casos
las condiciones obtenidas al reemplazar (W F1) por (SF1) en (WF) se
satisfacen.

Por tanto, a la luz del Teorema 2.40, la Definicién 2.65 proporciona
una versién estratificada natural de la semdntica de Fitting (véase el
Ejemplo 2.78 para ello). Ademds, la semantica que resulta coincide con
otra semdntica bien-conocida llamada, la seméntica bien-fundada [véase
[65]]. Para demostrar la afirmacién anterior serd necesario introducir los
modelos bien-fundados que se hara a continuacion.
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Definicién 2.67. Sean P un programa normal e I € Ip4. Se dice que
U C Bp es un conjunto infundado de P respecto a I si para cada
atomo A € U se satisface la siguiente condicion. Para cada cldusula
A < cuerpo € Base(P) al menos una de las siguientes condiciones se
cumple.

US1 Alguna literal (positiva o negativa) en el cuerpo es falsa en I.

US2 Algin dtomo (no-negado) en el cuerpo ocurre en U.

Proposicién 2.68. Sean P un programa e I € Ip4. Entonces, eziste el
mazimo conjunto infundado de P respecto a I.

Demostracion. Sea {U; | i € Z} una familia de conjuntos, donde cada U;
es un conjunto infundado de P respecto a I. Entonces, se sigue de manera
inmediata de la Definicién 2.67 que el conjunto (J;c; U; es un conjunto
infundado de P respecto a I. Por tanto, se concluye la prueba. O

Sea P un programa e I € Ip4, se define el operador T sobre Ip 4 de
la siguiente manera:

Tp(I)={ A€ Bp|3 A+ cuerpo € Base(P) con
I(cuerpo) = t, respecto a la légica
3 —valuada fuerte de Kleene }

Ademés, se define Up(I) como el méximo conjunto infundado de P
respecto a I. Finalmente, para cada I € Ip4 se define el operador Wp,
llamado Wj-operador, como: Wp(I) = Tp(I) U-Up(I). Néotese que Wp
no se restringe a una funcién sobre Ip3, en su lugar necesita el uso de
Ipgy.

Ejemplo 2.69. Considérese al Programa del Ejemplo 2.20 y sea I =
{p} € Ips. Entonces, Tp(I) = {p} y Up(I) = {p}, luego Wp(I) =
{p7 _'p} ¢ IP,3'

La primera propiedad del operador Wp, la cual es base para la
introduccién de los modelos bien-fundados se da a continuacién.

Proposicién 2.70. Sea P un programa. Entonces, el operador Wp es
monotonico sobre Ip 4.

Demostracion. Sean I, K € Ipy con I C K. Entonces, de manera
completamente analoga a lo que se hizo en la prueba de la Proposicién
2.34, se tiene que Th(I) C Tp(K). Por tanto, solo resta probar que cada
conjunto infundado de P respecto a I también es un conjunto infundado
de P respecto a K, lo cual una vez mas se sigue de manera inmediata a
partir de la Defincién 2.67. O
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Ahora, obsérvese que el operador Wp tiene un minimo punto fijo por
el Teorema A.18, dado que Wp es mondtono. Tal punto fijo es llamado
el modelo bien-fundado para P, dando lugar a la semantica bien-
fundada de P.

Mostremos con el siguiente Ejemplo que el operador Wp no es
un orden-continuo en general e inclusive no es w-continuo, pese a la
monotonia del mismo.

Ejemplo 2.71. Sea P el siguiente programa.

p(0) <
p(s(X)) <« p(X)
q(s(X)) +  -p(X)
ro—  g(s(X))

Entonces, sin ninguna dificultad se puede verificar que;
Wp tn={p(s"(0)) [ k <n}U{=q(s"(0)) |0 <k <n},y
Wp tw={p(s"(0)) | n € N} U{~q(s"(0)) | n € N,0 <n}
# {p(s"(0)) [ n € N} U {=q(s"(0)) | n € N,0 <n}U{-r}
=Wp 1 (w+1)

A continuacién, mostremos que los modelos bien-fundados pertenecen
al P3-

Teorema 2.72. Sea P un programa. Entonces Wp 1 o € Ip 3 para todo
ordinal oc. Mds atn, los modelos bien-fundados para P pertenecen a Ip 3.

Demostracion. Sea M el minimo punto fijo de Wp y para cada atomo
A€ MT,I(A) es el minimo ordinal 3 tal que A € Wp 1 (8 + 1).
Supdngase que existe y-ordinal, el cual es minimo bajo la condicién
que Wp 1 v ¢ Ips. Entonces, v es un ordinal sucesor, y dado que Ipg
es un cpo se tiene que I = Wp 1 (v — 1) € Ips. Ahora, considérese el
conjunto U = Tp(I)NUp(I). Entonces, para cada A € U y cada cldusula
A + cuerpo € Base(P) con I(cuerpo) = t, se garantiza que algin B
(dtomo no-negado) ocurre en Up(I) dado que no se cumple (US1). De
ahi que, B € Up(I) NI y al tener que I C Th(I) se obtiene que B € U.
Ahora, sea A € U elegido de tal manera que es minimal respecto a
I(A) = B y nbtese que S < -, necesariamente. Entonces, existe una
cldusula A < cuerpo € Base(P) con Wp 1 B(cuerpo) =t, Wp T 8 C 1T
y en particular B € I y l[(B) < I(A) para todo d4tomo (no-negado) B
que ocurre en el cuerpo de la clausula. Pero, recién se mostré que B € U
contradiciendo la minimalidad de [(A). O

Proposicién 2.73. Sean P un programa e I € Ip3 una interpretacion
para P. Entonces, ®p(I) C Wp(I). Mds ain, todo punto fijo 3-valuado
de Wp es un modelo soportado 3-valuado para P con respecto a la ldgica
3-valuada fuerte de Kleene.
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Demostracion. Veamos que Fp(I) C Up(I).En efecto, sea A € Fp(I).
Entonces para cada cldusula A <+ cuerpo € Base(P) se tiene que
I(cuerpo) es falso, por tanto, existe L € cuerpo literal con I(L) = f.
De lo anterior se garantiza que A pertenece a algin conjunto infundado
de P respecto a I, por tanto A € Up(I).

Ahora, sea M = Wp(M) = Tp(M) U -Up(M). Mostremos que
M = ®p(M) = Tp(M) U —Fp(M), para ello es suficiente probar que
Up(M) C Fp(M) dado que por (US1) es claro que Fp(M) C Up(M).
Sean A € Up(M) y C = A + cuerpo una cldusula arbitraria en
Base(P). Nétese que Up(M) es un conjunto infundado de P respecto
a M. Entonces, si la condicién (US1) de la Definicién 2.67 se cumple,
entonces el cuerpo de C' es falso en M respecto a la logica 3-valuada
fuerte de Kleene. Si (US2) de la Defincién 2.67 se cumple, entonces algiin
atomo B € cuerpo ocurre en Up(M) y por tanto, B es falso en M. De lo
anterior se tiene que el cuerpo de C' es falso en M respecto a la légica
3-valuada fuerte de Kleene. Por tanto, A € Fp(M). O

Con el siguiente Teorema veamos que todo modelo bien-fundado
puede ser caracterizado usando mapeos de nivel.

Teorema 2.74. Sean P wun programa normal y M su modelo bien
fundado. Entonces, en el orden “conocido” -k, M es el modelo mds
grande entre todos los modelos I para los cuales existe | un I-mapeo
parcial de nivel para P tal que P satisface (W F') respecto a I yl.

Demostracion. Sea Mp el modelo bien fundado para P. Definase Ip,
Mp-mapeo parcial de nivel como sigue: para cada A € Bp, Ip(A) = «
donde « es el minimo ordinal tal que A no se encuentra indefinido en
Wp 1 (a+ 1). La prueba procedera verificando los siguientes hechos.

1. P satisface (W F') respecto a Mp y lp.

2. Si I es un modelo para P, y I es un I-mapeo parcial de nivel tal
que P satisface (W F') respecto a I y I, entonces I C Mp.

1. En efecto, sea A € dom(lp) y supéngase que lp(A) = «, luego habrd
que considerarse los dos casos correspondientes a (W F).

» A€ Mp,entonces A € Tp(Wp 1 ). Por tanto, existe una cldusula
C = A + cuerpo € Base(P) tal que el cuerpo de C es cierto
en Wp 1 «a. Asi, para toda literal L; € cuerpo, se tiene que
L; € Wp T a. Por tanto, Ip(L;) < Ip(A) = ay L; € Mp para
todo 4. Por ello, se tiene que A satisface (W F'1) respecto a Mp y
lp.

= =A € Mp. Entonces A € Up(Wp 1 «), de ahi que A se encuentre
en el conjunto infundado méas grande de P respecto a Wp 1 «. Por
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tanto, para cada cldusula A < cuerpo € Base(P), ya sea (US1) o
(US2) se garantizan para esta cldusula con respecto a Wp T a y
el conjunto infundado Up(Wp 1 «). Si (US1) se cumple, entonces
existe alguna literal L € cuerpo de C' tal que =L € Wp T «. Por
tanto, Ip(L) < lp(A) = a y la condicién (W F'2i), de la Definicién
2.65, se cumple relativa a Mp y lp si L es un atomo, o la condiciéon
(W F2ii) se cample relativa a Mp y Ip si L es un dtomo negado. Por
otro lado, Si (US2) se cumple, entonces algiin dtomo (no-negado)
B € cuerpo ocurre en Up(Wp 1 ). Por tanto, [p(B) < lp(A) = a,
y A satisface (W F2i), de la Definicién 2.65, respecto a Mp y Ip.
Por tanto, se tiene lo pedido para 1.

2. Mostremos mediante induccién transfinita sobre o = I(A) que: si
AelTo-Ael, entonces A e Wp 1t (a+1)6-4A¢ecWp?T (ae+1)
respectivamente.

= Notese que si I(A) = 0, entonces A € I garantiza que A ocuure
como la cabeza de und cldusula unitaria en Base(P). Por tanto,
A € Wp 1 1. Por otro lado, si A € I, entonces considérese el
conjunto U que consiste de todos los dtomos B con I[(B) = 0y
=B € I. Muéstrese que U es un conjunto infundado de P respecto
a Wp 10, lo cual serd suficiente para garantizar que -A € Wp 11
va que A € U. En efecto, sean C' € U y C < cuerpo una cldusula
en Base(P). Dado que -C € I y [(C') = 0, se tiene que C satisface
(W F2i) respecto a I y I, y por ello la condicién (US2) se cumple
mostrando que U es un conjunto infundado de P respecto a I.

= Ahora, supéngase que la hipdtesis inductiva se cumple para todo
B € Bp con l(B) < a.

(i) A € I, entonces A satisface (WF1) respecto a I y . Por
tanto, existe una cldusula A < cuerpo € Base(P) tal que
cuerpo C I y I(K) < a = I(A) para todo k € cuerpo. Asi,
cuerpo C Wp 1 «, de ahi que A € Tp(Wp 1 «).

(i) A € I. Considérese al conjunto U formado por todos los
atomos B con I(B) = a 'y =B € I. Muéstrese que U es
un conjunto infundado de P respecto a Wp 1 «, lo cual
es suficiente dado que se sigue de manera inmediata que
-A € Wp 1 (a+ 1) del hecho que A € U. Asi, dados
C € Uy C < cuerpo € Base(P). Al tener que =C € I,
se tiene que C satisface (WF2) respecto a I y . Si existe
una literal L € cuerpo con —L € I y I(L) < I(C), entonces
por la hipdtesis inductiva se tiene que =L € Wp T «, y
por tanto, se tiene que la condicién (US1) se cumple para
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la clausula C' <« cuerpo respecto a Wp T ay U. En los casos
restantes, se tiene que C satisface (W F2i), y por ello existe
un dtomo B € cuerpo con B € I y I(B) =1(C). Asi, Be U
muestra que la condicién (US2) se satisface para la cldusula
C < cuerpo respecto a Wp 1 « y U. Por tanto, U es un
conjunto infundado de P respecto a Wp T «.

O

El siguiente Corolario se obtiene de manera inmediata como un caso
particular.

Corolario 2.75. Sea P un programa normal. Entonces P tiene un
modelo bien-fundado total si y solo si existe I un modelo total para P y
I un mapeo de nivel total tal que P satisface (WF) respecto a I y .

Ahora, una de las preguntas que deberian de surgir es la siguiente;
Lqué relacién existe entre los modelos bien fundados y los modelos
ya vistos? para responder a tal pregunta, podemos iniciar estudiando
la relacién que existe entre los modelos bien fundados y los modelos
débilmente prefectos, que en un principio parecieran ser muy similares
pero en general son diferentes.

Proposicion 2.76. Sean P wun programa mormal, My el modelo
débilmente perfecto (parcial) para P y Ms el modelo bien-fundado para
P. Entonces, My C Ms.

Demostracion. Sea [y un Mi-mapeo parcial de nivel tal que P satisface
(WS) respecto a M; y ;. Entonces, P satisface (W F') respecto a My y
l1, como se hizo notar al principio de esta seccién. Luego, por el Teorema
2.74, M5 es el modelo més grande entre todos los modelos K para los
cuales existe [ un K-mapeo parcial de nivel para P, tal que P satisface
(WF) respecto a K y I. Por tanto, M; C M. O

Ejemplo 2.77. Sea P el programa que consiste de las siguientes
clausulas.

p<q,p
q<p

Entonces, el reducto de P respecto al conjunto vacio es P mismo, es
decir, si Py = P/0, entonces P, = P. Es sencillo verificar que la
dnica componente minimal de Py es el conjunto {p,q}, y de ahi que
la capa inferior de Py es P. Por ello, se tiene que modelo débilmente
perfecto (parcial) para P es el conjunto (). Sin embargo, aplicando el
Teorema 2.7}, se observa fdcilmente que el conjunto {—p,—q} es el
modelo bien-fundao para P. En efecto, de manera directa, se tiene que
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Tp(0) =0 y Up(0) = {p,q}. Por tanto, Wp + 2 = Wp(Wp 1 1) =
Wp(@ U {-p,~q}) = {-p,~q} = Wp 1 1. Asi, el modelo bien-fundado
para P es el conjunto {—p,—q}.

Una propiedad irregular de la seméantica de los modelos débilmente
perfectos es que ciertos cambios en el programa afecta su semaéntica.
Véase el siguiente ejemplo como muestra de que en los modelos bien-
fundados, tales deficiencias no se encuentran.

Ejemplo 2.78. Considérese el programa Tweetys(Ejemplo 2.53), como
se hizo notar este programa es una variacion del programa Tweety2
(Ejemplo 2.28). Mientras que el programa Tweety2, el cual es localmente
estratificado, tiene como modelo débilmente perfecto al discutido en
el Ejemplo 2.49, el programa Tweety4 tiene como modelo débilmente
perfecto al conjunto exhibido en el Ejemplo 2.53. Por tanto, no se puede
determinar si “bob” es o no un “pinguino”. Ahora, observemos que la
semdntica bien fundada no sufre tal deficiencia. En efecto, resulta ser
que su modelo bien fundado es M U—(Bp \ M), donde M es como en
el Ejemplo 2.18. Asi, en esta semdntica “bob” no es un “pingiino” y
“vuela”.

Una manera alternativa de caracterizar la semantica de los modelos
bien fundados es mediante el operador de Gelfond-Lifschitz de la Seccion
2.1.2. Recuérdese que del Teorema 2.26 se tiene que el operador de
Gelfond-Lifschitz es antitono. En particular, para cualquier programa P
se sigue que el operador GL%, obtenido de aplicar dos veces el operador
GLp, es mondtono. Por tanto, por el Teorema A.18, GL% tiene un
minimo punto fijo, digase Lp. Ademds, nétese que Ips es una lattice
completa en el dual del orden de verdad sobre Ip . Por ello, al aplicar el
Teorema A.18 una vez més, se obtiene que GL% tiene un maximo punto
fijo, digase Gp. Como Lp C Gp, se tiene que Lp U —(Bp \ Gp) es una
interpretacién 3-valuada para P y es, de hecho, un modelo para P el

cual es llamado modelo alternativo de puntos fijos para P.
Ahora mostremos que el modelo alternativo de puntos fijos coincide

con el modelo bien-fundado. Primero, se introducira algo de notacién
para un programa P arbitrario.

L L():@yGOZBp.

= Si « es algin ordinal, entonces Lot1 = GLp(Gy) v Gat1 =
GLp(L,).

= Si o es un ordinal limite, entonces L, = Uﬁ<a Usgy Gy = ﬂﬁ<a.

Luego, al tener que ) C Bp se tiene que Lg € Ly € G; C Gy.
Mas atn, por induccién transfinita se verifica que: Si @ C [, entonces
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Teorema 2.79. Sea P un programa. Entonces, se cumple lo siguiente.

1.- LP = GLP(GP) Yy GP = GLP(LP).

2.- Para cada modelo estable (bien-soportado) E de P, se tiene que
Lp CECGp.

3.- El modelo bien-fundado para P es M = Lp U—~(Bp \ Gp).

Demostracion. 1.- Obsérvese lo siguiente, como GL%(GLp(Lp)) =
GLp(GL%(Lp)) = GLp(Lp), entonces GLp(Lp) es un punto fijo de
GL%;. Asi, Lp C GLp(Lp) C Gp. Andlogamente, se verifica que
Lp C GLp(Gp) C Gp. Ademsds, al ser GLp antitonico y del hecho
que Lp C Gp, se tiene que Lp C GLp(Gp) C GLp(Lp) C Gp...(1).
Anélogamente, al tener que GLp(Lp) C Gp, se infiere que GLp(Gp) C
GL%(Lp) = Lp C GLp(Gp)...(2). Por tanto, de (1) y (2) se tiene que
GLP(GP) = LP. Y por tanto, Gp = GL%(GP) = GLP(LP)

2.- Por el Teorema 2.26, se observa que F es un punto fijo del operador
GLp. Por tanto, E es un punto fijo del operador GL%.

3.- Se probard esta afirmacién utilizando el Teorema 2.74, para ello
primero definase [ un M-mapeo parcial de nivel donde M = Lp U
—(Bp \ Gp). Para facilitar el trabajo se tomara la imagen de ! como
el conjunto de parejas de ordinales, (c,n), donde n < w y tal conjunto
estd dotado con el orden lexicografico [véase 2.1.4]. Para cada A € Lp,
sea [(A) = (a,n) donde « es el minimo ordinal tal que A € L, 41 y nesel
minimo ordinal tal que A € Tp/q, T (n+1). Y, para los 4tomos B ¢ Gp,
definase I(B) = (8,w) donde § es el minimo ordinal tal que B ¢ Gay1.
Ahora, muéstrese mediante induccién transfinita que P satisface (W F')
respecto a M y .

Sea A € L1 = GLp(Bp) = Tp/p, T w. Dado que P/Bp consiste
unicamente de las cldusulas en Base(P) las cuales no contienen dtomos
negados en sus cuerpos, entonces se tiene que A estd contenido en el
minimo modelo 2-valuado para un subprograma definite de P, digase
P/Bp, y por la Proposicién 2.21, la condicién (WF1) de la Defincién
2.65 se satisface. Ahora, sea 7B € =(Bp\ G1), es decir, B € (Bp\G1) =
Bp \ Tp/p T w. Como P/ contiene todas las cldusulas de la Base(P)
tales que a dichas clausulas se les removio todas las literales negativas, se
obtiene que cada cldusula en Base(P) con cabeza B debe contener una
literal-cuerpo positiva C' ¢ G, la cual por definicién de [ debe poseer el
mismo nivel de B. Por tanto, la condicién (W F'2i) de la Definicién 2.65
se satisface.

Ahora, supéngase que para algun ordinal « se ha mostrado que para
todo n < w y para todo A € Bp con I(A) < (a,n): A satisface (WF)
respecto a M y .
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Sea A € Loy1 \ Lo = Tpjg, T w )\ La, entonces A € Tp)c, T n
para algun n € N, nétese que todas las literales (negativas) que fueron
removidas de las clausulas, por la transformada de Gelfond-Lifschitz, con
cabeza A tienen nivel menor que («,0). Entonces, por la Proposicién
2.21, se tiene que A satisface (W F') respecto a M y .

Sea A € (Bp\ Gat1) NGo. Entonces, A ¢ Tp,r,, 1 w. Consideremos
una cldusula A < A,,..., Ay, =B1,...,7By,, € Base(P). Si B; € L,
para algin j, entonces [(A) > [(B;). De otra manera, al tener que
A ¢ Tp/r, T w, se tiene que existe A; ¢ Tp,r, T w, y por tanto,
I(A) > l(A;). Por lo cual, se tiene la condicién (W F2). Por tanto P

satisface (W F') respecto a M y I.
Finalmente, solo resta probar que M es el mas grande con esta

propiedad. Supdngase que existe M7 # M modelo méas grande con tal
propiedad, es decir, P satisface (WF) respecto a M; y algun l; con Iy
un M;-mapeo parcial de nivel. Considérese L € My \ M, y sin pérdida
de generalidad, témese a L de tal manera que l1(L) es minimal. Asi, se
tienen los siguientes dos casos.

(i) Si L = A es un atomo, entonces existe una cldusula A < cuerpo €
Base(P) tal que M (cuerpo) =ty 11(A) > l;(L;) para toda L; €
cuerpo. Por tanto, M (cuerpo) =ty A + cuerpo se transforma en
una cldusula A < Ay,..., A, € P/Gpcon A; € Lp =Tp/q, T w,
de lo cual se infiere que A € M, contradiciendo A € My \ M.

(ii) Si L = =A € M; \ M es un atomo negado, entonces —=A € M; y
AeGp=Tp/r, Tw,deahique A € Tp,r, T n para algiin n € N.
Véase, por induccién sobre n, que esto lleva a una contradiccién
para finalizar la prueba.

Si A € Tpyr, T 1, entonces existe una clausula unitaria A <«
inP/Lp y cualquier cldusula correspondiente A <— =By,..., By €
Base(P) satisface que B; ¢ Lp. Como —A € M, se obtiene
por el Teorema 2.74 que existe ¢ € {1,...k} tal que B; € My y
11(B;) < 11(A). Por la minimalidad de I;(A) se tiene que, B; € M.
Por tanto, B; € Lp, contradiciendo el hecho que B; ¢ Lp.

Ahora, supéngase que no existe ~B € My \ M con B € Tpirp Tk
para cualquier ¥ < n+1ysea -A € My \M con ATp,r, T (n+1).
Entonces, existe una cldusula A « A;,...,A,, € P/Lp con
A, yAy € Tpyp, T n C Gp, y nétese que no es posible
tener que —A; € M; \ M para cualquier ¢ € {1,...,m} por la
hipdtesis de induccién. Ademds, de la misma manera, no es posible
que —A; € M para algin i, de lo contrario, se deberia tener que
A; € Bp \ Gp. Por tanto, no es posible tener que —A4; € M,
para algin ¢. Mas auin, existe una clausula correspondiente a
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esta, digase A «+ Ay,...,An,—B1,...,m By, € Base(P) con
Bi,...,By,, ¢ Lp. Por tanto, existe ¢ € {1,...,m1} tal que
B; € My y l1(B;) <11(A), por el Teorema 2.74. Finalmente, por la
minimalidad de [;(A), se infiere que B; € M. Por tanto, B; € Lp
contadiciendo el hecho que B; ¢ Lp. Por tanto, M es el modelo
mas grande con las propiedades citadas.

O

Observacién 2.80. De la parte [2] del Teorema 2.79 se sigue que todo
modelo bien fundado total es un modelo estable iunico. Sin embargo el
reciproco no se cumple, para ello basta considerar el programa P de la
Observacion 2.44 ademds de notar que GLp(()) = Bp y GLp(Bp) =0,
de lo cual se infiere que el modelo bien-fundado para P es el conjunto
vacio.

Como ultimo resultado de esta secciéon véase la relacién que existe
entre algunos de los modelos estudiados.

Teorema 2.81. Sea P wun programa con modelo de Fitting total.
Entonces, P tiene un modelo bien-fundado total y un modelo débilmente
perfecto total. Mds ain, P posee unicidad respecto a los modelos estables
y soportados. Por ultimo, todos los modelos citados para P coinciden.

Demostracion. Por las Proposiciones 2.56 y 2.76, P tiene un modelo
bien-fundado total y un modelo débilmente perfecto total, los cuales
coinciden con el modelo de Fitting. Por el Teorema 2.79 [2], P posee un
unico modelo estable y por la parte [3] del mismo Teorema, se tiene que
este coincide con el modelo bien-fundado. Finalmente, por la Proposicién
2.44, P posee un tinico modelo soportado y tal modelo coincide el modelo
de Fitting dado para P. O



Capitulo 3

La Topologia en la
Semantica de la
Programacion

En este capitulo se estudiara el papel que desempena la topologia en
la semantica de la programacién logica, de hecho hay una considerable
cantidad de historia mostrando como la topologia ha sido usada en las
ciencias de la computacién, donde gran parte de esta proviene del como
se desarrolla la topologia de Scott en la teoria de dominios y en la
semantica de los lenguajes de programacién convencionales. Sin embargo,
diferentes métodos topoldgicos han sido usados en diversas areas de
la computacién, tales como; la topologia digital en el procesamiento
de imégenes, ingenieria de software y el uso de espacios métricos en

programacién concurrente [Véase [61]].
Por lo anterior, se explorara el papel que desempena la topologia

en la bisqueda de modelos para programas légicos y su utilidad como
marco de trabajo para la seméntica de estos'. Por tanto, el estudio que
se realice se enfocard en aquellas topologias, asi como propiedades en
estas, sobre espacios de interpretaciones de la forma I(X,7), donde se
trabajard con conjuntos de verdad 7 en general siempre que sea posible

y unicamente imponiendo condiciones segiin sea necesario.
Habra dos topologias que se discutiran en este capitulo y de las cuales

se obtendrdn importantes propiedades en relacién a la seméntica de la
programacion légica, las cuales serdn: la topologia de Scott y la topologia
de “Cantor”.

Wéase [19] y [32] para mds resultados concernientes a caracterizaciones, en
términos topolégicos, de los distintos modelos estandar presentados en el Capitulo 2.
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CAPIiTULO 3 LA TOPOLOGiA EN LA SEMANTICA DE
LA PROGRAMACION
3.1. ESPACIOS DE CONVERGENCIA

Mais tarde se observard como los resultados mostrados pueden ser
empleados en el estudio de programas “aceptables” y, de la misma
manera, el hecho que estas topologias son base para las estructuras
con puntos fijos. De hecho, las propiedades de convergencia sobre
estas topologias seran las que habran de considerarse como las mas
importantes y por ello que la nocién basica para la discusion sobre estas
serd la convergencia.

Actualmente, la convergencia “per se” es formalizada completamente
mediante el concepto de espacio de convergencia. Por tanto, se tomaran
los espacios de convergencia como punto de partida, mas precisamente
hablando se enfocard sobre una subclase de los espacios de convergencia
donde tales subclases estan formadas por lo que se conoce como clases
de convergencia. Cabe destacar que tal estudio se realizard desde este
enfoque por el hecho que las clases de convergencia corresponden a las
topologias convencionales, mientras que los espacios de convergencia dan
lugar a teorias mas generales sobre convergencia que las se requieren en

este trabajo.
Como se pudo observar en los resultados del capitulo anterior, la

nociéon de orden no es completamente satisfactoria para la semaéntica
de la programacién légica debido a la falla del operador de un solo-
paso presentada en la monotonocidad mediante los ordenes naturales
establecidos. Por ello, el orden serd expresado a través de convergencia
como se exhibira en este capitulo.

3.1. Espacios de Convergencia

La teoria de convergencia puede basarse sobre redes o filtros, donde
estos dos enfoques son equivalentes en el sentido en que cualquier
resultado el cual es establecido por uno puede de igual manera ser
establecido por el otro. En este trabajo, se optard por el estudio de
los espacios de convergencia mediante redes?, dado que estas describen
de manera mas intuitiva los tipos de condiciones que se requieren en la
programacion légica.

Los resultados basicos sobre topologia general pueden consultarse en
el Apéndice. Por tanto, comenzaremos definiendo lo que es una red.

Definicién 3.1. Sean D un conjunto diferente del vacio y una relacion
binaria < sobre D. Se dice que la relacién < dirige a D si, se cumple lo
stguiente.

= Para cualesquiera m,n,p € D, sim <n yn < p, entonces m < p.

2Nuestra referencia bésica para la teoria de redes y filtros serdn los libros de [68]
y [38]-
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s Para todo m € D, m < m.

s Sim,n € D, entonces existe p € D tal quem < p yn < p.

Ejemplo 3.2. Considérese el conjunto de los enteros no-negativos (N),
luego basta considerar la relacion usual de menor o igual que (<) sobre
este conjunto. Por tanto, (N, <) es un sistema dirigido.

Otro ejemplo de este tipo de conjuntos es el siguiente, considérese
un espacio topolégico cualquiera X, luego tomese la familia de todas las
vecindades en un punto de X, digase F, con x € X. Entonces, F, estd
dirigido por la inclusion de conjuntos usual, D.

Definicién 3.3. Una red en un conjunto X, es un mapeo s : (Z,<) = X
donde T es un conjunto dirigido® y la relacion < es reflexiva y transitiva.
Para cada i € T, se denota s(i) por s; y la red s : T — X por (S;)icz-
Dado una red (s;)icz € X y un elemento ig € Z, entonces se dice que
el conjunto {s; | i > ip} es la cola de la red (s;)icz y se denota por
($i)ixio-

Se dird que una propiedad se cumple eventualmente respecto a una
red si esta se cumple para alguna cola de la red.

Definiciéon 3.4. Una subred t de una red s : T — X, es una red
t:J — X que satisface los guiente:

(1) t=sop donde p: J — T.
(2) Para cada iy € I, existe jo € J tal que ¢(j) > i st j > jo-

El punto s o ¢(j) generalmente se denotara por s;; y se referira a la
subred de (s;)iez como (s;;);c7-

Definiciéon 3.5. Sean X wun espacio topoldgico, x € X y una red
(si)iez C X. Se dice que la red (s;)icz converge a x, denotado por
8; = x 6 lim; s; = x, si para cada vecindad de x, U(x), existe ig € T tal
que s; € U(x) siempre que ig < i. Si s; — x, entonces se dice que x es
el limite de (s;).

Observacion 3.6. Dado que el singular de x es una vecindad de x en
X dotado con la topologia discreta, se sigue que s; — x en la topologia
discreta si y solo si (s;) es eventualmente constante.

Otras definiciones que seran bésicas a lo largo de este capitulo son
las siguientes.

Definicién 3.7. Sea X # 0 un conjunto. Se llamard a la pareja
(X,8) = (X,(Ss)sex) un espacio de convergencia si, para cada
s € X, S es una coleccion no vacia de redes en X que satisface lo
siguiente.

3Véase [38] para més detalles sobre los conjuntos dirigidos.
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w Si (8;)icz es una red constante, es decir s; = s € X para todo 1,
entonces s; € Ss.

n Si (Si)icz € Ss y (tj)jeg es una subred de (S;)icz, entonces
(tj)jes € Ss.

Si (si)iecz € Ss, se dird que s; converge a s donde comunmente se
denotard por s; — s.

Definicién 3.8. Sean X # 0 un conjunto y supdngase que C es la clase
de parejas ((si)icz,s) donde (s;)icz es una red en X y s es un elemento
de X. Se dice que C es una clase de convergencia si C satisface las
condicones siguientes, en la cual se dird que, s; (C)converge a s o, que
lim; s; = s(C) si y solo si ((s;)iez,5) €C.

1/ (Redes constantes) Si (s;)icz es una red tal que s; = s € X para
todo i, entonces ((s;)iez,s) € C.

2/ (Convergencia de Subredes) Si (s;)icz (C)converge a s, entonces
cada subred de (s;)icz también converge.

3/ (No-convergencia) Si (s;)icx no (C)converge a s, entonces existe
una subred de (8;)icz, la cual no posee subredes (C)convergentes a
s.

4/ (Limites iterados*) Supongase que I es un conjunto dirigido y que
Jm €s un congunto dirigido para cada m € I. Formese el producto
fibrado F' = I x; Ucrdm = {(myn) | m € I,n € Jn} y
supdngase que x : ' — X. Sea F que denota el producto dirigido®,
I x[l,her Jm, y sear: F — F' definida por r(m, f) = (m, f(m)).
Si lim,y, lim,, z(m,n) = s(C), entonces la red x or (C)converge a s.

Uno de los principales resultados sobre clases de convergencia © es

que cada clase de convergencia C sobre X induce un operador clausura
sobre X el cual a su vez induce una topologia sobre X, en donde las
redes convergentes y sus limites son precisamente aquellos dados en C.
Para ello, habra que definir lo que es un operador clausura que se define
como sigue.

Definicién 3.9. El operador clausura’ (también llamado de
Kuratowski) sobre un conjunto X es un mapeo ¢ : P(x) — P(X)
donde P(X) es el conjunto potencia, y ademds satisface los siguientes
azriomas.

4Véase el Teorema 4 del Cap.2 en [38].

5Véase [38] cap. 2, para mas detalles sobre el producto dirigido.
6Véase [38] Capitulo 2.
"Véase [38] para més sobre este operador.
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a. 0°=0.

b. Para todo A C X, A C A°.

¢. Para cualesquiera A,B C X, (AU B)® = A°U B°.
d. Para todo A C X, (A°%)¢ = A“.

Interesante hecho sucede con la clausura topolégica ya que esta
nocién puede ser tomada como fundamental, de hecho las propiedades
caracteristicas de la clausura son las 4 recién establecidas en el operador
clausura, en el sentido siguiente.

Teorema 3.10. Sean X # 0 un conjunto y ¢ : P(X) — P(X) el
operador clausura definido sobre X. Entonces, T={X\A|AC X, A=
A°} es una topologia sobre X llamada la topologia asociada con ©,
donde A = A° para cada A C X. Mds ain, A° es la clausura topoldgica
en X de cada subconjunto A de X con respecto a la topologia T asociada

con €.

Demostracion. Del inciso (a) de la Definicién 3.9 el conjunto vacio, 0,
pertenece a 7. Ademds, de (c) en la misma Definicién, se exhibe que la
unién de dos elementos de 7 vuelve a ser un elemento de 7. Por tanto,
la unién de cualquier subfamilia finita (vacia o no) de elementos de 7 es
un elemento de 7. Luego, del inciso (b) de la Definicién 3.9, se tiene que
X C X¢, por tanto X = X°. De lo anterior se sigue, |Jg, E = X. Por
ultimo, se afirma que la interseccién de cualquier subfamilia no vacia de
elementos de 7 es un elemento de 7. En efecto, primero obsérvese que si
B C A entonces B¢ C A° dado que A° = ((A\ B) UB)C = (A\ B)°UB-°.
Luego, supdéngase que 7’ es una subfamilia no vacia de 7 y que B =
({A | A € 7'}. Nétese que B se encuentra contenido en cada elemento
de la familia 7/, y por tanto B¢ C (\{A° | Ae '} =N{A|Ae 7'} =B.
Ademés, B C B¢ por (b). Por tanto, B = B®y B € 7. Asi, se sigue
del Teorema B.10 que 7 es una topologia. Ahora, se afirma que A¢ = A.
En efecto, por definicién A es la interseccién de todos los conjuntos 7-
cerrados, es decir, los elementos de 7 que contienen a A. Por (d) de 3.9,
A¢ € 7, por tanto A C A°. Méds Atn, al tener que A € 7y A C A se
sigue que A°¢ C A. Por tanto, A = A°. O

De manera mas precisa se tiene el siguiente resultado el cual concluye
como la convergencia puede ser tomada como una nocién fundamental.

Teorema 3.11. Sea C wuna clase de convergencia en un conjunto
no-vacio X. Para cada A C X, se define A° = {s € X |
3 (si)iez red en A con ((s;),s) € C}. Entonces, - es un operador
clausura sobre X, y por tanto, define una topologia T sobre X, llamada
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la topologia asociada con C. Mds ain, se tiene que ((s;),s) € C siy
solo si (8;)ieT — s Tespecto a T.

Reciprocamente, supongase que T es una topologia sobre un conjunto
no-vacio X. Sea C que denota el conjunto de todas las parejas ((8;)iez, ),
donde s € X y (si)icz es una red en X la cual converge a s en la topologia
7. Entonces, C es una clase de convegencia en X cuya topologia asociada
coincide con T.

Demostracion. Para la primera parte de la prueba, probemos lo
siguiente.

1. -¢ es un operador clausura sobre X.
2. Si((s;),s) € C, entonces s; — s respecto a 7.

3. Si s; — s respecto a 7, entonces ((s;),s) € C.

(1) Es claro que ¢ = ). Sean A C X y s € A. Entonces, se sigue de
1/ de la Definicién 3.8 que existe (s;) red en A tal que s; (C)converge
a s. Por tanto, s € A°. Ahora, considérense A, B C X y se afirma que
(AU B)¢ = A°U B°. En fecto, (2). Si s € A°, entonces de la definicién
del operador -¢ se tiene que s € (AU B)° para cada B C X. Es decir,
A°® C (AU B)° para cada B C X. Por tanto, A°U B® C (AU B)°. Para
la otra inclusién, (C), Sea s € (AU B)¢, entonces existe una red (s, )nep
en AU B tal que s, (C)converge a s. Si Dy ={n|neD, s, €A}y
Dp={n|neD, s, € B}, entonces D = Dy U Dp. Por tanto, D4
o Dp es cofinal en D, de ahi que (S, )nep, 0, ya sea (Sn)neDp, €S UNa
subred de (s,)nep la cual también (C)converge a s debido a 2/ en la
Definicién 3.8. Por tanto, s € A°U B°. De lo cual se tiene la afirmacién.
Por tltimo, véase que A¢ = (A°)°. En efecto, es claro que A C (A°)e.
Para la otra contencién, considérese (¢, )mep una red contenida en A€
la cual Cconverge a t, entonces para cada m € D existe un conjunto
dirigido E,, y una red (s(m,n))neg,, la cual (C)converge a t,,. Luego,
la condicién 4/ de la Definicién 3.8, garantiza la existencia de una red
la cual (C)converge a t y, por tanto, t € A°. De lo cual, se tiene la
afirmacion. Por todo lo anterior, se tiene que -¢ es un operador clausura
sobre X.

(2) Supéngase que s; (C)converge a sy s; - s respecto a 7, donde 7
es la topologia definida a partir del Teorema 3.10. Entonces, existe una
vecinda abierta de s, Vs, tal que (s;);ep eventualmente no se encuentra en
V5. Por tanto, existe E' C D cofinal, tal que s; € X\ V; con i € E. Luego,
dado que (s;)ick es una subred de (s;);ep, se tiene que lim;eg s; = s(C)
por la condicién 2/ en 3.8. Por tanto, X \ Vs # (X \ V5)¢ vy, V5 no es un
abierto relativo a 7, lo cual es una contradiccién.

(3) Supéngase que s; — srespectoa Ty ((s;),s) ¢ C. Por la condicion
3/ en la Definicién 3.8, existe una subred T' = (¢ )mep de (s;) tal que
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para cada subred R de T se tiene que (R, s) ¢ C. Para cada m € D, sea
Dy, ={neD|n>m}y A, =T(Dy). Obsérvese que D,, es cofinal en
D, de ahi se tiene que T' [p,, es una subred de T' donde ¢, — s respecto a
7 si k € D,,, dado que (s;) y, por tanto T', tiene esta propiedad. Usando
los hechos elementales concernientes a redes y la clausura®, el hecho que
el operador -¢ define la topologia 7 y el hecho que A° = A para cada
A C X se concluye que, s € (4,,)¢ para cada m € D. Por tanto, para
cada m € D se obtiene una red U(m,-) = (u(m,n))ner, S Am, es
decir U(m,-) : B, — Ay, donde (U(m,-),s) € C. Sean F' y r como se
definieron en 4/ de la Definicién 3.8, entonces (U o r,s) € C. Dado que
Uor(m, f) € Ay, existe g, € Dy, con U or(m, f) =T,,, , para todo
(m, f) € F. Asi, se define ¢ : F — D por ¢(m, f) = np,, s para todo
(m, f) € Fy, se obtiene que U o r = T o ¢. Por tltimo, dado m € D,
se toma cualquier (m, f) € F, es decir para cualquier f. Entonces, si
(m',g) > (m, f), se tiene ¢(m’, g) = Ny g > m’ > m. Por tanto, U or
es una subred de T'y (U or,s) € C, contradiciendo la hipétesis inicial
presentada en la suposicién del problema. Por tanto, ((s;),s) € C.

Para el reciproco, nétese que las propiedades 1/, 2/ y 3/ en la
Definicién 3.8 de una clase de convergencia son inmediatas para la
clase C por las propiedades elementales de redes convergentes en una
topologia. La propiedad 4/ de la Definicién 3.8 se sigue del Teorema de
limites iterados”. Por tanto, la clase C es una clase de convergencia. Por
ultimo, sea A C X arbitrario. Por la definicién del operador clausura
determinado por C, como se hizo en la primera parte de este Teorema,
se tiene que s € A° si y solo si existe una red (s;) en A tal que s; — s, lo
cual es equivalente a s € A. Por tanto, la topologfa asociada a C coincide
con T. O

Por ultimo, otra de nuestras definiciones bésicas la cual establece
continuidad entre espacios de convergencia es la siguiente.

Definicién 3.12. Sean (X,S), (Y,T) espacios de convergencia, f :
X =Y una funcion y s € X. Entonces, diremos que f es continua en s
si (f(si)) € Tys) siempre que s; € Ss, es decir, f(s;) converge a f(s) si
s; converge a s.

Observacién 3.13.

1. Supongamos que C es una clase de convergencia sobre X. Para
cada s € X, denotemos por Ss a la coleccion de todas las redes
(8i)iez tales que (si,s) € C. Entonces, por las condiciones (1) y
(2) de la Definicion 3.8 se muestra que (X, (Ss)sex) €s un espacio
de convergencia.

8Véase [38].
9Véase [38] pag. 69.
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2. Por la condicion (4) del Teorema B.12, notemos que la nocion de
continuidad recien definida coincide con la continuidad topoldgica
cuando los espacios de convergencia en cuestion son en realidad
clases de convergencia.

8. Todas las condiciones de convergencia que consideremos dardn
lugar a clases de convergencia, y por tanto a topologias mas que a
espacios de convergencia.

3.1.1. La Topologia de Scott

La topologia de Scott desarrolla un papel importante dentro de la
programacion légica pese a que normalmente es encontrada en teoria
de dominios. La importancia de esta topologia la discutiremos en esta
seccién iniciando con algunas definiciones béasicas para ello.

Definicién 3.14. Sean (D,C) un cpo y O C D. Entonces, O se llama
abierto de Scott'® si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. O es cerrado hacia arriba, es decir, si x € O y x T y, entonces
y e 0.

2. 81 AC D es dirigido y | | A € O, entonces ANO # 0.

En el caso en que D sea un dominio la topologia asociada tiene una
descripcién bastante simple, como se muestra en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.15. Sea (D,C) un dominio. Entonces, las siguientes
afirmaciones se cumplen.

(i) Los conjuntos abiertos de Scott forman una topologia sobre D
llamada la topologia de Scott.

(i) Sia € D., entonces el conjunto 1T a es un abierto de Scott, donde
tax={y € D|zCy} para cualquier x € D.

(i1i) La coleccion {1 a | a € D.} es una base para la topologia de Scott
sobre D.

Demostracion.

(i) Facilmente se observa que los conjuntos § y D son abiertos de
Scott. Ahora, dados A; y Ao abiertos de Scott si x € A; N As y
x C y, entonces y € A; N As. Luego, supongamos que A es dirigido
vy | ]A € A1 N Ag, entonces existen a1, as € A tal que a; € A1 y
as € Ay. Por tanto, al ser A un conjunto dirigido, existe az € A

10véase [1].
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(i)

(iii)

tal que a1 A as E ag, lo cual implica que ag € A; N Ay, mas aun,
AN (A1 N Asg) # 0. Por tanto, A; N Az es un abierto de Scott.
Por ltimo, sin niguna dificultad se muestra que |J;.; A; es un
conjunto abierto de Scott, donde los A; son abiertos de Scott para
cadat € Z.

Sea x €1 a y supdéngase que x C y, entonces es claro que y €71 a.
Ahora, supongamos que A C D es dirigido y | | A €7 a, entonces
a C | |A y al ser a un elemento compacto, existe a’ € A tal que
a C d. Asi, se tiene que @’ €1 a, més ain, a’ € AN 1 a. Por tanto,
1 a es un conjunto abierto de Scott.

Primero mostremos que la coleccién {1 a | a € D.} es una base
para alguna topologia sobre D. Sea x € D, entonces approx(x) es
un conjunto dirigido no vacio. Sea a € approz(z), entonces a € D,
y a C 2, de ahi que x €1 a y por ello |J,.p, T @ = D. Ahora,
supongamos que ai, as son elementos compactos y z €1 a1N T as.
Entonces, a1, as € approx(z) y al ser éste cojunto dirigido existe
az € approx(z) tal que a1,as C ag. Por tanto, az €1 a;N 1 as.
Ademsds, facilmente se verifica que 1 a1N T as es cerrado hacia
arriba, de ahi que z €1 az Ct a1N T a2 y as € D, obteniendo lo
que se queria probar.

Finalmente, mostremos que la coleccién {1 a | a € D.} es una
base para la topologia de Scott sobre D. Sean A cualquier abierto
de Scott y = € A. Entonces, approz(xz) es un conjunto dirigido
y se tiene que | |approz(x) = x € A. Por tanto, para algin
a € approx(x) se cumple que a € A. Asi, se tiene que a € D,
y a £ x. Por tanto x €1 a C A, donde a es un elemento compacto,
lo cual concluye la prueba.

O

Nos referiremos a los elementos de la topologia de Scott como abiertos
de Scott y a las vecindades las llamaremos vecindades de Scott. A
continuaciéon daremos un ejemplo simple de la topologia de Scott en
el contexto de Ip .

Ejemplo 3.16. Consideremos a P como el programa definite siguiente.

pla) <«
p(s(X)) + p(X)

Tal programa tiene la finalidad de computar los nimeros naturales, donde
a es el numero natural “cero” y s es la funcion sucesor sobre los numeros
naturales.
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Por el Teorema 1.13, el conjunto de todas las interpretaciones 2-
valuadas para P, Ips, es un dominio para P y, ademds, sus elementos
compactos son subconjuntos finitos I de Bp. Por tanto, identificaremos
de manera usual a una interpretacion 2-valuada con el conjunto de
dtomos-base que sean verdaderos en I, asi un abierto bdsico usual en
la topologia de Scott sobre Ip es el conjunto t I ={I' C Bp |I CI'} de
todos los superconjuntos de los conjuntos finitos I.

Otro resultado importante para el desarrollo de este trabajo y el
de esta seccién es presentar la topologia de Scott en términos de
convergencia, pero para ello serd necesario el siguiente resultado.

Proposicién 3.17. Sea (D,C) un dominio y supdngase que A C D es
un congunto dirigido. Entonces, A es una red en D y A — | |A en la
topologia de Scott. En particular, para cada d € D, approx(d) — d en la
topologia de Scott.

Demostracion. Sea A = {a; | i € I} para algin conjunto indexado Z, el
cual lo identificaremos con A. Entonces, es claro que Z es dirigido por
el ordenamiento < obtenido mediante la restriccién de C hacia A. Por
lo tanto, el mapeo inclusién i : Z — D es una red en D. Ahora, sea
A =|] Ay supongamos que V es una vecindad de A en la topologfa de
Scott. Asi, | |A € V y por tanto existe algin indice ig tal que a;, € V,
pero V es cerrado hacia arriba y de ahi que a; € V siempre que iy < 1.
Por tanto, A — A. O

Teorema 3.18. Sean (D,C) un dominio, (s;) una red en D y s un
elemento en D. Se dice que lim; s; = s(C) si, para cada a € approx(s)
existe un indice ig tal que a T s; siempre que ig < i. Entonces,
la condicion recien dada determina una clase de convergencia C cuya
topologia asociada es la topologia de Scott sobre D. Por tanto, una red
(si) converge a s en la topologia de Scott sobre D si y solo si la red (s;)
satisface la condicion recién establecida.

Demostracion. Primero mostremos que las condicones 1,2,3 y 4 en la
Definicién de clases de convergencia, Definicién 3.14, se cumplen respecto
a la condicién recién establecida.

1. Supongamos que s; = s para todo i € T y sea a € approx(s).
Entonces, a es un elemento compacto tal que a C s. Por tanto,
a C s; para todo i, es decir ((s;),s) € C.

2. Supongamos que ((s;),s) € C y (t;)jes es una subred de (s;)icz.
Entonces, existe una funcién ¢ : J — Z que satisface lo siguiente:

» Para todo j € J, t; = s4(j)-
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= Para cada ig € Z, existe jo € J tal que ig < ¢(j) siempre que
Jo < J.

Sea a € approx(s) arbitrario, entonces al tener que ((s;),s) € C
se garantiza la existencia de ig € Z tal que a C s; siempre que
19 < i. Luego, dado que t; es una subred de s;, existe jo € J
tal que 79 < ¢(j) siempre que jo < j, de lo cual se implica que
a T s4¢jy = t; siempre que jo < j. Por tanto, ((t;),s) € C.

3. Supongamos que ((s;),s) ¢ C. Entonces, existe a € approx(s) tal
que para cada indice ¢y existe un indice jo > ip con a £ s;,. Sea J
que denota la coleccién de todos estos jg, lo cual implica que J es
cofinal en Z y, por tanto, (¢;);es es una subred de (s;);cz donde
t; = s; para cada j € J. Ademds, es claro que cada subred (ry)
de (t;)jez, satisface que ((r4),s) ¢ C.

4. Supongamos que todas las condiciones establecidas en 4/ de

la Definicién 3.8 se cumplen y que lim,, lim, z(m,n) = s(C)
donde z : F' — D. Sea a € approx(s) arbitrario. Dado
que el lim,, lim, z(m,n) = s(C), existe un indice mo € T tal

que a C lim, z(m,n) siempre que my < m. Nétese que a €
approx(lim, (m,n)). Por tanto, para cada mo < m fijo, existe
un indice n,, € Jn tal que a C z(m,n) siempre que n,, < n.
Definamos f € [],,cz Jm por medio de f(m) = n,, € J,, siempre
que my < m Yy, en otro caso, como f(m) € J,, arbitrariamente.
Supéngase que (m’,g) > (mo, f), entonces m, > mgy g > f, de
ahi que g(m’) > f(m') = npy. Asi, a C 2(m/, g(m’)) siempre que
(m/,g) > (mo, f) de lo cual se sigue que (zor,s) €C.

En lo que sigue, verificaremos que la topologia inducida sobre D por la
condiciéon de convergencia coincide con la topologia de Scott sobre D.
Sean A un abierto en la topologia asociada con la clase de convergencia C,
x € Ay supongamos que x = y y que y ¢ A, es decir, y € D\ A conjunto
cerrado. Entonces, existe una red s; — y con s; € D\ A para todo i.
Sea a € approx(z) elegido arbitrariamente, entonces a € approx(y) de
ahi que a C s; eventualmente. Se sigue de esto que s; — x. Por lo tanto,
de (2) del Teorema B.12 vemos que s; pertenece eventualmente a A, lo
cual es una contradiccién. Por tanto y € A. Ahora, supongamos que F
es un conjunto dirigido con z = | | E' € A. Entonces, por la Proposicién
3.17, tenemos que E — x como una red. Por lo tanto, F eventualmente
se encuentra en A, es decir, E N A # (). Por tanto, A es un abierto de
Scott.

Reciprocamente, supongamos que A es un abierto de Scott y x € A.
Mostremos que A es un abierto en la topologia asociada con la clase de
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convergencia C, estableciendo que, si s; — x, entonces s; eventualmente
estd en A y, por ello, el resultado se sigue del inciso (2) del Teorema
B.12. Ahora, approx(z) es un conjunto dirigido y « = | |approx(z) € A.
Por lo tanto, existe un elemento a € approxz(x) tal que a € A. Luego,
como s; — «x se tiene que existe ig tal que para cada ig < i se tiene
a C s;. Asi, al tener que a € A y A un abierto de Scott se implica que
s; € A para cada i > 1ig, lo cual finaliza la prueba. O

Otra definicién que habremos de considerar basica para este capitulo
es la siguiente.

Definicién 3.19. Sean D,E dominios y f : D — FE una funcion.
Entonces, f es llamada Scoot continua si, f es continua en las
topologias de Scott sobre D y E.

Algunos resultados inmediatos a partir de esta definicién son los
siguientes.

Proposicién 3.20. Sean D, E dominios y f : D — E una funcion. Si
f es Scott continua, entonces para cada x € D, a € D, y a C x, se tiene

que f(a) C f(x).

Demostracion. Sea a € D.. Como f es continua en a, dada cualquier
vecindad de Scott V' de f(a), existe una vecindad de Scott U de a tal
que f(U) C V. Sea b € approx(f(a)) arbitrario. Entonces, V =1 b es
una vecindad-Scott para f(a). Ademé&s, T a es una vecindad de Scott
para a contenida en cualquier vecindad de Scott U de a. Por lo tanto,
f(1a) Ctb. Asi, si a C x entonces x €1 a. Por tanto, f(x) €1 b, es decir,
b C f(x). Luego, al haber supuesto que b € approx(f(a)) arbitrario, se
tiene que f(a) C f(x). O

Proposicion 3.21. Sean D, E dominios y f : D — E una funcion. Si
f es Scott continua, entonces f es monotdnica.

Demostracion. Supongamos que ¢ T y en D. Notemos que si a €
approz(x) es elegido arbitrariamente, entonces a € D. y a C z, de
ahi que a T y. Por la Proposicién 3.20, tenemos que f(a) T f(y).
Ahora, approz(x) se puede pensar como una red de la siguiente manera,
approx(z) = {a; | i € T}, como en la Proposicién 3.17, més ain, a; — x.
Por lo tanto, f(a;) — f(x). De este modo, por el Teorema 3.18, para
cada b € approz(f(x)) existe un indice ig tal que b C f(a;) siempre
que ig < i. Pero, para cada i se tiene que a; C = C y, de ahi que
a; T yy f(a;) C f(y) siempre que ig < 4, por nuestra observacién
hecha. De lo anterior observamos que b T f(y). Finalmente, tenemos

que f(z) = L[{b | approxz(f(x))} T f(y) y por ello que f(z) C f(y),

finalizando la prueba. O
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Proposicion 3.22. Sean D, E dominios y f : D — E wuna funcion.
Entonces, f es Scott continua si y solo si f tiene un orden continuo en
el sentido de la Definicion A.12.

Demostracion. Supongamos que f es continua respecto a las topologias
de Scott sobre D Y E. Entonces, f es monoténica por la Proposicién
3.21. Sean A C D un subonjunto dirigido y A = | | A. Por la Proposicién
3.17, A= {a; | i € I} — A como una red y, por la hipétesis sobre f,
se tiene que f(a;) — f(A). Por lo tanto, por el Teorema 3.18, para cada
b € approxz(f(A)), existe i tal que b T f(a;) siempre que ig < i. De lo
anterior obtenemos que f(A) = f(|A) = |I{b | b € approz(f(A))} C
LI{f(a:) | i € Z} = | f(A). Asi, f(LUA) C || f(A). Finalmente, de la
Proposicién A.14 se sigue que f es un orden continuo sobre D y E.
Reciprocamente, supongamos que f es un orden continuo y que
s; — s en la topologia de Scott sobre D. Ahora, f es monoténica. Por lo
tanto, notemos que approz(s) es un conjunto dirigido y pensemos a este
como una red, digase {a; | j € J}, de ahi que el conjunto {f(a;) | j € T}
es dirigido y f(s) = f(Japprox(s)) = L f(approxz(s)) = [ {f(a;) | j €
J}. Por lo tanto, dado cualquier b € approx(f(s)), existe j € J tal que
b C f(a;), donde a; € approz(s). Como s; — s, del Teorema 3.18 se
sigue que existe un indice ig tal que a; C s; siempre que iy < 4. Por lo
tanto, de la monotonocidad de f se tiene que b T f(a;) C f(s;) siempre
que ip < 7. En consecuencia, se tiene que f(s;) — f(s) en la topologia
de Scott sobre E, de lo cual se tiene que f es continua en las topologias
de Scott. O

Ahora, consideremos el significado del Teorema 3.18 en el caso
particular de espacios de Valuaciones I(X,7T), donde el conjunto de
valores de verdad (7, <) es un dominio. Para ello, supongamos que (v;)
es una red tal que v; — v en la topologia de Scott sobre el dominio
I(X,T). Luego, por el Teorema 3.18 esto solo sucede si y solo si para
cada valuacién finita u con u C v, existe un indice ig tal que u C v;
siempre que ig < 4. De hecho, cuando este Teorema es aplicado a los
conjuntos de verdad particulares discutidos en la seccién 1.3.1 se obtiene
el siguiente resultado.

Teorema 3.23. Supdngase que (I;) es una red de interpretaciones y que
I es una interpretacion.

1. Sea T = TWO. Entonces, en el ordenamiento T, sobre I(X,T),
se tiene que I; — I en la topologia de Scott si y solo si siempre que
x € I, eventualmente x € I;.

2. Sea T = THRFEE. Entonces las siguientes afirmaciones se
cumplen.
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v En el ordenamiento Ty sobre I(X,T), se tiene que I; — I
en la topologia de Scott si y solo si siempre que r € I,
eventualmente x € I;, y, siempre que x € I, eventualmente
T € Iif.

» En el ordenamiento C; sobre I(X,T), se tiene que I, — I
en la topologia de Scott si y solo si siempre que x € I,
eventualmente x € I;, vy, siempre que x € I, eventualmente
x < Iiu @] ]it .

3. Sea T = FOUR. Entonces las siguientes afirmaciones se cumplen.

» En el ordenamiento Ty sobre I(X,T), se tiene que I; — I
en la topologia de Scott si y solo si siempre que v € I,
eventualmente x € I;,UI;_, siempre que € I¢, eventualmente
x € I, Ul y, siempre que = € Iy, eventualmente x € I;, .

» En el ordenamiento C; sobre I(X,T), se tiene que I; —
I en la topologia de Scott si y solo si siempre que x €
Iy, eventualmente x € I;, U I, siempre que © € Iy,
eventualmente © € I, U I;, vy, siempre que z € I,
eventualmente x € I;, .

Demostracion. Basta considerar la primera de las afirmaciones en 3.
para esta prueba. Sea v que denota a la valuacién correspondiente para
la interpretacion I, también para cada indice i sea v; que denota la
valuacién correspondiente para las interpretaciones I;.

Supongamos que (v;) converge a v en la topologia de Scott sobre
I(X,T) y sea x € X. Supongamos que & € vy, es decir, v(z) = t.
Definamos u(x) = t con u € I(X,T) y, para cada y # z, u(y) = u.
Entonces u es un elemento finito que satisface u Ty v. Asi, por el
Teorema 3.18, existe ig tal que u Ty v; siempre que iy < 7y, por lo tanto,
eventualmente se cumple que v;(x) = t o v;(z) = b. De lo anterior se
tiene que, eventualmente = € v;, Uv;,. Un argumento similar se cumple
en el caso en donde x € v 0 * € vp, de lo cual se obtiene la condicién

pedida.
Reciprocamente, supongamos que las condiciones dadas se cumplen.

Sea u una valuacion finita tal que u Ty v y, ademas, supongamos que u
toma el valor u en todos los puntos de X excepto posiblemente en un
punto, digamos x. Primero, supongamos que u(x) = t. Entonces, ya sea
que Tz € vy 0 T € vp. Entonces, por las condiciones dadas ya sea que
eventualmente z € V;, Uv;, o eventualmente x € v;, y, en cualquiera de
los casos se tiene que eventualmente u Cj v;. Un argumento similar se
cumple en el caso u(z) = f o u(x) = b. Luego, usando que el conjunto de
indices de la red (v;) es dirigido, se sigue que, para cualquier valuacién
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finita u Cj v, se tiene que eventualmente u Ty v;. Por lo tanto, (v;)
converge a v en la topologia de Scott sobre I(X,T). O

El resultado anterior nos proporciona una descripciéon uniforme de
redes convergentes en la topologia de Scott sobre (I(X,7T),C), donde
(T,<) es alguno de los principales conjuntos de valores de verdad.
De hecho, las condiciones de convergencia involucradas son simples,
naturales e intuitivas y esto es una de las ventajas que se encuentran
para este enfoque sobre el tema mediante la convergencia.

Ejemplo 3.24. Las siguientes afirmaciones relativas a convergencia en
la topologia de Scott se cumplen en la l6gica 2-valuada [véase [55]].

1. Cualquier red (I) de interpretaciones converge a la interpretacion
vacia.

2. Si (Iy) es una red de interpretaciones la cual es mondtona en el
sentido que I\ C I, siempre que A < vy, entonces (Iy) converge a

Ux .

3. Si una red (I) de interpretaciones converge a una interpretacion
I yJ C I, entonces (I)) converge a J. Asi, en general, una red
de interpretaciones puede tener varios limites. Un ejemplo de esto
puede ser dado como sigue. Supongamos que L es un lenguaje de
primer-orden que contiene un simbolo predicado unario “p” un
simbolo funcional unario “sz un simbolo constante “a” tal como
en el lenguagje base del Ejemplo 3.16. Consideremos la sucesion de

interpretaciones (I,) definida como sigue:
v I, = {p(a), p(s(a))}, sin es par.
= I, = {p(a), p(s(a)), p(s*(a))}, sin es impar.

Entonces, (I,) converge a cada una de las interpretaciones

siguientes: 0, {p(a)}, {p( (a)}, {p(a), p(s(a))}. Pero no converge
a {p(a), p(s(a)), p(s*(a))}.

Una vez mds, si I, es la interpretacion definida de la siguiente
manera:

» I, = {p(a), p(s(a)
= I, = {p(a)7 p(s(a)
Entonces, la sucesion (I,) converge a la siguiente interpretacion

{p(a), p(s(a)), p(s*(a)),...}, ademds notemos que, (I,) no es
mondtona en el sentido dado en (2).

)yo.oy0(s™(a))} sin es par.
)y ( (a))} sin es impar.

)
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A pesar de que se ha tomado la convergencia como concepto base,
facilmente se pueden expresar propiedades de la topologia de Scott en
otros términos familiares, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.25. En el contexto sobre espacios de wvaluaciones, la
Proposicion 3.15 proporciona una descripcion simple de los abiertos
bdsicos en la topologia de Scott y, por esta razdn, consideraremos
brevemente este punto.

En el caso de TWO, sea Ay, ..., A, € X y definase G(Ay,..., A,) =
{I e (X, TWO) | A1,...,An € I}. Por medio de (6) del Teorema 1.11
y (8) de la Proposicion 3.15, es claro que los conjuntos G(Ai, ..., Ap)
forman una base para la topologia de Scott sobre I(X,TWO). De hecho,
los conguntos G(A) = {I € I(X,TWO) | A € I} forman una subbase
para la topologia de Scott, dado que G(Aq,...,An) = ﬂie{lw ) G(A).

Ahora, consideremos el orden “knowledge” sobre THREE vy
sean Ay,...,An,Bi,....B, € X tales que, m,n > 0 y
G(Ay,...,A;By,...,B,,) = {I € I(X,THREE) | Ay,...,A, €
Iy y Bi1,...,B,, € It}. Entonces, tales conjuntos forman una base
para la topologia de Scott sobre I(X,THREE). Mds ain, los conjuntos
G(A;B) ={I € I(X,THREE) | A€ Iy y B € It} forman una subase
para esta topologia.

A continuacién pasaremos a estudiar la continuidad del operador
consecuencia inmediata en la topologia de Scott. Una forma de garantizar
la continuidad del operador Tp es mediante el inciso (a) del Teorema
2.13 y por la Proposicién 3.22 siempre que P sea un programa definite,
es decir, Tp es Scott continuo si P es definite. Sin embargo, se puede
resolver el problema sin la necesidad de recurrir a tales Teoremas y de
una manera auto-contenida, es decir, con los resultados de este apartado
es suficiente para resolver nuestro problema.

Teorema 3.26. Sea P un programa definite. Entonces Tp es continuo
en la topologia de Scott sobre Ip.

Demostracion. Sean I € Ipy e (I;) una red convergente hacia I en la
topologia de Scott. Veamos que Tp(I;) — Tp(I) en la topologia de Scott.
Si Tp(I) = 0, entonces el resultado se sigue de manera inmediata ya que,
por el Teorema 3.18, cada red en un dominio converge en la topologia de
Scott al elemento bottom. Ahora, Supongamos que Tp(I) # ) y sea A €
Tp(I). Entonces, existe una instancia base A < A;,..., A, de alguna
cldusula en P tal que I(44,...,A,) =t con n > 0. Como I; — I, por
(1) del Teorema 3.23, tenemos que eventualmente I;(Aq,..., A,) = t.
Por lo tanto, A € Tp(I;) eventualmente. Por tltimo, del Teorema 3.23
se sigue que Tp(I;) — Tp(I) en la topologia de Scott. O
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El reciproco del resultado anterior no se cumple lo cual no es dificil
de ver, para ello considérense los siguientes programas:

= P = {p(a) « p(a), p(a) < —p(a), p(b) < p(a)}.
» Py = {p(a) +, p(b) < p(a)}.

Basta observar que ambos programas poseen el mismo operador
consecuencia inmediata(Scott continuo). Por otro lado, recordemos que
el Programa del Ejemplo 2.43 mostré que el operador de Fitting no es
un orden continuo, y por lo tanto no es Scott continuo para programas
definite. Por tal motivo, el Teorema 3.26 justifica las afirmaciones hechas
al principio de esta seccién respecto a la topologia de Scott y los

programas definite.
Otro punto fundamental en este capitulo y que se retomard en

secciones posteriores, esta relacionado con la convergencia para alguna
interpretacién I de sucesiones TH(M) de iteraciones del operador Tp
sobre una interpretacién M y bajo que condiciones I es un modelo para
P. Tal problema lo discutiremos brevemente para programas definite y
lo retomaremos con mas detalle en la siguiente seccién para programas
normales.

En general, si (v;) es una red que converge a v en la topologfa de
Scott sobre I(X,T), entonces del Teorema 3.18 (véase el Ejemplo 3.24)
(v;) converge a u siempre que u C v y por tanto, que el conjunto de
limites de (v;) es cerrado hacia abajo. De hecho, este conjunto no puede
ser vacio ya que (v;) siempre converge al elemento 1. Ademéds, cuando
T denota una laticce completa digamos TW O, se tiene por el Teorema
1.13 que I(X, T') es una laticce completa. Asf en tal caso, el supremo del
conjunto de todos los limites de una red (v;) en la topologia de Scott,
existe y facilmente se puede inferir por el Teorema 3.23 que también
es un limite de (v;). Nos referiremos a tal limite como “the greatest
limit de (v;)” y lo denotaremos por gl(v;). De hecho, fcilmente se
puede verificar que gl(v;) toma el valor t sobre el conjunto de todos los
elementos x € X tal que eventualmente v; toma el valor t, donde dicha

propiedad determina completamente a gl(v;).
Es claro que una sucesién T5 (M) siempre converge a la interpretacion

vacia, por lo mencionado anteriormente, pero la interpretacién vacia no
necesariamente es un modelo para P. Sin embargo, se puede obtener el
siguiente resultado.

Proposicion 3.27. Sean P wun programa ldgico definite y M wuna
interpretacion para P. Entonces, gl(TE(M)) de la sucesion (Tp(M))
es un modelo para P.

Demostracion. Sea I = gl(TE(M)). Entonces la sucesién (TH(M))
converge a I en la topologia de Scott. Asi, por la Scott continuidad de
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Tp, la sucesién (Tp(TE(M))) converge a Tp(I). Por lo tanto, (TR(M))
converge Tp(I) y tenemos por la definicién de “gl” que Tp(I) CI. O

Observacién 3.28. Si M = 1 en I(X,T), entonces gl(TR(M))
coincide con el minimo punto fijo de Tp y, por tanto, es el minimo
modelo para el programa definite P''. Por tanto, la semdntica usual 2-
valuada para programas definite puede ser completamente determinada
por términos de convergencia en la topologia de Scott.

Por ultimo, presentamos el siguiente ejemplo que resalta los puntos
principales discutidos previamente.

Ejemplo 3.29. Sea P el siguiente programa (Ejemplo 3.16).

pla) <
p(s(X)) <« p(X)
Sea M = 0, tomando a M como una interpretacion 2-valuada, ademds
consideremos a I, como la n-ésima iteracion de Tp sobre M. Entonces,
I, = {p(a),p(s(a)),...,p(s" 1(a))} para cualquier n > 1. Por la parte
(2) del Ejemplo 3.24, la sucesion (I,,) converge en la topologia de Scott
al conjunto I = {p(a),p(s(a)),...,p(s™(a)),...} de todos los nimeros
naturales. Mds ain, es claro que I = gl(I,,) y, por la Proposicién 3.27,
también es un modelo para P.

3.1.2. La Topologia de “Cantor”

Tomaremos el mismo problema que en la seccidon anterior pero en
el contexto de programas normales y realizaremos la construccién de

ciertos modelos estandar para estos.
Iniciaremos presentando un resultado relacionado con el producto

topolégico, para lo cual sera necesario introducir algo de notacién como
sigue. Sean X, Y conjuntos arbitrarios y denotamos por [X — Y]
al conjunto de todas las funciones totales que mapean X en Y. Asi,
cuando Y sea ordenado, por ejemplo digase como un conjunto de
valores de verdad 7, entonces también lo es [X — Y] y como recién
se ha visto, se pueden definir importantes topologfas sobre [X — Y]
mediante condiciones de convergencia bastante naturales las cuales
pueden hacer uso del orden. Sin embargo, mostraremos a continuacién
algunas topologias que no dependan de algin orden [véase [57]].

Teorema 3.30. Sean (s;) una red en X — Y] y s € [X —
Y]. Entonces la condicion: lim; s; = s(C) siy solo si para cada © €
X eventualmente s;(z) = s(x), determina una clase de convergencia
sobre [X — Y] cuya topologia asociada Q es el producto de X copias de
la topologia discreta sobre Y .

Hvgase [55]
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Demostracion. Verifiquemos que las condiciones (1),...,(4) en la
Definicién 3.8 se cumplen respecto al significado dado a lim; s; = s(C).
(1) Supongamos que (s;) es una red constante, entonces s;(z) = s(x)
para todo x € X y cada i. Por lo tanto, para cada z, eventualmente
si(xz) = s(x). Por tanto, ((s;),s) € C. (2) Supongamos que ((s;),s) €Cy
(tj)jes es una subred de (s;);cz. Sean € X arbitrario y dado un indice
ip de tal manera que s;(z) = s(z) para cada i > ip. Como (t;) es una
subred de (s;), existe ¢ : J — Z y un indice jo € J tal que ig < @(j)
siempre que j > jo. Asi, si j > jo, entonces t;(x) = s4(;)(z) = s(z). Por
tanto ((¢;),s) € C. (3) Supongamos que es falso (s;);cz(C)-converge a s.
Entonces existe £ € X y un subconjunto cofinal J de Z tal que, para cada
J € J se tiene que s;(z) # s(x). Sea t; = s; para cada j € J, entonces
(t;) es una subred de (s;), mas aun, es claro que no hay subred de (¢;) que
(C)-converge a s. (4) Supongamos que todas las condiciones establecidas
en (4) de la Defincién 3.8 se cumplen y que lim,, lim,, (m,n) = s(C),
donde z : F' — [X — Y. Considérese lared zor : FF — [X — Y]. Sea
y € X arbitrario. Como lim,, lim,, z(m,n) = s(C), existe mo € T tal que,
para todo m > mg, lim, z(m,n) = s,,(C) para algin s,, € [X = Y]y
lim,, $,, = s(C). Por lo tanto, para m > myg, existe n, € J, tal que
x(m,n)(y) = s;m(y) para todo n > n,,, pero para m > mo; $;m(y) = s(y).
Luego, definase f € [],,c7 Jm como:

s f(m) =nm € Tm, si m > mo.
= f(m) € T, arbitrario, en otro caso.

Ahora, supongamos que (m, g) > (myg, f). Entonces m > mg y g > f, lo
cual implica que g(m) > f(m) = n,,. Asi, tenemos que x(m, g(m))(y) =
sm(y) = s(y), es decir, (z or)(m,g)(y) = x(m,g(m))(y) = s(y) siempre
que (m, g) > (mo, f). Por tanto, (xor)(y) es eventualmente igual s(y) y
de ahi que z or(C)converge a s. Finalmente, basta considerar a [X — Y]
como el producto [[,.y Y, donde Y, = Y para cada z € X. Luego,
recordemos que una red (s;) converge en tal producto a s si y solo si
si(z) — s(z) en Y para cada x (véase Teorema B.17 (5)). Finalmente,
como Y es dotado con la topologia discreta, esta ultima condicién se
cumple si y solo si s;(x) eventualmente es igual a s(z). Por tanto se
tiene el resultado. O

El Teorema 3.30 se sigue satisfaciendo si se tiene que X = Bp, donde
P es un programa légico normal y Y es cualquier conjunto de valores de
verdad T, en particular se satisface si T = TWO. Con estas elecciones
obtenemos el siguiente resultado analogo a la Proposiciéon 3.27, pero
aplicada a programas normales en general.
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Proposicion 3.31. Sea P un programa légico normal. Supdngase que C
es cualquier clase de convergencia sobre Ipa cuyos elementos satisfacen
las condiciones establecidas en el Teorema 3.50:

Si ((I;),I) € C, entoces para cada A € Bp, eventualmente
I;(A) = I(4).

Entonces, siempre que M sea una interpretacion para P tal que
((TR(M)),I) € C, se tiene que I es un modelo para P.

Demostracion. Por la Proposicién2.12, basta garantizar que Tp(I) C I.
Por tanto, supongamos que Tp(I)(A) = t, entonces existe una instancia
base A « Ay,...,A,,—Bi,...,mB,, de una cldusula en P tal que
I(A1 ANA, A—By A—By,) = t. Tomando la sucesion T (M), se tiene que,
por las propiedades establecidas en la hipdtesis (aplicadas a cada literal
en la conjuncién a considerar) , que eventualmente TH(M)(A1 A A, A
-B1A-Bp,) = I(AiANA, A-By A—B,,) = t. Por lo tanto, eventualmente
TE(M)(A) = t y, una vez més por las propiedades establecidas en la
hipétesis, tenemos que I(A) = t. Asi, siempre que Tp(I)(A) = t, se
tiene que I(A) = t. Por tanto, Tp(I) C 1. O

Observacion 3.32.

1. El Teorema 3.30 muestra que la clase de convergencia mas grande C
para la cual se aplica la Proposicion 3.31 es la clase de convergencia
C(Q) determinada por la topologia Q. Por lo tanto, Q es la
topologia mds gruesa entre todas las topologias determinadas por
aquellas clases de convegencia para las cuales la Proposicion 3.31
puede ser aplicada.

2. En términos topolégicos la Proposicion 3.31 dice que si M es
una interpretacion para un programa logico normal P tal que la
sucesion de iteraciones (TH(M)) converge en la topologia @ en
alguna interpretacion I para P, entonces I es un modelo para P.

Noétese que la Proposiciéon 3.31 se cumple en cualquier clase de
convergencia contenida en C(Q), en otras palabras, esto se cumple para
cualquier clase de convergencia determinada por una topologia mas fina
que Q. Ademds, @ no es la Unica topologia natural determinada por una
clase de convergencia, donde la Proposicién 3.31 se cumple. Por ejemplo,
si definimos que lim; v; = v(C) se interpreta como eventualmente v; = v,
entonces se obtiene otra clase de convergencia natural para la cual
trivialmente se satisface la Proposicién 3.31 y esta clase de convergencia
genera la topologia discreta sobre I(X,T).

A continuacidn, estudiaremos las propiedades de I(X, 7) cuando este
es dotado con la topologia @ y de hecho, la representacion de @ dada
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en el Teorema 3.30 como un producto de espacios hard relativamente
sencillo lo pedido.

Teorema 3.33. Sean P un programa normal y J una preinterpretacion
para P con dominio D, X = Bp; y T un conjunto de verdad dotado
con la topologia discreta. Entonces en la topologia @ sobre I(X,T) se
tienen los siguientes resultados.

1. Una red (I;) de interpretaciones converge a una interpretacion I
si y solo si para cada dtomo base A, se tiene que eventualmente

I(A) = I(A).

es un espacio Hausdorff totalmente disconexo.

v N W
~

S —~ —~ —~  —
I
=

6. Supongase que D numerable y que T es finito. Entonces 1(X,T)
es homeomorfo al conjunto de Cantor sobre el intervalo unitario
cerrado en la recta real.

Demostracion. 1.-Se sigue de manera inmediata a partir del Teorema
3.30. 2.-Por Teorema 13.8, pdg. 87 en [68], se tiene que I(X,T) es
un espacio de Hasudorff y, por el Teorema 29.3, pdg. 210 en [68], es
totalmente disconexo. 3.-Se sigue del inciso (4) del Teorema B.17 y del
hecho siguiente: un espacio discreto es compacto si y solo si este es finito.
4.-Dado que T es discreto, entonces es metrizable luego, se sigue del
Teorema 22.3, pdg. 161 en [68], que I(X,T) es metrizable. 5.-Se sigue
del Teorema 16.2, pdg.108 en [68], el resultado. 6.-Véase Corolario 30.6,
pag. 217 en [68], del cual se obtiene el resultado. O

Asi, por el inciso (6) del Teorema anterior (3.33), nos referiremos
a la topologia @ como la topologia de Cantor. Ademads, nétese que
I(X,T) es un espacio de Hausdorfl en la topologia @ y, por tanto, el
limite de cualquier red convergente en @) es uUnico, situacién diferente a
la que se mostré con la topologia de Scott donde una red convergente
tiene diferentes limites (Ejemplo 3.24).

En el caso de interpretaciones 2-valuadas se tiene el siguiente
resultado, el cual serd usado con frecuencia mas en adelante y se sigue
de manera inmediata por el inciso (1) del Teorema 3.33.

Proposicién 3.34. Sea (I;) una red de interpretaciones en Ips.
Entonces, I; converge a I en @ si y solo si siempre que A € 1,
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eventualmente A € I; y siempre que A ¢ I, eventualmente A ¢ I,.
Mds Adn, el dnico limite I coincide con el conjunto {A € B, |
A eventualmente pertenece a I;}.

Ejemplo 3.35. Consideremos, una vez mds, el programa del Ejemplo
2.3. Para facilitar su uso denotaremos por P al programa de 2.5 y
los stmbolos predicados en tal programa por p, obteniendo el siguiente
programa P:

pla) «
p(s(X)) < —p(X)
Consideremos las iteraciones del operador Tp sobre la interpretacion (),
como Sigue.

Tp(0) =0

TH(0) = {p(a),p(s(a)), p(s*(a)),p(s*(a)), p(s*(a)), ... }
T3(0) = {p(a)

TE(0) = {p(a),p(s*(a)), p(s*(a)), p(s*(a)),p(s*(a)), ... }
TH(0) = {p(a),p(s*(a))

Tp(0) = {p(a),p(s*(a)), p(s*(a)), p(s*(a)), p(s°(a)), ... }
TE(0) = {p(a),p(s*(a)), p(s*(a))

TH(0) = {p(a),p(s*(a)), p(s*(a)), p(s°(a)), p(s"(a)), ... }
T3 (0) = {p(a),p(s*(a)), p(s*(a)), p(s°(a))}

Sean I,, que denota a TR (D) y denotemos por I al conjunto de los nidmeros
naturales “pares”, es decir {p(a),p(s*(a)), p(s*(a)),...}. Nétese que la
sucesion (I,) oscila alrededor de I. Sin embargo, fdcilmente se puede
verificar por medio de la Proposicion 3.3/ que (I,) converge a I en Q.
Por tanto, se sigue de la Observacion 3.32 que I es un modelo para P. De
hecho, I es un punto fijo del operador Tp y es el inico modelo soportado
para P.

El comportamiento oscilatorio exhibido en el ejemplo anterior en
relacion al operador de un solo-paso, es tipico en programas que poseen la
negacién. Ademas, en el ejemplo anterior, Tp no es Scott-continuo y por
ello el Teorema A.17 no es aplicable sobre Tp. Asi, la teoria desarrollada
en el capitulo 2 para la seméantica de programas definite no es aplicable.

Ejemplo 3.36. Por (1) del Teorema 3.23 y la Proposicién 3.34, se tiene
de manera inmediata que, si una red (I;) converge a I en @, entonces
(I;) converge a I en la topologia de Scott, lo cual se confirma mediante
el Ejemplo 3.25 y el Corolario 3.39 (que se encuentra mds adelante),
mostrando que la topologia Q@ es mds fina que la topologia de Scott en el
caso de interpretaciones 2-valuadas.
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Por otro lado, la sucesion (I,) definida en (8) del Ejemplo 3.24
converge en la topologia de Scott (a varias interpretaciones), pero no
converge en @ (a ninguna interpretacion,).

Ejemplo 3.37. En este ejemplo mostraremos lo siguiente, una sucesion
(I,) de interpretaciones 2-valuadas converge a otra interpretacion 2-
valuada I en Q si y solo si la diferencia simétrica de los conjuntos I, e
1, es decir, I,, NI puede hacerse arbitrariamente pequena. De hecho la
diferencia simétrica proporciona una métrica simple para la topologia Q,
como se verd a continuacion.

Sea P un programa légico mormal y para evitar el caso trivial
supongamos que el lenguaje base de primer-orden L de P contiene al
menos un simbolo funcional. Asi, el conjunto Bp es numerable y podemos
suponer que los elementos de Bp estan dados mediante alguna lista fija,
digamos Bp = (A1, Aa, As,...). De hecho, la naturaleza exacta de Bp
no desarrolla un rol importante y se podria trabajar igualmente sobre
cualquier preinterpretacion J para L cuyo dominio es numerable, de aht
que pueda listarse su coleccion de elementos.

Sea d; € R tal que 0 < d; < 1 para cada i y Y .o, d; = 1, donde
a cada d; usualmente se le conoce como el peso que se adjunta a los
elementos A; € Bp. Ahora, definamos la métrica d sobre Ip como:
a1, 1)y = ZAieI'AId% para I,I' € Ip. Sin ninguna dificultad se
puede probar que d en efecto define una métrica sobre I,. Por tanto,
mostraremos que d genera a la topologia () sobre Ip. Para ello, basta
demostrar que: dada una sucesion arbitraria (I,) en Ip, se tiene que I,
converge a I en @Q si y solo si (I,) converge a I en la métrica d.

» Supongamos que (I,) es una sucesidn de interpretaciones en (Ip)
tal que I, —4 I. Por tanto, d(I,,I) — 0 sin — oco. Asi, dado
€ > 0, existe un numero natural ng tal que si n > ng, entonces
d(I,,I) = ZA,-eInAIdi < €. Supongamos que A; € I. Luego,
elijase € lo suficientemente pequerio de tal manera que € < d;
y obtengamos el correspondiente ng tal que ZA;,EI,,AIdi < €
si n > ng. Lo cual implica que d; mo ocurre en esta suma
para cualquier n > ng. En otras palabras, A; € I, N1 para
todo n > ng, de ahi que A; € I eventualmente. Por otro lado,
supongamos que A; ¢ I. Si A; estuviera en una cantidad infinita
de I, entonces ZAjeln,Aldi > d; para una cantidad infinita
de weces, contradiciendo d(I,,I) — 0. Por tanto, A; pertenece
inicamente a una cantidad finita de I, lo cual implica que A; ¢ I,,
eventualmente. Finalmente, por la Proposicion 3.3/, se tiene que
convergencia en d implica convergencia en Q.

= Supongamos que I, — I en Q. Sea ¢ > 0 y elijase un nimero
natural ng lo suficientemente grande tal que Zi>n0 d; <eyni>
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ng tan grande que sin > ng, entonces I, \ I dnicamente contiene
elementos Aj con j > ng 6 I, NI = 0 (esta situacion puede
lograrse por un numero finito de aplicaciones de la Proposcion 3.34,
dado que el conjunto {A; | j < ng} es finito y, de hecho, contiene
ng — 1 elementos). Entonces, siempre que n > ny, se tiene que
dIn AI) =34 cr, A1%5 S Disn, di < €y, por tanto, I, — I en
la métrica d. Asi, d genera Q.

Mds atun, notemos en particular que, los pesos d; pueden ser tomados
por %, para cada i, en donde la métrica d tiene la forma d(I,1') =
ZA&I’AI%’ para cada I,I' € Ip. En cualquier caso, st I, — I en
Q, entonces I,, — I en d y, por tanto, dado cualquier € > 0, existe ng
tal que d(I,,I) = ZA,ieInAldi < € sin > ng y, reciprocamente. Por
ello, es en este sentido que la diferencia simétrica I, \ I puede ser hecha
arbitrariamente pequena si I, — I en Q.

Dado que @ es un producto topoldgico, facilmente se pueden describir
los abiertos bésicos de I(X,7T) en Q como sigue'?. Sea t € T, entonces
el singulete {t} es un abierto en 7 ya que T es dotado con la
topologia discreta. Por lo tanto, los abiertos bésicos son de la forma
W;l(til) N---nN 77;1 (t;,). Los cuales pueden ser escritos en la forma
Q(Ail,...,Ain;til,...,tin) = {I S I(X,T) | I(Azj) = ti]. para j =
1,...,n}, donde A;,,..., A; son elementos arbitrarios de X, pero fijos.

Por lo anterior, se tiene el siguiente resultado que describe a @
en términos familiares de abiertos bésicos el cual se sigue de manera
inmediata a partir de los comentarios realizados lineas arriba.

Proposicion 3.38. Con la notacion realizada lineas arriba, los
abiertos bdsicos en la topologia @Q sobre I(X,T) son de la forma
g(Ailﬂ"'7Ain;t74‘1""7tin) = {I € *[(XaT) | I(A’L]) = tij para j =

1,...,n}, donde Ay, ..., A;, son elementos arbitrarios de X pero fijos
Y tiy,...,ti, son elementos arbitrarios de T pero fijos para todo j =
1,...,n. Mds aun, los subbdsicos para QQ son aquellos bdsicos de la forma

G(A;t), es decir, n = 1.

Por lo mencionado tendremos que G denota a la subbase para @
la cual consistird de los conjuntos de la forma G(A;t), donde A € X
y t € T. En particular, cuando se este trabajando con el conjunto de
verdad TW O, de la Proposicién 3.38 se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.39. Si 7 = TWO, entonces los abiertos bdsicos en @Q
son de la forma G(Ay,...,Apn;B1,....,Bn) = {I € I(X,T) | 4; €

121,a naturaleza de X actualmente es irrelevante pese a que estd siendo tomada
como Bp.
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INBj ¢1coni=1,...,nN\j=1,...,m}, donde A; y B; son elementos
arbitrarios de X pero fijos con n,m > 0. Ademds, los elementos de la
subbase pueden ser descritos de manera similar si n y m toman el valor
de al menos 1 en el conjunto G(A1,...,An; B1,...,Bn).

Para finalizar esta seccién recordemos que una pregunta a considerar
hablaria sobre la continuidad del operador Tp en la topologia @, sin
embargo, retrasaremos esta discusién hasta el capitulo 4 (véase la
Proposicién 4.43). También, se conocen algunos resultados que aseguran
la discontinuidad del operador Tp [véase [55]], ejemplo de estos se puede
tener el siguiente.

Ejemplo 3.40. Sea P el programa que consiste solo de la cldusula
p + —q(X), cuyo lenguaje base de primer orden L se asume que
contiene un simbolo constante 0, un simbolo funcional s y simbolos
predicados T y t en adicidn a los simbolos presentados en P. Para
cada sucesidn binaria(formada por 0’s y 1’s) (ap)nen, formese el
conjunto A, = {A1,As,...} donde A; = r(s'(0)), si a; = 0 y
A; = t(s'(1)), si a; = 1. También, definamos el siguiente conjunto
K, ={q(0),q(s(0)),...,q(s™(0))}, para cada n € N.

Entonces para cada sucesion binaria (a;), se tiene lo siguiente: I, —
I, en Q por el Teorema 3.33, donde I, = AgUK,, y I, = A,U{q(s™(0)) |
n € N}. Por otro lado, Tp(I,) = {p} mientras que Tp(I,) = 0. Por lo
tanto, Tp(I,) no converge a Tp(I,) en Q, de ahi que Tp es discontinuo
en I,.

3.1.3. Continuidad de Algunos Operadores Sobre
I(X,T)

En esta seccion discutiremos brevemente aquellos operadores
definidos sobre I(X,T), los cuales fueron revisados en la Seccién 1.3.3.
Como se hizo notar en esa Seccién el operador — no es un orden continuo
y, por tanto, no es Scott continuo relativo al orden <;. Sin embargo,
veremos mas adelante que tal operador es Scott continuo relativo al
orden <j.

Asi, nuestro principal objetivo sera el estudio de la continuidad de
los operadores A, V y — relativa a las topologias de Scott y “Cantor” .
Una vez mas, nos centraremos sobre el conjunto de verdad FOUR por
las mismas razones dadas en la Seccién 1.3.3.

Teorema 3.41. Sea 7 = FOUR. Entonces se cumplen las siguientes
afirmaciones.

1. El operador —: I(X,T) — I(X,T) es continuo en la topologia de
Scott relativa al orden Cy, pero no es continuo relativo al orden Ty
(La afirmacién se sigue cumpliendo si T = THREE).
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2. Considérese que < es, <p ¢ <; sobre FOUR. Formese el
dominio I(X,T) con el correspondiente orden puntual T y el
correspondiente dominio producto I(X,T) x I(X,T). Entonces,
los operadores N y vV : I(X,T) x I(X,T) = I(X,T) son Scott
continuos (La afirmacion se cumple si T =TWO 6 THREE).

Demostracion.

1. El caso en donde se considera el ordenamiento C; ya se revisoé.
Por tanto, consideremos el orden definido por T y utilicemos
el criterio para convergencia presentado en el Teorema 3.23. Sea
v; — v red convergente sobre I(X,7) respecto a la topologia
de Scott. Supongamos que z € (—v)s, entonces (—w)(z) = t de
ahi que z € v¢. Como v; — v, se tiene que =z € V;, UV,
eventualmente, es decir, eventualmente v;(z) = f 6 v;(z) = b.
Entonces, eventualmente —w;(z) =t 6 —v;(x) = b, lo cual implica
que eventualmente z € (—w;)y U (—w;)p. Los casos restantes se
realizan de manera similar, por tanto, la red (—w;) converge a —w
respecto a la topologia de Scott.

2. Basta considerar el caso V para esta prueba. Luego, por la
Proposicién 2.4 en [62] pdg.35, se tiene que es suficiente mostrar
la continuidad en cada argumento de V y, por la conmutatividad,
basta con mostrar la continuidad en alguno de los argumentos. Asi,
fijemos v € I(X,T) y supongamos que u; — u en la topologia de
Scott sobre I(X,T). Sea x € X, elemento arbitrario. Entonces,
(uV)(z) =u(z) Vo(z). Dado que u; — u, por el Teorema 3.23,
tenemos que eventualmente u(x) < u;(x). Asi, por la Proposicién
1.16, tenemos que eventualmente u(z)Vv(z) < u;(z)Vo(x), lo cual
es suficiente, por el Teorema 3.23, para mostrar que u; Vv — uVv
y con esto finalizando la prueba.

O

Ahora estudiemos los mismos operadores con respecto a la topologia
@ y finalizando esta seccién con el siguiente resultado.

Teorema 3.42. Sea T = FOUR, entonces las siguientes afirmaciones
se cumplen.

1. El operador — : I(X,T) — I(X,T) es continuo en la topologia
Q. Por tanto, este operador es continuo en Q cuando T denota a
TWO 6 THREE.

2. Los operadores A y V son continuos como mapeos de I(X,T) x
I(X,T) hacia I(X,T), donde I(X,T) x I(X,T) estd dotado con
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la topologia producto de @ consigo misma. Ademds, el mismo
resultado se cumple ya sea para TWO ¢ THREE.

Demostracion.

1. Sean z € X y v; — v en I(X,T) respecto a la topologia Q.
Entonces, eventualmente v;(x) = v(z). Por lo tanto, eventualmente
(—v;)(z) = (—w)(z), lo cual implica que —v; — —w en Q. De lo
anterior se sigue el resultado.

2. Sea (u;,v;) — (u,v) en la topologia producto. Entonces, u; — u
y v; — v ambas en Q. Sea x € X. Entonces existen i1 e i tales
que u;(z) = u(x) si i > iy y vi(x) = v(x) si i > iy. Dado que los
conjuntos de indices son dirigidos, tenemos que existe i3 tal que
si i > i3, entonces u;(z) = u(x) y vi(x) = v(z). Por lo tanto,
siempre que ¢ > i3, se tiene que u;(z) V v;(z) = wu(z) V v(z)
y wi(z) Avi(x) = u(z) Av(z). Por lo tanto, u; Vv, = uVoy
u; \Nv; — uN\v.

O

3.2. Teoria de Punto-Fijo Generalizada

En esta seccién consideraremos posibles alternativas a los Teoremas
A.18 y A.17 dado que exhibimos la no monotonocidad del operador
Tp para programas normales y por ello que no sean aplicables estos
Teoremas. Por tanto, discutiremos una gran cantidad de tales resultados
sobre punto-fijo y otros més relacionados a estos los cuales seran

empleados méas adelante.
Las alternativas que presentaremos de los Teoremas A.17 y A.18, en

su mayoria hacen uso de funciones distancia durante su formulacién y
durante sus aplicaciones'®. La programacién légica no es la excepcién
a esto y por ello consideraremos una gran cantidad de formas en las
cuales dichas funciones distancia pueden ser introducidas de manera
natural con sus respectivos Teoremas de punto-fijo. Una gran parte de
este proceso consiste en trabajar con funciones distancia muy generales,
relajando de alguna manera u otra los axiomas estdndar de una métrica
y estableciendo los correspondientes Teoremas de punto-fijo andlogos
al Teorema de contraccién desarrollado por Banach. Sin embargo, las
aplicaciones se revisaran en un capitulo posterior y los ejemplos que
se discutan mostrardan que estas funciones distancia generalizadas son
bastante sencillas y surgen naturalmente en nuestro campo de estudio.

13Véase [39] para una fuente de informacién sobre teorfa de punto-fijo generalizada.
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3.2.1. Funciones Distancia Generalizadas

En un nivel completamente general, una funcién distancia d definida
sobre un conjunto X es un mapeo de X x X hacia A, donde A es
un conjunto adecuado de valores y la distancia entre cualesquiera dos
elementos z,y de X estd determinada por d(z,y) € A. La nocién de
que dos elementos se encuentran cercanos puede ser definida en un nivel
completamente general, por medio de la asignacién que se le hace a cada
elemento £ € X de una familia de subconjuntos de X, U,. Entonces,
dado y € X tal elemento puede pensarse como un elemento cercano a
x si para algin U € U,, y € U. Sin embargo, el nivel de generalidad
presentado es demasiado alto para ser usado y por tanto se impondran
una serie de restricciones a medida que se vaya procediendo.

Iniciaremos considerando un marco de trabajo uniforme llamado
espacios de continuidad, dentro de los cuales todas las funciones
distancias particulares que se encuentren pueden ser descritas en estos
espacios. De hecho, en este marco de trabajo tales nociones de “funcién
distancia” y “estar cerca” son duales cuando se considera al conjunto
U, como una base de vecindades para z, esto ultimo conecta la
topologia y las distancias en completa generalidad. Ademas, los espacios
de continuidad proporcionardn una transicién sin dificultad de los
resultados obtenidos en la seccién anterior y los presentados en esta, es

decir, los espacios de continuidad seran el puente entre ambas secciones.
Una vez definido el marco de trabajo se estableceran los resultados

que seran necesarios para garantizar que cada topologia puede ser
generada mediante una funcién distancia adecuada y para ello se iniciara
introduciendo algunas definiciones.

Definicién 3.43. Un semigrupo es un conjunto A con una operacion
binaria asociativa definida sobre A, + : A x A — A. Si la operacion
es conmutativa, entonces el semigrupo es llamado conmutativo o
Abeliano. Un semigrupo (A, +) es llamado semigrupo con identidad
si existe un elemento 0 € A tal que 0+ a = a+ 0 = a para todo a € A.
Ast, un semigrupo Abeliano con identidad también es llamado monoide
conmutativo o monoide Abeliano. Finalmente, se entenderd como
semigrupo ordenado con identidad aquel semigrupo A con identidad
0, sobre el cual se define un ordenamiento < que satisface:

= Para todo a € A, 0 < a.

= Para cualesquiera ay,aq,al,ab € A; sia; < ag ya) < al, entonces
/ /
a1 +ay; <az+a;.

Definicién 3.44. Un semigrupo valuado A es un semigrupo abeliano
aditivo (operacion) con elemento identidad 0 y elemento absorbente oo,
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es decir 0o +a = a + 0o = 0o para todo a € A, donde oo # 0 y ademds
se satisfacen los siguientes axiomas.

1. Para todo a,b€ A, siz+a=>byb+y=a para algunos x,y € A,
entonces a =b .

2. Para cada A, existe un inico b(= §) € A tal que b+b = a.

8. Para cualesquiera a,b € A, el infimo de a y b, relativo al orden
parcial < definido en (1), existe en A y es denotado por a A b.

4. Para cualesquiera a,b,c € A, (aAb)+c=(a+¢c)AN(b+c).

Observacién 3.45. Ndtese que usando la propiedad (1) se puede definir
un orden parcial sobre A, digase <, donde a < b si y solo si b = a+x para
algin x € A. Y, usualmente se le conoce a < como el orden parcial
inducido sobre A por la operacion +. Se wverifica, sin ninguna
dificultad, que A con el orden anterior es un semigrupo ordenado.
Ademas, si {(Ai,+i,05,00;) | © € I} es una familia de semigrupos
valuados, entonces también lo es su producto (A,+,0,00), donde +,0
y 0o son definidos coordenadamente.

Definicién 3.46. Sea P C A con A semigrupo valuado, entonces se
dice que P es un conjunto positivo en el semigrupo valuado A si se
satisfacen los siguientes axiomas:

1. Sir,s € P, entoncesr ANs € P.
2. Sire P yr<a, entonces a € P.
3. Sir € P, entonces 5 € P.

4. Si para todor € P: a < b+ r, entonces a < b.

Ejemplo 3.47. Sea R el conjunto de los numeros reales extendidos,
es decir [0,00]. Luego, con la suma usual R es un semigrupo valuado.
Ademds, el conjunto (0, 00| es positivo sobre R y el orden parcial inducido
< es el usual sobre R.

Definiciéon 3.48. Un espacio de continuidad es una cuadrupla
X = (X,d, A, P), donde X es un conjunto no vacio, A es un semigrupo
valuado, P es un conjunto positivo en A yd : X x X — A es una funcidn,
llamada funcion de continuidad y que satisface los siguientes axiomas:

» Para todo x € X, d(z,x) = 0.
= Para cualesquiera x,y,x € X, d(z, z) < d(z,y) + d(y, z).

Ahora se puede definir la topologia generada por un espacio de
continuidad como sigue.
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Definicién 3.49. Sean X = (X,d, A, P) un espacio de continuidad,
z € X ybe P. Entonces, By(z) = {y € X | d(z,y) < b} es llamada
la bola de radio b respecto a x. La topologia T (X) generada por X
consiste de todos los subconjuntos O de X que satisfacen lo siguiente: si
x € O, entonces By(xz) C O para algun b € P.

El resultado principal que concierne a espacios de continuidad se le
atribuye a R.Kopperman y cuya demostracién se encuentra en [10] pag
94-95.

Teorema 3.50. Sea X un espacio de continuidad. Entonces, la coleccion
T(X) de subconjuntos de X es una topologia sobre X. Reciprocamente,
dada una topologia T sobre un conjunto X, ewiste un espacio de
continuidad X tal que T = T (X).

Dada una topologia 7 sobre X, vale la pena notar que el espacio
de continuidad X = (X,d, A, P) tal que T = T(X) que se utiliza en la
prueba del Teorema anterior es obtenida tomando al conjunto A como el
producto de 7T copias de R y el conjunto P como el producto de T copias
(0, 00]. La funcién de continuidad d es definida por d(z, y)(S) = ds(x,y)
para cada S € T, donde dg(z,y) = 0 si z € S implica que y € Sy
ds(z,y) = ¢ en otro caso, donde ¢ € (0, o] fijado.

3.2.2. Generalizaciones de Algunas Métricas
La intencién planteada en esta seccién'? es elegir conjuntos de valores
adecuados para las funciones distancia por ello se iniciara considerando

el conjunto de los reales no negativos.

Definicién 3.51. Sea X conjunto no vacio y § : X x X — R una
funcidn distancia, donde Rg denota el numero de los reales no negativos.
Considérense los siguientes axiomas para §.

My Para todo x € X, 6(x,x) = 0.

My Para todo z,y € X, si 6(x,y) = 6(y,x) = 0 entonces z = y.
Ms Para todo z,y € X, §(z,y) = d(y, x).

My Para todo x,y,z € X, §(x,y) < d(x,2) +(z,y).

My Para todo z,y,z € X, 0(x,y) < max{d(x, 2),0(z,y)}.

Si § satisface las condiciones My — My es llamada una métrica y
es llamada ultramétrica si también satisface Ms. Si § satisface las
condiciones My, M3 y My es llamada pseudométrica. Si § satisface
My, M5 y My se hace llamar métrica dislocada (o d-métrica). Por
ultimo, si 6 satisface My, Ms y My es llamada quasimétrica.
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(My) | (M) | (Ms) | (M) | (Ms)
Meétrica v v v v
Ultramétrica v v v (V) v
Pseudométrica v v v
Pseudo-Ultramétrica v v (V) v
Quasimétrica v v v
Quasi-Ultramétrica v v (V) v
Métrica Dislocada v v v
Ultramétrica Dislocada v v (V) v
Quasimétrica Dislocada v v
Quasi-Ultramétrica Dislocada v (V) v
Quasi-Pseudométrica v v
Quasi-Pseudo-Ultramétrica v (V) v

Cuadro 3.1: Métricas Generalizadas.

La condiciéon M, usualmente es llamada la desigualdad triangular.
Estas nociones estan descritas en el Cuadro 3.2.2, donde (v') indica que
la condicién respectiva se satisface autométicamente.

Observacién 3.52. Si una (pseudo-, quasi-, d-) métrica satisface
M5 (desigualdad triangular fuerte), entonces esta es llamada (pseudo-
, quasi-, d-) ultramétrica. Ademds, ndtese que todas las funciones
distancia consideradas, excepto la métrica dislocada, son funciones
continuas lo cual se verifica de manera inmediata.

Probaremos en una secciéon posterior que esencialmente la misma
correspondencia que se da entre funciones distancia y sus topologias se
cumple entre espacios de continuidad y sus topologias. De hecho cada
métrica da lugar a una métrica asociada y cada ultramétrica generalizada
da lugar a una ultramétrica generalizada asociada.

El siguiente Teorema es fundamental en muchas areas de la
matematica y la importancia de presentar este Teorema asi como su
prueba radica en el hecho que este es un prototipo de una gran niimero de
extensiones y refinamientos, incluidos los que se veran en este apartado.
De ahi que, se tiene la importancia de dar con detalle su prueba para
futuras referencias.

Teorema 3.53 (Banach). Sean (X,d) un espacio métrico completo,
0<A<1lyf:X — X una contraccion con factor de contraccion
A, es decir [ es una funcién uni-valuada que satisface: d(f(x), f(y)) <
M(z,y) para todo x,y € X con x # y. Entonces, [ tiene un unico punto-
fijo, el cual se puede obtener como el limite de la sucesion (f"(y)) para

14La referencia base para esta seccién es [39].
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cualquier y € X.

Demostracion. La prueba, en esencia, consiste en demostrar las
siguientes 3 afirmaciones: (1) (f™(y)) es una sucesién de Cauchy para
todo y € X. (2) El limite de la sucesién en (1) es un punto fijo de f. (3)
El punto fijo encontrado en (2) es tnico.

1. Sean m,n € N y supdéngase que m > n. Sea k = m — n, entonces:
d(f" (), f™(w) = d(f" W), f"(f* @) < Ay, ) <
NS0 A ) S (Y)) < AT Nd(y, f(y) = Ad(y, f(y)

Sisg NS Ny, f() SN = 25d(y. (). Bste ltimo
término converge a 0 cuando n — oo, por tanto se tiene (1).

2. Alser X un espacio completo se tiene que (f™(y)) converge a algin
punto en X, digase x € X. Asi, se tiene por la continuidad de f
que, f(x) = f(lim f*(y)) = lim f"*1(y) = x. Por tanto x es un
punto fijo de f.

3. Supdngase que z también es un punto fijo de f. Entonces, d(z, z) =
d(f(x), f(2)) < Ad(z, z). Luego, al tener que A < 1, se implica que
d(z,z) =0y, por ultimo, de la propiedad M se tiene que = = z.

O

Noétese que la condicion x # y no es realmente necesaria en la
declaracién del resultado previo, pero es incluido para ser consistente
con lo que se dice a continuacién, esto es que el requerimiento A < 1
no puede relajarse en general, lo cual puede ser visto al considerar la
funcién f : R — R definida por:

z+ 1 sil<u,
=l

2, en otro caso.

Esta funcién satisface la condicién d(f(z), f(y)) < d(z,y) para todo
z,y € R con z # y, donde d es la métrica usual sobre R, pero no tiene
puntos fijos dado que f(z) > x para todo = € R. Sin embargo, si X es

compacto el requerimiento sobre A puede debilitarse.

Teorema 3.54. Sean (X,d) un espacio métrico compacto, f : X — X
una funcion la cual es una contraccion estricta, es decir, f satisface
d(f(x), f(y)) < d(z,y) para todo xz,y € X con x #y. Entonces, f posee
un unico punto fijo.

Demostracion. Como f es continua se implica que la funcién d(z) =
d(x, f(x)) es continua, por lo tanto, tiene un minimo m sobre
X. Supéngase que d(zg) = m > 0. Entonces, d(f(zg)) =
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d(f(zo), f(f(z0))) < d(zo, f(z0)) = d(xzg) = m, lo cual es una
contradiccién. Por tanto, m = 0 y de ahi que f tiene un punto fijo.
Ahora, supéngase que x # y son puntos fijos de f, entonces d(z,y) =
d(f(x), f(y)) < d(z,y), lo cual es falso. Por tanto, f tiene un inico punto
fijo. O

Principal interés mostraremos en establecer resultados los cuales
puedan ser vistos, de alguna manera u otra, como reciprocos del Teorema
3.5315. Uno de tales resultados es el siguiente y, asf como muchos otros,
estos fueron inspirados por ciertas aplicaciones para programacion logica.

Teorema 3.55. Sean (X, 7) un espacio topoldgico Ty y f : X — X una
funcion la cual tiene un unico punto fijo en a y es tal que, para cada
x € X: f*(x) — a en 7. Entonces, existe una funcion d : X x X — R
tal que (X, d) es un espacio ultramétrico completo y para cualesquiera

z,y € X d(f(z), f(y) < 5d(z,y).

Demostracion. Dividiremos la prueba en varios pasos, enumerados
consecutivamente, para facilitar su desarrollo.

1. Sea x € X y definamos el conjunto T'(z) C X como el subconjunto
mas pequeno de X el cual es cerrado bajo las siguientes reglas.

1.1
(1.2) Siy e T(x) y f(y) # a, entonces f(y) € T'(z).
1.3) Siy € T(z) y y # a, entonces f~1(y) C T(x).

Dado que la interseccién de la familia formada por todos los
conjuntos cerrados bajo estas reglas es cerrada bajo estas reglas
se tiene que existe T'(x). Mds atin, es claro que cada conjunto T'(x)
es no vacio. Asi, consideremos T = {T(z) | ¢ € X} y obsérvese
que se cumplen los siguientes hechos para T'(x).

a) T(a) = {a}. En efecto, notemos que (1,1),(1,2) y (1,3)
se cumplen relativos al conjunto {a}. Por lo tanto, de la
minimalidad de T'(a) se tiene que T'(a) = {a}.

b) Six # a, entonces a ¢ T(z). Para ver esto, considere la regla
(1,3) y al suponer que x # a, se tiene que a ¢ f~!(z), de
lo contrario f(a) = x y al ser a punto fijo de f se implica
que © = a, que es una contradiccién. Asi, las reglas (1,2) y
(1,3) aplicadas repetidamente e iniciando con x nunca toman
el valor de a en T'(x). Finalmente, por minimalidad, el proceso
recien descrito genera a T'(x), es decir, se genera un conjunto

15Véase [39] para més detalles sobre el tema.
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cerrado bajo las reglas (1,1), (1,2) y (1,3) que es T'(x). Se sigue
de la afirmacién recien demostrada que T'(a)NT(x) = @y, por
tanto, ya sea que T'(a) = T(x) 6 T'(a) y T(z) son ajenos.

¢) Si T(x) # T(a) y T(y) # T(a), entonces ya sea que
T(x) = T(y) 6 T(z) es ajeno T(y). Supéngase que existe
z € T(x) NT(y), entonces por el hecho de que f sea funcidn,
T(x) # a # T(y) y de aplicaciones repetidas de las reglas
(1,1),(1,2) y (1,3) se garantiza que z,y € T(z) C T'(z) NT(y)
y por la minimalidad de T'(z) y T'(y), se implica que T'(x) =
T(x)NT(y) =T(y).

Asi, por a), b) y ¢) se tiene que la familia 7 es una particién de
X.

2. A continuacién, definiremos recursivamente un mapeo [ : T —
Z U {oo} sobre cada T' € T de la siguiente manera:

(2.1) Si T'(a) =T, entonces [ se define por l(a) = c0. Si T'(a) # T,
elijase arbitrariamente z € T por medio de I(x) = 0 (con
x # a) y se procede con los siguientes pasos.

(2.2) Para cada y € T con f(y) # a y l(y) = k, se tiene
Wf(y) =k+1.

(2.3) Para cada y € T con l(y) = k, se tiene I(z) = k — 1 para todo
z€ fHy)

Asumiremos de ahora en adelante que los puntos (2.1), (2.2) y (2.3)
se cumplen para todo T € T, de ahi que [ es una funcién definida
sobre todo X. Es claro que el mapeo [ estd bien definido dado que
(X, 7) es T1. Debido a que, si existe un ciclo en la sucesién (" (z)),
formada por iteraciones de f sobre algun x € X, entonces se puede
adecuar para algin elemento y en esta sucesién que con frecuencia
no se encuentre en alguna vecindad de a, utilizando que el espacio
es T1. Lo cual, contradice la convergencia de (f™(z)) hacia a.

3. Definase un mapeo 2 : Z U oo — R por

z(k‘):{o’ si k= oo,

2=%  En otro caso.

Ademas, definanse los mapeos § : X x X — R por

d(z,y) = max{s(I(z)),2(U(y))}
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y el mapeo d : X x X — R por

o(z,y), siz#y,
d(z,y) = {0( ) siz=1y

4. Ahora, véase que (X, d) es un espacio ultramétrico.

= Para M; sea d(z,y) = 0 y supéngase que = # y. Entonces,
5(zy) = d(z,y) = 0, de ahi que max{(i(x)),1(I(3))} = O,
lo cual implica que +(I(z)) = (I(y)) = 0. Por tanto, I(z) =
I(y) = oo y finalmente 2 = y = a por la construccién de [, lo
cual es una contradiccion.

= M, se cumple por definicién.
= M3 se cumple por la simetria en § y por tanto en d.

= Para Mj, sean z,y,z € X. Veamos que d(z,y) <
méx{d(x, z),d(z,y)}. Supongamos sin pérdida de generalidad
que d(z,z) > d(z,y) y 2(I(z)) > «(I(x)), entonces d(z,z) =
(1(2)). S 1(1(z)) > i(y)). entonces d(z,y) = 1(1(z)) <
1(I(z)) = d(=z,2). Sio(l(x)) < o(l(y)), entonces d(x,y) =
1(I(y)). Nétese que es falso 2(I(y)) > 2(I(z)), de lo contrario
d(z,y) < d(z,y) lo cual es una contradiccién. Por tanto,
1(I(y)) < 1(I(2)), lo cual impica que ¢(I(2)) = d(z,y) < d(z, 2).
Por lo tanto, d(z,y) < d(z, 2).

5. Veamos que (X,d) es un espacio métrico completo. Para
probar esto considérese la sucesién de Cauchy (z,) en X. Si
(z,,) es eventualmente constante, entonces tal sucesién converge
trivialmente. Ahora, supongamos que (x,) no es eventualmente
constante, con ello veamos que (x,) converge hacia a en d, para
lo cual es suficiente probar que «(I(x,)) — 0. Sea € > 0, entonces
existe ng € N tal que para todo m,n > ng: d(xm,z,) < €. En
particular se tiene que d(z,, Tn,) < € para todo m > ng y como
(z5,) no es eventualmente constante, se obtiene que 1(I(z,,)) < €
y t(l(xm))e para todo m > ng. Por tltimo, al haber tomado e
arbitrariamente se tiene que (2(I(zy)))nen converge a 0.

6. Nétese que para cada f(x) # a, se tiene que I(f(z)) = I(z) + 1 por
la definicién de [ y, de ahi que, sin ninguna dificultad se comprueba
la siguiente igualdad: 1(I(f(z))) == Fu(I(z)).

7. Finalmente, véase que se cumple lo siguiente: para cualesquiera
z,y € X, se tiene que d(f(z), f(y)) < 3d(z,y). Sean z,y €

X y supdéngase sin pérdida de generalidad que = # .
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Ahora, sea d(z,y 27k es decir, que max{:(I(x)),2(I(y))} =

) = !
27 Entonces d(f(z),f(y)) = max{ (I(f@),(I(f(y)} =
3 max{u(l(x)),1(I(y)) }05d(z, y).

O

Nétese que el Teorema 3.55 no es como tal un reciproco del Teorema
3.53, es decir, es ligeramente diferente pero para nuestros propositos
es suficiente. A continuacién haremos algunas observaciones sobre la
relacion que existe entre la topologia original y la topologia generada
por la métrica construida en la prueba del Teorema 3.55

Proposicion 3.56. Se tienen los siguientes resultados con la notacion
empleada durante la prueba del Teorema 3.55

1. Algin x # a es un punto aislado respecto a d, es decir, {x} es
abierto y cerrado en la topologia generada por d.

2. Si (x,) es una sucesidn en X la cual converge en d hacia algin
x # a, entonces la sucesion (x,) es eventualmente constante.

3. La métrica d en general no genera a T, pero las iteracines de f
convergen hacia a respecto a T y d, es decir, (f™(x)) > a enT y
d.

Demostracion. 1.- Sean = # a y 1(I(x)) = 27F. Entonces, para cualquier
y € X se tiene que 6(z,y) > 27% de ahi que para cada y # =,
d(x,y) > 27%. Por lo tanto, {y € X | d(z,y)leq27*} = {2} y en
consecuencia un abierto en d. La cerradura se sigue de manera inmediata
a partir de lo anterior. 2.- Es suficiente mostrar que {z} es un abierto
respecto a d para cada x # a, lo cual se sigue de (i) en el paso (1) de
la prueba del Teorema 3.55. 3.- De hecho la topologia 7, en general, no
es metrizable. En la prueba del Teorema de Banach 3.53, se observa que
(f™(x)) — a respecto a d, ademds la convergencia respecto a 7 se sigue
de la hipdtesis del Teorema 3.55. O

3.2.3. Ultramétricas Generalizadas

El origen de los espacios ultramétricos se encuentra en la teoria de
valuaciones y data a Krasner & Monna, quienes desarrollaron esta teoria
para distancias ultramétricas con valores reales. Ralph Kopperman fue
el primero en “sugerir’que los Teoremas de punto-fijo sobre espacios
ultramétricos desarrollados por Priess-Crampe & Ribenboim'® deberfan
de jugar un rol importante dentro de la programacion légica. De hecho,

16Véase [50] para més detalles sobre esta seccién.
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el resultado principal de esta seccién es debido a Prieb-Crampe &
Ribenboim.

Una de las primeras generalizaciones que consideraremos sobre
métricas se obtiene a partir de la Definicién 3.51, cambiando el codominio
de la funcién § por un conjunto parcialmente ordenado y debilitando
algunos axiomas, lo cual nos llevard a la nocién de “ultramétrica
generalizada”.

Definicién 3.57. Sean X wun conjunto, I' un COPO con elemento
minimo 0. Diremos que (X,0,T') es un espacio ultramétrico
generalizado(gum) si o : X x X — T' es una funcién que satisface
lo siguiente para cualesquiera x,y,z € X yvyeT.

Ui/ o(xz,x) =0.
Us/ Sio(x,y) =0, entonces © = y.
Us/ o(z,y) = o(y, x).

Us/ Sio(x,z) <7 yo(zy) <7, entonces o(z,y) < 7.

Si o satisface las condiciones Uy a Uy pero no necesariamente
Ui, llamaremos a (X,0) un espacio ultramétrico generalizado
dislocado o simplemente un d-gums. La condicion Uy la llamaremos
la destgualdad fuerte del tridangulo para gums.

Observacion 3.58. FEs claro que cualquier espacio ultramétrico es
también un gums y este a su vez un d — gums. Sin embargo, en el nivel
de generalidad en el que se dieron las definiciones previas, la funcion o
no es continua, es decir, I' no necesariamente es un semigrupo valuado.
Mds sin en cambio, en las aplicaciones que estaremos considerando T’
serd un semigrupo valuado y de ahi que o serd una funcion continua, lo
cual se verd a continuacion.

Sean v > 0 un ordinal arbitrario y {27 | o < v} =: Ty, entonces T,
es totalmente ordenado por 2= < 27 siy solo si f < . Nétese que, r,
no es otro conjunto mas que y dotado con el dual del ordenamiento usual
sobre los ordinales. También, notese que veremos a y como comunmente
se hace, es decir, y serd el conjunto de todos los ordinales n € v (n < ).
Finalmente, definamos una operacion binaria “4-” sobre I', como sigue:
272 4270 = max {27,278}, notando que 2° es el elemento absorbente
para esta operacion.

Como un caso particular de lo mencionado en la observacién 3.58
podemos aplicar tal construccién al ordinal v + 1, donde sin ninguna
dificultad se garantiza que 277 es el elemento absorbente de I',; y el
elemento identidad de la operacién “+” definida sobre I', ;. Més aun,
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277 £ 29 con v > 0, donde “0” denota al ordinal cero y resaltemos que en
algunas ocasiones se usara “0” para denotar 277, lo cual no debera causar
confusién alguna. Asi, I'y;; es un semigrupo valuado en el cual § = a,
donde a = 27“ denota un elemento de I', ;1 y, ademés, el orden parcial
inducido sobre I', 41 por “+” coincide con el ya definido. Finalmente, el
conjunto {27 | @ < 7} es un conjunto positivo en I',1;. Por ello, el
caso que mas nos interesa serd I' = I', 41, donde en tales casos (X, o0,I")
es un espacio de continuidad. Retomaremos esta discusién mas adelante
pero con dominios (D, C) en espacios ultramétricos generalizados.

A continuacién se dardn algunas definiciones las cuales nos daran las

bases para el resultado principal de este apartado, es decir, el Teorema
de punto-fijo sobre gums.

Definicién 3.59. Sea (X, 0,T) un espacio d — gum. Entonces, para
0#~vel yzxe X, el conjunto By(x) = {y € X | olz,y) < v} es
llamado una (v)-bola en X con centro o punto medio en x. Un
espacio d— gum es llamado esféricamente completo si para cualquier
cadena C' (respecto a la inclusion de conjuntos) de bolas no vacias en X,
se tiene que [ C # 0.

Observacion 3.60. Notese que cada espacio ultramétrico compacto
es esféricamente completo por la propiedad de interseccion finita. Sin
embargo el reciproco es falso, para ello considérese X un conjunto infinito
y d una ultramétrica definida como d(z,y) =1 six #y y d(z,z) = 0,
para todo x € X. Entonces, sin ninguna dificultad se verifica que (X, d)
no es compacto pero es esféricamente completo.

Definicién 3.61. Sean (X, 0,T') un espacio d—gum y f : X — X una
funcion.

1. Si para todo z,y € X: o(f(x), f(y)) < o(x,y), entonces [ se dice
n0-erpansiva.

2. Sipara cada @ € X con & # f(x), o(f2(x), f(z)) < o(f(x),a),
entonces [ se dice una contraccion estricta sobre orbitas,

donde una orbita sobre f es un subconjunto de X de la forma
{f™*(z) | n € N}, para algin z € X.

3. Si para todo x,y € X con x # vy, o(f(x), f(y)) < o(z,y), entonces
f se dice una contraccion estricta (sobre X ).

A continuacién daremos algunos resultados bésicos para los espacios
ultramétricos.

Lema 3.62. Sea (X, 0,T") un espacio d — gum. Para cualesquiera o, 3 €
I' yxz,y € X se cumplen las siguientes afirmaciones.
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1. Sia< By By(x)N Ba(y) #0, entonces By(x) C Ba(y).

2. 81 By(z) N Bu(y) # 0, entonces By(x) = Ba(y). En particular,
cada elemento de la bola también es su centro.

3. Bo(a,y) (@) = By(a,y) (¥)-

Demostracion. Para (1), sean a € B, (x) y b € Bo(x)NBs(y). Entonces,
ola,z) < ay o(b,z) < a, de ahi que g(a,b) < a < B, por Uy. Luego,
como o(b,y) < S, se implica que g(a,y) < B. Por tanto, a € Bg(y). Para
(2), basta observar que el resultado se sigue por la simetria de p. Y por
ultimo, para (3) basta reemplazar o(x,y) por « y aplicar (2). O

El siguiente Teorema, aplicable a ultramétricas generalizadas, es el
analogo al Teorema 3.53. La prueba de tal Teorema serd omitida por el
hecho de que exhibiremos un resultado més general [véase [50]].

Teorema 3.63 (PrieS-Crampe y Ribenboim). Sean (X, o,T') un
espacio gum esféricamente completo y f : X — x una contraccion
estricta sobre orbitas y no-expansiva. Entonces f tiene un punto fijo.
Mads aun, si f es una contraccion estricta sobre X, entonces f tiene un
inico punto fijo.

Otro resultado interesante que se puede encontrar en esta literatura es
el siguiente, el cual establece la relacién que hay entre completes esférica
y completes.

Proposicién 3.64. Sea (X,d) un espacio ultramétrico. Si X es
esféricamente completo, entonces X es completo.

Demostracion. Supéngase que (X, d) es esféricamente completo y (z,)
es una sucesiéon de Cauchy en X. Entonces, para cada k € N, existe un
minimo ny € N tal que para cada n,m > ny, se tiene d(xy,, Tm) < %,
ademads, nétese que ny crece con k. Ahora, considerando al conjunto de
bolas B = {Bi(xs,) | k € N}, se tiene por Uy que B es una cadena
decreciente de bolas con interseccién no vacia debido a la completes
esférica de (X, d), digase B. Sea a € B, entonces fdcilmente se verifica
que z, — a. Por tanto, B = {a} dado que los limites en (X,d) son
tnicos y asi (X, d) es completo. O

Veamos que el reciproco de la Proposicién anterior (3.64) es falso,
para ello definase la siguiente ultramétrica sobre N como sigue: para
n,m € N, sea d(n,m) = 1+ 2~ ™0} g n £ m y d(n,n) = 0 para
todo n € N. No es dificil probar que la topologia inducida por d coincide
con la topologia discreta sobre N y las sucesiones de Cauchy respecto a
d son las sucesiones que eventualmente son constante. Por tanto, (N, d)
es completo. Luego, considerando la cadena de bolas B, = {m € N |

99



CAPIiTULO 3 LA TOPOLOGiA EN LA SEMANTICA DE
) LA PROGRAMACION
3.2. TEORIA DE PUNTO-FIJO GENERALIZADA

d(m,n) <1427"} se obtiene que B, = {m | m > n}, para cada n € N.
Por lo tanto, (B, = 0. Ademds, obsérvese que con esta notacién la
funcién sucesor n — n+ 1 es una contraccién estricta, pero esta no tiene
puntos fijos.

Por lo mencionado en el parrafo anterior y la Proposiciéon 3.64,
observamos que la nocién de completes esférica es estrictamente menos
general que la de completes pero estrictamente mdas general que la de
compacidad.

Por otro lado la completes esférica puede ser caracterizada por medio
de sucesiones transfinitas, como se muestra a continuacién.

Definicién 3.65. Sea (x5)s<n sucesidn de elementos (posiblemente
transfinita) en (X, o,T') un espacio gum. Entonces (x5) se dice pseudo-
convergente si, para cada o < < v < 10, se tiene o(xg,z) <
0(xa,x8). Entonces la sicesion transfinita (ms)s41<n, donde ms =
o(xs,x541) es mondtona decreciente. Sin es un ordinal lémite, entonces
cualquier x € X con o(xz,xs) < ms para todo 6 < n es llamado un

pseudo-limite de la sucesion transfinita (25)s<y-
El espacio (X,p0,T') se dice trans-completo si cada sucesion

transfinita pseudo-convergente (xs)s<y, con n un ordinal limite, posee
un pseudo-limite en X.

Proposicién 3.66. Sea (r5)s<y, una sucesion en X (posiblemente
transfinita) y supdngase que x es pseudo-limite de esta sucesion con 1
ordinal limite. Entonces, el conjunto de todos los pseudo-limites de (xs)
estan dados por Lim(zs) = {z € X | o(z, 2) < 75 para todo 6 < n}.

Demostracion. (<)Sea z € Lim(zs). Luego, al tener que o(z,z) < ms
v o(z,z5) < ms, se implica que o(z,z5) < 75 para todo §. Por tanto,
z es un pseudo-limite. (=) Sea z un pseudo-limite de (zs5). Como
o(x,x541),0(2,2541) < 7541 para todo § < 17, se tiene que g(x,z) <
Tsr1 < ms para todo § < 7. O

Proposiciéon 3.67. Sea X un espacio gum. FEntonces, X es
esféricamente completo si y solo si X es trans-completo.

Demostracion. (<)Supéngase que X trans-completo y sea B una cadena
decreciente de bolas en X, sin pérdida de generalidad, se puede sumir
que B no posee un elemento minimo y, ademds, sea estrictamente
decreciente. Entonces de B se puede selecionar una cadena coinicial,
digase (Bs)s<n, donde 7 es un ordnial limite, de ahi que (Bs)s<y
es una sucesion transfinita de bolas. Como la sucesién transfinita es
estrictamente decreciente, se tiene que para cada ¢, existe x5 € B;\ Bst1
y la sucesién transfinita (zs5)s<, es pseudo-convergente. Por tanto, esta
sucesién posee un pseudo-limite x. Luego, al tener que o(z,xs) <
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o(zs,x511) ¥ 5,541 € Bs, se tiene que x € Bs para todo § y, por
ello, € [ Bs.

(=) Sean X esféricamente completo y (z5) una sucesién pseudo-
convergente. Sea (ms5) = o(xs5,Ts+1) v considérese Bs = By, (zs5). Para
a < f3, se tiene que xg € B, N Bg y por ello, a partir del Lema3.62,
se tiene que (Bs) es una cadena decreciente de bolas. Luego, al ser el
espacio esféricamente completo, existe algtin « € () By, donde de manera
inmediata se sigue que x es un pseudo-limite de (xs). O

Para finalizar con los espacios esféricamente completos, consideremos
brevemente como las sucesiones pseudo-convergentes pueden ser
generadas cuando se considere que I' estd linealmente ordenado. Asi,
de ahora en adelante consideraremos que (X, 0,T") es un espacio gum
donde I' estd ordenado linealmente.

Lema 3.68. Sean x,y,z € X con o(z,y) < oy, z). Entonces, o(x,z) =
oy, ).

Demostracion. Usando Uy de la Definicién 3.57, tenemos que o(z,z) <
méx{o(z,y),0(y,2)} < o(y,z). Ahora, supongamos que o(y,z) %
o(z,z). Entonces, como I' es linealmente ordenado, se tiene que
o(z,z) < oly,z) vy, utilizando Uy una vez mds, tenemos que o(y, z) <
max{o(z,y), o(z,2)} < o(y, z) lo cual es falso. O

Lema 3.69. Sea n > 2 y supdngase que (x1,Z2,...,Zy) es una n-tupla
de elementos de X que satisfacen lo siguiente, o(2;11,Zit2) < 0(Ti, Tit1)
parai=1,...,n— 2. Entonces, o(x1,2,) = o(x1,22).

Demostracion. Probemos por induccién sobre n la identidad o(x1, z2) =
o(x1,x,). Trivialmente se cumple para n = 2. Supongamos que se
cumple para n > 2 y que la identaidad se cumple para n — 1. Entonces,
o(z1,72) = 0(x1,2Zn—1), lo cual implica que o(ry—1,7n) < 0(z1,22) =
o(x1,2n—1). Aplicando el Lema 3.68 a los puntos 1, 2,1 y p, tenemos
que o(x1,T,) = o(x1,Tn—1) = 0(x1, 2). O

Proposicion 3.70. Sean f: X — X una contraccion estricta, ro € X
yx; =: ["(xo) para todo i < w. Entonces, la sucesion (x;)i<, es pseudo-
convergente.

Demostracion.

Sea o« < ff < v < w y nétese que (Za,Ta+t1,--.,Z8,...,%,) satisface
las hipétesis del Lema 3.69 dado que f es una contraccién estricta. De lo
anterior se tiene que o(zq,Tg) = 0(Za, Tat1) ¥ 0(zs, zy) = 0(x5, Tp41).
Ast, o(zg, ) = 0(2p,2p+1) < 0(Ta, Tat1) = 0(Taz,)-
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3.2.4. Meétricas Dislocadas

Las métricas dislocadas tuvieron su primera aparicién en los estudios
realizados por S.G. Matthews bajo el nombre de dominios métricos.
Ahora, nosotros procederemos a establecer las definiciones necesarias
para exponer el Teorema de Matthews'”, resultado principal de esta
seccién, el cual es el analogo al Teorema 3.53 aplicable a estos espacios.

Definicién 3.71. Sean (X, g) un espacio d-métrico y (x,) sucesion en
X. Entonces se dice que (x,) converge respecto a ¢ o en g si, existe
x € X tal que o(xn,x) — 0, cuando n — co. En este caso x es llamado
un z-limite de (xz,) en o.

Proposicion 3.72. Los limites en los espacios d-métricos son unicos.

Demostracion. Supéngase que z,y son limites de la sucesién (z,,) en el
espacio (X, o). De las propiedades M3 y My en la Definicién 3.51, se
sigue que o(x,y) < o(xn,x) + o(xn,y) — 0, cuando n — oo. Por tanto,
o(xz,y) =0y por Mz en 3.51, se tiene que = = y. O

Definicién 3.73. Sean (X, 0) un espacio d-métrico y (x,,) sucesion en
X. Entonces, (x,) se dice de Cauchy si para cada € > 0, existe ng € N
tal que para todo m,n > ng, se tiene que Q(XTy, Tpn) < €.

Proposicion 3.74. Cada sucesion convergente en un espacio d-métrico
es una sucesion de Cauchy.

Demostracion. Sea x, — x para algin z € (X, p). Dado € > 0, se tiene
que existe ng € N tal que o(z,,2) < § para todon > ng. Param,n > ng,
se obtiene que o(Zm,rn) < 0(Tm,x) + o(x,2,) < § -2 = €. Por tanto,
(z5,) es una sucesién de Cauchy. O

Definicién 3.75. Sea (X, 0) un espacio d-métrico. Entonces, (X, 0) es
llamado completo si, toda sucesion de Cauchy en X converge respecto
a 0. Ademds, una funcion f : X — X es llamada una contraccién si
existe 0 < X < 1 tal que o(f(x), f(y)) < Ao(z,y), para todo x,y € X.

Teorema 3.76 (Matthews). Sean (X,0) un espacio d-métrico
completo y f : X — X wuna contraccion. Entonces f tiene un punto

fyo.

Demostracion. La prueba puede seguir el mismo modelo de la prueba
del Teorema 3.53, donde los puntos (1) y (3) son esencialmente los
mismos dado que la condicién (Mj) no es necesaria. Para el punto
(2), usando la misma notacién de la prueba 3.53, tenemos que z
denota el limite de la sucesién de Cauchy (f™(y)). Luego, para cada

17Puede consultarse [17] para més detalles sobre el tema.
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n € Nio(f(x),2) < o(f(z), f"(@)) + o(f"(x),2) < olz, ' (x)) +
o(f™(x),x) < o(x, [~ (y)) + o(f" (), [ Hx)) + o(f*(x), [ (y)) +
o(f" (), x) < ola, f*~H(y)) + A" o(y, )+ X" o(2, y) +o(f"(y), ). Dado
que los sumandos de la ultima parte de la desigualdad anterior convergen
a cero, cuando n — oo, tenemos que o(f(z),z) = 0. Por tanto, se sigue
de M3 y Ms en 3.51 que f(x) = z. O

El siguiente Teorema que se presenta muestra una unificacién
“parcial” del Teorema 3.76 y el Teorema 3.63.

Teorema 3.77. Sean (X,0,T) un espacio d — gum esféricamente
completo y f : X — X una contraccion estricta sobre orbitas y no-
expansiva. Entonces, f tiene un punto fijo. Mds aun, si f es una
contraccion estricta sobre X, entonces el punto-fijo es unico.

Demostracion. Supongamos que f no tiene puntos fijos. Entonces, para
todo z € X, o(x, f(x)) # 0. Consideremos B = { B, r(2)) () | * € X},
donde cada B,y f(z)) () # 0. Notemos que del Lema 3.62 se sigue que
Bz, f(2)) (%) = By(a,f(2))(f(x))(*). Ahora, sea C una cadena méximal
en B. Como X es esféricamente completo, existe z € (| C. Probemos que
By(z,£(2))(2) € By, #()) (%) para cada x € X y, por la maximalidad, que
B2, 1(2))(2) es la bola mas pequefia en la cadena. Sean By, f(2))(x) € C
y © € X arbitrario. Como z € By, s(x))(z) ¥y por (x), tenemos que
o(z,z) < oz, f(2)) v o(z, f(x)) < o(z, f(z)). Ademds, como f es no-
expansiva, se deduce que o(f(z2), f(x)) < o(z,z) < o(z, f(z)). Luego, por
U, en 3.57, se implica o(z, f(2)) < o(z, f(x)). Por ltimo, del Lema 3.62,
tenemos que Bz, ¢(2))(2) € By(a,f(x))(7), para todo x € X. Ahora, al
ser f una contraccién estricta sobre orbitas, o( f(2), f2(2)) < o(z, f(2)),
por tanto z & By(f(2),r2(2)) (f(2)) € By(z,#(2))(f(2)). Por el Lema 3.62, lo
anterior es equivalente a z & By(f(),r2(2)) (f(2)) € By(z,f(2))(2), lo cual
contradice la maximalidad de C. Por tanto f tiene, al menos, un punto-
fijo. Por otro lado, si f es una contraccion estricta sobre X y supongamos
que & # y son puntos fijos de f. Entonces, o(z,y) = o(f(x), f(y)) <
o(x,y), lo cual es falso. Por tanto, f tiene un tnico punto fijo. O

3.2.5. Cuasimétricas

Las cuasimétricas son una manera de reconciliar métrica y estructura
de orden. Ademss, se establecerd y demostrard el Teorema de Rutten-
Smith el cual serd el andlogo al Teorema 3.53 pero para espacios
cuasimétricos. Seran necesarias algunas definiciones relevantes para el
tema que se plantean a continuacién.

Definicién 3.78. Sean (X,d) un espacio cuasimétrico y (x,) una
sucesion en X. (x,) es una sucesion de Cauchy (progresiva) si, para
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cada € > 0, existe ng € N tal que para todo n > m > ng, se tiene
que d(Tp,, xyn) < €. La sucesion de Cauchy (x,) converge a x si, para
todo y € X, d(x,y) = im0 d(zy,y). Finalmente, X es llamado CS-
completo si, cada sucesion de Cauchy en X converge.

Notemos que los limites de las sucesiones de Cauchy en los espacios
cuasimétricos son tnicos. Ademds, dado un espacio cuasimétrico (X, d),
d induce un orden parcial sobre X, digase <g4, llamado el orden
parcial inducido por d, definido como z <; y si y solo si
d(x,y) = 0. Por tltimo, (x,d*) es un espacio métrico, donde d*(z,y) =
méx{d(z,y),d(y,z)} y d* es llamada la métrica inducida por d. Asf,
diremos que (X, d) es totalmente acotado si, para cada € > 0 existe
un conjunto finito £ C X tal que para cada y € X, existe un elemento
e € E con d*(e,y) < e.

Definicién 3.79. Sean (X,d) un espacio cuasimétrico y f : X — X
una funcion.

1. f se dice CS-continua si, para toda sucesion de Cauchy (x,) C X
la cual converge a x, (f(x,)) es una sucesion de Cauchy la cual
converge a f(x).

2. f se dice no-expansiva si, d(f(x), f(y)) < d(z,y) para cada
z,y € X.

3. f se dice contractiva si, existe algun ¢ con 0 < ¢ < 1 tal que
d(f(z), f(y)) < cd(z,y) para cada z,y € X.

Noétese que los mapeos contractivos no necesariamente son CS-
continuos, para ello considérese el conjunto NU{oc} con el orden natural
y la funcién distancia

0
dlz,y) =13, siza=1yy=0,
1

Entonces la funcién f la cual mapea cualquier n € Na Oy oo al, es
contractiva, con factor contractivo ¢ = %, pero no continua dado que
lim, ey 7 = 00, mientras que el lim f(n) =0 # 1 = f(oc0).

Teorema 3.80 (Rutten-Smyth). Sean (X,d) un espacio cuasimétrico
CS-completo y f : X — X no-expansiva.

1. Si f es CS-continua y existe x € X con x <4 f(x), entonces f
tiene un punto-fijo y este punto fijo es minimo sobre x respecto a
<d-
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2. Si f es CS-continua y contractiva, entonces f tiene un unico punto-
figo.

Demostracion. (1) Para cada n,k € N con k > 1, tenemos que
d(f*(x), f**'(x)) < d(=, f(x)) = 0, por hipétesis, y d(f" (z), f**(z)) <
Zi:ol d(fFi(x), frri () = 0. Ast, (f*()) es una sucesiéon de Cauchy
y al ser X completo tiene un unico limite, digase y. Luego, por la
CS-continuidad se tiene que f(y) = f(lim f*(z)) = lm f(f"(z)) =
lim f*(z) = y, por tanto y es un punto-fijo de f. Ahora, sea z un punto-
fijo de f con z <4 z. Entonces, como d(f"(z), f*(z)) < d(z,z) = 0 ya
que f es no-expansiva, tenemos que d(y, z) = lim d(f"(x), z) = 0 ya que
z es punto-fijo. Por tanto, y <4 z. (2) La prueba dada para el Teoerema
3.53 no depende sobre la condicién M3 en 3.51 que no sea implicitamente
para derivar la continuidad de f a partir del hecho de que esta funcién
sea una contraccién. Como la CS-continuidad es una hipétesis, la prueba
del Teorema 3.53 puede realizarse reemplazando “sucesiones de Cauchy”
por “s.Cauchy progresiva” y la “continuidad” por la “CS-continuidad”
y asi con los demés términos. O

Ejemplo 3.81. Sea (X,<) un COPO. Definase una funcion d<
X x X —{0,1} por

0 six<y,
d<(z,y) =

1 en otro caso.
Entonces, fdcilmente se wverifica que (X,d<) es un espacio cuasi-
ultramétrico, ademds llamaremos a “d<” la cuasimétrica discreta
sobre X.

Observemos que dado un orden parcial <, se tiene que <;4_ coincide
con <, més atin (X, d) es totalmente acotado si y solo si X es un conjunto
finito. Asi, en virtud de esta Definicién y la Definicién sobre “<;” para
una cuasimétrica d, la parte (1) del Teorema 3.80 generaliza al Teorema
A.17 y la parte (2), de este mismo Teorema, generaliza al Teorema 3.53.

Lema 3.82. Sea (I,) sucesion en Ips. Entonces (I,) es p.Cauchy
relativa a la cuasimétrica discreta d si y solo si (I,) es eventualmente
creciente en el sentido existe un numero natural k tal que I, C I,
siempre que k < n.

Demostracion. (=)Sea (Ip2,C) un poset y

0 silICEk,

1 en otro caso.

dg(I,K)—{
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Sea € > 0, entonces por hipétesis existe N € N tal que sin > m > N:
dc (I, I,) < € (x). Supongamos que existe a € I, \ I,41 con n > N.
Entonces I,,11(a) = f pero, por (*) tenemos que I,(a) =t < f =1I,,,1(a)
(empleando el orden correspondiente), lo cual es una contradiccién. Por
tanto, I, C I,11 si n > N, es decir (I,,) es eventualmente creciente.
(<) Por hipétesis existe k € N tal que para cada n > k: I, C I,,11(xx).
Sea € > 0, luego por (#x) tenemos que I,(A) < I,11(A) para cada
A € Bp, entonces I, T I,41, lo cual implica que dc (I, Ih41) = 0
para cada n > k. Por dltimo, si n > m > k, entonces dg (I, I,) <
E?:_Om_l de(Itis Im+i+1) = 0 < €. Por lo tanto, (I,,) es p.Cauchy. O

Ejemplo 3.83. Sea (I,,) la sucesion en P(N), conjunto potencia de los
numeros naturales, definida como

I N, st n es par
" 1{0}, en otro caso.

Entonces, {0} es el limite mds grande de (I,), es decir, {0} = {A €
Bp | I, — A} y el cual es denotado por gl(I,). Sin embargo, (I,) ain
no es p.Cauchy respecto a la cuasimétrica discreta, dado que facilmente
se puede verificar que esta sucesion no es eventualmente creciente.

Por el ejemplo anterior no es posible caracterizar directamente
la propiedad de ser p.Cauchy relativo a la cuasimétrica discreta, en
términos de convergencia respecto a la topologia de Scott. Lo anterior
contrasta con la situacién donde las sucesiones (p.)Cauchy, relativas a
la cuasimétrica determinada por un mapeo de nivel 3.94, pueden ser

descritas en términos de convergencia en @ (3.93 y 3.97).
Utilizando las observaciones hechas hasta este momento es “sencillo”

retomar la semdantica “usual” de programas logicos definite sobre
punto-fijo, es decir, retomar el Teorema 2.13 parte (b) en términos
de cuasimétricas mediante el empleo del Teorema 3.80 parte (2) y
la cuasimétrica discreta sobre (Ip,C)'®. Para ello consideremos los
siguientes resultados que nos ayudaran en esto.

Lema 3.84. Sea (Ipg2,d) un espacio cuasimétrico con d la cuasimétrica
discreta y considérese (In) C Ipo sucesidn eventualmente creciente.
Entonces, existe el lim,, .o, I, y es igual a ngn I,,. Mds atin, (Ipa,d)
es un espacio CS-completo y si limyp<y, I, = I, entonces I =, In.

Demostracion. El resultado se sigue de manera inmediata a partir del
Lema 3.82. O

18Véase [56] para mas detalles sobre el tema.
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De ahora en adelante, o por lo menos para esta seccion,
consideraremos que (Ipz2,d) es un espacio cuasimetrico discreto.

Observacién 3.85. Si (I,) C (Ip2,d) sucesion p.Cauchy, entonces
(Tp(I,)) es sucesion p.Cauchy. En efecto, Por ser p.Cauchy (I,,), existe
k € N tal que I, C I,,+1 para cada n > k. Luego, como Tp es mondtono
al ser P definite, tenemos que Tp(I,) C Tp(I,+1) para cada n > k. Por

tanto, (Tp(I,)) es sucesion p.Cauchy.

Lema 3.86. Sea (I,) C Ips. Entonces, gl(I,) = {A € Bp |
A eventualmente pertenece a I, }.

Demostracion. Supongamos que I = gl(I,) y consideremos J = {4 €
Bp | A eventualmente pertenece a I,,}. Veamos que I = J. (C) Sea
A € I, luego al tener que I, — I relativo a la topologia de Scott
(Teorema 3.23, (1)), tenemos que A eventualmente estd en (I,). Por
tanto, A € J. (D) Sea A € J, A eventualmente estd en (I,,), entonces
I, — J (Teorema 3.23). Asi, por la definiciéon de I, tenemos que
Ael. O

Proposicién 3.87. Sea (I,,) sucesion P.Cauchy en (Ipa,d), entonces
son equivalentes los siguientes resultados.

1. lim, o I, = 1.
2. I, = I en la topologia de Scott e I = gl(I,).

Demostracion. 1) = 2) Por 3.82 y 3.84 tenemos que (I,) es
eventualmente creciente e I = |J, ., I, para algin k € N. Entonces, dado
A € 1, se tiene que A eventualmente estd en I,, y, por el Teorema3.23,
I, — I en la topologia de Scott. Por tltimo, del Lema 3.86 se sigue
que gl(I,) = J C I y por como se definieron tenemos que I C gi(I,).
Por tanto, gl(I,) = I. 2) = 1) Sea A € I, entonces por hipétesis A
eventualmete estd en I,,, de ahi que A € J,~, I,, para algin k € N.
Por tanto, I C ;s In. Por otro lado, si A € |J,~ In, entonces A
eventualmente estd en I,,, por tanto A € gl(I,) = I. De todo lo anterior
se implica que, |J,,~, I = I. Finalmente, por el Lema 3.84, se tiene que
limy, oo In = 1. O

Proposicién 3.88. Sea (I)) una red de interpretaciones en Ip.
1. Si (Ix) es mondtona creciente, entonces gl(Ix) =, Ix.

2. Si (In) es monotona decreciente, entonces gl(Iy) =), Ix.

Demostracion.
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1. (1.a) Supongamos que gi(I) =0y (I # 0, entonces para algin
Aot In, # 0. Sea A € I,,. Entonces, por monotonia A € I, si
A > Ao, lo cual implica que Iy — I, que es una contradiccién.
Por tanto, |J Iy = 0, de ahi que gi(I) = | I. (1.b) Supongamos
que gl(In) = I # 0. Sea A € I, luego dado que I, — gl(I)) se
implica A eventualmente esté en I, entonces A € | I. Por tanto,
I CUI. Por otro lado, sea A € |J I, entonces A € I,, para algin
7, lo cual implica que A € I si A > n. Por tanto, Iy — |J ). Asi,
U I\ C I. Por todo lo anterior tenemos que I = I,.

2. (2.a) Andlogo a (1.a). (2.b) Supongamos que gl(Iy) = I # (). Sea
A € I. Entonces, existe A\g tal que A € I, si A > A\g. Luego, sea
A1 € A (conjunto dirigido de indices para la red), entonces existe Ag
con Ay > Ao ¥ A2 > Aq. Por hipétesis, I, C Iy, e I, C I),. Dado
que A € I si A > Ao, entonces A € I, C I,. Es decir, A € I,
para cada A € A. Asi, A € (NI, y, de ahi que gl(I,) C (I
Sin ninguna dificultad se verifica que (I C gl(I). Por todo lo
anterior, tenemos que gl(Ix) =) Ix.

O

Proposicion 3.89. Sea P un programa logico definite. Entonces, Tp es
continuo relativo a la cuasimétrica discreta.

Demostracion. Sea (I,,) C Ipgo sucesién de Cauchy y supongamos que
lim,, o I, = I. Por la Observacién 3.85 se tiene que (Tp(I,)) es
p.Cauchy. Veamos que lim, o Tp(I,) = Tp(I). Se sigue del Lema
3.87 que I, — I en la topologia de Scott e I = gl(I,,). Luego, por el
Teorema 3.26 tenemos que Tp(I,) — Tp(I). Asi, es suficiente mostrar
por la Proposicién 3.87 que Tp(I) = gl(Tp(I,)). Luego, por el Lema 3.82
existe k € N tal que (I,) es eventualmente creciente y por el Lema 3.84
I =, >k In- Como P es definite, Tp es monétono y, por tanto, (Tp(1,))
es eventualmente creciente. Entonces, se sigue de la Proposicion 3.88 que
gl(Tp(I,)) = U,,>x Tr(Iy). Por tanto, habria que probar | J,,~, Tp(I5,) =
Tp(U,>x In), es decir, Tp(lub(I,)) = lub(Tp(I,)) relativa a la inclusiéon
del orden parcial. Observemos que al ser (I,,) dirigido, se implica que
(Tp(1,)) es dirigido. Finalmente, dado que Tp es una lattice continua
(Teorema2.13) se cumple lo pedido, es decir, Tp(I) = gl(Tp(1,)). Por
tanto, limy, oo Tp(Il,) = Tp(I). O

Retomando los comentarios realizados antes del Lema 3.82 tenemos
el siguiente ejemplo que exhibe lo comentado en dichas lineas.

Ejemplo 3.90. Sean P un programa légico definite y d la cuasimétrica
discreta definida sobre el copo, (Ips,C). Entonces, por los resultados
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previos tenemos que (Ipga,d) es un espacio cuasimétrico CS-completo
y el operador Tp es CS-continuo. Ahora, veamos que Tp es no-
expansivo. En efecto, supongamos que d(J,K) = 0. Entonces, J C K
y por la monotonia de Tp se tiene que, Tp(J) C Tp(K). Por tanto,
d(Tp(J),Tp(K)) = 0. Para el otro caso, supongamos que d(J, K) = 1.
Entonces, de manera inmediata se tiene que d(J, K) > d(Tp(J), Tp(K)).
Por tanto, Tp es no-expansiva relativa a d. Ndotese que, Tp usualmente
no es una contraccion relativa a alguna métrica o cuasimétrica dado que
los puntos fijos de Tp usualmente no son unicos. De cualquier manera,
ahora estamos en posicion de aplicar el Teorema 3.80 dado que tenemos
los siguientes hechos.

» (Ip,d) es un espacio cuasimétrico CS-completo.
» El operador Tp : Ipo — Ipo es CS-continuo y no expansivo.
» El conjunto vacio O es un punto en Ips tal que d(0,Tp(0)) = 0.

Ademas, al revisar su prueba concluimos que Tp tiene un punto fijo
igual a el limy, oo TR(D), luego por la Proposicion 3.87 se tiene que es
igual a gl(TE(D)), el cual a su vez por la Proposicion 5.88 es igual a
UTR0) = Tp T w.

Ahora, caracterizaremos la continuidad del operador Tp en la
topologia de Cantor para programas normales usando cuasimétricas
[véase [56] para una revisén més extensa del tema].

Definicién 3.91. Sean (D,C) un dominio y r : D. — N una funcidn,
llamada funcién rango, tal que r=1(n) es un conjunto finito para cada
n € N. Definase d,. : D x D — R por,

dr(z,y) :=nf{27" | (cC & = ¢ C y)para todo ¢ € D.con r(c) < n}.

Entonces, d, es llamada la cuasi-ultramétrica inducida por r.

Observacién 3.92. Es sencillo verificar que (D, d,) es un espacio cuasi-
ultramétrico. Mds ain, d, induce la topologia de Scott sobre D.

Dado que nos interesa la relacion que existe entre las cuasimétricas
y la topologia de “Cantor”, sobre espacios de interpretaciones, serd
necesaria la siguiente Proposicién.

Proposicién 3.93. sean (X,d) un espacio cuasimétrico totalmente
acotado y (x,,) una sucesion de Cauchy en X. Entonces, para todo € > 0,
existe k € N tal que para todo l,m >k, d*(x, ) < €.

Demostracion. Sea e > 0. Luego, dado que X es totalmente acotado,
podemos considerar a £ C X subconjunto finito y un mapeo h : N — E
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de tal manera que d*(zy,h(n)) < §. Como (z,) es una sucesién de
Cauchy, existe ko € N tal que para todo m > [ > ko, d(z;,2) < 5.
Ahora, consideremos ki > kg de tal manera que para cada e € E, se
tiene que h=1(e) N {n | n > ki } es, ya sea, un conjunto infinito o vacfo.
Eljjanse ahora I,m > ki y sea p > [ minimo tal que h(p) = h(m).
Entonces,

(a1, 2) < d(wr,2,) + d(zy, h(p)) + d(h(p). ) <33,

y finalmente por simetria tenemos que d*(z;, z,,) < €. O

A continuacién, dado un programa P, se define cuando un espacio
cuasi-ultramétrico es totalmente acotado sobre Ip mediante mapeos de
nivel y, ademas, veremos su estrecha relacién con la topologia de Cantor

LLQ”

Definicién 3.94. Sean P un programa normal y | : Bp — N mapeo
de mnivel para P tal que I71(n) es un conjunto finito, para cada n €
N. El mapeo | induce una funcion rango r : I, — N definida por
r(I) = méxacr{l(A)}, donde I. = (Ip). es decir el conjunto de todos
los subconjuntos finitos de Bp. Y por la Definicién 3.91, r induce una
cuasi-ultramétrica d, sobre Ip.

Lema 3.95. (Ip,d.) es un espacio cuasi-ultramétrico totalmente
acotado.

Demostracion. Consideremos ¢ = 27", donde n € Ny sea F = {A C
Bp | para todo a € A,l(a) < n}. Entonces, E es un conjunto finito por
nuestra hipotesis sobre [. Luego, para cada I € Ip sea e la restriccién
de I a los atomos de nivel menor o igual que n. Entonces, sin ninguna
dificultad se verifica que d*(e, I) < €.3 O

A continuacién daremos una caracterizaciéon para sucesiones de
Cauchy en Ip.

Proposicién 3.96. Sea (I,) una sucesion en (Ip,d,). Entonces, (1)
es de Cauchy si y solo si para cada n € N, existe k, € N tal que para
todo I,m > k,, se tiene que I; e I, coinciden sobre todos los dtomos de
nivel menor que n.

Demostracion. (=) Sean € Ny e = 27" Como Ip es totalmente
acotado, existe k, € N tal que para todo I,m > k,, d*([;,I,,) < 27™
Por como se define d,., tenemos que I; e I,, coinciden sobre todos los
atomos de nivel menor que n. (<) Se sigue de manera directa sin ninguna
dificultad. O
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Corolario 3.97. Sea (I,,) sucesion en (Ip,d,). Entonces, (I,) es una
sucesion de Cauchy si y solo si I, — I en @ para algin I. Mds aun,
lim I,, = I lo cual implica que, (Ip,d,) es completo.

Demostracion. Por las Proposiciones 3.34 y la 3.96 tenemos que, (I,,) es
de Cauchy si y solo si (I,,) converge en @) para algiun I. Ademds, ya se
mostro que I = {A € Bp | A € I,, eventualmente} de lo cual se sigue de
manera inmediata que limI,, = {A € Bp | A € I,, eventualmente}. Por
tanto, (Ip,d,) es un espacio completo. O

El resultado anterior nos permite caracterizar la CS-continuidad en
términos de @ como sigue.

Proposicion 3.98. Supongase que | : Bp — N es un mapeo de nivel
tal que 17(n) es finita para todo n € N. Entonces el operador Tp es
CS-continuo si y solo si Tp es continuo en Q.

Demostracion. (=) Sea (I,) una sucesién arbitraria en Ip la cual
converge en @ hacia algin I € Ip. Entonces, (I,,) es una sucesién de
Cauchy y, por el Corolario 3.97 se tiene que, lim I,, = I. Luego, dado que
Tp es CS-continuo, se implica que lim Tp(1I,) = Tp(I) y, una vez més,
por el Corolario 3.97 se tiene que Tp(I,,) — Tp(I) en Q. (<) Sea (I,,) una
sucesion de Cauchy tal que lim I,, = I. Por el Corolario 3.97 I,, — I en Q
y por la continuidad del operador T en @, tenemos que Tp(I,,) — Tp(I).
Finalmente, por 3.97, se tiene que lim Tp(I,,) = Tp(I). O

En nuestra siguiente proposicién mostraremos como ser no-expansivo
implica la CS-continuidad.

Proposicion 3.99. Sea l: Bp — N es un mapeo de nivel arbitrario tal
que I71(n) es finita para todo n € N. Si el operador Tp es no-expansivo,
entonces Tp es continuo en @, mds aun, Tp es CS-continuo.

Demostracién. Supongamos que Tp es no-expansivo y consideremos (I,)
sucesion de Cauchy tal que limI, = I. Entonces, como Tp es no
expansivo y por ser Ip totalmente acotado, tenemos que

0<d.(Tp(1,), Tp(I)) <d.(I,,I) < d:(I,,I) <27 =0,

0 < d(Tp(I), Tp(L,)) < do(I,1,) < d*(I,1,) < 2™ — 0.

Por como se definio d, y la Proposicién 3.96, se implica que (Tp([l,))
es una sucesion de Cauchy y, por la Proposicion 3.34 junto con las
inecuaciones previas, tenemos que Tp(l,) — Tp(I) en Q. Por tanto,
del Corolario 3.97 se sigue que, imTp(I,,) = Tp(I). O
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Finalmente cerremos esta seccion con algunos ejemplos que ilustren
los métodos y resultados presentados, aplicados a programas normales P
relativos a Tp definidos sobre Ip. En los ejemplos que presentemos sera
necesario tener en cuenta las siguientes suposiciones, P es un programa
l6gico normal, d,. es la cuasimétrica determinada por un mapeo de nivel
l: Bp — N con la propiedad que [7!(n) es un conjunto finito para todo
ny que Tp es CS-continuo relativo a d,. o, equivalentemente, que Tp es
continuo en la topologia Q.

Ejemplo 3.100. Sea P el programa del Ejemplo 3.16, es decir,

pla)
p(s(X)) < p(X)
y definamos 1 sobre Bp como l(p(s™(a))) = n. Entonces, utilizando

la Proposicion 7 en [50] podemos garantizar, sin mucha dificultad, que
d-(Tp(I1), Tp(I2)) < %dr(h,[g) para todo Iy,I5 € Ip. Por lo tanto, Tp
es una contraccion y es continua en Q y, de ahi que, Tp es CS-continuo.
Por todo lo anterior, el Teoerema 3.50 es aplicable obteniendo un unico
punto fijo para Tp. Es claro que este punto fijo coincide con el producido
al considerar las potencias de Tp sobre 0, es decir, TE(0).

Ejemplo 3.101. Consideremos el programa P definido como sigue,
p(s(X),a) < p(s(X),a),

con mapeo | definido sobre Bp por l(p(s"(X),s™(X))) = n + m.
Entonces, sin mucha dificultad podemos verificar que Tp es no-expansivo
y por tanto continuo en @ pero mo es contractivo relativo a la
cuasimétrica d, determinada por | porque podemos encontrar Iy # I
tales que d.(Tp(I1),Tp(Il2)) = d,(I1,I2). Asi, el Teorema 3.80 es
aplicable produciendo una gran cantidad de puntos fijos para Tp. Por esta
razon se tiene que Tp no puede ser una contraccion relativa a cualquier
métrica. Por tanto, el enfoque usado para la busqueda de puntos fijos
basado en métricas y el Teorema de contraccion de Banach 3.53 falla
inclusive para éste programa tan “simple” .

Ejemplo 3.102. Sea P el programa del Ejemplo 3.35,

pla) «
p(s(X)) <« -p(X)
y donde se puede verificar que P mo es estratificado ni localmente
estratificado. Definamos el mapeo | sobre Bp por l(p(s™(a))) = n para
cada n. Notemos que en este caso Tp no es no-expansivo, dado que
basta considerar a Iy = {p(a),p(s(a))} e I = {p(a),p(s(a)),p(s*(a))}.
Luego, Tp(I1) = {p(a),p(s3(a)),p(s*(a)),p(s°(a)),...} y Trp(la) =
{p(a),p(s*(a)),p(s*(a)),...}, lo cual implica que d.(I1,I) = 0, ain
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asi d.(Tp(I1),Tp(I2)) = 272. Y, por tanto, Tp no es un operador
no-expansivo. A continuacion, consideremos las potencias Tp(0) = I,
las cuales son, como ya hemos visto(3.35), de la siguiente manera:
I = Bp, I = {p()}, Is = B\ {p(s(a))}, 1 = {p(a), p(s2(@))}, T5 =
Bp \ {p(s(a)),p(s3(a))}, etc. Por tanto, tenemos que d.(In,Ini1) = 0
sin es par o 27V sin es impar. Por lo tanto, la sucesion (I,) es
de Cauchy y converge al conjunto {p(a),p(s®(a)),p(s*(a)),...} en Q, el
cual coincide con I. Finalmente, por la continuidad de Tp en @, se sigue
que I es un punto fijo de Tp y de hecho I es el inico punto fijo de Tp,
como ya se habia hecho notar en el Ejemplo 3.35.

Ejemplo 3.103. Sea P el programa que consiste de las siguientes
clausulas,

p(X) < —q(X)
r(s(X)) « r(X)
(X) <« qla),—r(X)

Una vez mds, Tp es continuo relativo a @ pero en este caso Tp no
es un operador no-expansivo para cualquier eleccion que se realice del
mapeo de nivel I y su correspondiente cuasimétrica d,.. Para garantizar
lo anterior, basta considerar o I; = {q(a)} e I = Tp(l) =
{p(s(a)),p(sz(a)), s } U {Q(a)v Q(s(a))v s } Entonces, dT(Ilv -[2) para
cualquier d, dado que Iy C Iy. Como Tp(I3) = {q(a),q(s(a)),...},
entonces debemos tener que d.(Tp(I1),Tp(Il2)) > 0 para cualquier d,,
es decir, para cualquier eleccion de | y su correspondiente d.. De lo
anterior se implica que el operador Tp no puede ser no-exrpansivo.
Ahora, consideremos a I = {r(a)} y definamos I,, = TE(I), entonces
tenemos que I,, = {r(s"(a))} U {p(a),p(s(a)),p(s*(a)),...}. Luego, serd
claro que (I,) es una sucesion de Cauchy (para cualquier eleccion del
mapeo de nivel con su correspondiente fundidn d.) y, ademds, I, —
{p(a),p(s(a)),p(s*(a)),...} en Q siendo este un punto fijo de Tp.

3.3. Relaciones entre Espacios

En esta seccién estudiaremos las relaciones que existen entre los
espacios que se han introducido en el desarrollo de este trabajo. En
particular, nos enfocaremos sobre la representacion de ciertas relaciones
en términos de otras. Pero, antes de ello, serd necesario establecer
las relaciones que existen entre los diversos Teoremas de punto-fijo
estudiados. Para una revisién a profundidad sobre el tema puede
consultarse la siguiente bibliograffa, [3], [54], [59] y [60].
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3.3.1.

Relacion entre los Teoremas de Punto-Fijo

En este apartado presentaremos la dependencia que existe entre
los diferentes Teoremas de punto-fijo revisados a lo largo del trabajo,
para ello presentamos la siguiente Tabla y Figura 3.1 que exhiben los
Teoremas y las relaciones entre estos.

Espacio Nombre del Teorema Notaciéon
w-Cpo Kleene A.17 K
cpo Knaster-Tarski A.18 KT
Métrico completo Banach 3.53 B
Meétrico compacto - 3.54 cp
gum Prieg-Crampe & Ribenboim 3.63 PCR
d-métrico Matthews 3.76 M
d-gum - 3.77 dPCR
Cuasimétrico Rutten-Smyth 3.80 RS

Cuadro 3.2: Resumen sobre Teoremas de punto-fijo.

Antes de exhibir la relaciéon entre los Teoremas presentados en el
Cuadro 3.3.1 realicemos la siguiente notacién, “cpu” , para denotar a las
funciones que son contracciones estrictas sobre espacios ultramétricos
compactos y, que ademds, por el Teorema 3.54 se tiene que estas
funciones poseen un unico punto-fijo.

/ =
cp
B PCR
Rs M dPCR

Figura 3.1: Dependencias entre los Teoremas de punto-fijo.
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3.3.2. Meétricas y d-Métricas

Nuestro objetivo sera establecer la relacién que existe entre la métrica
y la d-métrica, ademas de examinar los diferentes métodos para obtener
una d-métrica a partir de una métrica. Mas ain, mostraremos como el
Teorema 3.76 puede derivarse del Teorema 3.53.

Es conveniente notar lo siguiente, si f es una contraccion con factor

contractivo A sobre un espacio d-métrico, digase (X, o), entonces se tiene
que para todo x € X, o(f(z), f(x)) < Ao(z,z). Ademds, si ¢ satisface la
propiedad, o(x,x) = 0 para todo x € X, entonces solo nos dird que la
d-métrica ¢ es una métrica. Lo anterior, nos sugiere mostrar interés en
el estudio de la funcién u, : X — R asociada con alguna d-métrica p.

Definicién 3.104. Sea (X,0) un espacio d-métrico. Definimos la
funcion u, : X — R por uy(xz) = o(x,x) para cada x € X, la cual
llamaremos funcién dislocada de 0'°.

Los siguientes resultados daran lugar a métodos mas generales por
medio de los cuales podemos obtener d-métricas partiendo de una
métrica.

Proposicién 3.105. Sean (X, d) un espacio métrico, u: X — Ra' una
funcion y T : RE x RY — RE una funcién simétrica la cual satisface la
desigualdad triangular. Entonces (X, p), donde

o(z,y) = d(z,y) + T(u(z), u(y))

para cada x,y € X, es un espacio d-métrico y u,(x)
para cada x € X. En particular, si para todo x € R
entonces u, = U.

n T(u(z), u(z))
0 T(x,x) =

Demostracion. De manera inmediata se verifican los axiomas de una d-
métrica (Definicién 3.51) para g. O

Ahora veamos como la completes también se puede trasladar a estos
espacios si algunas condiciones de continuidad son impuestas.

Proposicion 3.106. Usando la notacion de la Proposicion 3.105.
Supongamos que u : X — Rar es una funcion continua, donde X
es dotado con la topologia determinada por d y RS es dotado con su
topologia usual y sea T : (RS’)Q — RS‘ otra funcion continua, donde
(R(J{)2 es el producto topoldgico de Rar consigo mismo y ademds T
satisface la siguiente propiedad, T(x,x) = x para cada x € X. Si (X, d)
es un espacio métrico completo, entonces (X, ) es un espacio d-métrico
completo.

19También se les concoce como funciones peso, véase [67] y [46].
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Demostracion. Sea (x,) una sucesién de Cauchy en (X, ). Asi, para
cada € > 0, existe <~o€ N tal que para todo m,n > ng se tiene que
d(xm, Tn) < d(@m,xn) + T(w(zm), w(z,)) = 0(Tm,x,) < €. Por tanto,
(zy,) es de Cauchy en (X,d) y por ello que esta sucesién tenga un
Unico limite, digase = € (X, d). En particular, tenemos que z,, — z en
(X,d), w(zyn) = u(x) y T(u(xy),u(x)) = T(u(z),u(z)) = u(z). Ahora,
mostremos que 9(z,,x) — 0 cuando n — co. En efecto, para cadan € N
tenemos lo siguiente, o(x,,x) = d(zn,z) + T(u(z,),u(x)) — u(z) =
u,(x), por la propiedad adicional en las hipétesis. Por dltimo, observemos
que o(x,z) = 0, dado que al ser (x,,) una sucesién de Cauchy se implica
que u(zn) = up(zn) = 0(Tn,Zn) < 0(Tn,Tm) + 0(Tm,Tn) < % - 0,
cuando n — oo. Asf, por la continuidad de u tenemos que u(z) =0. O

Como ejemplo de una funcién T que cumpla con los requisitos
presentados en las Proposiciones 3.105 y 3.106 tenemos a,

1
T:Rf xRy — R{, definida por: (z,y) — 5(:17 +y).

Ejemplo 3.107. Sean d la métrica definida como, d(z,y) = 3|z — y|
sobre R(J{, U R(J{ — Rg como la funcidn identidad y definamos T (z,y) =
%(x—i—y) Entonces la funcion o, como se definio en la Proposicion 3.1095,
es una d-métrica y o(z,y) = 3|z — y| + 3(x + y) = méx{z,y} para cada
T,y € Rar.

Ejemplo 3.108. Sea T el conjunto de todos los intervalos cerrados en
R. Entonces d: T x T — Ry definida por

a8 fe.dl) = 5 (la el + b ),

sin ninguna dificultad se demuestra que d es una métrica sobre Z. Luego,
sea u:ZT — RY definida por

u([a,b]) = b — a,

y T serd definida como se hizo en el Ejemplo 3.107. Entonces, la
construccion presentada en la Proposicion 3.105 produce una d-métrica
o tal que

o([a,b], [¢c,d]) = méx{b,d} — min{a, c},

para cada [a,b],[c,d] € I. Veamos que en efecto se cumple la igualdad

anterior, realizando lo siguiente: o([a,b], [c,d]) = d([a,b],[c,d]) + 3b —

%a—k%d— se=3(b—dl+b+d+la—cl—a—c)=3(b—d|+b+d)+
(la — ¢| = (a4 ¢)) = max{b,d} — min{a, c}.

2
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Ejemplo 3.109. Sea o definida como o(z,y) = x+y. Entonces, (RJ, o)
es un espacio d-métrico

A continuacién se presenta una manera alternativa de obtener d-
ultramétricas a partir de ultramétricas.

Proposicién 3.110. Sea (X,d) un espacio ultramétrico y considérese
u: X — R(‘f una funcion. Entonces, (X, o) es un espacio d-ultramétrico,
donde o(z,y) = méax{d(z,y),u(z),u(y)} para cada z,y € X yo(z,2) = 2z
para cada z € X. Si u es continua como una funcion sobre (X,d),
entonces la completes de (X, d) implica completes en (X, 0).

Demostracion. Veamos que p satisface la Definicién 3.51. My y M3 son
inmediatas, veamos que satisface Ms. Para todo z,y, z € X, se tiene que
Q(xay) = méx{d(x,y),u(x),u(y)} < méX{d(‘x’Z)vd(zay),u(m)qu/)} <
méx{d(z, z),d(z,y),u(z),u(z),u(y)} = max{o(x,z),0(z,y)}. Ahora,
veamos que (X, o) es completo. En efecto, sea (x,) una sucesién
de Cauchy en (X, p), entonces (z,) es de Cauchy en (X,d) y
converge para algin xz € X. Luego, se tiene que g(z,,z) =
max{d(z,,x), u(x,),u(z)} — wu(z) si n — oco. De manera andloga a
lo realizado en la prueba de la Proposicién 3.106, tenemos que u(z) =0
y con ello finalizando la prueba. O

Ahora, nos enfocaremos en el estudio de la relacién que existe entre
el Teorema 3.76 y el Teorema 3.53.

Proposicién 3.111. Sea (X, ) un espacio d-métrico y definamos a
d: X xX — R por,

o(xz,y) si,x#y
d(x,y):{o( ) St, T =1y

FEntonces d es una métrica sobre X.

Demostracion. Es claro que d(x,z) = 0 para cada x € X, ademds
de la simetria para d. Luego, Si d(z,y) = 0 entonces tenemos que
x =1y 6 o(x,y) = 0, en ambos casos tenemos que x = y. Por tltimo,
mostremos que para cualesquiera z,y,z € X: d(x,y) < d(z,2) + d(z,y).
Sid(z,z) = o(x,2) y d(z,y) = o(z,y), entonces se tiene lo pedido. Por
otro lado, si d(x,z) = 0 entonces z = z y la desigualdad se reduce a
d(z,y) < d(z,y), lo cual es cierto. Si d(z,y) = 0, es completamente
andlogo al anterior. Por tanto, d es una métrica. O

Definicién 3.112. La métrica d recien definida a partir de la d-métrica
o es llamada la métrica asociada con o.
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Notemos que al considerar el paso (3) en la prueba del Teorema 3.55
se verifica sin mucha dificultad que ¢ es una d-ultramétrica, mas auin,

que d es la métrica asociada a g.
La siguiente Proposicién nos permite inferir completes respecto a g,

a partir de la completes dada por d.

Proposicién 3.113. Sea (X, ) un espacio d-métrico y supdngase que
d denota a la métrica asociada respecto a 0. Si la métrica d es completa,
entonces ¢ es completa. Si f es una contraccion relativa a o, entonces f
es una contraccion relativa a d con el mismo factor de contraccion.

Demostracion. Supongamos que (x,) es una sucesién de Cauchy en p.
Entonces, para todo € > 0, eciste ng tal que o(zg, Tm) < € si k,m > ng.
Lo cual im plica que, d(zg,Zm,) < € si k,m > ng. Como d es completa,
la sucesién z, — x en d para algtin z, de ahi que d(z,,x) — 0 cuando
n — oo. Ahora, véase que o(z,x) — 0 cuando n — oo. Para ello,
consideremos dos casos.

= Supdngase que la sucesion (x,,) es tal que existe ng con la propiedad
que para todo m > ng, se tiene que x,, # x. Entonces o(x,,,x) =
d(xm, ) para todo m > ng, lo cual implica que o(z,,z) — 0. Por
tanto, o(x,,x) — 0.

= Supdngase que existen infinitos ny € N tal que z,, = x. Como
(z5,) es de Cauchy respecto a g, se tiene que o(x,,,x) < € para
cada € > 0y, por ello, o(z,z) = 0 cuando n — oo.

Sean A € [0,1) y =,y € X tal que o(f(x), f(y)) < Xo(z,y) para cada
z,y € X. Si f(x) = f(y), entonces d(f(z), f(y)) = 0. Por tanto,
d(f(z), f(y)Ad(z,y). Luego, si f(x) # f(y), entonces z # y, de ahi

que d(f(z), f(y)) = o(f(z), f(y) < Xo(z,y) = Ad(z,y). Finalizando asi
la prueba. O

Proposicién 3.114. Sea (X,p) un espacio d-métrico completo y
supongase que d denota a la métrica asociada con ¢. Entonces la métrica
d es completa. Sin embargo, si f es una contraccion relativa a d, entonces
no necesariamente se sigue que f sea una contraccion relativa a o.

Demostracion. Sea (x,) sucesién de Cauchy en d. Si (z,,) eventualmente
es constante, entonces (x,,) converge en d. Supongamos que no sucede tal
caso, entonces la sucesién (z,,) contiene una cantidad infinita de puntos
distintos, es decir, ésta sucesién no puede ser de Cauchy. Definamos
una subsucesién (y,) de (z,,) la cual se obtiene por remover multiples
ocurrencias de puntos en (z,). Para cada n € N, definamos y,, =
donde k = min{l | m < n : x,, # x;}. Como (y,) es una subsucesiéon
de la sucesién de Cauchy (z,), se observa que (y,) también es de
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Cauchy relativa a d, pero, para cualesquiera y,z € (y,), se tiene por
Defincién de la métrica d que, d(y,z) = o(y, z). Por tanto, (y,) es de
Cauchy en p y, por ello que, y, — ¥, en p para algin y, € X. Asi,
(yn) converge en d hacia y,. Mostremos que (z,,) converge a ¥, en d.
Sea € > 0, como (x,) es de Cauchy respecto a d, existe ni tal que
d(zg, zm) < (€¢/2) para cada k,m > ny. Como y,, — Yy, en g, entonces
podemos garantizar que existe ny € N con y,, = ., para algin ns con
n3 > 11y d(Yn,,Yo) < 5. Luego, para todo x,, con n > ns, se tiene que
A(Tns Yoo) < ATy Tny) + ATy, Yo) < €.

Sea X = {0,1} y definamos el mapeo f : X — X por f(z) =0
para todo x € X. Supongamos que g es constante e igual a 1. Entonces
o es una d-métrica completa y f es una contraccién relativa a d. Sin
embargo, o(f(0), f(1)) = 0(0,0) = 0(0,1), lo cual implica que f no es
una contraccién relativa a o. O

Los resultados recién establecidos nos brindan la oportunidad de
presentar una prueba del Teorema 3.76, usando el Teorema 3.53.

Prueba del Teorema 3.76. Sea (X, p) un espacio d-métrico completo
y sea f una contraccién relativa a g. Considerando a d como la métrica
asociada a g, se infiere que d es una métrica completa y f es una
contrccion relativa a d. Por tanto, del Teorema 3.53, se sigue que f
tiene un unico punto-fijo. O

3.3.3. Dominios como gums

La intencién que se planteard en esta seccién sera la de introducir
los dominios de Scott en los espacios ultramétricos, donde los dominios
usualmente estdn dotados con la topologia de Scott, sin embargo
los dominios pueden ser dotados con la estructura de un espacio
ultramétrico esféricamente completo. Cabe destacar que tal forma de
estudiar los dominios es poco usual en la teoria de dominios pero,
como ya se ha mencionado, uno de los principales objetivos que se
planteé fue considerar una gran variedad de las funciones distancia
(incluyendo ultramétricas generalizadas) las cuales tengan aplicaciones
en la programacion légica, asi como en otras areas de las ciencias de la
computacion.

Remitiéndonos a la Observacién 3.58, tenemos que I'y, denota al
conjunto {27% | & < v}, ordenado por la relacién 27 < 277 si y solo
si B < «. De hecho, como ya se habia hecho notar, tal ordenamiento
es el dual del orden usual sobre . Sin ambargo, se trabajard con el
ordenamiento dual del orden usual sobre  en el conjunto I', debido
a que nos serd conveniente trabajar con este orden en el contexto de

1

mapeos contractivos con factor contractivo 3.
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Definiciéon 3.115. Sea r : D. — ~ una funcion, llamada funcion
rango, considérese al conjunto I'y1 y dendtese 277 por “0” . Definimos
or : DxD — T,y por op(z,y) =inf{27% | (cC x sii cC y) p.cada c €
D, con r(c) < a}.

Se verifica que (D, g,) es un espacio ultramétrico generalizado, por
ello que llamaremos a o, la ultramétrica generalizada inducida por
la funcién rango r. La idea de distancia que encontramos en la funcién
o es que dados dos elementos en el dominio, diganse z y y, se dice que
estan relativamente cerca uno del otro si ambos “dominan” los mismos
elementos compactos hasta cierto punto, luego mientras mayor sea el
rango en el que coinciden mas cercanos diremos que se encuentran z y y.
Ademds, mostraremos que (D, g,) es un espacio esféricamente completo,
donde al probar tal afirmacién no se utiliza la existencia de un elemento
bottom en D, por lo que tal requerimiento puede ser omitido. La idea
principal de tal prueba es capturada en el siguiente Lema el cual muestra
como cadenas de bolas dan lugar a cadenas de elementos en el dominio.
Esto tltimo dependera de dos hechos principalmente que se siguen de
manera inmediata a partir del Lema 3.62:

1. Siy<dyxe Bs(y), entonces By(z) C Bs(y).

2. Si B,(x) C Bs(y), entonces § £ v (asf, v < 6 si I' es totalmente
ordenado).

Como notacién para las siguientes pruebas denotaremos la bola By—a ()
por B*(z).

Lema 3.116. Sean B(z) y B?(y) bolas arbitrarias en (D, o,), entonces
las siguientes afirmaciones se cumplen.

1. Para cada z € BP(y), tenemos que {c € approz(z) | r(c) < B} =
{c € approx(y) | r(c) < B}

2. Bg = | |{c € approx(y) | r(c) < B} y Ba = |U{c € approz(x) |
r(c) < B} existen.

3. Bg € B(y) y B € B*(2).
4. Siempre que B*(x) C B?(y), entonces Bs C B,
Demostracion.

1. Como g,(z,y) < 277, entonces de manera inmediata se tiene el
resultado, a partir de la Definicién de g,..

2. Como el conjunto {c € approz(z) | r(c) < B} estd acotado por z,
para cualquier z y 3, entonces al ser D consistentemente completo
(A.10) se tiene el resultado.
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3. Por Definicién, se tiene que Bg C y. Luego, como Bg y y coinciden
sobre todos los elementos ¢ € D, con r(c) < 3, entonces la primera
parte de (3) se cumple. Andlogamente se cumple la segunda parte
en (3).

4. Nétese que 2 € BA(y), de ahi que, usando (2) del Lema 3.62 se
tiene que B?(y) = B?(x) y, por ello que, la hipdtesis puede ser
reescrita como B®(x) C B?(x). Consideremos los casos siguientes.

C.1 B < a. Entonces, usndo (1) y el hecho que 2 € B?(y), tenemos
que By = Ll{c € approz(y) | r(c) < 8} = Li{c € appros(a) |
r(c) < B} C | {c € approx(z) | r(c) < a} = Bq,.

C.2 a < . Entonces no es posible tener que B*(z) C B?(x) y, por
tanto, B®(x) = B(x) de lo cual podemos implicar, usando
(3) vy (2) del Lema 3.62, B*(Bg) = B?(Bs) = B?(B.,).
Luego, con el mismo argumento utilizado en C.1 y notando
que y € B%(z), tenemos que B, T Bgs. Mostremos que
B, = Bg. Supongamos que B, C Bg, luego dado que
cualquier punto en la bola es su centro, podemos tomar
z = Bg en (2), para tener que Bg = | |[{c¢ € approx(Bgs) |
r(c) < B} v Ba = |{c € approx(Bg) | r(c) < a}. Asi,
por la suposicién hecha, tenemos que | [{c¢ € approz(Bg) |
r(c) < af T | He € approxz(Bg) | r(c) < B}. Como
{c € approx(Bg) | r(c) < a} C {c € approxz(Bg) | r(c) < B},
existe algin d € {c € approx(Bg) | r(c) < B} tal que
d Z | {c € approx(Bg) | r(c) < a} = B,. Por lo tanto,
existe un elemento d € D, con r(d) < S tal que d £ B, y
d C Bg, lo cual contradice el hecho que o,(B,, Bg) < 275.
Asi, B, Z Bg. Finalmente, al tener que B, = Bg, se implica
que Bg C B,.

O

Teorema 3.117. El espacio ultramétrico (D, o) es esféricamente
completo.

Demostracion. Por el Lema 3.116 podemos garantizar que cada cadena
de bolas (B*(z,)) en D da lugar a una cadena (B,) en el orden inverso
en D. Sean B = | | B, y B*(z,) una bola arbitraria en la cadena. Es
suficiente mostrar que B € B%(z,). Como B, € B*(z,), tenemos que
0r(Ba,xa) < 279 pero g, es una ultramétrica generalizada, de ahf que
es suficiente mostrar que o,.(B,B,) < 27%. Notemos que para cada
elemento compacto ¢ C B, se tiene que ¢ C B por la construccion
de B. Ahora, sea ¢ C B con ¢ € D, y r(c) < «. Veamos que
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¢ C B,. Dado que ¢ es compacto y ¢ & B, existe Bg en la cadena
con ¢ C Bg. Si B%(zy) C Bﬁ(xg), entonces del Lema 3.116 se tiene
que, Bs C B,. Y, por tanto, ¢ C B,. Si B%(z3) C B%(z,), entonces
a < 'y, como ¢ & Bg, se observa que ¢ es un elemento del conjunto
{c € approx(zg) | r(c) < a} = {c € approz(z,) | r(c) < a}. Como B,
es el supremos de este ultimo conjunto, tenemos que ¢ C B, finalizando
la prueba. O

3.3.4. GUMS y Cadenas-cpo

En esta seccién invertiremos el punto de vista de la seccién previa,
es decir, asociaremos una cadena-cpo con algin espacio ultramétrico
generalizado (X, ¢,T") cuyo conjunto distancia I', es un ordinal dotado
con el orden dual considerado en la seccién anterior. Asi, en el desarrollo
de este apartado, I' = I'y4; para algin ordinal v con el ordenamiento
descrito en la Observacién 3.58. Por tltimo, como notacién, llamaremos

a tales espacios gum con distancia ordinal.

La motivacién para adoptar tal punto de vista fue el de proporcionar
una prueba, desde el punto de vista de la teoria de dominios, del Teorema
de Prief-Crampe y Ribenboim (P-C&R). De hecho, probaremos el
Teorema P-C&R utilizando el Teorema de Knaster-Tarski en el caso de
gums con distancia ordinal. Desde el punto de vista préactico este tipo de
espacios seran suficientes para los propositos planteados, dado que en las
aplicaciones que se estudien todos los gums que se encuentren tendran
distancia ordinal por el hecho que estos surgen de mapeos de nivel.

El primer objetivo que se plantea es extender la nocién de un espacio
de bolas formales asociado a un espacio métrico dado [véase [18]], con un
gum. Para ello, consideremos a (X, o,T") un gums con distancia ordinal y
B’'X el conjunto de todas las parejas (z, ), con z € X y a € T'. Se define
una relacién de equivalencia ~ sobre B’X por (z1,a1) ~ (22, q9) si y
solo si ay = an ¥ o(x1,22) < aq. El espacio cociente BX = B'X/ ~, serd
llamado el espacio de bolas formales asociado con (X, o,T'), el cual
lleva un orden T bien definido (sobre los representantes de las clases
de equivalencia) por medio de (z,a) C (y,) si y solo si o(z,y) < «
vy B < «. Denotaremos la clase de equivalencia de (z,«) por [(z, )],
notando que el uso del mismo simbolo C entre clases de equivalencia y
sus representantes no debe causar confusiéon alguna.

Proposiciéon 3.118. El conjunto BX estd ordenado parcialmente por C.
Mas atun, X es esféricamente completo si y solo si, BX es una cadena
completa.

Demostracién. Sin ninguna dificultad se puede mostrar que (BX,C) es
un copo. (=) Sea [(z3, )] una cadena ascendente en BX. Entonces
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Bg(z) es una cadena de bolas en X con interseccién no vacia, digamos
z € (Bg(zg). De donde se implica que o(zg,z) < 8, para cada (.
Por tanto, la cadena [(zg,8)] en BX tiene a [(z,0)] como una cota
superior. Luego, consideremos el conjunto A de todos los o € T' tal
que [(x,a)] es una cota superior de [(zg,)]. Dado que solo se han
considerado distancias ordinales, el conjunto A tiene un supremo 7 vy,
por tanto, [(z,~y)] es la minima cota superior de la cadena [(xg, 8)]. (<)
Supongamos que BX es una cadena completa y (Bg(zg))gea €s una
cadena de bolas en X, donde A C I'. Entonces [(zg, )] es una cadena
ascendente en BX, la cual tiene una cota superior (z,7). Luego, por
el Lema 3.62 tenemos que B,(x) C Bg(zg) para todo . Por tanto,

B,(z) C ﬂgeA Bg(wp). [

Proposicién 3.119. Sea ¢ : X — BX una funcién, donde t(z) = [(x,0)]
para cada © € X. Entonces, v es inyectiva y 1(X) es el conjunto de todos
los elementos mdzimales de BX.

Demostracion. La inyectividad de la funcién ¢ se sigue de U en 3.57. Por
ultimo, basta observar que los elementos méaximales de BX son elementos
de la forma [(z,0)] y, con ello, finalizando la prueba. O

Ahora, supongamos que f es una contraccién estricta sobre un gums
con distancia ordinal, digase (X,p,I"). Usaremos f para inducir un
mapeo, Bf : BX — BX, definido como

(f(z), 27D si, 272 £ 0

Bfa,2%) = {(f(x),O) si, 270 = 0.

Proposicion 3.120. Si f es una contraccion estricta, entonces Bf es
mondtona.

Demostracion. Sea (z,27%) C (y,277). Entonces, tenemos que o(,y) <
2%y a < £. Supongamos que 27 = 0, entonces el resultado se sigue de
manera inmediata. Ahora, supongamos que 27¢ # 0. Bastard probar que
o(f(x), f(y)) <27+ o cual se sigue a partir del hecho que f es una
contraccién estricta y los siguientes dos hechos, los cuales se demuestran
sin ninguna dificultad:

= Si 27 £0, entonces a+1 < 3+ 1.
= Si27# =0y a#p, entonces a+ 1 < f.
Por tanto, Bf es una funcién mondétona. O

Prueba alternativa del Teorema 3.63. Sean (X, 0,I') un espacio
gum con distancia ordinal esféricamente completo y f : X — X una
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contraccién estricta. Entonces BX es una cadena-cpo y Bf es un mapeo
monoétono sobre BX. Dado By € BX, denotemos por T By el cono
superior de By, es decir, el conjunto de todos los B € BX tales que
By C B.

Sea x € X (arbitrario), supongamos sin pérdida de generalidad que
x # f(z)y, también, dado a« € ORD tal que o(z, f(z)) = 2. Entonces,
(2,27%) C (f(x),27%*1) y, por la monotonfa de Bf se tiene que, Bf
mapea T [(z,27%)] en si mismo. Como 1 [(z,27%)] es una cadena-cpo
con elemento minimo (bottom) [(x,27%)], entonces se sigue del Teorema
A.18 que Bf tiene un tinico punto-fijo en 1 [(z,27%)], el cual denotaremos
por By. Obsérvese que por la definiciéon de Bf, se tiene que By es un
elemento méximal en BX y, por ello, tiene la forma de [(z9,0)]. Asi, a
partir de Bf[(xo,0)] = [(z0,0)], se tiene que f(zg) = Xo, es decir, xq es
un punto-fijo de f.

Ahora, supongamos que existe y # o otro punto fijo de f. Entonces
oz0,5) = o(f(z0), /(3)) < o(zo,y) dado que f es una contraccion
estricta, lo cual es una contradiccién. Por tanto, f tiene un tnico punto-
fijo. O

Por dltimo, notemos que las construcciones usadas para emitir
dominios en un espacio gum (como se realizo en 3.3.3) y para emitir
ultramétricas generalizadas en cadenas-cpo (véase 3.3.4) no son inversas
una de la otra. Por ello, la relacién “exacta” entre ambas atin queda por
ser determinada.

3.3.5. GUMS y d-GUMS

Estudiaremos la relaciéon entre gums y d-gums proporcionando
algunos resultados similares a aquellos presentados en el apartado 3.3.2.
De hecho, el objetivo principal serd estudiar la relacién entre el Teorema
3.63 y su versién dislocada 3.77.

Proposicién 3.121. Sea (Xo,T') un d-gums y definase d : X x X — T
como d(x,y) = o(z,y), six #y yd(z,x) =0 para todo x € X. Entonces,
d es una ultramétrica generalizada.

Demostracion. A partir de la Proposicién 3.110, se cumple Uy,...,Uy
de la Definicién 3.57. Por tanto, se tiene el resultado. O

Definicién 3.122. La ultramétrica generalizada d (que se definid en
3.121) definida a partir de la d-ultramétrica generalizada o, es llamada
la ultramétrica generalizada asociada con o.

Proposicién 3.123. Sea (X,0,T) un d-gums y dendtese por d a
la ultramétrica generalizada asociada con . Entonces se cumple lo
siguiente.
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1. Si d es esféricamente completo, entonces o es esféricamente
completo.

2. Si f es una contraccion estricta relativa a o, entonces f es una
contraccion estricta relativa a d.

Demostracion. Veamos que cada bola no vacia en g contiene a todos sus
puntos medios. En efecto, sea B(z) = {y € X | o(z,y)} # 0 una bola
no vacia en p con punto medio x € X. Entonces, 3z € B(x). Luego,
por Uy de 3.57, se tiene que o(x,2z) < «a. De lo anterior se tiene que
x € B(z). Ademas, se tiene que cada bola no vacia en ¢ es también una
bola respecto a d.

1. Sea B una cadena no vacia de bolas en p. Entonces, B es una
cadena de bolas no vacia en d, en donde se posee la propiedad de ser
esféricamente completo. Lo cual implica que B tiene interseccién
no vacia.

2. Sean z,y € X con x # y y supongamos que o(f(x), f(y)) <
o(z,y). Si f(x) = f(y), entonces d(f(z), f(y)) = 0y, por tanto,
d(f(z), f(y)) < d(z,y). Si f(x) # f(y), entonces x # y, de lo cual

se implica que d(f(z), f(y)) = o(f(x), f(y)) < e(z,y) = d(z,y).
Por tanto, f es una contraccion estricta relativa a d.

O

Proposicién 3.124. Sean (X, o,T) un d-gums esféricamente completo
y d la wultramétrica generalizada asociada con . FEntonces d es
esféricamente completo. Sin embargo, si f es una contraccion estricta
relativa a d, entonces f no necesariamente es una contraccion estricta
relativa a 0.

Demostracion. Sea B una cadena de bolas relativas a d. Si B contiene
una bola, digase B = {z} para algin x € X, entonces z € [)B.
Supongamos que todas las bolas en 9B tienen mas de un punto.

Ahora, sea By(zm,) = {z € X | d(z,2,m) < v} una bola en B.
Consideremos z € B, (z) con z # x,,. Entonces o(Zm, zm) < v dado que
0(z,Zm) = d(z,2y,) < 7. Por tanto, B,(z) = {z | o(z,z,) < 7}. Lo
anterior implica que B también es una cadena de bolas relativa a o y, de
ahi que, (B # 0 por ser el espacio relativo a g esféricamente completo.

Por ultimo, sea X = {0,1} y definase un mapeo f : X — X por
f(z) = 0 para todo € X. Supongamos que g es una constante igual a
“1” . Entonces, sin ninguna dificultad se puede mostrar que, (X, g, {0,1})
con 0 < 1 es un d-gums esféricamente completo y f es una contraccién
relativa a d. Sin embargo, o(f(0), f(1)) = 0(0,0) = 0(0,1), es decir, f

no es una contraccion estricta relativa a o. O
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Prueba alternativa del Teorema 3.77. Utilizando la notaciéon de
los Teoremas 3.63 y 3.77 y, usando la Proposicién 3.121, se tiene que
(X,d,T) es un gums. Ademds, por la Proposicién 3.124 este espacio es
esféricamente completo. Luego, por la Proposicién 3.123, la funcién f es
una contraccion estricta relativa a d. Por 1ltimo, del Teorema 3.63, f
tiene un Unico punto-fijo. O

Proposicién 3.125. Sean (X, 0,T') un gums con distancia ordinal y
u : X — T wuna funcion. Entonces la funcion distancia o definida
por o(x,y) = méx{d(z,y),u(z),u(y)} es una ultramétrica generalizada
dislocada sobre X .

Demostracion. Uy y Us de la Definicién 3.57 son inmediatas. Para Uy,
se sigue de manera andloga a lo realizado en la Proposicién 3.110. [

Proposicién 3.126. Sean (X,d,T') un gums con distancia ordinal, z €
X y definase o por o(x,y) = méx{d(x, z),d(y, z)}. Entonces (X, 0,T) es
un d-gums esféricamente completo.

Demostracion. De manera inmediata se verifica que ¢ es una d-gum.
Luego, obsérvese que cada bola no vacia en (X, o,I") contiene al punto
z, lo cual es suficiente para garantizar que el espacio es esféricamente
completo. O



Capitulo 4

Semantica de los
Modelos Soportados

A través de las diferentes semdanticas para programas normales
discutidas en el Capitulo 2, se observa que la seméntica de los modelos
soportados (en su forma 2 6 3 valuada) serd la de mayor relevancia dado
que los modelos estables y perfectos son modelos soportados 2-valuados
mientras que los modelos bien-fundados y los débilmente perfectos son
modelos soportados 3-valuados. Ademés, como se mostrd en el Teorema,
2.81, si el modelo de Fitting para un programa P es total, entonces P
tiene un tnico modelo soportado 2-valuado el cual coincide con el 1inico
modelo asignado a P por la semantica de Fitting, la bien-fundada, la

débilmente perfecta y la estable.
Por tanto, aquellos programas que posean un tinico modelo soportado

junto con aquellos que tengan un modelo de Fitting total pueden ser
considerados como fundamentales en el entendimiento de la seméntica
de programas légicos. Los programas con un tnico modelo soportado
los llamaremos determinados de manera unica, mientras que los
que posean un modelo de Fitting total seran llamados programas ¢-
accesibles.

4.1. Modelos Soportados 2-valuados

En esta seccién consideraremos los modelos soportados 2-valuados y
aplicaremos los teoremas de punto-fijo sobre métricas generalizadas para
mostrar que algunas clases de programas estan determinadas de manera
unica. Por ello la importancia de tratar con teoremas de punto-fijo més
generales ya que estos nos permitirdan tratar con clases de programas

127



CAPITULO 4 SEMANTICA DE LOS MODELOS
SOPORTADOS
4.1. MODELOS SOPORTADOS 2-VALUADOS

méas generales y de ahi que la jerarquia de los Teoremas de punto-fijo
exhibida en el apartado 3.3.1 dard lugar a una jerarquia en las clases de
programas, donde cada una de estas tendrén la propiedad siguiente: cada
programa en la clase tiene un tnico modelo soportado. Tales clases de
programas seran llamadas clases de modelos soportados de manera
tnica.

A partir de la Proposicién 2.17 sabemos que los modelos soportados
(2-valuados) para un programa P son los puntos fijos del correspondiente
operador de un solo paso Tp. Ademds, del Ejemplo 2.14 se sabe que
Tp en general no es mondtono. Estos hechos tienen la consecuencia
particular que los Teoremas de punto-fijo del Apéndice 1 para operadores
mondétonos no son aplicables sobre Tp. Asi, la alternativa empleada en
este trabajo se encuentra mediante la aplicaciéon de los Teoremas de
punto-fijo utilizando métricas generalizadas, los cuales son aplicables
pese a la no monotonocidad del operador de un solo paso.

4.1.1. Programas  Localmente Jerarquicos y
Aciclicos

Sea Even del Ejemplo 2.3, sin niguna dificultad se puede computar
el operador de un solo paso Tryen, obteniendo como resultado (véase el
Ejemplo 3.35) lo siguiente:

T2 = {even(s?:(0)) |0 < k < n}

FEven

T2 — Bpyen \ {even(s?*T1(0)) | 0 < k < n}.

Even

Se observa que la sucesiéon de iteraciones se alterna en cierta forma, es
decir, las iteraciones con “potencia par” generan los &tomos en el modelo
soportado M = {even(s**(0)) | n € N}, mientras que las iteraciones
con “potencia impar” eliminan aquellos d4tomos que no pertenecen a
M. El orden en el cual los a&tomos son generados o eliminados es de tal
manera que los &tomos con mas ocurrencias del simbolo funcional “s” son
generados o eliminados mas adelante. Esto corresponde a la estructura
del programa Even, cuyas reglas reflejan lo dicho en el sentido que un
atomo en la cabeza de una instancia base, de la segunda cldusula del
Programa, siempre contiene uno o mas simbolos funcionales que el cuerpo
correspondiente de la cldusula. Por tanto, en la siguiente Definicién
se plasma la idea que se encuantra detras de lo mencionado, es decir,
las iteraciones del operador de un solo paso pueden en cierta forma
ser controladas, si existe una dependencia fuerte entre la cabeza de la
cldusula y su cuerpo correspondiente.

Definicién 4.1. Sea P un programa normal. P es llamado localmente
jerdrquico [véase[10]], si para algin ordinal o, existe un mapeo de nivel
l: Bp — « tal que para cada A < Lyq,...,L, € Base(P) y para todo
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i=1,...,n se tiene que, [(A) > I(L;). Ademds, si « = w entonces P es
llamado aciclico[véase [11]].

Como ejemplo de lo anterior se tiene al programa Even el cual
es aciclico, como se puede observar al definir [ : Bp — w por
I(even(s®(0))) = k, para todo k € N.

Ejemplo 4.2. Consideremos al programa EzistsEven, el cual puede ser
considerado como una extension del Programa Even, que consiste de las
stquientes cldusulas.

nat(0)
nat(s(X)) < nat(X)
even(0) <
even(s(X)) + —even(X)
ezistsEven < nat(X), even(X)

Obsérvese que la idea bdsica del programa es exhibir un esquema en
programacion del tipo “prueba y genera”. Esto es, si “Prolog” es llamado
mediante la prequnta,

? < existseven,

entonces el intérprete “genera” todas las instancias de nat(X) vy
“prueba” para cada instancia de X cuando éste estd, o no, al alcance del
predicado even '. Nétese que el subprograma de ExistsEven, que consiste
de las primeras 4 clausulas, es aciclico respecto al mapeo de nivel | con
l(even(s*(0))) = I(nat(s*(0))) = k, para todo k € N. Mds ain, para
cualquier mapeo de nivel respecto a el cual este subprograma es aciclico
debe tener un codominio infinito. En consecuencia, FExistEven mno es
aciclico pero es localmente jerdrquico como se puede verificar extendiendo
el mapeo de nivel por l(ezistseven) = w.

En este momento, el objetivo consiste en aplicar los Teoremas de
punto-fijo para métricas generalizadas que se revisaron en el capitulo
anterior, sobre los programas localmente jerarquicos y aciclicos, es
decir, construir una métrica (generalizada) sobre el conjunto de todas
las interpretaciones para un programa de tal manera que el operador
correspondiente de un solo paso satisfaga alguna propiedad contractiva.
Para ello, nos guiaremos en una construccién dada en el apartado 3.3.3
con breves modificaciones.

Definicién 4.3. Sean P un programa normal y l : Bp — v un mapeo
de nivel para P. Para cada ordinal o consideremos los simbolos 27 y

IEs claro que el generador nat y la prueba even pueden ser reemplazados.

129



CAPITULO 4 SEMANTICA DE LOS MODELOS
SOPORTADOS
4.1. MODELOS SOPORTADOS 2-VALUADOS

definase T = {27 | a < v} (como se realizd en 3.3.3). El conjunto T
es ordenado por, 27 < 278 si y solo si B < . Ademds, 2= se denota
por 0. Con la notacidn establecida se tiene que I'y = Ty 41 2. Finalmente,
se define un mapeo d; : Ip x Ip — I'; por

0 J =1
dl <I7 J) = ' SZ )

27, sl #J
donde I y J difieren sobre algin dtomo base de nivel o pero coinciden
sobre todos los dtomos base de nivel 5 con § < a.

Noétese que en el caso v = w, podemos identificar cada 27" € I
con la correspondiente potencia negativa de 2, es decir, 27" = 2% eRy
27« = 0. Por tanto, d; toma valores en el conjunto de los niimeros reales.

Proposicién 4.4. Sean P un programa normal y I un mapeo de nivel.
Entonces, se cumplen las siguientes afirmaciones.

1. Si P es localmente jerdrquico respecto a l, entonces d; es una gum
esféricamente completa.

2. Si P es aciclico respecto a l, entonces d; es una ultramétrica
completa.

Demostracion. Basta garantizar (1), lo cual haremos utilizando el
Teorema 3.117. Para el mapeo de nivel dado ! definimos la funcién rango
r; por 1 (0) =0y r(I) = méx{l(A) | A € I} para cada ) # I € (Ip)e,
donde identificamos cada elemento de (Ip). con un subconjunto finito
de Bp. La ultramétrica generalizada d,., inducida por r; (véase Defincién
3.115) es esféricamente completa por el Teorema 3.117. Los mapeos d,, y
d; coinciden ya que para cada I € Ip, tenemos que I = sup{{A} | A € I'}
con el supremo siendo tomado respecto a la inclusién de conjuntos
usual. O

Ahora, veamos que bajo un estudio similar al que se hizo en 3.2.5
podemos recuperar la topologia de “Cantor” a partir de “d;”.

Proposicion 4.5. Sean P un programa yl : Bp — w un mapeo de nivel
tal que =1 (n) es un conjunto finito para cada n € N. Entonces d; induce
la topologia de “Cantor” QQ sobre Ip.

Demostracion. Sin dificultad alguna se puede mostrar usando la
Proposicién 3.34 lo siguiente: para cada (I,,)nep € Ip, (In)nep converge
en @ si, y solo si, (I,)nep converge respecto a d;. Por tanto se tiene el
resultado. O

2Véanse los apartados 3.3.3 y 3.3.4 donde se utilizé esta construccién para gums
con distancia ordinal.
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Finalmente, mostremos que el operador de un solo paso satisface una
condicién contractiva la cual nos permitird aplicar el Teorema de PC-R
o el mapeo contractivo de Banach.

Teorema 4.6. Sean P un programa y I un mapeo de nivel. Entonces se
cumple lo siguiente.

1. Si P es localmente jerdrquico respecto a l, entonces Tp es una
contraccion estricta.

2. Si P es aciclico respecto a l, entonces Tp es una contraccion.

Ademds, en ambos casos, Tp tiene un dnico punto fijo y P tiene un unico
modelo soportado.

Demostracion.

1. Sean Iy, I € Ip tales que d;(I1,Is) = 27 para algin ordinal «.

a)

Supongamos que a = 0. Sea A € Tp(I1) con I(A) = 0. Como
P es localmente jerdrquico, A es la cabeza de alguna cldusula
unitaria en la base(P). De lo anterior se tiene que A € Tp(I3).
Por el mismo argumento, si A € Tp(l3) con I[(A) = 0, se
tiene que A € Tp(I1). Por tanto, Tp(I1) y Tp(I2) coinciden
sobre todos los dtomos de nivel menor que 1 y por ello que
dl(Tp(I1),Tp(Iz)) < 271 <« 270 = dl(Il,Ig).

Supongamos que « > 0. Entonces I; e Iy difieren en algin
elemento en Bp con nivel o pero coinciden sobre todos los
atomos base de nivel menor que a. Sea A € Tp(I;) con
I(A) < a. Entonces existe A < Ay,..., Ag,,"B1,...,—B;, €
Base(P), donde k1,l; > 0 de tal manera que para todo j, k
se tiene que Ay € Iy y B; ¢ I;. Como P es localmente
jeraruquico e Iy, Iy coinciden sobre todos los atomos de nivel
menor que «, se sigue que para todo j, k se tiene que ay € I
y Bj ¢ I>. Por tanto, A € Tp(I2). Por el mismo argumento,
si A € Tp(l3) con I(A) < «, entonces A € Tp(I1). Asi, se
tiene que Tp(I1) y Tp(l2) coinciden sobre todos los dtomos
de nivel menor o igual que «, de ahf que d;(Tp(I1),Tp(I3)) <
2—otl £ 9—a = dl(ll7l2)~

Por tanto, Tp es una contraccién estricta y por el Teorema 3.63
se tiene que Tp posee un unico punto-fijo y, por tanto, P tiene un
unico modelo soportado.

2. La prueba dada para (1) facilmente se puede adaptar para obtener
(2). El operador Tp resulta ser contractivo, con factor contractivo
% y aplicando el Teorema 3.53 se tiene el resultado.
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O

Ejemplo 4.7. Sea el programa Tweetyl de los Ejemplos 2.2 y 2.18. De
manera inmediata se verifica que Tweetyl es un programa aciclico con
mapeo de nivel l(pingiino(X)) =0, l(ave(X)) =1 y l(vuela(X)) =2,
donde X € {bob, tweety}. Para Iy = {ave(tweety)}, se tiene que:

I = Tryeetyn (Io) = {pingiiino (tweety), ave(bob),
vuela (tweety)}

Iy = Tryeety1 (I1) = {pingiiino (tweety), ave(bodb),
ave (tweety), wvuela(bob)}

Is = Tryeetyn (I2) = Io.

4.1.2. Programas Aceptables

La idea bésica que se encuentra en los programas aciclicos fue
extendida al tener en cuenta que los sistemas de programacion légica,
tales como PROLOG, evalian los cuerpos de las cldusulas de izquierda
a derecha llevando con ello al estudio de los programas aceptables®, que
seran revisados en esta seccién. Como se ha mencionado a lo largo del
trabajo nos enfocaremos en los aspectos semdanticos de los programas
aceptables generalizando el enfoque de la seccién anterior.

Antes de definir lo que entenderemos por un programa aceptable serd

necesario definir ciertos conjuntos que se pueden generar a partir de un
programa dado. Sea P un programa y utilizando la relacién “refiere a”
que se defini6 en 2.48, diremos que A depende sobre B, si la pareja (A, B)
pertenece a la clausura transitiva de la relacion “refiere a” . Ademas, se
define Negp como el conjunto de simbolos predicados en P los cuales
ocurren en literales negativas pertenecientes al cuerpo de una clausula
en P. Asi, se define Negy, = Negp UD, donde D es el conjunto de todos
los simbolos predicados en P sobre los cuales dependen los simbolos
predicados en Negp. Por dltimo, P~ denotard al conjunto de todas las
clausulas en P cuya cabeza contiene simbolos predicados de Negp.

Definicién 4.8. Sea P un programa. Diremos que P es aceptable
respecto a algun w-mapeo de nivel, | : Bp — w, y alguna interpretacion
I € Ip si I es un modelo para P cuya restriccion a los simbolos
predicados en Negp es un modelo soportado para P~ y se cumple lo
siguiente. Para cada A < Lq,...,L, € Base(P) y para todo i €
{1,...,n} se tiene que, si I = /\;;11 L;, entonces l(A) > I(L;).

Como un ejemplo de este tipo de programas se puede revisar el
Programa “Game” planteado en [34] y [5].

3Véase [7] y [4] como referencia base.
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Ahora veremos que dado cualquier programa aceptable se puede
realizar la construccién de una métrica dislocada completa respecto
a la cual el operador de un solo paso, asociado con el programa, es
una contraccién. Para ello, consideremos a P un programa aceptable
respecto al mapeo de nivel | y una interpetacién I. Para cualquier
K € Ip denotemos por K’ al conjunto K restringido a los simbolos
predicados en Negp. Definimos una funcién f : Ip — R por f(K) =0,
si K\K' CIycomo f(K) =2",si K\K ¢ I, donde n > 0
es el entero mas pequeno de tal manera que existe A € Bp con
I(A) = n, A e K\K y A ¢ I. Ahora, definamos otra funcién
u: Ip — R* por u(K) = max{f(K),d;(K',I')}, donde d; es la gum
que se definio en 4.3. Finalmente, para cualesquiera J, K € Ip, se define

Q(Ja K) = méX{dl(J\ JI,K\K/),U(J),U(K)}
Asi, para todo J, K € Ip se tiene que
o(J, K) = méx{dy(J\ J', K\ K'), f(J),di(J', I'), f(K),di (K", I') }.

Ahora, veamos que g es una dum completa para lo cual utilizaremos
la Proposicién 3.110 pero antes se requerird el siguiente lema.

Lema 4.9. Sea w(K) = max f(K),d)(K',I') para K € Ip. Entonces u
es continua como una funcion de (Ip,d;) hacia R.

Demostracion. Sea (K,,) C Ip sucesién la cual converge en d; hacia
algin K € Ip. Veamos que d;(K},),I' — di(K',I') y f(Kn) = f(K)
cuando m — oo. Como K, — K respecto a la métrica d;, entonces para
cada n € N existe m,, € N tal que, para todo m > m,,, K y K,,, coinciden
sobre todos los atomos de nivel menor o igual que n. Supongamos que
f(K) =27 y m > my,,. Entonces K y K,, coinciden sobre todos
los 4tomos de nivel menor o igual que ng y, por tanto, K \ K’ # 0 y
K, \K], # 0 coinciden sobre todos los 4tomos de nivel menor o igual que
ng. Por tanto, tenemos que f(K,,) = 27" = f(K) para todo m > my,.
También, si d;(K’,I') = 27", entonces d;(K/ ,I') = 27" = d;(K',T")
para todo m > my,. De todo lo anterior, se tiene el resultado. O

Para cerrar esta seccion veamos que el operador Tp es una
contraccién respecto a 0.

Teorema 4.10. Sea P un programa el cual es aceptable respecto a algin
mapeo de nivel l y una interpretacion I. Entonces, o es una dum completa
y Tp es una contraccion respecto a o. En particular, P tiene un unico
modelo soportado M, donde M =lmTR(1y) para cualquier Iy € Ip.

4Usualmente se le conoce como funcién peso, véase [67].
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Demostracion. El mapeo p es una dum completa por el Lema 4.9 y la
Proposicién 3.110. Por el Teorema 3.76, solo resta mostrar que Tp es
una contraccion respecto a p. El argumento para esto es esencialmente
el mismo que se dara en la prueba del Teoerema 4.12 por ello omitiremos
agregarlo y con esto finalizando la prueba. O

4.1.3. Programas ¢* Accesibles

En la seccién anterior se observé como el Teorema contractivo de
Banach puede ser reemplazado por el Teorema de Matthew’s al pasar de
los programas aciclicos a los aceptables. De la misma manera el Teorema
de P-C & R puede ser usado en lugar del Teorema de Banach al pasar
de los programas aciclicos a los localmente jerarquicos. De esta manera,
surge la pregunta de si se puede describir o no alguna clase de programa
la cual generalice tanto a los programas aceptables y los localmente
jerdrquicos, de tal manera que el Teorema 3.77 (Teorema que generaliza
tanto al Teorema de Matthew’s y el de P-C&R) pueda ser aplicado.
La introduccién de tal clase de programa es lo que se revisard en esta
seccion.

Definicién 4.11. Un programa P es llamado ¢*-accesible’® si, y solo si,
existe I un mapeo de nivel e I un modelo ambos para P cuya restriccion
a Negp es un modelo soportado para P~, de tal manera que se cumple
la siguiente condicion: para cada A < Ly,...,L, € Base(P) se tiene
que I =Ly A--- ALy yl(A) > I(L;) para todo i € {1,...,n} o, ya sea
que, existe i € {1,...,n} tal que I ¥ L; yI(A) > I(L;).

De manera completamente andloga a lo que se realizé en la seccién
anterior podemos hacer la siguiente construcciéon. Sea P un programa
¢*-accesible respecto al mapeo de nivel [ : Bp — v y una interpretacién
I. Entonces, se realiza la misma construccién que se realizé en 4.1.2 con
las tnicas diferencias que las funciones f y u tomen valores en I';. De
esta manera se tiene que, para todo J, K € Ip:

Q(‘L K) = méx{dl(‘]\ J/’K \ Kl)vf(J)7dl(']/’Il)?f(K)7dl(K/vI/)}'

Simplificando la notacién, introducimos las funciones d; y ds, donde
paratodo J, K € Ip,d (J,K) =di(J',K') y do(J, K) = di(J\J', K\K").
Asi, en estos términos, se tiene que para cada J, K € Ip,

Q(J’ K) = méX{dQ(J’ K)7f<J)7d1(J7 I)?f(K)adl(Kv I)}

Teorema 4.12. Sea P wun programa normal ¢*-accesible. Entonces
(Ip,0) es un d-gums esféricamente completo y Tp es una contraccion
estricta respecto a 9. En particular, P tiene un unico modelo soportado.

5Véase [34].
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Demostracion. Se sigue de la Proposicién 3.125 que ¢ es una d-gum.
Para vaerificar la completez esférica, sea (B, ) una cadena decreciente de
bolas en Ip con centro en I,. Sea K el conjunto de todos los atomos
béasicos que eventualmente se encuentran en I,. Mostremos que para
cada bola By-«(I,) en la cadena, tenemos que d;(I,,I) < 2% lo cual
serd suficiente para mostrar que K es la interseccion de la cadena. En
efecto, facilmente se verifica por la definicién de g que todo Iz con 8 > «a
coinciden sobre todos los dtomos de nivel menor que «. Asi, por como
se definio K tenemos que K y I, coinciden sobre todos los atomos de
nivel menor que «, teniendo lo pedido. En lo que resta mostraremos que
Tp es una contraccion estricta respecto a g, a partir de ello y utilizando
el Teorema 3.77 se tendrda que Tp tiene un unico punto fijo, de lo cual
se tendra que P posee un unico modelo soportado. Para mostrar que
Tp es una contraccién estricta respecto a o, mostremos que para todo
J,K € Ip con J # K, se tiene que o(Tp(J),Tp(K)) < o(J,K). En
particular se cumplen los siguientes resultados.

1. di(Tp(J), 1) < dy(J,I) si di(J,I) # 0y di(Tp(J),I) = 0 si
dy(J, 1) = 0.

2. f(Tp(J)), f(Tp(K)) < o(J, K).
3. dy(Tp(J), Tp(K)) < o(J, K).

Obsérvese que es suficiente probar (1), (2) y (3) para obtener lo pedido
respecto a Tp. Por comodidad, identificaremos Neg} con un subconjunto
de Bp que contenga los simbolos predicados de Negp.

1. Notemos que dqi(Tp(J),I) = di(Tp(J),I') = di(Tp-(J),I') =
dy(Tp-(J),I), dado que d; tnicamente depende sobre los sfmbolos
predicados en Negh. Sea di(J',I') = 27%, mostremos que
di(Tp-(J),I') < 27(@+1) Sabemos que J' e I’ coinciden sobre
todos los 4tomos basicos de nivel menor que « y difieren sobre algin
atomo de nivel a. Por tanto, es suficiente mostrar que Tp- (J) e I’
coinciden sobre todos los atomos basicos de nivel menor o igual que
a. Sea A un atomo bésico en Neg} con [(A) < a y supongamos
que Tp-(J) e I difieren sobre A. Entonces, tenemos los siguientes
€asos.

= AecTp-(J)y A ¢ I. Entonces, existe una instancia bésica
A« Ly,...,L, de una cldusula en P~ tal que J = L1 A
-+« A Ly,. Como I es un modelo soportado para P~, entonces
I es un punto fijo de Tp-. Luego, usando la Defincion 4.11,
tenemos que existe k tal que I ¥ Ly y I(Ly) < «. Notemos
que el simbolo predicado en Lj; se encuentra contenido en
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Negy. De lo cual obtenemos que I ¥ Ly, J = L y I(Lg) < «a,
contradiciendo nuestra suposicién ya que J e I coinciden sobre
todos los 4tomos en Negp de nivel menor que o.

» AcTyA¢Tp-(J). Entonces, existe una instancia base A +
Ly,..., Ly, deuna cldusulaen P~ talque [ E LiA---ALp, y
I(A) > 1(L1),...,1(Ln), por la Definicién 4.11. Pero, tenemos
que J E Ly,..., L, dado que J e I coinciden sobre todos los
atomos de nivel menor que « y en consecuencia A € Tp-(J),
lo cual contradice lo supuesto al inicio.

Las contradicciones anteriores establecen la primera parte que se
garantiza en (1). La segunda parte en (1) se sigue por argumento
completamente andlogo y notando que J' = I'.

. Basta con mostrar para algin caso, J o K, en nuestro caso
consideremos K. Supongamos o(J, K) = 27%. Mostremos que
f(Tp(K)) < 27+ para lo cual mostraremos que, para cada
A € Tp(K) que no se encuentre en Negp con [(A) < a, se tiene
que A € I. Supongamos que A ¢ I para tal A. Como A € Tp(K),
existe una instancia base A <+ Lq,...,L,, de una cldusula en P
tal que K = L1 A+-- A Ly,,. Como A ¢ I, existe k con I ¥ Ly
y [(A) > (L), por la Defincién 4.11. Para lo cual tenemos los
siguientes casos.

= Si el simbolo predicado de Lj pertenece a Negp, entonces,
dado que K e I coinciden sobre todos los 4&tomos en Negp de
nivel menor que «, se tiene que K ¥ Ly, lo cual contradice
que K = Ly,...,Ly,.

= Si el stmbolo predicado en L no pertenece a Negp, entonces
Ly, es un dtomo y como f(K) < 27%, se tiene que I = Ly, lo
cual es una contradiccion.

. Sean o(J, K) = 2-%. Supongamos que A ¢ Negp con [(A) < «
y A € Tp(J). Por simetria, es suficiente mostrar que A € Tp(K).
Como A € Tp(J), existe una instancia base A < Lj,..., Ly, de
una cldusula en P con J |= Lq,..., Ly,,. Para lo cual tenemos los
siguientes casos.

» Sil | LiA---ALy, entonces [(Ly) < I(A) < « para todo k vy,
como J y K coinciden sobre todos los atomos de nivel menor
que a, se tiene que K }= Ly A---ALy,. Por tanto, A € Tp(K).

= Si existe algin Ly tal que I ¥ Ly, entonces sin pérdida de
generalidad [(Ly) < I(A) < a por la Definicién 4.11. Ahora,
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si el simbolo predicado de Lj pertenece a Negp, entonces,
dado que dy(J,I) < 27%, se tiene que J = Ly vy I |= Ly, lo
cual es una contradiccién. De manera anéloga, si el simbolo
predicado de Lj no pertenece a Negp, entonces Ly es un
atomo y como f(J) < 2% se tiene que I | L, lo cual es
también una contradiccién.

Por tanto, se tiene (3).

4.1.4. Programas ¢-Accesibles

Como se hizo notar la Definicién 4.11, sobre programas ¢*-accesibles,
estd relacionada con una caracterizacién sobre mapeos de nivel de la
semantica de Fitting, dada en una seccién anterior en el capitulo 2. En
la presente secciéon trabajaremos con el enfoque presentado en el anterior
apartado 4.1.3 pero para programas con un modelo de Fitting total ¢

Definicién 4.13. Un programa es llamado ¢-accesible si el programa
tiene un modelo de Fitting total.

Por el Corolario 2.41, un programa P es ¢-accesible si, y solo si,
existe I modelo (2-valuado) y ! mapeo de nivel (total) para P tal que P
satisface (F) respecto a IU—(Bp\I) y l. La restriccién de I al conjunto
Negp es entonces un modelo soportado para P, de lo cual se sigue
de manera inmediata que cada programa ¢*-accesible es ¢-accesible. Sin
embargo, un inconveniente que se encuentra al generalizar la clase de
programas se exhibe en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.14. Sea P el siguiente programa.

p(s*(X)) <« p(X)
p(0) <«
p(s*(0)) <« p(s°(0))
p(s*(0)) <+ p(s*(0))

EL programa P es ¢-accesible (e inclusive definite) respecto al modelo
Bp = {p(s™(0)) | n € N} y el mapeo de nivel l : Bp — N definidio por
I(p(s™(0))) = n. Utilizando o (d-gum) de la seccion 4.1.3, tenemos que
para cada K = {p(s°(0))} y J = {p(s*(0))}, se tiene que o(K,J) =273
y o(Tp(K), Tp(J)) =272, Asi, Tp no es una contraccién relativa a o.

Teorema 4.15. Sea P un programa ¢-accesible con modelo I y mapeo de
nivel | tal que P satisface (F) respecto a IU—=(Bp\I) yl. Entonces Tp es

6Véase [34].
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una contraccion estricta sobre el d-gums esféricamente completo (Ip, o),
donde para todo J, K € Ip tenemos que o(J, K) = méx d;(J,I),d;(K,I).
En particular, P tiene un unico modelo soportado.

Demostracion. Por la Proposicién 3.126 tenemos que (Ip,p) es un
d-gums esféricamente completo. Veamos que Tp es una contraccién
estricta. Sean J, K € Ip y supongamos que o(J, K) = 27%. Entonces
J, K e I coinciden sobre todos los dtomos base de nivel menor que a.
Mostremos que Tp(J) e I coinciden sobre todos los dtomos base de nivel
menor o igual que . Asi, de manera similar se puede mostrar que 7 (K)
e I satsfacen lo mismo y, por tanto, basta considerar el primer caso. Sea
A € Tp(J) con I(A) < a, entonces existe A < Ly,...,L, € Base(P)
tal que J = L1 A -+ A L,. Como I y J conciden sobre todos los dtomos
de nivel menor que «, no puede suceder (Fy), dado que I ¥ L; con
I(A) > I(L;). Entonces, J ¥ L; y de ahi que J ¥ Ly A--- A Ly, lo cual
es una contradiccién. Reciprocamente, supongamos que A € I. Como
I=Tp(I), existe A+ Lq,...,L, € Base(P) tal que I =Ly A--- A L.
Asi, (Fy) se satisface y por ello se puede asumir que la cldusula A +
también satisface que [(A) > I(L;) con i = 1,...,n. Como I y J
conciden sobre todos los &tomos base de nivel menor que «, tenemos que
JE LiA---AL,. Por tanto, A € Tp(J) como se requeria. Utilizando el
Teorema 3.77 se garantiza que el operador Tp tiene un dnico punto fijo
M, de lo cual se tiene que P posee un unico modelo soportado. O

4.2. Modelos Soportados 3-Valuados

En la seccién 2.1.3, se obtuvo que los modelos 3-valuados soportados
para un programa son los puntos fijos del correspondiente operador de
Fitting, donde el minimo punto fijo del operador, es decir, el minimo
modelo soportado 3-valuado para el programa, fue lo que llamamos
el modelo de Fitting. Asi, en esta seccién, estudiaremos variantes del
operador de Fitting y los relacionaremos a las clases de programas
estudiadas en la seccién anterior. Por tanto, Ip = Ip3 y estard ordenado
mediante el orden “knowledge” introducido en 1.3.1.

4.2.1. Operadores de Fitting

Iniciaremos con una caracterizacién alternativa del operador de
Fitting, la cual es mas sencilla de generalizar en otras logicas. Esta
caracterizacion involucrara una transformacién en el programa, la cual
introduciremos a continuacion.

Sea P un programa y supongamos que A € Bp, es la cabeza de
alguna cldusula en Base(P). Sea {A < cuerpo; | i € A} el conjunto de

138



CAPIiTULO 4 SEMANTICA DE LOS MODELOS
SOPORTADOS
4.2. MODELOS SOPORTADOS 3-VALUADOS

todas las cldusulas con cabeza A en Base(P), donde A es un conjunto
adecuado de indices. Entonces, tenemos lo siguiente.

= A < \/;,ccuerpo; serd llamado la pseudo-cldusula asociada
con A, donde A sera llamada cabeza de la pseudo-clausula.

= cuerpos = \/;cy cuerpo;” serd llamado el cuerpo de la pseudo-
clausula.

Notemos que la familia de cuerpos, {cuerpo; | i € A}, puede ser
numerable y que \/;.,cuerpo; estd bien definido. A continuacién
asignaremos valores de verdad a los cuerpos de las pseudo-clausulas
respecto a una interpretaciéon en distintas légicas 3-valuadas. Digamos, si
Vi 4 cuerpo; es uno de tales cuerpos, entonces cuerpo; es una conjuncién
(finita) para cualquier ¢ y puede ser evaluado, de manera usual, por medio
de las tablas de verdad para la conjuncién. Consideraremos 3 diferentes
conjunciones y 2 diferentes disyunciones, las cuales estan dadas en las
tablas de verdad en 4.2.18.
Tenemos lo siguiente respecto A; y V.

= Para Vi, p Vi q es falsa si, y solo si, tanto p y ¢ son falsos. p V1 g
es cierta si, y solo si, alguno de p y ¢ es cierto. Finalmente, p Vi ¢q
es indefinido en otro caso. Por tanto, se puede definir el valor de
verdad del cuerpo de una pseudo-clausula respecto a vV, como sigue:
El cuerpo, \/,¢ 4 cuerpo;, de una pseudo-clausula es falso si, y solo
si, todo cuerpo; es falso. \/,. , cuerpo; es verdadero si, y solo si,
uno de los cuerpo; es verdadero. Por tltimo, /. 4 cuerpo; esta
indefinido en otro caso.

= Para Vs, p Vi q es falsa si, y solo si, tanto p y ¢ son falsos. pVy g es
indefinida si, y solo si, alguno de p y ¢ es indefinida. Finalmente,
p V1 q es verdadera en otro caso. Por tanto, como en el caso
anterior, se define el valor de verdad del cuerpo de una pseudo-
cldusula respecto a Va: El cuerpo, Vie 4 cuerpo;, de una pseudo-
cldusula es falso si, y solo si, todo cuerpo; es falso. \/,_ 4 cuerpo; es
indefinido si, y solo si, uno de los cuerpo; es indefinido. Por tdltimo,
Ve cuerpo; es verdadero en otro caso.

Como abuso de notacién diremos que A < \/,_, cuerpo; es la pseudo-
clausula asociada con A, donde A es un d4tomo el cual no aparece como
la cabeza de alguna cldusula en Base(P) y, ademds, tomaremos que
Vicp cuerpo; es falso tanto para A; como para Vi. Asi, de manera

7Como notacién, algunas veces se denotara cuerpo; por C;
8Nétese que A1 y Vi son las exhibidas en la log.3-valuada fuerte de Kleene que
encontramos en la tabla 1.2.2.
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inmediata se observa que cada elemento A € Bp es la cabeza de
la pseudo-clausula asociada con A y que esta pseudo-clausula estd
determinada de manera unica por P para cualquier A dado.

P g pNig pPN2g DpPA3q
u u u u u
u f f u u
u t u u u
f u f f u
f f f f f
f t f f f
t u u u u
t f f f f
t ot t t t
Cuadro 4.1: Tipos de Conjuncién
P q|pVig pVag
u u u u
u f u u
u t t u
f u u u
f f f f
f t t t
t u t u
t f t t
t ot t t
Cuadro 4.2: Tipos de Disyuncién
p|p
ul u
flt
t f

Cuadro 4.3: Negacion

De manera conveniente se introduce la siguiente notacion respecto a
Aiy Vj. Sean A € Bp, cuerpoy el cuerpo de la pseudo-clausula asociada
con A e I una interpretacién 3-valuada. Entonces denotaremos el valor
de verdad bajo I de cuerpoa respecto A; y Vi con j =1,2,3y k=1,2
por, I; i (cuerpoa).

El siguiente resultado se obtiene de manera inmediata a partir de las
definiciones recién expuestas.

Proposicién 4.16. Sea P un programa, A € Bp e I € Ip3. Entonces
op(I)(A) = I1 1(cuerpoa), es decir, el valor de verdad asociado a A bajo
op(I) es el mismo dado por I 1(cuerpoy).
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Definiciéon 4.17. Sea P un programa. Para cualquier j = 1,2,3 y
k = 1,2 se define un operador ¢pjx : Ips — Ips por ¢p;i(I)(A) =
I p(cuerpoy).

La siguiente proposicién enumera las propiedades del operador
¢ p,jk—> donde usaremos la notacién de las interpretaciones 3-valuadas y
2-valuadas como conjuntos indicadores (1.3.2), y como subconjuntos de
Bp respectivamente.

Proposicién 4.18. Sean P un programa y J,K,I € Ip3. Entonces se
cumple lo siguiente.

1. ¢pjr es mondtono para cada j =1,2,3 yk=1,2.

2.8 1C JCK, entonces ppsr(l) C ¢por(J) C ¢p1k(K) con
k=12

3, ¢P,j,2(I) g (,Z5p7j71([) COTLj = 1,2,3.
4. ¢pj2(I)” =opja(I)".

Demostracion. (1) La prueba es completamente andloga a la realizada
en la Proposicién 2.34. (2) Apartir de las tablas de verdad exhibidas en
4.2.1 se tiene que Isi(cuerpos) C Jop(cuerpos) C Ky p(cuerpoy), lo
cual es suficiente para garantizar lo pedido. (3) Anélogo a (2). (4) Por
(3) es suficiente mostrar que ¢p;1(I)~ C ¢p 2(I)". Sea A € Bp tal
que I 1(cuerpoa) = I;1(\/,;c 4 cuerpo;) = f. Entonces I; 1 (cuerpo;) = £
para todo i. Por tanto, I;s(cuerpo;) = f para todo 4, de ahi que
I 2(cuerpos) = f, como se requerfa. O

La Proposiciéon anterior exhibe que los operadores estan encajados,
en particular, para cada a ordinal y todo j, k se cumple lo siguiente:

opr3r T aCopor TaCopirla,

opj2TaCoép,ita

También podemos relacionar ¢p con el operador consecuencia inmediata
2-valuado, Tp, y de este modo extender la Proposicion 2.44 como sigue.

Lema 4.19. Sean P un programa, I € Ips y K € Ips tal que
K* C I C Bp\ K~. Entonces, ¢p(K)* C Tp(I) C B, \ ¢p(K)~.
Ademds, si Kt = I = Bp \ K, es decir K es total, entonces
op(K)T =Tp(I) = B, \ ¢p(K)".

Demostracion. Sea A € ¢p(K)*t, entonces existe A tal que A <
Ay,...,Ag,,—B1,...,mBy, € Base(P) con A; € KT y B; € K~ para
todoi=1,...,k1 yj=1,...,ks. Por hipdtesis se tiene que para estos
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valores de i y j, A; € I 'y B; ¢ I. Por tanto, A € Tp(I). Para la
segunda inclusién mostremos que ¢p(K)~ C Bp\Tp(I), lo cual se trata
de manera similar a lo mostrado en la primera inclusién, por tanto se
omite su prueba. Por dltimo, de la Proposicién 2.44 se tiene la afirmacién
adicional y con ello se concluye la prueba. O

El siguiente Corolario se sigue de manera inmedita a partir del
resultado anterior, el cual exhibe la relacién que existe entre el operador
¢, el operador Tp y la convergencia en Q.

Corolario 4.20. Sean I,, = TE(I) para algin I € Ipy y K,, = ¢p T n.
Entonces, para todo n € N se tiene que K,T CI,CBp\K,.

El siguiente resultado es una consecuencia directa del Lema 4.19.

Proposicién 4.21. Sean P un programa y (IT,17) = I € Ip3
interpretacién total. Entonces, I = ¢p(I) si, y solo si, IT = Tp(IT).
Mds atin, si ¢p tiene un iunico punto fijo total M, entonces M™T es el
unico punto fijo de Tp.

Demostracion. (=)Sea I un punto fijo de ¢p. Entonces [T C [T C
Bp\ I~ y por el Lema 4.19 tenemos que [T = ¢p(I)T C Tp(I+) C Bp\
¢p(I)- =Bp\ I~ =1I".(«) Sea I'™ un punto fijo de Tp. Por el Lema
4.19, tenemos que ¢p(I)+ = Tp([+) =Jt = Bp \ I~ =Bp \ qbp([)_.
Por tanto, ¢pp(I)T =1y ¢pp(I)" =1". O

La convergencia sobre iteraciones respecto a la topologia de “Cantor”
finalmente se puede describir como sigue.

Proposicién 4.22. Sea P un programa y supongamos que M = ¢p T w
es total. Entonces, Tp(0) converge a M en Q y M™ es el tinico modelo
soportado, Mp, para P.

Demostracion. Usando la notacién del Corolario 4.20, tenemos que
Mt =K}y M~ =K, . Como M es total, de las Proposiciones
3.34 y 4.21 tenemos que M T es el limite de la sucesién I, en Q. De la
totalidad de M se infiere que este es el tnico punto fijo de ¢p. Por lo
tanto M = (M, M ™), de ahi que M es el tinico punto fijo de Tp por
la Proposicion 4.21. O

Observacion 4.23. Notemos que la Proposicion 4.22 nos permite
utilizar el Teorema 3.55 de la siguiente manera. Sea P un programa
tal que ¢p T w es total, entonces TE(I) converge a ¢p T w en Q, para
cada I. Ademds, ¢op T w es el unico punto fijo de Tp. Luego, por el
Teorema 3.55 se puede hallar una métrica respecto a la cual Tp es una
contraccion. Sin embargo, esta métrica en general no coincide con la
métrica asociada a o, ultramétrica dislocada a partir del Teorema 4.15,

142



CAPIiTULO 4 SEMANTICA DE LOS MODELOS
SOPORTADOS
4.2. MODELOS SOPORTADOS 3-VALUADOS

respecto a la cual Tp una vez mads es una contraccion bajo la condicion
dada sobre P.

El siguiente Teorema es incluso mas fuerte que el resultado mostrado
en 4.22.

Teorema 4.24. Sean P un programa, j € {1,2,3} y k € {1,2}.
Supongase que M = ¢pjr T a es total para algin ordinal . Entonces
M es el iinico modelo soportado 2-valuado para P. Mds ain, la sucesion
(¢pjk T a)p converge a M™T en la topologia de “Cantor”.

Demostracion. De las Proposiciones 4.18, 4.21 y por la totalidad de M,
se tiene que M ™ es un punto fijo de Tp. Por 1iltimo, la convergencia se
sigue de manera analoga a lo que se hizo en la Proposicién 4.22. O

Por los resultados exhibidos en lineas anteriores podemos extender
el estudio del operador de Fitting, realizado en el apartado 2.1.3, a los
operadores ¢p ; j introducidos en la Definicién 4.17. De esta manera tal
extension nos llevara al tratado, una vez mas, de las clases de programas
presentadas en 4.1.

4.2.2. Programas Aciclicos y Localmente
Jerarquicos

Presentaremos la condiciéon andloga a la Definicién 2.39, la cual
denominaremos como la condicién (F32) que se define a continuacién.

Definicién 4.25. Sean P wun programa, I € Ip3 un modelo para
P y 1l un I-mapeo parcial de mivel para P. Se dice que P satisface
(F32) respecto a I y I, si para cada A € dom(l) y para toda cldusula
A+ Ly,...,L, € Base(P) se tiene que L; € dom(l) y I(A) > I(L;),
para todo i =1,...,n(%). Y, ademds, para cada A € dom(l) se satisface
una de las siguientes condiciones.

(F1) A € I y existe A < L1,...,L, € Base(P) tal que L; € I y
I(A) > I(L;), para todoi=1,...,n.

(F) —A € I y para cada A < Ly,...,L, € Base(P) existe i con

Las condiciones (Fy) y (Fz) son “idénticas” a las definidas en 2.39. La
diferencia que se puede notar entre aquella definicién y la establecida en
4.25, se encuentra claramente en la condicién adicional que denominamos
(*). Asi, considerando lo anterior, se establece el siguiente Teorema cuya
prueba es aniloga a la presentada en el Teorema 2.40, permitiendo
bosquejar la prueba y no entrar a detalle en ella.
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Teorema 4.26. Sean P un programa, M el minimo punto fijo del
operador ¢p3 2. Entonces, en el orden “knowledge” , M es el modelo
mdas grande entre todos los modelos 3-valuados I, para los cuales eziste
I un I-mapeo parcial de nivel para P tal que P satisface (F3a) respecto
al yl.

Demostracion. Sea Mp el minimo punto fijo del operador ¢psz2 ¥
definamos Ip el Mp-mapeo parcial de nivel como sigue: Ip(A) = a,
donde « es el minimo ordinal tal que A no se encuentra indefinido en
¢p 1 (a+ 1). La prueba consistird en demostrar los siguientes hechos.

1. P satisface (F52) respecto a M y Ip.

2. Si I es un modelo 3-valuado para P y [ es un I-mapeo parcial de
nivel tal que P satisface (F32) respecto a I y [, entonces I C Mp.

Como se comento antes de enunciar al Teorema, omitiremos los detalles
de la prueba. O

Corolario 4.27. Sea P un programa. Entonces,

1. P es localmente jerarquico si, y solo si, ¢pg2 T o es total, para
algin ordinal .

2. P es aciclico si, y solo si, ¢p32 T w es total.

Demostracion. (1) (<) Sea P tal que ¢ps2 T « es total, para algin
ordinal «, entonces por el Teorema 4.26 y la Defincién 4.25 se tiene
que P es localmente jerarquico respecto al mapeo de nivel [p definido
como en la prueba del Teorema 4.26. (=) Sea P localmente jerarquico
con mapeo de nivel [. Entonces, por el Teorema 4.6, P tiene un tnico
modelo soportado M, es decir, M es el unico punto fijo del operador
Tp. Veamos que P satisface (F32) respecto a I = M U—(Bp\a) y . Es
suficiente mostrar que para cada A € Bp, las condiciones (Fy) y (F3) se
satisfacen respecto a I, lo cual se sigue de manera inmediata a partir del
hecho que M es un punto fijo de Tp y P es l-jerarquico. (2) El argumento
es analogo al anterior y por ello serd omitido. O

4.2.3. Programas Aceptables

El estudio realizado en la seccién anterior ahora nos lleva al tratado de
los denominados programas aceptables realizando breves modificaciones.
Sean P un programa, I € Ip3 y | un I-mapeo parcial de nivel, diremos
que una cldusula A < Ly,...,L, es k-segura (respecto a I y [) si
Ly,...,L, € Ty l(A) > I(L;) para todo i = 1,...,n o =Ly € I,
Ly,...,Lx_1 € I yl(A) > I(L;) para todo i = 1,..., k. La nocién recién
definida generaliza lo establecido en la Definiciéon 4.8 en el siguiente
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sentido: un programa P es aceptable respecto a algin w-mapeo de nivel
l'y alguna interpretacion I € Ip s si, y solo si, I es un modelo para P cuya
restriccién a los simbolos predicados en Negp es un modelo soportado
para P~ y para cada cldusula en Base(P), existe k tal que la cldusula
es k-segura (respecto a I U—(Bp\I)y ).

Definicién 4.28. Sean P un programa, I un modelo para P y 1 un I-
mapeo parcial de nivel para P. Se dice que P satisface (Fas) respecto a
I yl, si para cada A € dom(l) y para toda cldusula A < Lq,..., L, €
Base(P) eziste k tal que la cldusula es k-segura. Y, ademds, para cada
A € dom(l) se satisface una de las siguientes condiciones.

(Fi) A € I y existe A + Ly,...,L, € Base(P) tal que L; € T y
I(A) > I(L;), para todoi=1,...,n.

(F,) —A € I y para cada A < Ly,...,L, € Base(P) existe i con
-L; el yl(A) > 1(L;).

La prueba del siguiente Teorema es analoga a la del Teorema 4.26,
por tanto serd omitida.

Teorema 4.29. Sean P un programa, M el minimo punto fijo del
operador ¢pa 2. Entonces, en el orden “knowledge” , M es el modelo
mds grande entre todos los modelos 3-valuados I, para los cuales existe
[ un I-mapeo parcial de nivel para P tal que P satisface (Faz) respecto
al yl.

Corolario 4.30. Sea P un programa. Entonces, P es aceptable si, y
solo si, pp22 T w es total.

Demostracion. (<)Sea P tal que ¢p22 T w es total. Del Teoreama 4.24
sabemos que P posee un tnico modelo soportado cuya restriccién a los
simbolos predicados en Neg*? es un modelo soportado para P~. Sin
ninguna deficultad se puede verificar que P es aceptable apartir del
Teoerema 4.26 y la Definicién 4.25. (=) Andloga a la prueba presentada
en el Corolaraio 4.27. O

4.2.4. Programas ¢*-Accesibles

Iniciaremos dando la Definicién andloga a la presentada en 4.25 para
programas ¢*-accesibles.

Definicién 4.31. Sean P un programa, I un modelo para P y 1l un I-
mapeo parcial de nivel para P. Se dice que P satisface (F12) respecto a
I yl, si para cada A € dom(l) y para toda cliusula A < Lq,...,L, €
Base(P) una de las siguientes condiciones [(Fi2q) y (Fi2p)] se cumple.
Ademds, si A € I, debe existir al menos una clausula la cual satisfaga
(F12q) vy, si 7A€ 1, no existe cldusula que satisfaga (Fiaq).
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Fiaa. Li € I yl(A) > I(L;), para todo i =1,...,n.
Fiap. Existe i con —~L; € I yl(A) > I(L;).

Las pruebas de los siguientes resultados seran omitidas dado que estas
son analogas a las presentadas en 4.26 y 4.30, respectivamente.

Teorema 4.32. Sean P un programa y M el minimo punto fijo del
operador ¢p1 2. Entonces, en el orden “knowledge” , M es el modelo
mds grande entre todos los modelos 3-valuados I, para los cuales existe
I un I-mapeo parcial de nivel para P tal que P satisface (F2) respecto
al yl.

Corolario 4.33. Sea P un programa. Entonces, P es ¢*-accesible si, y
solo si, ¢p12 T o es total, para algin ordinal c.

Por ultimo, para los programas ¢-Accesibles nos abstendremos de
presentar los resultados dado que estos ya fueron obtenidos en 4.2.4.
Solo habremos de notar que el Teorema 4.32 encuentra su andlogo en el
Teorema 2.40 y el Corolario 4.33 puede hallarse en la Definicién 4.13.

4.3. Una Relacion entre Programas Loégicos

Principales clases de programas discutidas en este trabajo.

Aciclico De finite
Aceptable L.Jerarquico Estrati ficado Te §—C.
|
¢* — Accesible L.Estratific.
|
¢ — Accesible D.Estratific.
l
D.Unica M.Total B — F—= N, Estables U.

Figura 4.1: Diagrama entre clases.

En esta seccién presentaremos un panorama de la relacién que existe
entre las clases de programas logicos discutidas hasta el momento que se
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muestra en el siguiente diagrama (4.1) donde las flechas indican inclusién
de clases. Las relaciones presentes en la Figura 4.1 se deducen de los
resultados presentados en el Capitulo 2 y en la seccién 4.2. Obsérvese
que la Scott-Continuidad del operador de un solo paso para programas
definite se sigue del Teorema 2.13°.

4.4. Operador Consecuencia y Operador
Estilo Fitting

Cerraremos esta seccion estudiando algunas extensiones naturales
que daremos de algunos resultados vistos en secciones anteriores. Tales
extensiones las obtendremos mediante la implementacién de un operador
semantico mas general, T, modelado sobre el operador de Fitting, el
cual a su vez estard definido sobre una légica abstracta finita 7. Dichos
operadores serdn llamados “operadores consecuencia”'’, donde un
caso particular, y de interes para este trabajo, es el operador que
denominaremos “operador estilo Fitting”. Por tanto, como objetivo
principal tenemos el de estudiar la continuidad de aquellos operadores
consecuencia definidos en la topologia de “Cantor”.

Ahora, consideremos la notacién y observaciones que seran de ayuda
para el desarrollo de esta seccién. T denotard un conjunto finito de
valores de verdad {t1,...,t,} donde tal conjunto contiene al menos dos
valores distinguidos, digamos t; y t,, los cuales seran considerados como
los valores de verdad que identificaremos como “falso” y “verdadero”,
respectivamente. Supondremos que se tienen las tablas de verdad para
los conectivos usuales (V, A, + y —). Ahora, dado un programa normal
P se tiene que Ip,, denota al conjunto de todas las funciones [ : Bp — T,
donde omitiremos n en Ip,, si el contexto en que se trabaja es claro,
es decir, Ip, = Ip. Como es usual, cualquier interpretacién I puede
extenderse, usando las tablas de verdad, para dar un valor de verdad
en 7T a cualquier formula en el leguaje base £ de P. Asumiremos en
esta seccién, como se hizo anteriormente, que el lenguaje base £ de P
contiene al menos un simbolo funcional y por tanto Bp es numerable.
Finalmente, dotaremos a Ip, con la topologia de “Cantor” () estudiada
en el capitulo 3. Como recordatorio de las propiedades para ), podemos
revisar el Teorema 3.33 y la Proposicién 3.38.

Asi, por todo lo establecido en el péarrafo anterior, podemos definir
el operador consecuencia como sigue.

9Los cuales fueron llamados ordenes continuos.
10Véase [36].

147



CAPI{TULO 4 SEMANTICA DE LOS MODELOS
SOPORTADOS

4.4. OPERADOR CONSECUENCIA Y OPERADOR ESTILO
FITTING

Definicién 4.34. Sea P un programa normal y T un operador sobre
Ip. T es llamado un operador consecuencia para P, si para cada
I € Ip se cumple lo siguiente: para cada A <+ cuerpo € Base(P), donde
digamos que T(I)(A) = t; y I(cuerpo) = t;, entonces se tiene que t; < t;
es verdadero, en otras palabras, que la tabla de verdad para < mantiene
el valor de verdad t,,.

Teorema 4.35. Sea P un programa normal. Si T es un operador
consecuencia para Py para cualquier I € Ip se tiene que T™(I) converge
a M en @, para algin M € Ip, entonces M es un modelo para P, es
decir, para cada C € Base(P): M(C) = t,. Mds ain, si T es continuo,
entonces se tiene que M es un punto fijo de T.

Demostracion. Supongamos que A € Bp y M(A) = t; para
algun i. Sea A <+ Aj,...,A,,—Bi1,...,—B;. Entonces, de la
hipétesis se deduce que para cada B € DBp eventualmente
T™(I)(B) coincide con M(B). Por tanto, existe k tal que
T(T*(I))(A) = t;. Supongamos que M(Ay,..., A, ~By,...,~B)) =
t;. Tomando la sucesién T*(I) y por la propiedad establecida en
la hipétesis aplicada a cada uno de los béasicos que aparecen en
el conjuntando Ai,..., A, B1,..., B, tenemos que eventualmente
Tk(l)(Al,...7Am,ﬁBl,...,ﬁBl) :M(Al,...7Am,ﬁBl,...7ﬁBl) =t;.
Como T es un operador consecuencia, tenemos que T(T*(I))(A) +
TH(I)(Aq,...,Apm,—By,...,~B;) toma el valor t,. Asi, M(A <«

Ai,..., Ay, —B1,...,B)) = t,. Finalmente, si T es continuo, entonces
M = HmT"H(I) = THmT"(I)) = T(M). Por tanto, M es un punto
fijo de T'. O

De manera intuitiva podemos decir que el operador consecuencia
propaga el valor de verdad a través de los simbolos de implicacién
que ocurren en el programa. Desde este enfoque nos gustaria que tal
propagacién dependiera tnicamente sobre los cuerpos de las clausulas
relevantes. Por tanto, se introduce la siguiente definicién con base en
esta idea.

Definicién 4.36. Sean P un programa normal y A € Bp. Denotamos
por B4 al conjunto de todos los dtomos que aparecen en los cuerpos de
las cldusulas en Base(P) cuya cabeza de tales cldusulas sea A. Ast, un
operador consecuencia T serd llamado (P)-local si para cada A € Bp y

cualesquiera dos interpretaciones I, K € Ip, las cuales coinciden sobre
todos los dtomos en Ba, se tiene que T(I)(A) = T(K)(A).

Como se expreso en un principio deseamos estudiar la continuidad del
operador consecuencia local en ), para lo cual serd necesaria la siguiente
definicién.
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Definicién 4.37. Sean P un programa normal, C' € Base(P) y A € Bp
tal que A coincide con la cabeza de C. Entonces se define lo siguiente.

= C se dice de tipo finito relativo a A si C tiene unicamente una
cantidad finita de instancias bdsicas con cabeza A distintas.

= P se dice de tipo finito relativo a A si cada clausula en P es de
tipo finito relativo a A, es decir, el conjunto de todas las cldusulas
en Base(P) con cabeza A es un conjunto finito.

= P se dice que es de tipo finito si P es de tipo finito relativo a A,
para cada A € Bp.

Proposicién 4.38. Sean P un programa normal de tipo finito y T un
operador consecuencia local para P. Entonces T es continuo en Q.

Demostracion. Sean I € Ip y G3 = G(A,t;) es una vecindad subbésica
de T'(I) en @ (véase 3.1.2 para notacién). Como P es de tipo finito,
el conjunto B es finito. Asi, se define G1 = (\pcp, G(B,1(B)), donde
cada elemento de la interseccién finita es un abierto y por ello G es un
abierto. Luego, dado que cada K € (G; coincide con I sobre B4 y como
T es local, se tiene que T(K)(A) = T(I)(A) = t; para cada K € G;. Por
tanto, T(G1) C G2 y de ahf que T es continuo en Q. O

Ahora, si P no es de tipo finito nos gustaria poder asegurar mediante
alguna otra propiedad de P que la interseccién (posiblemente infinita) de
elementos de la forma G(B, I(B)) es un abierto, de esta forma la prueba
en 4.38 nos llevaria a programas que no son de tipo finito pero que
satisfacen la propiedad que se planted en un inicio. Alternativamente,
nos gustarfa omitir intersecciones infinitas de estos elementos mediante
condiciones las cuales nos aseguren considerar tinicamente intersecciones
finitas. Por tanto, una manera de hacerlo es mediante la siguiente
Definicion.

Definicién 4.39. Sean P un programa y T un operador consecuencia
sobre Ip.

= Se dice que T es (P)-localmente finito para A € Bp y I € Ip si
existe un subconjunto finito S = S(A,I) C Ba tal que T(J)(A) =
T(I)(A) para todo J € Ip con J|s = I|s.

= Se dice que T es (P)-localmente finito si T es localmente finito
para A € Bp y todo I € Ip.

Es claro que cualquier operador consecuencia localmente finito es
local. El reciproco se cumple si P es de tipo finito y notando que para
este tipo de programas 34 es un conjunto finito para cualquier A € Bp.
Sin embargo, un resultado més fuerte puede ser demostrado que se da a
continuacion.
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Teorema 4.40. Un operador consecuencia local T es localmente finito
para todo A € Bp y algin I € Ip si, y solo si, T es continuo en I
respecto a Q).

Demostracion. (=) Prueba andloga a 4.38. (<) Sea A € Bp. Entonces
Gy = G(A,T(I)(A)) es una vecindad subbdsica abierta de T(I).
Por la continuidad de T, existe una vecindad abierta béasica G; =
G(B1,I(B1)) N -+ NG(Bg,I(Bg)) de I con T(G1) € Gs. Es decir,
T(J)(A) = T(I)(A) para cada J € (\geq G(B,I(B)), donde §' =
{Bi,...,Br}. Como T es local, los valores de T(J)(A) dependen
tnicamente sobre los valores J(A) de los dtomos A € B4. Asi, si tomamos
el conjunto S = S N By, entonces T(J)(A) = T(I)(A) para todo
J € Npeg (B, 1(B)). Por tanto, T' es localmente finito para A e I.
Como A fue tomado arbitrario, tenemos que T es localmente finito para
Iy todo A € Bp. O

Ahora estudiaremos un caso particular del operador consecuencia, el
cual llamaremos operador estilo Fitting donde, como en el caso general,
estudiaremos su continuidad en Q.

Definicién 4.41. Sea P un programa. Definase el mapeo Fp : Ip, —
Ip,, relativo a una ldgica (adecuada) dada con n wvalores de verdad
mediante Fp(I) = J, donde para cada A € Bp, J(A) = I(\/C;) de
tal manera que \/ C; es el cuerpo de la pseudo-cldusula A < \/ C;.

A los operadores que satisfacen la Definicion anterior seran llamados
operadores Estilo Fitting o Fp-operador. De ahora en adelante
supondremos que se satisface la siguiente condicién débil para las
cldusulas del programa. Supondremos que t; < t; evalia al valor
de verdad “true”para cada j respecto a la ldgica base que se esté
considerando. Por lo anterior se obtiene de manera inmediata que cada
operador estilo-Fitting es un operador consecuencia local. Obsérvese que,
si se considera la légica clasica (2-valuada), entonces el correspondiente
operador estilo-Fitting es el operador conseciencia inmediata (un solo
paso) Tp con P un programa cualquiera. Asi, si Tp(I)(A) = t,
entonces existe A < cuerpo € Base(P) tal que I(cuerpo) = t y, por
tanto, obtenemos que Tp(J)(A) = t siempre que J(cuerpo) = t. Las
observaciones hechas respecto a los cuerpos de las clausulas, donde se
establecié que estos son conjunciones finitas, nos permite obtener el
siguiente Lema de manera inmediata y del cual se omite su prueba.

Lema 4.42. Sean P un programa, A € Bp eI € Ips. Si Tp(I)(A)t,
entonces Tp es localmente finito para A e I. Mds ain, Tp es continuo
en I si, y solo si, Tp es localmente finito para todo A con Tp(I)(A) =f.
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Notemos lo siguiente, el cuerpo de una pseudo-cldusula con cabeza
A, digamos \/ C;, es falsa en la 1dgica cldsica si, y solo si, todo C; es
falso. Si suponemos que Tp es localmente finito para A e I, entonces
debe existir un subconjunto finito S C B4 tal que cualquier J € Ip, el
cual coincida con I sobre S , haga que a todos los C; se les asigne el
valor de verdad “falso”. Reciprocamente si S C B4 es un subconjunto
finito tal que cualquier J € Ip, el cual coincide con I sobre S, haga a
todos los C; “falso”, entonces T es localmente finito para A e I. En otras
palabras se tiene el siguiente resultado.

Proposiciéon 4.43. Sean P un programa e I € Ip. Entonces Tp es
continuo en I respecto a Q si, y solo si, siempre que Tp(I)(A) = £,
entonces se tiene que no existe clausula con cabeza A o existe un conjunto
finito S(I,A) = {Ay,...,Ax,B1,...,Bn} C Bp con las siguientes
propiedades.

» [(A;)) =t yI(B;)=f para todoi yj.

» Para cada cldusula A < cuerpo € Base(P) al menos —A; o Bj
ocurren en el cuerpo de la cldusula.

Notemos que resultados andlogos al Lema 4.42 y a la Proposiciéon
4.43, se pueden establecer al considerar la logica 3-valuada fuerte de
Kleene.

Finalmente, exhibiremos una generalizacién del Teorema 4.6 sobre
programas aciclicos. Para ello, consideremos a P un programa aciclico
con mapeo de nivel [ y T un operador consecuencia local para P.
Definamos el mapeo d : Ip X Ip — R por d(I,J) = 27", donde n es
el minimo natural tal que I y J difieren sobre algin atomo A de nivel
n, es decir, [(A) = n. Por tanto, de las Proposiciones 3.64 y 4.4 se sigue
que d es una ultramétrica completa sobre Ip, lo cual se puede mostrar
sin ninguna dificultad.

Proposicion 4.44. FEstableciendo como hipdtesis lo mencionado en el
parrafo anterior se tiene que, cualquier operador consecuencia local T es
una contraccion respecto a d.

Demostracion. Sean I,J € Ip y Supongamos que d(I,J) = 27"
Entonces, I y J coinciden sobre todos los 4tomos de nivel menor que n.
Sea A € Bp con I(A) = n, entonces al ser P aciclico se tiene que todos
los dtomos en el cuerpo de la pseudo-clausula con cabeza A tienen nivel
menor que n. Y, por la localidad de T, se tiene que T'(I)(A4) = T(J)(A).
Por tanto, d(T'(I),T(J)) < 2=+ =2=1 . 4(I,.J). O

Teorema 4.45. Sean P wun programa aciclico y T un operador
consecuencia local para P. Entonces, para cualquier I € Ip, se tiene
que T™(I) converge al unico punto fijo de T respecto a Q.
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Demostracion. Por lo mencionado en un parrafo anterior se infiere que
d es una métrica completa, asi podemos aplicar la Proposicion 4.44 y el
Teorema contractivo de Banach. Por tanto, se tiene la convergencia de
T™(I) a M (punto fijo de T') respecto a (. Por la Definicién de d, la
convergencia de la sucesién de valuaciones T™(I) a M es puntual y, por
tanto, esta sucesiéon también converge respecto a Q. O

4.5. Revision Semantica de los Modelos
Estables y Perfectos

La semaéntica de modelos estables resulta ser una de las cuales
recibe mas atenciéon en estos dias, es por esto que algunas de las
implementaciones méas populares sobre los sistemas de razonamiento
no mondtono estan basadas en este tipo de seméantica. En esta seccién
presentaremos medios para interpretar los resultados sobre la seméantica
de modelos soportados a la seméantica de modelos estables. Lo cual se
hard mediante lo que llamamos la completacion del punto fijo de un
programa, esta construccién nos permitird trabajar, casi sin ningun
esfuerzo, varios resultados sobre la seméantica de modelos estables.
Por dltimo, se discutirdan algunas observaciones adicionales sobre la
estratificacion y la seméantica de modelos perfectos.

4.5.1. La Completacién del Punto Fijo

De manera superficial podemos decir que la completacién del punto-
fijo es una transformacién del programa, la cual estd basada en la
nocién de despliegue, lo cual podemos entender por, reemplazar los
atomos A que ocurren en el “cuerpo” de una cldusula por el “cuerpo”
de otra cldusula cuya cabeza sea A. Béasicamente, la completacion de
un programa es obtenida mediante la realizacién de un despliegue a
través de todos los dtomos positivos que ocurren en los “cuerpos” de
las clausulas del programa dado, sin tener en cuenta a las clausulas
que después del proceso aiin posean atomos positivos en sus respectivos
“cuerpos”. Formalmente podemos describir este proceso en la siguiente
definicién.

Definicién 4.46. Una cuasi-interpretacion'' es un conjunto de
cldusulas de la forma A < —By,...,— By, donde A y B; son dtomos
bdsicos para cada i € {1,...,m}.

Definicién 4.47. Sea P un programa y @ una cuasi-interpretacion. Se
define a Tp(Q), la cuasi-interpretacion, como el conjunto de todas las

1 Nocién tomada de [17].
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clausulas de la forma A < cuerpos, ..., cuerpo,,—B1,...,= By, para las
cuales existe una cldusula A < Aq,...,A,,~By,...,—B,, € Base(P) y

cldusulas Ay < cuerpo; € Q, para todoi=1,...,n.

Notemos que los casos n = 0y m = 0, en la Definicién 4.47, estan
bien definidos. También, sin ninguna dificultad, se puede probar que el
conjunto de todas las cuasi-interpretaciones es un “cpo” respecto a la
inclusién de conjuntos, obteniendo el siguiente resultado.

Proposicién 4.48. Sea P un programa. Entonces, el operador Tp es
Scott-continuo sobre el conjunto de todas las cuasi-interpretaciones.

Demostracion. Habremos de mostrar dos cosas.

1. T} es mondtono.

2. Dada Q = {Qx | A € A} familia dirigida indexada de cuasi-
interpretaciones y, considerando que @ = | |Q = |J Q, entonces
Tp(Q) =UTp(Q).

(1) Sean S C R cuasi-interpretaciones y A < cuerpo € Tp(S). Si

A + cuerpo resulta del despliegue de alguna clausula A < cuerpog en P
con algunas clausulas B; < cuerpo; en S. Entonces, B; « cuerpo; estan
en R para todo i y por la existencia de la clausula A < cuerpog en P,
tenemos que A < cuerpo se encuentra en T'p(R). Si A < cuerpo € Th(S)
no resulta de algtin despliegue, entonces esta clausula ya se encuentra
contenida en P y, por ello que, ya se encuentra en Th(R). Por todo lo
anterior, T es mondtono.

(2) Dado que el orden a considerar es la inclusién de conjuntos

y Tp es monétono, se infiere que ThH(Q) es un conjunto dirigido. En
base a resultados posteriores a la Definicion A.12, solo resta probar
que Tp(Q) C UTH(Q). Supongamos que A < cuerpo € ThH(Q). Si
estd cldusula no resulta de algiin despliegue, entonces como en (1) se
concluye que también pertenece a Th(Q). Si A < cuerpo resulta de
algtiin despliegue, digamos A <+ cuerpog en P con B; < cuerpo; en Q.
Po ser Q dirigida e indexada, tenemos que existe A tal que para todo 1,
B; < cuerpo; se encuentran en Q. Por tanto, A < cuerpo € Tp(Qx) C
Tp(Q), finalizando la prueba. O

Definicién 4.49. Sea P un programa. Definimos la completacion del
puntofijo de P, fix(P), como fix(P)=Tp T w.

Ejemplo 4.50. Consideremos el programa del Ejemplo 2.28, de donde
podemos obtener sin ninguna dificultad lo siguiente.

Thweety2 TO=0,

T}weﬂtﬂ 1T 1= {pingiino(tweety)<—, ave(bob)+},

T}wﬁﬁtﬁ 2= T’}'wcctyZ 11U {vuela(bob)s— —pingiino(bodb), ave(tweety)<},

Té’weety2 +3= T%weety2 12U {vuela(tweety)<— —pingiino (tweety)},

fiz(tweey2) = Tt ooty T 3-
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La importancia de lo que denominamos la completacion del punto fijo
se encuentra en que los modelos estables de un programa dado P, son
los modelos soportados de fiz(P). Més ain, se puede probar el siguiente
resultado.

Teorema 4.51. Sea P un programa e I € Ipy. Entonces se tiene que
GLp(I) = Tigpy(I).
Demostracion.

» Veamos que GLp(I) C Ty;ppy(I), para ello mostremos que para
cada A € GLp(I), existe una cldusula en fixz(P) con cabeza A
cuyo cuerpo estd en I. Dicha tarea lo haremos por induccién sobre
las potencias de Tp/;(Recordemos que GLp(I) = Tp;; T w). Para
el caso base (Tp;; 1 0 = 0)) no hay nada que probar. Supongamos
que para cada A € Tp/; T n existe una cldusula en fiz(P) con
cabeza A cuyo cuerpo estd en I. Para A € Tp;; T (n + 1),
existe A < Aj,...,A, en P/I tal que A; € Tp;; T n para

cada ¢ = 1,...,n. Por tanto, de la construccién de P/I existe
A+ Ai,...,A,,-B1,...,mB,, € Base(P) con B; ¢ I, para
cada 7 = 1...,m. Por hipdtesis de induccién, tenemos que para

cada i, existe A; « cuerpo; en fixz(P) con I |= cuerpo;. Por
tanto, A; € Tyip(py(I). Asi, por la definicién de T, la clausula
A « cuerpoy, ..., cuerpo,, By, ..., 7B, estd en fiz(P). Como
I |= cuerpo; y Bj ¢ I, se tiene que A € Tyypy(I). Por tanto,
GLp(I) € Tyia(p)(I)-

= Ahora probemos que T;,(py(I) € GLp(I). Dado A € Ty (1),
mostremos mediante induccién sobre k que Tr,1x(I) € GLp(I).
Para el caso base, una vez ma&s, no hay nada que probar.
Supongamos que Try4x(I) € GLp(I) para algin k € N
y sea A € TTH(,CH)(I) \ Try1x(I). Entonces, existe A <«

cuerpoy, . .., cuerpon, =B, ..., By en Ty 4441y (1) cuyo cuerpo
es cierto en I. Asi, B; ¢ I para todo j = 1,...,m y para cada
i=1,...,n, existe A; < cuerpo; en Tp 1 k(I) con I = cuerpo;.

Por tanto, A; € Tr4(I) € GLp(I). Ademds, por la definicién
de Tp, existe A < Ay,...,A,,—By,...,7B,, € Base(P)y, dado
que, B; ¢ I, se tiene que A + Ay,...,A, € P/I. Luego, ya
sabemos que A; € GLp(I) para cada i, de ahi que A € GLp(I).
Por todo lo anterior se tiene que, T/ 1x11)({) € GLp(I). Por
tanto, Tsippy(I) € GLp(I).

O

El siguiente Corolario es inmediato a partir de la Definicién
anterior(4.51).
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Corolario 4.52. Sea P un programa. Entonces M es un modelo estable
de P si, y solo si, M es un modelo soportado de fix(P).

4.5.2. Semantica de Modelos Estables

En esta seccion habremos de resaltar la importancia del Teorema 4.51
dado que, tal resultado nos permite trasladar los resultados obtenidos
sobre el operador de un solo paso y la semantica de modelos soportados
hacia el operador de Gelfond-Lifschitz y la semdntica de modelos
estables, respectivamente. Comenzaremos con la siguiente proposicion,
la cual sera de relevancia para dar una caracterizacién de la continuidad
del operador GLp en Q.

Proposicion 4.53. Sean P un programa definite, A € Bp y n € N.
Entonces A € Tp 1 n si, y solo si, A < es una cldusula en Tp T n.

Demostracion. (=) Sea A € Tp 1 para algin n € N. Probaremos por
induccién sobre n lo pedido. Si n = 1 no hay nada que mostrar. Sin > 1,
entonces existe A « cuerpo € Base(P) tal que todos los dtomos B;, en
el cuerpo, estdn contenidos en Tp 1 (n — 1). Y, por hipdtesis inductiva,
existen B; < en Tp 1T (n — 1). El despliegue de estas cldusulas con
A <+ cuerpo muestra que A < también estd contenida en Th T n. (<)
Supongamos que existe A < en Th 1 n. Una vez mds probemos por
induccién lo solicitado. El caso base es inmediato. Ahora, supongamos
que n > 1, entonces existe A < Ay,...,A,, € Base(P) y cldusulas
A; < en Tp T (n — 1). Por la hipétesis de induccién tenemos que
A; € Tp 1 (n — 1) para cada i. Por tanto, A € Tp T n. O

Observacion 4.54. Por el Teorema 4.43, Teoreama 4.51 y observando
que no ocurren dtomos positivos en el cuerpo de la transformada del
programa fix(P), tenemos el siguiente resultado. GLp es continuo en
I si, y solo si, siempre que GLp(I)(A) = f, entonces ya sea que no
exista cldusula con cabeza A en fix(P) o exista un conjunto finito
S(I,A) = {A1,...,Ax} C Bp tal que I(A;) = t para todo i y para
cada clausula A < cuerpo € Base(P) al menos un elemento de la forma
—A; ocurre en cuerpo.

Sea P un programa, luego sabemos por el Teorema 4.51 que GLp es
continuo en algin I € Ip respecto a @) si'y solo si T, (py es continuo en
I. Lo cual da lugar al siguiente Teorema.

Teorema 4.55. Sean P un programa e I € Ip. Entonces GLp es
continuo en I respecto a Q si, y solo si, siempre que GLp(I)(A) = £,
entonces ya sea que no exista cldusula con cabeza A en Base(P) o exista
un congunto finito S(I,A) = {A1,...,Ar} C Bp tal que I(4;) =t para
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todo i y para cada cldusula A < cuerpo € Base(P) al menos —A; o B
con GLp(I)(B) = £, ocurre en el cuerpo.

Demostracion. (=) Sea P tal que GLp es continuo en 1.

= Si no existe clasusula con cabeza A en Base(P) no hay nada que
mostrar.

= Supongamos que existe una cldusula en Base(P) con cabeza A.
Entonces, existe un conjunto finito S(I,A4) = {4;,...,m} C Bp
tal que I(4;) = t paratodoi =1,...,m y para cada cldusula A +
cuerpo en fix(P) al menos un —A; ocurren en el cuerpo. Ahora,
sea A + By,...,Bp,Cq,...,mCy € Base(P) y consideremos
falso que —A; ocurren el cuerpo. Mostremos que existe algin B; €
cuerpo con GLp(I)(B;) = f. Supongamos que GLp(I)(B;) =t
para todo 4, entonces para cada B;, se tiene que B; € GLp(I) =
Tp;; T w. Como en la prueba de la Proposicién 4.53, concluimos
que existe una cldusula C = A < —=Dq,...,~D,,—~C4,...,~Cy en
fiz(P) con D; ¢ I paratodo j =1,...,n. Como C estd contenidad
en fiz(P), se tiene que algin dtomo del conjunto S(I, A) debe
ocurrir en su cuerpo. Lo cual no puede ocurrir para algin Dj
porque I(D;) = f para todo j. Analogamente, no puede ocurrir
para C; por hipétesis. Es decir, se tiene una contradiccién y por
tanto se tiene el resultado.

(<) Sea P tal que la condicién sobre GLp en el enucniado del Teorema
se cumple. Una vez mas haremos uso de la observaciéon hecha antes de
enunciar el Teorema. Sea A € Bp con GLp(I)(A) =f.

= Si no existe cldusula en fiz(P) con cabeza A , entonces no hay
nada que probar.

= Si existe cldusula con cabeza A en fiz(P), entonces existe clausula
con cabeza A en P y, por hipétesis, existe un conjunto finito
S(I,A) = {A1,...,A,} C Bp tal que I(A;) = t para todo i =
1,...,m. Ademds, para cada cldusula A + cuerpo € Base(P) al
menos un —A; o algin B con GLp(I)(B) = f, ocurre en el cuerpo.
Ahora, dada una cldusula A <~ =By, ..., =B, en fiz(P) =Tp T w.
Entonces, existe k € N con A - =By,...,~B, contenida en 7% 1
k. Obsérvese que n = 0 no es posible dado que esto deberia implicar
que GLp(I)(A) = t, lo cual contradice la hipdtesis sobre A.
Para finalizar, mediante induccién sobre k, probaremos que algun
B;j € S(I,A). Si k=1, entonces A < —=By,...,B, € Base(P)y,
de ahif que, alguno de los B; pertenece a S(I, A). Si k > 1, entonces
existe una clausula A < Cy,...,Cy,—D1,...,—Dy € Base(P) y
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cldusulas C; < cuerpo; en Tp 1 (k — 1) las cuales despliegan a
la cldusula A < —By,...,~B,. Por hipbtesis tenemos dos casos,
que D; € S(I,A) para algin j, de donde ya no habria nada que
mostrar. Y, el otro caso es que GLp(I)(C;) = f para algin . En
este caso obtenemos que cuerpo; # () por un argumento similar al
empleado en la prueba de la Proposicién 4.53. Asi, por hipdtesis,
existe un atomo negado en cuerpo; y, de donde se infiere que este
atomo se encuentre en {By, ..., By, }. Por tanto, una vez més, uno
de los B; pertenece a S(I, A), finalizando la prueba.

O

El siguiente resultado es una variante del Teorema 4.35.

Teorema 4.56. Sea P un programa y supongase que GLp es continuo
de tal manera que la sucesion de interaciones, GLE(I) converge a algun
M € Ip respecto a Q. Entonces M es un modelo estable para P.

Demostracion. Por la continuidad de GLp se tiene que M es un punto
fijo de GLp, obteniendo asi el resultado. O

También podemos aprovechar nuestro conocimiento sobre la relaciéon
entre el operador de un solo paso y el de Fitting.

Proposicion 4.57. Sea P un programa y supdngase que M = ®;.py T
w es total. Entonces GL(0) converge a M en Q y M™ es el inico
modelo estable para P.

Demostracion. El resultado se obtiene como una consecuencia directa
del Teorema 4.51 y Proposicién 4.22. O

El enfoque basado en métricas también se traslada a nuestro presente
contexto, restringiendo nuestra discusién al siguiente Corolario del
Teorema 4.6.

Teorema 4.58. Sea P un programa localmente estratificado con su
correspondiente mapeo de mivel [. Entonces GLp es una contraccion
estricta respecto a d;. Ademds, si el codominio del es w, entonces GLp
es una contraccion respecto a d;. Mds aun, en ambos casos, GLp tiene
un unico punto fijo y por ello P tiene un unico modelo estable.

Demostracion. Si P es localmente estratificado respecto a [, entonces
fiz(P) es localmente jerarquico respecto a [. Asi, basta aplicar los
Teoremas 4.6 y 4.51 para tener los resultados. O
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4.5.3. Semantica de Modelos Perfectos

En esta seccién volveremos a tratar asuntos sobre la estratificacién de
un programa asi como la seméantica de modelos perfectos. En particular,
describiremos un método iterativo para obtener el modelo perfecto de
un programa localmente estratificado'?. Iniciaremos con una Definicién,
donde la idea detras de esta se encuentra en formalizar el concepto de
“cortar” a un nivel, digase n.

Definiciéon 4.59. Sean P un programa y | : Bp — v un mapeo de
niwel, donde v > 1. Para cada n con 0 < n <, sea P, que denota al
conjunto de todas las cldusulas en Base(P) para las cuales solo ocurren
dtomos A con l(A) < n y denotemos por L, al conjunto de todos los
datomos A de nivel menor que n. Definimos Ty : P(L,) — P(Ly) por
Ty (I) = Tp,,,(I). El mapeo T es llamado el operador consecuencia
inmediata restringido al nivel n.

Otra Definicién que serd relevante a través de esta seccién es la
siguiente.

Definicién 4.60. Sea P wun programa localmente estratificado y
l: Bp — v un mapeo de nivel, donde v > 1. Se construye la sucesion
transfinita, (In)ne, recursivamente como sigue.

» Para cada m € N, se define I, = T[’ﬁ”(@) y el conjunto
I =Unm=o I m)-

= Sin € v, conn > 1, es un ordinal sucesor, entonces para
cada m € N se define Ij ) = T[Zf](fn_l) y el conjunto I, =

ngo I[n)m] .

» Sin € es un ordinal limite, se define I, = |J
definimos Iip) = U, . I

nly "’

men Im- Finalmente

Ejemplo 4.61. Consideremos el programa(Tweety2) del Ejemplo 2.28,
donde I(p(X)) = 0, l(a(X)) 1 y l(v(X)) = 2 para todo
X € {tweety, bob}. Entonces obtenemos lo siguiente:

Iy ={p(tweety)}
I, =I; U {a(bob), a(tweety)}
Ig :IQ U {V(bOb)}

I[TweetyQ] =13

Ahora, presentamos el siguiente Lema donde para su prueba serd
conveniente la notaciéon I, ,,) = I, para todo m € N siempre que n sea

12V éase [59].
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un ordinal limite. Asi, en el inciso (2) del siguiente lema, toma sentido
para todo ordinal n. La prueba del siguiente Lema se realiza via induccién
transfinita y por esta razén omitiremos su prueba.

Lema 4.62. Sea P un programa el cual es localmente estratificado con
respecto al mapeo de nivel l : Bp — v, donde v > 1. Entonces se cumple
lo siguiente.

1. La sucesion (I,)ney es mondtona creciente en n.

2. Para cada n € v, donde n > 1, la sucesion (I, ,,)) es mondtona
creciente en m.

8. Para cadan €y conn > 1, Ty (In) = In.

4. Sea B € Bp. Sil(B) <nyB ¢ 1I,, entonces para cada m € ~y con
m > n se tiene que B & I, y, por ello que B ¢ Ijp). En particular,
sil(B) <n y B ¢ Iy, para algin m € N, entonces B & I, y,
por tanto, B ¢ I;p).

Demostracion. Véase [58] pag.454, Lemma 4.5. O

Se puede observar que la importancia del inciso (4) se tiene en el
control que se da sobre la negacién en el sentido que I41 es un modelo
soportado para Pj1). De la misma manera, vale la pena notar que la
sucesién mondtona creciente que se produce es obtenida a partir de un
operador no mondétono.

Corolario 4.63. Supongamos que las hipdtesis del Lema /.62 se
cumplen. Entonces se cumple lo siguiente.

1. Para cualesquiera ordinales n, m € N se tienen las siguientes
ecuaciones recursivas.

Iing1,0) =In,
It m1] =In U T (Ijnga,m))-

2. Si P es localmente jerarquico, entonces para cada ordinal n > 1,
se tiene que Ijyq1.m) = In UTpm)(Int1,m]), donde P(n) se define
como un subconjunto de Base(P) que consiste de aquellas cldusulas
cuya cabeza es de nivel “n”. Por tanto, las iteraciones se estabilizan
después de un paso.

Demostracion. Véase la Prueba de 4.62. O

El inciso (2) del Corolario 4.63 nos permite calcular de una manera
relativamente sencilla las iteraciones a ejecutar en el caso de programas
localmente jerarquicos.
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Teorema 4.64. Sea P un programa el cual es localmente estratificado
con respecto al mapeo de nivel | : Bp — 7. Entonces Ijp) es un modelo
soportado minimal para P.

Demostracion. Supongamos las hipétesis del Teorema. A partir de la
prueba del Lema 4.62 (Véase [55]) se tiene que I;p) es un modelos
soportado para P. Por tanto, solo resta mostrar que /|pj es minimal,
lo cual haremos probando la siguiente afirmacién mediante induccién
transfinita. “Si J C Ijp) y Tp(J) C J, entonces I,, C J para todo n € 7,
donde n > 17.

= Para el caso base, tenemos que T[l](J) C Tp(J) C J y, por ello
que J es un modelo para P;). Pero, por como se construyo, I es el
minimo modelo para Py;j dado que Py es definite (Véase prueba
del Lema 4.62). Por tanto, I; C J y la afirmacién se cumple para
n=1.

= Supongamos que la afirmacién se cumple para todo n < « con «
algtin elemento en v y donde o > 1. Veamos que la afirmacién se
cumple si n = a.

e Caso i. « es un ordinal sucesor, es decir, existe £k > 0

tal que @« = k + 1. Tenemos que I C .J. Mostremos
mediante induccién sobre m que Ijky1,, S J. En efecto,
si m = 0, tenemos que Iy, = Ix C J. Supongamos

que se cumple para algin mg > 0, Ijy1m, S J. Sea
A € Ik 1,mor0) = Tkt (T[Zlil] (Ix)). Entonces existe clatsula
A < Ay, Ak, 2By, 0B, € Py tal que A; €
T{,:il] (Ix) = Ijgy1,mo) Para todo i = 1,..., k1 y Bj & Ijii1,m]
paratodoj =1,...,l;. Perol(B;) < k para cada j. Aplicando
el Lema 4.62 inciso (4), vemos que no hay B; € J dado que
J C Iipy. Luego, como Ijg41,m, € J (hipdtesis), tenemos que
Aj; € J para cada i. Por lo tanto, A € Tj41)(J) € Tp(J) C J,
de lo cual se infiere que I[;11 m,+1) € J, como se requerfa.

e Caso ii. « es un ordinal limite. En este caso, I, = Un<7 I, e
I, C J para todo n < « (hipétesis). Por tanto, I, C J.
Esto finaliza la induccién y por tanto se tiene el resultado.
O

El Teorema anterior (4.64) puede fortalecerse si se pide que el ordinal
v, respecto al mapeo de nivel, sea contable teniendo como resultado que
Ipj es un modelo perfecto para P'%.

13Ta] resultado puede revisarse en [58], pag.460, Teorema 4.9.
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CAPI{TULO 4 SEMANTICA DE LOS MODELOS
SOPORTADOS

4.5. REVISION SEMANTICA DE LOS MODELOS ESTABLES Y
PERFECTOS

Ejemplo 4.65. Dado que los programas localmente estratificados son
generalizaciones de los programas localmente jerdrquicos, es claro que
cada programa localmente jerdrquico posee un unico modelo perfecto. Sin
embargo, esto no se cumple para los programas ¢*-accesibles. Para ello,
obsérvese el siguiente programa.
p < —q
q < r,P.

Este programa es ¢*-accesible (incluso es aceptable) con respecto al inico
modelo soportado M = {p}. Sin embargo, tomando I = {q} el cual
también es un modelo para este programa y, ademds, I es preferible(2.47)
a M, donde a su vez, M es preferible a I. Asi, P no tiene un modelo
perfecto.

Conclusiones

A lo largo de este trabajo se ha desarrollado un estudio seméntico
de la programacién légica desde una perspectiva basada en el estudio de
algunos operadores via sus puntos fijos, cubriendo una gran cantidad de
material que se encuentra en otras areas ubicadas fuera del campo de la
programacién légica. Ademaés, como se pudo observar en este trabajo,
el enfoque usual del andlisis seméantico de los programas légicos falla
cuando la semantica es expresada mediante puntos fijos de operadores
los cuales no son monétonos en general. Por tanto, se opté por el estudio
y desarrollo de métodos para este tipo de situaciones logrando ampliar
el alcance de aplicaciéon de la seméntica dada a través de puntos fijos.
De esta manera, una gran parte del trabajo presentado, fue manejado
por lo que se denomina el andlisis seméantico de la programacién légica,
donde se presentaron una gran cantidad de resultados los cuales nos
permitieron establecer relaciones entre la seméantica basada en teoria de
dominios y la basada en “métricas”, destacando el papel que jugaron las
topologias de Scott y la de “Cantor”. Finalmente, con el estudio realizado
de los teoremas de punto fijo sobre los espacios métricos generalizados se
contribuyo a la teoria desarrollada en esta drea, proporcionando una gran
compilacién de extensiones del Teorema de contraccién de Banach junto
con los resultados concernientes a sus respectivas extensiones. Més aun,
se puede plantear la pregunta siguiente: ;qué tanto se puede debilitar el
espacio de trabajo para que aun “soporte” una versién “razonable” del
teorema de Banach?. Destacando con ello que aun queda mucho trabajo
por hacer en este camino y las aplicaciones que se pueden hacer con este
tipo trabajo son nuevas e ingeniosas favoreciendo el desarrollo en otras
areas que uno ni se imagina podrian estar tan apegadas a un desarrollo
matematico.
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Como ejemplo de lo mencionado en las tltimas lineas del parrafo
anterior, nos gustaria mencionar una de las principales aplicaciones que
tiene este trabajo hoy en dia en una &rea como lo es la inteligencia
artificial y, en particular, en el desarrollo de redes neuronales artificiales.
De esta manera, podemos decir que una de las principales metas de
la inteligencia artificial es la creacién de “agentes” con inteligencia
“similar” a la humana. Asi, un agente dotado con este tipo de inteligencia
deberia ser capaz de “razonar” y representar datos bien estructurados,
tales como los encontrados en logica, en matematicas e incluso como
los realizados por un humano. Por otro lado, este “agente” también
deberia poder realizar un razonamiento e interpretacién con datos
incompletos, ademds de poder aprender mediante ejemplos y refinar el
proceso de razonamiento como resultado de esto. Estos dos aspectos
del proceso de razonar y la inteligencia artificial, recién mencionada,
son complementarias e integradas en la inteligencia humana. Asi, los
sistemas simbdlicos basados en légica son buenas implementaciones de
lo primero (estilo de razonar) y donde las redes neuronales o sistemas
de conexiones son buenas implementaciones de lo segundo. Por lo tanto,
estos dos aspectos son buenos candidatos para esta integracién con la
inteligencia humana. A grandes rasgos podemos decir lo siguiente de
estos aspectos mencionados: los sistemas simbdlicos usualmente estan
basados en una légica de un tipo. Estos sistemas poseen una seméntica
declarativa y el “conocimiento” puede ser modelado en ellos como si
la modelara un humano. Asi, su uso facilita el manejo de objetos y
el proceso de conocimiento. Desafortunadamente, tales sistemas son
dificiles de refinar a partir de datos reales, los cuales usualmente son
“ruidosos” y, ademds de que, son complicados de disenar si no eres un
completo experto en la materia. Por la otra parte, las redes neuronales
artificiales son un poderoso enfoque para el aprendizaje automéatico
inspirado por la biologia y la neurociencia. Més atn, no importa si
los datos son ruidosos e inconsistentes estos son capaces de adaptarse
a nuevas situaciones. También se dice que son robustos en el siguiente
sentido: pese a la falla de partes en el sistema, este continua funcionando
en su totalidad. Sin embargo, estos no poseen una semantica declarativa
y tienen dificultades en el manejo de estructura de datos. Ademés de
ser modelados sobre los fenomenos naturales, los sistemas de conexiones
son basicamente modelos continuos de computaciéon. En esencia, lo que
se puede lograr con lo visto en este trabajo, es ver como los operadores
semanticos de los programas légicos proposicionales, digase P, pueden
ser computados por redes neuronales y como estos mismos operadores
pueden ser aproximados en el caso de programas de primer orden.



Apéndice A

Teoria Basica Sobre
Orden y Dominios

La teorfa de dominios' es una teoria matemética demasiado grande
con aplicaciones en muchas &areas, por ejemplo; en la semantica
denotacional, teoria de tipos, recursividad, etc. Por ello, se elige una
perspectiva en particular, es decir, la teoria de dominio como una teoria
de aproximacién y de cémputo. Asi, un dominio es una estructura que
modela la nocién de aproximacién y de cémputo. Un cémputo realizado
usa un algoritmo, producto de una cantidad discreta de pasos, después
de cada paso hay més informacién disponible sobre el resultado del
céomputo. De esta manera, el resultado obtenido después de cada paso,
puede ser visto como una aproximacién del resultado final. El resultado
final puede ser alcanzado mediante un nimero finito de pasos, por
ejemplo cuando se calcula el médximo comun divisor de dos enteros
positivos via el algoritmo de Euclides. Sin embargo, puede suceder el caso
de que un computo nunca pare, en tal caso el resultado es la sucesién
de aproximacién obtenida en cada paso durante el computo. Esta dltima
situacién ocurre cuando se computa sobre objetos infinitos, tales como
los numeros reales. Asi, un modelo apropiado de aproximacién puede
verse como un buen modelo de computo.

Hablando de manera un poco més precisa, un dominio, es una

estructura dotada de una relacién binaria T (orden parcial), en el
siguiente sentido: se entiende por z C y, si x es una aproximacién de y o y
contiene al menos tanta informaciéon como x. Para modelos infinitamente
computables se requiere que el dominio sea completo, en el sentido de
que, cada sucesion creciente de aproximaciones debe ser representada por

! Nuestra referencia base para teorfa de Dominios ser el libro [62]
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un elemento en el dominio, en otras palabras, debe poseer un supremo.
Este dltimo requerimiento es suficiente para la obtencion de puntos fijos
en funciones continuas y, la construccion de espacios de funciones.

A.1. COPO’S

Se iniciara presentando la minima cantidad de teoria que se necesitard
de la teorfa de conjuntos ordenados [véase [10]].

Definiciéon A.1. Sea D un conjunto. Una relacion binaria T sobre
D, es un subconjunto de D x D.

Usualmente se escribird; = C y, en lugar de (z,y) € C siempre que
x,y € D. Més ain, se denotard por x C y cuando se haga referencia a
quezrzCyyz#y.

Definiciéon A.2. Sean D conjunto no vacio y T una relacion binaria
sobre D. Se dice que C es un orden parcial si C es reflexiva, transitiva y
antisimétrica. En este caso, se dice que la pareja (D,C) es un conjunto
parcialmente ordenado, un copo o simplemente un orden parcial®.

Definiciéon A.3. Sean z,y € D con D-copo. Se dice que x y y son
comparables, si se cumple alguno de los siguientes casos; © T y o
y C x. En otro caso, se dice que x y y son incomparables.

Si A es un subconjunto no vacio en D, con (D, C)-copo, diremos
que A es una cadena si para cualesquiera dos elementos de A estos son
comparables respecto a C; diremos que C es un orden total, si D en
si mismo estd totalmente ordenado por C; A es una w-cadena, si A es
una sucesién creciente, digase ag C a1 £ ... con a; € A, donde w denota
el primer ordinal limite.

Definicién A.4. Sean A C D subconjunto no vacio y (D, E)-copo.
Entonces, A es llamado dirigido si para todo a,b € A, existe ¢ € A
tal que:a Cc y b C c.

Definicién A.5. Sean (D,C) conjunto ordenado, AC D ydé€ D.

= A es un conjunto-superior si dado a € A, b € A para todo a C b.
Se denotard por 1 A al conjunto de todos los elementos por encima
de algin elemento de A. Si no hay confusion se puede abreviar
1 {a} como T a. Nociones duales para formar al conjunto-inferior

yalA.

2 Algunas veces se hace referencia a los conjuntos parcialmente ordenados, (D, C),
como un conjunto ordenado y a la relacién, C, como un orden sobre D.




d es llamada una cota superior (inferior) para A si, d estd por
encima (abajo) de cualquier elemento de A. A menudo se denotard
por A T d. Se define por ub(A)(Ib(A)) al conjunto de todas las
cotas superiores (inferiores) de A.

d es llamado un elemento mdximal (minimal) para D si, no
existe otro elemento en D sobre (debajo) d, es decir, T {d} N D =
{d}. Los elementos minimales (mdzimales) de ub(A)(Ib(A)) son
llamados, cotas superiores (inferiores) minimales (mdximales) de
A. Denotado tal conjunto por mub(A)(mlb(A)).

Si todo elemento © € D cumple que x T d(d C :I:), entonces d se
dice que es el elemento mdximal (minimo®) en D.

Si ub(A) posee un elemento minimo, digase d, entonces d es
llamado el supremo (o Join). Se denotard por, d = UA.
Andlogamente para el infimo, denotado por d =MA 4.

D es una U-semilattice (M-semilattice) si, el supremo (infimo)
para cada pareja de elementos en D existe. Si D es tanto una LI-
y M-semilattice, entonces D es llamada una lattice. Una lattice es
llamada completa si, el supremo y el infimo existen para cualquier
subconjunto en D.

Definicién A.6. Sea (D,C) un copo. Entonces se define lo siguiente:

1.

(D,C) es un orden parcial w-completo (w-cpo) si D tiene un
elemento bottom y existe UA en D para cada w-cadena A € D.

(D,E) es una cadena completa, si cada cadena en D posee un
supremo.

(D,E) es un orden parcial completo (o cpo), si existe LA en
D para cada A subconjunto dirigido en D y D tiene un elemento
bottom.

(D,C) es una semi-lattice superior completa, si existe UA en
D para cada A subconjunto dirigido en D y existe MA, para cada
ACD.

(D,C) es una lattice completa, si para cada A subconjunto de D
existen UA e MA en D.

Observacion A.7.

3También es llamado el elemento bottom, denotado por L
4Es claro que el supremo de A, LIA, es tnico si este existe, lo cual se sigue de
manera inmediata por la antisimetria.



Tomando A = D en la definicion anterior se puede probar que una
semi-lattice superior completa o una lattice completa siempre poseen un
elemento bottom, y que una lattice completa siempre posee un elemento
top.

Cada concepto definido en la definicion A.0 es aparantemente menos
general que el concepto predecesor en la defincion.

Hay wvarias implicaciones entre las nociones formuladas en la
definicién A.6 que son evidentes, por ejemplo cada cpo es una cadena
completa. Sin embargo, el siguiente hecho es menos trivial el cual se
enunciara simplemente pero uno puede dirigirse a [1] para mds detalles
sobre la prueba y a [415] para una revisién sobre cadenas completas.

Proposicién A.8. Sea (D,C) un copo. Entonces D es un cpo si, y solo
si, D tiene un elemento bottom y es una cadena completa.

A.2. Dominio de Scott

Muchos aspectos tedricos de las ciencias de la computaciéon dependen
de la nociéon de conjunto parcialmente ordenado. Sin embargo, con
frecuencia son requeridas mas estructuras, ademas de las proporcionadas
por un orden parcial. Por ejemplo, se necesitan estructuras extras para
modelar lenguajes de programaciéon estdndar que proporcionen una
teoria abstracta de la computabilidad tanto como una teoria viable
sobre puntos fijos. En la actualidad, se conoce que la teoria de Scott
sobre dominios proporciona un espacio con una estructura adecuada para
estudiar los objetivos mencionados.

Definicién A.9. Sean (D,C) un copo y a € D. Se dice que a es un
elemento compacto o finito en D si, siempre que A C D dirigido y
a C UA, se cumple a T x para algin x € A. El conjunto de todos
los elementos compactos en D, se denota por D.°.

Definicién A.10. Sea (D,C) un cpo.
= D es un cpo algebraico si, para cada x € D, el conjunto

approz(z) = {a € D, | a C z} es dirigido y x = Uapprox(z).

= D es consistentemente completo si, el conjunto {x,y} C D es
consistente (es decir, x e y tienen una cota superior en comin),
entonces U{x,y} existe en D.

Definiciéon A.11. Un dominio de Scott-Ershov, dominio de Scott o
simplemente dominio es un cpo algebraico consistentemente completo.

5D # 0, ya que en un cpo bottom siempre es compacto.
y ya q P p p



A.3. Funciones mondtonas

Sea D un conjunto, A C Dy f: D — D una funcién, entonces el
conjunto imagen de A bajo f, {f(a) | a € A}, se denota por f(A4). Al
hablar de iterar una funcién, digase f, se puede definir inductivamente
de la siguiente manera: para toda n € Ny 2z € D, fO%x) = z y

frt(@) = f(f"(@).
Definiciéon A.12. Sean D, E copo’s y f: D — E una funcion.

= [ es llamada mondtona, si para todo a,b € D con a C b, se tiene
que f(a) C f(b) en E°.

= Si D,E son w-cpo, entonces f es llamada w-continua si f es
mondtona y para cada A, w-cadena en D, se tiene que | | f(A) =

FgA4.

= Si D,E son cpo, entonces f es llamada continua (u orden
continuo) si f es mondtona y para cada subconjunto dirigido A

en D se tiene | | f(A) = f(L|A).

Observacién A.13. Si f es monotona, entonces la imagen de cualquier
w-cadena (conjunto dirigido) bajo f es una w-cadena (conjunto dirigido).
Por tanto, los dos supremos requeridos en la definicion anterior siempre
existen.

Sin mucha dificultad se puede demostrar el siguiente resultado que
viene siendo una forma de caracterizar a las funciones continuas entre
cpo,s [véase pag.5 de libro-base para la pruebal.

Proposicion A.14. Una funcion entre cpo,s, digase f : D — E, es
continua si, y solo si, f es monotona y para cada cadena A en D,
LIf(4) = fUA)"

Ahora, se puede definir la potencia ordinal f 1 o de una funcién

mondétona, f, sobre un cpo (D, C) como sigue:

= f10=1.
= Para cualquier ordinal o, f 1 (¢4 1) = f(f 1 ).
= Si @ es un ordinal limite, f Ta=|{f 15|08 < a}.

Observacion A.15. Las potencias ordinales de f estdn bien definidas.
En efecto, dado que (D,C) es un cpo, se puede asequrar que (D,C) es
una cadena completa probando que f T 8 C f T a con f < «, via
induccion transfinita.

6 f es llamada antitona si f(b) C f(a) con a C b.
"Diferentes formas de formular la continuidad se pueden encontrar en [45].



De manera mas general, los mismos comentarios se aplican a las
potencias ordinales, f%(z), para algin (cualquiera) z € D tal que
r C f(z), de la siguiente manera: f°(z) = z, para cualquier ordinal
a fotl(z) = f(f*(z)), y si a es un ordinal limite f*(x) = | |{f?(z) |
B < aj}.

Definiciéon A.16. Sean D un conjunto y f : D — D una funcidn.

» Six € D satisface f(x) = x, entonces x es llamado un punto fijo
de f.

» Siy e D con (D,C) copo tal que y C f(y)(f(y) C y), entonces y
es llamado un punto post-fijo (un punto pre-fijo).

= Six es punto fijo de f, tal que para cualquier punto fijo y de f
se tiene © C y, entonces = es llamado el menor punto fijo de
f, denotado por Ilpf(f) = x. De manera completamente andloga,
se pueden definir el menor punto post-fijo y el menor punto

pre-fijo.

Los siguientes dos teoremas son fundamentales en el manejo de la
semantica de programas légicos y cuyas pruebas pueden consultarse en

[62] v [63].

Teorema A.17 (Kleene). Sean (D,C) un w —cpo y f : D — D es
w-continua. Entonces, [ tiene un menor punto fijo x = f T w el cual es,
también, su menor punto pre-fijo.

Dado que toda funcién continua, es w-continua, el resultado A.17
puede ser aplicado a funciones continuas sobre cpos. Méas aun, si la
funcién no es w-continua pero es monotona, la existencia del menor punto
fijo puede garantizarse de la siguiente manera.

Teorema A.18 (Knaster-Tarski). Sean (D,C) un cpo, f : D — D
mondtona y x € D tal que x T f(z). Entonces existe a € D tal que a es
el menor punto fijo de f con x C a, el cual es también el menor punto
pre-fijo de f, y existe el menor ordinal « tal que a = f*(x). Mds ain,
f admite un menor punto fijo a, el cual es también, su menor punto
pre-fijo.



Apéndice B

Fundamentos Sobre
Topologia General

En este apartado se enunciardn las definiciones bésicas respecto a la
topologia general asi como algunos resultados que se ocuparon a lo largo
del trabajo dejando de lado la prueba de estos resultados y remitiendo
al lector a las referencias base para una mayor revision de estas, véase

[38] v [68].

Definicién B.1. Una topologia sobre un conjunto X es una coleccion
de subconjuntos de X, digase T, donde los elementos de T son
llamados conjuntos abiertos de T y, ademds, satisfacen las siguientes
propiedades.

=), Xer.
= La unién arbitraria de elementos en 7, es un elemento de T.

= La interseccion finita de elementos en T, es un elemento de T.
La pareja (X, 7) es llamada espacio topoldgico.

Definicién B.2. Sean dos topologias T, T2 sobre un conjunto X. Se dice
que 71 es mds debil o mds gruesa que T, 0 que T2 es mds fuerte o
mds fina que T, si 71 C To.

Ejemplo B.3. Dado un conjunto arbitrario X, se define la topologia
mds gruesa sobre X como aquella que solo posee a los conjuntos ) y X
como abiertos de esta, y se llama la topologia indiscreta. En el otro
extremo, se tiene que la topologia mds fina sobre X es aquella donde todo
subconjunto de X es un abierto de esta, llamada la topologia discreta.
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Definicién B.4. Sean X un espacio topolégico y x € X . Entonces, una
vecindad de X es un conjunto V, que contiene un abierto O donde x es
un elemento de O, es decir, x € O C V con O-abierto. El sistema de
vecindades de x, V,, es la coleccion de todas las vecindades de x.

Definicién B.5. Sea X wun espacio topolégico. Una base de
vecindades en x, es una subcoleccion B, C V, tal que, para cada
V eV, existe B € B, con B C V. Asi, V, ={V C X | B C
V para algin B € B,}. Los elementos de B, son llamados vecindades
bdsicas de x.

Teorema B.6. Sea X un espacio topolégico. Para cada © € X, sea B,
una base de vecindades en x. Entonces, se cumple lo siguiente.

1. Si N € B,, entonces ¢ € B.
2. Si N1, Ny € B, entonces existe N3 € B, tal que N3 C Ny N Ns.

8. Si N € B,, existe algun Ny € B, tal que si y € Ny entonces existe
PeByconPCN.

4. A C X es un abierto si, y solo si, cada punto en A tiene una
vecindad bdsica.

Reciprocamente, supongase que X es un conjunto y B, es una coleccion
de subconjuntos de X, llamadas vecindades bdsicas de x, que se asignan
a cada elemento x € X de tal manera que 1.,2. y 3. (enunciados arriba)
se satisfacen. Entonces, si se definen a los conjuntos G de la siguiente
manera: G es abierto si, y solo si, G contiene una vecindad bdsica de
cada uno de sus puntos, como en 4., entonces se obtiene una topologia
sobre X en la cual B, es una base de vecindades en x para cada x € X.

Definicién B.7. Sea (X,7) un espacio topolégico. Una base para 7'

es una coleccion de subconjuntos de X, B C 7, tal que cada elemento
de T es una unidn de elementos en B. Equivalentemente, B es una base
para T si, y solo si, para cada V € T yx € V, existe U € B tal que
x €U CV. Ademds, una coleccion C C 7 es llamada una subbase para
T i la coleccion de todas las intersecciones finitas de elementos en C
forman una base para T.

Teorema B.8. Una coleccion B de subconjuntos en un conjunto X
es una base para una topologia sobre X si, y solo si, las siguientes
condiciones se cumplen.

. nBeBB:X'

LComo abuso de terminologfa se enuncia, una base para X.




= Para cada By, Bs € B yx € By N By, eriste By € B tal que
x € B3 C B; N Bs.

Ademds, cualquier coleccion C de subconjuntos de X es una base para
alguna topologia sobre X, digase, la topologia formada por tomar todas
las uniones arbitrarias de intersecciones finitas de elementos de C.

Demostracion. Véase pag.38, Teorema 5.3 en [08]. O

Teorema B.9. Sea B una coleccion de conjuntos abiertos en un espacio
topolégico X. Entonces, B es una base para X si, y solo si, para cada
z € X, la coleccion B, = {B € B |z € B} es una base de vecindades en
x.

Demostracion. Véase pag.39, Teorema 5.4 en [63]. O

Como se hizo notar en la Definiciéon B.1, dado un espacio topoldgico
(X, 1), los elementos de 7 son llamados conjuntos abiertos. De lo anterior,
F subconjunto de X se define como cerrado si, y solo si, X \ F, su
complemento, es un conjunto abierto. Por tanto, de manera inmediata
se tiene que @) y X son conjuntos cerrados, que la union finita de conjuntos
cerrados es un conjunto cerrado y que la interseccién arbitraria de
conjuntos cerrados es un conjunto cerrado. Asi, dado E C X arbitrario,
la interseccion de todos los conjuntos cerrados en X que contienen a F es
un conjunto cerrado, denotado por F, ademds, es el conjunto cerrado més
pequeno que contiene a F y es llamado la clausura de E. Claramente se
tiene que, un conjunto E es cerrado si, y solo si, £ = E. De manera dual,
se define el interior de un subconjunto U de X, denotado por U°, donde
este sera el conjunto abierto mas grande contenido en U y, también, es
la unién de todos los conjuntos abiertos contenidos en U. Por tltimo, y
de manera clara, se tiene que U es abierto si, y solo si, U = U°.

Teorema B.10. Sea F una familia de conjuntos tal que la union de una
subfamilia finita es un elemento de F, la interseccion de una subfamilia
arbitraria no vacia es un elemento de F y X = ({F | F € F} es
un elemento de F. Entonces, F es la familia de conjuntos cerrados en
X relativa a la topologia que consiste de todos los complementos de los
elementos de F.

Demostracion. Véase pag. 40, Teorema 4 en [38]. O

Una nocién fundamental que se considerara entre espacios topolégicos
es la de funcién continua. Diversas formas de formular este concepto se
pueden encontrar en la literatura en cuestién, pero quizas, el siguiente
sea uno de los mas intuitivos.



Definicién B.11. Sean XY espacios topoldgicos y supongase que
f: X =Y es una funcion. Entonces, f es continua en x € X si,
para cada V(f(x)) vecindad de f(x) enY, existe una vecindad U(x) de
x en X tal que f(U) CV. Se dice que f es continua si, f es continua
en x para cada x € X.

Teorema B.12. Sean X,Y espacios topoldgicos. Entonces, se cumple
lo siguiente.

(1) Sea A C X, entonces x € A si, y solo si, existe una red (s;)icz C A
tal que s; — x.

(2) A C X es abierto de X si, y solo si, siempre que x € A y (s;) es
una red tal que s; — x, entonces (s;) eventualmente se encuentra
en A.

(8) Sea C C X. C es cerrado si, y solo si, siempre que (s;) red en C
y s; = x, entonces x € C.

(4) Una funcion f: X =Y es continua en x € X si, y solo si, para
cada s; — x en X, se tiene que f(s;) = f(x) en Y.

Demostracion.

1. Para la suficiencia véase el Ejemplo 11.4 de [68] en la pag. 74. Y,
para la necesidad, se sigue el resultado de manera clara.

2. Suficiencia, sup6gase que A C X es un abierto y = € A tal
que existe red (s;) con s; — z. Entonces, es claro a partir de
la defincién de convergencia de una red que, s; eventualmente
estard en A. Necesidad, supéngase que se cumplen las condiciones
del problema. Se afirma que A contiene una vecindad de cada
uno de sus puntos. En efecto, sean x € A y V, el sistema de
vecindades de z. SeaZ = {(y,V) | y € V € V, } ordenado mediante
(y1, V1) < (y2,V2) si, y solo si, Vo C V. De manera inmediata se
puede verificar que (Z, <) es un conjunto dirigido y, se define la
red s : Z — X mediante s(y,V) = y la cual también se verifica
sin ninguna dificulad que s(, ) — z. Por tanto, se sigue de la
hipétesis que, la red eventualmente pertenece a A. Sea (yo, Vo) de
tal forma que s, vy =y € Asi (yo, Vo) < (y, V). Por tltimo, como
(y0, Vo) < (y,Vy) para todo y € Vp, entonces = € Vy C A. Por
tanto, A es abierto.

3. Sesigue de manera inmediata a partir de (1) y del hecho que C' = C
si C' es cerrado.

4. Véase el Teorema 11.8 en la pag. 75 de [68].



O

Otras propiedades que habra de considerarse, son aquellas que
nos permitan garantizar la separabilidad de puntos distintos en un
espacio topolégico por medio de conjuntos abiertos. Lo cual, se realiza
usualmente por medio de los siguientes axiomas.

Definicién B.13. Sea X un espacio topoldgico.

n Se dice que X es un espacio Ty si, para cualesquiera x # y en X,
ezxiste un conjunto abierto que contiene a uno, y solo uno, de los
dos puntos.

= Se dice que X es un espacio Ty si, para cualesquiera x # y en X,
existe una vecindad de cada punto que no posee al otro.

= Se dice que X es un espacio Hausdorff o T, si, para cualesquiera
x #y en X, existen vecindades ajenas para T e y.

Una de las propiedades importantes en los espacios de Hausdorff es
el siguiente resultado.

Teorema B.14. Sea X un espacio topologico. Entonces, X es Hausdorff
si, y solo si, cada red convergente en X converge a lo mds a un punto.

Demostracion. Véase pag. 67, Teorema 3 en [38]. O

Por otro lado, muchas veces es necesario no tener una cantidad
demasiado grande de conjuntos abiertos, en cierto sentido. Por ello se
introduce la siguiente definicién.

Definicién B.15. Sea X un espacio topolégico. Entonces, una cubierta
abierta de X es una coleccion de conjuntos abiertos U;, digase {U; | i €
T}, tal que U;cz Ui = X. Una subcubierta de una cubierta abierta
{U; |t € I} es una cubierta {V; | j € J} donde J C Z. Por dltimo,
se dice que X es un espacto topolégico compacto si, cada cubierta
abierta de X tiene una subcubierta finita.

Finalmente, es momento de hablar sobre distintos metodos para la
obtencién de nuevos espacios topolégicos. En la teoria hay varias formas
en que uno puede crear nuevos espacios topologicos a partir de uno dado,
de este modo presentaremos dos de tales procesos: el primero formando
subespacios de un espacio topologico dado y el segundo mediante el
producto de familias de espacios topoldgicos.

Definicién B.16. Sean (X,7) un espacio topoldgico y S C X
subconjunto de X . Entonces la coleccion 7 = {SNO | O € 7} da lugar
a una topologia sobre S, llamada la topologia relativa o el subespacio
topolégico para S. El espacio (S, 7g) es llamado un subespacio de (X, ),
o simplemente subespacio de X .



A lo largo del trabajo siempre que se tenga un espacio topolégico
X y un subconjunto S de X, se asumirda que S ha sido dotado con la
topologia relativa de X a no ser que se establezca lo contrario. Nétese,
que los conjuntos S N O con O abierto en X, no necesariamente es un
abierto en X a menos que S sea un abierto en X.

Ahora, supongamos que X; es un espacio topoldgico para cada
i, donde ¢ € Z para algin Z conjunto de indices. Comunmente,
denotaremos el producto de la familia {X; | i € Z} como [[;c; Xi =
{f T — Ujez Xi | f(i) € Xi}. Luego, podemos asociar con cualquiera
de tales productos los mapeos m; con j € Z, donde 7; : [[;c7 Xi —
X, definido mediante 7;(f) = f(j). De hecho, 7; es denominado la
proyeccién sobre el j-ésimo factor.

Existe una topologfa natural definida sobre [[,.; X; y determinada
por las funciones proyeccién como sigue. Elijase cualquier coleccion finita
de elementos en Z, digase {i1,...,i,} y sus correspondientes conjuntos
abiertos U;, € X, para cada j = 1,...,n. Entonces, témese la coleccién
de los conjuntos de la forma w;l(Ui yNn---nN 71';1(UZ- ) como una base
para la topologia sobre [],.; X;, llamada la topologia producto o
el producto topolégico Tychonoff. De hecho, los conjuntos W;l(Ui)
forman una subbase para esta topologia, donde i € Z y U; es un conjunto
abierto en Xj;. Por 1iltimo, es inmediato que cada una de las proyecciones
m; es continua relativa al producto topoldgico y a la topologia dada sobre
el factor X;.

El siguiente Teorema resume algunas de las propiedades para los
subespacios y productos topoldgicos relevantes para el trabajo.

Teorema B.17. Los siguientes resultados se cumplen.
1. Subespacios de Ty o espacios Hausdorff son respectivamente Ty o
Hausdorff.

2. Si X es compacto y S C X, entonces S es compacto (como
un espacio topoldgico en si mismo). Si X es Hausdorff y S es
compacto, entonces S es un subconjunto cerrado de X .

8. Un producto no vacio [[;c7 Xi es To o Hausdorff si, y solo si, cada
espacio X; es Ty o Hausdorff para cada i, respectivamente.

4. (Teorema de Tychonoff) Un producto no vacio [[,c; X; es
compacto si, y solo si, cada factor X; es compacto.

5. Una red (fx) en un espacio producto [,y Xi converge a f si, y
solo si, para cada indice i € T, tenemos que m;(fx) = mi(f) en X;.
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