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A

Antigeno: Sustancia que al introducirse en el organismo induce en este una res-

puesta inmunitaria, provocando la formacion de anticuerpos.

Apoptosis: Es una destruccion o muerte celular programada provocada por ella
misma, con el fin de autoregular su desarrollo y crecimiento, esta desencadenada

por senales celulares controladas genéticamente.

Fagocitosis: Proceso por el cual ciertas células y organismos unicelulares cap-

turan y digieren particulas nocivas o alimento.

Inmunoglobulina A (IgA): Esta presente en grandes concentraciones en las

membranas mucosas, particularmente en las paredes internas de las vias respira-

torias y el tracto gastrointestinal, como también en la saliva y las lagrimas.

Inmunoglobulina E (IgE): Se la asocia principalmente con las reacciones alér-
gicas (lo que ocurre cuando el sistema inmunitario reacciona de manera exagerada
a los antigenos del medio ambiente, como el polen o el polvillo de los animales).

Se encuentra en los pulmones, la piel y las membranas mucosas.

Inmunoglobulina G (IgG): Es el tipo de anticuerpo més abundante en los li-

quidos corporales. Brinda proteccion contra las bacterias y las infecciones virales.

Inmunoglobulina M (IgM): Se encuentra principalmente en la sangre y en el
liquido linfatico. Es el primer anticuerpo que el cuerpo genera para combatir una

infeccion.
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L

Linfocito B: Son células sanguineas de las cuales depende la inmunidad mediada

por anticuerpos con actividad especifica de fijacion de antigenos.

Linfocito T: Son un tipo de célula blanca de la sangre presente en el cuerpo
humano. El nombre es la abreviatura de células del timo, el 6rgano en el que este
tipo de globulo blanco madura. Estas células son importantes en el mantenimiento
del cuerpo del sistema inmunitario y son fundamentales en la lucha contra las

sustancias invasoras daninas.

P

Patogeno: Es todo agente que puede producir enfermedad o dano a la biologia

de un huésped, sea humano, animal o vegetal.



Introduccion

Alrededor de la década de los anos noventa del siglo pasado, se desarrollaron
modelos matemaéticos para describir la dinamica entre las infecciones virales y
la respuesta del sistema inmunitario; en particular en el contexto del virus de la
inmunodeficiencia humana (VIH), Nowak [19], May [20], Bangham [19] y Perel-
son propusieron modelos haciendo énfasis en la parte viral de estas dinamicas,
incluyendo la estimacion de parametros virales basicos, la evasion al sistema in-

munitario por un virus y el andlisis en el tratamiento con medicamentos.

Es conveniente resaltar que estos modelos matematicos han desempenado des-
de entonces un papel relevante en la investigacion biomédica, ya que proporcionan
un marco teérico solido que logra captar un conjunto definido de suposiciones bio-
logicas y permiten obtener conclusiones cualitativas y cuantitativas precisas sobre

la investigacion cientifica.

Algunas de estas suposiciones bioldgicas son, por ejemplo, que las interaccio-
nes entre virus y el sistema inmunitario se comportan como un sistema dinamico
dentro del cuerpo de un organismo vivo. Por lo que el area matematica de la
dinamica de poblaciones es util para la modelacion de este tipo de interacciones.
Suponemos también que varias especies de células inmunitarias interactiian con

poblaciones de virus de varias maneras.

En los modelos que consideraremos la dinamica de las interacciones entre las
poblaciones de virus y el sistema inmunitario se suponen del tipo depredador presa
bésico. En este proceso consideramos que cuando células inmunitarias (depreda-
doras) encuentran virus (presas), ellas se reproducen de tal forma que el tamano
de su poblacion se incrementa y eliminan los virus, lo cual tiene un efecto nega-

tivo en la poblacion de virus. Suponemos ademés que en la ausencia de virus la
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poblacion de estas células inmunitarias decae. Esto puede llevar a una dindmica

ciclica o a la extincion de alguna de estas poblaciones.

Estos modelos proporcionaron nuevos puntos de vista para crear hipotesis y
para disenar nuevos experimentos, més aun, con la ayuda de datos clinicos, dichos

modelos dieron lugar a descripciones importantes del feno6meno.

En este trabajo usamos sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias para
describir la interacciéon entre un virus y un organismo hospedero, mas ain se es-
tudia la dindmica de un modelo matematico de la respuesta primaria y secundaria
de las células CTL (linfocitos T citotoxicos) ante una infecciéon viral, nuestro es-
tudio se centra en probar propiedades de estabilidad referentes a nuestro modelo,
que nos permita caracterizar las condiciones bajo las cuales un virus establecera

una infeccién persistente o serd eliminado por la respuesta inmunitaria.

La estructura del trabajo es la siguiente: en el capitulo 1 presentamos una
breve descripcion de algunos conceptos de inmunologia celular que nos permitiran
comprender los procesos y mecanismos biologicos que tienen lugar en el organismo
humano ante la presencia de un virus y como interviene la respuesta del sistema
inmunitario ante una infecciéon viral. En términos de esta comprensiéon es que se

plantea el modelo matematico que se estudia en el capitulo 3.

Posteriormente, en el capitulo 2 se introducen definiciones y resultados sobre
las ecuaciones diferenciales necesarias, como las soluciones de equilibrio y su esta-
bilidad, el estudio de variedades invariantes para los sistemas lineales y no lineales,
asi como el teorema de la variedad central. También presentamos el esquema para
hallar la forma normal para campos vectoriales y en particular el caso de forma
normal para la bifurcacion de Poincaré- Andronov-Hopf los cuales nos permitiran
profundizar en la comprensiéon del teorema de bifurcaciéon de Hopf. Ademas con
base al trabajo realizado en |22] en esta tesis se enuncia y demuestra un teorema
el cual establece condiciones necesarias y suficientes para determinar la existencia
de bifurcacion de Hopf, sin tener que calcular los valores propios del sistema. Es-
to permite simplificar los calculos citados anteriormente sobre todo en dimensiéon
n > 4, notando que este teorema nos da una alternativa basada en el criterio

de Hurwitz para obtener condiciones explicitas necesarias y suficientes para una
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bifurcacion de Hopf en términos de los parametros del sistema.

Por 1ltimo en el capitulo 3 iniciamos con el planteamiento del modelo bésico
de dinamica viral que toma en cuenta tres variables: la concentracién de células
susceptibles, la concentracion de células infectadas y la concentracion de viriones
(virus libres), este modelo fue propuesto por Martin A. Nowak y Charles R. M.
Bangham [19]. Presentamos también otro modelo de la dindmica entre un virus y
la respuesta inmunitaria CTL, este modelo fue introducido por Martin Nowak y
Charles Bangham [19], en el cual se considera una sola poblacion de CTL (linfoci-
tos T citotoxicos) para combatir una infeccion. Ademas planteamos el modelo de
la respuesta primaria y secundaria de las células CTL ante una infecciéon viral que
fue propuesto por Dominik Wodarz et al. [27] considerando que la poblacion de
células CTL se dividen en dos subpoblaciones: CTLp (CTL precursoras) y CTLe
(CTL efectoras) y estudiamos a detalle esté modelo el cual tiene tres puntos de
equilibrio, en este trabajo se probaré la estabilidad de estos puntos de equilibrio,
en términos de la tasa basica de reproduccion de un virus Ry y R; que es la tasa
basica de reproduccion de un virus en presencia de respuesta CTL. En esta te-
sis se realizaran demostraciones distintas a las propuestas en [41], tomando como
base las pruebas hechas por Koroveinikov en [14], Souza y Zubelli [23] y usando
la teoria de estabilidad de Lyapunov, que si 0 < Ry < 1, el punto de equilibrio
libre de infeccion xq serd globalmente asintoticamente estable; si 1 < Ry < Ry,
el punto de equilibrio infeccioso x5 sin respuesta CTL serad globalmente asintoti-
camente estable. Ademas si R; < Ry, el punto de equilibrio infeccioso x; pasara
a ser inestable y el sistema se desplazara al tercer punto de equilibrio x», el cual
se prueba que puede ser localmente asintdticamente estable usando el criterio de
Routh-Hurwitz, también obtenemos condiciones sobre los paramétros del sistema
los cuales conllevan a la aparicién de soluciones periddicas a partir del tercer pun-
to de equilibrio a través de una bifurcacion de Hopf y este hecho se demuestra
analiticamente, usando las definiciones y resultados del capitulo 1. Se muestra
una simulacion del modelo con datos experimentales tomados de [24] y [27] que

ilustran los resultados téoricos que se presentan.

Por dltimo presentamos las conclusiones del modelo de la respuesta primaria
y secundaria de las células CTL ante una infeccion viral haciendo énfasis en las

interpretaciones biologicas de los resultados obtenidos para el modelo.
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Capitulo 1

Inmunologia celular

En este capitulo enunciamos la definicion de virus, su estructura y describimos
su proceso de reproduccion; también hacemos un breve y sistematico resumen de
la respuesta inmunitaria comienzando con la descripcion de los componentes de la
inmunidad innata y adaptativa, los tipos de respuesta (primaria y secundaria) y
ofrecemos una exposicion detallada de sus mecanismos efectores para poder com-
prender la respuesta del sistema inmunitario bajo la acciéon de un virus, basados
en los textos [1] y [18].

1.1. Virus

En biologia un virus (del latin wvirus, “toxina” o “veneno”) es basicamente
material genético envuelto en una capa de proteina que solo puede reproducirse

en el seno de células vivas especificas.

Acido nucleico

Envoltura virica

Figura 1.1: Estructura de un virus. Recuperada de [13]
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Los virus se componen de dos o tres partes, esto es, su material genético que
porta la informacion hereditaria necesaria para la produccion de nuevos virus y
que puede ser ADN (4cido desoxirribonucleico) o ARN (4cido ribonucleico), una
cubierta proteica que protege a estos genes llamada capside , que ademas es ca-
paz de combinarse quimicamente con los receptores de membrana de las células
parasitadas, lo que permite al virus reconocer al tipo de células adecuado para
hospedarse. En algunos también se puede encontrar una capa bilipidica (general-
mente derivada de la membrana celular del huésped anterior) que envuelve a la
capside denominada envoltura virica , cuya funcion principal es ayudar al virus
a entrar otra vez en la célula huésped (ver figura 1.1). La particula viral cuando
estd fuera de la célula huésped se denomina virién. Para su reproduccion, un
virus tiene que encontrarse con una célula adecuada en la cual pueda hospedarse

y utilizar la maquinaria metabdlica de la célula para su replicacion.

1.2. Introduccién al sistema inmunitario

El sistema inmunitario es el conjunto de barreras fisicas y procesos biol6-
gicos (en el interior de un organismo vivo) que lo protege contra enfermedades
identificando y neutralizando células patogenas a través de una serie de procesos

conocidos como respuesta inmunitaria.
La respuesta inmunitaria puede subdividirse en dos categorias:

i) Respuesta inmunitaria innata, natural o pre-programada.

i) Respuesta especifica, adaptativa u ontogenética.

1.2.1. Inmunidad innata, natural o pre-programada

La inmunidad innata o inmunidad natural es la resistencia que existe en un
individuo al nacimiento y es de caracter genético. Se pone de manifiesto desde la
primera vez que se enfrenta a cualquier patogeno; por ello no requiere de sensibili-
zacion y es inespecifica. Este tipo de inmunidad debe su importancia basicamente

a tres funciones:

1. Es la respuesta inicial a los microorganismos, previene infecciones e incluso

puede eliminar completamente a cierto tipo de agentes patogenos.
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2. Sus mecanismos efectores estimulan a la inmunidad adaptativa e influyen

en el tipo de respuesta.

3. La inmunidad adaptativa utiliza, ademas de sus mecanismos, a los de la

inmunidad innata.

En la inmunidad natural participan barreras de naturaleza anatémica, como
la piel, mucosas y células o de naturaleza fisioloégica o bioquimica como reflejos,
temperatura pH, proteinas, enzimas, complemento, etcétera. Existen factores que
influyen en su efectividad. Estos pueden ser internos como la edad, el sexo, el
grado de nutricién, la fatiga, el estrés, etcétera o externos como la temperatura,

la contaminacién, las radiaciones, los medicamentos, etcétera.

Otros mecanismos participantes en la inmunidad natural o innata son la infla-
macion y la fagocitosis, la cual a través de la presentacion del antigeno al linfocito,
establece una interacciéon eficaz entre la inmunidad natural y la activacion de la

especifica.

La inmunidad natural o innata es la primera linea de defensa e influye de ma-
nera importante en la direccion que seguira el otro tipo de inmunidad: la especifica

o adaptativa.

1.2.2. Inmunidad especifica, adaptativa u ontogenética

La inmunidad adaptativa o inmunidad especifica, es un mecanismo de defen-
sa mucho mas evolucionado, que es estimulada luego de la exposicion a agentes
infecciosos, v cuya capacidad e intensidad defensiva aumenta después de cada
exposicion subsiguiente a un determinado microorganismo.

Existen dos tipos de inmunidad adaptativa, la inmunidad celular y la inmu-
nidad humoral. Ambas actian en conjunto, con el fin de eliminar a los microor-

ganismos.

s Inmunidad celular: En este tipo de inmunidad, la célula responsable es el
linfocito T. Si el linfocito T al ser estimulado responde con la produccién
de citocinas, se denomina de ayuda o cooperador (TH). Si responde princi-
palmente con la secrecién de citotoxinas, mas la induccion de apoptosis, se

denomina: citotéxico.
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s Inmunidad humoral: En este tipo de inmunidad, el responsable es el linfocito
B. Este, al ser estimulado, se transforma en célula plasméatica que es la célula

efectora que produce anticuerpos o inmunoglobulinas (Ig).

Algunas caracteristicas principales de la respuesta adaptativa son:

e Diversidad: Es lo que permite al sistema inmunitario responder a una gran
variedad de antigenos extranos. Se estima que el sistema inmunitario puede

distinguir entre 10° y 10! determinantes antigénicos diferentes.

e FEspecificidad: Es la que da a lugar a que cada microorganismo genere res-

puestas especificas en su contra.

e Memoria: La exposicion del sistema inmunitario a un agente extrano mejora
su capacidad para responder de nuevo a este, ante una reexposicion. Es por
esto que las respuestas inmunitarias adaptativas, son mas rapidas y mas

eficientes.

e FEspecializaciéon: Genera respuestas optimas para la defensa frente a los mi-
croorganismos. Asi, la inmunidad celular y la inmunidad humoral son esti-

muladas por diferentes microorganismos.

e Autolimitacion: Permite al sistema inmunitario disminuir de intensidad fren-
te a un antigeno, a medida que esta va siendo eliminado. Devolviendo al

sistema inmunitario a su estado basal.

e Ausencia de autoreactividad: Es una de las propiedades mas importantes
del sistema inmunitario, que brinda la capacidad de reconocer lo propio de
lo extrano, y no reaccionar frente las sustancias antigenicas propias. Esta

propiedad es compartida con la inmunidad innata.

1.2.3. Tipos de respuesta inmunitaria
Existen dos tipos de respuesta inmunitaria: la primaria y la secundaria.

o Respuesta primaria.
En la primera exposicion a un agente extrano (sensibilizacion) la respuesta
es débil o ausente y declina con rapidez. Esta respuesta no es inmediata y
requiere expansion clonal, lo que dara origen a dos tipos de células: célu-

las efectoras y células de memoria. El responsable de esta respuesta es el
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linfocito virgen (naive) T o B, que al ser estimulado especificamente por
primera vez, forma a partir de una clona mas o menos mil células. Estas
células se multiplican de dos a cuatro veces cada 24 horas durante 3 a 5
dias. Al desaparecer el antigeno, las células efectoras mueren por apoptosis
y sobreviven tinicamente las células de memoria. En la respuesta primaria
las células efectoras (plasmaéticas) derivadas del linfocito B estimulado, se-
cretan anticuerpos o inmunoglobulinas inicial, y principalmente, de la clase
M (IgM). Mas tarde, se puede iniciar la produccion de pequenias cantidades
de alguna otra de sus clases. Las células efectoras derivadas del linfocito T

estimulado secretan citocinas (TH) o citotoxinas (TC).

o Respuesta secundaria.
En la segunda exposicién al mismo agente la respuesta que se origina es
més intensa, mas rapida, especifica y duradera, lo que pone de manifiesto la
existencia de una memoria inmunolégica. En esta repuesta el anticuerpo que
se produce principalmente es G (IgG), pero también pueden aparecer [gA
o IgE. Las exposiciones subsecuentes sélo producen un pequeno incremento

en la respuesta, la cual llega a un limite (respuesta autolimitada).

1.2.4. Mecanismos de adquisicién

La inmunidad especifica se adquiere de dos formas:

> Activa.
Como el término lo indica, el sistema inmune trabaja activamente para mon-
tar y consolidar una respuesta contra un agresor, sin importar si su entrada
fue espontanea o inducida. La inmunidad activa se establece cuando el sis-
tema inmune toma contacto con el antigeno, lo cual puede darse de manera
natural, a través de una infeccién, o artificial, por medio de la administracion

de vacunas.

> Pasiva.
Es la transferencia a un individuo de la inmunidad que se desarroll6 en otro.
Esto sucede de manera natural, cuando los anticuerpos pasan de la madre
al hijo a través de la placenta o la leche materna. La inmunidad pasiva
se transfiere de manera artificial mediante el paso de células a través de

una transfusion sanguinea o de anticuerpos preformados contenidos en los
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llamados “antisueros” o “antitoxinas”, por ejemplo los que se utilizan para
neutralizar picaduras de alacranes, serpientes, aranas, etcétera. Debido a que
el individuo no formo esos anticuerpos a través de su propio sistema inmune,
unicamente lo protegeran durante el tiempo en que, de acuerdo a su vida
media, estas proteinas desaparezcan al ser metabolizadas. El sistema inmune
puede considerarse como un sistema homeostatico fisiologico, que dentro de
ciertos limites contribuye a la integridad del organismo con neutralizacién
del peligro y preservacion de lo propio. La respuesta inmune adecuadamente
regulada protege al huésped de patogenos y otros agresores ambientales.
Frecuentemente es imposible erradicar a un organismo patégeno sin destruir

células infectadas.



Capitulo 2
Preliminares

El objetivo de este capitulo es introducir las definiciones y resultados bésicos
necesarios para la comprension y analisis del modelo de la respuesta primaria y
secundaria de las células CTL (linfocitos T citotoxicos) ante una infeccion viral
que se estudiara en el capitulo 3. Se incluyen algunas demostraciones de estos

resultados expuestos basados en los textos [21], [25].

2.1. Sistemas de ecuaciones diferenciales

Un sistema de ecuaciones diferenciales autonomo en un abierto U de R™ es un

conjunto de ecuaciones de la forma

x = :'U ) 7‘rn )
2 Ja(xy ) (2.1)
Ltn :fn(xla-'-7'rn)7
donde cada f; : U — R,i = 1,2,...,n, es una funcién diferenciable de clase

C* k > 1y cada z; es una funcién real de variable real.

Aqui &; denota la derivada con respecto a la variable real t : &; = dx;/dt.

El sistema (2.1) denotado abreviadamente por:

T = filz1, 22, ... 20), i=1,....n (2.2)
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es equivalente a la ecuacion diferencial ordinaria auténoma vectorial

T = F(x), (2.3)
donde F' = (f1,fo,...,fn) : U — R™ es la funciéon con coordenadas f;,i =
1,2,...,ny denotamos a z = (x1,xa,...,Ty,).

Definicion 2.1. Supongamos que F € CY(U), donde U es un subconjunto abierto
de R"™. Entonces ¢(t) es solucion de la ecuacion diferencial (2.3) en el intervalo

I, si p(t) es diferenciable en I y si para todat € I, p(t) €U y

y dado xo € U, o(t) es una solucion del problema de valor inicial

{ #=Fla) (2.4)

¢(to) = o,

en el intervalo I si ty € 1,p(tg) = xo y w(t) es una solucidn de la ecuacion

diferencial (2.3) en el intervalo I.

Una condicién inicial para la solucion ¢ : I — U es una condiciéon de la
forma o(ty) = xo, donde ty € I, 9 € U. Por simplicidad, usualmente tomaremos
to - O

Por lo tanto, solamente estudiaremos problemas de valor inicial de la forma:

T = F(x)
{ o(0) = 0. 29

Denotaremos a una soluciéon de & = F(x) que satisface la condicion inicial x

en el instante t por ¢(t, zo) = (o).

Hasta el momento hemos hablado de ecuaciones diferenciales ordinarias y sus
soluciones sin preocuparnos sobre el problema de la existencia de dichas solu-
ciones. Es de esperarse que las ecuaciones diferenciales que consideraremos en la
mayoria de los casos tengan solucion, de otra forma el tiempo y esfuerzo que se

inviertan en buscar una solucién estarian irremediablemente perdidos.
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El teorema de existencia y unicidad local garantiza bajo que condiciones un
problema de valor inicial tiene solucién y asegurar que esta soluciéon sea tnica
(ver apéndice A), sin embargo puede suceder que obtener la solucion explicita
(en términos de funciones elementales) de una ecuacion diferencial ordinaria sea
demasiado complicada o imposible, por tal motivo es necesario introducir algunas
ideas del estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales, ya que proporcionan
herramientas para la descripcion del comportamiento de las soluciones de estas

ecuaclones.

2.2. Soluciones de equilibrio y estabilidad

A continuacion enunciaremos algunas definiciones y teoremas que nos ayuda-
ran a comprender el comportamiento de las soluciones de las ecuaciones diferen-

ciales auténomas.

Definicién 2.2. Un punto x* € U se llama punto de equilibrio o singular de
F si F(x) =0 y punto regular de I' si F'(z) # 0.

En efecto, si * es un punto de equilibrio de & = F(z), entonces la solucion
@i(x*) es una solucion estacionaria, esto es, ¢y(x*) = z* para todo instante de
dpy(z*
tiempo t, pues % = F(¢(z")) = 0.
Una vez hallados los puntos de equilibrio, una cuestion inmediata es estu-
diar el comportamiento de las soluciones préximas a esos puntos; esta nocién de

“aproximar” se aclara en las siguientes definiciones.

Definicion 2.3. Un punto de equilibrio x* de & = F(x) serd estable si, dado
e >0, existe § = 0(g) > 0, 0 < ¢, tal que para todo xy que satisfaga ||xg — z*|| < 6
la solucion py(xg) estd definida y verifica que ||pi(xo) — 2*|| < & para todo t > 0.
Se dice que un punto de equilibrio x* es asintoticamente estable si es estable

y en la definicion anterior se puede elegir 0 de modo que, ademds, se tenga que

Jim o) =

Definicién 2.4. Un punto de equilibrio x* de & = F(x) serd inestable si no
es estable, es decir, si existe € > 0 tal que, cualquiera que sea & < &, existe al
menos una solucidn oi(xo), con ||xg — x*|| < 0§, que satisface ||oi(xo) — z*|| > €

para algin t > 0.
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Supongamos que si x* es un punto de equilibrio asintéticamente estable, enton-
ces las soluciones que comienzan “proximas” a x* se iran aproximando a él cuando
el tiempo crece. Observemos que si sabemos cuéles son esos puntos “proximos” de
x*, podremos garantizar condiciones iniciales para que las soluciones respectivas
sean atraidas a ese punto de equilibrio; esta idea de atraccién se expresa en la

definicion siguiente:

Definicion 2.5. Si x* es un punto de equilibrio de & = F(x) asintdticamen-
te estable, definimos la cuenca de atraccion del punto x* como el conjunto
B (z*) = {x eU: tliglo% () = x*}

Observemos que si la cuenca de atraccion B (z*) es todo el conjunto U, entonces
cualquier solucion de & = F'(x) se aproximara a lo largo del tiempo al punto z*. En
este caso se dice que x* es un punto de equilibrio globalmente asintéticamente

estable.

Definicion 2.6. Consideremos el sistema © = F(x). Se dice que el conjunto
E C U es positivamente invariante si para todo xo € E se tiene ¢i(zg) € E,
para todo t € [0,w). Andlogamente, es negativamente invariante si pi(xg) € E,
para todo t € («,0] siempre que xo € E. Finalmente, se dice que E es invariante

st es a la vez positiva y negativamente invariante.

2.2.1. Estabilidad de puntos de equilibrio para sistemas no

lineales. Linealizacién
Una técnica para estudiar la estabilidad del punto de equilibrio x* del sistema
& = F(x) es analizar el comportamiento de las soluciones prdzimas a z*. Sea

r=1a"+y. (2.6)

Sustituyendo (2.6) en & = F(z) y expandiendo en serie de Taylor cerca del punto
x* se tiene
& =" +y=Fa") + DF(a")y + Oyl (2.7)

donde DF es la derivada de F'y |- | denota la norma en R™ (note que en el orden
para obtener (2.7), F' debe ser por lo menos dos veces diferenciable). Usando el

hecho de que &* = F(2*), tenemos que (2.7) se expresa como:

y=DF(z")y+ O(ly[). (2.8)
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La ecuacion (2.8) describe la evolucion de las orbitas cerca de z*. Para la
estabilidad nos interesa el comportamiento de las soluciones arbitrariamente cerca

de x*, por lo que parece razonable considerar el sistema lineal asociado
y = DF(z")y. (2.9)

Con lo explicado anteriormente podemos dar la siguiente definicion.

Definicion 2.7. Sea z* un punto de equilibrio de & = F(x). El sistema lineal

autonomo

y = DF(z*)y, DF(z*) = (gi (33*)) (2.10)

se llama linealizacion, aprorimacion lineal o primera aprorimacion de

T = F(x) en z*.

Por lo tanto, la cuestion de la estabilidad de z* consiste en demostrar que la
estabilidad (o inestabilidad) de la solucion y = 0 de (2.9) implica la estabilidad (o
inestabilidad) de x*. Para resolver el problema anterior se establece el siguiente

resultado.

Teorema 2.1. Sea x* un punto de equilibro de & = F(z). Si todos los valores
propios de la matriz DF(x*) tienen parte real negativa, entonces x* es asintdéti-

camente estable.

Para la demostracion del teorema 2.1 y mas detalles sobre este tema se sugiere
consultar [5], [25], [10].

2.3. Variedades invariantes

En esta seccion veremos que las variedades invariantes, en particular, las va-
riedades estables, inestables y centrales, desempenan un papel fundamental en el
analisis de los sistemas dinamicos, para un estudio méas detallado sobre varieda-
des invariantes se recomienda consultar [25]. Por ello enuncian algunos resultados

principales para garantizar la existencia de dichas variedades.

Definicion 2.8. (Variedad invariante) Un conjunto invariante S C R™ se di-
ce que es una varitedad tnvariante de clase C" si S tiene una estructura de una
variedad diferenciable de clase C" (ver definicion C.3 del apéndice C). Similar-

mente un conjunto invariante positivo (respectivamente negativo) S C R™ se dice
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que es una variedad invariante positiva de clase C",r > 0 (respectivamente

negativa) si S tiene la estructura de una variedad diferenciable de clase C".

2.3.1. Subespacios estables, inestables y centrales de cam-
pos vectoriales auténomos lineales
Para poder definir los subespacios estables, inestables y centrales en el caso de

los sistemas lineales, vamos a enunciar algunos resultados previos para comprender

estos conceptos.

Teorema 2.2. (El teorema fundamental para sistemas lineales) Sea A una

matriz n X n. Entonces para un o € R™ dado, el problema de valor inicial

T = Ax
(2.11)
z(0) = xg
tiene una unica solucion dada por
z(t) = ey, (2.12)

Si A es una matriz real 2n x 2n que tiene valores propios complejos, entonces se
presentan en pares complejos conjugados y si A tiene 2n valores propios complejos
distintos, el siguiente teorema de algebra lineal que se demuestra en [9] nos permite

resolver el sistema lineal & = Ax.

Teorema 2.3. 57 A es una matriz real 2n X 2n que tiene 2n valores propios
complejos distintos \j = a; + tb;, \; = a; — ib; y los correspondientes vectores
Propios w; = u; +1v; y W; = u; —ivj, j =1,...,n, entonces {uy, vy, u,, vy} s un

base para R?", la matriz
P=[v; u vy uy - v, Uy

es invertible y
D,
PYAP = diag | 0
bj a;

una matriz real 2n X 2n con bloques 2 X 2 a lo largo de la diagonal.

Ahora enunciaremos resultados para resolver el sistema lineal & = Az, cuando

A tiene multiples valores propios.
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Definicion 2.9. Sea A un wvalor propio de la matriz A n x n de multiplicidad

m < n. Entonces, para k =1,...,m, cualquier solucion v distinta de cero de
(A= X" =0

es llamado vector propio generalizado de A.

Definiciéon 2.10. Una matriz N n X n se dice que es nilpotente de orden k si
NE-1 L0y N¥ = 0.

Teorema 2.4. Si A es una matriz real n X n con valores propios reales A1, ..., A\,

repetidos de acuerdo con su multiplicidad. Entonces exriste una base de vectores

propios generalizados para R"; y si {vy,...,v,} es cualquier base de vectores pro-
pios generalizados para R™, la matriz P = [vy -+ v,| es invertible,

A=S5S4+N,
donde

PSP = diag[\]

y la matriz N = A — S es nilpotente de orden k < n, S y N conmutan, es decir,

SN = NS.

En el caso de valores propios multiples complejos, tenemos el siguiente teorema

cuya demostracion se encuentra en |9].

Teorema 2.5. 5@ A es una matriz real 2n x 2n con wvalores propios complejos
Aj = a; +1ibj y Xj = aj —1ibj,7 = 1,...,n. Entonces existen vectores propios
complejos generalizados w; = u; + w; y w; = u; — ;7 = 1,...,n tal que
{u1,v1, ..., Up, vy} es una base para R*". Para cualquier base como tal, la matriz

P = vy uy - v,] u, es invertible,
A=S+N,

donde
b,
PSP = diag=| “ "
bj a;
y la matriz N = A — S es nilpotente de orden k < 2n, S y N conmutan, es decir,

SN =NS.
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Supongamos que A es una matriz real n X n que tiene k valores propios ne-
gativos Ai, ..., A\g, n — k valores propios positivos Agi1, ..., A, ¥ que estos valores
propios son distintos. Sea {v,...,v,} el conjunto correspondiente de vectores
propios. Entonces los subespacios estable e inestable del sistema lineal © = Ax,
E* y E", son los subespacios lineales generados por {v1,...,vx} v {vks1, ..., 00},

respectivamente; es decir,
S .
E® = gen{vy, ..., v},

E" = gen{vgs1,. .., Un}.

Si la matriz A tiene valores propios imaginarios puros, entonces existe también

un subespacio central E° que definiremos mas adelante.

Ahora vamos a definir los subespacios estable E*, inestable E* y central E¢
de un sistema lineal £ = Az, recordemos que anteriormente definimos E® y E“

cuando A tiene valores propios distintos.

Sea w; = u; + v;; un vector propio generalizado de la matriz (real) A corres-
pondiente al valor propio A; = a; + ib;. Note que si b; = 0 entonces v; = 0 y sea
B = {uy, ..., U, Uks1, Vi1, - -y Um, Uy } Una base de R™ (con n = 2m — k) como

establecen los teoremas 2.4 y 2.5.

Definicién 2.11. Sea \; = a; + tb;, w; = uj +iv; y B como se describid ante-
riormente. Entonces

E® = gen{u;, vjla; < 0};
E = genfu;, vjla; = 0};
E" = gen{u;,vj|la; > 0},
es decir, B°, B¢ y E" son los subespacios de R™ generados por la partes reales e

imaginarias de los vectores generalizados w; correspondientes a los valores propios

Aj con parte real negaliva, cero y positiva respectivamente.

Por el teorema fundamental para sistemas lineales 2.2, la solucion del problema
de valor inicial asociado a i@ = Axz,2(0) = x¢ esta dada por x(t) = etxq. El
conjunto de aplicaciones e4* : R — R™ pueden considerarse como la descripcion

del movimiento de los puntos de xy € R™ a lo largo de trayectorias de © = Ax.
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Este conjunto de aplicaciones se llama el flujo del sistema lineal © = Ax. A

continuacion definimos el concepto importante de un flujo hiperbolico.

Definicion 2.12. Si todos los valores propios de A una matriz de n X n tienen
parte real distinto de cero, entonces el flujo et : R* — R"™ es llamado flujo

hiperbolico y © = Az es llamado un sistema lineal hiperbolico.

Definiciéon 2.13. Un subespacio E C R" se dice que es tnvariante con respecto
al flujo et : R™ — R™ si e*E C E para todo t € R.

Teorema 2.6. Sea A una matriz real n X n. Entonces
R"=FE'®E“® E?,

donde E*, E* y E° son los subespacios estable, inestable y central de & = Ax
respectivamente; ademds, E°, E* y E¢ son invariantes con respecto al flujo et de

T = Ax respectivamente.
Teorema 2.7. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) Para toda ro € R", lim eMzg =0 y para 9 # 0, lim |eMtzy| = oo.
t—o0 t——o0
b) Todos los valores propios de A tienen parte real negativa.

¢) Ezisten constantes positivas a,c,m y M tales que para toda xo € R™
leAag| < Me™ ||

parat >0y

leAtag| > me™ |z
para t < 0.
Teorema 2.8. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Para toda xo € R®, lim et
t——o0

trg = 0 y para zo # 0, lim |eag| = co.
t—o0
b) Todos los valores propios de A tienen parte real positiva.

¢) Ezisten constantes positivas a,c,m y M tales que para toda xo € R™

leMag| < Me® ||
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parat <0y

leAtag| > me® |z

para t > 0.

Corolario 2.1. Si xy € E*, entonces et € E* para todat € R y

A

lim ez, = 0.
t—o00

y si xg € B, entonces e € E" para todat € R y

A

lim e*zy = 0.

t——o00
Asi, vemos que todas las soluciones de © = Ax, que se inician en la variedad
estable F* de © = Az permanecen en E° para todo t y acercarse al origen ex-
ponencialmente rapido cuando t — oo; y todas las soluciones de & = Az, que
comienzan en la variedad inestable E* de © = Ax permanecen en E* para todo t

y acercarse al origen exponencialmente rapido cuando — —oo.

2.3.2. Variedades centrales, estables e inestables para pun-
tos de equilibrio de campos vectoriales auténomos no

lineales

El teorema de la variedad estable e inestable es uno de los resultados mas
importantes de la teoria local cualitativa de ecuaciones diferenciales ordinarias.
El teorema muestra que cerca de un punto de equilibrio hiperboélico z, el sistema
no lineal

T = F(x) (2.13)

tiene variedades estables e inestables W}’ .y W} _tangentes a ¢ en los subespacios
E? v E* del sistema linealizado
T = Az, (2.14)

donde A = DF(z¢). Ademas, W .y W}, son de las mismas dimensiones que E*
y E", y si ¢ es el flujo del sistema no lineal & = F(z), entonces W,y W}, son
positivamente y negativamente invariantes bajo y;, respectivamente, y satisfacen
que

lim ¢;(c) =29 paratoda ce€ W,
t—o00
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lim ¢(c) =9 paratoda ce€ W,

t——o00
Ahora enunciaremos el teorema de variedad estable e inestable para sistemas no

lineales.

Teorema 2.9. (Teorema de la variedad estable e inestable) Sea E un sub-
conjunto abierto de R™ que contiene el origen, sea ' € CY(E), y sea ¢; el flujo
del sistema no lineal & = F(x). Supongamos que F(0) = 0 y que DF(0) tiene k
valores propios con parte real negativa y n — k valores propios con parte real posi-
tiva. Entonces existe una variedad diferenciable Wj,.(0) de dimension k tangente
al subespacio estable E*° del sistema lineal & = Ax en 0 tal que para todo t > 0,
o1 (Wi,(0)) C Wi, (0) y para toda 2o € Wi, (0)

Jim ) =

y existe una variedad diferenciable W, (0) de dimension n — k tangente al subes-
pacio inestable E* de & = Ax en 0 tal que t < 0, ¢, (W2.(0)) C WL.(0) y para
toda xo € W.(0)

lim ¢ (z9) = 0.
t——o0

Ejemplo 2.1. Considere el sistema no lineal
1 = —11 — 23;

2.15
i’QZl'Q—FI%. ( )

La variedad estable e inestable para este sistema se muestra en la figura 2.1.

Observacion 2.1. Las variedades estables e inestables S y U se definen sola-
mente en una pequena vecindad del origen, de modo podemos referirnos a W vy
Wk, como las variedades estables e inestables locales de & = F(x) en el origen o

simplemente como las variedades estables e inestables locales del origen.

Para poder continuar con el estudio de la estructura de la 6rbita cerca del pun-

to de equilibrio veremos como surgen algunas variedades invariantes importantes.

Sea z* € R™ un punto de equilibrio de & = F(z), podemos considerar el sistema

lineal asociado que se discute en |9], [25] que esta dado por:

j=Aly), yeR, (2.16)
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L2

U E*

ES

Figura 2.1: Variedad estable e inestable del sistema (2.15)

donde A = DF(z*), fue necesaria para obtener informacion sobre la naturaleza
de las soluciones cerca del punto fijo x = z* de la ecuacion no lineal & = F(x),
x € R"™.

Los teoremas de las variedades centrales, estables e inestables, proporcionan
una respuesta a esta pregunta; primero vamos a transformar & = F(x) en una
forma mas conveniente. En primer lugar, transformamos el punto fijo x = x* de
& = F(x) al origen a través de una traslacion y = z — z*. En este caso & = F(z)

se convierte en:
y=F(@"+y) yeR" (2.17)

Expandiendo en serie de Taylor F'(z*+ y) alrededor del punto x = x* obtenemos:
y=DF(z")y+ R(y) ye€R", (2.18)

donde R(y) = O(|y|*) y usando que F(z*) = 0. A partir de los resultados del
algebra lineal elemental que se establecen en [9], podemos encontrar una transfor-
macion lineal T la cual transforma la ecuacion lineal § = Ay, y € R™ en un bloque

diagonal de la forma:
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U A, 0 0 u
o = 0 A, o v |, (2.19)
w 0O 0 A, w

donde T7!' = (u,v,w) € R x R Xx R¢, s + u + ¢ =n, A, es una matriz s X s que
tiene valores propios con parte real negativa, A, es una matriz v X u que tiene
valores propios con parte real positiva y A. es una matriz ¢ X ¢ que tiene valores

propios con parte real cero.

Usando la misma transformacion lineal para transformar las coordenadas del

campo vectorial no lineal (2.18) tenemos las ecuaciones:

U= Asu + Rs(u,v,w),
0= A+ R,(u,v,w), (2.20)
w=Aw+ R.(u,v,w),

donde Ry(u,v,w), Ry(u,v,w) y R.(u,v,w) son las primeras componentes s,u y ¢

respectivamente del vector T~ R(T'(y)).

Ahora consideremos el campo vectorial lineal (2.19), el cual tiene una variedad
invariante estable de dimensién s, una variedad invariante inestable de dimension
uw y una variedad invariante central de dimension ¢ y todas se intersectan en
el origen. El siguiente teorema muestra como esta estructura cambia cuando el

campo vectorial no lineal

U= Asu + Rs(u,v,w),
0= A+ R,(u,v,w), (2.21)
w=Aw+ R.(u,v,w),

es considerado.

Teorema 2.10. (Variedades locales estables, inestables y centrales de
puntos de equilibrio) Supongamos que el campo vectorial no lineal (2.21) es de
clase C",r > 2. Entonces el punto fijo (u,v,w) =0 de (2.21) posee una variedad
local invariante estable de dimension s, W§ (0), una variedad local inva-
riante inestable de dimension u, W}:.(0) y una variedad local invariante

central de dimension ¢, W[,.(0), todas de clase C", las cuales se intersectan en
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(u,v,w) = 0. Estas variedades son todas tangentes (ver definicion C.6 del apén-
dice C) a los respectivos subespacios invariantes del campo vectorial lineal (2.19)
en el origen y por tanto son representadas localmente como grificas. En particular

tenemos:
Wi, (0) = {(1,0,0) € R® X RY x ReJo = h3 (), w = (1)
Dh2(0) = 0, Dh (0) = 0; |u| suficientemente pequena}
Wige(0) = {(u, v,w) € R* x R* X Refu = hyj(v), w = hi(v);
DhY(0) = 0, Dh(0) = 0; |v| suficientemente pequeria}
Wise(0) = {(u, v,0) € R* X R* X Reju = hi(w), v = hy(w);
Dh(0) =0, DRE(0) = 05 |w| suficientemente pequenal,

donde hi(u), h?(u), h%(v), ht(v), hé(w) y hé(w) son funciones de clase C". Mds
aun las trayectorias en W7 (0) y WE.(0) tienen las mismas propiedades asin-
toticas como trayectorias en E° y E", respectivamente. Esto es las trayectorias
de (2.21) con condiciones iniciales en W _(0) (respectivamente W}".(0)) se apro-
ziman al origen a una tasa exponencial de forma asintotica cuando t — +oo

(respectivamente t — —o0).

La demostracion del teorema 2.10 se puede consultar en [20].

2.3.3. Teorema de la variedad central

En ocasiones necesitamos realizar una simplificaciéon de los sistemas dinami-
cos, principalmente pensariamos en dos enfoques: el primero, reducir la dimen-
sionalidad del sistema y el segundo, serfa eliminar la no linealidad. Dos técnicas
matematicas rigurosas que permitan un progreso sustancial a lo largo de ambas
lineas de enfoque son el teorema de la variedad central y el método de formas
normales. Estas técnicas son los métodos més importantes, de aplicacion general
disponibles en la teoria local de los sistemas dinamicos, y van a formar la base de

nuestro desarrollo de la teoria de la bifurcacion, en particular para la bifurcaciéon



2.3 Variedades invariantes 21

de Hopf. Por lo tanto, si estamos interesados en el comportamiento a largo plazo
(es decir, la estabilidad) s6lo tenemos que investigar lo que sucede en el sistema
restringido al subespacio invariante E¢ . Seria agradable si un tipo similar de
“principio de reduccion” aplicado al estudio de la estabilidad de los puntos fijos no
hiperbolicos de campos vectoriales no lineales y aplicaciones, es decir, que exista
una wariedad invariante central que pase por el punto fijo a la cual el sistema
podria estar restringido con el fin de estudiar su comportamiento asintotico en
una vecindad del punto fijo. Este es el caso que esta contenido en el teorema de

la variedad central.
Definicion 2.14. Considere el sistema
t=F(z,n) z€R" y pekR (2.22)

El punto (xo, 1) se llama punto de equilibrio no-hiperbdlico de & = F(x, )

S8i:
a) F(xg, o) = 0.
b) D.(F(xo, o)) posee al menos un valor propio con parte real igual a cero.

Considere el sistema

E=F(E) €€R” y Fec(Cr, (2.23)

Apisn, O
Dmev< J 5 )
n2 XMz nxn

donde A so6lo posee valores propios con parte real cero y B solo posee valores

tal que F(0) =0y

propios con parte real negativa. El simbolo “~” denota similitud entre matrices.
Existe un cambio de coordenadas que nos permite descomponerlo en dos bloques
de Jordan:

&= Ar+ f(x,y) (2.24)
y=By+gxy),
donde (z,y) € R x R?,
f( ? = Y Df( ? = Y (2.25)
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Aqui A es una matriz ¢ X ¢ que tiene valores propios con parte real cero, B es una
matriz s X s que tiene valores propios con parte real negativa y f, g son funciones
de clase C"(r > 2).

Definicion 2.15. (Variedad central) Una variedad invariante se llama varie-

dad central de 2.24, si puede ser representada de la forma:
We0) = {(z,y) € R* x Ry = h(x), |z| < §,h(0) =0, Dh(0) = 0} (2.26)

para O suficientemente pequena.

Observemos que las condiciones h(0) = 0y Dh(0) = 0 implican que W¢(0) es
tangente al subespacio E° en el punto (z,y) = (0,0).

Los siguientes dos teoremas se tomaron de [25| y la demostracion de estos
teoremas se pueden consultar en [3]. El primer resultado de variedad central es

un teorema de existencia.

Teorema 2.11. (Existencia de una variedad central) Existe una variedad

central de clase C" para el sistema
T =Ax+ f(x,y)
J=By+g(z,y).

La dindmica del sistema
T =Ax+ f(x,y)
y =By +g(z,y)
restringida a la variedad central es, para u suficientemente pequeno, esta dada por

el siguiente campo vectorial de dimension c:
U= Au+ f(u,h(u)), ueR" (2.27)

El siguiente teorema implica que la dinamica de @ = Au+ f(u, h(u)) cerca de

u = 0 determina la dindmica del sistema

T =Ax+ f(x,y)
y = By + g(z,y)

cerca del punto (z,y) = (0,0).
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Teorema 2.12. (Estabilidad)
i) Supongamos que la solucion cero de i = Au+ f(u, h(u)) es estable (asinto-

ticamente estable) (inestable); entonces, la solucidn de cero del sistema

&= Ax+ f(x,y)
y = By + g(z,y)

es también estable (asintdticamente estable) (inestable).

ii) Supongamos que la solucion cero de it = Au+f(u, h(u)) es estable. Entonces,

st x(t),y(t) es una solucion de

i = Az + f(z,y)
y = By + g(z,y)

con (x(0),y(0)) suficientemente pequeria, hay una solucion u(t) de i = Au+

f(u, h(u)) tal que cuando t — oo

z(t) = u(t) + Oe™ )

donde v > 0 es una constante.

El teorema 2.12 dice que para las condiciones iniciales del sistema completo
suficientemente cerca del origen, las trayectorias a través de ellos se aproximan

asintoticamente a una trayectoria en la variedad central.

2.4. Forma normal para campos vectoriales

El teorema de Hartman-Grobman muestra que en una vecindad de un punto de
equilibrio hiperboélico, el comportamiento cualitativo de un sistema no lineal = =
f(z), donde z € R™ esta determinada por su parte lineal. Ahora si consideramos

el campo vectorial
w=Gw), weR"

donde G es una funcion de clase C”, con r > 2 y supongamos que w = G(w) tiene

un punto de equilibrio w = wy.
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Primero transformamos el punto de equilibrio al origen por medio de la tras-
lacion
v=w—wy, veER
de modo que =G(w) se escribe como

v ==G((v+wy) = H(v)

A continuacién “separamos” la parte lineal del campo vectorial y escribimos a

0 =G(v+ wy) = H(v) como sigue:
v = DH(0)v + H(v),
donde

H(v)=H(v) — DH(0)v

H(v) = O(Jv]?).

Por ultimo, sea T la matriz que transforma la matriz de DH(0) en la forma

canodnica (real) de Jordan. Entonces, bajo la transformacion v = Tz, tenemos que
v = DH(0)v + H(v)

se convierte en

& =T 'DH(0)Tx+T 'H(Tz),
Denotando la forma canonica (real) de Jordan de DH(0) por J, tenemos

J =T '"DH(0)T,

y definimos
F(z) =T 'H(Tx),

entonces una manera alternativa de escribir a

& =T 'DH(0)Tx+T 'H(Tx)

es
#=Je+F(z), zER"
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y por tanto por el teorema local de la variedad central 2.11 (ver seccion 2.3.3)
se tiene que, en una vecindad de un punto de equilibrio no hiperbélico, determi-
nar el comportamiento cualitativo de & = f(x) se puede reducir al problema de

determinar el comportamiento cualitativo del sistema no lineal
t=Jr+ F(x)

en la variedad central. Dado que la dimensiéon de la variedad central es tipica-
mente menor que n, esto simplifica el problema de determinar el comportamiento
cualitativo del sistema @ = f(z), cerca de un punto de equilibrio no hiperbolico.
Sin embargo, el analisis de este sistema todavia puede ser dificil. Observemos que
la transformacion v = Tx ha simplificado la parte lineal de v = DH(0)v + H (v),
tanto como sea posible. La teoria de las formas normales nos permite simplificar
la parte no lineal, F(z), de # = Jx + F(z). Esto se logra haciendo una trans-
formacion analitica de coordenadas no lineal de la forma = = y + h(y), donde
h(y) = O(ly[*) cuando |y| — 0.

En primer lugar, vamos a expandir a F'(x) en serie de Taylor de modo que

& = Jx + F(z) se convierte en
t=Jr+ Fy(z)+ F3(x)+ ...+ F._1(x) + O(|z]"), (2.28)

donde Fj(z) representa el orden ¢ de los términos de la expansion de Taylor de
F(z). Ahora vamos a simplificar los términos de segundo orden, para ello

introduciremos una transformacion de coordenadas
r =y + ha(y), (2.29)

donde hy(y) es de segundo orden en y. Sustituyendo x = y + ha(y) en (2.28)

tenemos

& = (I+Dhy(y))y = Jy+Jho(y) Fo(y+he)+F3(y+ha(y))+. . A+Fr1(y+h2)+O(|y]")
(2.30)

donde “I” denota la matriz identidad n x n. Ademéas note que cada término

Fe(ly +haly)), 2<k<r-—1 (2.31)



26 Preliminares

podemos reescribirlo como

Fi(y) + O(ly[*™") + ... + O(ly|*) (2.32)

de modo que (2.30) se escribe como

(I + Dhy(y))y = Jy + Jha(y)Fa(y) + F3(y) + ... + Fri(y) + O(ly|")  (2.33)

donde el cambio de notacion para los términos O(|y|*), en F*(y), sirve para deno-

tar que han sido modificados como resultado de la transformacién de coordenadas.

Ahora, para y suficientemente pequena,
(I + Dhay(y))™* (2.34)
existe y puede ser representada en una serie de expansion como sigue:
(I + Dha(y)) ™t = I = Dha(y) + O(|y[*) (2.35)
sustituyendo (2.35) en (2.33) tenemos:
§ = Jy+ Jha(y) — DhaJy + Fa(y) + Fy(y) + ...+ F(y) + O(|yl")  (2:36)

Hasta ahora hy(y) ha sido completamente arbitraria. Sin embargo, ahora tene-
mos que elegir una forma especifica para hs(y) con el fin de simplificar los términos

de orden O(|y|?) tanto como sea posible. Lo ideal seria elegir hy(y) tal que
Dhy(y)Jy — Jha(y) = Fa(y) (2.37)

el cual eliminara a F5(y) de (2.36). La ecuacion Dhs(y)Jy — Jha(y) = Fa(y) puede
ser vista como una ecuacion para la funcién desconocida hs(y). Queremos moti-
var el hecho de que, cuando se ve en la forma correcta, es de hecho una ecuacion
lineal que actia sobre un espacio vectorial lineal. Esto se lograra si definimos el
espacio vectorial lineal apropiado y un operador lineal en este espacio vectorial y
por tltimo describiendo la ecuacién que hay que resolver en este espacio vectorial

lineal en este caso resulta ser la ecuacion Dha(y)Jy — Jha(y) = Fa(y).
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Primero definiremos el espacio de vectorial Hy, de los polinomios homogéneos
con valores vectoriales de grado k. Sea {s1,...,$,} el conjunto que denota una
base de R", y sea y = (y1, ..., yn) las coordenadas con respecto a esta base. Ahora
considere los elementos basicos con coeficientes que constan de los polinomios

homogéneos de grado k, es decir,
(Y gz ooy s, ij =k, (2.38)
j=1

donde m; = 0 son enteros. Nos referimos a estos objetos como polinomios ho-
mogéneos con valores vectoriales de grado k. El conjunto de todos los polinomios
homogéneos con valores vectoriales de grado k£ forman un espacio lineal de vec-
tores, que denotamos por Hjy. Una base evidente para Hj consiste de elementos
formados de considerar todos los posibles polinomios homogéneos de grado k que

multiplican a cada s;.

Luego queremos encontrar una aplicaciéon lineal en el espacio Hy, para ello
consideraremos la ecuacion Dhs(y)Jy — Jha(y) = F(y). Note que hy(y) puede ser

visto como un elemento de Hs y que la aplicacion
ha(y) — Dha(y)Jy — Jha(y) (2.39)

es una aplicacion lineal de Hy en Hy. De hecho, para cualquier elemento de hg(y) €

Hy, similarmente se sigue que
hi(y) — Dhi(y)Jy — Jhi(y) (2.40)

es una aplicacion lineal de Hy en Hy. Debido a su presencia en la teoria de algebra

de Lie, esta aplicaciéon suele denotarse como

LY (i) = —(Dhi(y) Ty = Thi(y)) (241)
o

— (Dhy(y)Jy — Jhi.(y)) = [he(y), Ty, (2.42)
donde [-, -] denota la operacion corchete de Lie en los campos de vectoriales de

Hy(y) v Jy.
Volvamos ahora al problema de resolver Dhy(y)Jy — Jha(y) = Fa(y). Obser-
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vemos que Fy(y) puede ser visto como un elemento de Hy. A partir del algebra
lineal elemental, sabemos que Hy puede ser (no tinicamente) representado de la
siguiente forma

Hy, =LY (H,) & G,, (2.43)

donde G5 representa un espacio complementario a, LS2)(H2). Resolver la ecuacion

Dhsy(y)Jy — Jha(y) = Fy(y) es como resolver la ecuacion Ax = b para élgebra
lineal. Si Fy(y) esta en la imagen de LSQ)(-), entonces todos los términos de orden
O(ly|*) pueden ser eliminados de la ecuacion Dhy(y)Jy — Jhao(y) = Fy(y). En
cualquier caso, podemos elegir hs(y) de tal forma que sé6lo los términos de orden

O(|y|?) que estén en Gy no puedan ser eliminados. Denotamos estos términos por
F;(y) € Ga, (2.44)

donde el exponente r de Fj(y) denota el término “resonancia”. Por lo tanto, ¢ =
Jy+ Jhy(y) — DhoJy+ Fo(y) + Fs(y) +. ..+ E,_1(y) + O(|y|") se puede simplificar
como

g =Jy+F5(y) + Fa(y) + ...+ Fa(y) + O(lyl"). (2.45)

En este punto, el sentido de la frase “simplificar los términos de segundo or-
den” significa la introducciéon de un cambio de coordenadas tal que, en el nuevo
sistema de coordenadas, los tinicos términos de segundo orden estan en un espacio
complementario a L%(Hy). Pero si L%(Hy) = Ho, entonces todos los términos de

segundo orden pueden ser eliminados.

A continuacion vamos a simplificar los términos de tercer orden O(|y|?) . In-

troduciendo el cambio de coordenadas
y— y+ hs(y), (2.46)

donde hs3(y) = O(|y|®) (Observacion: vamos a conservar las mismas variables y en
la ecuacion), y la realizacién de las mismas manipulaciones algebraicas como lo
hicimos para los términos de segundo orden, luego § = Jy + FJ + Fy(y) + ... +
E,_1(y) + O(|y|") se convierte en

J = Jy+F} (y)+Ths(y)— Dhs(y) Jy+ Fs(y)+ Fa(y)+ . +Fo 1 (y)+O(y]") (2.47)

donde los términos Fj,(y),4 < k < r—1, indican, como antes, que la transformacion
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de coordenadas ha modificado los términos de orden superior a tres. Ahora, la

simplificacién de los términos de tercer orden implica la resoluciéon de
Dhs(y)Jy — Jhs(y) = Fi(y). (2.48)

Aqui aplicaremos lo usado para los términos de segundo orden. De modo que
la aplicaci6on
ha(y) +— Dha(y)Jy — Jha(y) = — L5 (ha(y)) (2.49)

es una aplicacion lineal de H3 en Hj. Por lo tanto, podemos escribir
Hy = LY (H3) & Gs, (2.50)

donde G es algiin espacio complementario a L(Hj). Por lo tanto, los términos

de tercer orden pueden simplificarse como
Fi(y) € Gs. (2.51)

Pero si L3(Hs3) = Hs, entonces los términos de tercer orden pueden ser eli-
minados. Es evidente que este procedimiento puede repetirse de manera que se

obtiene el siguiente teorema de forma normal.

Teorema 2.13. (Teorema de la forma normal) Por una sucesion de cambios
de coordenadas analiticas © = Jx + Fy(x) + F3(x) + ... + F,_1(x) + O(|z]") se

pueden transformar en
y=Jy+Fyy)+...+F_(y) +O(ly"), (2.52)

donde F}(y) € Gy, 2 <k <r —1, y Gy es un espacio complementario a L*(Hy).
La ecuacion §y = Jy + Fy(y) + ...+ F/_,(y) + O(ly|") se dice que estd en forma

normal hasta el orden r — 1.
Observaciones:

1. Los términos F}(y),2 < k < r — 1, se denominan términos de resonancia

(de ahi el superindice r).

2. La estructura de los términos no lineales en § = Jy+ F} (y)+...+ F/_,(y) +
O(ly|") se determina por completo por la parte lineal del campo vectorial,

es decir, J.
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3. Debe quedar claro que la simplificaciéon de los términos de orden k£ no mo-
difica los términos de orden inferior. Sin embargo, los términos de orden
superior a k se modifican. Esto sucede en cada paso de la aplicacion de la
método. Si se quisiera calcular realmente los coeficientes de cada término
de la forma normal en términos del campo vectorial original, serd necesario
hacer un seguimiento de coémo se modifican los términos de orden superior

por la sucesion de transformaciones de coordenadas.

2.5. Forma normal para la bifurcaciéon de Poincaré-

Andronov-Hopf

El método de la forma normal es una herramienta que juega un papel impor-
tante en el estudio de la bifurcacion de Hopf, puesto que nos permite simplificar
un sistema de n dimensiones en un sistema bidimensional a través del teorema de
la variedad central, por esta razon restringimos nuestro estudio en una primera

instancia a un sistema de ecuaciones en R?.

Supongamos que x € R? y D f(0,0) tiene dos valores propios puros imaginarios
A(0) = +iw(0). Entonces podemos encontrar una transformacion lineal la cual

pone a D, f(0, ) en la siguiente forma

(2.53)

D, F(0.0) = ( ReA(n) —ImA(u) )

ImA(p)  ReX(p)

para g suficientemente pequenio. Ademas, por el teorema de la funcion implicita
(teorema A.2), el punto de equilibrio es una funcion del pardmetro p de clase
C" (para p suficientemente pequenio) de tal manera que, si es necesario, podemos
introducir un transformaciéon de coordenadas dependiente del pardmetro p tal que
x = 0 es un punto de equilibrio para todo p suficientemente pequenio. Suponemos
que todo esto ha sido hecho.

Sea

ReA() = A1) cos(2m6 (1)
ImA() = A sin(2(n)).
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entonces (2.53) se puede poner en la forma:

(2.54)

cos 2mf(p) —sin2mw0(p)
sin270(p)  cos2mf(p) |

Do f(0, 1) = A ()] (

Ahora queremos poner la siguiente ecuacion en forma normal:

AN cos 2mO(p) — sin 270 () T ez, y; )
( Y ) = ( sin270(u)  cos2m6(u) ) ( y ) i ( f2 (@, y5 ) > (2.5
donde (z,y) € R?, f* es la parte no lineal de z y .

Observamos que a menudo vamos a omitir escribir el parametro dependiente

de X y p para que la notacion sea mas facil de manejar.

Al tratar con las partes lineales de campos vectoriales que tienen valores pro-
pios complejos, a menudo es més facil de calcular la forma normal usando coorde-
nadas complejas. Vamos a ilustrar este procedimiento para este ejemplo. Hacemos

la siguiente transformacion lineal

GG G)-(o)6) e

para obtener

donde

Por lo tanto, todo lo que necesitamos para estudiar es
5= |Ne¥2 + FY (2, 2 p) (2.58)

dado que la segunda componente de (2.57) es simplemente el complejo conjugado

de la primer componente. Por lo tanto, vamos a poner z = |\e* "z + F(z, z; )
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en forma normal y luego transformar de nuevo a las variables z, y.

Expandiendo 2 = |\|e*™z + F'(z, z; ) en una serie de Taylor obtenemos
=N+ Py + Fs+... 4+ F_1 +0O(2]", 2], (2.59)

donde los F7 son polinomios homogéneos en z, z de orden j cuyos coeficientes
dependen de p.
A continuacién vamos a simplificar los términos de segundo orden, para ello

hagamos la transformacion
z— 2+ ha(z, 2), (2.60)

donde hsy(z, Z) es de segundo orden en z y z con coeficientes que dependen de pu.
Tomando 2 = |\e* Pz + Fy+ Fs+...+ F,_1 + O(|2|", |2]"), 2 — 2+ ha(z, 2)

llegamos a

) Oh? Oh? . _
z = (1+E) +EZ—)\Z+)\]’L2+F2(Z,Z)+O(3) (2.61)
© 2\ —1 2
. oh”\ Oh* .
z = (1 + %) |:/\Z + )\hg - %Z + F2 + 0(3) (2.62)

Observemos que
Z=M+ K+ 0(3) (2.63)

y para z, z suficientemente pequenos se tiene

on?\ " Oh?
(1 + E) =l-——+ O(2). (2.64)

_ _ -1
Por lo tanto usando z = Az + F, + O(3) y (1 + 83—}f> =1- %}f + O(2)

z

obtenemos z = (1 + %h2> + %—}f:,% = Az + Mo+ Fy(z, 2) + O(3) que se convierte en

_ oh? ol
Z:)\Z—)\EZ—AE—F/\]IQ—FFQ—FO(S), (265)

de modo que podamos eliminar todos los términos de segundo orden si

Ohy  Ohy_ B
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observemos que la ecuacién Ahy — (A%z + )\%Z) + 5 = 0 es muy similar a la
ecuacion Dha(y)Jy — Jhe(y) = Fy(y) obtenida anteriormente (ver secciéon 2.4). La
aplicacion

Ohy Ohs _

es una aplicacion lineal del espacio de polinomios homogéneos en z y zZ de grado
2 en si misma. Denotamos este espacio por Hy. F» también se puede ver como un

elemento en este espacio. Por lo tanto, la solucion de Ahy — (A%z + A%Z) +Fy =

0 es un problema de algebra lineal. Ahora tenemos
Hy = gen{2*, 2z, 2%}. (2.68)
Calculando la accién de la aplicacion lineal hy — Ahy — ()\%z + )\%z)
z z
en cada uno de los elementos de la base tenemos:
[ 0 ~ (0
2 O 2 O o2\ 2| .2
Az _)\(azz)z—k)\(azz)z] Az
_ N (9 .\ s
TAZZ — _/\ <£zz) z4+ A (£zz> z] = —\z2Z;
[ 0 - (0 _
2 O Y o2) | 2
AZ _/\<8zz)z+>\<822>z] (A —2N)z".
oh oh
Por lo tanto, hy — Ahg — ()\a—;z + )\8—;2) es diagonal en esta base con
una representacion matricial dada por
—A(w) 0 0
0 =) 0 : (2.69)
0 0 Ap) —2X(p)
Para 1 = 0, tenemos que A(0) # 0 y A(0) = —A(0); por lo tanto, para p

suficientemente pequefia, A(1) = 0y A(i) — 2A(i) # 0. Por lo tanto, para u sufi-
cientemente pequena, todos los términos de segundo orden pueden ser eliminados
a partir de 2 = [Ne?™z + Fy + Fs + ...+ F,_y + O(|2]", |2]").

Ahora vamos a simplificar los términos de tercer orden, entonces tenemos

F= A+ Fy+O4). (2.70)
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Sea z — z + hs(z, Z); entonces obtenemos

, o\ oh? .
Oh3 _Oh?
Luego queremos resolver
oh3 ~Oh3
AN NP By = 2.71
)\hg )\822 )\azz—l— 3 0 (7)
Observe que nosotros tenemos
Hs = gen{2’, 22, 22% 2°}. (2.72)

Calculamos la accion de la aplicacion lineal

Ohs ~Ohs _] (2.73)

hs — Ah3 — {/\—z +A—z
0z

z

en cada elemento base de H3 y obtenemos
A2 — A (
A2 — | (2222> Z+ A (izzz

222 — |\

) VAR D (§53> Z+ A (8323) 2] = (A—3)N)7".
z z

Por lo tanto la representacion matricial de hg — Ahsg — [)x athZ + 5\%2} esta
dada por
—2A (1) 0 0 0
0 —(\ A 0 0
0 0 —2A (1) 0
0 0 0 Ap) —3\(p)
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Ahora en p = 0 tenemos
A(0) + A(0) = 0. (2.75)

Sin embargo, ninguna de las columnas restantes en (2.74) son idénticamente
cero en u = 0. Por lo tanto, para p suficientemente pequena, los términos de tercer

orden que no son de la forma

2P+ z (2.76)
pueden ser eliminados. Por lo tanto, la forma normal hasta el tercer orden esté
dada por

i =Mz +c(p)2*z + O(4), (2.77)
donde c(u) es una constante que depende de p. A continuacion simplifica-

mos los términos de cuarto orden. Sin embargo, observe que, en cada orden, la
simplificaciéon depende de
oh < _0Oh
M —Az— —Az— =0 2.78
0z 0z ( )
para alguna h = 2"z™, donde m +n es el orden del término que queremos simpli-

ficar. Sustituyendo esto en A\h — )\zg—: — 5\2% = 0 nos da

A2"E™ — (nAZ"Z™ + mA"E™) = 0;
(A —nA —mM)z"z™ = 0.
En u =0, A = —\; por lo tanto, no podemos tener
1+m—n=0. (2.79)

De modo que esto no puede suceder si m y n son nimeros pares. Por lo tanto,
todos los términos de orden par se pueden quitar, y la forma normal estd dada
por

=Mz +c(u)2?z + O(5) (2.80)

para p en alguna vecindad de p = 0.

Podemos escribir esto en coordenadas cartesianas como sigue. Sea A(p) =
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a(p) + iw(p), y c(p) = a(p) + ib(p). Entonces

i = ar —wy+ (ax — by)(z* + 3°) + O(5), (2.81)
y = wx + ay + (br — bay)(z* + y*) + O(5). (2.82)

En coordenadas polares, lo anterior se puede expresar como

F=ar+ar® + ... (2.83)
0=w+bri+.... (2.84)

2.6. Bifurcacién de Hopf

La teoria de bifurcaciones presenta un conjunto de técnicas para ecuaciones
diferenciales no lineales. En este contexto ;Qué es exactamente lo que se quiere
decir con bifurcacion? En el sentido méas general, por bifurcacién en una familia de
sistemas dindmicos se entiende un cambio cualitativo en el retrato fase cuando un
parametro alcanza o sobrepasa a un cierto valor critico. Méas especificamente, lla-
mamos bifurcacion de un punto de equilibrio (o conjunto invariante) el caso donde
este cambio consiste en la aparicion de nuevos puntos de equilibrio (o conjuntos
invariantes) que al alejarse el parametro del valor critico, se alejan del punto o
conjunto en cuestion. El pardmetro que cambia es conocido como pardmetro de
bifurcacion. Un sistema dindmico no lineal puede presentar varios parametros de
bifurcacion. El estudio de este fenémeno despert6 interés a partir de un articulo
famoso de E. Hopf publicado en 1942 (veasé [12]), donde se relaciona la aparicion
de soluciones periddicas con ciertos cambios en el comportamiento de la parte

lineal del sistema bajo un cambio de un parametro.

En secciones anteriores se presentaron algunos resultados de la teoria de los

sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales
T = F(x) (2.85)

con F € C*(U) donde U es un subconjunto abierto de R™. Abordaremos el pro-
blema de como el comportamiento cualitativo de & = F'(x) cambia a medida que
cambia la funcion o campo vectorial F' en @ = F(x). Si el comportamiento cuali-

tativo sigue siendo el mismo para todos los campos vectoriales cercanos, entonces



2.6 Bifurcacion de Hopf 37

el sistema & = F(z) o el campo vectorial F' se dice que es estructuralmente

estable .

Existen varios tipos de bifurcaciones en los puntos de equilibrio no hiperboélicos
y oOrbitas perioddicas, incluyendo las bifurcaciones de orbitas periodicas de puntos
de equilibrio no hiperbdlicos. Estos tipos de bifurcaciones se llaman bifurcaciones
locales ya que se centran en los cambios que tienen lugar cerca del punto de

equilibrio o érbita periddica y estas ocurren en sistemas de clase C!
&= F(x,pn) (2.86)

dependiendo de un parametro p € R (o de varios parametros p € R™), cambia
cuando el campo vectorial F' pasa a través de un punto de bifurcaciéon en el con-
junto o como el parametro p varfa a través de un valor de bifurcacion pg. Un valor
o del parametro p en la ecuacion & = F(x,u) para el cual el campo vectorial
& = F(x,pu) de clase C' no es estructuralmente estable se llama un valor de

bifurcacion.

En [21] se estudian varios tipos de bifurcaciones que puede ocurrir en un punto
de equilibrio no hiperbolico zy de un sistema © = F(x,u) que depende de un
parametro p € R cuando la matriz DF(zg, 1) tenia un simple valor propio cero.
En esta seccién consideramos un tipo de bifurcaciéon que puede ocurrir cuando
la matriz DF(xg, i1o) tiene un par simple de valores propios puros imaginarios
y no hay otros valores propios con parte real cero. En este caso, el teorema de
la funcion implicita (teorema A.2) garantiza que para cada u cerca de g habra
un tdnico punto de equilibrio x, cerca de xy; sin embargo, si los valores propios
de DF(z,,p) cruzan el eje imaginario en p = p, entonces las dimensiones de
las variedades estables e inestables de x,, cambiardn y el retrato fase local de
t = F(x, ) cambiard a medida que p pasa a través del valor de bifurcacion py.
En el caso genérico, una bifurcaciéon Hopf ocurre cuando una o6rbita periddica es

creada cuando la estabilidad del punto de equilibrio x,, cambia.

Una bifurcaciéon de Hopf. Considere el sistema plano

&= —y+a(p—a® -y
g=x+yp—a"—y?). (2.87)
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El tinico punto critico del sistema es el origen y

D0, 1) = [*1‘ ;1]

Por la teorfa de los sistemas no lineales se garantiza que el origen es un foco
estable o un foco inestable de este sistema no lineal si < 0 0 si pu > 0, respecti-
vamente. Para y =0, Df(0,0) tiene un par de valores propios imaginarios puros,
entonces el origen es o bien un centro o un foco para este sistema no lineal. La
estructura del diagrama de fases hace evidente que si escribimos este sistema en

coordenadas polares:

0=1, (2.88)

vemos que en g = 0 el origen es un foco estable y para p > 0 hay un ciclo limite
estable

T, 7.(t) = /u(cost,sint)”.

Las curvas I',, representan una familia a un pardmetro de ciclos limite de
este sistema. Los retratos de fase para este sistema se muestran en la figura 2.2
y el diagrama de bifurcacion se muestra en la figura 2.3. La curva superior en
el diagrama de bifurcacién mostrado en la figura 2.3 representa la familia a un
parametro de ciclos limite I', que define una superficie en R? x R. La bifurcacion
del ciclo limite desde el origen que se produce en el valor de bifurcacion p = 0

cuando el origen cambia su estabilidad se conoce como una bifurcaciéon de Hopf.

Consideremos el siguiente sistema plano

&= pr—y+p(z,y)
y=x+py+q(z,y) (2.89)

donde las funciones p(z,y) y ¢(x,y) se definen como sigue:

plr,y) = Z Gz’inyj = (a20x2 + apry + a02y2)
i+5>2

+ (as02® + agi2*y + appry® + agsy’) + . ..
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j—

& A

. (.

/ N
(a) u <0 (foco estable) (b) > 0 (foco inestable)

Figura 2.2: El retrato fase para el sistema (2.88).

q(r,y) = Z bijxiyj = (b20$2 + by + b02y2)
i+>2
+ (b3ox® + b2y + brawy® + bosy®) + . ..

En este caso, para = 0, Df(0,0) tiene un par de valores propios imaginarios
puros y el origen se llama un foco débil o un foco miltiple. La multiplicidad m
de un foco multiple se define en [21] p.p.218, en términos del mapeo de Poincaré

P(s) para el foco. En particular, tenemos:
P'(0) = e*™

para el sistema (2.89) y para p = 0 tenemos P’(0) = 1 o equivalentemente d'(0) =
0, donde d(s) = P(s) — s es la funcion de desplazamiento. Para ;1 = 0 en (2.89),

el nimero de Liapunov o se define como:

3
o = 7[3(%0 + bo3) + (a2 + ba1) — 2(azobao — ao2bo2)

+ ag1(ap2 + as) — bi1(boz + bap)].

En particular, si ¢ # 0, entonces el origen es un foco débil de multiplicidad
uno, este es estable si 0 < 0 e inestable si o > 0, y ocurre una bifurcacién de Hopf
en el origen en el valor de bifurcacion g = 0. Por lo tanto tenemos el siguiente

teorema.
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(a) (b)

Figura 2.3: El diagrama de bifurcacién y la familia a un paramétro de ciclos limite
I', resultante de la bifurcacion de Hopf de sistema (2.88).

Teorema 2.14. (Bifurcacion de Poincaré-Andronov-Hopf): Si o # 0, en-
tonces, ocurre una bifurcacion Hopf en el origen del sistema plano (2.89) en el
valor de bifurcacion p = 0; en particular, si o < 0, entonces se bifurca un unico
ciclo limite estable desde el origen del sistema plano (2.89) cuando u incrementa
desde cero y si 0 > 0, entonces se bifurca un unico ciclo limite inestable desde
el origen del sistema plano cuando p decrece desde cero. St o < 0, los retratos
de fase locales para (2.89) son topoldgicamente equivalentes a los mostrados en la
figura 2.2 y existe una superficie de orbitas periodicas las cuales tienen un tan-
gencia cuadrdtica con el plano zy en el origen en R? x R como se muestra en la
figura 2.5.

En el primer caso (o < 0) en el teorema 2.14, donde el punto critico genera un
ciclo limite estable cuando u pasa a través del valor de bifurcacion p = 0, tenemos
lo que se llama una bifurcacion de Hopf supercritica y en el segundo caso
(1> 0) en el teorema 2.14, donde el punto critico genera un ciclo limite inestable,
cuando p pasa a través del valor de bifurcacién p = 0, tenemos lo que se llama

una bifurcacion de Hopf subcritica.

El siguiente teorema, demostrado en [6], establece la existencia de la bifurca-
cion de Hopf para sistemas de dimensiones superiores cuando DF(x, 110) tiene un
par de valores propios imaginarios puros, Ao, Ao, ¥ ningun otro valor propio con

parte real cero.
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Teorema 2.15. (Poincaré-Andronov-Hopf): Supongamos que el sistema & =
F(x,p) de clase C* conx € R™ y u € R tiene un punto de equilibro zo para = g
y que DF(xq, po) tiene un par simple de valores propios imaginarios puros y no
hay otros valores propios con parte real cero. Entonces existe una curva suave de
puntos de equilibrio x(p) con x(uo) = o y los valores propios, M) y AMp) de
DF(x(u), 1), los cuales son puros imaginarios en p = po, variando suavemente

con . Ademds, si

d
@[RE)\(M)]#:MO # 0,

entonces existe una unica variedad central bidimensional que pasa por el punto
(o, pto) y una transformacion suave de coordenadas tal que la sistema & = F(x, u)

en la variedad central se transforma en la forma normal

&= —y+ax(z’ +y*) — by(a® + y*)O(|z[*);
y =+ br(z* + y°) + ay(z* + v*)O(|z|*);

en una vecindad del origen la cual, para a # 0, tiene una foco débil de multiplicidad

uno en el origen y

&= px —y+ ax(z® +y*) = by(z* + ¢?)
§ =+ py +ba(@® +y*) + ay(a® +°)

es un desplieque universal de estd forma normal en una vecindad del origen en la

variedad central.

En el caso de dimensiones superiores, si a # 0 hay una superficie S de dimen-
sion dos de orbitas periodicas estables para a < 0 (u o6rbitas periodicas inestables
para a > 0) que tiene un tangencia cuadritica con el espacio propio de g y Ag
en el punto (g, o) € R” X R, es decir, la superficie S es tangente a la variedad
central W¢(xzo) de & = F(x,u) en el punto de equilibrio no hiperbélico xy para
[ = pig, ver figura 2.4.

Observemos que para comprender el teorema 2.15 (Poincaré-Andronov-Hopf)
estudiamos primero la teoria de las variedades centrales, estables e inestables pa-
ra puntos de equilibrio de campos vectoriales auténomos no lineales y la forma
normal para campos vectoriales y el caso particular de la forma normal para la

bifurcaciéon de Poincaré-Andronov-Hopf.
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Figura 2.4: Una familia a un parametro de 6rbitas peridédicas S resultando de una
bifurcaciéon de Hopf a partir un punto de equilibrio no hiperbélico g y un valor
de bifurcacion py.

Dado que el estudio de los problemas de inestabilidad y de bifurcacion, a me-
nudo se necesita determinar los valores de bifurcaciéon para un sistema dado, tales
condiciones se obtienen generalmente con el calculo del jacobiano del sistema eva-
luado en un punto de equilibrio, sin embargo, cuando se aplica esto a problemas
reales que pueden tener dimensiones muy grandes, los célculos pueden ser dificiles
de manejar. Por otra parte, en la mayoria de los casos, tenemos que encontrar
las condiciones en términos de los parametros del sistema, con el fin de tener en
cuenta los cambios de estabilidad con respecto a los pardmetros. El criterio de
Hurwitz que se basa en el polinomio caracteristico del jacobiano de un sistema
y se puede utilizar para determinar la estabilidad de un punto de equilibrio. En
esta seccion se muestra un método diferente para establecer las condiciones nece-
sarias y suficientes para determinar los puntos criticos de los sistemas no lineales,
particularmente para la bifurcacion de Hopf. Con base en el criterio de Hurwitz,
se obtienen condiciones explicitas necesarias y suficientes, en términos de los pa-

rametros del sistema.

Considere el sistema descrito por la siguiente ecuacion diferencial no lineal
general:
it=F(x,p), zeR", ueR™F:R"" 5 R", (2.90)



2.6 Bifurcacién de Hopf 43

donde el punto denota la diferenciacién con respecto al tiempo, t; x es la variable
de estado n-dimensional y p la variable del pardmetro m-dimensional. Suponemos
que la funcién no lineal F'(z, i) es analitica con respecto a x y p. En general, el
primer paso en el analisis del sistema no lineal & = F(x, ;1) es encontrar los puntos
de equilibrio del sistema y determinar su estabilidad. Entonces, considerar posibles
bifurcaciones de un punto de equilibrio cuando el parametro p varia. Los puntos
de equilibrio se determinan a partir de la ecuacién algebraica ‘fi—f = 0, es decir,
F(z, 1) = 0. Supongamos que los puntos fijos de la ecuacion F(z, ) se dan en la

forma
Te = Te(p) (2.91)

el cual usualmente representa miiltiples soluciones, entonces el jacobiano del sis-
tema f(x,pn) en x = x.(u) esta dado por

_ afi(xe<:u)v :u)'

J

Si todos los valores propios de J(u) tienen parte real distinta de cero, entonces
el sistema se llama hiperbolico y no existen dindmicas complejas en la vecindad
del punto de equilibrio. Si en algiin punto g = p., al menos uno de los valores
propios de J(u) tiene parte real cero, entonces p. se llama un punto critico, y
las bifurcaciones se pueden ocurrir a partir de ..

Para determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio, tenemos que encontrar
los valores propios del Jacobiano J(u), que se obtienen mediante la siguiente

ecuacion polinémica:

P,(\) = det]\ — J(u)] = N 4+ ar ()N ag () A2 L an o (p) N
+ a1 ()N + a,(p) = 0.

Si para un valor de p, todas las raices del polinomio P, () tienen partes reales
negativas, entonces el punto de equilibrio es (asintdticamente) estable para este
valor de p. Si al menos uno de los valores propios tiene parte real cero cuando p
alcanza un punto critico, u., entonces, el punto de equilibrio se vuelve inestable
y ocurren bifurcaciones a partir del punto critico. Cuando todas las raices de
P,()) tienen partes reales negativas, llamamos a P, (\) un polinomio estable, de
lo contrario lo llamaremos un polinomio inestable. De acuerdo con el criterio de

Hurwitz, las condiciones necesarias y suficientes, bajo las cuales todas las raices
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del polinomio P,(\) tienen partes reales negativas, estan dadas por

(2.93)

donde A;(i) se llaman menores principales de la matriz de Hurwitz de orden n,

el cual se define de la siguiente manera (en este caso, el orden n significa que hay

,n)):

n coeficientes a;(1 = 1,2,. ..

A = |a1| = das,

AQ = det @ L ] = ajag — as,
as Az
aq 1 0
Ag=det | a3 ay a1 | = (a1a2 —az)as — (a1a4 — as)as,
as a4 as
[, 1 0 0 |
as a9 aq 1
Qs Qg as (45}
An—l = det
ap—2 Gp-3 0Qp—4 GQp_5
Qp ap—1 Gp—2 0Ap-3
i 0 0 ap  Qp_1 |
[as 1 0 0 0 |
as a9 aq 1 0
as a4 az Q2 0
A, = det = a,\,_1
ap  Ap—1 Ap—2 0ap—3 Qp—4
0 Qp, Gp—-1 Ap—2
- an -

(2.94)

Supongamos que cuando p es variada hasta alcanzar un punto, p = p., al

menos uno de los A;’s llegue a ser cero, entonces el punto de equilibrio . se
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vuelve inestable en u = p., llamado punto critico. Cuando a,(u.) = 0 enton-
ces la ecuacion a,A,_1, P,(\) tiene una raiz cero, lo que indica que el sistema
& = F(x, ) tiene una simple singularidad cero y una bifurcacion estatica se pro-
duce a partir de x.. Cuando a,(p.) = an_1(pe) = 0, el sistema & = F(x,p)
presenta una singularidad cero doble y existe un comportamiento dinamico més
complejo en la vecindad del punto de equilibrio. Esto demuestra que es sencillo
para determinar las singularidades puramente cero. Sin embargo, se vuelve mucho
més dificil de determinar las singularidades que implican pares puramente imagi-
narios. Por ejemplo, la bifurcaciéon de Hopf se produce en un punto critico en el
que P,(\) tiene un par de valores propios puramente imaginarios, +iw(w > 0).
Para los sistemas de dimensiones menores, no es dificil encontrar las condiciones.
Por ejemplo, las condiciones en las que existe una bifurcacion de Hopf para los

casos de dimensiones menores: n = 2,3,4 y 5, se enumeran en la tabla 2.1.

n P,(\) Condicion w?
2 )\2+a1)\+a2 (Il:O az
3 /\3 + 61,2/\2 =+ (LQA + as a1y — az = 0 as
4 M\ 4 ad? + agh + ay (a1as — az)az — aqa? =0 Z—f
5 | A%+ ar M 4 a3 + asA? + ay\ + a5 | (a1as — as)(azaq — asas) — (a1aq — as)? =0 ey

Tabla 2.1: Condicién critica para la bifurcacion de Hopf

Observe que las condiciones de esta tabla en realidad originan que A, _; = 0,
pero a,, > 0. Si, ademés, se quiere que los valores propios restantes de P,()\) tengan
todavia partes reales negativas, entonces excepto A, _1, las otras desigualdades de
Hurwitz atn deberian conservarse . Por tanto las condiciones dadas en tabla 2.1
para n = 2,3 y 4 son necesarias y suficientes. Por ejemplo, consideremos el caso
n = 4. La suficiencia se puede demostrar mediante un calculo directo. Desde la

condici6n, tenemos:
(aras — az)as

ay =
ai

Y

asi podemos reescribir el polinomio Py()\) como

(G1a2 - G3)(13

P4()\) = )\4+a1)\3+a2)\2—|—a3)\+ 2

ai
= <)\2_|_Z_j> ()\2_|_a1)\—|—&2— Z—j) , (295)

lo que indica que P,(\) tiene un par de valores propios puros A\, = + .S

las otras dos desigualdades de Hurwitz a; > 0y ajas — ag = aj(az — (£)) > 0

al
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se siguen cumpliendo, entonces los dos valores propios restantes A3 4 = (%)[—al +

\/a% —4(az — 2*)] todavia tendrdn partes reales negativas. Necesariamente su-

pongamos que P;(\) tiene un par de valores propios puramente imaginarios,
+iw(w > 0), y los restantes dos valores propios tienen partes reales negativas,

entonces Py(\) puede reescribirse como

P4(>\) = ()\2 + WQ)()\Q + b1>\ + b2>
= AN+ 0N + (b + w?)A? + Wby A + Wby,

donde b > 0 y by > 0. Por tanto

by 1 0 b 1 0
As = | Wby by+w? b | =w| Wiy by+w? b
0 w?by w3y 0 by b,
by 1 0
= | Wiy w? 0 |=0.
0 by b

Para n = 5, se puede demostrar de manera similar la necesidad, pero no es facil de
usar factorizacion para demostrar la suficiencia. La tendencia muestra en la tabla
2.1 y sugiere que la condicion necesaria y suficiente para el sistema & = F(x, )
tenga una bifurcacion de Hopf es que A, ; = 0 para un sistema general. A
continuacion tenemos en siguiente resultado cuya demostracion estéd basada en la
teoria de matrices, para probar la condicién necesaria y suficiente para que ocurra

una bifurcaciéon de Hopf.

Teorema 2.16. La condicion necesaria y suficiente para que ocurra una bifurca-

cion de Hopf a partir del punto de equilibrio del sistema & = F(x, 1) es
A, =0. (2.96)

Ademds, si otras condiciones de Hurwitz se siguen satisfaciendo, es decir AA; >
0 parat=1,2,...,n—2 y a, > 0, entonces todos los valores propios restantes

del jacobiano tienen partes reales negativas.

Demostracion. Supongamos que el polinomio caracteristico de sistema & = F'(z, u)
estd dado por la ecuacion (2.95). Si todas las condiciones de Hurwitz se satisfa-

cen, es decir, A; > 0,7 = 1,2,...,n — 2 entonces todos los valores propios del
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polinomio caracteristico P,(\) tienen partes reales negativas. Entonces, conside-

ramos cuando el pardmetro p varia, que los dos valores propios primero cruzan

el eje imaginario en el plano complejo, mientras que los valores propios restantes

estan siendo localizados en el semiplano izquierdo. Por lo tanto, algunos de los

A;’s llegan a cero en el cruce. En este caso, podemos reescribir a P, (\) como

Bu(X)

Poa(A)(A = AD)(A = A2)
(N2 DN N b by A F bpa) (A — A1) (X — A\2)
N by — (A1 + A)] A"+ [be — (A = Ag)by + A Ag]" 2

+[b3 — (A1 — Xa)by + A daby |2 4

+ b3 — (A1 + A2)by

FXM A0 5] A% + b2 — (A1 + A2)byz + M dabn_a] A + [— (A1 + A2)be
+A1A20 3] A + A Aoby o
A" +—a1An_1-+-a2An_2~+-...+—an_2A2«+-an_1A-+-an,

(2.97)

donde A\; y Ay son dos raices de P, (). Los coeficientes (n — 2) del polinomio

P,_2()\), b’s cumplen las desigualdades de Hurwitz de orden (n — 2), las cuales

pueden obtenerse a partir de la siguiente matriz (n — 2) x (n — 2):

b
b3
bs

1
by
by

0
by
bs

0

ba

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
bp bp—1 bn_o by_3
0 0 b, bn_1
0 0 0 0

bn—4
bn72
bn

Por ejemplo, AP , = det(B), donde el superindice B denota la

deduce de la ecuacion (2.97) que

ay
a2

a3

b( A+ A2),
by — (AL + Aa)by + At ha,
by — (AL + Aa)ba + A Aaby,

(2.98)

matriz B. Se

(2.99)
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Un—o = bp_o— (AL + X2)by_3 + A\ Aoby_y,
an—1 = —(AL+ A2)bp—2 + A1 A2by,_s,
a, = )\1/\2

Dado que s6lo consideramos la posibilidad de que dos valores propios crucen el eje
imaginario de izquierda a derecha del semiplano, s6lo hay dos posibilidades para

A1 v Ao antes del cruce, entonces ambos
(1) A1y Agson reales, y A\ <0, Ay <0; 6

1) A1y A2 son complejos conjugados con parte real negativa, es decir, \; =
g
Ao = a+ i3, con o < 0.

Tenga en cuenta que ambos casos nos dan Ay + Ay < 0y AjAy > 0.

Esta claro que con el fin de tener a, = A Aby = 0, donde b, 5 # 0 segln
la suposicion, uno debe elegir A\; Ay = 0, resultando ambos en una singularidad

simple cero 6 singularidad doble cero.

Asi que ahora suponemos que A; y As son complejos conjugados antes de que
crucen el eje imaginario. Por lo tanto, A\; + Xy = 2a0 y A\ Ay = o + 32, dando lugar
a una bifurcacion de Hopf en oo = 0 si 8_04 = 0.

1L
Aplicando la formula A,,_; = dada en la ecuacion (2.94) con la ayuda de la

ecuacion (2.99) obtenemos

aq 1 0 O -~ 0 0 0 0
as ay a; 1 .- 0 0 0 0
as Q4 Qs Qg - 0 0 0 0
A, = det
0 Apn_o9 Qp_3 Qp_g4 Gnp_5
p  Gp_1 Qp_9 Qp_3
i 0 0 p  Gp—1 |
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bs by b by

= det
boo bug bpa by_s
0 0 bpo bps
L0 0 0 0 - 0 0 0 0 |
[ 1 0 0 ]
by by
by b3 by b
—(A 4+ o)
0 0 0 0 - bysg byu bys by
0 0 0 0 -+ 0 bps bysg byy
0 0 0 0 - 0 0 0 by |
0 0 1)
by
by by b
A
0 0 0 0 - byy bys bpg byr
0 0 0 0 - byo byg bypa bys
0 0 0 0 - 0 0 byo bus )
= det[A; — 2ad, + (® + B%)A;3). (2.100)

Notemos que la fila k-ésima de la matriz Az es la (k — 1)-ésima fila de la matriz
Ay para k= 2,3,...,n — 1y la primera fila de A3 es cero, asi que la matriz A
contribuye a cero al determinante debido a la propiedad de las operaciones bésicas
de la matriz. A continuacion, se puede observamos que la k-ésima columna de la
matriz A es la (k + 1)-ésima columna de la matriz A; para k = 1,2,...,n — 2.
Esto indica que estas (n — 2) columnas de la matriz A, contribuyen a cero al

determinante, y soélo la ultima columna de A, tiene contribucion distinta de cero.
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Por lo tanto, A,_; nos da que la ecuacion (2.100) se puede reescribir como

An,1 = det

by
b3
bs

1
by
by

0
by
bs

0

by

bnAQ bn73
0 0
0 0

—2ab,,_odet(B),

bn74
bn—2
0

bnf5'_'2@bn76
bn—S‘_'2@bn—4
—2abn_2
(2.101)

donde B esta dada en la ecuacion (2.98). De acuerdo con lo que supusimos, b, o >

0y det(B) = b, oA > 0, por lo tanto A, _; = 0, siempre y cuando a < 0, y

A,_1 =0siysoélosia=0.

Ademas, tenemos que demostrar que todas las deméas desigualdades de Hurwitz,

A; > 0,i =1,2,...,n — 2, ain se preservan siempre y cuando P, _5(\) es un

polinomio estable. Por ejemplo, probemos ahora que A,_5 > 0.

‘An—Q =

det

a1
as

Qs

b

bs

1
a2

Qy

by
by

0
a1
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puesto que o« < 0y b,_o > 0, b,_3 > 0, debido a que P,,_5(\) es un polinomio esta-
ble. Similarmente, se puede demostrar que A; > 0,7 =1,2,...,n—3. Resumiendo
los resultados anteriores demostramos que

An—l =0 & a=0

& singularidad de Hopf (si g—a # 0) (2.102)
0

Esto completa la demostracién del teorema. O

Observacion 2.2. Si A,_1 = 0 esto implica que A,, = a,A,_1 = 0.



Capitulo 3

Modelos matematicos de la
dinAmica de virus in vivo y la

respuesta inmunitaria

Las ecuaciones diferenciales que modelan a una epidemia son del tipo SIR (Sus-
ceptibles, Infecciosos, Recuperados), en particular el modelo clasico de Kermack y
McKendrick (1927) toma en cuenta las siguientes suposiciones: si denotamos por
N ala poblacion total al tiempo ¢ en la que el brote epidémico puede ocurrir, y por
S(t), I(t) y R(t) alos individuos en estados susceptible, infeccioso y recuperado o
muerto al tiempo ¢ respectivamente, entonces N = S(t)+I1(t)+ R(t) es constante.
Ademas se tiene que las enfermedades infecciosas se transmiten por contacto entre
un individuo susceptible y uno enfermo infeccioso, en base a esto Hamer en 1906
formul6 la ley de accién de masas que establece que el nimero de contactos
infecciosos, es decir que producen enfermedad, por unidad de tiempo es propor-
cional al nimero total de contactos entre individuos infecciosos y susceptibles, de
acuerdo con lo anterior, la tasa de infecciéon que determina el niimero de indivi-
duos por unidad de tiempo que se transfieren del compartimiento de susceptibles
a infecciosos depende de la probabilidad de contactos al azar de un individuo in-
feccioso con un individuo susceptible, el cual luego puede transmitir la infeccion,
es %, el nimero de nuevas infecciones por unidad de tiempo por un individuo
infeccioso es (3N)(%), dando una tasa de nuevas infecciones (BN)(%)I = BSI.
Alternativamente, podemos argumentar que la probabilidad de contactos al azar
de un individuo infeccioso es % y por lo tanto la tasa de las nuevas infecciones por

susceptibles es (BN)(£), dando una tasa de nuevas infecciones (3N)(£)S = BSI.

23
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En resumen por la ley de acciéon de masas, tenemos que el niimero de individuos
susceptibles que se convierten en infecciosos, es proporcional al producto del nu-
mero de individuos susceptibles por infecciosos, es decir, que la tasa de perdida

de personas susceptibles es 551.

En base a las suposiciones y construcciones de los modelos epidemiolégicos se
plantearon los modelos de la dinamica viral sin respuesta inmune. Los modelos
anteriores se complementaron con los modelos de interaccién entre dos especies
del tipo depredador y presa para describir algunos modelos de la dinamica de

virus in vivo y la respuesta del sistema inmunitario.

3.1. Modelo basico de la dindmica viral

Para modelar la respuesta inmunitaria durante una infeccién viral, primero
consideraremos el modelo bésico de dinamica viral propuesto por Nowak y Bang-
ham [19], el cual toma en cuenta tres variables, la concentracion de células suscep-
tibles a ser infectadas z(t), es decir, que no son (todavia) infectadas en el tiempo
t, la concentracion de células infectadas y(¢) y la concentracion de viriones (virus

libres) v(t), y se asume que:

1. Al encuentro con los viriones las células susceptibles pasan a ser células

infectadas.

2. La tasa de produccion de células infectadas es proporcional a la concentra-

cion de células susceptibles y viriones.

3. Los viriones son producidos por células infectadas (pues estos dependen de

las células infectadas para su replicacion).

4. El tiempo promedio de vida de las células susceptibles, infectadas y viriones

es constante.

La ecuacién para modelar la concentracion de células susceptibles es la siguien-
te:
T =\—dxr— Pxv,

donde se considera que las células susceptibles son producidas a una tasa cons-

tante A, las cuales se estardn muriendo a una razéon dx, para alguna constante
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positiva d y se supone que el nimero de muertes de las células susceptibles por
unidad de tiempo es proporcional al ntimero de contactos entre las células suscep-
tibles y los viriones ya que las células dejan de ser susceptibles porque terminan
siendo infectadas y son la que representamos por el término fzv (ley de accion

de masas) para una constante positiva f.

De la misma manera, la cantidad de células infectadas dependera de la tasa
con que las células susceptibles fueron infectadas, es decir Szv y estaran muriendo

a una razon ay, para alguna constante positiva a. Por lo tanto
y = Prv — ay.

Por tltimo, para describir la concentracion de viriones tenemos que considerar
que la tasa de produccién de nuevos viriones serd proporcional a la cantidad de
células infectadas lo que representaremos por ky, y ellas a su vez estardn muriendo

a una tasa uv y se tiene la siguiente ecuacion:
v=ky— uv.

El modelo esta dado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales no

lineales:

T =\—dx— Pzv,
§ = Pav — ay, (3.)
v =ky — uv.

La tabla 3.1 describe las variables y parametros del sistema 3.1.

Variable Descripcién

x concentracion de células susceptibles
Y concentracion de células infectadas
v concentracion de viriones

Parametro
A tasa de produccion de células susceptibles
d tasa de muerte de células susceptibles
16 tasa de infeccion del virus
a tasa de muerte de células infectadas
k tasa de producciéon de nuevos viriones
U tasa de muerte de viriones

Tabla 3.1: Variables y pardmetros del modelo bisico de la dinamica viral.
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La figura 3.1 resume estas condiciones.

E |

Células susceptibles Virus libres (viriones) Células infectadas

(x) (v) (v)

O * .T@
- R

Figura 3.1: Diagrama esquematico del modelo matematico 3.1. Elaboraciéon propia
a partir de [19].

3.2. Modelo de la dinAmica viral con respuesta in-

munitaria

Aqui, presentamos la forma mas sencilla para modelar la dindmica entre un
virus y la respuesta inmunitaria CTL. Este modelo fue introducido por Martin
Nowak y Charles Bangham [19], en el cual se considera una sola poblacion de
CTL para combatir una infeccién y la denotaremos por z. La naturaleza de la
respuesta CTL es que los CTL proliferan cuando son estimuladas por el antigeno
viral. La poblacién CTL expansion entonces ellas combaten la poblaciéon de virus,
por ejemplo matando las células infectadas. Esto es muy similar a la dindmica
entre depredadores y presas en la ecologia. Los CTL son los depredadores que

crecen y matan a sus presas (virus).

En este modelo supondremos (ademés de las consideraciones que se tienen

para el modelo basico de la dindmica viral) que:

1. La reduccion en la concentracién de células infectadas es proporcional a la

cantidad de células infectadas y a la cantidad de células de defensa.
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2. La produccion de células de defensa depende de la cantidad de células in-
fectadas y a su vez de su propia concentracién, pues como se menciono
anteriormente, los linfocitos se producen debido a la presencia de un virus

dentro del organismo.

En base al modelo bésico de dindmica viral (3.1) y las condiciones anteriores,
agregaremos una nueva ecuacion al modelo basico de dinamica viral que involucra
la produccion de células de defensa (linfocitos T), por lo que la cantidad de células
de defensa dependera de la cantidad de células infectadas, es decir cyz para una
constante positiva ¢ y estardn muriendo a una razéon bz, para alguna constante

positiva b por tanto tenemos la siguiente ecuacion:
z=cyz — bz.

Por ultimo, modificaremos la ecuacién que involucra la variacion de las células
infectadas ya que se supone que el nimero de muertes de las células infectadas por
unidad de tiempo es proporcional al nimero de contactos entre las células infec-
tadas y las células de defensa ya que las células de defensa eliminan a las células
infectadas y son las que representamos por el término pyz para una constante

positiva p. Por tanto se tiene:

y = Pxrv — ay — pyz.

La figura 3.2 resume las consideraciones anteriores.

E | ‘ ‘ ‘cyz

Células susceptibles Virus libres (viriones) Células infectadas Células de defensa

(x) (v) (y) (2)

O + . : (o) )
E PR PR

Figura 3.2: Diagrama esquematico del modelo matemaético 3.2. Elaboracion propia
a partir de [19].




Modelos matematicos de la dindmica de virus in vivo y la respuesta
58 inmunitaria

En base a las ecuaciones basicas planteadas en la dindmica del virus del mo-
delo 3.1, introduciremos una nueva ecuacion que modela la respuesta del sistema
inmunitario descrita por el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales ordina-

rias:

= \—dr— fxv,

y = Bav —ay — pyz,
v=ky— uv,

(3.2)

z=cyz — bz.

La tabla 3.2 describe las nuevas variables y pardmetros introducidos para ob-

tener el sistema 3.2.

Variable Descripciéon
z concentracion de células de defensa
Parametro
P tasa de eliminacion de las células infectadas
por las células de defensa
c tasa de produccion de células de defensa
b tasa de muerte de células de defensa

Tabla 3.2: Nuevas variables y parametros del modelo de la dinamica viral con
respuesta inmunitaria.

Los CTL proliferan en respuesta a la estimulacién antigénica a una tasa c y
pueden morir en ausencia de estimulacion antigénica a una tasa b. El parametro
¢ también se refiere a la capacidad de respuesta CTL. Las células CTL matan
a células infectadas a una tasa de p. Es importante senalar que las células CTL

también puede tener actividad no litica. Por simplicidad no incluimos esta aqui.

Notemos ademas, que los CTL virgenes son producidos por el timo, pero esto
no esta incluido en el modelo. La razoén es que la tasa de produccion de las células
CTL es muy baja, y los CTL virgenes especificos para un virus dado solo existen

en nimeros muy bajos. Por lo tanto, este término de entrada puede ser ignorado.
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3.3. Modelo de la respuesta primaria y secundaria

de las células CTL ante una infeccién viral

Para modelar la respuesta inmunitaria durante una infeccion viral, los investi-
gadores consideran que en primer lugar las interacciones basicas entre el sistema
inmunitario y el virus mediante el sistema 3.1. Para recuperarse de una infeccion
viral, los linfocitos T citotoxicos efectores (CTLe) del sistema inmunitario actian
para limpiar a las células infectadas para prevenir méas réplicas virales. Para mo-
delar estas dindmicas adicionales, los investigadores modificaron el modelo 3.1
suponiendo que la poblacion de virus estd en un estado cuasi-estacionario, es de-
cir, v = (k/p)y, y sea z que representa a la poblacion CTLe para obtener un

modelo simple de la interacciéon viral con la respuesta CTL:

= \—dxr — Bxy,
§ = By — ay — pyz, (3.3)
Z=cyz — bz.
En comparacion con el modelo 3.1, las células susceptibles en este modelo pa-
san a ser células infectadas a una tasa Sy y las células infectadas se eliminan por
z en pyz. La poblacion de CTL aumenta de forma no lineal a una tasa cyz y que

se eliminan a una tasa bz.

Hasta el momento solo hemos visto modelos que consideran una sola poblacion
de CTL denotada por z. En realidad, podemos considerar que la poblacién de

células C'TL se dividen en dos subpoblaciones:

» CTLp (CTL precursoras).

» CTLe (CTL efectoras).

Los CTLp no tienen ninguna actividad viral, mientras que CTLe tienen acti-
vidad antiviral. De modo que los CTL virgenes (que nunca han tenido contacto
antes con un antigeno), existen como precursores. Después de un infeccion viral,
las células CTL que fueron responsables de eliminar las células infectadas se con-
vierten en células CTLp y tienen receptores especificos para detectar este virus
de la infeccion previa. Tras el contacto con el virus durante una infecciéon poste-

rior, las células precursoras se diferencian y se convierten en células CTLe y estas
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células son responsables nuevamente de eliminar al virus invasor (ver figura 3.3).

Con estas suposiciones y tomando en cuenta que las células susceptibles, z, y
las células infectadas, y, se describen de manera similar como en el sistema 3.3, en
lugar de s6lo considerar una clase de la respuesta CTL, se consideran las CTLp

representada por w y las células CTLe representada por z.
La ecuacion para modelar la concentracion de células CTLp es la siguiente:

w = cyw — cqyw — bw,

donde se considera que las células CTLp después del contacto con el antigeno
surgen a una tasa cyw, para alguna constante positiva ¢ ya que el nimero de
células CTLp por unidad de tiempo es proporcional al nimero de contactos entre
las células infectadas y las células CTLp y se diferencian en CTLe a una tasa
cqyw, para alguna constante g, es decir el nimero de células CTLp por unidad
de tiempo es proporcional al nimero de contactos entre las células infectadas, las
células CTLp y las células CTLe, las cuales se estardn muriendo a una razén bw,

para alguna constante positiva b.

De manera similar, la cantidad de células CTLe se crean a una tasa cqyw las
cuales dependeran de la tasa con que las células CTLp tuvieron contacto con las
células infectadas, es decir cqyw y estardn muriendo a una razén hz, para alguna

constante positiva h. Por lo tanto tenemos:
z = cqyw — hz.

En consecuencia tenemos el siguiente modelo que describe con mayor precision

la dindmica de la respuesta de las células CTL en el sistema inmunitario:

= \—dx — Bxy,

Y = Bry — ay — pyz,

. (3.4)
w = cyw — cqyw — bw,

Z = cqyw — hz.
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La figura 3.3 resume las consideraciones anteriores.

Proliferacion

Activacion cTL(?)
CTLp efectores
) crp (W)
virgenes
Q Contacto con el antigeno ‘ Diferenciacion
cqwy

Figura 3.3: Representacion esquematica del modelo mateméatico 3.4. Elaboracion
propia a partir de [28]

La tabla 3.3 describe las nuevas variables y parametros introducidos para ob-

tener el sistema 3.4.

Variable Descripciéon
w concentracion de células CTLp
z concentracion de células CTLe
Parametro
q tasa de proliferacion de las células CTLe
por la diferenciacion de las células CTLp
h tasa de muerte de células CTLe

Tabla 3.3: Nuevas variables y pardmetros del modelo de la respuesta primaria y
secundaria de las células CTL ante una infeccion viral.

3.3.1. Analisis del modelo

Positividad

Para saber si el modelo propuesto esta bien planteado y si las soluciones con
valores iniciales poseen una interpretacion biolégica, se consideran que las condi-
ciones iniciales son no negativas y que la solucion no debe ser negativa, ademés
supongamos que los pardmetros en 3.4 son constantes positivas. Directamente

resolviendo z, la solucién es:
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t
£(t) = e BN (0) 4 ) / e A ingy (3.5)
0

Para t > 0y z(0) > 0, tenemos que z(¢) > 0. De manera similar, se puede

demostrar que las otras tres variables tienen soluciones dadas por:

y(t) = y(O)efOt['B‘T(s)f‘lfpz(s)]dsj (36)

w(t) = w(0)elolev()(1—a)~blds (3.7)

2(t) = e <z(0) /O t<cqy(s)w<s)eh8)ds> . (3.8)

Todas las soluciones son positivas para t > 0 si y(0) > 0, w(0) > 0y 2z(0) > 0.

Aparte de la positividad, la acotacion es otro de los criterios para que un mode-
lo biolégico este bien planteado. Dado que la funcién exponencial tiene exponentes

negativos, mostramos que x(t) para t > 0 esta acotado por
Ydd ' ‘dd
w(t) < e Jodds ( 2(0) + )\/ e~ Joddugsg
0

t
= (x(()) + )\/ e_d(t_s)ds)
0

— (x(()) + %(1 — e_dt)> :

La combinacion de la acotacion de z(t) y la positividad de z(t), se puede ver
que el integrando en y(t) también debe ser acotado. Puesto que el integrando es
acotado, y(t) debe ser acotado para t > 0. Utilizando el mismo argumento de
acotamiento para y(t), podemos demostrar que w(t) también esta acotada. Para
z(t), sabemos que z(0)e~" esta acotado. En cuanto a la otra parte de la solucion,

puede ser no acotada cuando t — oo. Aplicando la regla de L' Hopital obtenemos:

lfim e~ /Ot cqy(s)w(s)em 2 m cqy(s)w(t)e _ cqy(oo)w(oo).

t—o0 t—o00 h,eht h

Por la acotacion de y(t) y w(t), z(t) también esta acotada. Por lo tanto, hemos
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demostrado que el modelo 3.4 est& biologicamente bien planteado.

Antes de analizar el modelo 3.4, vamos a establecer algunas relaciones impor-

tantes entre los parametros del sistema para caracterizar a los puntos de equilibrio.

e Si definimos

AB

Ry =—
07 ud

= (tasa de crecimiento intrinseco) x (tiempo promedio antes de morir)

este parametro Ry se llama la tasa béasica de reproduccién de un virus
y representa el nimero promedio de células recién infectadas producidos por
una sola célula infectada  al comienzo de la infeccion (cuando casi todas
las células no han sido infectadas) introducida en una poblacion totalmente

1
ad’

Asi el valor de Ry dependeré de las caracteristicas de la dindmica del virus

susceptible A durante el tiempo en el que la célula permanece infectada

in vivo reflejada en los parametros A, 3, a y d. Por tanto Ry toma un valor

constante.

La importancia de este parametro para estudiar la dinamica del virus in
vivo con respuesta inmune radica en que si Ry > 1, entonces una célula en
promedio da lugar a més de una nueva cé¢lula infectada, y la infeccion puede
propagarse. Si Ry < 1, entonces una célula en promedio da lugar a menos
de una nueva célula infectada, y la poblacién de virus no se propaga y se
extingue. Si Ry = 1, entonces una célula infectada en promedio, dan lugar
a una nueva célula infectada. Este caso es un caso fronterizo, e irrelevante a

efectos précticos.

e Por ultimo definimos:

Bb

Ri=1+—"—
I +CdQ’

donde @ =(1-gq)

el parametro R; se llama tasa basica de reproduccién de un virus en

presencia de respuesta CTL.
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3.3.2. Puntos de equilibrio

Teorema 3.1. Fl sistema (3.4) posee tres puntos de equilibrio dados por:

A b h Ry 1 1 Ry 1
Lo = | — . — —_— =
2 dR;’ cQ’ pgbed \ Ry "ped@ \ Ry ’

donde Q = (1 —q)

Demostracion. La prueba consiste en resolver el sistema de ecuaciones algebraico:

(1) A—dz — Bzy =0,
2 — =0,
(2) Bry —ay — pyz = (3.9)
(3) cyw — cqyw — bw = 0,
(4) cqyw — hz = 0.
Despejando w de la ultima ecuacién obtenemos:
h
W= = (3.10)
cqy

Luego si z = 0 entonces w = 0, y sustituyendo esto en (2) se tiene que y = 0.

A
Por tanto si sustituimos y = 0 en (1) tenemos que z = i Por lo tanto hemos
A
obtenido el primer punto de equilibrio xg = <E’ 0,0,0

Por otro lado, si z = 0 entonces w = 0, ahora sustituyendo z = 0 en (2) se tiene
a

Bxy —ay = 0 y de esta ecuaciéon despejamos a x y obtenemos que x = E, por

altimo sustituimos los valores de x, z,w en (1) para obtener el valor de y

ORI
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da
= A—|(—=5)—ay=0
(ﬁ) !
—AB +da
= —ay=—p—
A8 —d
= y= p—da
ap

A3 —d
Por tanto tenemos el segundo punto de equilibro x; = (%, %, 0, O).
a

z
Por ultimo si z # 0 y como w = — sustituimos este valor de w en (3) para
cqy

obtener el valor de y:

hz hz hz
cyl— ) —cqy| — ) —-0(—) =0
cqy cqy cqy

h
= (E) — hz — (b_z> =0 multiplicando por qy
q cqy
= yhz—thz—bh—zzo
c

<~ y(hz —qhz) = thZ
s bhz

V= chz(1—q)
<~ = b

T ei=q)

b
Luego y = ) donde @ = (1 — ¢). Ahora sustituimos el valor de y en (1) para
c

A—dx—ﬁx(%) =0

= —dr— (ﬁ‘”b) S\

obtener el valor de z:

«Q
— 12(%@2_6[)):_)‘
A

Reescribiendo z tenemos = = i, donde R; =1+ ﬁ Sustituyendo el valor
dR; cd@
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de z y y en (2) para hallar z se tiene:

—— = —2z=0
dRic@Q cQ cQ
BXb ab
_ dRjcQ cQ
- b
cQ
BAbcQ) abc@)

* T UR,cQpb  cQpb

1 B
Z_pch( R —ach)

Ac
- % B acQd
ped@ \ acQd  acQd

Por ualtimo despejando w de la ecuacion (4) y sustituyendo el valor de y y z

obtenemos:

T a(y)
ICED

Q

hQ (e —
—ws pg;@f]b)
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Por tanto el tercer punto de equilibro esta dado por
A b h Ry 1 Ry
Ty = T 0 A 711 - 1 ) B ]-
dR;" c¢Q’ pcdgb \ Ry ped@ \ Ry

Para analizar la estabilidad de los puntos de equilibrio primero calculamos la

]

matriz jacobiana del sistema 3.4:

—d—yp —Bx 0 0
J(r,y,w,2) = v prmape ’ _py (3.11)
0 caw(l—q) cy(l—q)—b 0
0 cqw cqy —h

3.3.3. Estabilidad del punto de equilibrio libre de infeccién
Lo

Dada la matriz jacobiana (3.11) del sistema (3.4) sustituimos el valor del punto

de equilibrio zy y obtenemos lo siguiente:

Ahora calculamos el polinomio caracteristico para el punto de equilibrio xg como

sigue:
s 000 -d =2 0 0
0s 00 0 2_a 0 0
P, (s) =det|s] — J(xg)| = det — d
o(s) [ (20)] 00 s 0 0 0 b 0
000 s 0 0 0 —h
s+d B 0 0
0 ~Bqa 0 0 —BA
= det ° 8 ¢ sib 0 = (s+d) <s+%+a) (s+b)(s+h)
0 0 s+h
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Entonces los valores propios del polinomio caracteristico estidn dados por:

81:—d,SQZF—a,53:—bys4:—h.

Sabemos por teorema 2.1 que un punto de equilibrio es localmente asintoti-
camente estable si todas las raices del polinomio caracteristico tienen parte real
negativa, es decir se encuentran en el conjunto C~ = z € C': Re(z) < 0. Dado que
todos los parametros del sistema son positivos, el sistema es localmente asintoti-

camente estable en este punto de equilibrio si:

BA . BA 1
o a <0 esdecir <7 a) (5> < 0.

Por tanto tenemos la siguiente relacion:

5—2—1<0 es decir %<1

como el niimero 6—2 es el que definimos como Ry, entonces el punto zy sera asin-

a

toticamente estable si Ry < 1.

Ahora nos falta demostrar que este punto de equilibrio es globalmente asinto-

ticamente estable. Para ello introduciremos el siguiente resultado:

Lema 3.1. El dnico conjunto positivamente invariante para el sistema (3.4) con-
tenido en E = {xg + pses + pzes + paey : p; € RV =2,3,4} N Réo es el punto
de equilibrio x.

Demostracion. Sea A C E un conjunto positivamente invariante para el sistema
(3.4), entonces cualquier vector v ortogonal a los vectores directores de E debera
ser ortogonal también a los vectores derivada de las soluciones que inicien en A.
En particular e; = (1,0,0,0) es ortogonal a e; = (0,1,0,0), a e3 = (0,0,1,0) y a
es = (0,0,0,1). Entonces para todo punto (z,y,w, z) € A se tiene:

<%¢t(xay7w72)a(1707070)> = 0. (312)

Como (z,y,w,z) € AC Ey pi(z,y,w, 2) es la solucion de (3.4) se tiene que:

d

%%(ﬂf*, y,w,z) = (A—da" — Ba’y, By — ay — pyz, cyw — cqyw — bw, cqyw — hz)

A
= (—ﬂgy, ﬂgy — ay — pyz, cyw — cqyw — bw, cqyw — hz)
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donde z* = 2. Por la igualdad (3.12) se tiene que:
A

Asi, A debera estar contenido en el conjunto {zo + pez} NRL;. Con lo que
ahora debemos tener que cualquier vector v ortogonal al vector director e; de este
conjunto, debe ser ortogonal al vector derivada de las soluciones que inicien en A.

Dado que e3 es ortogonal a ey y

d
—@i(x*,0,w,2) = (0,0, —bw, —hz)
dt
se tiene que
d
<E§0t<x*7 07 w, Z)u (07 07 17 O)> = 07

entonces —bw = 0 y por lo tanto w = 0. Luego A debera estar contenido en el
conjunto {zo+ pizez + pzes} NRY, y entonces nuevamente debemos tener que cual-
quier vector v ortogonal al vector director es de este conjunto, debe ser ortogonal

al vector derivada de las soluciones que inicien en A. Como e, es ortogonal a e y

d
agot(xﬂo,(), z) =(0,0,0, —hz)

se tiene que

d
<E%(x*’0’ 0,z),(0,0,0, 1)> =0

luego —hz = 0y con ello z = 0.

Por lo tanto el inico conjunto positivamente invariante para el sistema (3.4)

A
contenido en E es el punto de equilibrio zq = (E’ 0,0, O>.

O
Teorema 3.2. St Ry < 1, entonces el punto de equilibrio libre de infeccion xq es

globalmente asintoticamente estable.

Demostracion. Sea (z*,y*,w*, z*) un punto de equilibrio del sistema (3.4) y con-
sideremos también la funcion escalar V : RY; — R definida en (B.2) del apéndice
B, donde las constantes 6 relativas a las coordenadas x e y seran 1, la relativa a

w serd 7y la relativa a z seréd %
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Ahora como la proposicion B.1 nos garantiza que basta mostrar que V () <0
en Réo para que todas las soluciones con condiciones iniciales en R? ;) se aproximen
al mayor subconjunto de E = {a: e Ry, : V(z) = 0} el cual es positivamente
invariante para el sistema (3.4) y finalmente mostrar que éste conjunto sélo puede

ser el punto de equilibrio z.

Utilizando las propiedades de la funcién V' dadas por el teorema B.4 tenemos

lo siguiente:

Viv,y,w,2) = 2° <£—1n£> + (1_1n£)

a (W w * ¥ z
+ —w (——ln—)—f——z (——111—),
c w* w* q z* z*
y ademas
. Ax* . N «
Vg, yw2) = A—de—foy———+da" + fz"y + oy — ay — pyz — fay
. . abw . . abw*
+ ay +py z—i—ayw—aqyw—T —aw Yy + aqyw” +

hz hz*

+ cqyw— — — Zayw —
q

0 bien

*

A
Vi(z,y,w,z2) = A—dr— T
T

+dz* + Bxy — ay — pyz — Bry”

« N abw N . abw
+ ay +py z+ayw—aqyw—7—aw Y+ aqyw” +

hz hz*

+ cyw— — — ZFoyw —
q

Consideremos el punto de equilibrio z¢ = (z*, y*,w*, 2*) y Ry < 1. Como y* = 0,

w* =0y 2" =0 entonces:

Azx* . . abw
+dz* 4 Bx y—ay—pyz—i—ayw—aqyw—T

V(rg) = \—dx—

+ cyw — " = Vi(zo) + Va(wo) + Vi(o),

T

donde

. A\t )\2
Vi(wo) = A — do — ;C +dt =2\ —do — o
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abw
Vz(ﬂio) = ﬁx*y —ay — pyz + ayw — aqyw — T + cyw
. hz
V €T — _—
3(0) .
Ahora probaremos que V(SUO) < 0, es decir debemos probar que Vl(aso) <0,

Va(z) < 0y Vi(xo) < 0. Observemos que:

(A—dz)* > 0,
A’ —2M\dz + (dz)* > 0,
)\2
— —=2XA+4+dxr > 0,
dx
)\2
2\ —dxr — — < 0,
dx

por lo tanto Vl(xo) <0.

Por otro lado observemos que:

) A abw
Vo(zg) = (—) Y — ay — pyz + ayw — aqyw — — + ey

d
A z bw  cyw
ad a c a
pYZz bw cyw
= Ry—y——+yw—qyu — —+ ——
a c a

como Ry < 1 y las variables y pardmetros son todos positivos tenemos que

Va(z0) < 0. Luego como Vi(zo) < 0 podemos concluir que V (z0) < 0.

Observemos ademés que V(zg) = 0siz = 2, y = y*, w = w* y 2 = 2*.
De modo que por el lema 3.1 concluimos que el mayor conjunto positivamente

invariante en

E = {(z,y,w,2) € Réo :V(r,y,w,z) =0}

= {(z,y,w,z2) € Réo cr=x"y=y,w=w"z=2"}

es el punto de equilibrio xy, entonces por el principio de invarianza de LaSalle
(teorema B.2) concluimos que el punto de equilibrio zy es globalmente asintética-

mente estable. O]
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Ahora vamos a demostrar que el resultado analitico que se enuncia en el teore-
ma 3.2 y se demuestra se pueden visualizar a través de una simulaciéon numérica.

En esté caso utilizaremos datos reales tomados de [24], [27] y cuyos valores de los

; : | _ 3 1, 1,1
pardmetros son elegidos son: d = 15,8 = ;55,0 = 5,p = l,¢ = 35,4 = 15,0 =
%, h = %, en este caso vamos a estimar el valor del pardmetro A con respecto a

la tasa Ry. Si calculamos Ry con los valores de los parametros dados obtenemos:
Ry = 23—0)\. Como estamos en el caso en el cual Ry < 1 entonces 0 < A < ?, por

tanto si elegimos el valor de A = 4 tenemos que Ry = % < 1. La expresion analitica

para el punto de equilibrio zy es xo = v 0,0, 0). Ahora como Ry < 1 entonces

para el punto xg tenemos por el teorema 3.2 que el punto de equilibrio libre de
infeccion xq es globalmente asintoticamente estable. El punto de equilibrio zy de
acuerdo con los datos anteriores toma el valor de zy = (40,0,0,0). Simulando
numéricamente en MATLAB el modelo (3.4) para el punto de equilibrio libre de
infeccion xzy, observamos en la figura 3.4 independientemente de los valores ini-
ciales que tomemos las células susceptibles se establecen en el valor de equilibrio
esperado y todas las deméas poblaciones mueren después de un breve periodo de

tiempo.

Poblacion de células susceptibles Poblacion de células infectadas
60 6
4
40
x > 2
20
O e — o — — — — — — — -
0 -2
0 100 200 300 0 100 200 300
tiempo (t) tiempo (t)
Poblacion de CTLp Poblacion de CTLe
6 6
4 4
3 2f N2
\.
of > — === === - 0
-2 -2
0 100 200 300 0 100 200 300
tiempo (t) tiempo (t)

(a) Evolucion de cada poblacién con respecto al tiempo
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45 T T T T T

-5 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300

tiempo(t)
células susceptibles — — — células infectadas ' = =" CTLp CTLe

(b) Evolucién de las poblaciones hacia el equilibrio estable

Figura 3.4: Simulacion del modelo (3.4) con A =4,d = -, = ;5,0 = 3,p =
Lo=fq=fb=bh=4

3.3.4. Estabilidad del punto de equilibrio infeccioso x; sin

respuesta CTL

Cuando Ry > 1, el punto de equilibrio zy se vuelve inestable y un nuevo equi-
librio surge, en este caso el punto x;. Para que esta solucion de equilibrio sea

fisicamente significativa, debemos tener tener en cuenta que Ry > 1.

De manera similar como en el caso del punto de equilibro z(, con la ayuda de
la matriz jacobiana (3.11) del sistema (3.4), obtenemos la ecuacion caracteristica

en el punto de equilibrio x; de la siguiente forma:

P, (s) =det[s] — J(x1)] =
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s 000 —d— (2E4) —q 0 0
A\B—da —pAB+pda
0s 00 S 0 0 =
det - eAB—cda ’
00 s 0 0 0 <T>(1—q)—b 0
0 0 s 0 0 cq/\ﬁa;ﬁcha —h
s+d+ (A=) q 0 0
—)\Ba+da s 0 PABQ—BPda
= det cA\B—cda
0 0 s—<T>(1—q)—l—b 0
0 0 7cq)\,6’;cha s+ h

= %(S + h)(as® + A\Bs + fAa — da*)[aBs + cQ(ad — BA) + afBb).

Hay dos factores de primer grado y un factor de segundo grado. Por el teorema
2.1 tenemos que un punto de equilibrio es localmente asintéticamente estable si
todas las raices del polinomio caracteristico tienen parte real negativa, es decir
se encuentran en el conjunto C~ = {z € C' : Re(z) < 0}. Dado que todos los
parametros del sistema son positivos, la primera raiz es estable. Para las raices del
factor de segundo grado se encuentren en el conjunto C'~, todos sus coeficientes
deben tener el mismo signo. Por lo tanto, sus raices seran estables si y solo si
Ry > 1. Esta condicién es la misma que la condicién para el punto de equilibrio
sea biologicamente significativo, por lo que sélo hay que comprobar la raiz restante.

Este punto de equilibrio es localmente estable si y sélo si

b
cQ(ad—ﬁA)+aﬁb>0®ch(RO—1)—ﬁb<O<:>RO—1—Cg—Q < 0.
Por tanto tenemos la siguiente relacion:
Bb
14+
Ry <1+ CdQ

como el nimero 1 + cfl_lég es el que definimos como Ry, entonces el punto z; sera

asintoticamente estable si 1 < Ry < R;.

No s6lo que el sistema es localmente estable en este equilibrio, se puede mostrar
que este equilibrio es globalmente estable y para ello introduciremos el siguiente

resultado:

Lema 3.2. El dnico conjunto positivamente invariante para el sistema (3.4) con-
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tenido en E = {:Ul + 1 (O, :—:, 1,0) + pa€q : 1, g € R} N Réo es el punto de

equilibrio xy.

Demostracion. Sea x1 = (x*,y*,w*, z*) y A C FE un conjunto positivamente inva-
riante para el sistema (3.4), entonces cualquier vector v ortogonal a los vectores
directores de E deberd ser ortogonal también a los vectores derivada de las solu-
ciones que inicien en A. En particular e; = (1,0,0,0) es ortogonal a los vectores

directores de E. Entonces para todo punto (z,y,w, z) € A se tiene:

d
<%S0t($’ y,w,2),(1,0,0, O)> = 0. (3.13)
Como (z,y,w,2) € AC Ey ¢i(x,y,w, 2) es la solucion de (3.4) se tiene que:
d ) I w*y wy Wy
—pi(r,y,w,2) = (A—dx" = By, fr*y — ay — pyz,cy—— — cqy—— — b——,
dt y y y
cqyw*y — hz),
Yy

donde z* = £. Por la igualdad (3.13) se tiene que:

A—dz*—px*y = 0

ORI

da
A———ay = 0
3 Y
AB—da a
g
_ AB—da

w*

lo que garantiza que y = y*. Ademéas como w = y*y entonces w = w*.

Asi, A debera estar contenido en el conjunto {:El + iy (O, “yJ—:, 1,0)} N Réo.
Observemos que como (z*,y*,0,0) son las coordenadas del punto de equilibrio z1,
el vector derivada tendra la forma:

d

Esot(w, y,w,2) = (A=da* = pa*y", Bx*y" —ay” — py*z, cytwt — cqytwt — bw*,

cqy*w* — hz)
(0, —py*z,0, hz).
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Por otro lado como el vector <O, 1, ’y—“j*,O) también es ortogonal a los vectores

directores de E/, tenemos que:

<(Oa 17 %7 O) ) (Oa _py*Z7 07 h,Z)> =0.
Yy

entonces —py*z = 0, como y = y* tenemos que —pyz = 0 lo que implica que z =0

y por tanto z = 2*.

Por lo tanto el tnico conjunto positivamente invariante para el sistema (3.4)

AB —d
contenido en E es el punto de equilibrio x; = (%, %, 0, O) O
a
Teorema 3.3. 5i 1 < Ry < R; entonces el punto de equilibrio infeccioso x, sin

respuesta CTL es globalmente asintdticamente estable.

Demostracion. Sea (x*,y*,w*, z*) un punto de equilibrio del sistema (3.4) y consi-
deremos también la funcion escalar V' : R, — R definida en (B.2) del apéndice B,
donde las constantes 6 relativas a las coordenadas e y seran 1, la relativa a w sera
7 v la relativa a z serd % Ahora como la proposicion B.1 nos garantiza que basta
mostrar que V (z) < 0 en Réo para que todas las soluciones con condiciones ini-
ciales en R? se aproximen al mayor subconjunto de F = {x eERY:V (2) = 0}
el cual es positivamente invariante para el sistema (3.4) y finalmente mostrar que

éste conjunto solo puede ser el punto de equilibrio z;.

Utilizando las propiedades de la funcién V' dadas por el teorema B.4 tenemos

que:
V(z,y,w,2) = (i —lni) oyt (ﬁ _1n£>
a * w w 1 * z z
+ W <—— n—)—l——z <——1 —),
c w* w* q ok o
y ademas

*

A
Vi(z,y,w,z) = )\—dx—ﬁxy—%—|—d:c*+ﬁx*y+6$y—ay—pyz—ﬁazy*

. . abw . . abw*
+ ay +py z—i—ayw—aqyw—T—aw Y+ aqyw” +

hz hz*

+ yw— — — Zoyw — ,
q
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o bien

*

A
Vi(r,y,w,z2) = A—dz— a

T

+ dz* + px’y — ay — pyz — Bry”
. . abw . . abw*
+ ay +py z+ayw—aqyw—7—aw Y+ aqyw” +

hz . hz*
+ cyw — — — 2 cyw — .
q q

Consideremos el punto de equilibrio z; = (z*, y*,w*, 2*) y 1 < Ry < R;. Como

w* =0y 2" =0 entonces:

*

. A
Viz)) = A—dr—

+dz* + px*y — ay — pyz — Bry”

. . abw hz
+ ay +py z—l—ayw—aqyw—T—l—cyw—?
= Vi(wo) + Va(zo) + Vs (o),

donde

Vi(zg) = AN—dx— T + dx*

xr

) * * X N abw
Va(zo) = Ba'y—ay —pyz = Bry" +ay’ +py'z + ayw — agyw — —— + cyw
. hz

Va(x = ——,

3(0) .

Ahora probaremos que V(zo) < 0, es decir debemos probar que Vi(zy) < 0,
Va(wo) < 0y Va(ao) < 0.

Vemos que V; (z1) < A <1 — Ri()) + AL <;> En efecto,

Ro—1
Vi(z1) = )\—dx—)\j +dx*:)\—dx—)\i + do* + da*
At o+ Ax*
ZL‘RU ZL’RO
x* Ax* Ax* Ax*
= do" (2—— — A — —dx”
v ( x de(]) * x v xRy

2rtr — 2% — o 1 T* 1
= dz* AM1I—— A—[——1]).
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2
Por otra parte, veamos que 2z*r — 22 — 2% = —(2* — x)? < 0, luego como

dx* > 0, se tiene el resultado.

Ahora, tomando la expresion Vl(ml) + VQ(xl), tenemos que

Vi(z) + Va(zr) < A— Rio + 2;0 — X% + B2y — ay — pyz — Bry* + ay”

. abw
+py z + ayw — aqyw — o + cyw

como Ry > 1 y las variables y parametros son todos positivos tenemos que

Vi(z1) + Va(z1) < 0. Luego como Vi(z1) < 0 podemos concluir que V(z1) < 0.
Observemos ademés que V(1) = 0si z = 2, y = y*, w = Z’— y z = 2%

De modo que por el lema 3.2 concluimos que el mayor conjunto positivamente

invariante en

E = {(z,y,w,2) € Réo : V(z,y,w,z) =0}

*

S

= {(x,y,w,z)ERéozx:x*,y:y*,w: 2 =2"}

y*
es el punto de equilibrio x1, entonces por el principio de invarianza de LaSalle

(teorema B.2) concluimos que el punto de equilibrio z; es globalmente asintética-

mente estable.
O]

Ahora realizaremos un anélisis similar al que hicimos para el punto de equili-

brio libre de infeccién zy aplicado al punto de equilibrio x1. Tomando los valores

4 i cd=1 =3 4=19—
de los parametros como en el caso anterior tenemos: d = 15,8 = 355,04 = 5,p =

l,c= %,q = %, b= %, h = 1%' Calculamos Ry y R obteniendo:

3 7
Ry = —\ Ry = -
0 20 Yy I 6

Cuando A aumenta, Ry > 1y el punto de equilibrio libre de infeccion x( pierde
su estabilidad, entonces el sistema (3.4) transita al punto de equilibrio x; y por el

teorema 3.3 el punto de equilibrio infeccioso x; sin respuesta CTL es globalmente

asintoticamente estable cuando 1 < Ry < Ry, es decir % <A< % entonces
podemos elegir A = 7 y el valor de Ry = % =1,05>1.
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El punto de equilibrio z; de acuerdo con los datos anteriores toma el valor de
T = (2—30, %,0,0) ~ (66.66,0.66,0,0). Simulando numéricamente en MATLAB el
modelo (3.4) para el punto de equilibrio infeccioso z; sin respuesta CTL, observa-
mos en la figura 3.5 independientemente de los valores iniciales que tomemos las
células susceptibles y las células infectadas se establecen en el valor de equilibrio

esperado y las demas poblaciones mueren después de un breve periodo de tiempo.

Poblacion de células susceptibles Poblacion de células infectadas
80 6
60 4
x 40 > 2
20 Om=—=—=—========
0 -2
0 100 200 300 0 100 200 300
tiempo (t) tiempo (t)
Poblacion de CTLp Poblacion de CTLe
6 6
4 4
!
3 2 1 N2
\
Of = = = = = = =/ = = 0
-2 -2
0 100 200 300 0 100 200 300
tiempo (t) tiempo (t)

(a) Evolucion de cada poblacion con respecto al tiempo
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80

-10 I I I I
0 50 100 150 200 250 300

tiempo(t)
| células susceptibles — — = células infectadas ' = = CTLp CTLe

(b) Evolucién de las poblaciones hacia el equilibrio estable

Figura 3.5: Simulacion del modelo (3.4) con A = 7,d = -, = 15,0 = 3,p =

-1 ,_ 1 37 __1 — 1
Le=159=1b=5h=1

3.3.5. Estabilidad del punto de equilibrio infeccioso x5 con
respuesta CTL y bifurcaciéon de Poincare-Andronov-
Hopf

Si Ry crece y se hace mayor que Ry, el punto x; pasa a ser inestable y el
sistema se desplaza al tercer punto de equilibrio x5. El polinomio caracteristico

asociado al punto x, es:
P,,(s) = det[s] — J(z3)] = s* + a18® + ags® + azs + au,
donde

a1 = dR[+h,
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Ro RO
= ad—(R;—1)+h |dR — —1
a0 = adg (= 1)+ amr o (1))
Ry Ry
= ah |(b+d — -1 d— —1
a3 a {( + dRy) (RI ) + RI(RI )} :

ay = abdh(Ro—R])

Se tiene que los a; > 0,7 = 1,2, 3,4 debido a que Ry > R; > 1.

Para analizar la estabilidad local del punto de equilibrio x5 utilizaremos el
criterio de Routh-Hurwitz, el cual establece que el punto de equilibrio correspon-
diente es localmente asintoticamente estable si y s6lo si todos los determinantes

de Hurwitz del polinomio caracteristico son positivos.

Para un sistema de cuatro dimensiones, los determinantes relevantes de Hur-

witz son:

Ay = a,

Ay = ajap — as,
Az = azA;— 04%044,
A4 = (1/4A3.

Por otra parte, escribiremos mas explicitamente a Ay, y A3 como:

Ay = Ag(h — b)? + By(h — b) + Cq,
Az = ah[A3(h — b)* + Bs(h — b) + Cj],

donde

. A2:a<g—g—1) +dR;,
e By—ab (@ - 1) +d(2b+ dR;)R;,

Ry

L 02 = d[b(b + dR])R] + CLdRo(R] — 1)],
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2
o Ay =a(b+dR)) (f;— - 1) + @Ry(Ry — Ry) + &Ro(Ry — 1)
+ad®e (R, — 1) (g_ - 1),

1

2
e B3 = (b+dRy) {ab <& B 1) + d*Ri(Ro — Rp) + d*Ro(Ry — 1)

+hdfe(Ry — 1) [a (B 1) + dRy ],

o Cy=d*2(R; — 1)[(b+ dRy)[a(Ro — Ry) + bR] + adRo(R; — 1)].

Notemos que los coeficientes A;, B; y C'i son positivos para los valores de los

parametros, ya que Ry > R; > 1.

Por lo tanto, Ay > 0, Az > 0 siempre que h > b. En otras palabras, el punto
de equilibrio infeccioso con respuesta CTL x5, es siempre estable si la tasa de

mortalidad de las células CTLe es mayor que la de las células CTLp.

Lema 3.3. Para Ry > Ry, Ay es positivo cuando As cruza el cero para algin

cambio en los pardmetros.

Demostracion. Supongamos que Az = 0, entonces podemos reescribir la expresion

Ag = OégAQ — 04%064 Ccomo
05%044

AQI

a3
dado que cada «; es positivo siempre que Ry > R;, tenemos que Ay > 0. Por otro

lado, supongamos que A, = 0, entonces tenemos que Az = —a?ay < 0. O]

Por lo tanto, s6lo tenemos que considerar la posibilidad de Az = 0 para carac-

terizar la estabilidad del punto x,.

Ahora sean:

A = B? — 445C5, W= B = BA (A > 0),

hy=b—BYA (A >0)
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y se cumple que h] < h* < hi < b. Entonces tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.4. La estabilidad del punto de equilibrio infeccioso xo con respuesta

CTL pertenece a uno de los siquientes casos:
(i) Si A <0, entonces xq es siempre estable.

(1) Si A = 0, entonces xo es siempre estable si h* < 0; o es estable para

h € (0,h*)U (h*, 00) si h* > 0.

(1i1) Si A > 0, entonces xo es siempre estable si hy < 0; o es estable para
h € (h%,00) si hy > 0> hi, o es estable para h € (0,h}) U (h}, 00) si hi > 0.

Demostracion. La prueba consiste en considerar el signo del polinomio cuadratico
Az(h — b)*> + Bs(h — b) + Cs. El polinomio A3(h — b)* + Bz(h — b) + C3 no puede
ser negativo ya que los coeficientes Az, B3,C3 > 0 y h > b. Si el polinomio
Az(h —b)* + Bz(h — b) + C5 = 0 entonces sus raices estaran dadas por

B; £ VA

h=b—
24;

donde A = Bj —4A4;5C;. (3.14)

De modo que analizaremos las raices del polinomio respecto al signo de A.

(i) Si A <0, es decir B2 —4A3C3 < 0, luego el polinomio no tiene raices reales
entonces el polinomio As(h — b)? + Bz(h — b) + C3 = 0 debe ser positivo y
por tanto Az = ah[A3(h —b)? + B3(h —b) + C3 = 0] > 0 y por el criterio de

Routh-Hurwitz tenemos que el punto de equilibrio x5 es estable.

(ii) Si A =0, es decir BZ —4A3C5 = 0 entonces el polinomio cuadratico As(h —
b)? + B3(h — b) + C5 = 0 tiene una raiz de multiplicidad 2 dada por:

Bs
—b— — =} 1
h=b-o o =h (3.15)

Por tanto podemos factorizar al polinomio cuadréatico como:
(h —h*)? = (h— h*)(h — h*).

Ahora queremos saber cuando As(h — b)* + Bs(h — b) + C3 > 0 para que

Az > 0y asi concluir cuando el punto de equilibrio x5 es estable.
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Con la factorizacion (h—h*)? = (h— h*)(h — h*) debemos analizar bajo que
condiciones (h — h*)? > 0, es decir cuando (h — h*)? = 0 lo cual ocurre si y
solo si h = h* y cuando (h — h*)? > 0si h > h* 6 h < h*, luego:

e Si h* < 0 entonces el polinomio cuadratico es positivo y por tanto As

y por el criterio de Hurwitz el punto de equilibrio x5 es estable.

e Sih* >0y h >0 tenemos que h > h* 6 h < h* entonces h € (0,h*) 6
"€ (h*,), es decir, h € (0,h*) U (h*,00) con lo cual el polinomio es
positivo, por tanto Az y por el criterio de Hurwitz el punto de equilibrio

o es estable.

(ii7) Si A > 0 es decir, B3 —4A3C3 > 0 entonces el polinomio cuadratico Az(h —
b)? + Bs(h — b) + C3 = 0 tiene dos raices distintas dadas por:

_Bs—VA

Byt VA _
= o,

h=1>
245

Koy h=b = hs. (3.16)

Entonces podemos factorizar al polinomio cuadratico como:
(h = hY)(h — hs).

Ahora queremos saber cuando Az(h — b)? + Bz(h — b) + C3 > 0 para que

Az > 0 y asi concluir cuando el punto de equilibrio x5 es estable.

Con la factorizacion (h — h3)(h — h}) debemos analizar bajo que condiciones
(h — hi)(h — h3) > 0, es decir cuando (h — h})(h — k%) = 0 lo cual ocurre
siy s6losi h =hi 6h=hjycuando (h—hi)(h—h3) >0sih—hi <006
h — h3 > 0, luego:

e Si hy < 0y como hj < hj tenemos que hj < 0 entonces —h} > 0y
hy > 0y por lo tanto h — h] > 0y h — h3 > 0 entonces el polinomio
cuadratico es positivo y por tanto Az y por el criterio de Hurwitz el

punto de equilibrio x5 es estable.

e Si hj < 0 < hy y supongamos que h — hi > 0y h — hi > 0 entonces
h > hiy h > h}, es decir, h € (h},00) con lo cual el polinomio es
positivo por tanto Az y por el criterio de Hurwitz el punto de equilibrio

To es estable.
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e Si bt >0y como ht < hj tenemos que h? > 0 y supongamos que:

o h—h] <0y h—~h; <0 entonces h < hi y h < hj, es decir,
0 < h<hiyh<h}yportanto h € (0, h}).

o h—hy >0y h—h3 >0 entonces h > h] y h > hj, es decir, h > h]
y h > h} y por tanto h € (h3, o).

De lo anterior podemos concluir que h € (0, h}) 6 h € (h}, 00), es decir,
h € (0,h}) U (h%, 00) con lo cual el polinomio es positivo, por tanto Ag

y por el criterio de Hurwitz el punto de equilibrio x5 es estable.
]

Anteriormente hemos demostrado que si Ry aumenta, el punto de equilibrio
xo pierde su estabilidad y pasa al punto de equilibrio z1. Ademés si Ry continua
aumentando, entonces el punto de equilibrio z; también perderia su estabilidad y
se ira al punto de equilibrio z5. Ahora vamos a demostrar que si Ry se incrementa
alin mas, puede ocurrir una bifurcacién de Hopf a partir del tercer punto de equili-
brio x5 con respecto a condiciones del parametro h. Sabemos que las bifurcaciones
se determinan generalmente por los valores propios de la matriz Jacobiana, pero
con frecuencia son dificiles de determinar de manera explicita para los sistemas de
dimension mayor. El siguiente teorema se demostrd en la seccion 2.6 y establece
una condicién necesaria y suficiente para la busqueda de un punto critico de Hopf

sin necesidad de encontrar los valores propios .

Teorema 3.5. Para v € R", p € R, y F' : R* x R — R", supongamos que el
sistema general de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineal & = F(x, ) tiene
un punto de equilibrio localmente asintoticamente estable. Entonces la condicion
necesaria y suficiente para que ocurra una bifurcacion de Hopf a partir del punto

de equilibrio es: A,_1 =0, con a,, y A; >0, donde 1 <i<n—2.

Teorema 3.6. Dado el punto de equilibrio infeccioso xo con respuesta CTL se

cumple uno de los siquientes casos:

(a) Si A <0, entonces el punto x4 es estable y por tanto no hay una bifurcacion
de Hopf.

(b) Si A =0, entonces el punto x5 es estable si h* < 0; ¢ el punto x5 es estable
si h* >0 (el cual sélo da un unico valor de xs inestable); de manera que no

hay una bifurcacion de Hopf.



Modelos matematicos de la dindmica de virus in vivo y la respuesta

86

Inmunitaria

()

Si A > 0, entonces el punto x4 es estable si h3 < 0, no dando una bifurcacion
de Hopf, 6 si hy > 0 > h] el punto x9 nos da lugar a una bifurcacion de

Hopf, 6 si h > 0 el punto x4 nos da lugar a dos bifurcaciones de Hopf.

Demostracion.

(a)

(b)

Si A < 0 por (i) del teorema 3.4 el punto de equilibrio x5 es siempre estable

y por lo tanto no puede haber bifurcacién de Hopf.

Si A = 0 por (i7) del teorema 3.4 el punto de equilibrio xs es siempre
estable si h* < 0 y no existe por tanto bifurcacion de Hopf. Ademaés si
h* > 0 tenemos una soluciéon positiva para h y por el teorema 3.4 el punto
xo es estable para h € (0, h*)U(h*, 00), esto es el punto x5 es estable excepto

cuando h = h* y por tanto cuando A = 0 no existe bifurcacion de Hopf.

Si A > 0 por (7i7) del teorema 3.4 el punto de equilibrio x5 es siempre estable
si hy < 0y no hay bifurcacion de Hopf. Si k5 > 0 > h} , entonces por (iii) del
teorema 3.4 el punto de equilibrio x5 es estable si b > h} y como se satisfacen
las condiciones del teorema 3.5 existe una bifurcacion de Hopf que emerge
desde el punto h = h3; por ultimo tenemos que si A7 > 0 entonces por el
teorema 3.4 el punto zy es estable para h € (0,h}) U (hj,00) vy como se
cumplen las condiciones del teorema 3.5 entonces hay dos bifurcaciones de

Hopf que surgen a partir de los valores h = h] y h = h.

O

Ahora el siguiente paso es estudiar la estabilidad de los ciclos limite generados

a partir de las bifurcaciones de Hopf que sabemos que ocurren a partir de los

resultados anteriores. Si consideramos que la forma normal de Hopf esta dada

por:

P = dur + ar®
0 =w+ cu+ br?, (3.17)

donde 7 describe la amplitud y 6 representa la fase del movimiento periddico,

entonces para garantizar cuando las orbitas periodicas generadas a partir de las

bifurcaciones de Hopf enunciaremos los siguientes lemas.
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Lema 3.4. Para —oco < %l < 0 y p suficientemente pequeno

(r(t),0(t) = < _Tﬂd, {w + (c — %) M} t+ 90> (3.18)

es una drbita periddica para (3.17).
Abordamos el problema de la estabilidad en el siguiente lema.
Lema 3.5. La orbita periodica dada por 3.17 es
i) asintdticamente estable para a < 0;
i1) inestable para a > 0.

Para una demostracion de los lemas 3.4 y 3.5 y un estudio més a fondo de esté

tema se puede consultar [6], [8], [15] ¥ [25].

Haciendo uso de lo que se demostré en la seccion 2.6 el teorema 2.16 que nos
da condiciones necesarias y suficientes para que ocurra una bifurcacion de Hopf a
partir de la equivalencia con el teorema 2.15 de Hopf entonces usando esté teorema
entonces existe una tnica variedad central bidimensional que pasa por el punto
(x2, 1) y una transformacion suave de coordenadas tal que en la variedad central
se transforma en la forma normal del sistema 3.4 asociado con una bifurcacion de

Hopf dada por:

1 = vopyr — woya — Topya + (1 — Tye) (YT + ¥3);
G2 = woyr + Topyr + vopye + (myr — 1ye) (7 + 43). (3.19)
El sistema en coordenadas polares es:
7= vour + vre;

0 = wo + Top + T2

Luego si aplicamos el lema 3.4 al sistema de coordenadas polares (3.20) tenemos

que para —oo < % < 0y p suficientemente pequeno

(r(t),0(t) = ( _Tﬂd, {w + (c — %) M} t+ 90) (3.20)



Modelos matematicos de la dindmica de virus in vivo y la respuesta
88 inmunitaria

es una oOrbita periodica para (3.20) y por el lema 3.5 tenemos que la orbita perio-
dica dada por (3.20) es:

(7) asintoticamente estable para vy < 0;
(77) inestable para vy > 0.

En resumen tenemos que el ciclo limite generado a partir de la bifurcacién de

Hopf es asintoticamente estable cuando v; < 0 e inestable cuando v; > 0.

Ahora realizaremos un anéalisis similar al que hicimos para el punto de equili-
brio infeccioso x; sin respuesta CTL aplicado al punto de equilibrio x,. Tomando

los valores de los pardmetros como en los casos anteriores tenemos: d = 1—10, b=

3 L
400° 10

calculados anteriormente.

S 1 1 313 _ 3 _ 7
a=g5p=1lc=159=15b=35h= 1Yy Ro= 5, Rr = g son los valores

Cuando aumenta Ry y R; ocurre que el punto x; pierde su estabilidad y el
sistema es entonces estable para el tercer punto de equilibrio infeccioso x5 con
respuesta CTL. El ntimero reproductivo Ry serd mayor que R; cuando \ > %.
Usaremos las condiciones de estabilidad local de este punto de equilibrio que se
muestran en el teorema 3.4 y el teorema de estabilidad de Routh-Hurwitz para

hacer un anélisis numérico de las condiciones del teorema. Calculando los términos

a;,t =1,...,4, el polinomio caracteristico en términos de \ esta dado por:
13 3\ 23 3\ 19 3\ 7
P, N 27 20 ) 2 o T b
(8] =4 et (400 600) o (1400 1200) o <20000 6000) ’
donde
= 6_’
[ 3A 23
“2= 400~ 600"
3\ 19
O{; = RS —
>~ \1400 1200/
3\ 7
agyy=——-—1.
20000 6000

Luego calculamos los determinantes relevantes de Hurwitz:
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13
A1 = =
60
29 271
A, —
2= 56000”36000

Ag =

8T, 5809 2783
78400000" " 336000000 43200000

B 3\ 7 87 2 5809 2783
+7 {20000 6000 78400000 336000000 43200000 /

Resolviendo el polinomio cuadréatico (en MATLAB) para A cuando Az = 0

encontramos que las raices son:

1610 847
M= — 6.1 o= — =~ 9.41. 21
1= 51 FOIT 2= 59 &Y (3:21)

Por lo tanto, el punto zy es estable (local) cuando % <A< %. Podemos
elegir A = 8,5. Ahora evaluando directamente en Ay y en los coeficientes del
polinomio caracteristico el valor de A\ = 8,5 tenemos que todos los determinantes
son positivos. Por lo tanto, hemos cumplido con los criterios de estabilidad que
establece el teorema de Routh-Hurwitz. De acuerdo con las formulas dadas que

obtuvimos para los coeficientes As, B3 y C3, tenemos:

27

3~ 9800 >0

L 3899\* 115199
540 ) " 291600

_ 20 |, 261y 12175079 |
* 7 49000 3240 ) " 10497600
1 70

560000())\(30)\ 33) >0 para \> 5

>0

Cs
Ahora podemos calcular A = B — 4A3C3 y obtenemos:

29 11935\ 1250921
A= —— "2 (18N —133)2 | (A= 22 —
38461000000( ) [( 1566 ) 613089]

Si A = 0 se tiene:

11935 = 98v/521 133 133

1566 18 18
6.192917, 7.388888, 7.388888, 9.049739.

Q
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11935 4 98+/521
A= ~ 9.049739
1566 ’
entonces, para % < A < A* tenemos que A < 0 (si tomamos A = 85, A =~

—0.000000382 < 0), A = 0 para A = A* y A > 0 para A > \* (si tomamos
A =9.5, A ~0.00000162). Por lo tanto, por el teorema 3.4 el punto x es siempre
estable para % <A< AN

Cuando A = \*, tenemos h* = % ~ 0.052654 > 0, tomando el valor

— 1 * .
de h = {5 se cumple que h # h* entonces por el teorema 3.4 concluimos que el

punto x, es estable.

Cuando A > \*, tenemos 2 raices del polinomio cuadratico Az dadas por

201602 — 436086 + 1615775 == 5(18A — 133)+/8456412 — 1283930\ + 4739329
(5401 — 3899)2 + 1151199

* JR—
hl,z =

Si A > A" entonces hi, > 0y por el teorema 3.4 tenemos que el punto zp
es siempre estable para (0,h}) U (h}, 00). Supongamos que A = 9.5, entonces
hi = 0.013960 y h; = 0.064528; tomando el valor h = 0,10 > hJ por el teorema
3.4 implica que el punto x5 es siempre estable. Por 1ltimo si tomamos A = 10 se
tiene hj = 0.017285 y hi = 0.127056, lo cual nos indica que h = 0,10 € (h}, h}),
asi el punto x5 es inestable.

El punto de equilibrio x5 de acuerdo con los datos anteriores toma el va-
lor de =y = (72.8571,2.222222,5.1587,0.000835). Simulando numéricamente en
MATLAB el modelo (3.4) para el punto de de equilibrio infeccioso x5 con res-
puesta CTL, observamos en la figura 3.6 que cada poblacién se estabiliza en los
valores de equilibrio previstos pero esto es de manera local, es decir s6lo en una
vecindad alrededor del punto x,.

Ahora por teorema 3.6, tenemos que habra una bifurcaciéon Hopf para R,
suficientemente grande. Por célculos que se realizaron en 3.21, donde obtuvimos
los valores de A\; = % ~ 6,17, A= % ~ 9,41, A3 cruza el cero y se convierte
en negativo cuando \ = %. Por lo tanto, ocurre una bifurcaciéon Hopf en %. O
en términos de nimero reproductivo, tenemos 54¢ ~ 1.4115. Numéricamente, los

600
847

determinantes de Hurwitz en Ry = g5 son:

637
240000

2
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Poblacion de células susceptibles Poblacion de células infectadas
100 6
80 4 l/ N
60 1
x > 2 !
40 /
20 op====-- -
0 -2
0 100 200 300 0 100 200 300
tiempo (t) tiempo (t)
Poblacion de CTLp Poblacion de CTLe
6 6
4 4
3 | N
2/t 2
!
\
0 0
0 100 200 300 0 100 200 300
tiempo (t) tiempo (t)

(a) Evolucion de cada poblacion con respecto al tiempo

Para mostrar que Aj cruza de lo positivo a lo negativo, elegimos \ = % ~ 9.8,

entonces h = 0.018898 y hi = 0.119897. Para el valor dado A = 0.10, el punto x-

847
600"

los determinantes relevantes de Hurwitz se convierten en

es inestable y se bifurcan ciclos limites para Ry = Mas atun, cuando h = 0.10,

883 677

Ag= — A=
27 360000 3 432000000

Comparando estos valores numéricos a los evaluados anteriormente, observa-
mos que As cruza de lo positivo a lo negativo. Por el teorema 3.5, un par de
valores propios complejos conjugados cruza de C~ en C* y ocurre una bifurcacion
de Hopf. Las soluciones numéricas del sistema se representan en la figura 3.6, que

muestra oscilaciones para cada variable.

En la figura 3.7, un ciclo limite entre las células sanas, las células infectadas y

la poblacion de CTLp se observa en el espacio de fases.
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_10 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300
tiempo(t)
| células susceptibles — — — células infectadas ' = =" CTLp CTLe

Figura 3.6: Simulacion del modelo (3.4) con A = 8.5,d = %,5 = %,a

(b) Evolucién de las poblaciones hacia el equilibrio estable
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(a) Evolucion de cada poblacién con respecto al tiempo
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(b) Evolucién de las poblaciones con oscilaciones

Figura 3.7: Simulacion del modelo (3.4) con A = 10,d = 15,8 = 15,0 = 5,p =
Lo=f=fb="bh=4
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CTLp
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Figura 3.8: Ciclos limite del sistema (3.4) con A = 10,d = lio,ﬁ = %,a = %,p =
1 113 1
1ac*ﬁ>qfﬁab*§7h*1_0
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Conclusiones

En este trabajo se estudio el modelo introducido por Wodarz [27] para in-
vestigar las interacciones entre las células susceptibles e infectadas, asi como la
respuesta primaria y secundaria de las células CTL. En términos de investigacion
analitica del modelo, se analizo la estructura de los puntos de equilibrio y algunos
casos especificos. Para un sistema de dimensién superior, el comportamiento de
los puntos de equilibrio en este caso la estabilidad y analisis de bifurcacion son
importantes y requiere toda una gama de definiciones y resultados, algunos de
ellos se encuentran en esté tesis. A lo largo del capitulo 3, describimos la estabili-
dad del punto de equilibrio libre de infeccién xy, el punto de equilibrio infeccioso

x1 sin respuesta CTL y el punto de equilibrio infeccioso x5 con respuesta CTL.

Analiticamente, demostramos que cuando 0 < Ry < 1, el punto de equili-
brio libre de infeccion xy es globalmente asintéticamente estable; cuando
1 < Ry < Ry, el punto de equilibrio libre de infeccion xy se vuelve inestable y
el punto de equilibrio infeccioso 5 sin respuesta CTL es globalmente asint6ti-
camente estable; cuando R; < Ry, el punto de equilibrio infeccioso x; pasa a
ser inestable y el sistema se desplaza al tercer punto de equilibrio x5, ademas se
demuestra que el punto de equilibrio infeccioso x5 con respuesta CTL puede ser
localmente asintéticamente estable y por ultimo se prueba que, dado A > 0,
existe una bifurcacion de Hopf a partir del tercer punto de equilibrio infeccioso x»
con la respuesta CTL para una eleccion apropiada de los pardametros del sistema.
Como Ry, R; y A son dados a través de los parametros del sistema, hemos mos-

trado como los pardametros influyen en la dinamica del modelo.

En nuestro anélisis, hemos identificado soluciones periddicas del modelo de
manera rigurosa. Estas oscilaciones sufridas derivan del punto de equilibrio infec-

cioso x5 con respuesta C'TL. Para el sistema inmune, esta transicion representa un

95
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cambio en los estados homeostaticos prolongando fluctuaciones en las poblaciones
de células en el modelo. Las oscilaciones prolongadas de la bifurcacion de Hopf
implican que tras la infeccién primaria, el patogeno no puede siempre ser elimi-
nado completamente con respuesta de las células CTL. Como observamos en la
figura 3.7, el nimero de células infectadas pueden disminuir, pero con el tiempo, la
poblacién oscila y no puede ser erradicada por completo. Este fendmeno puede ser
visto como un individuo que tiene una enfermedad cronica que pueden aparecer
de vez en cuando. A través de las expresiones obtenidas a partir de la estabili-
dad y el anélisis de bifurcacion, somos capaces de comprender mejor la transicion

de un estado homeostatico a las oscilaciones provocadas por una bifurcacion Hopf.

También se demostré que A > 0 es una condicién necesaria para que exista
una bifurcacion de Hopf en el teorema 3.6. Esta condicion restringe h < b para
que se produzcan oscilaciones prolongadas. Estas dos constantes son las tasas de
muerte de las dos clases de células inmunes. Cuando las células CTLe tienen una
vida mas larga que las células CTLp (h < b), se pueden producir brotes de la
enfermedad. Por otro lado, cuando las células CTLp tienen una vida mas larga
que las células CTLe (h > b), el sistema inmune es capaz de prevenir brotes y

controlar el sistema en un estado estacionario.

Ademaés se ha demostrado que la dindmica de las interacciones entre las cé-
lulas CTLp las células CTLe agregados al modelo de las células susceptibles e
infectadas también podrian producir una bifurcacién de Hopf. Por lo tanto, he-
mos proporcionado un marco teérico para poder explicar la dindmica periodica
y poder continuar el estudio de mas modelos de esté tipo. La interaccion entre
el virus y el sistema inmune de un individuo es un proceso complicado, que im-
plica la producciéon de células, la replicacion viral y la eliminacion del patégeno.
Si bien hemos demostrado que los patrones oscilatorios se pueden obtener para
una amplia gama de parametros en un modelo, no todos estos patrones son ne-
cesariamente biologicamente realistas. Por tltimo observemos que considerando
dos clases de células CTL, el modelo aporta resultados interesantes y permite el

estudio de definiciones y resultados mas especializados.



Apéndice A
Teoria fundamental

El teorema de existencia y unicidad local es un resultado fundamental que nos
garantiza bajo que condiciones un problema de valor inicial (?7) tiene solucion
y cuando se puede asegurar que dicha solucién es dnica ; esta caracterizaciéon se

expresa en el siguiente teorema.

Teorema A.1. (Teorema fundamental de existencia y unicidad local). Sea
U un subconjunto abierto de R™, que contiene a xo y supongamos que F € CH(U),

entonces existe un 0 > 0 tal que el problema de valor inicial

i = F(),
p(to) = xo

tiene una unica solucion (t) definida en el intervalo
w:(to—0,tg+0) = U.

Para una demostracion del teorema A.1 se puede consultar [11], [21].

A.1. Teoremas de las funciones inversa e implicita

El teorema de la funciéon implicita es un resultado fundamental que establece
condiciones suficientes bajo las cuales una funcién o funciones de varias variables
permite definir a una de ellas o varias de ellas como funcién de las demés.

Una funcion y(z) estd dada de forma implicita cuando estd definida de la

97



98 Teoria fundamental

forma F(z,y) = 0 en lugar de la habitual. Dada la ecuacion F(z,y) = 0 (lo que
se conoce como funcion implicita), bajo ciertas exigencias sobre la derivada de F
podriamos, al menos localmente, despejar y = f(x).

El enunciado siguiente es la generalizacion del teorema de la funciéon implicita

para funciones de dos o mas variables:

Teorema A.2. (Teorema de la funcién implicita). Sea F : U — R™ una
funcién de clase C' en un abierto U de R™ x R™. Supongamos que el punto

(x0,y0) €U es tal que:
1. F(xo,yo) = 0.
2. DyF(xo,y0) € LIR™) es invertible.

Entonces existen § > 0, ¢ > 0 y una funcién f : Bs(xg) — B.(yo) de clase C*

tales que:
1. f(xo) = yo.
2. F(x, f(x)) =0 para todo x € Bs(xy).

3. Para cada x € Bs(x0),y = f(x) es la dnica solucion de la ecuacion F(z,y) =

0 que pertenece a B.(xy).

4. La diferencial de f en x € Bs(xg) estd dada por:
Df(z) = —(DyF(x, f(x)))" Do F(x, f(2)). (A1)
El teorema de la funcién inversa se deriva inmediatamente del de la funciéon
implicita aplicando la ecuacion f(z) —y =0

Teorema A.3. (Teorema de la funcion inversa). Sea F : U — R" una fun-
cion de clase C*(U), U un abierto de R™. Supongamos que DF(xg) es invertible,

o sea, que el jacobiano

df; ) .
det , L, =1,....n
<a:cj<xo> ’

es distinto de cero. Entonces existe un § > 0 tal que la funcion inversa F~' estd
definida y es de clase C' en Bs(F(xg)). La diferencial de g(y) = F~'(F(z)) en
y = F(z) € Bs(F(x0)) es Dg(y) = [DF(x)]~".



Apéndice B
Teoria de estabilidad de Lyapunov

Para analizar el sistema de ecuaciones diferenciales que presentamos en este
trabajo nos basaremos algunos resultados de la teoria de estabilidad de Lyapunov,
los cuales nos proporcionan condiciones suficientes para garantizar la estabilidad
de un punto de equilibrio; las demostraciones de estos resultados pueden encon-
trarse en [2], [7] y [21].

Definicion B.1. Si FF € C'(U), V € C'U) y ¢ es el flujo de la ecuacion
diferencial & = F(z), entonces para v € U la derivada de la funcion V(x) a lo

largo de la solucion ¢i(x) es:

V() = SV(@@)lo = DV () F ().

La dltima igualdad se sigue de la regla de la cadena. Si V(x) es negativa en
U, entonces V() decrece a lo largo de la solucion ¢y(z*) a través de * € U en
t = 0. Ademas, en R?, si V(x) < 0 con igualdad s6lo en z = 0, entonces para
una C' pequena positiva, la familia de curvas V(z) = C' constituye una familia de
curvas cerradas que encierran el origen y las trayectorias de & = F'(x) cruzando
estas curvas desde su exterior a su interior a medida que incrementa ¢; es decir,
el origen de @ = F(x) es asintdticamente estable. Una funcion V' : R™ — R que

satisface las hipotesis del siguiente teorema se llama una funcion de Lyapunov.

Teorema B.1 (Teorema de Lyapunov). Sea U un subconjunto abierto de R™
que contiene a x*. Supongamos que F € CY(U) y que F(x*) = 0. Supongamos ade-
mds, que existe una funcion con valores reales V€ CY(U) que satisface V(z*) = 0

y V(z) >0 si z # z*. Entonces
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(a) Si V(z) <0 para todo z € U, z* es estable.
(b) SiV(z) <0 para todo x € U — {z*}, 2* es asintéticamente estable.

(¢) SiV(z) >0 para todo x € U — {x*}, z* es inestable.

Definicién B.2. Considere el sistema i = F(z). Sea W tal que W CU y V una
funcidn escalar definida en W. V es llamada funciéon de Lyapunov de & = F(z)

en U si:
(1) V es diferenciable en W,

(ii) Para cualquier T € W se tiene que V' es continua en T ¢

lim V(z,) = 400

n—oo

para cualquier sucesion x, € W tal que x, — T.

(i1i) V (z) = VV (z) F(z) < 0 para todo z € W.

Teorema B.2 (Principio de invarianza de LaSalle). Supongamos que eziste
una funcion de Lyapunov V: W — R para & = F(z), con W CU = R". Sea E =
{a: eW:V(z)= 0} y M el mayor subconjunto de E invariante de & = F(z),
entonces M atrae a todas las semiorbitas positivas acotadas que estdn contenidas
en W. En particular si W = R" y V(x) — oo cuando ||z| — oo, M atrae a todas

las semi-orbitas positivas, y se dice que es el atractor global.

Teorema B.3 (Teorema de estabilidad de Lagrange). Supongamos que exis-
te una funcion escalar V : R — R tal que A C U positivamente invariante para

T = F(x) y satisface:
1. V es de clase C' en A;
2. V(x) > 0 para todo x € A;
3. V(x) <0 para todo z € A y

4. V(x) = oo si ||z]] — oo.

Entonces toda solucion de & = F(x) con condicion inicial en A es acotada.
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*
Sea (x7,...,z}

) € RZ;, un punto de equilibrio de & = F(x) y considere-
mos al conjunto A con las hipotesis del teorema B.3 de Lagrange con RZ, —
{(x%, 25, ...,2%)}, donde RZ ) = {(x1,22,...,2,) € R" 1 2; > 0,Vi = 1,..n}, y con-
sideremos también al conjunto W de la definicién de funcion de Lyapunov como
W =RL,.

Dicho lo anterior construiremos una funciéon V' definida en W = RZ,.

Para construir dicha funcion V' definamos la siguiente funcion auxiliar:

g:Rsop— R tal que

xT) =
g() T st ¥ =0.

‘ (B.1)
{x—:p*lnf—* si ¥ #0y x#0,

Lema B.1. La funcidn g definida en (B.1) es estrictamente positiva en R-q y
ademds

lim g(x) = 0.
T—00

Consideremos ahora (z},z3,...,2;) € RZ; un punto de equilibrio fijo del sis-
tema (3.1), M = 1,2,...,n, I = {i € M : 2] # 0}, 0; constantes positivas y g, la
funcion definida en (B.1) para la constante z7 sii € 'y gp (z;) = x;8ii € M — 1.
Definimos una funcién V' como

ViR, R
. (B.2)
(x17 Ty ey ITL) = Z 0191‘1* (xl) .
i=1

Teorema B.4. La funcion V definida en (B.2) tiene las siguientes propiedades:

1. V ((z1, 22, ..., z,)) > 0 para todo (x1, %9, ..., x,) € RYy — {(27, 25, ...,2})}.

n

2. Ve CH(RZ).

3. Sea xy, = (T1p, Ton, ..., Tnn) € RY, una sucesion cualquiera tal que ||z, || — oo

cuando n — oo, entonces im V' (x,,) = oo cuando n — 0.

4. Sea x un punto frontera de RY, y x,, una sucesion cualquiera de puntos de

RZ, tal que x, — x, entonces imV (z,,) — 0o o0 bien V' es continua en x.
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5. La derivada temporal de V' a lo largo de las soluciones serd
Z bt (1- ).

Proposicion B.1. Consideremos el sistema & = F(x) definido en U = R™ y
supongamos que RZ, es un conjunto positivamente invariante para & = F(z). Si
la funcion escalar V' definida en el teorema B.J satisface V( ) <0 para todo x €
R?,, entonces toda solucion de & = F(x) con condiciones iniciales en el interior de

RY, se aprozima al mayor subconjunto invariante de £ = {x € RY,: 1% () = O}.

Las demostraciones de los resultados anteriores se pueden consultar [16].



Apéndice C

Teoria de la variedades

diferenciables

Una buena parte de los conceptos y resultados del analisis en R se puede
extender a espacios més generales M, que denominaremos variedades diferencia-
bles. De esto precisamente se ocupa la Geometria Diferencial. Intuitivamente, una
vartedad diferenciable M, es un espacio que localmente es equivalente a R™. Asi,

la geometria diferencial local, es practicamente equivalente al analisis.

C.1. Variedades diferenciables

Empezaremos por definir la derivada de una aplicaciéon definida en un subcon-

junto arbitrario de R"

Definiciéon C.1. Sea f : X — R™ una aplicacion de clase C" donde X es un
subconjunto arbitrario de R™. Se dice que [ es de clase C" en X si para cada

punto x € X existe un conjunto abierto U C R™ que contiene a x y una aplicacion
F:U— R™ de clase C" tal que f = F en UNX.

Definicion C.2. Una aplicacion f : X — Y de subconjuntos de dos espacios
Euclideos se llama un difeomorfismo de clase C" si es inyectiva y sobreyectiva

y si la aplicacion inversa f~':Y — X es también de clase C".
Ahora con estas definiciones, podemos definir una variedad diferenciable.

Definicion C.3. Un subconjunto M C R" es llamado variedad diferenciable

de dimension m si posee las dos caracteristicas estructurales siguientes:
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1. Existe una coleccion numerable de conjuntos abiertos V* C R", a € A

donde A es un conjunto de indices numerable, con U* = V* N M tal que

M =J,ca U”.

2. Existe un difeomorfismo de clase C" z® definido en cada U* que mapea U

en algun conjunto abierto en R™.
Ejemplo C.1. Ejemplos de variedades diferenciables

1. El espacio vectorial R"™ o cualquier dominio (subconjunto abierto) U del

mismo.

2. La esfera S™ definida en un espacio Euclideo R™** por la ecuacion 3+ ...+

2 _ ~ " 1
x, . = 1, en particular el circulo S™.

3. El toro T? = S' x S'.

4. El espacio proyectivo RP™ = {xq : xy : ... : x,}. Recordemos que los puntos
de este espacio son las lineas que pasan por el origen en R™'. Dicha linea
se determina por cualquiera de sus puntos (salvo el origen). Las coordenadas
de este punto (z1,...,2,) en R" se llaman coordenadas homogéneas del

correspondiente punto del espacio proyectivo.

C.2. El espacio tangente

C.2.1. El espacio tangente a un punto

En la definicion C.1 consideramos la derivada de una aplicacion definida en
una variedad. Existe un objeto geométrico asociado con una variedad llamado es-
pacio tangente que desempena un papel importante en el concepto de la derivada

de una funcion definida en una variedad.

Definicién C.4. Sea [ = {t € R| — € <t < €} para algin € > 0 fijo. Entonces

una curva de clase C" en M es una aplicacion C : I — M de clase C".

Definicion C.5. Sea C : I — M wuna curva de clase C' tal que C(0) = p.
Entonces el vector tangente a C en p (ver figura C.2.1) es:

d .
EC@) —0 = C(0)
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(a) Circulo S! (b) Esfera S2

(c) Toro 1%

Figura C.1: Ejemplos de variedades diferenciables.

M

Figura C.2: Una curva y su vector tangente a un punto

Definicion C.6. Un vector tangente a M en p es un vector tangente a una curva
C en el punto p. El conjunto de todos los vectores tangentes a M en p se denomina

espacio tangente a M en p y se denota por T,M.
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