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Resumen

Usualmente, la funciéon de onda empleada en la mecanica cuantica no
relativista, y la funcién principal de Hamilton, que es parte de la formulacion
de Hamilton en la mecanica cldsica, se comportan como campos escalares
(por ejemplo, cuando se pasa de coordenadas cartesianas a otras coordenadas
curvilineas). Sin embargo, para transformaciones como la de Galileo, las que
llevan de un sistema de referencia a otro, o acelerado con respecto al primero,
la funcion de onda requiere de un factor de fase extra y la funcién principal
de Hamilton requiere un término adicional. En este trabajo se deduce en
una forma simple la transformacion de una funcién de onda bajo cambios de
sistema de referencia.

Palabras clave: Funciones de onda; funcién principal de Hamilton; marco
de referencia.



Introduccion

Existen varios trabajos donde se halla el operador de transformacion de un
vector de estado o de una funcién de onda, estos trabajos requieren de alguna
condicién para poder encontrar dicho operador, lo cual resulta ser un tanto
restrictivo para su uso, por ello estudiamos cada uno de los procedimientos
y tratamos de hacerlo lo mas general posible.

Una forma para encontrar la ley de transformacién de una funcién de onda
bajo un cambio de marco de referencia aplicable a los casos de interés donde
la transformacién forma un grupo continuo, consiste en encontrar un gene-
rador infinitesimal de la accion del grupo sobre las funciones de onda, luego
con la ayuda de un mapeo exponencial, se pueden construir los elementos
del grupo, haciendo uso de la formula de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH),
la transformacién deseada puede ser expresada de manera conveniente (ver
ejemplos en Ref. [1, 2, 3, 4]).

Otro enfoque consiste en que el hamiltoniano se transforme en un operador
especifico, con respecto al cambio del marco que se esta considerando, y
buscando una transformacién de la funciéon de onda, de tal manera que una
solucion de la ecuacién de Schrodinger en el marco inicial, es mapeada en una
solucién de la ecuacién de Schrodinger en el segundo marco (ver ejemplos en
Ref. [5,6]). En este enfoque no es necesario considerar un grupo continuo de
transformaciones, pero se tiene que postular la forma del nuevo hamiltoniano.

En este trabajo aplicamos un método simple para encontrar el operador
que representa el efecto de un cambio de marco sobre vectores de estado (o
funciones de onda), sin tener que imponer desde un inicio alguna especifi-
cacion para el hamiltonano. Ademéds este método es aplicable a transforma-
ciones que no pertenecen a un grupo continuo y no se tiene que lidiar con
transformaciones infinitesimales.

Los principales resultados de esta tesis han sido reportados en la Ref. [7].



Capitulo 1

Transformacion de una funcion
de onda

En el contexto de la mecanica cuantica no relativista queremos analizar
como se transforma una funcion de onda, al pasar de un marco de referencia
con coordenadas y momentos x; y p;, a otro con coordenadas y momentos
X; v P;, para ello es necesario hacer uso de un operador unitario U el cual
se define por

Uz,U™' = Xi(z;,1), Up,U™' = Pi(pj,t) (1.1)

donde x; y p; son operadores hermitianos que representan coordenadas carte-
sianas y momentos en un marco de referencia, las X; son funciones de z; y de
t, y las P; son funciones de p; y de ¢, medidas desde otro marco de referencia
diferente al primero. Se debe notar que la Ec. (1.1) define a U hasta un factor
de fase que depende solamente de t. El estado del sistema se transforma de
acuerdo con:

W) =U ) (1.2)
por lo que la ecuacién de Schrédinger Zﬁ% = H |1¢) se reescribe de la si-
guiente manera

L d Y . d L dUu
n )iy = v+ = KU 0

multiplicando el operador U~! por la derecha, de la Ec. (1.3) encontramos
que

dU
K=UHU"'+ mEU—l (1.4)

mostrando que U mapea cualquier solucion de la ecuacién de Schrodinger
ih% = H |¢)) en una solucién de ih% = K [¢') donde K es el operador
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hamiltoniano equivalente a la transformacion de un cambio de coordenadas.
Esta ultima ecuacion demuestra que si U depende explicitamente del tiempo,
entonces el hamiltoniano no se transforma siguiendo la regla simple H —
UHU™! (compare con la Ref. [8]). Si el factor de fase arbitrario contenido
en U se puede elegir de tal manera que K = H, entonces se dice que H
es invariante bajo U [3]. (Note que estamos trabajando en la imagen de
Schrodinger. )

Dentro de la mecéanica cuantica encontramos los operadores de posicion
x y momento p con estados propios |Zg) v |po) respectivamente, que actian
de la forma x |xg) = o |Zo) ¥ P [Po) = Po |Po). Ahora haciendo uso de la Ec.
(1.1) tenemos

zU ' zo) = U ' X (z,1) |z0)
debido a que X (z,t) es funcién de z, al actuar sobre el ket |xp) la funcién X
se evalta en xg de tal forma que

xU " |zo) = X (w0, 1)U " |0)

esta ecuacion nos dice que U~ |xg) es un estado propio de & con valor propio
X (xo,1), asi }
U~ [zo) = €/ |X (xo, ) (L5)

donde « es un nimero real, el cual puede depender de xg, t, y los parametros
contenidos en U. De manera similar, a partir de la Ec.(1.1) se deduce que

U™ [po) = /" |P(po. t)) (1.6)

donde (£ es un nimero real, el cual puede depender de pg, t, y los parametros
contenidos en U.

Por definicién sabemos que 1(x) = (x| 1), con base en esta definicién y
haciendo uso de la Ec. (1.2) se observa que ¢'(xg) = (xo| U |¢); al conjugar
la Ec. (1.5) obtenemos {(xo| U = e~**/" (X (xg,1)|, por lo tanto, la funcién de
onda se transforma de acuerdo con

V' (@o) = (@o| U |¢) = e /" (X (2o, 1)| ¥) = e */")(X (20,1)),  (L.7)

como se verd en algunos ejemplos posteriores, en ciertos casos « es diferente
de cero.



Los tnicos valores por determinar para conocer por completo la trans-
formacion de la funcién de onda son a y 3, por ende formamos el producto
escalar (zo| UU ! |po) = (0| po) = (2h) =/ exp(ipy-xo/h), lo cual, en virtud
de las Ecs. (1.5), (1.6) y de la unitariedad de U, debe coincidir con

P~/ (X (0, 1)| P(po, t)) = (2h) >/ exp{%[ﬁ —a+ P(po,t) - X (z0,1)]}

por lo tanto
po‘ZOZB—a+P(p0,t)'X($O,t) (18)

Para conocer explicitamente las funciones o y 3 debemos establecer las fun-
ciones P(pg,t) v X (xp,t) correspondientes a la transformacion deseada, por
ello en las siguientes secciones damos ejemplos de algunas transformaciones.

1.1. Traslacion espacial

Un ejemplo relativamente simple de un cambio de coordenadas correspon-
de a la traslacion. Una traslacién espacial por un vector constante a puede
ser definido por la Ec. (1.1) con

X=xz—a, P=p (1.9)
luego, a partir de la Ec. (1.8) tenemos pg - 2o = 5 — a+po - (o — @) es decir

a=[0—po-a.

Como se mencioné anteriormente, o depende de zg v t, 8 a su vez depende
de po v t, por ende se puede concluir que:

a=x(t), B =po-a+x(t) (1.10)

donde x(t) es una funcién de valores reales que depende solo de ¢. Sustitu-
yendo la expresién para [ en la Ec. (1.6) y haciendo uso de la Ec. (1.9),
obtenemos que

U—l |p0> — eix/heipo.a/h |p0> _ eix/heip.a/h |p0>

lo que equivale a
U=t = ex/heipalh (1.11)

sustituyendo (1.11) y la primera ecuacién de (1.9) en (1.5) obtenemos la bien

conocida relacién
P/ xo) = |29 — a) (1.12)
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(que se observa en la Ref. [1]). Por otro lado, de las Ecs. (1.4) y (1.11),
encontramos que K viene dado por

K —UHU- + (1.13)
dt
de modo que si elegimos a H como
H:i—F-x, (1.14)
2m

donde F' es un vector, correspondiente a una particula sujeta a una fuerza
constante F', entonces

2
K = U(;;—F-x>U—1+d—X

m dt
2
Y )
- 2m Fa a)+dt
dx
-~ H4+F. Y
+ a+dt

debido a que estamos considerando una particula en un campo de fuerza
uniforme y U representa una traslacion, si exigimos que K = H, por ende
X = —F -at y de acuerdo con (1.7) la funcién de onda debe transformarse
como

V(o) = T/ M (z0 — a). (1.15)

Se observa que, para esta eleccién de x de acuerdo con la Ec. (1.11) el ope-
rador de traslacién correspondiente es U = e~*P—Ftya/h,

1.2. Traslacion en el momento

A pesar de que no es un cambio de marco, vamos a considerar una ”tras-
lacion” en el momento, definida por X =z, P = p — b, donde b es un vector
constante. En este caso la Ec. (1.8) resulta ser pg - 2o = 8 — a(pp — b) - 2o de
la cual se deriva que

a=—b-xo+ x(t) B =x(). (1.16)

donde x(t) es una funcién de valor real que depende solo de ¢. Entonces para
la Ec. (1.5) obtenemos

Ufl ’.’1,'0> — eix/he—z’b-zo/h ‘il?o) — eix/hefib-x/h |$0>



lo que significa que
U—l _ eix/ﬁ,e—ib-m/ﬁ (117)

y de la Ec. (1.6) tenemos U~" |pg) = /" |py — b), es decir,
e~/ Ipg) = |po — b) (1.18)

Otra forma 1itil se sigue de la segunda ecuacién en (1.1): Up;,U ' =p—bo
equivalentemente,

eib-:z: / hp e

Puede notarse que las Ecs. (1.18) y (1.19) no contienen la funcién x.

—ba/h —p b, (1.19)

1.3. Transformacion de Galileo

En este caso las funciones X (z,t) y P(p,t) son dadas por las transfor-
maciones de Galileo X =z — Vt, P =p — mV por ello la Ec. (1.8) resulta
ser

Po-Zo =0 —a+ (pp—mV)-(xg — Vi)

es decir ) .
a+mV -xy— §mV2t :ﬁ—po-Vt—i-émVQt

lo cual implica que
1
a = —mV -xo+ §mV2t + x(t)
1
B = py-Vt— 5mV% + x(t) (1.20)

donde x es una funcion real que depende solo de t. De tal manera, de acuerdo
con la Ec. (1.5) tenemos

U™'|zo) = exp {% {—mV -xo + %mV2t + X(t)} } |zog — V1) (1.21)

ocupando la Ec. (1.12) puede ser expresada como

: ) ‘
exp {% [—mV - T + EmV2t + X(t)] } eP VI |z)

o equivalentemente

exp {

1 . .
|:§mv27f + X(t):| } ezp-Vt/he—sz-a:/h ’Z‘g>

ST
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en consecuencia

Ul =exp {% Bmv% + X(t)} } ePVt/ho=imV-a/h (1.22)

Podemos determinar la funcién x(t) si nosotros imponemos una relacién es-
pecifica entre los hamiltonianos H y K. Sustituyendo (1.22) en la Ec. (1.4)
y con ayuda de (1.19) encontramos

dx

1
K=UHU"'— 5mv2 +p-V+— (1.23)

(compare con Ref. [9]). Por lo tanto si tomamos H = %, tenemos

1 PR dx

K—%(p mV) émV +p-V—|—$

el cual coincide con H si x(t) = 0. Otros hamiltonianos son invariantes bajo

la transformacién de Galileo, si elegimos la x adecuada. Si no se permite

la presencia de un factor de fase eX/" en U~! se llega a una conclusién

errénea, que solo el hamiltoniano de la particula libre es invariante bajo la
transformacién de Galileo [10].

1.4. Aceleracion constante

Ahora consideremos los efectos de un marco de referencia con aceleracién
constante a respecto al primero (inercial), correspondiendo a

X::z:—%at2 P =p— mat
sustituyendo esta expresion en la Ec. (2.7) obtenemos
Po- o= —a+ (po — mat) - (zo — jat®)
entonces
a = —mat -xo +gma’t’ + x(t)
B =1ipo-at’ — tma’t® + (1) (1.24)

donde x(t) es una funcién que depende solamente de ¢t y hemos incluido
el término tma*t® en « por conveniencia para més adelante. La expresién
del operador U ! puede ser obtenida mediante el célculo U™! |zp), siguiendo

los mismos pasos que en la secciéon 1.3. Alternativamente podemos empezar



por considerar la accién de U~! sobre |pg). De las Ecs. (1.6), (1.24) y (1.18)
encontramos que

1 o 1 53

—po - at® — —ma“t’ + x(t)| ¢ [po — mat)

SIS

U llp) = eXP{ 5 3

1 1
—(p +mat) -at® — gmazt?’ + X(t)} } [po — mat)

= exp 5

St

S| e

= exp

- A
= exp { gma2t3 + X(t)} } pip-at?/2h Ipo — mat)

1 . )
gma2t3 + X(t)} } ezp~at2/2h€—zma,t-z/h |p0>

St e

por lo tanto
Ul = exp {;—:L [éma2t3 + X(t)] } eip-at?/2h —imat-z/h

asi, para la Ec. (1.4) y haciendo uso de la Ec. (1.19), obtenemos

1 d
K =UHU™ +at-p—ma-z — Sma*t + d—?, (1.25)
si elegimos al hamiltoniano como H = p?/2m, correspondiente a una particu-
la libre, tenemos

(p — mat)? 1, dx
K = 2 77 Ltatp—ma-z— —mat?+ 2
o +at-p—ma-x 2ma +dt
2 d
D ax
= o ma x—i—dt

eligiendo xy = 0, el hamiltoniano K corresponde a una particula en un campo
de fuerza uniforme de intensidad ma y las Ec.(1.7) y (1.24) reproducen el
resultado de la Ref. [6].

1.5. Rotacion

Analizamos el caso de un sistema de referencia en rotacién con respecto
a uno inercial, por lo que las funciones correspondientes son:

X = (zcos(wt) + ysen(wt), —z sen(wt) + y cos(wt), z) = Rx

P = (p, cos(wt) + p, sen(wt), —p, sen(wt) + p, cos(wt), p,) = Rp

10



con

cos(wt) sen(wt) 0
R=| —sen(wt) cos(wt) 0
0 0 1

donde R es la matriz de rotacién alrededor del eje z, sustituyendo estas
expresiones en la Ec. (1.8) tenemos

ToPzo + YoPyo + 200z = B — Q0+ ToDyy + YoPyo + 20Dz

por lo que
B=x(t) =a (1.26)
reemplazando estd expresion en la Ec. (1.5) y haciendo uso de Ug = e wtLz/h

de la Ref. [11], obtenemos
Ufl |$O> _ eix/h |X<£I70, t)> — eix/h |R (L‘o> — eix/he*thLz/h |£L‘0>

lo que equivale a
U—l — eix/ﬁ,e—ithz/ﬁ (127)

de la Ec. (1.26) se observa que llegamos al generador de rotacién L. Si
consideramos el hamiltoniano de una particula con carga e y masa m, inmersa
en un campo magnético constante By dado por

1 eByy 2 eBox 2 9
H=— - 1.2
2m [(px + 2c ) + <py 2c R (1.28)

entonces las Ecs. (1.4), (1.27) y (1.28) resultan ser

d
K:H—i—d—);—w(:ch—sz)

—eBO
2mc

2 4 2 2 2
Dy t Py P 1 [eBy
K="—Y =24 (— 24P

2m +2m<20)($+y)

si elegimos a w = y x(t) = 0 entonces K es

que es la suma del hamiltoniano de un oscilador arménico bidimensional y el
de una particula libre unidimensional.

11



Capitulo 2

Conexion con la mecanica
clasica

En esta seccion demostraremos que la funcién a obtenida en los ejemplos
de la capitulo 1 coincide con la funcién Fj definida por

donde H = H(X;, P;,t) y K(x;,p;,t) son funciones hamiltonianas para las
coordenadas canénicas (X;, P;) y (z;, p;), respectivamente. Como es bien sa-
bido, la transformacién que relaciona las coordenadas (X;, P;,t) v (2, pi,t)
de la extensién al espacio fase, es candnica si y solo si existe una funcién F
de tal manera que Ec. (2.1) se satisface. A menudo, la funcién F} es llamada
una funcién generatriz de la transformacion [12, 13].

En el caso considerado en la seccién 1.1, la Ec. (2.1) toma la forma

p-dx — Hdt — p-de + Kdt = dF}

es decir (K — H)dt = dF lo cual es equivalente a decir que K — H es alguna
funcién que depende solo de t; por lo tanto F} es alguna funcién x(¢) por lo
que

d
K(z,p,t) — H(X,P,t) = d—f
Si H es dado por la Ec. (1.14), entonces
P2 dx
K t)y = ——F-X+—
P B dx
T 2m (z—a)+ dt
si elegimos a x(t) = —F - at se puede reducir la expresién anterior a % —F-z.
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En el caso de una traslacién en el momento seccién 1.2 la Ec. (2.1) resulta

(p—b)-dx — Hdt — (p-do — K)dt = dFy

(K — H)dt = d(F) +b- 1),

es equivalente a la existencia de una funcién x(t¢) tal que F} +b-x = x(t) y
K — H =dy/dt. Asi, F; = —b-x + x(t), se puede observar que coincide con
la expresién para « dada en en Ec. (1.16).

Para la transformacion de Galileo, considerada en la seccion 1.3 de Ec.
(2.1) tenemos

(p—mV) -dx —Vt)— Hdt — (p-de — Kdt) = dF}

es decir
—p-Vdt —mV-dx + mV2dt + (K — H)dt = dF}

puede ser escrita de la forma
L o L o
(K—H—p-V+§mV Ydt = d(Fy — émV t+mV -x).
Por lo tanto existe una funcién x(t) tal que

1
F = EmVQt —mV -z + x(t)

coincide con la expresién para a en la Ec. (1.20) y

dx(t)

1
K=H+p-V—-mv?y XY
+p-V 2mV+ I

equivalente a la Ec. (1.23). Si H(X, P,t) = P?/2m, entonces

—mV)? 1 dx

K(m,p,t) = %%—pV—?nVQ%-%
_ P &
2m  dt

donde K (z,p,t) coincide con H (z,p,t) si x(t) = 0.

13



En el caso de aceleracion constante considerada en la seccién 1.4 para la
Ec. (2.1) tenemos

1
(p — mat) - d(x — EatQ) — Hdt — (p-dx — Kdt) = dF}
o equivalentemente
Lo o Lo 93
(K—H—p-at+ ma t* +ma - z)dt = d(F; + ma - xt — g/na %)
por lo tanto existe una funcién y(¢) tal que
L 33
Fy=—ma-xt+ gma t° + x(t)

corresponde al primer término de la Ec. (1.24), ahora

1 d
K(z.p,1) = H(X,P,t) +p-at — Sma*t* —ma-z + .

Tomando H (X, P,t) = P%/2m, correspondiente a una particula libre, y eli-
giendo a x = 0 obtenemos K (z,p,t) = p*>/2m — ma - x, correspondiente a
una particula en un campo de fuerza uniforme.

Para la rotacion considerada en la seccion 1.5 la Ec. (2.1) se da la siguiente
forma
(xps + ypy + 2p.) — Hdt — (xp, + ypy + 2p, — Kdt) = dF}

que equivale a

(K — H)dt = dF; = x(t)

la cual coincide de nuevo con la expresién para a de la Ec. (1.26).

Cabe senalar que en las derivaciones presentadas hasta ahora en esta
seccion, solo la funcién « aparece, sin hacer referencia a . Sin embargo
vemos que de la Ec. (1.8)

=a+p-z—P-X,

se observa que (3 es una ”funcién generatriz tipo Fjy 7, sin embargo, en los
ejemplos considerados aqui, no es realmente una funcién generatriz debido
al hecho de que las variables p y P no son funciones independientes este si.

14



Como se muestra en Ref. [14], bajo una transformacién canénica que rela-
ciona las coordenadas (X, P;, t) y (x;, p;, t) la funcién principal se transforma
de acuerdo con

en el sentido de que si la funcién S es una solucion de la ecuacién de Hamilton-
Jacobi (HJ) para H, entonces S = S — F} es una solucién de la ecuacién HJ
para el hamiltoniano K, con H y K relacionadas como en la Ec. (2.1) asi, en
los ejemplos considerados aqui, la ley de transformacion para las funciones
de onda estan relacionadas de manera simple con la ley de transformacion
para la funciéon principal de Hamilton. Este comportamiento no es totalmente
sorprendente si tomamos en consideracion las relaciones entre las soluciones
de la ecuacién de Schrodinger y exp(iS/h), donde S es una solucién que
corresponde a la ecuacion HJ.
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Conclusion

En este trabajo se observa que el operador unitario U determina la rela-
cion entre los hamiltonianos H y K, que contiene un término extra depen-
diente del tiempo, por lo que se analizaron varios ejemplos, en concreto donde
el operador U puede depender explicitamente del tiempo y por ende la repre-
sentacion del vector de estado de una transformacién no estd completamente
especificada por su accion sobre las coordenadas y momentos.

Ademas se analizé la conexién de este trabajo con la mecanica clésica por
medio de la funcién principal de Hamilton, se evidenciaron explicitamente los
mismos ejemplos que en el enfoque cuantico y cémo analizar su contraparte
clasica por lo que se encontraron equivalencias entre los dos enfoques como
era de esperarse.

El método empleado aqui deberia de ser aplicable a transformaciones
no lineales, pero no siempre estan relacionados con cambios de marco de
referencia.
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