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Resumen

En el presente trabajo de tesis, se propone un modelo modificado SIR para
dos poblaciones, De acuerdo a las fluctuaciones entre ellas, hallaremos un ntimero
umbral, el cual nos indicard cuidndo es que se desencadenarid una epidemia en
alguna de las poblaciones, o ambas.

Los modelos SIR deterministas tienen un uso més accesible para la epidemiologia,
a comparacion de los modelos estocéasticos. En los modelos deterministicos se pueden
controlar los factores que intenvendran en el estudio de la enfermedad y de este modo,
predecir con exactitud los resultados. En los modelos estocésticos esto no es posible,
lo que arroja resultados no Gnicos; sin embargo, representan de manera mas natural
el comportamiento de una enfermedad.

En el determinista, cuando el nimero reproductivo basico Ry > 1, el resultado
es que habra epidemia, a comparacion del estocéastico, pues cuando Ry > 1, se tiene
que es probable que haya.

Emplearemos un modelo SIR modificado para analizar la propagaciéon de una

enfermedad entre dos poblaciones. El modelo modificado considera un umbral en el
numero inicial de infectados para que surga un brote epidemiolégico.

IX






Capitulo 1

Marco tebdrico

1.1. Epidemiologia

La epidemiologia se encarga de estudiar los patrones de salud tales como dis-
tribucion, frecuencia y magnitud de las enfermedades y asocia dichos factores a un
nivel poblacional. La palabra “epidemiologia” deriva de los términos griegos epi que
significa “sobre”, demos, que significa “pueblo” y logos que significa “estudio”. Esta
etimologia implica que el estudio de la epidemiologia aplica solo a las poblaciones
humanas.

1.2. Introduccién a los modelos epidémicos

Enfermedades transmisibles como el sarampion, la influencia y la tuberculosis
son una realidad de la sociedad hasta el dia de hoy. Algunas de ellas son solamente
brotes repentinos de una enfermedad, pero hay otras que se vuelven una situacion
endémica, es decir, la enfermedad estard siempre presente.

La prevalencia y los efectos de muchas de estas enfermedades en paises menos
desarrollados son menos conocidos, sin embargo, pueden llegar a ser mas importan-
tes. Cada ano mueren millones de personas debido a enfermedades endémicas como
el colera, sarampion, diarrea, entre otras y que son faciles de tratar y consideradas
poco peligrosas en Occidente.

Actualmente se conoce el mecanismo de transmisién de las infecciones para la
mayoria de las enfermedades. En general, las enfermedades transmitidas por agentes
virales confieren inmunidad contra la reinfeccién, mientras que enfermedades trans-
mitidas por bacterias, no confieren inmunidad. En este trabajo, nos centraremos
en la dinamica de transmisiéon de una infecciéon de individuo a individuo en una
poblacion.
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1.2 Introduccion a los modelos epidémicos

Una epidemia, que actiia en una escala temporal corta, puede describirse como
un brote repentino de una enfermedad que infecta una parte sustancial de la
poblacién de una regiéon antes de desaparecer. Las epidemias suelen dejar intactos
a varios miembros. A menudo estos brotes se repiten en intervalos de varios anos
entre ellos, lo que disminuye su gravedad pues las poblaciones van desarrollando
inmunidad. Esto, es un aspecto importante de la conexion entre las epidemias y la
evolucion de las enfermedades.

Existen referencias biblicas sobre enfermedades que influyeron historicamente.
Por ejemplo, el Libro de Exodo describe las plagas que cayeron sobre Egipto,
también, la caida de los imperios se atribuy6 a las enfermedades epidémicas pues
tras la debilitacion de sus soldados, facilité su invasion y derrota.

Hay muchas preguntas de interés para los médicos que se enfrentan a una
posible epidemia, ejemplo de ellas es: ;cual serd la gravedad de la epidemia? La
cual deriva en, jcuéntas personas se veran afectadas?, jcuanto durara la epidemia?,
iservird la cuarentena para reducir la gravedad de la epidemia?

Los experimentos cientificos son disenados para obtener informacién y probar
la hipotesis planteada. En cambio, los experimentos en epidemiologia con controles
son a menudo dificiles o en otro caso, imposibles de disenar, e incluso si existe la
posibilidad de organizar un experimento, por cuestiones ética es dificil retener un
grupo de control.

La elaboracion de modelos matematicos en epidemiologia permite comprender
mecanismos subyacentes que influyen en la propagacion de enfermedades y, ademas,
en todo ese proceso, se sugieren estrategias de control. L.os modelos suelen identificar
comportamientos que no son evidentes o claros en los datos experimentales, esto a
causa de que los datos no son reproducibles y los datos pueden presentar errores
de medicion. La mayoria de los modelos epidémicos mateméticos, incluso los que
presentan un alto grado de heterogeneidad suelen presentar un comportamiento de
umbral, que en términos epidemiologicos nos dice: Si el numero medio de infecciones
secundarias causadas por un infeccioso medio es inferior a uno, la enfermedad se
extinguird, mientras que st es superior a uno habrd epidemia. Este principio general,
coherente con observaciones y cuantificado mediante los modelos epidemiolédgicos, se
ha utilizado de manera habitual para estimar la eficacia de las politicas de vacunacion
y la probabilidad de que una enfermedad pueda ser erradicada. Por tal razon, aunque
no es posible verificar la hipotesis con total exactitud, el acuerdo con las hipotesis
de caracter cualitativo suele ser valioso.

Otra de sus importancias, es que estos modelos pueden ser utilizados para
estimar la extension que debe tener un plan de vacunacién para prevenir o reducir
la propagaciéon de la enfermedad.
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1.3 Modelos compartimentados en epidemiologia

En la modelizacion matematica de la transmision de enfermedades, siempre
existe un equilibrio entre los modelos sencillos, que omiten la mayoria de los detalles
y se enfocan en resaltar el comportamiento cualitativo general, y los modelos
méas detallados, disenados para situaciones especificas que incluyen predicciones
cuantitativas a corto plazo. Los modelos detallados suelen ser dificiles o imposibles
de resolver analiticamente, por tanto, su utilidad para fines teéricos es limitada, no
obstante, su valor estratégico es elevado.

Muchos de los primeros avances en la modelizacion matematica de las enferme-
dades transmisibles se deben a los médicos de salud publica. El primer resultado
en epidemiologia matematica fue una defensa de la practica de la inoculacion
contra la viruela en 1760. Las contribuciones de epidemiologia moderna se deben
a Enko entre 1873 y 1894, asi, los fundamentos de la epidemiologia basado en los
modelos compartimentados fueron propuestos por Sir Ross, R.A., W.H. Harmer,
A.G. McKendrick y W.O. Kermack entre 1900 y 1935.

Se formula la descripcion de modelos compartimentados, dividiendo a la poblaciéon
objeto de estudio en compartimentos y con suposiciones sobre la tasa de transferencia
de un compartimiento a otro. Las enfermedades que confieren inmunidad poseen
estructura compartimentada diferente de las enfermedades sin inmunidad.

1.3. Modelos compartimentados en epidemiologia

1.3.1. Modelos epidémicos simples

El historiador W.H. McNeill sostiene en uno de sus libros, que la propagacion
de enfermedades contagiosas ha sido con frecuencia una influencia importante en la
historia. Los estudios demograficos indican que una explicacion satisfactoria requiere
el reconocimiento de una disminucién de la mortalidad causada por las infecciones
epidémicas periodicas. Este descenso se produjo en parte gracias a las mejores en la
medicina, pero una influencia mas importante fue probablemente el hecho de que
un mayor nimero de personas desarrollaron inmunidades contra las infecciones a
medida que el aumento de los viajes intensificaba la circulacion de las enfermedades.

Se considera que la primer epidemia que se examind desde el punto de vista
de la modelizacion fue la Gran Peste de Londres (1665-1666). La plaga formaba
parte de una serie de ataques que comenzaron en el ano 1346 y que se conocieron
como la Peste Negra. La Gran Peste mat6 a una sexta parte de la poblacion de
Londres. Entre los rasgos caracteristicos de esta peste fue que aparecié de forma
repentina, crecidé con intensidad y luego desaparecid, dejando gran parte de la
poblacién intacta. Estas mismas caracteristicas se han observado en muchas otras
epidemias, tanto en enfermedades mortales como en enfermedades cuyas victimas
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1.3 Modelos compartimentados en epidemiologia

se recuperaron con inmunidad contra la reinfeccion.

Algo que atrajo la atencion de los cientificos interesados en el estudio de la
propagacion de las enfermedades transmisibles fue porqué las enfermedades se
desarrollaban de forma repentina en una sociedad y luego desaparecian igual de
repentinamente sin afectar a todos.

Uno de los primeros triunfos de la epidemiologia matematica fue la formulacion
de un modelo sencillo que predecia un comportamiento similar al observado en nu-
merosas epidemias. El modelo de Kermack-McKendrick es un modelo que se basa
en las tasas de flujo entre las distintas clases de miembros de la poblacién.

1.3.2. El modelo Kermack-McKendrick

Se utilizara la terminologia SIR para describir una enfermedad que confiere
inmunidad contra la reinfeccién, para indicar que el recorrido de los individuos
es de la clase susceptible S a la clase infecciosa I a la clase eliminada (re-
cuperada) R. Por otro lado, la terminologia SIS describe una enfermedad sin
inmunidad contra la reinfeccion, para indicar que el paso de los individuos es de la
clase susceptible S a la clase infecciosa I y luego, nuevamente a la clase susceptible S.

La variable independiente en nuestros modelos compartimentales es el tiempo
t y las tasas de transferencia entre compartimentos se expresan matematicamente
como derivadas con respecto al tiempo de los tamanos de los compartimentos y
como resultado se formulan inicialmente los modelos como ecuaciones diferenciales.

Para modelar una epidemia de este tipo, dividimos a la poblacién estudiada en
tres clases denominadas S, I, R.

Figura 1.1: Diagrama de flujo del modelo SIR.
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Aqui:

— S(t) denotara el nimero de individuos que son susceptibles a la enfermedad,
es decir, no estan infectados en el momento t.

— I{t) denota el nimero de individuos infectados, que se supone son infecciosos
y pueden propagar la infeccion.

— R(t) indica el nimero de individuos que han sido infectados y a los que se
les ha retirado de la posibilidad de reinfeccién. La eliminacién se lleva a cabo
mediante el aislamiento del infectado con respecto al resto de la poblacion, por
la inmunizacién contra la infeccion, la recuperacion con inmunidad total o la
muerte por enfermedad. Estas caracterizaciones de los miembros eliminados se
pueden interpretar de diferente manera desde una perspectiva epidemiolégica,
pero desde la perspectiva de la modelizacion son equivalentes, pues ahi sélo se
tiene en cuenta el estado del individuo con respecto a la enfermedad.

Al formular los modelos en términos de las derivadas de los tamanos de cada
compartimiento se asume que el nimero de miembros de un compartimiento es
una funcion diferenciable del tiempo. Al formular los modelos como ecuaciones
diferenciales, también se asume que el proceso epidémico es determinista, es decir,
el comportamiento de una poblacion esta determinado por las reglas que describen
el modelo. Por otra parte, Linda Allen y PingYan describieron el estudio de modelos
estocdsticos es los que se utilizan conceptos probabilisticos y en los que existe una
distribuciéon de comportamientos posibles.

El caso especial del modelo propuesto por Kermack y McKendrick en 1927 es en
muchos casos, el punto de partida de muchos de los estudios de modelos epidemio-
logicos, este es:

S'—  —BSI
I'= BSI—al
R = al

Y se basa en los siguientes supuestos:

(1) Un miembro de la poblacion tiene contacto suficiente para transmitir la in-
feccion con tasa SN por unidad de tiempo, donde N es el tamano de la poblacién
total.

(2) Los infecciosos abandonan la clase infecciosa a un ritmo o/ por unidad de
tiempo.

(3) No hay entrada ni salida de individuos en la poblacion, excepto por la
muerte a causa de la enfermedad.
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Segtn(1), dado que la probabilidad de que un contacto aleatorio de un infeccioso
sea con un susceptible es S/N, el numero de nuevas infecciones en la unidad de
tiempo por infeccioso es (BN)(S/N), lo que da una nueva tasa de infecciones
(BN)(S/N)I = BSL.

El supuesto (3) dice que la escala temporal de la enfermedad es mucho mas rapida
que la escala temporal de nacimientos y muertes, por lo tanto, se pueden ignorar
los efectos demograficos en la poblacion. Sin embargo, tengamos en cuenta que
para una enfermedad mortal para todos los infectados N = S + I, mientras que,
para una enfermedad en la que todos los infectados adquieren inmunidad tenemos
N=S+1+R.

La hipotesis (2) requiere una explicacion mas completa. Se considera la “cohorte”
de miembros que fueron todos infectados en un momento dado y dejamos que u(s)
denote el ntimero de éstos que siguen siendo infectivos en la unidad de tiempo
s después de haber sido infectados. Si una fraccion « de estos abandona la clase
infectiva en la unidad de tiempo, entonces

v = —au

y la solucion de esta ecuacion diferencial elemental es

u(s) = u(0)e

Por lo tanto, la fraccion de infecciosos en el tiempo s que siguen siendo infectivos

es e~ para que la duracion del periodo infeccioso se distribuya exponencialmente
. o0 —

con media [~ e * ds=1/a y esto es lo que (2) supone.

En el modelo, R se determina una vez que se conocen S e I, asi, podemos
eliminar R del modelo, obteniendo el sistema

§'= sl
I'= (BS—a)l

Resolverlo analiticamente no es posible, pero conocer el comportamiento es ttil.

(1.1)

El modelo solo tiene sentido mientras S(t) e I(t) sean no negativos, si S(t) o
I(t) llegan a cero, el sistema termina. Ademés, notemos que S’ < 0 para todo ¢ y
que I’ > 0 siy solosi S > «/f, asi [ aumenta cuando S > «/f lo hace, pero como
S decrece para todo t, entonces t disminuye hasta acercarse a 0. Entonces tenemos
que si S(0) < o/, I va a decrecer hasta llegar a 0, asi no habria epidemia, mientras
que si S(0) > a/f, I primero va a aumentar hasta alcanzar un maximo y cuando
S = a/f comenzara a disminuir a 0, teniendo que hubo epidemia.
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La cantidad £S(0)/a es una cantidad umbral, llamada nidmero bdsico de
reproduccion y se denota por Ry, el cual determina si hay epidemia o no. Si Ry < 1
la enfermedad se extingue, mientras que si Ry > 1 habra epidemia.

La definiciéon del nimero basico de reproduccion Ry es el nimero de infecciones
secundarias causadas por un solo infeccioso introducido en una poblacién totalmente
susceptible de tamafio K ~ S(0) a lo largo de la infeccion de este tnico infeccioso.
En este caso, el infeccioso hace SK contactos por unidad de tiempo, en donde todos
son susceptibles y por lo tanto pueden producir nuevas infecciones y el periodo
infeccioso medio es 1/a;, asi, el niimero bésico de reproduccion es SK/a en lugar de

£S(0)/a.

1.3.3. Modelos de Kermack-McKendrick con tasas de contac-
to generales

La suposicion del modelo (1.1) donde hay una tasa de contactos por infeccioso
proporcional al tamano de la poblaciéon N, llamada incidencia de accion de masa,
fue utilizado en los primeros modelos epidémicos. Sin embargo, es poco realista en
una poblacién donde su tamano no es moderado. Lo realista, seria suponer una
tasa de contacto como una funcién del tamano de la poblacion.

Generalizando (1.1) y sustituyendo la hipétesis (1) por C(N) como la cantidad

de contactos que un miembro de la poblacién realiza por unidad de tiempo con
C'(N) > 0 [5], se define

suponiendo que '(N) < 0 expresa la saturacion en el nimero de contactos.

Tenemos el modelo:

S = —B(N)SI
I' = B(N)SI—al (1.2)
R = ol

Donde R’ se puede determinar al conocer S, I y N.
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1.3.4. Periodos expuestos

En diversas enfermedades infecciosas, existe un tiempo de exposicion donde los
susceptibles tienen contacto con los infectados, pero ain no pueden transmitir la
enfermedad. Si este periodo es largo, se piensa que esto puede llevar a predicciones
significativamente diferentes del modelo, pero se ha demostrado que no es asi. Para
incorporar un periodo de exposiciéon distribuido exponencialmente con periodo medio
de exposicion 1/k se anade la clase de exposicion E, se usan los compartimentos S, E,
I Ry el tamano de la poblacion N=S+FE+I+R para una generalizaciéon del modelo
(1.2).

S = —BSI
E = BSI-kE
I' = ®E-al (13)
R = al

Ademas, notemos que R’ se puede determinar cuando se conocen S e I. El digrama
de flujo de este modelo es

Figura 1.2: Diagrama de flujo del modelo SEIR.

Hay enfermedades con una fase asintomatica donde hay infecciosidad, y puede
modelarse suponiendo que la infectividad tiene un factor eg. El modelo para la tasa
de nuevas infecciones en este caso seria

S = —B(N)S(I + egFE)
E' = B(N)S(I+egE)—KE (1.4)
I = kE — ol

1.3.5. Modelos de tratamiento

Una forma de tratamiento para las enfermedades es la vacunacion, antes del
comienzo de una epidemia.

Si la persona ya ha sido infectada y existe un tratamiento para la infeccién,
se modela suponiendo que una fraccion v por unidad de tiempo de infecciosos
es seleccionada para el tratamiento que reduce la infectividad en una fraccion 9.
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Ademas, se supone que la tasa de eliminacion de la clase de tratamiento es 7. El
modelo SITR, donde T denota la clase de tratamiento, es

S = —BS[I + 0T

I' = BS[HI+T)— (a+)I (15)
T = ~I —nT '
R = vl +nT

Su diagrama de flujo se muestra en la Figura 1.3

Figura 1.3: Diagrama de flujo del modelo SITR.

Para obtener el nimero de reproduccion basico se considera que un infeccioso en
una poblacion totalmente susceptible provoca SK nuevas infecciones por unidad de
tiempo, y el tiempo medio de permanencia en I es 1/(a + 7). Ademas, se trata una
fraccion /(o + ) de infectivos. En la etapa de tratamiento el nimero de nuevas
infecciones provocadas por unidad de tiempo es 5K, v el tiempo medio en la clase
T es 1/n.

Asi Ry es
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1.3.6. Modelos estocasticos para los brotes de enfermedades

Los supuestos de los modelos Kermack-McKendrick son que los tamanos de los
compartimentos son los suficientemente grandes como para que la mezcla de los
miembros sea homogénea.

Al principio de una epidemia, la mayoria de los miembros de la poblacion
son susceptibles y el nimero de infecciosos es pequeno. La transmision de la
infeccion depende del patron de contactos entre los miembros de la poblacion y una
descripcion en estos modelos, debe incluir este patron.

Para este modelo, si Ry < 1 la probabilidad de que la enfermedad se extinga es
1, mientras que si Ry > 1 hay probabilidad positiva de que la enfermedad persista y
dé lugar a una epidemia o s6lo produzca un brote menor y posteriormente se extinga.

1.4. Modelo con efectos demograficos

1.4.1. El modelo SIR

Las epidemias que llegan a arrasar con una poblacion, despiertan gran atencion
y preocupacion en general. La prevalencia de enfermedades endémicas en paises
menos desarrollados son poco conocidos pero sin duda muy importantes.

Para modelar una enfermedad endémica se tienen que considerar nacimientos y
muertes, pues el periodo de ésta es mas largo.

En las enfermedades endémicas, los médicos deben ser capaces de estimar el
ntumero de infectados en determinado momento, asi como el ritmo de la enfermedad.
Por ejemplo, en el caso del sarampion la razén de ser endémica es porque hay un
flujo de nuevos miembros susceptibles y para modelar eso, se deben considerar
nacimientos y muertes en el modelo. Una forma sencilla de considerar nacimientos
y muertes es suponer un numero de nacimientos igual al ntimero de muertes por
unidad de tiempo, de este modo el tamano de la poblacién permanece constante.
Sin embargo, esto seria viable si no existieran muertes por enfermedad, y en paises
poco desarrollados esto no sucede.
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El primer intento de un modelo SIR para describir el sarampion fue propuesto
por H. E. Soper en 1929; asumia una tasa de nacimientos y muertes p K, el modelo
era

S'= —BSI+uK
I'= BST —~I
R = vl — uK

pero la vinculaciéon de los nacimientos con las muertes no era razonable. Ademaés,
mateméaticamente era inapropiado pues si R(0) e I(0) eran lo suficientemente
pequenos, R(t) seria negativo.

Para que un modelo sea pausible, es necesario que el nimero de miembros
de cada clase sean no negativos. Un modelo que no satisface este requisito no es
adecuado para describir un modelo de enfermedad y, por lo tanto, debe contener
algiin supuesto que bioldégicamente no es razonable.

Un modelo de Kermack y McKendrick incluia nacimientos en la clase S
proporcional al tamano de la poblacién y una tasa de mortalidad en cada clase
proporcional al nimero de miembros de la misma. Este modelo permitia que el
tamano total de la poblacion creciera o se extinguiera exponencialmente si las tasas
de natalidad y mortalidad eran desiguales.

Para formular el modelo que mantenga el tamano de la poblaciéon constante y
aoctada, se puede considerar que las tasas de natalidad y mortalidad sean iguales.
Este modelo seria

S' = —BSI+ (K — 5)
I' = BST —~I — pul
R = vl — pR

Como S+ I + R = K, R puede determinarse cuando se conocen S e I, de este
modo puede considerarse s6lo un sistema bidimensional

S'= —BSI+ u(K —25)
I'= BST —~I — ul

Algo importante en el andlisis de un modelo, es identificar los puntos de
equilibrio (soluciones constantes) y determinar la estabilidad asintotica de cada
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uno de ellos. La estabilidad asintotica de un punto de equilibro significa que, una
solucion que comiennza lo suficientemente cerca del equilibrio permanece cerca del
mismo y se aproxima a este punto mediante ¢ — oo >, mientras que la inestabilidad
significa que, una solucién que comienza arbitrariamente cerca del equilibrio no se
aproximara a él.

Para encontrar los puntos de equilibro (S, I) se fija el lado derecho de cada
ecuacion igual a cero. La segunda de las ecuaciones resultantes se factoriza, dando
dos alternativas. La primera es I, = 0 que nos da un equilibrio sin enfermedad, la
segunda alternativas es 8S,, = u + a que dara un equilibrio endémico, siempre que
BSe = p+a < BK. Si I, = 0 la otra ecuaciéon da S,, = K. Para el equilibrio
endémico la primera ecuacion da

P2 (1.7)

pta  p

I =K

Linealizamos alrededor de un equilibrio (S, ) haciendo que y = S — S,z =
I — I, y escribiendo el sistema en términos de las nuevas variables y y z reteniendo
s6lo los términos lineales en una expansion de Taylor. Obtenemos un sistema de dos
ecuaciones diferenciales

y' = —(Ble + 1)y — BSz
2= Bloy+ (S — 1 — )z

La matriz de coeficientes de este sistema es

_ﬁjoo —H _55’00
Bloo ﬁSoo —p-a

A continuacién buscamos soluciones cuyos componentes sean miltiplos constan-
tes de e, lo que significa que X debe ser un valor propio de la matriz de coeficientes.

La condicion para que todas las soluciones de linealizacion en un punto de
equilibrio tiendan a cero cuando t — oo es que la parte real de todo valor propio
de esta matriz de coeficientes sea negativa. En el punto de equilibrio libre de
enfermedad la matriz es

— —PK
0 BK—-—p—al’

que tiene valores propios —u y K — p — «a. Asi, el punto de equilibrio libre de
enfermedad es asintoticamente estable si SK < pu+ « e inestable si SK > p+ a.

En general, la condicion para que los valores propios de una matriz 222 tengan
parte real negativa es que el determinante sea positivo y la traza sea negativa.
Como BSs = i+ « en un punto de equilibrio endémico, la matriz de la linelizacién
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en el equilibro endémico es

y esta matriz tiene determinante positivo y traza negativa. Por lo tanto, el equilibrio
endémico, si existe, es siempre asintOticamente estable. Si la cantidad

_PK _K (L9)

R, =
0 pw+a Sy

es menor que uno, el sistema soélo tiene un punto de equilibrio libre de enfermedad y
este punto es asintoticamente estable. Si Ry > 1, el equilibrio libre de enfermedad es
inestable, pero existe un punto de equilibrio endémico que es asintdticamente estable.

El modelo de la enfermedad presenta un comportamiento de wumbral: si el
ntimero de reproduccion bésico Ry es inferior a uno, la enfermedad se extinguiré,
pero si el nimero de reproducciéon basico es superior a uno, la enfermedad seréd
endémica.

Se considera que Ry es el nimero de infecciones secundarias causadas por un
solo infeccioso introducido en una poblacién totalmente susceptible, que el nimero
de contactos por infeccioso por unidad de tiempo es SK y el periodo medio de
infecciosidad (considerando la mortalidad natural) es 1/(u + ).

La estabilidad asintotica del equilibrio endémico significa que los tamanos de
los compartimentos se aproximan a un estado estacionario. Si el punto de equilibrio
hubiera sido inestable, habria existido la posiblidad de oscilaciones. Las oscilaciones
en modelos de enfermedad significan fluctuaciones en el nimero de casos que se
esperan y si las oscilaciones tienen un periodo largo significaria que los datos
experimentales para un periodo corto no serian fiables para la prediccién del futuro.

1.5. Algunas aplicaciones

1.5.1. Inmunidad de grupo

Para evitar que una enfermedad se convierta en endémica es necesario reducir el
ntimero de reproducciéon bésico Ry por debajo de uno. Esto a veces puede lograrse
mediante la inmunizacion.

Se dice que una poblacion adquiere inmunidad de grupo, si una fraccion lo su-
ficientemente grande ha sido inmunizada para evitar que la enfermedad se vuelva
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endémica. Si una fraccion p de los A miembros recién nacidos por unidad de tiempo
de la poblaciéon es inmunizada con éxito, el efecto es sustituir K por K(1 —p) y
asi reducir el ntimero bésico de reproduccion a Ry(1 — p). El requisito Ro(1 — p) da
1 —p < 1/Ry o bien

>1 L

1.5.2. La enfermedad como control de poblacién

Muchos lugares del mundo experimentaron un aumento demogréafico muy rapido
en el siglo XVIII, por ejemplo, la poblacion de China pasé de 150 millones de
personas en el ano 1700 a 313 millones en 1800. Aunque algunos de estos aumentos
pueden explicarse por las mejoras de agricultura, un factor ain mas importante
fue la disminuciéon de la tasa de mortalidad a causa de enfermedades. Estas tasas
se redujeron dréasticamente, en parte por la comprension de la relacion de la
enfermedad y el saneamiento y en parte porque disminuyo la susceptibilidad.

Otro modelo SIR con nacimientos y muertes de Kermack y McKendrick incluye
una tasa natalidad r en la clase susceptible proporcionales al tamano de la poblacién
y una tasa de mortalidad natural g < r en cada clase proporcional al tamano de
esta. Ademaés, supone que la enfermedad es mortal para todo infectado con una
tasa de mortalidad «, de este modo, el tamano total de la poblacion es N =S + I.
Este modelo es

S' = r(S+1)—BSI—uS

I = BSI — (n+ o)l (1.10)

De la segunda ecuaciéon se observa que los puntos de equilibrio son I = 0 o
BS = p+ a. Si I =0, la primera ecuacion de equilibrio es rS = uS, que implica
que S = 0 ya que r > p y el punto (0,0) es inestable. Asi, si I = 0 la poblacion
susceptible creceria exponencialmente con exponente ru > 0.

Si S = u + « la primera condicién de equilibrio da

rﬁTa+H—(u+a)]—W:0,
lo que lleva a
mw—m[:”‘”)ﬁ(””).

De modo que, existe un equilibrio endémico siempre que r < « + u. Por otra parte,
si r > a + p no existe un valor de equilibrio positivo para I. En tal caso se pueden
sumar las dos ecuaciones diferenciales del modelo, dando

N =(r—pN-al >(r—puN—-—aN=(r—pu—a)N
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deduciendo que N crece exponencialmente. En este modelo se tiene un equilibrio
endémico asintéticamente estable o bien el tamano de la poblaciéon crece de manera
exponencial y con esto la enfermedad puede desaparecer o la cantidad de infecciosos
sera alta.

1.6. Propiedad estocastica del modelo epidémico
SIR

1.6.1. Probabilidad de un brote

Un brote se produce cuando el nimero de casos aumenta. Para estimar la pro-
babilidad de un brote se puede usar un modelo de paseo aleatorio simple (CMTD) o
bien, un proceso lineal de nacimientos y muertes (CMTC) en el conjunto {0,1,2,...}.

Por ejemplo, sea X (t) la variable aleatoria de la posicion en el instante t en el
conjunto {0,1,2,...} en un modelo de paseo aleatorio. El estado 0 es absorbente y
los demas estados son transitorios. Si X (¢) = x, en el siguiente intervalo de tiempo
se produce un movimiento hacia la derecha x — x + 1 con probabilidad p o un
movimiento hacia la izquierda * — x — 1 con probabilidad ¢, con excepcion del
estado 0 en el que no hay movimiento (p+ ¢ = 1).

En el modelo de paseo aleatorio, el proceso se acerca al estado 0 o a la infinidad.
La probabilidad de absorcién en el estado 0 depende de p, ¢ y de la posiciéon inicial.
Sea X(t) =z9 >0

I, p<gq

tlgglo Prob{X(t) =0} = { (g)xo (1.11)

» P>4q

La identidad (1.11) también es valida para un proceso lineal de nacimientos y
muertes en el modelo DTMC o CTMC, donde b y d se sustituyen por \; y u;, donde
1 es la posicion. En el proceso lineal de nacimiento y muerte, las probabilidades
infinitesimales de transicion satisfacen

Ditji(At) = Wit +o(At) , j=—1
1— A+ p)iAdt+o(At) ,  j=0

La identidad (1.11) se mantiene con A sustituyendo p y p sustituyendo a ¢. La
probabilidad de absorcion es 1 si A < p, pero si A > pu la probabilidad disminuye a
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(u/A)". En este caso, la probabilidad de persistencia de la poblacion es 1 — (u/A)™,
que puede utilizarse para aproximar la probabilidad de un brote en los modelos SIS'Y
SIR DTMC y CTMC , en los que la persistencia de la poblacién puede interpretarse
como un brote. La aproximacion mejora cuando el tamano de la poblaciéon N es
grande y el niimero de infectados es baja.

Suponiendo que el nimero inicial de infectados 7y es pequeno y N es grande,
entonces las funciones de “nacimiento” y “muerte” en un modelo SIS son

Nacimiento = b(i) = EZ(N —1i) = b

Muerte = d(i) = (b + 7)i.

Aplicando (1.11) y las aproximaciones anteriores para las funciones de nacimiento y
muerte, se llega a la aproximacion u/A = (b+v)/8 = 1/ Ry, es decir,

1, Ry<1
Prob{Z(t) =0} =~ i
rob{Z(t) = 0} (RL)O,R0>1
0
Luego, la probabilidad de un brote es
0, Ry<1
Probabilidad de brote ~ L\ (1.12)

1-— <R—0> , Ry>1

Y (1.12) se aplica solo para un rango de tiempos t € [T1, Tz|, que puede ser largo si
N es grande e ig es pequeno.

1.7. Matriz de la préxima generaciéon

El enfoque de la matriz de la proxima generacion se debe a que se observo que
Ry se caracterizaba por considerar que la transmision de la enfermedad generaba
descendecia, en el sentido epidemiolégico, es decir, que los contactos con infecciosos,
podian generar nuevos infectados. Para modelos compartimentados se define una
matriz, llamada matriz de la proxima generacion, la cual fue presentada por
Diekmann and Heesterbeek en 1990. Siendo Ry descrito como el radio espectral de
la matriz de la proxima generacion.

Aunque se han desarrollado varios métodos para ésta matriz, nos enfocaremos
en el presentado por Van den Driessche and Watmough (2002).
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Este método divide los compartimentos en dos categorias:

= compartimentos infectados

= compartimentos no infectados, es decir, sanos

El compartimento de infectados, incluye a los individuos infectados incluso atn
cuando todavia no contagian la enfermedad.

Supongamos que hay n compartimentos infectados y m compartimentos no
infectados. Sea x € R" el vector de los compartimentos infectados y sea y € R™ el
vector de los compartimentos no infectados.

Entonces

1.

Ordenamos las ecuaciones, de tal manera que las primeras n componentes
correspondan a los infectados. Por lo tanto, el sistema quedaria como

.= filz,y); i=1,..,n
y; = g](xay)a ] = 17"'7m

. Separamos los compartimentos infectados de la siguiente manera

donde

» Fi(z,y) corresponde a los términos donde se generan nuevas infecciones
» Vi(z,y) son los términos de la progresion de la enfermedad (muerte o
recuperacion)

Tal descomposicion debe satisfacer

o Fi(x,y) =0y Vi(xr,y) =0paray >0,i=1,...n
o Fi(z,y) >0, Vo,y >0

o Vi(z,y) <Oparax;=0,i=1,...,n

o Y Vilw,y) >0, Vo,y>0

3. Determinamos las matrices F'y V, tal que
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Las cuales surgen de la linealizacion de (1.13) alrededor del punto de equilibrio
libre de enfermedad 9. La linealizacion de las ecuaciones implica que los
compartimentos = se desacoplan del resto de ecuaciones, mientras se calculen
alrededor del equilibrio.

De modo que la dindmica alrededor de (0, yo) esta descrita por el sistema lineal

= (F—=V)x

4. La matriz de la préxima generacion se define como
K, =FVvV~!

y asi
Ry = p(FV_1)7

donde p(FV ') denota el radio espectral de F'V L.

Definicion 1.8.1 El radio espectral de una matriz A se define como el maximo
valor absoluto de los eigenvalores de A:

p(A) =sup{|\| : A€ a(A)},

donde o(A) denota el conjunto de los eigenvalores de A.

Interpretamos el niimero de reproducciéon bésico como el niimero de infecciones
secundarias que produce una persona infectada, dentro de una poblacién totalmente
susceptible. Si Ry = p(V~!) es consistente con el modelo planteado, en este caso
el modelo SIR, entonces deberia cumplirse que el punto de equilibrio libre de
enfermedad sea asintéticamente estable si Ry < 1 e inestable si Ry > 1.

1.8. Heterogeneidad espacial

Considérese un modelo compartimentado bésico de susceptible, expuesto,
infeccioso y recuperado (SEIR). Para incorporar efectos espaciales se divide a la
poblacién en subpoblaciones conectadas. Sean S;, E;, I; v R; notaciones para el
numero de individuos susceptibles, expuestos, infecciosos y recuperados en el parche
i para ¢ = {1,...,n}. La poblacion total del parche i es N; = S; + E; + I; + R;.
Suponemos que la constante d es la tasa de natalidad y muerte natural y es la
misma en cada parche, de modo que la poblacién total de cada parche permance
constante. Se supone ademas, que el periodo medio latente 1/e y el periodo medio

18



Marco teérico
1.8 Heterogeneidad espacial

infeccioso 1/7 son iguales en cada parche. El modelo espacial puede escribirse para
i=1{1,...,n}, como

Sl = dN; —dS; — \;S;
E!= X\S;— (d+¢€)E;
I'= €eE;— (d+7)
Rg = vl — dR;;

(1.14)

con la fuerza de la infeccién en el parche ¢ dada por un tipo de accién de masa de
incidencia
n
Ai = E Bii L
Jj=1

Asi, los individuos infecciosos de un parche pueden infectar a los individuos sus-
ceptibles de otro parche, aunque en este modelo no hay movimiento explicito de
individuos. Si el periodo de exposicion tiende a cero, lo que corresponde a € — oo,
entonces esto se reduce a un modelo STR.

Para el modelo STR, las ecuaciones son

) B 1.15
I; = Zﬁiﬂjb’i —(d+)1; (1.15)
j=1

y el punto de equilibrio libre de enfermedad es S; = N;, I; = R; = 0. Utilizando el
método de la matriz de la siguiente generacion, el nimero de reproduccién basico
Ry puede calcularse a partir de (1.15) como Ry = p(FV ') donde la entrada i, j de
FV~1es 61]Nz/(d + ’}/)

Para el caso de que cada parche tenga la misma poblacion (es decir, N; = N) y f3;; son
tales que los valores del punto de equilibrio endémico de S;, I; y \; son independientes
de 7, entonces el punto de equilibrio endémico viene dado explicitamente para Ry > 1
por

N dN 1 vl
Sico = Soo = =, I; 1= =), Ricw= Roc = —
( Ro) g

—, = 1.16
o T =T = 7o (1.16)

con )\zoo = /\oo = d(RO - 1)
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Capitulo 2

Planteamiento del problema

2.1. Modelo SIR para dos poblaciones

Ahora, se propone un modelo SIR para dos poblaciones. Se incorporaran los
efectos espaciales antes planteados para describir la red metapoblacional a través
de ecuaciones diferenciales.

Por lo tanto, la poblacién se divide en las subpoblaciones S;, I; y R; que denotan
a los conjuntos de individuos susceptibles, infectados y recuperados en el parche i
para i = {1,2} en este caso particular, donde los grupos en i estan conectados y
son distinguibles entre ellos.

El resultado del modelo Lagrangiano respecto a la movilidad de los individuos
entre los parches es descrito por la matriz de tiempo-residencia P = (pij)ﬁj:m cuyas
entradas satisfacen

0<p;<1; y Y pu=1Vij
k=1

donde p;; describe la fracciéon de tiempo en el que los residentes de la poblacion 7
permanecen en j. Asi, la matriz P viene representando una red de conexion entre
las poblaciones.

A causa de la movilidad, el nimero efectivo de los individuos que en el momento
se encuentran en el parche 7 estd dado por

w; = Z pjilN;
=1

donde la fraccion de N; personas que permanecen en su lugar de origen es p;N; y
la fraccion N; de personas que estan en ese parche (i) pero no residen ahi es p;;IN;,
donde 7 = 1,..,n. Por lo tanto, la entrada de visitantes infectados que llegan al
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parche 7 esta dado por
1 n
Vi=— E Dirl; ; 2.1
k Wy fi Jk4j ( )

esto, representa tanto a los infectados que ingresaron al parche i, como a los que ya
se encontraban infectados en 7.

Con esto tenemos que el comportamiento de la enfermedad puede ser descrito
Como:

Si= = BouS)Vi
k=1
u 2.2
I = Zﬂ(piksi)vk -1l (22)
k=1
R; = VI

parat=1,...,n.

En este sistema, el pardmetro v > 0 describe la tasa de recuperacion de los
infectados de cualquier parche, mientras que [ es la tasa de riesgo de infectarse en
dicho parche.

Por convencion se asume que la enfermedad inicia en el parche & = 1, que
comienza con un infectado de esa poblacion y que el resto de los parches son
enteramente susceptibles, de este modo, se definen las condiciones iniciales del
sistema para cada parche de la siguiente manera: S;(0) = N;, I;(0) = 0, R;(0) =0
para i = 2,...,n y para el parche 1 tenemos S1(0) = Ny — 1, I1(0) = 1, R;(0) = 0.

Ahora, sustituimos Vj en la primer ecuacion de (2.2)
n 1 n
Si=-— Z 5(pz‘k5¢)w—k ijk]j
k=1 j=1

= -5 ; [j Z wﬁkpikpjk

k=1

donde

n

p -
Bij = Z w_kpikpjk ; Vi, g e{l,...,n}. (2.3)

k=1

Luego, el modelo epidémico SIR puede ser escrito como:
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Si= =Si) Bijl
j=1
n 2.4
I= S Bijl; —~I 24
j=1
R;: v1;

parat=1,...,n.

Si se explica un poco méas cada término, tenemos a:
— S; como los individuos susceptibles origininarios del parche ¢

— [i; es la tasa de riesgo de infeccion, es decir, la tasa de contacto entre los
individuos del parche i con los del parche j

— I, son la fraccién de infectados del parche j

— 7 como se mencion6 antes, es la tasa de recuperacion de los infectados respecto
a la enfermedad

De este modo, en la segunda ecuacion de (2.4)

— Z;‘:l Bi;j1; se refiere a todos los contactos que tienen los individuos originarios
del parche 7, con los infectados del parche j que estan visitando

— v1; describe el comportamiento de recuperacion de los infectados del parche i

Expresando el modelo SIR (2.4) por extension para dos poblaciones, obtenemos

S = =S1(Buly + Pi2ly)
IT = Si(Buly + Brals) — 1y
Ry =~
Sy = —S85(Barfy + Pasls)
I, = So(Bon Iy + Pols) — 1o
Ry =1y

Para este modelo (2.5) calcularemos Ry por medio de la matriz de la proxima

generacion

(2.5)

Identificamos F y V.

SaBorly + Safa2215
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2.1 Modelo SIR para dos poblaciones

v
V p—
<vf2>

oF, 0F
OF; oI, 0I, S1811 S1P12
F: p— pr—
0l; 8]92 3_}22 Sofa1 S B2
oI, 0l
oV, oV,
_ i o oL | _(r O
V_a[j B U

o, 0l

Y calculamos F'y V

1
=Vi=|7
0

2= o

Asi K es

- SiBu Sifi2 (5
K,=Fv'=("] p
g (52521 52522) <0

31611 51512

v v
Sofar S22
v v

L= O
~

Calculamos los eigenvalores de K,

det(Kp — M) = [jl_ﬁl)l\] [ﬁs2(p§2 +p§1)} _ [52521} {51512]

v —A Y v
S1S A
=X+ 2 2 (B11B22 — 5251821 Bia) — ~ (S1511 = 55f2)

Cuyas raices son

\— S1811 + o822 4 \/(51511 + S2822)% — 45152(B11 P22 — P21512)
2y 2y '

Y como buscamos el maximo eigenvalor, tenemos que

R — 515811 + S2f22 n V (S1811 4 5222)? — 45155(B11822 — Bo1r2)
0 — .
2y 2y
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para nuestro modelo (2.5).

Por otro lado, tomando nuevamente el modelo (2.5) y sustituyendo j;; por su
respectiva expresion (2.3), obtenemos el modelo

Si = -5 (ﬂpnPn[l + £p12p1211) -5 (ﬁpllpﬂ[Q + £P12p22[2>
w1 Wo w1y Wa

I{ =5 (ﬁpnpnh + £P12p12[1> + 51 (ﬂpnpzlfz + £p12p22f2) -1
w1 Wa w1 Wa

=k (2.6)

Sé = -5 <£p21]911]1 + £p22p12[1) — S (£p21p21[2 + £P22p22]2>
w1 Wo w1y Wa

I, =5, (ﬁpzlpnh + ﬁp22p12]1> + Sy (ﬁpmpm]z + £p22p22f2) — 1
Wy Wa w1 Wa

Rlz =l

En el cual sabemos que [ es la tasa de riesgo de infecciéon de la enfermedad en
cualquier parche, por lo tanto

— ﬁ con i = {1, 2}, son los contactos de riesgo que suceden estando en el parche
7, Zindependiente del lugar de origen

— pri donde ki = {1,2}, son la fraccion de individuos de la region k que se
encuentran en la region 7

— —pri ; k,i = {1,2}, se refiere a los contactos que la poblacion originaria de k
w,

(]
tiene con los de i, estando en el parche i

— pjilj con j,i = {1,2}, son la fraccién de la poblacién procedente de j que se
encuentra en i, y que estd en contacto con los infectados originarios de j

— Asi ﬁpkipjilj es la interaccion de los individuos de k£ y 7 estando en ¢, con los
wA

(2
infectados originarios de )

De esta manera, obtenemos que las ecuaciones para la clase susceptible depende
de la interrelacién que tienen sus residentes cuando permanecen en su lugar de
origen, con los infectados del mismo parche; pero también de la relacion que tienen
con los infectados del parche vecino cuando estos se encuentran en su parche.
Agregando también la interaccion de esos residentes cuando no se encuentran en su
lugar de origen y conviven con los infectados del parche que visitan, ademas de los
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2.2 Modificaciéon del modelo SIR: extension del modelo en funcién de [

individuos que son de su mismo parche, pero también visitan el parche contrario.

Asi, las ecuaciones diferenciales para Sy, Sa, I, I, R1 y Ry planteadas en el
problema, nos describen la razén de cambio de las poblaciones por unidad de tiempo,
en una poblacion N; para el primer parche y N, para el otro parche, siendo N =
N7 + N, la poblacion total.

2.2. Modificacion del modelo SIR: extension del
modelo en funciéon de 1

Como hemos visto, en el modelo SIR determinista, cuando el valor de Ry es
mayor que 1, indudablemente el resultado es que habra epidemia en la poblacion
estudiada. Por otro lado, en un modelo SIR estocastico existe la posibilidad de que
incluso si Ry > 1, el resultado sea que no va a haber epidemia.

Considerando esto, modificaremos el modelo SIR para plantear una generali-
zacion del mismo, el cual considere la informacion de la probabilidad de infeccion
obtenida en el modelo estocéstico [11].

Para esto, sabiendo que [; es la tasa de interaccién entre susceptibles e
infectados, modificaremos (3 en (2.6) para hacerla depender de los infectados, asi, si
la cantidad de infecciosos es pequena, la probabilidad de que exista una epidemia
serd menor.

Se propone (1) como la siguiente funcion sigmoide
Lipii + Lipsi)" - o,
Uips + pi:) i,j=1,2 con i# j

Ki, n >0

BOI) = 8

Donde I(l) denota ]zpm + ijji- Siendo asi que Ilpll + ]2]721 es I(l) y ]2]922 + Ilp12
es 12,

Y ya que la tasa de interaccion entre la clase S y la clase I no es la misma en
todos los parches, haremos a () dependiente del lugar en el que se encuentran los
individuos en el momento actual, sin importar su lugar de origen.
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Por lo tanto, nuestras 3@ son

~ [ I + Lopor )"
W0y ( 1P11 2
FEu) b | Kq" + (Lipan + Lopa )™ |

~ [ I + I1p12)"
@ (7)Y ( 2P22 1
FEIE) & | Ko™ + (Lapag + Lipr2)™ |

016

014 -

012 A

010 A

008 A

B (I11)

006 1

004 A

002 -

000 T T T T
1 20 40 iTa] 8O 100

Infectados 1
Figura 2.1: Grafica de S0 (1)

Aqui, I1p11 + Iapa1 expresa a las clases infectadas de I; e I, que se encuentran
en el parche 1. Por lo tanto, Iypss + I1p12 son todos los infectados que se encuentran
en el parche 2.

Analizando la nueva funcion B(i), podemos observar que
= Si I®) =0 para i = {1,2}, entonces f)(I?) =0
= Para un nimero de infectados 1@ pequeiio, 3@ sera pequeiio

» En cambio, si I llegase a ser muy grande, estariamos regresando al valor
original (;, pues

1

7™ + 1

lim AOUID) = lim g

I 500 1) 00
= 57,
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016

014 -

012 A

010 A

008 A

B (12)

006 1

004 A

002 -

000 T T T T
1 20 40 iTa] 8O 100

Infectados 2

Figura 2.2: Grafica de 52 (1)

_ Ademas, cuando el valor de I () = K;, nos encontraremos en el punto medio de
BO(IY), ya que
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2.3 Ndimero de reproduccion basico: modelo modificado

Asi, con esta modificacion el modelo resultante es

) 5(1) 5(2) B(l) 3(2)
51 = =51 | —pupnli + —piepi2di | = S1 | —pup2ils + —Dpi2p2als
w1 Wo w1 w2

, 2(1) (2) B(l) 2(2)
I =81 | —pupuli + —Dpipieh | + 51 | —pupale + —piopaals | — v
w1 Wa w1 Wa
R/1 =~

) (1) (2) B(l) 5(2)
Sy = =Sy | —papiili + —paapioli | — So | —Dp2aipaile + ——Daopasls
w1 Wo w1 w2

( BM B® ) ( BM e >
Iy = So | —papudy + —poapioly | + 52 | —paiparls + —paPaols | — 71,
wy W2 wy W2
Ry =1
(2.8)
Ahora, con dicha modificaciéon analizaremos y simularemos el nuevo modelo SIR

para ver su comportamiento y coémo es que cambia con respecto al modelo SIR
determinista.

2.3. Nuimero de reproducciéon basico: modelo modi-
ficado

Recordando que Ry es el nimero reproductivo basico del modelo original (2.5),
denotaremos como R{, al nimero de reproduccion basico del modelo modificado.

Nuestro modelo:

/ B 3O 3 30
S1 = =51 | —pupiili + —Dpwepiehh | — S1 | —pupals + —piapaals
w1 w2 w1 %)

/ 3 3O B 3O
I =51 | —pupilh + —Dpiopiehh | + 51 | —pupals + —piopals | — vh
w1 W2 w1 w2

R,1 =~

/ 3 3O 3 30
Sy = =S | —pap11li + —Dpwpieli | — S2 | —Dpapals + ——paopaals
w1 Wo wq Wa

/ 3 3O 3 3O
I, = 8y | —paipiily + —papiol | + S2 | ——papals + ——paaPosls | — 7o
w1 Wa w1 W2

RIQ =1,
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2.3 Ndimero de reproduccion basico: modelo modificado

Modificacion de 3:

> [ (Lipin + Lapar)”

M7y (Lipnn 2P21 Ky,n>0
7R o | K0 + (Lipu + Lopar)™ | !

> [ (Lapa + Lip12)"

@@y _, (12p2g 1P12 Ko,n >0
FEEE) & | Ko™ + (Iapag + Iipra)™ | ?

Calcularemos el valor de R{, de acuerdo a la interaccion de los parches, por
medio de la matriz de la proxima generacion.

Como sabemos, el modelo a tratar puede ser separado de la siguiente forma, de
modo que las primeras variables representen los estados infecciosos (donde se generan
nuevas infecciones y se da el progreso de la enfermedad) y el resto los estados sanos
(o recuperados).

~

I

—

ﬂ(l) (2 B(l) (2)
=51 | —pupili + ——puepiady | + 51 | ——pupails + ——piapeale | — 7L
w1 Wo w1 Wo
, 5w @ 50 5@
I, = Sy | ——parpiidy + ——paapili | + So | ——paparls + ——poaPosrls | — 715
w1 Wo W1 Wo
) 5(1) ﬂ(Q) B(l) (2)
S1 = =51 | —pupuili + —Dpiepi2hi | = S1 | —pup2ls + —piapazls
w1 Wao w1 Wa
) (1) 2(2) B(l) 3(2)
Sy = =Sy | —paip11li + —Dpaepieli | — S2 | ——p2ap21ls + ——paopaals
w1 wWao w1 Wa
Ry =~
Ry =1
E identificamos F y V, que para este caso son
F = F(Ih 127 Sl’ 827 R17 RQ)

B(l) 2(2) B(l) 3(2)
Si | —pupnli + —piepi2fi | + 51 | —puip2ils + —Dpi2p2als
wq W2 w1 Wa

ﬂ(l) 3(2) B(l) 6(2)
Sy | —parpiils + —paapialy | + So | —p2apails + —poaPosls
wq Wo w1 Wa
(2.9)
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2.4 Umbral minimo de infectados para desencadenamiento de una epidemia

V([17[27517S27R1;R2> == (7_[1> (210)
Y12

Para el calculo de la matriz de la proxima generacion consideraremos solamente
los compartimentos infectados, linealizando alrededor del estado libre de enfermedad.

S(1)-e-n(})

donde
OF;
F=——0,0,N;,N5,0,0
aI](7 ) 1, 2y Yy )
oV
v = 2%00.0, Ny, Ny, 0,0)

ya que (0,0, N7, N2, 0,0) es el punto de equilibrio del sistema.

Calculamos F'y V' y las evaluamos en el punto libre de infeccion.

Obteniendo que F' = 05,5 y como la matriz de la proxima generacién se calcula
como FV ™1 entonces Ry = p(FV ™) = 0.

Este resultado se debe a que al modificar el modelo SIR, cuando surge un brote,
éste ya no va a depender solamente del valor de R|, sino de cuantos infectados
hay al inicio de la enfermedad puesto que se hizo depender a ( del ntimero de
infectados. Y al calcular el nimero de reproduccién basico por medio de la matriz
de la proxima generacion nos resulta 0, pues si la cantidad de infectados es pequena,
se tiene que puede no haber epidemia.

2.4. Umbral minimo de infectados para desencade-
namiento de una epidemia

Por lo tanto, lo que se necesita, es hallar un nimero umbral de infectados que
nos indique cuando va a haber epidemia en una o ambas poblaciones.

Nos apoyaremos del célculo de la matriz de la préxima generacién anterior para
obtener dicho valor, bajo dos hipdtesis:

1. Cuando no se introduce ningin infectado en la poblaciéon 2, es decir, cuando
I, = 0, siendo los infectados de Iy los que varien.
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2. Cuando se introduce un tunico infectado en la segunda poblacion (I, = 1),
siendo nuevamente [; el valor de infectados que cambie.

e Asi que primero, evaluaremos cada entrada de la matriz F' (2.9), cuando I = 0.

Realizando dichos calculos obtenemos

0F; 0F1
on, 0l
F=
0F, 0F>
oL, 0l
siendo
0F1 | 5151]711 [(n+ DK} (Lipin)" + (Iip11)*"]
oI, = wi (K7 + (I1p1)™)?
N S1Bap%s [(n + 1KY + (Lipia)” + (11pis]
wa (K3 + (Iip12)")?
% | _ S1Bipupz [(n + 1) KT (Lipn)” + (Iip11)*"]
oL, =0 wy (KT + (Iip1n)")?
S1Baprapas [(n + 1) K3 (Iipr2)" + (I1p12)*"]
+
wy (K3 + (I1p12)")?
0F, | ~ SaBiparpu [(n + VKT (Lipn)" + (Lipin)™]
on, =0 wi (KT + (Lip1)")?
52522722]912 [( 1)Kn<11p12)n ([12712)”]
wa (K3 4 (11p12)™)?
0F, | 5251]9211011 [(n + DEKT (Lipu)" + (Lpin)™]
oI, = wy (KT + (Iip1n)")?
52522922]912 [( ) (Ilp12) (—712712)”]

wy (K3 + (11p12)")?

Por otro lado

11
v 0 S

V= =V !l=
0 1 1
vy
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Por lo tanto,

Of 1 oA 1
ol v ol v
FVv—!=
0F2 1 0F 1
oL v oy ~
Por lo que
0K 1, 0% 1
oI, oI,
det(FV™1 = \I) =
0F2 1 0k 1 _
ol v dly v

(2.11)
oF; 1 0F, 1
f— 2_ —_— . — —_— e —
2 G o)
L (9 1\ (0B 1\ _ (0B 1\ (0A 1
8]1 Y afg Y 8[1 Y 8]2 Y

expresion que al encontrar su méaxima raiz, nos indicard el niimero umbral minimo
para que en nuestro modelo, cuando I, = 0, se genere una pandemia.

Ahora, veamos el comportamiento de este resultado. Para esto, graficamos la
méaxima raiz de la expresion (2.11), siendo I; la variable independiente.
Los valores de nuestros parametros seran: ; = 0.2, 8o = 0.1, v = 0.0667 [10],
p11 = 0.7, p1o = .3, po1 = 0.4, po = 0.6, n = 15, K; = 25, Ky = 15, N; = 1000,
N5 = 1500.
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10

R

l} T 1 T T 1 T T 1
5 30 35 40 45 30 55 G0 65 70

Infectados en 1

Figura 2.3: Ry, cuando I, =0

De la Figura 2.4 puede observarse que R;, > 1 cuando I; > 29 , esto significaria
que éste es el nimero umbral que buscidbamos.

200

175 1
150 1
125 A

2100 -
0.75
0.50

025 4

0.00 J . . T ; 1 .
7o 275 WO WS W0 25 300 305 310

Infectadas en 1

Figura 2.4: Ry, cuando I, =0
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Tomando este valor e introduciéndolo en el modelo SIR modificado, notamos que
cuando I3 > 29, no se genera una perturbacion considerable (Figura 2.6).

30

25 1

20 1

15 1

Poblacion

10 1

Tiempo

Figura 2.5: STR modificado, cuando [; = 29

10

05 4

Poblacion

02 1

0.0

(=]
h

(==
o

,

2 4 B 8 10
Tiempo

Figura 2.6: SIR modificado, cuando [; = 29
Ampliacién de la Figura 2.5
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No es hasta que I; > 35, que se generan contagios importantes (Figura 2.8).

40

35 -

3U .

25 1

20 1

Poblacion

15

10 1

Tiempo

s
o

h
w

b
o

Poblacion
= e
LN ] LN

o
o

Figura 2.8: STR modificado, cuando I; = 35
Ampliaciéon de la Figura 2.7
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e Ante este contraste, ahora introducimos un infectado en la poblacién N, en el
tiempo t = 0 de la enfermedad, buscando nuevamente el nimero umbral que origine
una pandemia.

Para este segundo caso, evaluamos la matriz F cuando I, = 1.

Realizamos los calculos correspondientes obteniendo en esta ocasion las siguientes
entradas para (2.9)

0F, | Slﬂlpn (KT (Lip1r + pa1)™  (npar + (Liprn + par) + nlipin) + (Lipn + par)®]
on Tt wi (KT + (Iip11 + p21)")?
51522712 (K3 (Iip1a + p22)™ ! (npaa + (I1p12 + po2) + nlipra) + (Lipin + pa1)*”]
wa (K3 + (Iipra + pa2)™)?

0F | _ S1Bipupar [KP (Lipin + p21)™ ' (ndipar + (Iiprn + p21) + np21) + (Lipin + par)*”)]
oL, =t wi (KT + (Iipar + p21)™)?
+5152]912]922 (K3 (Iipra + p22)™ ! (nip1a + (I1ipra 4 pa2) 4+ npas) + (L1pr2 + pa2)®]
wa (K3 + (Iipra + pa2)™)?

@ | ~ SoBipupar [KT (Iip1y + par)"™™ Y (npo1 + (Iipis + pa1) + nlipir) + (Iipin + pai1)®"]
or, "=t (K + (11p11 + p21)")?
)
)

+5252p22p12 (K5 (Iipia + pa2)™t (npaz + (L1p12 + pa2) + nlipr2) + (Iipra + p22)2n}
wo(KY + (I1p12 + pa2)™)?

@ | _ Sofiparpar [KT (1ipn + p21)" " (nfipry + (Lipry + pa1) + npar) + (Lipi + p21)*"]
oL, =t wy (KT + (Iip11 + pa1)™)?
+S2ﬂgp22p22 (K3 (Iip1a + po2)™ ! (ndipra + (Lipr2 + Po2) + npas) + (L1p1a + pa2)®”]
wa (K3 + (Iipra + pa2)™)?

Sustituimos los nuevos términos en (2.11) y graficamos el comportamiento de
R{. Observemos que la grafica tiene dos puntos maximos, esto podria interpretarse
como que, el primer punto maximo se debe a un primer desencadenamiento de la
epidemia en el parche 1; y el segundo punto maximo, al origen de la pandemia en
el parche subalterno.
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10

R

l} T 1 T T 1 T T 1
5 30 35 40 45 30 55 G0 65 70

Infectados en 1

Figura 2.9: Ry, cuando I =1

De la Figura 2.10 se deduce que R > 1 cuando I; > 28.3, o mejor dicho,
cuando I; > 29. Basandonos nuevamente en ese nimero umbral, observamos el
comportamiento del modelo SIR modificado, obteniendo que para un I; > 30 es
cuando se produce la epidemia (Figura 2.12).

200
175 -
150 -
125 -

2100 A
0.75 -
0.50 -

025 -

0.00 T T r
26 27 28 29 £ 31
Infectados en 1

Figura 2.10: Ry, cuando I =1
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Pablacian

Pablacian

200

175 -

150 1

125 1

100 -

075 1

050 1

025 -

000

200

175 -
150 -
125 -
100 dearficsmsrasnenin,
0.75 -
0.50 -

025 -

000
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Figura 2.11: STR modificado, con I, =1 e I; =28

No hay epidemia

4 G B 10
Tiempo

Figura 2.12: STR modificado, con I, =1 e I; =30

Se genera la epidemia
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2.5. Simulaciones de los modelos SIR

Para que la enfermedad genere una epidemia al menos en alguno de los parches,
el valor del nuevo R|, debe ser mayor a 1.

Cada simulacion del modelo se realizara en dos partes: la primera correspondera
al modelo sin la modificaciéon de [ y posteriormente, el modelo con dicho cambio.
Ambas considerando que en la poblacién N, I, = 1.

Para ambos modelos, las simulaciones tendrdn los parametros v = 0.0667,
p11 = 0.7, po1 = 0.3, po1 = 0.6, peo = 0.4 y n = 15. Ademas, la poblacion del parche
1 sera N; = 1000 y la poblacion del parche 2 de Ny = 1500 con 31 = 0.2y £ = 0.1
respectivamente.

En la Figura 2.13, que corresponde al modelo SIR tradicional o no modificado
para dos poblaciones, observamos que introduciendo un solo infectado en cada una
de las poblaciones, es suficiente para el desencadenamiento de la pandemia.

Por otro lado, la Figura 2.14 nos muestra que agregando la misma cantidad de
infectados en respectivas poblaciones, no es suficiente para la generacion del brote
epidémico.

1500 1
1250 1
1000

750 -

Poblacion

0 50 100 150 200 250 300
Tiempo

Figura 2.13: SIR sin modificaciéon: I; =1, I, =1
Hay epidemia
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1.50
— 5]
1.25 —
----- 52
100 +~——""""""F""F— 2= 12
?E """ R2
2 0.751
=)
£ 0.501
0.25
0.00 - - -
0 5 10 15 20

Tiempo

Figura 2.14: SIR modificado: [; =1, I, =1
No hay epidemia

Cuando en la simulaciéon, I, = 28 e I, = 1, se obteniene, como era de esperarse,
que para el modelo original se desata la pandemia (Figura 2.15).
Mientras que para el modelo modificado, atn no se genera el brote (Figura 2.16).

1500 1
1250 1
1000 1
750 4

Poblacion

Ln
o=
=

0 50 100 150 200 250 300
Tiempo

Figura 2.15: SIR sin modificacion: I; = 28, [, =1
Hay epidemia
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Figura 2.16: SIR modificado: I; =28, I, =1
No hay epidemia

— 5]
— 1
— R1
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----- 12
----- R2
5 10 15 20
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Figura 2.17: SIR modificado: I; =28, I, =1
No hay epidemia
Ampliacién de la Figura 2.17
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Para el caso donde I; = 30 e [, = 1 (Figura 2.19), en el modelo modificado
notamos que los contagios aumentan, creando ahora si un brote epidémico, aunque
s6lo por un corto periodo de tiempo.

15007 -, — 51
— 11
S S 52
| lIIII_,......-...................... IIIII 12
?E 1000 e -
E 750 1
o
£ 500
250 1
U 1 T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300
Tiempo
Figura 2.18: SIR sin modificacion: I; = 30, [, =1
Hay epidemia
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Figura 2.19: SIR modificado: I; = 30, I, =1
Hay epidemia
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Planteamiento del problema
2.5 Simulaciones de los modelos SIR

Para una cantidad de infectados I; > 30, por ejemplo, Iy = 35, el comportamien-
to de la enfermedad ya es més notorio, pues para dichos infecciosos, la enfermedad
crece mas rapido (Figura 2.21).
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Figura 2.20: SIR sin modificacion: I = 35, I, =1
Hay epidemia

—_— 51
—_— |1
— Rl
----- 52
----- 12
S31+ e R2
S
o
L
E LI
5 10 15 20
Tiempo

Figura 2.21: SIR modificado: I; = 35, [, =1
Hay epidemia
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Planteamiento del problema
2.5 Simulaciones de los modelos SIR

Es para I, = 37 e I, = 1, que el modelo modificado cambia con més notoriedad,
pues para esta cantidad de infectados introducidos, la enfermedad alcanza un nivel
mayor (Figura 2.23).
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Figura 2.22: SIR sin modificacion: I} = 37, [, =1
Hay epidemia
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Figura 2.23: SIR modificado: I; =37, I, =1
Hay epidemia
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Planteamiento del problema
2.5 Simulaciones de los modelos SIR

Entonces, para los parametros establecidos anteriormente, el niimero umbral es
I; = 30 pero, ;qué pasaria si en nuestra funcion B(i)(f(i)) el valor de n cambia?
Realizando las simulaciones para distintos valores, tenemos que, conforme el valor
de n aumenta o disminuye, el niimero umbral también serd mayor o menor respec-

tivamente.
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Figura 2.24: SIR modificado: n = 10, I, =1
El nimero umbral de infectados es I; = 28
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Figura 2.25: SIR modificado: n =5, I, =1
El ntimero umbral de infectados es I; = 22
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Planteamiento del problema
2.5 Simulaciones de los modelos SIR
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Figura 2.26: SIR modificado: n =2, I, =1
El ntmero umbral de infectados es I; = 12
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Figura 2.27: SIR modificado: n = 0.5, I =1
El namero umbral de infectados es I} = 4
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Conclusion

Se ha notado que en algunas ocasiones cuando el nimero de personas infectadas
es pequeno, no es suficiente para que se generen los contactos necesarios para que
desencadenen una epidemia en cualquiera de las poblaciones.

Para capturar este fendmeno en un modelo epidemiologico, se modifico el
modelo STR metapoblacional, haciendo depender a 5 de I, es decir, B(1), asi, si los
infectados son pocos, la tasa de contacto entre personas susceptibles e infectadas
es pequena. Por otro lado, si el nimero de infectados era muy grande, estabamos
regresando al modelo original (sin modificacion).

Este modelo presenta nuevos comportamientos que corresponden a situaciones
méas complejas que se pueden observar en los epidemiologicos. Como es el hecho
de que un brote en una regién, no necesariamente desencadena un brote en otra
region; se deben de cumplir ciertos requisitos, incluido que el nimero de infectados
en la segunda zona sea mayor a un umbral.

Cabe senalar que el umbral de infecciosos obtenido por medio de la ma-
triz de la proxima generacion, corresponde a un infectado en la zona 2. Esto
es consecuencia de la linealidad en la tasa de recuperaciéon con respecto a los
infecciosos. Para recuperar el umbral de propagacion de la epidemia serd nece-
sario hacer una modificacion a la metodologia de la matriz de la proxima generacion.

Esta modificacion, podra usarse para extenderse en modelos metapoblacionales

mayores, analizando si es igual de factible agregar infectados tinicos en el resto de
parches.
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