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Introduccion

Existen diversos problemas que han motivado el estudio y de-
sarrollo de las integrales impropias. Particularmente, durante el
desarrollo de la teoria de integracién en la segunda mitad del siglo
XIX, las integrales originalmente definidas con respecto a lo que
después seria la medida de Lebesgue se definieron para funciones
acotadas; no obstante, problemas de la Fisica, del estudio de se-
ries trigonométricas y de la recuperacion de funciones derivables a
través de sus derivadas, entre otros ejemplos, indicaban la necesi-
dad de tener el concepto definido tanto para funciones no acotadas
como para funciones definidas en intervalos no acotados. Para mas

detalles histdricos al respecto, véase el primer capitulo de [29].

Desarrollos posteriores en el &mbito del Anélisis funcional, en
particular la introducciéon de espacios mas generales como los es-
pacios de Hilbert, requirieron de funciones de cuadrado integrable.
Sin embargo, las integrales en R™ de funciones cuadrado integra-
bles no son siempre absolutamente integrables. Al considerar aqui
integrales impropias, la densidad de L' N L? en L? permite definir
la transformada de Fourier de funciones en L?, lo que lleva al fa-
moso teorema de Plancherel (véase, por ejemplo, el Teorema 8.11
de [17]).

Estos solo son algunos de los muchos desarrollos motivados por
la necesidad de extender los conceptos de integracion clasica, que
sigue siendo un area de investigacién activa.

Histéricamente, las definiciones tradicionales de integrales im-



propias se han tomado como limites de integrales sobre sucesio-
nes de conjuntos medibles que cubren al dominio de integracién
casi en todas partes. Este enfoque, ademads de incluir integrales
de funciones no acotadas y de funciones definidas en intervalos no
acotados, por ejemplo, incluye la definicién clasica de convergencia
de una serie, donde el limite de las sumas parciales no es mas que
el limite de las integrales sobre los conjuntos {1,...,n} respecto a
la medida contadora. Sin embargo, estas definiciones tradicionales
no son suficientes para solucionar algunos problemas, al menos no
directamente; tal es el caso del problema de recuperar una funcién
derivable a partir de su derivada.

Denjoy, en sus trabajos publicados en 1912 [6, 7], resolvi6 el
problema de la recuperacién de una funcién derivable a partir de
su derivada mediante un método de integracién conocido como
totalizacion, el cual, aunque esta inspirado en la integraciéon im-
propia usual, se expresa y define de una manera muy diferente.
Posteriormente, Perron en 1914 y, Henstock y Kurzweil alrededor
de 1960, desarrollaron de manera independiente otros métodos de
integraciéon que resuelven el mismo problema. Estas cuatro inte-
grales conducen a resultados equivalentes y extienden el espacio
de funciones Lebesgue integrables. La teoria de estas integrales se

puede consultar con mayor detalle en [9], entre otros textos.

Las integrales de Henstock y Kurzweil se suelen unificar bajo
el nombre de integral de Henstock—Kurzweil, aunque para funcio-
nes vectoriales en general ya no son equivalentes y se tratan por
separado.

Un ejemplo de una funcién que no es Lebesgue integrable, es
la derivada de la funcién f definida como f(z) = x?sen(1/z?) en
(0,1] y f(0) = 0. En este caso, no es posible recuperar la fun-
cién integrando su derivada con la integral de Lebesgue, pero si
con cualquiera de las integrales de Denjoy, Perron y Henstock—

Kurzweil.

Para respetar las tradiciones al extender el concepto de funcion



integrable, este trabajo adopta el término integrales generalizadas,
el cual incluye las integrales impropias; aunque, como se vera mas
adelante, muchas integrales generalizadas son también impropias.
Por ahora, entiéndase por integral generalizada aquella que extien-
de el espacio de funciones integrables respecto a algin espacio de
medida (la definicién se precisard en el Capitulo 1). En cuanto al
término integral impropia, se entendera como el limite de integra-
les sobre sucesiones crecientes de conjuntos medibles que cubren
el dominio de integracién casi en todas partes.

Las integrales generalizadas usuales, como los ejemplos mencio-
nados, comparten ciertas propiedades y caracteristicas en comun,
lo cual motiva la bisqueda de un significado unificado y razonable
del concepto de integral generalizada, que permita establecer bajo
qué condiciones alguna regla dada es realmente un método de in-
tegracion generalizada. En este sentido, Jiménez introduce en [17]
una caracterizacion de integral generalizada para el caso de fun-
ciones definidas en R™. Uno de los objetivos de este trabajo es
revitalizar dicha caracterizacién en un contexto més general y de-
mostrar que las integrales que caen dentro de ese marco satisfacen
diferentes propiedades, por ejemplo teoremas de convergencia.

En el Capitulo 1 de este trabajo, se presenta la revitalizacion de
la caracterizacién de Jiménez en forma de una definicién, cuya idea
bésica consiste en presentar de manera unificada las propiedades a
satisfacer de una integral generalizada que extiende el espacio de
funciones integrables respecto a una medida particular dada. En el
contexto de dicha definicién, se demuestran distintos resultados,
como el teorema de la convergencia dominada, el teorema de la

convergencia monétona y diversos teoremas de reordenamiento.

En la parte final del primer capitulo, se expone uno de los re-
sultados principales del trabajo, el cual establece que, bajo ciertas
condiciones razonables, cualquier integral generalizada puede in-
terpretarse como una integral impropia. Esto motiva la bisqueda
y construccién de métodos de integracién generalizada que tengan



su punto de partida en las ideas tradicionales de la integracién
impropia, que es precisamente lo que se estudia y desarrolla en
el resto de los capitulos. Todos los resultados presentados en el

Capitulo 1 se encuentran publicados [3].

Si bien el enfoque unificado de la integracién generalizada que
se presenta en el primer capitulo no proporciona explicitamente
métodos para integrar funciones especificas, si establece las ba-
ses para su formulacién. Uno de los objetivos de este trabajo es
presentar métodos de integracién generalizada que sean suficien-
temente amplios y permitan la aplicacién directa de resultados
conocidos de la teoria de la medida y de la topologia, todo esto sin
necesidad de desarrollar nuevas construcciones. En este sentido,
en el Capitulo 2, en el marco de los espacios métricos compactos
con medidas topoldgicas finitas, se definen distintas integrales ge-
neralizadas que a su vez son impropias en un sentido tradicional.
Estas integrales provienen del trabajo de Jiménez [16], que tras ser
objeto de estudio en la tesis de maestria [2] del autor del trabajo
presente, fueron bautizadas como J-integrales

A partir de las definiciones de J-integrales presentadas en el
Capitulo 2, no es inmediato notar que estas satisfacen la propie-
dad de linealidad. Para esto, en el Capitulo 3, titulado Propiedades
de la J-integral, se demuestran diversos resultados que permiten
establecer dicha propiedad. Ademds, se analizan resultados rela-
cionados con la aditividad respecto al dominio de integracién y
se presenta un ejemplo concreto que muestra que esta propiedad
no se cumple en todos los casos. Finalmente, se estudia un caso
particular sobre la relacién con la integral de Henstock—Kurzweil
para el caso de funciones de variable real.

Otro objetivo del trabajo es extender la teoria de integracion
impropia, en particular la de las J-integrales, al caso de medidas
topolégicas o-finitas, donde el escenario natural para su definicién
corresponde a los espacios métricos localmente compactos. De este
modo, en el Capitulo 4 se presentan un par de extensiones de la



teoria de las J-integrales al caso de espacios métricos localmente
compactos: una aplicable en espacios totalmente acotados y de me-
dida finita, y la otra en espacios de medida o-finita que satisfacen
la propiedad de Heine—Borel.

Parte del desarrollo de la teoria de las J-integrales ha sido
aceptado para su publicacién, sujeto a correcciones menores, en
Poincaré Journal of Analysis and Applications [18].






Capitulo 1

Integrales generalizadas

En este capitulo, antes de comenzar con el estudio de la in-
tegracion generalizada, primero se establecen algunos conceptos,
notaciones y propiedades de la teoria de la medida que son funda-
mentales para el trabajo presente.

El estudio de las integrales generalizadas comienza con la re-
vitalizacion de la definiciéon de integral generalizada introducida
en [17] por Jiménez. A partir de esta definicién, se formulan y de-
muestran versiones de teoremas de convergencia clasicos, como el
teorema de la convergencia dominada de Lebesgue y el teorema de
la convergencia mondtona. Estos resultados facilitan la aplicacién
de la teorfia clasica de medida e integracion en el contexto de las
integrales generalizadas.

Después, se formulan y demuestran un par de teoremas de
reordenamiento. Como se verd al final del capitulo, la relevancia
de estos teoremas radica en que revelan la conexién entre ciertas
integrales generalizadas con la integraciéon impropia, la cual motiva

gran parte del desarrollo de los capitulos posteriores.

Las definiciones y resultados presentados en este capitulo se
encuentran en [3]. A lo largo del capitulo, no se hard referencia
adicional a este articulo, ya que todo el contenido esta basado en
él.
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1.1. Conceptos preliminares y notaciones

A lo largo del texto, y salvo que se indique lo contrario, una
sucesién de conjuntos (A, )nen se denotard simplemente por (A,,),
o (4, (similarmente para sucesiones de nimeros y de funciones), y

n lugar ribira . ma ra sucesion
en lugar de Ay, se escribira | J,, A,. Ademds, para sucesiones

neN
crecientes y decrecientes de conjuntos, se emplearan las notaciones,
(An 1)y (A 1), respectivamente. Asimismo, el simbolo C indicard
la inclusién entre conjuntos, mientras que C se usara para denotar
la inclusién estricta, en caso de ser necesario.

Dado un conjunto X no vacio, una o-algebra M de subcon-
juntos de X y una medida positiva p definida en M, se denota
por (X, M, u) el espacio de medida correspondiente. La medida
es finita si pu(X) < oo, y es o-finita si existe una sucesién de sub-
conjuntos (X,) C M tal que X = J,, X;, y cada X,, tiene medida

finita. Obsérvese que toda medida finita también es o-finita.

Definicién 1.1.1 Dado un espacio de medida (X, M, u), la me-
dida u es completa si para cada A € M con p(A) = 0, se tiene
que todo B C A pertenece a M.

Se demuestra que todo espacio de medida (X, M, u) puede ser
completado en un sentido minimal: a partir de M y u, se obtienen
una o-dlgebra M y una medida i en M, tales que M C M,
Tilm = py 1t es completa, y si (X, N,n) es un espacio de medida
completa tal que M C Ny n|ap = p, entonces M C Ny |57 = 7.
En este caso, se dird que M es la completacién de M.

Cuando X es espacio topoldgico de Hausdorff se tiene la defi-

nicién siguiente:

Definicién 1.1.2 Sean (X, ) un espacio topolégico de Haus-
dorff, K la clase de conjuntos compactos de X y M una o-algebra
de X que contiene la g-algebra generada por los conjuntos abiertos
de X. Se dice que una medida p definida en M es:

1. boreliana, si para todo K € K se cumple que u(K) < oo,
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2. interiormente regular, si para todo A € M,

u(A) =sup {u(K): K C Ay K € K},

3. exteriormente regular, si para todo A € M,

p(A) =mf{u(U): ACUyUeO0O},
4. regular, si es exteriormente regular e interiormente regular.

La medida de Lebesgue, que se denotara por v, es un ejemplo
de medida boreliana, completa y regular en R con la topologia
usual.

De aqui en adelante, dado un espacio topolégico X, se conti-
nuard utilizando la notacién O para la topologia de X, y K para la
clase de conjuntos compactos de X. Ademas, al tratar con medidas
borelianas, se asumird que la medida es completa y esta definida
sobre la completacion de la o-algebra generada por los conjuntos
abiertos de X, es decir, sobre la o-dlgebra de Borel de X.

Dado un espacio de medida (X, M, u), el espacio de funcio-
nes medibles definidas en X con valores reales se representa por
M(X,R), el cual, mientras no exista confusién, se abreviard como
M(X) o simplemente M. Ademas, se supondrd que M esté con-
formado por las clases de equivalencia de funciones iguales p-c.d.
(p-casi dondequiera).

Por otro lado, el espacio de funciones absolutamente integra-
bles respecto a la medida p se denotara por L'(u), y la integral
de una funcién f € L'(u) sobre todo su dominio X se expresars
por [ fdp . Finalmente, para A € M, 14 representard la funcién
caracteristica de A.

Para més detalles sobre los conceptos béasicos y propiedades
de la teorfa de la medida, véanse [8,17], por mencionar algunas

referencias.
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1.2. Definicion de integral generalizada

Jiménez, en su libro Medida, Integracion y Funcionales [17],
en un epigrafe dedicado a la integracién impropia, introduce la
definicién siguiente de integral generalizada, la cual, aunque ori-
ginalmente formulada en el contexto de R™, se puede trasladar
idénticamente al contexto general de espacios de medida:

Definicién 1.2.1 El par (7, E) es una integral generalizada re-
lativa a un espacio de medida (X, M, u) en una clase dada C de
espacios de medida, si £ C M es un espacio vectorial, T" es un
funcional lineal en E y se cumplen las condiciones siguientes:

1. L'(p) C E.
2. Sife Eyf>0,entonces f € L' ().

3. Si f € L' (p), entonces T(f) = [ fdp.

La notacién (T, F) puede simplificarse por 7', las funciones
pertenecientes a E pueden identificarse llamédndolas T-integrables,
y la T-integral de una funcién f € E puede denotarse mediante
T(f) = (T) [ f. Al tratar con medidas contadoras y series, en
lugar de “integrales generalizadas” se usard el término “métodos
de sumacion generalizados”, con idéntico significado.

Como ejemplos de integrales generalizadas en distintas clases
C de espacios de medida, estan la sumacion usual de series reales
en la clase de los nimeros naturales con la medida contadora, y
las integrales de Denjoy, Perron, Henstock-Kurzweil en la clase de
intervalos reales con la medida de Lebesgue.

Para el caso de series, dado el espacio de medida (N, P(N), u),
con P(N) el conjunto potencia de N y p la medida contadora,
considérese E como el conjunto de sucesiones tales que su serie
correspondiente converge en el sentido usual y T' como el funcio-
nal que a cada sucesién en F le asigna el limite de su serie. Asi,

teniendo en cuenta que (a,) € L (p) si y solo si >, oy |an| < o0,
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es evidente que el método de sumacion usual es una integral ge-
neralizada en el sentido de la Definiciéon 1.2.1. En este caso, por
ejemplo, se tiene que la sucesién ((—1)"*!/n)) no estd en L'(p)
pero si pertenece a F.

La suma de Cesaro y algunos métodos de sumaciéon matricial
(véase [12]) también caen en el contexto de la Definicién 1.2.1 y
ademads generalizan la sumacién usual de series. Un ejemplo de la
relevancia de estos métodos de sumacion es el siguiente: se demues-
tra que, con la suma de Cesaro, la serie de Fourier de una funcién
continua y 2w-peridédica converge uniformemente a la funcién, y
esta convergencia se puede alcanzar con un mejor grado de apro-
ximacion utilizando un método particular de sumaciéon matricial,
como lo hace P. Korovkin en [22].

Por otro lado, a diferencia de la sumacion usual de series, no
es directo notar que las integrales de Denjoy, Perron y Henstock—
Kurzweil en la clase de intervalos reales compactos con la medida
de Lebesgue son integrales generalizadas en el sentido de la Defi-
nicién 1.2.1. Sin embargo, el teorema siguiente, que es una com-
pilacién de resultados consultados en [9], muestra que la integral
de Henstock—Kurzweil, que se denotara por H K, efectivamente es

una integral generalizada.

Teorema 1.2.2 Considérese [a,b] C R con la medida de Lebesgue
v,y sean f,g € M([a,b],R) yr € R.

1. Si f y g son funciones HK -integrables, entonces rf + g es
H K -integrable y

(HE) [(rf +9) =r(tE) [ £+ 1K) [ g

2. Si f € L'(v), entonces f es HK -integrable y

/ fdv = (HK) / 7.
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3. Si f es HK-integrable y f >0, entonces f € L'(v).

Como se menciond en la Introduccién, las integrales de Denjoy,
Perron y Henstock—Kurzweil conducen a resultados equivalentes,
por lo que el Teorema 1.2.2 también es valido para las integrales
de Denjoy y Perron.

Otros ejemplos de integrales que también satisfacen la caracte-
rizacion dada en la Definicién 1.2.1 son la C-integral, introducida
en [5], y el valor principal de Cauchy. La C-integral, al igual que la
integral de Henstock—Kurzweil, se define a partir de integrales de
Riemann e integra las derivadas de funciones derivables; ademas,
es la integral minima de este tipo que generaliza a la de Lebesgue
y que integra derivadas.

En los ejemplos mencionados, las integrales generalizadas tie-
nen lugar en clases de espacios de medida muy particulares, N con
la medida contadora o intervalos reales con la medida de Lebes-
gue. En los capitulos siguientes, se estudiaran algunas integrales
generalizadas en clases de espacios métricos localmente compactos
con medidas borelianas.

1.2.1. Propiedades basicas

Sean (X, M, u) un espacio de medida, Y € My f € M(X). Se
denotard por (Y, My, uy) al subespacio de medida correspondien-
te y por fy la funcién f restringida a Y. Se satisface que 1y f €
L'(p) siy solosi fy € L'(uy), y en tal caso, [y fdu= [ fyduy.

Ahora, supéngase que (T, E) es una integral generalizada re-
lativa a (X, M, ) en una clase dada C. Sean

EY:{QEM(Y):lngE}

y Ty definido para g € Ey por Ty (g) = T'(1yg). Para hablar de la
T-integrabilidad de f sobre Y podria ser suficiente preguntarse si
1y f € E, ;pero qué pasa con la funcién fy € M(Y')? En principio,
el espacio de medida (Y, My, uy) no tiene por qué pertenecer a
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la clase C ni (Ey,Ty) tiene por qué ser una intregral generalizada
respecto a (Y, My, py). Con la finalidad de evitar este tipo de

complicaciones se introduce la definicion siguiente:

Definicién 1.2.3 Sea (T, FE) una integral generalizada relativa a
un espacio de medida (X, M, ) en una clase dada C. Se dird
que (T, E) es p-hereditaria compatible si para cada ¥ € M que
satisfaga (Y, My, uy) € C, se cumple:

1. (Ty, Ey) es integral generalizada relativa a (Y, My, uy).

2. Para cada g € M(X), gy € Ey si y solosilyg € Ey se
satisface la igualdad T'(1yg) = Ty (gy)-

De la definicién anterior, si (7, E') es una integral generalizada
relativa a un espacio de medida (X, M, 1) en una clase dada C,
YeM, (Y, My,uy) €C, g€ L' (uy) y (T, E) tiene la propiedad
de ser p-hereditaria compatible, se deduce directamente que 1y g €
EyT(lyg) =Ty(gy) = [ gvdpy = [y gdp.

Asumir la propiedad de la Definicién 1.2.3 permite demostrar
propiedades basicas de las integrales generalizadas, por ejemplo:

Proposicién 1.2.4 Sea (T, E) una integral generalizada relativa
a un espacio de medida (X, M, ) en una clase dada C y sean
A, B € M tales que AUB = X, (AN B) =0 y los subespacios
de medida (A, Ma,pa) y (B, Mp,up) pertenecen a C. Si (T, E)
tiene la propiedad de ser p-hereditaria compatible y si una funcion
f es T-integrable en dos de los tres espacios A, B ¢ X, entonces

lo es en el tercero y se satisface

T(f) =Ta(fa) + Ts(fB) (1.2.1)

Demostracion: Sin pérdida de generalidad, supdéngase que f
es una funcién T-integrable en A y en B. Como (A, M4, pa),
(B,Mp,up) € Cy (T,E) es p-hereditaria compatible, se tiene
que
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laf € E,T(1af) =Ta(f), 1pf € Ey T(1pf) =Ts(f).

Luego, como T es lineal en E'y f = 14f + 1pf p-c.d., se tiene
fe€EyT(f)=Ta(fa) +Tp(fB) O

A partir de este momento, al tratar con integrales generaliza-
das relativas a un espacio de medida en una clase dada, mientras
no se especifique lo contrario se dard por hecho que satisfacen la
propiedad hereditaria compatible de la Definicion 1.2.3.

Otra propiedad béasica tiene que ver con una de las ideas fun-
damentales detras de la Definiciéon 1.2.1. Si una funciéon no es
integrable en el sentido usual pero si lo es mediante alguna in-
tegral generalizada, es porque de alguna manera hay cancelacion
de dreas, lo cual se ilustra en términos de las partes positiva y
negativa de una funcién. Dada una funcién f € M, se definen la
parte positiva y la parte negativa de f como f* = max{f,0} y
f~ = —min{f,0} respectivamente, y se satisface f = f* — f~ y
|f| = ft + f~. Luego, se cumple lo siguiente:

Proposicién 1.2.5 Sea (T, E) una integral generalizada relativa
a (X, M,p) en una clase dada C. Si f € E y f ¢ L' (), entonces
¢ L ().

Demostracion: Sea f € E tal que f ¢ L'(u) y supéngase que
f* € L'(u). Entonces, se tiene f+ € E. Luego, como f~ = fT—f
y E es espacio vectorial se tiene que f~ € E, pero f~ > 0, asi que

f~ € L'(u), de donde f € L'(p), lo que lleva a una contradiccién.
]

La propiedad de la Proposicién 1.2.5 es fundamental para la
existencia de teoremas de reordenamiento de tipo Riemann en el
contexto de las integrales generalizadas, tema que se tratarda mas
adelante en este mismo capitulo.
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1.3. Teoremas de convergencia

Como se anuncié anteriormente, uno de los objetivos de la
Definicion 1.2.1 es facilitar el uso de la teoria clasica de medida
e integracién en el contexto nuevo de las integrales generalizadas.
Para ello, en esta seccién se presentan y se demuestran versiones
de los teoremas de la convergencia dominada de Lebesgue y de la
convergencia mondétona para integrales generalizadas.

En lo que sigue, se considera una integral generalizada (T, E)
relativa a un espacio de medida positiva (X, M, u) en una clase
dada C.

Teorema 1.3.1 (convergencia dominada) Sea (f,) C E una
sucesion de funciones que converge a una funcion f u-c.d. Si exis-
ten funciones g,h € E tales que para cadan € N, h < f, < g
p-c.d., entonces f € E ylim, T(f,) =T(f).

Demostracion: De las hipétesis, se tiene que lim,(f, — f1) =
f—fi p-cd., yparacadan €N, |f, — fi| < g — h p- c.d. Luego,
como g—h € E'y g—h >0, de la Definicién 1.2.1, g —h € L' ().
Ademsds, para cada n € N, f, — fi € L'(u). Entonces, por el
teorema de la convergencia dominada de Lebesgue se tiene que

fofel'(n) v hm/ — f)du = /(f—fl)du

Como LY(p) CE, f = (f—f1)+ f1 € E, y como T restringido
a L'(u) coincide con la integral usual,

T(f)=T(f - fi) +T(f1)
= [(r= au+ 1)
= hm/ — fu)dp+T(f1) (1.3.1)

= hTEnT(fn - f1)+T(f1)
=1im T(fn),
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con lo cual se concluye la prueba. O

El teorema anterior puede formularse con hipdtesis més gene-

rales:

Teorema 1.3.2 Sean (fy), (hyn),(gn) C E y h,g € E tales que
para cada n € N, hy, < f, < gn p- c.d., im, hy, = h p-c.d.,
lim,, g, = g p- c.d., lim, T'(h,,) = T'(h) y lim,, T'(g,) = T(g). Si fn
converge a una funcion f p-c.d., entonces f € E y lim, T(f,) =

T(f).

Demostracion: De las hipétesis, se tiene que 0 < g—h, g—h €
E,yparacadan €e N0 < f, —hp < gn—hp, fu —hp € By
gn — hy, € E. Entonces, todas estas funciones pertenecen a L'(u)

y

(s 1dn =105~ 1)
=T(g) —T(h)
= lim T(gn) — Hm T'(hn) (1.3.2)

Por una aplicacién del teorema de la convergencia dominada
de Lebesgue con hipdtesis més generales, véase [31] Teorema 19

pp- 89, se tiene

fnerin v i [ -t = [(7 -t (133)
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Entonces, como f = (f —h)+h € E,

T(f)=T(f =h)+T(h)

=1m | (fo — hn)dp+ T(h) (1.3.4)
= U T(fo — hn) +UmT(hy)

= lim T(fn)a

lo que concluye la prueba. O

Siguiendo un esquema similar al de las pruebas de los dos teore-
mas anteriores, también se puede formular y demostrar el teorema

de convergencia mondétona:

Teorema 1.3.3 (convergencia mondétona) Sea (f,) C E una
sucesion creciente p-c.d. que converge a una funcion f p-c.d., y
supdngase que lim,, T'(f,) existe. Entonces, f € E ylim, T(f,) =
().

Demostracion: De las hipétesis se tiene que lim,, f,—f1 = f—f1
p-c.d., y paracadan € N, 0 < f, — f1 < fna1 — f1 p-c.d. Ademss,
fn—/f1 € L'(n), debido a que f, — f1 € E'y f,— f1 > 0. Entonces,
por el teorema de la convergencia mondtona de Lebesgue se tiene
que
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Luego, como f = (f — fi1)+ f1 € E,

T(f)=T(f - fr)+T(f1)
:/(f—fl)dM+T(f1)

—tiw [ (f— F)du+ (1) (1.3.6)
=1 T(f, — f1) + T(f1)
= HmT(fn)a

con lo cual se concluye la prueba. ]

El objetivo de esta seccién no ha sido presentar nuevos teo-
remas de convergencia més profundos que los ya conocidos, sino
presentar un enfoque unificado de los teoremas clasicos en el con-
texto de integrales generalizadas. Por supuesto, otros enfoques pa-
ra integrales particulares son posibles. Por ejemplo, en el marco
de la teoria de integracién de Henstock—Kurzweil, estan el teore-
ma de convergencia dominada presentado por Jitan Lu y Peng-Yee
Lee [24], y el teorema de convergencia monétona para funciones

vectoriales presentado por Heikkila [13].

1.4. Teoremas de reordenamiento

En esta seccién, se plantean y se demuestran versiones abs-
tractas del teorema de reordenamiento de Riemann para integra-
les generalizadas segun la Definicion 1.2.1. La relevancia de estos
resultados radica en que muestran la conexién entre integrales ge-
neralizadas e integrales impropias.

Para series reales, el teorema de reordenamiento de Riemann

establece lo siguiente:

Teorema 1.4.1 Sea (a,) C R tal que ), a, es condicionalmen-

te convergente y sea o € R. Entonces, existe un reordenamiento
(ap(ny) de (an) tal que Y-, apmy = a.
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Los ingredientes clave que permiten probar el resultado son
dos. Primero, si (a;) y (a;,;) son la parte positiva y negativa de
(an) respectivamente, entonces Y, al =ocoy Y, a, = oo, que es
justamente la Proposicién 1.2.5 para el caso de la sumacién usual
de series y la medida contadora en el conjunto de los naturales.
Segundo, lim,, a,, = 0. Para maés detalles sobre este resultado, véase
por ejemplo [35] (Capitulo 23, Series infinitas).

El Teorema 1.4.1 puede reformularse y extenderse al caso de
series con coeficientes en el plano complejo o en el espacio eucli-
diano m—dimensional (véase [30]). El estudio del caso de series
con coeficientes en otros espacios es extenso e interesante, pero se
sale del enfoque de este trabajo. La intencién aqui es plantear el
resultado andlogo considerando medidas distintas a la contadora,
en especifico, medidas no-atomicas.

Considérese un espacio de medida (X, M, u). Un conjunto A €
M es un dtomo si pu(A) > 0y para todo B C A tal que B € M se
cumple que u(B) = pu(A) 6 u(B) = 0. Se dice que p es una medida
no-atéomica si M no tiene dtomos, es decir:

Definiciéon 1.4.2 La medida p es no-atémica si para todo A € M
de medida estrictamente positiva, existe B € M talque B C Ay
0 < pu(B) < u(A).

La medida de Lebesgue en R es un ejemplo de medida no-atémica.

Por otro lado, en [19] se define:

Definicion 1.4.3 La medida p es puramente atdmica si existe
(Ap) C M tal que X =J,, A, y cada A, es un dtomo.

La medida contadora en el conjunto de los nimeros naturales es
puramente atémica. Otro ejemplo es la medida de Dirac: dado
z € X, si {z} € M, la medida de Dirac d, (o medida concentrada
en el punto z) se define para A € M como 6,(A) =1siz e Ay
0z(A) = 0siz ¢ A. En general, dadas (a,) C Ry (z,) C X con
{zn} € M, la medida ), a,0,, es puramente atémica. En este
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caso, la integral de una funcién respecto a la medida ), a,0,, se
puede expresar como una serie.

En [19] se demuestra el resultado siguiente:

Teorema 1.4.4 Si (X, M, ) es un espacio de medida o-finita,
entonces existen medidas uy y po definidas en M tales que p =
w1+ p2, 1 es puramente atémica y po es no-atomica.

Del Teorema 1.4.4, la integral de una funcién f € M respecto a
1 se escribe como la suma de las integrales respecto a cada una de
las medidas @1 v p2, y salvo ciertos casos particulares, la integral
respecto a la medida puramente atémica se puede escribir como
una serie, y puesto que ya existe una amplia teoria de sumacién
de series, el trabajo presente se enfoca en medidas no-atémicas.

Las medidas no-atémicas satisfacen la propiedad siguiente:

Teorema 1.4.5 Sea (X, M, p) un espacio de medida o-finita. Si
1 es no-atomica, entonces para cada A € M y para todo t €
[0, u(A)] existe B € M tal que BC A y u(B) =t.

Obsérvese que el reciproco del resultado se deduce directamente.

El Teorema 1.4.5 lo demostré W. Sierpinski [34] para la medi-
da de Lebesgue, mientras que A. Lyapunov [25] lo demostré para
el caso mas general de medidas con valores en R™. Para una refe-
rencia mas accesible, véase [11], seccién 41, pp. 174.

Dados (X, M,u) y f € M no negativa, se demuestra que la
medida A definida para cada A € M como A\(A) = [, fdu (deno-
tada por d\ = fdu), es no-atémica siempre que p sea no-atémica
y o-finita:

Lema 1.4.6 Sea p una medida no-atomica y o-finita. Dada una
funcion no negativa f € M, la medida d\ = fdu también es no-
atomica.

Demostracion: Para evitar el caso trivial, supéngase que f no
es la funcién cero. Sea A € M. Si (X,,) C Mestal que X =J,, Xn
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y (X)) < 00, el caso A(A) = oo se reduce al caso de medida finita

al considerar para cada k,n € N los conjuntos
Yin={zeX: f(z)<k}NX,. (1.4.1)

Restringiéndose a un subconjunto de X si fuese necesario, se
puede suponer que f > 0 p-c.d. Entonces, la prueba se ha reducido
al caso 0 < AM(A) < 00, 0 < pu(A) < o0y fla > 0 p-c.d. Como p
es no-atémica, elijase B € M tal que B C Ay 0 < u(B) < u(A).
Es claro que [ fdp >0y fA\B fdu > 0, por lo tanto 0 < A(B) <
A(A). O

Regresando por un momento a las series reales, se tiene que si
(an) C R es tal que la serie ) a, es absolutamente convergente,
entonces para cualquier reordenamiento (a,(,)) de (an) se cumple
Y on Gp(n) = D_p @n- Ademds, obsérvese que cada suma parcial de
la forma > | a; es la integral sobre el conjunto {1,...,n} respec-
to a la medida contadora, de donde el limite lim,, Z?:l a; es un
limite de integrales sobre los elementos de una sucesion creciente
de subconjuntos de N.

Ahora, si (X, M, u) es un espacio de medida en general y
f € M es tal que f € L'(u), como consecuencia del teorema de
la convergencia dominada clésico, para cualquier sucesién crecien-
te de conjuntos medibles, (4, 1) C M, con p(X\U, 4n) =0,
se cumple limy, [, fdu = [ fdu. En este sentido, se puede plan-
tear una formulacidon andloga al teorema de reordenamiento de
Riemann pero para integrales generalizadas: si f € M es tal
f ¢ L'(n), pero es T-integrable mediante algiin método gene-
ralizado T, y o € R, jexistird (A, 1) C M tal que

M(X\UAn>=0, La,f€L(p) y lm [ fdp=a?

El teorema presentado a continuacién responde afirmativamen-

te la pregunta planteada para el caso de medidas o-finitas y no-



22 Integrales generalizadas

atémicas.

Teorema 1.4.7 Sea (T, E) una integral generalizada relativa al
espacio de medida o-finita y no-atémica (X, M, u) en una clase
dada C, y sea f € E tal que f ¢ L'(u). Entonces, para cualquier
a € R eziste (Cp, T) C M tal que X = J,, C, y para cada n € N:
1(Cn) <00, 1o, f € LY p) y [ fdu = .

Demostracion: Sea (X,, 1) C M una sucesién de conjuntos de
medida finita tal que X =J,, X,,. Para cada n € N, témese

Ay ={z: ff(x)<n}nX, vy
B,={z:0< f (x) <n}NX,.

Entonces, las sucesiones de conjuntos (A,) y (B;,) son crecientes

y para cada n € N; se tiene:

Ap,Bp €M, AyNB,=0, 14, f 1, f~ €L (n) v
Ui, uB,) =X.
n
Sea a € R y supdéngase que « > 0. Se construird por induccion
una sucesién creciente (C,, 1) C M tal que X = |J,, Cp, y para
cadan €N, [, fdu=a.
De la Proposicién 1.2.5, se tiene que f+, f= ¢ L'(u), lo que
permite tomar p1,q; € N de forma que ¢; es el primer m € N tal

que [ f7dp >0,y p1 esel primer m € N tal que fAmqul fdu >
a. Si prlqul fdu = a, témese C1 = Ay, UBp, y definase Dy = ().

Si no, se tiene

a < / fdu = / fdp + fdu, (1.4.2)
Ap,UBg, Ap, Bq,

de donde
0<a- / fdu < / fdpu. (1.4.3)
Bg, A][71

Por el Lema 1.4.6 y el Teorema 1.4.5, existe £1 C A, tal que
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fEl fdp=a— qul fdu. Entonces,

/ fdu = a. (1.4.4)
ElUBql

Sea D1 = A,, \ E1 y témese C = (A4,, \ D1) U By,.
Para n > 2, el conjunto C,, se define por induccién de la forma
siguiente:

Supoéngase que se tienen
P1,-- Pk € N7 qi, .- qk € Na Dla 7Dk‘ eM Yy Cla aCk eM

tales que para cada i € {1, ..., k},
DiC Ay, Ci= (A, \D)UB, /fdu—a
Sea qx11 el primer m € N tal que
m>qr y / fdp < a
A UBm
y sea pi+1 el primer m € N tal que
m>pg Yy / fdp > a.
AmUBg, |

Obsérvese que pr11 ¥ qra1 se pueden tomar de esa forma por la

Proposicion 1.2.5.

Si prk+1Uqu+1 fdpu = «, témese Cpy1 = Apk+1 UBg., v
Dy.y1 = 0. Si no, se tiene que
/ fdu<a< / fdu, (1.4.5)
Apk UB‘UH»I APk+1 Uqu+1
de donde
0<a —/ fdu < / fdu. (1.4.6)
ApUBqy, 1y Apjy1 \Apy,
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Por el Lema 1.4.6 y el Teorema 1.4.5, existe Eyy1 C Ay, \ Ap,

tal que fEk+1 fdu=a— fA fdu. Entonces,

peYBay 1

/ fdu = a. (1.4.7)
Ap,UEj41UBqg, |

Sea Dyy1 = Apk+1 \(Ap, UEg11) y témese Cpy1 = (Apk+1 \Dj41)U
B

9k+1"

Por lo tanto, se ha construido (C),, 1) C M tal que para cada
n €N, an fdp = a. Para garantizar que se cumple X =J,, Cy, ,
nétese que cada z € X es un elemento de (A4, U B,) para algin
n € N, y por construccién, (A, U By,) C Cpi1.

Para a < 0, es suficiente realizar el mismo an4lisis sustituyendo
f por —f. 0

En lo que sigue, el objetivo es plantear y demostrar el resul-
tado anterior para el caso de espacios de medida con estructura
topoldgica. Para ello, considérese la clase R de los espacios de
medida localmente compactos con medida o-finita, boreliana y re-
gular.

Obsérvese que si una medida p es boreliana y no-atémica, en-
tonces los conjuntos unitarios son medibles y miden cero. A las
medidas borelianas que se anulan en los puntos W. Rudin les llama
medidas continuas [32], término que no parece tan ajeno conside-
rando lo siguiente: las medidas borelianas sobre R estan asociadas
a una funcién creciente y continua a la derecha (o continua a la
izquierda, como lo presenta A. Kolmogorov [21]), y se cumple que
la medida de un punto es cero si y solo si dicha funcién es conti-
nua. Sin embargo, en este trabajo se utilizard el término medidas
difusas:

Definicién 1.4.8 Dado un espacio de medida (X, M, u), la me-
dida p es difusa si para cada x € X se tiene que {z} € My

p(x) = 0.
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Entonces, se tiene que toda medida no-atémica y boreliana
es también difusa. El reciproco puede no ser cierto, pero para el
caso de espacios de medida en la clase R se satisface el resultado

siguiente:

Proposicién 1.4.9 Sea (X, M,pu) € R. Si p es difusa, entonces
es no-atomica.

Demostracion: Sea A € M tal que p(A) > 0. Si p(A) = oo,
por la regularidad interior de p, se tiene p(A) = sup{u(K) : K C
A, K € K}, y como u(K) < oo para cada K € K, existe J € K tal
que J C Ay 0 < p(J) < oc.

Supdngase ahora que 0 < p(A) < oo y sea € > 0 tal que
€ < p(A). Téomese K € K de forma que K C Ay u(A\ K) <
€. Se tiene entonces que 0 < p(K). Luego, como p es difusa y
exteriormente regular, para cada r € K existe V, € O tal que
x € Vpy u(Vy) < p(K). Como K es compacto y la coleccién
{Vz}zekx es una cubierta abierta de K, existen xi,...,x, € K
tales que K C J*, V4. Nétese que K = |J*, V, N K, y para
cadai=1,...,m,

Ve, NE) < (V) < p(K) < p(A),

Entonces, se tiene que

0<u(K)=mn (O Ve, N K> zm: (Vo N K). (1.4.8)

i=1

Por lo tanto, existe j € {1,...,m} tal que 0 < u(Vy, N K) < p(A).
g

Las hipétesis de la Proposicion 1.4.9 dan lugar a la posibilidad
de enunciar y demostrar el teorema de reordenamiento en una for-
ma mas familiar y accesible considerando subconjuntos compactos
en lugar de los subconjuntos “C,,” de la prueba del Teorema 1.4.7:

Teorema 1.4.10 Sea (T, E) una integral generalizada relativa al
espacio de medida difusa (X, M, ) en la clase R, y sea f € E tal
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que f ¢ L'(p). Entonces, para cualquier o € R existe una sucesion
(K, 1) C K tal que para cadan €N, 1, f € L' (u),

lim fdu=a y ,u(X\UKn>:O.

n Jk,

Demostracion: De la Proposicién 1.4.9 y del Teorema 1.4.7,
témese una sucesién (Cy, 1) C M tal que X = J,, C), y para cada
n€N: u(Cp) < oo, 1o, f € LY(p) y an fdu = a.

Se demostrard que existe una sucesién creciente (K, 1) C K
tal que para cada n € N,

1 1
K,CcCp puwCy\Ky,)<— vy '/ fdpu—al < —. (1.4.9)
n Kn n

Los conjuntos K, se construyen por induccién de la manera si-
guiente:

Como 1¢, f € L'(u), existe §; > 0 de forma que, si D € M,
D c Cy y u(D) < 61, entonces [, |fldu < 1. Sea K € K tal que
Ky CCyy p(Cy\ K1) <min{1,0;}. Entonces,

/ Jdu
C1\K1

Por lo tanto, como fCl\K1 fdp=a— [ fdpu, se tiene

< / ‘f|du <1, (1.4.10)
C1\K1

fdpu—al < 1. (1.4.11)

‘Kl

Para n > 2, el conjunto K, se define por induccion de la forma
siguiente:

Supéngase que se han definido Kq, ..., K,,, € K tales que para
cada i € {1,...,m},

1 1
Ki71CKiaKiCCi7#(Ci\Ki)<gy ‘/ fdp —a <3
K;
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Como 1¢,,.,f € L'(u), existe d,,41 > 0 de forma que, si
D e M,DC Chpy1y u(D) < dpnt1, entonces fD |fldu < #ﬂ
Sea K, ., € K tal que K1 C Cpq1 y p(Crp1 \ K1) <

min {#H’ 5m+1}, y sea K41 = Ky, UK, ;. Entonces,

3 1
#(Crmt1 \ K1) < min {m—i—l’ 5m+1} (1.4.12)

1
Fdu g/ ldp < o (1413)
/Cm+1\Km+1 Crm4+1\Km+1 m+1

Luego, como f0m+1\Km+l fdu = o — me+1 fdu, se tiene

/ fdu —a
Km+1

Por lo tanto, se ha construido (K, 1) C K tal que para cada

1
< . 1.4.14
m—+1 ( )

n € N se satisface (1.4.9). Entonces, es claro que lim,, fKn fdu = a.
Para demostrar que p(X\U,, K) = 0, témese Z = X \J,, Kn,
y para cada m € N definase

Zm={2z€Zlz€ Cn\ Kn}. (1.4.15)

Si z € Z, entonces z € C, para algin m € N, y para cada n €
N, z ¢ K,. Luego, como (C;,) es creciente, se tiene que (Z,,) es
creciente y J,, Zm = Z, por lo que lim, ;1(Z,,) = p(Z). Ademas,
cada Z,, estd contenido en C, \ K,,. Entonces, para todo m € N
se tiene que

W Zn) < p(Con\ o) < (1.4.16)

de donde lim,, 1(Z,,) = 0. Por lo tanto, u(Z) = 0. O

Nétese que la hipotesis de T-integrabilidad en el teorema an-

terior no es necesaria, basta con suponer que f*, f~ ¢ L'(u) (de
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igual manera en el Teorema 1.4.7).
En los enunciados de los Teoremas 1.4.7 y 1.4.10, se puede
considerar o« = T'(f). A continuacién se presenta como corolario

el resultado correspondiente al Teorema 1.4.10:

Corolario 1.4.11 Sea (T, E) una integral generalizada relativa al
espacio de medida difusa (X, M, ) en la clase R, y sea f € E tal
que f ¢ L'(u). Entonces, existe una sucesion (K, 1) C K tal que
para cadan € N, 1, f € L*(p),

lim | fdp=T(f) y M(X\UKn>=0-

Knp

En [4] y [9], referencias que se pueden consultar para un estudio
detallado de la integral de Henstock—Kurzweil, se enfatiza que la
integral de Henstock—-Kurzweil no tiene integrales impropias. El
argumento se basa en el teorema de Hake [10]:

Teorema 1.4.12 (de Hake) Sea f € M([a,b],R) tal que para
todo [c,d] C (a,b) la funcion f es HK-integrable en [c,d]. Si los
limites
d d
lim (HK)/ f y lim (HK)/ f
c—at ¢ d—b— c

existen, entonces f es HK -integrable y

b d
(HK)/ f= lim (HK)/ f (1.4.17)
d—b~

En el Teorema 1.4.12, se toman limites de H K-integrales, de ahi
que tiene sentido afirmar que cualquier funciéon que tenga H K-
integral impropia ya es H K-integrable, es decir, la clase de fun-
ciones H K-integrables no crece usando la idea detras de la inte-
gracion impropia cldsica. Sin embargo, el Corolario 1.4.11 mues-
tra que cualquier integral generalizada, incluyendo la integral de
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Henstock—Kurzweil, puede ser interpretada como una integral im-
propia en un sentido clasico tomando el limite de integrales res-
pecto a la medida de Lebesgue. Aunque claro, el Corolario 1.4.11
es un resultado de existencia y no proporciona una regla de cémo

tomar la sucesién creciente de conjuntos compactos.

Tanto el Teorema 1.4.10 como el Corolario 1.4.11 pueden plan-

tearse en términos de sucesiones de conjuntos abiertos:

Teorema 1.4.13 Sea (T, E) una integral generalizada relativa al
espacio de medida difusa (X, M, ) en la clase R, y sea f € E tal
que f ¢ L'(p). Entonces, para cualquier o € R existe una sucesion
(Vo 1) C O tal que para cada n € N, 1ye f € L (p),

lim fdu=a y u(ﬂm)—o.

Ve

Demostracion: Sea (K, 1) C K como en el Teorema 1.4.10 y

para cadan € N témese V;, = K. Entonces se tiene lim,, fvc fdu =

()
/()
M@vn).

Corolario 1.4.14 Sea (T, E) una integral generalizada relativa al
espacio de medida difusa (X, M, ) en la clase R, y sea f € E tal
que f ¢ L'(un). Entonces, existe una sucesion (Vy, ) C O tal que
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para cadan € N, 1yef € L' (),

lm [ fdu=T(f) y p (ﬂ Vn> = 0.

El resultado anterior, con el cual se concluye el presente capitu-
lo, motiva la bisqueda y construcciéon de métodos de integracién
impropia que proporcionen una regla explicita de como tomar el
limite de integrales sobre el complemento de conjuntos abiertos,
yva que de alguna manera, el Corolario 1.4.14 asegura que cual-
quier integral generalizada relativa a un espacio de medida en la
clase R, es de esta forma. En el proximo capitulo se introducen
definiciones de integrales impropias en este sentido.



Capitulo 2

Definiciones de integrales

impropias

En este capitulo se introducen y se estudian algunas definicio-
nes de integrales generalizadas (que a su vez son integrales impro-
pias) y tienen su punto de partida en la conclusién del capitulo
anterior, donde a partir de los teoremas de reordenamiento, se es-
tablecid una conexion entre integrales generalizadas e integrales
impropias.

El Corolario 1.4.14 muestra cualquier integral generalizada T’
en la clase R puede considerarse como una integral impropia en un
sentido clasico. En particular, se demostré que si f es T-integrable,
entonces existe una sucesién (V, |) C O tal que limy, [i,. fdu =
T(f)y 1(N,, V) = 0. Sin embargo, es un resultado de ezistencia
y no indica cémo elegir los conjuntos abiertos V.

La idea de lo que se presenta a continuacion, consiste en in-
troducir un método de integracién generalizada que satisfaga la
caracterizacién dada en la Definicién 1.2.1, pero en el cual se mues-
tre explicitamente cémo elegir las sucesiones de conjuntos abiertos
correspondientes para definir la integrabilidad como un limite de
integrales.

A lo largo del capitulo, se considerard un espacio métrico com-

31
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pacto (X, d) y una medida p boreliana, completa, regular, finita y
difusa, definida en la completacién de la o-dlgebra de Borel de X,
denotada por M. Obsérvese que el espacio de medida (X, M, u)
pertenece a la clase R introducida en el capitulo anterior.

2.1. Preliminares

Dada una funcién f € M, se define el conjunto de puntos de

no sumabilidad respecto a f como:
Ny = {z € X : VU vecindad abierta de z , 1y f ¢ L'(n)}.

Se demuestra directamente que el conjunto Ny es compacto. Lue-
go, como 4 es finita, se satisface que f € L(u) siy s6lo si Ny = 0.
Tomando en cuenta esta observacion, para descartar casos triviales
de funciones en L'(p), por ahora se considerardn funciones cuyo
conjunto de puntos de no sumabilidad sea distinto del vacio.

Dado un conjunto A C X, se dird que ¢ es un cubrimiento por
bolas de A (relativo a la métrica d) si ¢ es una funcién de A a la
coleccién de bolas abiertas de X de forma que para cada z € A,
o(z) = By, donde B, denota una bola abierta que contiene a z.
La coleccién de todos los cubrimientos por bolas de A se denotara
por ®?(A). Dado ¢ € ®%(A), deffnase el conjunto Vi, = (J,c 4 ¢(2).
Nétese que V,, es el conjunto (formado por bolas) que cubre a A.

Dada una funcién f € M, considérese la coleccién ®¢(Ny),
que mientras no exista confusién se denotard como ®. Para todo
¢ € @, se demuestra que lycf € L'(); de hecho, en general se
cumple el resultado siguiente:

Proposicién 2.1.1 SiU € O es tal que Ny C U, entonces 1yef €
L ().

Demostracion: Sea U € O tal que Ny C U. Para cada z € U,
existe V, € O tal que z € V, y 1y, f € L*(u). Luego, como U°€ es
compacto y la coleccién {V,},cpe es una cubierta abierta de U,
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existen 21, ..., z, € UC tales que U C |J!'_; V,. Entonces, se tiene

/Uclfdﬂg/un

=1

flan<d" [ Ifldu<oo. (21
Ve, i=1 "V

g

Las notaciones y definiciones introducidas hasta este punto se
encuentran con mayor detalle en los trabajos [2] y [16].

Antes de continuar con las definiciones de integral impropia,
es importante tener en cuenta los conceptos de conjunto dirigido,
red y convergencia de una red.

Definicién 2.1.2 El par (A, =) es un conjunto dirigido si A es
distinto del vacio y 2 una relacién binaria en A que satisface:

1. sia € A, entonces a = a (reflexividad),

2. dados a,b,c € A;sia =2by b= c, entonces a = ¢ (transiti-
vidad),

3. dados a,b € A, existe ce Atalquec = ayc=0b.

En tal caso, se dice que = dirige al conjunto A.

Si (A, 2) es un conjunto dirigido, T es un espacio topoldgico y
g es una funciéon con dominio A y valores en T', entonces la funcién
g es una red. Luego, se dice que la red g converge a cierto valor
t € T si para toda vecindad de ¢, U, existe ag € A de manera que
para todo a € A con a 2 ag se cumple que g(a) € U.

Obsérvese que el conjunto de los niimeros naturales es un con-
junto dirigido con el orden usual, y cualquier red en N es sim-
plemente una sucesiéon en el espacio topoldgico donde se defina.
Esto bastaria para decir que las redes son una generalizacién de
las sucesiones, sin embargo, merece la pena agregar algunos co-
mentarios relativos al estudio de las redes en espacios topolégicos

y su relacion con las sucesiones.
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En espacios métricos, ciertas propiedades topoldgicas pueden
caracterizarse mediante sucesiones. Por ejemplo, una funcién en-
tre espacios métricos es continua si y solo si es secuencialmente
continua, y un subconjunto de un espacio métrico es cerrado si
y solo si es secuencialmente cerrado. Estos dos resultados no se
satisfacen en espacios topoldgicos en general, sin embargo a partir
de la teoria de redes se obtienen caracterizaciones analogas al re-
emplazar las sucesiones por redes. Para estudiar con mayor detalle
la Teoria de Redes en espacios topolégicos, constiltese [20].

Por otro lado, el concepto de red permite definir la integral
de Riemann mediante la convergencia de una red al considerar
el conjunto de particiones de un intervalo real como un conjunto
dirigido. Para més detalles al respecto, véase [26].

Regresando al punto central, considérese ®, la coleccién de
cubrimientos por bolas del conjunto de puntos de no sumabilidad
de una funciéon dada. La idea de lo que sigue se basa en que la
coleccion @ puede dirigirse de distintas maneras, lo que dard lugar
a distintas definiciones de integral.

Lema 2.1.3 Considérense las relaciones binarias >, = y > de-
findas en ® de la manera siguiente:
Dados v, p € ®,

1. v > ¢ si para todo x € N¢, y(x) C (),
2. v = siVy, CV,,
Sy > sip(Vy) < p(Ve).

Entonces, ® es un conjunto dirigido con cualquiera de las tres

relaciones binarias definidas.

El Lemma 2.1.3 se demuestra directamente. Para distinguir cada
uno de los conjuntos dirigidos correspondiente a cada direccion, se
utilizard la notacién siguiente: ®; = (®,>), &2 = (D, =), &3 =
(®,>).
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Para una funcién f, dendtese por ®* la coleccién de cubrimien-
tos por bolas centradas de Ny. Es decir, dado ¢ € ®* y x € Ny,
©(z) es una bola con centro xz; obsérvese que ®* C ®. Luego, tam-
bién es posible considerar los conjuntos dirigidos ®7 = (®*,>),

$= (0,7) y @ = (0%,>).

Obsérvese que, bajo la hipdtesis p(Ng) = 0, al tomar una
coleccion de cubrimientos (v)yee C @ de forma que sean “cada
vez mas pequenios (0 mas finos) a partir de cierto cubrimiento ¢”
en el sentido de las relaciones >, = 6 >, se podria obtener que
p1(NyVy) = 0. Ademads, de la Proposiciéon 2.1.1, para cada v se
cumple que lycf € L'(u). Esta observacion, en conjunto con el
Corolario 1.4.14 del capitulo anterior, sugiere una idea de cémo
podria definirse la integral impropia para funciones cuyo conjunto
de puntos de no sumabilidad tenga medida cero, que precisamen-
te es lo que se presenta a continuacién: definiciones de integrales
como la convergencia de redes en el conjunto dirigido ®.

2.2. Definiciones y propiedades basicas

Definicién 2.2.1 Dada f € M con u(Ny) = 0, para cada i =
1,2, 3, considérese la red I'y; : ®; — R definida como

Lri(e) = /V fdp. (2.2.1)

©

Mientras no haya confusién, I'y; se denotard simplemente como
I.

De esta manera, se pueden definir distintas integrales mediante
la convergencia de la red I' definida en los distintos conjuntos
dirigidos @1, ®2, ®3 0 algin ®;:

Definicién 2.2.2 Una funcién f € M con u(Ny) = 0 es Ji-
integrable si la red I'y; definida en ®; converge.
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Definicién 2.2.3 Una funcién f € M con u(Ny) = 0 es Jo-
integrable si la red I'y > definida en ®5 converge.

Definicién 2.2.4 Una funcién f € M con u(Ny) = 0 es Jz-
integrable si la red I'y > definida en ®3 converge.

Definicién 2.2.5 Para cada i € {1,2,3}, una funcién f € M con
p(Ny) = 0 es J-integrable si la red I'y; restringida ®; converge.

Si f es una funcién integrable segin alguna de las definiciones
anteriores, como I'y es una red real y R es un espacio de Hausdorff,
de la Teorfa de Redes se tiene que el limite es tnico [20].

Considerando la definiciéon de red convergente, la Definicion

2.2.2 se puede escribir de la manera siguiente:

Definicién 2.2.6 Una funcién f € M con u(Ny) = 0 es Ji-
integrable si existe o € R tal que para todo € > 0, existe p € &
de manera que, para todo ¥ € ®; con ¥ > ¢ se cumple

fdp — «
v

<e. (2.2.2)

En tal caso, se dird que « es el valor de la Ji-integral de f y se
escribird (J1) [ f = a. Similarmente para las integrales Jo, J3 y
J con las direcciones correspondientes en la coleccion ®.

En lo anterior, la desigualdad (2.2.2) se puede escribir como
IT'¢(1)) — a| < €, pero para no perder de vista que el método con-
siste en ir tomando integrales en conjuntos cerrados cada vez més
grandes y contenidos en el complemento de Ny, es conveniente
escribir fV;Z fdp en lugar de I'¢ ().

La integral J; es precisamente la integral impropia desarrolla-
daen [2] y [16]. Luego, durante el desarrollo de la investigacion fue
natural considerar distintas direcciones en ® para las demads defi-

niciones. En particular, la integral J3, como se verd mas adelante,
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tiene relacién con la integral de Harnack (véase [15,29]). Por otro
lado, la Definicién 2.2.5 se puede interpretar en ciertos casos como
una integral del tipo Valor Principal de Cauchy (véase [29]). En
lo que sigue, se analiza la relacion entre estas integrales.

Existe una relacion evidente entre las direcciones >, =y >

definidas en ®, que se destaca en el lema siguiente:

Lema 2.2.7 Sean ~v,p € ®. Si v > ¢, entonces v = p; luego, si
Y = @, entonces v > .

A partir del Lema 2.2.7, se demuestran directamente las dos
proposiciones siguientes:

Proposicion 2.2.8 Si f es una funcion Js-integrable, entonces f

es Jo-integrable y el valor de las integrales coincide.

Proposicién 2.2.9 Si f es una funcion Jo-integrable, entonces f

es Jyr-integrable y el valor de las integrales coincide.

Por otro lado, dado ¢ € @, para cada x € Ny existe una
bola B, (x) centrada en x contenida en ¢(x). Entonces se puede
definir ¢’ € ®* como ¢'(z) = B,,(z) para cada z € Ny. Con esta

observacion se tiene lo siguiente:

Proposicién 2.2.10 Para cadai € {1,2,3}, si f es J;-integrable,
entonces f es J-integrable y el valor de las integrales coincide.

Otra manera de concluir directamente los resultados de las
tres proposiciones anteriores, es notar que la red definida en ®3 es
subred de la red definida en ®5, que a su vez es subred de la red
definida en ®;. Y para cada i € {1,2,3}, la red definida en ®; es
subred de la red definida en ®;. La definicién de subred se puede
consultar en [20].

En la proposicién siguiente se establece la equivalencia de las
integrales Jj y Js para el caso en que el conjunto de puntos de no
sumabilidad es finito.



38 Definiciones de integrales impropias

Proposicién 2.2.11 Sea f € M. Si Ny tiene una cantidad finita
de elementos, entonces f es Jo-integrable si y solo si f es Ji-
integrable.

Demostracion: Supéngase que Ny = {x1,...,xn}. Si f es Jo-
integrable, de la Proposicién 2.2.9 también es Ji-integrable.

Si f es Ji-integrable con integral «, entonces para todo € > 0

existe ¢ € ®; tal que para todo v € ®; con v > ¢, se tiene

/ fdp —«a
vy

Como X es de Hausdorff, para cada i = 1, ..., n existe una vecindad

<e. (2.2.3)

U,, abierta del punto z; de forma que Uy,,...,U,, son disjuntos
dos a dos. Para cada i = 1, ..., n, z; es punto interior de ¢(z;)NUy;,
entonces existe r; > 0 tal que By, (z;) C U(x;). Definase ¢’ € @9
para cada x;,i = 1,...,n, como ¢'(x;) = By,(z;). Siy € gy
v = ¢, es claro que para cada i = 1,...,n, y(x;) C ¢'(x;), es decir,
v > ¢y se satisface la desigualdad (2.2.3). Por lo tanto, f es J,
integrable y (J2) [ f = a. O

Las integrales J1 y Js también son equivalentes cuando el con-
junto de puntos de no sumabilidad es finito, resultado que se de-
mostrard mas adelante en la Seccién 2.3, dedicada a la integral de
Harnack.

La tarea de demostrar que las J-integrales son integrales ge-
neralizadas en el sentido de la Definicién 1.2.1 se dejara para el
Capitulo 3, titulado Propiedades de la J-integral.

Nota 2.2.12 Las definiciones de J—integrabilidad aplican a fun-
ciones cuyo conjunto de puntos de no sumabilidad tiene medi-
da cero. Sin embargo, cabe resaltar que existen funciones f con
p(Ny¢) > 0. Por ejemplo, en [23], para cada k € (0, 1) se demuestra
la existencia de una funcién f € M([0,1],R) que es Henstock—
Kurzweil integrable y satisface u(Ny) = k.
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2.2.1. Definicion usando cubrimientos finitos

El objetivo de esta seccién es demostrar que las definiciones de
integrales introducidas en la seccién anterior se pueden simplificar
al caso de cubrimientos finitos. Primero, obsérvese el resultado
siguiente, que es aplicable para cualquiera de las direcciones >, =
y > definidas en ®.

Proposicién 2.2.13 Sean f € M y p € ®. Si 21,...,2,, € Ny
son tales que Ny C U, p(x;), entonces existe ¢ € @ tal que
Y=y

Vy = J (@) = | olx). (2.2.4)
=1 =1

Demostracion: Sean x1, ...,y € Ny tales que Ny C 7" o(24).
Nétese que cada © € Ny es punto interior del conjunto ¢(z) N
UiZ, ¢(z;), entonces, para cada x € Ny \ {z1,...,zp} definase
Y(x) = By, (), donde ry > 0 es tal que By, (z) C p(z)NUJ", o(24).
Luego, para cada i = 1, ..., m, definase ¢(x;) = ¢(z;). De esta for-
ma, se tiene que Vi = " ¥(z;) = UL, () y ¢ > . O

Para lo que sigue, serd de interés considerar cubrimientos v €
® como el de la proposiciéon anterior, que cumplan que el conjun-
to Vi sea una unién finita de elementos de {¢(7)}.en,; a estos

cubrimientos se les llamara exactos.

Definicion 2.2.14 Dada f € M, un cubrimiento ¢ € ® es exacto
si existen x1, ..., xpy, € Ny tales que

Vo= U ¢@ = o). (2.2.5)
TENy =1

y se dird que es minimal si para todo j € {1,...,m} se cumple

Ny ¢ | el(as). (2.2.6)
i
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Noétese que la compacidad de Ny y la Proposicién 2.2.13 garantizan

la existencia de cubrimientos exactos de Ny.

Nota 2.2.15 Si ¢ € ® es un cubrimiento exacto y x1,...,Tm €
Ny son tales que V,, = /-, ¢(x;), entonces es posible tomar
{vi, . ue} C {z1,...,2m} de forma que V, = Ule o(y;) v, si
j € {1,...,k}, entonces Ny & [, ; ¢(y:). Es decir, los cubrimientos

exactos se pueden considerar minimales sin perder generalidad.

Dendtese como @’ la coleccién de cubrimientos exactos y mini-
males de Ny. Obsérvese que ' C ®. También, es directo notar que
@’ se puede dirigir con las relaciones binarias >, = y > definidas
en la seccién anterior, obteniendo asi conjuntos dirigidos ®}, @, y
@, de donde se pueden definir las integrales Ji, J5 y J5 de forma
analoga a las Definiciones 2.2.2, 2.2.3 y 2.2.4.

Definicién 2.2.16 Una funcién f € M es Ji-integrable si existe
a € R tal que para cada € > 0, existe ¢ € ®] tal que para todo
v € @ con v > ¢ se satisface

fdp — «
vy

<e. (2.2.7)

En términos de redes, f es Ji-integrable silared I'; : @] — R
definida como I'y(¢) = Jire fdu converge.
©
A continuacién se expone el resultado principal de esta seccion:

Teorema 2.2.17 Una funcion f € M es Jy-integrable si y solo si
es Ji-integrable.

Demostracion: Supéngase que f es Ji-integrable con integral
a € Ryseae>0.Sea p € &; tal que para todo v € &1 con v > ¢
se satisface la desigualdad siguiente

fdu —«
vy

<e (2.2.8)
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Por la Proposicién 2.2.13 y la compacidad de Ny, existe ¢ € ®)
tal que ¥ > ¢. Entonces, dado v € ®] C ®; tal que v > 1), se
tiene que v > ¢ y se satisface la desigualdad (2.2.8). Es decir, f
es Ji-integrable con integral a.

Supéngase ahora que Jj [ f = a y sea € > 0. Sea ¢ € ] tal
que para todo vy € ®) con v > ¢ se satisface la desigualdad

<< (2.2.9)

du —
fua2

vy

Sea vy € @1 tal que v > . Sea U abierto tal que Ny C Uy U C V,.
Como 1yef € LY(p), existe § > 0 tal que si A C Uy u(A) < 6,
entonces [, |fldu < §.

Sea K' C V, compacto tal que pu(V, \ K') < 0 (se puede
tomar K’ de esa forma por la regularidad interior de u) y sea
K=NyUK'U U. Obsérvese que K es compacto y K C V,. En-
tonces, existen 1, ..., z,, € Ny tales que K C [J;~, v(z;) y ademéds
p(VA\ Uiz, v(z4)) < 6. Sin pérdida de generalidad, supéngase que
para cada j € {1,...,m} se tiene que Ny ¢ |J,; v(zi).

Sea x € Ny. Six € {z1,...,Zm }, definase 1(x) = y(z). En otro
caso, como x es punto interior de v(z) N UL, v(x;), existe r > 0
tal que B,(z) C y(x) N, v(x;); definase ¢(z) = By(x). De esta
forma, 1) € ®; y se satisface

m

Vo=Jw(), v=7 v pVy\Vy)<d. (2.2.10)
=1

Nétese que Vi = VE\ (VA \ V), (VAA\Vy) C Viiy (V4 \Vy) C U-.
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Entonces, se tiene que

fap-o|=|[ sau- [ gau-a
Ve |43 Vo \Va
<|[ san—al+ | fan
ve VoAV (2.2.11)
€
<5+ [ 1
Vi\Vy
<€
Es decir, f es Ji-integrable con integral a. O

Las equivalencias entre las integrales Jo y Jj, asi como entre
Jsy Ji, se demuestran de manera andloga. De hecho, la demostra-
cién del Teorema 2.2.17 puede replicarse paso a paso, sustituyendo
directamente Ji, J| y ®; por Jo, J5 y P9, 0 por J3, Ji y P3. En
particular, en la construcciéon del cubrimiento 1, véase la expre-
sién (2.2.10) en la prueba, obsérvese que 1) > ~ implica que 1) =
y ¥ > 7, segin el Lemma 2.1.3.

Mais alld de agregar estas otras definiciones a la lista de in-
tegrales impropias, lo fundamental de esta seccidn es resaltar la
propiedad de que, en el proceso de integraciéon impropia desarro-
llado en la seccién presente, es posible tomar cubrimientos finitos
(exactos).

2.3. Integral de Harnack

En [2] se hace referencia a la integral de Harnack cuando se
introduce la definicién de la Ji-integral, dando a entender que hay
cierta relacién entre estas integrales. Sin embargo, a diferencia
de las integrales J; y J2, en la integral de Harnack se compara la
medida de los cubrimientos que se toman, en lugar de la contencién
entre éstos. Introducir el orden “>” en la colecciéon ®3 y definir la
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Js-integral es un medio para conectar la integral de Harnack con
algunas ideas del trabajo presente.

La integral de Harnack fue desarrollada un par de décadas an-
tes que la Teoria de Integracién de Lebesgue y se basa en la inte-
gral de Riemann, sin embargo, asi como lo presenta E. W. Hobson
en [15], es mds general y mds practico considerar la integral de
Lebesgue en lugar de la de Riemann en la definicién original de
Harnack. Por otro lado, Harnack utiliza en su definicién la nocién
de contenido cero, sin embargo, para el caso de conjuntos compac-
tos, las nociones de contenido cero y medida cero son equivalentes.

Siguiendo a Hobson [15], se presenta a continuacién la defini-
cién de integral de Harnack a partir de la integral de Lebesgue,
definida para funciones medibles en intervalos reales [a,b] con la
medida de Lebesgue v.

Definicién 2.3.1 Sea f € M ([a,b]) con v(Ny) = 0. La funcién f
es Harnack integrable si existe o € R tal que para todo € > 0 existe
6 > 0 de modo que, para toda coleccién finita de intervalos abiertos
{A;}7, cuya unién contenga a Ny (de forma que cada intervalo
A; contenga al menos un punto de Ny) y tal que 1", v(A;) < 4,

‘/(U?_lAi)c fdv=e

se cumple

<. (2.3.1)

En la Definicién 2.3.1, si no se incluyera la condicién de que
cada intervalo A; contenga al menos un punto de Ny, cualquier
funcién integrable en el sentido de Harnack seria absolutamente
integrable. Este comentario se resalta en [29], donde se presenta
un estudio detallado sobre la evolucion de la Teoria de Integracién,
incluyendo las ideas de Harnack y su definicién original de integral.

A continuacion, se demuestra una caracterizacién de la Js-
integral que resulta ser mds familiar a la definicién de integral de
Harnack (Definicién 2.3.1). En este resultado, se retoma el con-
texto de espacios de medida considerado previamente, donde X
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es compacto, p es una medida con las propiedades establecidas al

inicio del capitulo y M es el espacio de funciones medibles.

Proposicién 2.3.2 f € M es Js-integrable con (J3) [ f=a siy
solo st, para cualquier € > 0 existe d > 0 tal que para todo v € 3
con p(Vy) < 0, se tiene que

fdu — «
vy

<e (2.3.2)

Demostracion: Supéngase que (J3) [ f = ay sea e > 0. Enton-
ces existe ¢ € ® tal que para todo v € 3 con v > ¢, se satisface

/ fdu —«
vy

Es claro que, tomando § = p(V,,) se obtiene el resultado.

<e. (2.3.3)

Supédngase ahora que existe & > 0 tal que para todo v € ®3 con
pn(Vy) < 0 se satisface la desigualdad (2.3.2), y sea ¢ € ®3. Por
la Proposicién 2.2.13 y la compacidad de Ny, existen x1,...,x, €
Ny y ¢ € @3 tales que Vi = Ui ¥(xi) = U, ¢(z;). Como
pu(Ny) =0y p es regular, existe A C X abierto tal que Ny C Ay
u(A) < %. Témese ¢’ € ®3 de manera que para cada x € Ny, se
tenga ¢'(x) C ¢(z) N A. Entonces, como V,y C UxeNf ((z) N A)
y UxeNf (P(x) NA) = U, (p(x;) N A), se tiene que

o) NA) <Y plp(z) NA) <6 (2.3.4)

=1 i=1

C=

H(Vap’) < u(

Sea v € @3 tal que y>¢'. Como u(Vy) < (V) < 6, se satisface la
desigualdad (2.3.2). Por lo tanto, f es Js-integrable con (J3) [ f =
a. O

En el resultado siguiente, se demuestra la equivalencia entre
las integrales J; y J3 para el caso en que el conjunto de puntos de
no sumabilidad de una funcién sea finito.
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Teorema 2.3.3 Sea f € M. Si Ny es finito, entonces f es J3-

integrable si y solo si f es Jy-integrable.

Demostracion: Si f es Js-integrable, por las Proposiciones 2.2.8
y 2.2.9 se cumple que f es Ji-integrable y (J1) [ f = (J3) [ f.

Supdngase ahora que f es Ji-integrable con Ji-integral a. Sea
€ > 0y tomese ¢ € & tal que para todo v € ® con v > ¢, se
satisface

fdp —a| <e. (2.3.5)

Ve

Se considerara inicialmente el caso particular en que Ny es un
solo punto zg. Como el espacio X es compacto, el didmetro D
de X (definido por D = sup{d(z,y) : =,y € X}) es finito. Sin
pérdida de generalidad, se puede suponer que ¢(zg) = Br(zo),
con 2R < D.

Definase Y = X x [0,D] y Z = X x [&,D] y considérese la

métrica del maximo en Y. Se tiene que Y es compacto y Z es
un subespacio compacto de Y. Como % < D, Z # (. Definase la
funcién ¢g : Y — R para todo (z,t) € Y como g(x,t) = u(B(x)).
Se demostrara que g es continua. Primero, obsérvese que para todo

(x,t) €Y,
o(at) = w(Bila)) = [ 1,y (2.3.6)

Considérese una sucesiéon (zp,t,) convergente en Y con limite
(z,t). Para cada n, se tiene que g(zp,t,) = [ 1B, (on)dp- Ademas,
1, (en) < 1x y limp1p, (z,) = lp,(x)- Entonces, considerando
que pu(X) < oo, por el teorema de convergencia dominada de Le-

besgue, se tiene que

11;1}1/1Btn(xn)d/l=/13t(x)d/~h (237)

es decir, lim,, g(xn, t,) = g(x,t). Por lo tanto, g es continua en Y.
En particular, g es continua en Z, y como Z es compacto y no
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vacio, entonces g alcanza el valor minimo en Z. Sea
0 =min{g(x,t) : (z,t) € Z}. (2.3.8)

Sin pérdida de generalidad, se puede asumir que p es estrictamente
positiva, ya que se puede restringir x4 a su soporte (que es subcon-
junto compacto de X)) sin perder las hip6tesis originales. Con ello,
se garantiza que § > 0.

Sea v € @ tal que u(y(xp)) < d,y sean z € X y r > 0 tales que
v(zo) = By(x). Supbngase que existe z € y(xp) tal que z ¢ ¢(xo).
Entonces

R < d(z,x0) < d(z,z)+ d(x,x0) < 2r, (2.3.9)

de donde 7 > £. Es decir, (z,7) € Zy 6 < g(z,t) = p(Bi(z)) =
wu(v(xg)), que es una contradiccién. Por lo tanto, v(xg) C p(xo) v
~v > ¢. Luego, se satisface la desigualdad (2.3.5) y por la Proposi-
cién 2.3.2, f es Js-integrable y (J3) [ f = a.

Ahora, supéngase que Ny = {z1,...,xz,}. Se puede suponer
que para cada ¢ = 1,..,n, ¢(z;) es una bola centrada en z; y
o(z;) Np(z;) =0 para i # j. Mediante el procedimiento anterior,
para cada i = 1,...,n, se puede tomar §; > 0 tal que si una bola
B, (z) contiene a z; y p(Byr(x)) < d;, entonces By (z) C ¢(x;). Sea

min{d; :i=1,..,n}

n

0=

(2.3.10)

Sea v € @ tal que pu(V5) < é. Entonces, como V,, = (7 v(z:),
para cada i = 1,...,n se tiene que u(vy(z;)) < 0 < §;, por lo que
v(z;) C @(x;) y v > . Por lo tanto, se satisface la desigualdad
(2.3.5), y por la Proposicién 2.3.2, se tiene que f es Js-integrable

y (J3) [ f=c O



Capitulo 3

Propiedades de la
J-integral

En este capitulo se presentan algunas propiedades de la Ji-
integral. Obsérvese que cualquier propiedad de la integral J; tam-
bién se satisface para las integrales Jo y J3, ya que, como se es-
tablece en las Proposiciones 2.2.8 y 2.2.9, toda funcién que es
integrable segtiin Jo 6 J3 también es Jq-integrable. Por esta razén,
es suficiente presentar y demostrar propiedades de la integral Jq,
que se denotara simplemente como J-integral mientras no exista
confusién.

En primer lugar, se prueba la linealidad de la J-integral, lo
que permite situar a las J-integrales en el marco de las integrales
generalizadas en el sentido de la Definicién 1.2.1. Después, se pre-
sentan algunas propiedades relacionadas con la descomposicién del
dominio de integracién y se desarrolla un ejemplo de una funcién
definida en un subconjunto de R?, el cual muestra que, en general,
la J-integral no es aditiva con respecto al dominio de integracién.

En la parte final del capitulo, se establece la relacion entre la J-
intergal y la integral de Henstock—Kurzweil para el caso particular
de funciones reales de variable real con un niimero finito de puntos

de no sumabilidad.

47
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Al igual que en el capitulo anterior, considérese un espacio
métrico compacto (X, d) y una medida p boreliana, completa, re-
gular, finita y difusa, definida en la completacion de la o-algebra
de Borel de X, la cual se denota por M.

3.1. Linealidad de la J-integral

Dadas dos funciones J-integrables, como se vera a continua-
cién, no es directo demostrar que la funcién suma es J-integrable.

Sean fy g dos funciones J-integables tales que (J) [ f=ay
(J) [ g = B. En términos de redes y considerando la notacién del
capitulo anterior, se tiene que la red I'y : ®(Ny) — R definida
para ¢ € ®(Ny) como

L) = /V fdu (3.1.1)

converge a «, y lared I'y : ®(Ny) — R definida para v € ®(Ny)

como

Ly(v) = /V gdu (3.1.2)

converge a f3.

Luego, se puede definir naturalmente la red suma I'y +T'y en
el conjunto ®(Ny) x ®(Ny) de la manera siguiente:

Dados (1, p2), (71,72) € ®(Ny) x ®(Ny), se tiene que

(71,72) = (P1.902)  si M =01y 72> w2,
y dado (¢1,p2) € ®(Nf) x ®(Ny), se define

Ly +Tg)(p1,02) = fdu+ / gdp. (3.1.3)
Vé, Ve,

En tal caso, se demuestra que la red I'y + I'y converge a a + 3,
sin embargo, lo que se desea probar es que la red I'y; 4, definida
en ®(Nyyg), converge a a + . Para lograrlo, sera necesario el
resultado siguiente:
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Teorema 3.1.1 Sea f € M J-integrable con (J) [ [ = a y sea
P € K de medida cero. Entonces, para cada € > 0, existe ¢ €
®(Ny U P) de manera que, para todo v € ®(NyU P) con vy > ¢,
se cumple

fdu —«
vy

<e (3.1.4)

Demostracion: Sea € > 0 y sea ¢ € ®(Ny) tal que para todo
v € ®(Ny) con v > ¢ se satisface la desigualdad (3.1.4).

Para el caso P = () o P C Ny, el mismo cubrimiento ¢ funciona
para obtener el resultado. Supéngase entonces que P ¢ Ny y sea
Q = P\ Ny. Se extendera el cubrimiento ¢ al conjunto @ de
manera que se cumpla la propiedad deseada. Para esto, para cada
n € N definase

Qn = {a: €Q:d(x,Ny) > i} , (3.1.5)

y sea Qo = (). Como Ny y cada @, son compactos, existen V,, W, €
O tales que Ny C V,,, Q, C W, y V, N W), # (). Obsérvese que

Q = Un Qn
Para cada n € N, considerando que lycf € LY(u), témese
dn, > 0 de forma que si A € My u(A) < d,, entonces

€

Como p es regular y pu(Q,) = 0, es posible tomar S,, € O tal que
Qn CSny M(Sn) < Op, ast que p(S, N Wn) < M(Sn N Vrf) <0y

€

Seax € NyUP.Sixz € @= P\ Ny, entonces € Qp \ Qn—1
para algin n € N. En este caso, témese una bola abierta B, tal
que z € B, y B,y C S, N W, y definase ¢/(x) = B,. Nétese que
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¢'(xz) C S, NV Luego, si x € Ny, definase ¢'(z) = ¢(z). De esta
forma, se ha definido ¢’ € ®(N; U P).

Para cada n € N, sea

Zn=|J ¢ (3.1.8)
ern\Qn—l

y témese Z = J,, Zn. Se tiene entonces que

Z =] ¢@). (3.1.9)

z€eQ

Obsérvese que para cada n € N, 1 (Z,) < 6,, de donde

L= [ i< ¥ 5 = 5 (3.1.10)

Sivy € ®(NyUP) tal que v/ > ¢, ysiy € ®(Ny) es la
restriccion de 7' a Ny. Nétese que v > ¢ y VJ\ V, C Z. Entonces,

Mu—azk/,Mu— fap+ [ fdp—a
Ve, Ve ve Ve
< / fau|+| [ fdu—a
VIV, Ve
) (3.1.11)
</ Fldu+ &
VIV,
< / Fldu+ <
7 2
< €.
]

El resultado siguiente, que es consecuencia del teorema ante-
rior, establece que en la definicién de J-integrabilidad (Definicién
2.2.6), es equivalente considerar cubrimientos de conjuntos com-
pactos de medida cero que contengan al conjunto de puntos de no
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sumabilidad de la funcién en cuestion.

Teorema 3.1.2 Sea f € M una funcion con p(Ny¢) = 0. Enton-
ces, f es J-integrable con (J) [ f = a siy solo si, para cualesquiera
P € K de medida cero y € > 0, existe ¢ € ®(Ny U P) de manera
que, siy € ®(Ny U P) con v > ¢ se satisface

fdp —a
vy

<e (3.1.12)

Demostracion: Si f es J-integrable con (J) [ f = a, el resul-

tado se obtiene por el Teorema 3.1.1.

Supoéngase ahora que dado cualquier P € K de medida cero
y para todo € > 0, existe ¢ € ®(N; U P) de manera que, si y €
®(NfUP) con vy > ¢ se satisface la desigualdad (3.1.12). Al tomar
P = () se obtiene el resultado. O

Teniendo en cuenta el Teorema 3.1.2, el resultado deseado se

presenta en el corolario siguiente:

Corolario 3.1.3 Sean f,g € M funciones J-integrables. Enton-
ces, f+ g es J-integrable y

(J )/f+g /f+ / (3.1.13)

Demostracion: Supéngase que (J) [ f=ay (J) [g= By sea
€ > 0. Por el Teorema 3.1.2, como Ny, Ny C Ny U Ny y u(NyU
Ny) = 0, existen ¢1, p2 € (NfUN) tales quesiy > @1y v > p2,

/ngu—ﬁ

Témese ¢ € ®(Ny U Ngy) de forma que ¢ > @1y ¢ > @2, y sea

entonces

<< (3.1.14)

€
<=y 5

du —
fdp— o) <5

v
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v € ®(Ny U Ny) tal que v > ¢. Entonces, se cumple que

/ fdu—a+/ gdu—ﬁ|
Ve Ve

/fdu—a /gdu—ﬁ|
Ve Ve

< €.
(3.1.15)

/ (f+g)du—(a+ﬁ)' =
Vi

< +

Luego, como Ny, C Ny U Ny, por el Teorema 3.1.2 se tiene que
f + g es J-integrable con integral a + 3. O

Obsérvese ademds que, si f es J-integrable y (J) [ f = a, se de-
muestra directamente que dado ¢ € R, la funcién cf es J-integrable
y

(J)/cf:c(J)/f. (3.1.16)

Por lo tanto, la J-integral es lineal.

3.1.1. La J-integral como integral generalizada

En lo que sigue, se demostrara que la J-integral es una integral
generalizada en el sentido de la Definicién 1.2.1, que se recuerda

a continuacién para facilitar la lectura:

Definicién 1.2.1 El par (T, E) es una integral generalizada re-
lativa a un espacio de medida (X, M, u) en una clase dada C de
espacios de medida, si EE C M es un espacio vectorial, T es un

funcional lineal en E y se cumplen las condiciones siguientes:
1. LY(p) C E.
2. SifeEyf>0, entonces f € L*(p).

3. Si f e L' (u), entonces T(f) = [ fdu.
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Osérvese que si E es el espacio de funciones J-integrables, y
para cada f € E se define T como T(f) = (J) [ f, entonces,
por el Corolario 3.1.3, E C M es un espacio vectorial y T es un
funcional lineal. Queda por verificar que la J-integral satisface las
propiedades 1, 2 y 3 de la Definicién 1.2.1.

Al inicio del Capitulo 2, al definir la J-integral se omitié por
practicidad el caso trivial de funciones en L!(x). Sin embargo,
nada impide argumentar lo sigiuente: dada una funcién f en L*(p),
se tiene que Ny = (), por lo que el tnico cubrimiento posible es la
funcion vacia, definida del conjunto vacio a la coleccién de bolas
abiertas de X. Entonces, la integral sobre el complemento de este
cubrimiento es justamente la integral f fdu. Por lo tanto, si f €
L'(p), entonces f es J-integrable y (J) [ f = [ fdu; es decir, la
J-integral satisface las propiedades 1 y 3 de la Definicién 1.2.1.

Para la propiedad 2, se tiene la siguiente proposicién:

Proposiciéon 3.1.4 Si f es J-integrable y f > 0, entonces f €
LH(p).

Demostracion: Sea f tal que (J) [ f = a. Se tiene entonces que
la red T'y definida para cada ¢ € ®(Ny) como I'y(¢) = fv; fdu
converge a o. Ademds, como f > 0, la red I'y es creciente. Luego,
de la teorfa de redes (véase [20]), existe una subred de I'y nume-
rable, que también converge a a. Es decir, existe (¢n)n C ®(Ny)
tal que la sucesion creciente ( fVﬁn fd,u)n converge a «. Entonces,
tomando en cuenta que

11’71111 lye f=F pcd, (3.1.17)

por el teorema de la convergencia mondétona clasico, se tiene que

fe Ll (). O

Como comentario adicional, en virtud de la linealidad de la J-
integral, ahora seria posible considerar funciones con valores com-

plejos.
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3.2. Propiedades aditivas respecto al domi-

nio de integracion

Antes de demostrar propiedades aditivas de la J-integral, el
resultado siguiente, que es consecuencia de la condiciéon de Cauchy
para redes (véase [20]), sera de utilidad.

Proposicién 3.2.1 Una funcion f € M con u(Ny) = 0 es J-
integrable si y solo si, para cada € > 0 existe ¢ € ®(Ny), de modo
que para todo v, € ®(Ny) con v > ¢ y 1 > ¢, se cumple

/ Fdyu— / fdp
VAV, VAV,

Y

<e. (3.2.1)

Demostracion: Sea f € M con u(Ny) = 0. Como la J-integral
de una funcién se define como la convergencia de una red real, se
satisface que f es J-integrable si y solo si, para cada € > 0 existe
¢ € ®(Ny), de modo que para todo 7,7 € ®(Nyf) con v > ¢y
¥ > p, se cumple

<e (3.2.2)

fdu—/vc fdy
P

vy

Luego, sustituyendo
VE= (W \ Vo) U(VpuVa)e y V= (Vo \ V) U(VypUVy)e

en la desigualdad (3.2.2), se obtiene la desigualdad (3.2.1). O

Ademds de la propiedad aditiva de la Proposiciéon 1.2.4, se
satisface el resultado siguiente:

Teorema 3.2.2 Sea f € M y sean X1, Xs € K tales que X =
X1UXo, p(X1NX2) =0y NyN(X1NX3) = 0. Si f es J-integrable,

entonces f es J- integrable en X1 y en Xa, y se satisface

) / f=) / I f + () / L f (3.2.3)
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Demostracion: Supongase que f es J-integrable y sea € > 0.
De la Proposicién 3.2.1, existe ¢ € ®(Ny) de manera que, para
todo v,1 € ®(Ny) con v,1 > ¢ se satisface

/ fd,u—/ fdu| < e (3.2.4)
Vip\Vy VA\Vy

Sean f1 = 1x,f, fo = 1x,f, N1 = Ny, y N2 = Ny,. Como
Ny = N1 UNy y Nyn (X1 N Xz) =0, se puede suponer que ¢
satisface lo siguiente: si © € Ny, entonces () C X \ Xo C X1;y
si x € Na, entonces ¢(x) C X \ X7 C Xo.

Definase 1 en ®(N1) como p1 = ¢|n, y sean 71,11 € ®(Ny)
tales que v1,Y1 > ¢1. Sea 7y, € ®(N3) de forma que para todo
z € Na, 72(z) C ¢(x), y témese Y3 € ©(N2) como g = 2.

Ahora, deffnase v y ¢ en ®(Ny) de la siguiente forma: para
z € Ni, v(x) = m(z) y ¢(x) = ¢(z); y para € Na, y(x) =
~v2(x) = 1ha(x). Obsérvese que v, > .

Entonces, se tiene

/ f1dM=/ fld/H-/ fadp
le \V’Y1 V1/11 \V’Yl ng \V’Yz

:/ (fl—i-fz)du-i-/ (f1 + fo)du
Vw1\v'y1

Vt/)z \V’YQ

= / (fi + fo)dp
(Vipy \VA )U(Vipy \ Vi)

= / fdu.
Vip\Vy
(3.2.5)

Similarmente,

[ ndu=[ g, (3.2.6)
Vg \Vip Vy\V
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de donde

/ frdu —/ Jidu
le \V’Y1 V- 1\V¢1

y

/ fdp — / fdp
Vw\Vw V- \Vw

:
< €.
(3.2.7)

Por lo tanto, fi; es J-integrable. Luego, como f y f; son J-
integrables y fo = f — f1 p-c.d., se tiene que fo es J-integrable.
O

Para el caso de una funcién f € M([a,b],R), el resultado an-
terior se cumple aun cuando la divisién del dominio de f incluye
puntos de Ny, ya que la interseccién de Ny con las divisiones seria
un solo punto. Es decir, se satisface el teorema siguiente:

Teorema 3.2.3 Sea f € M([a,b],R) una funcidn J-integrable y
sea © € (a,b). Entonces, f es J-integrable en los intervalos [a, z]

y [x,0], y se satisface

D [ 1= [taas+ O [1anf  G28)

En resumen, si se divide el dominio de integracién de una fun-
cién J-integrable y la division no incluye puntos de no sumabi-
lidad, la J-integral es aditiva. Sin embargo, asi como se muestra
en el ejemplo desarrollado a continuacién, en general no se puede
dividir el dominio de integracion arbitrariamente y esperar que la
funcién sea J-integrable en cada parte de la divisién.

3.2.1. Un ejemplo importante

En lo que sigue, se construyen una funcién f definida en X =
[—1,1] x [-1,1] € R? y dos subconjuntos X1, Xs C X tales que
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X = X UX>, de manera que f es J-integrable en X con (J) [ f =
0, pero f no es J-integrable en X; ni en Xs.

Ejemplo 3.2.4 Considérese X = [—1,1] x [=1,1] con la métrica
del mdzimo y v la restriccion a X de medida de Lebesque en R?.
Sea g : [-1,1] — R definida para cada = € (0,1] por g(z) =
x?sin (1/x) y para x € [-1,0] como g(z) = 0. La grdfica de la
funcion g divide a X en los conjuntos

Xi={(z,9):y<g(x)} y Xo={(z,y):9() <y}

Nétese que, para cada n € N, sen(1/x) =0 en x = 1/(nw).
Ademds, si x = 2/[(2n + 1)7], entonces sen(1/x) =1 para n par,
y sen(l/x) = —1 para n impar.

En general, se cumple que 2nm < (2n+ 1)m < 2(n + 1)7, de
donde

1 2 1
. 2.
(n+ 1w < (2n+ 1)m < nm (3:2.9)
Para cada n € N, definase
2
bp = ———. 2.1
2n+ 1) (3:2.10)

Sea n par. Como la funcion sen(1/x) es continua en el inter-

W, %], existen ay, c, tales que

€ ! b efb !
a T C e
n (n+ 1)7'('7 n 9 n s nmt )
1 1 1 1
sen | — = -, sen | — = —.
(7% 2 Cn, 2

Definase el rectangulo R, como

valo {

a? a?

&f4%mmx<_;,;>. (3.2.11)

Obsérvese que 1/[(n + 1)) < ap < by, < ¢, < 1/(n7). Lue-
go, para todo x € (an,cy) se tiene que 1/2 < sen(1/x), por lo
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que 22/2 < x2%sen (1/x). Ademds, para todo x € (an,c,) se tiene
que a2 /2 < x2/2. Por lo tanto la region R, queda totalmente por

debajo de la grdfica de g en el intervalo

1 1
(n+1)7" nm
y R, C X1. Si A, representa el drea de R,, se tiene que A, =
a2(cp — ay).

Definase ahora
a? a?
Ryp_1 = (bn—l - ‘bn - an|ybn—1 + ’Cn - bn’) X (_2717 2n> .

Es directo notar que Ry_1 queda totalmente por arriba de la grifica

e )

Notese que el drea de R,_1 es la misma que el drea de R,, es
decir, A,_1 = A,. Ademdas, R,_1 C Xo.

Ahora, se definird la funcién f de la forma siguiente:

Sea x € X. Si para todon € N, x ¢ R,,, definase f(x) =0, y
st x € Ry, definase

de g en el intervalo

flx) = n;n st n es par, (3.2.12)
/ 1
f(z) = oA sin es impar. (3.2.13)
Entonces, se tiene que
1

/X1 fdv = zn:/R% fdv = Zn: - (3.2.14)

/ -1
. fdv = En: /R%H fdv = ; — (3.2.15)
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Por lo tanto f no es J-integrable en X1 ni en Xo, ya que si lo
fueran, del hecho de que 1x,f > 0 y 1x,f < 0 se tendria que
1X1f, 1X1f S Ll(lj).

Sin embargo, como se comprueba a continuacion, la funcion f
es J-integrable en X y el valor de la integral es cero.

Primero, notese que Ny = {(0,0)}. Sean e > 0y N € N tal
que 1/N < e.

Definase

con k€ (0,1).
Sea v > 0. Si~y es de la forma v(0,0) = (a,b) x (c,d), se tiene
que b < 1/Nm, y existe n > N tal que

1 1
be | ——,—|.
(n+ )7 nm
Sin es par, el conjunto Vy ancluye a la porcion Vi N Ry (que

puede ser vacio), a Ry_1 y al resto de pares de rectinculos Ry, y
R,—1 que estdn “a la derecha” de R,,—1, conm =2,....,n—2. Por

B /X/menf+/l%n—1f+:zZ::22/mf‘

B ~/V,fﬂRn f " /Rn_l f‘

lo tanto,

J..!

~

(3.2.17)

IN

VAN

m 3|~
2‘.—! \ D:J\

S

|
\N
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Por otra parte, sin es impar, el conjunto Vi incluye a la porcion
Vi N Ry, y al resto de pares de rectdnculos Ry, y Ry—1 que estdn

“a la derecha” de R,, con m =2,...,n— 1. En este caso, se tiene

JoA- 2
- /V,YcﬁRnf
< /Rnf (3.2.18)
<L
=N
<€

Se concluye entonces que (J) [ f =0.

Obsérvese que, si en el Ejemplo 3.2.4 se consideran

Yi={(z,y):y>0} y Yo={(z,y):y<0},

se tendria un caso donde Ny C Y1NY3 y la funcién f es J-integrable

tanto Y7 como en Y5.

3.3. Un caso particular de la relacién con la

integral de Henstock—Kurzweil

El objetivo de esta seccién, es analizar la relacion que tiene
la integral de Henstock—Kurzweil con la J-integral para un caso
particular. Concretamente, primero se expone un panorama resu-
mido de la integral de Henstock—Kurzweil, y luego se presentan un
par de resultados sobre la equivalencia entre esta integral y la J-
integral para el caso de funciones con un ntimero finito de puntos

de no sumabilidad.
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Es necesario introducir algunas notaciones antes de presentar
la definicién de integral de Henstock—Kurzweil:

Considérese [a,b] C R. Un intervalo etiquetado ([c,d], z) con-
siste de un intervalo [c,d] C [a,b] y una etiqueta = € [c,d]. Si
§ es una funcién de la forma § : [a,b] — RT, se le llama fun-
ci6n medidora, y un intervalo etiquetado ([c,d],z) se dice que es
d—fino si [¢,d] C [x — 6(x),z 4+ 6(x)]. Por otro lado, una particién
etiquetada de [a, b] es una coleccién de intervalos no traslapados
P = {(ai, bi], z;) }7—; tal que [a,b] = Ui~ [a:,bi], y P se dice que
es d—fina si para cada ¢ = 1,...,n se cumple que [a;, b;] es —fino.
Se demuestra que dada una funcién medidora § en [a,b], existe
una particién etiquetada de [a, b] que es d—fina.

Definicién 3.3.1 (Integral de Henstock—Kurzweil) Una fun-
cién f : [a,b] — R es Henstock-Kurzweil integrable si existe
a € R tal que para todo € > 0, existe una funciéon medidora ¢ en
[a,b] de forma que para toda particion P = {([a;, b;], i)}, de
[a, b] que sea d—fina, se cumple que

D fwi)(bi—ai) —af <e, (3.3.1)

En tal caso, se escribe (HK) f; f=a

El resultado siguiente es el mismo Teorema de Hake mencio-
nado al final del Capitulo 1 (Teorema 1.4.12), pero enunciado de
una forma simplificada:

Teorema 3.3.2 Una funcion f : [a,b] — R es HK -integrable si
y solo si, para todo x € (a,b) f es HK -integrable en [a,z] y existe
el limite

lim (HK) /az f.

z—b—

En tal caso,
b

(HK) | f= lim (HK) / 3 (3.3.2)

a b~
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Las definiciones, notaciones y resultados expuestos hasta este
punto de la presente seccién, se encuentran en [4] y [9], referencias
que se pueden consultar para un estudio detallado de la integral
integral de Henstock—Kurzweil.

Como se verd, la equivalencia entre la integral de Henstock—
Kurzweil y la J-integral para el caso especifico de funciones reales
de variable real con un nimero finito de puntos de no sumabilidad,
es consecuencia directa del Teorema de Hake 3.3.2. Por otra par-
te, como se comenta a continuacién, la comparacién entre ambas
integrales para el caso mas general de funciones reales definidas

espacios métricos, es mas compleja.

Nota 3.3.3 El punto de partida para extender las ideas de inte-
gracién de Henstock—Kurzweil para funciones definidas en espacios
mas generales que R, asi como lo expone el mismo Henstock en su
libro The General Theory of Integration [14], consiste en encon-
trar o construir conjuntos adecuados para sustituir el papel de los
intervalos en R. En [28], por ejemplo, se presenta un estudio deta-
llado de una extensién de la integral de Henstock para funciones
reales definidas en espacios de medidas borelianas, en el cual se
introduce una definicion de integral del tipo Henstock—Kurzweil y
se demuestra una version del Teorema de Radon—Nikodym para

esta integral.

De acuerdo con la Nota 3.3.3, si se quisiera estudiar la posible
relacién entre la J-integral y la definicién de integral introduci-
da en [28] para el caso de funciones reales definidas en espacios
métricos, la comparacién quedaria limitada a funciones cuyo do-
minio sean los subconjuntos que, de alguna manera, generalizan a
los intervalos, y no todo el espacio. Por otro lado, como se vera a
continuacién, para el caso funciones reales definidas en intervalos

reales si existe un punto claro de comparacion.
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Continuando con el objetivo de la presente seccion, si f €
M ([a,b]) es una funcién medible con Ny = {b}, es directo notar

que (J) [ f=asiy solo si

lim fdv = a. (3.3.3)

r—b— [a,x]

De esta observacién y del Teorema 3.3.2 se demuestra la proposi-

cién siguiente:

Proposicién 3.3.4 Sea f € M([a,b]) y supdngase que Ny = {b}.
Entonces, f es J-integrable si y solo si f es HK -integrable y las
integrales valen lo mismo.

Demostracion: Supéngase que f es J-integrable y (J) [ f = a.
Sea € > 0. Existe ¢ € ®({b}) tal que para todo v € ®({b}) con
=2

fdv — a
vy

< e. (3.3.4)

Es decir, existe 6 > 0 tal que ¢(b) = (b — 0,b], y para todo z €
(b—0,b],

fdv — a

[a,z]

<e (3.3.5)

por lo que
lim fdv = a. (3.3.6)
T—b~ [a,x]
Luego, como para todo x € (b—9,b], 154 f € L(v), en parti-
cular para todo x € (b— 4, ] se tiene que Liq,z)f es H K-integrable.
Entonces, por el Teorema 3.3.2 se tiene que f es HK integrable y

b T
(HK)/ f= lim (HK)/ f= lim fdv=a. (3.3.7)

z—b— x—b— [a,x]

Ahora supdéngase que f es HK-integrable y (HK) [ f = .
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Por el Teorema 3.3.2 se tiene que

a= lim (HK) /I f (3.3.8)

T—b~

Sea € > 0. Existe 6 > 0 tal que para todo = € (b — §,0] se
cumple

‘(HK) /:f —a| <e (3.3.9)

Pero como para todo z € (a, b) se tiene que 1y, ;) f € L*(v), enton-

|/ fdv — a
[a,z]

Tomando ¢ € ®({b}) como ¢(b) = (b — 0, b] se comprueba direc-
tamente que f es J-integrable y (J) [ f = c. O

ces se cumple

< €. (3.3.10)

Tanto el Teorema de Hake como la proposicién anterior se pue-
den demostrar para el caso en que Ny = {a} de forma andloga,
pero considerando limites por la derecha. De esta manera, el re-
sultado se puede extender para un ntimero finito de puntos de no
sumabilidad considerando el Teorema 3.2.3 y aplicando la Propo-
siciéon 3.3.4 a cada subintervalo. Es decir, se cumple el resultado
siguiente:

Teorema 3.3.5 Sea f € M([a,b]) y supongase que Ny es finito.
Entonces, f es J-integrable si y solo si f es HK-integrable y el
valor de las integrales coincide.

Del Teorema 3.3.5, y recordando los Teoremas y 2.2.11 y 2.3.3
del Capitulo 2, se tiene la afirmacién siguiente: para funciones
reales definidas en [a,b] C R con un ntmero finito de puntos de
no sumabilidad, las J-integrales (Jy, Jo y J3) y la integral de

Henstock—Kurzweil son equivalentes entre si.



Capitulo 4

Integrales impropias en
espacios localmente

compactos

En la teoria de las J-integrales desarrollada en los Capitulos
2 v 3, se consideran funciones reales definidas en espacios métri-
cos compactos de medida finita. En este capitulo, se presentan
distintas extensiones de la teoria al caso de espacios localmente
compactos.

Concretamente, se introducen dos definiciones de integral im-
propia partiendo de dos escenarios distintos. En el primer esce-
nario, se parte de la hipotesis de que el espacio es completo y de
medida finita. En el segundo caso, se supone que el espacio tiene
la propiedad de Heine—Borel y se siguen las ideas de la integracién
impropia clasica en R"™. En ambos casos, la definicién de integral
se presenta como extensién de la J; —integral, que por simplicidad,
mientras no exista confusiéon se denotara como J-integral.

En la parte final del capitulo, se establece la relacién entre la
J-intergal y la integral de Henstock—Kurzweil para el caso parti-
cular de funciones con un nimero finito de puntos de no sumabili-

dad, pero ahora para funciones definidas en intervalos de la forma

65
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[a, 00).

A lo largo del capitulo, se considerard un espacio métrico lo-
calmente compacto (X,d) y una medida p boreliana, completa,
regular y difusa definida en la completacién de la o-algebra de
Borel de X, denotada por M.

4.1. Espacios totalmente acotados y de me-
dida finita

Supéngase que (X, d) es totalmente acotado y que p es finita.
Considérese los dos teoremas siguientes:

Teorema 4.1.1 Un espacio métrico es compacto si y solo si es

totalmente acotado y completo.

Teorema 4.1.2 Si un espacio métrico (X,d) es totalmente aco-
tado, entonces su completacion, denotada por (X,d), también es
un espacio totalmente acotado.

El Teorema 4.1.1 es conocido y se encuentra en la mayoria de
los libros de topologia, y la demostracién del Teorema 4.1.2 es
directa.

Como (X, d) es totalmente acotado, entonces su completacién
()/f , @ es una compactaciéon. Extiéndase p definiendo la medida p
como 7i(A) = pu(A) para todo A € M y [i(X \ X) = 0. Luego,
para una funcién f : X — R medible, definase f: X — R como
f(x) = f(z) para todo = € X, y para x € X \ X, definase f(az)
por continuidad donde sea posible, y donde no, f(x) =0.

Obsérvese que la medida extendida 1 es de Borel, finita, com-
pleta, se anula en los puntos y estd definida en la o-algebra de
Borel de X. Ademas, se demuestra directamente que [ es regular
(véase [2]). Entonces, el espacio (X, d) con la medida Ji satisface las
mismas propiedades consideradas en las secciones anteriores, por

lo tanto, se puede introducir la definicién de integral impropia de
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forma andaloga a como se hizo en el Capitulo 2, pero considerando
f en lugar de f.
Dada una funcién f € M con u(Ny) = 0, definase

YN — R (4.1.1)

r 7

)

como F;((p) = / fdji. Como (X ,c/i\) es compacto, la definicién
Ve

de Ff tiene sentido. En este caso, como la idea es extender la

J-integral, la relacién binaria (direccion) que se considerard en

q)d(Nf) estd dada por la relacién >, donde v > ¢ en <I>d(Nf) si
para todo x € N se tiene que y(x) C p(x) ((véase el Lema 2.1.3)).

Definicién 4.1.3 Una funcién f € M con pu(Ny) = 0 es J-

integrable si la red I' 7 definida en ®¢(N f) converge.

La Definicién 4.1.3 incluye casos de integrales impropias de
funciones reales definidas en intervalos abiertos de R o en discos
abiertos de R?, por ejemplo.

Es directo notar que el Teorema 3.1.2 de la seccién pasada se
satisface para este caso, por tanto también el Corolario 3.1.3. Es
decir, la suma de dos funciones integrables en este sentido también

es integrable, y la integral de la suma es la suma de las integrales.

4.2. Espacios con la propiedad de Heine—
Borel

Supoéngase que p es o-finita pero no finita, y que el espacio
(X,d) tiene la propiedad de Heine-Borel, es decir, todo subcon-
junto cerrado y acotado de X es compacto. Considérese la compac-
tacion por un punto de X, denotada como X* = X U {oco}, donde
las vecindades abiertas del punto co son conjuntos cuyo comple-
mento es un subconjunto compacto de X . Extiéndase u definiendo
f como ji(A) = p(A) paratodo A € My i({o0}) = 0. Sea f € M
y dendtese por fla extension de f a X*. En este caso, la funcién
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f(z) = x definida en R, por ejemplo, cumple que Ny = () pero
N 7= 00

Se comprueba directamente que, en general, la medida [ es
completa, interiormente regular y esta definida en la o-algebra de
Borel de X*. Si p es finita, se tiene que [ es finita, de Borel y
regular; es decir, la medida [ tiene las mismas propiedades en
X* que la medida p tiene en X. Por otro lado, si u es infinita,
evidentemente & no es de Borel, ademds, i no es exteriormente
regular, ya que cualquier vecindad abierta de oo es de medida 1
infinita.

Considérese una funcién f € M con p(Ny) = 0. Obsérvese que,
este caso, es posible que N 7 incluya al punto co. Entonces, consi-
derar los mismos cubrimientos por bolas de antes puede presentar
dificultades, ya que, al menos hasta este punto, no se ha extendido
la métrica d al punto oco.

Para este caso, se consideraran cubrimientos ¢ de N 7 del si-
guiente tipo: para cada x € Nf\ {00}, ¢(x) es una bola (en X)
que contiene al punto z, y ¢(c0) es un subconjunto de X* tal que
00 € p(00) ¥ [p(00)]¢ es una bola cerrada de X; es claro que (o)
es vecindad abierta de oo, ya que las bolas cerradas en X son sub-
conjuntos compactos de X. Continuando con la misma notacién
que antes, mientras no haya confusién se denotard como ®(N f) a
la coleccién de estos cubrimientos, y dado ¢ € ®(N f>’ definase el
conjunto V,, como V,, = UxeNfgo(x).

Considérese T'z: (N f) — R definida como

T+(e) = | fdf. (4.2.1)

Ve
Como X™ es compacto, la definiciéon de I’ 7 tiene sentido. Asi como
el caso anterior, la direccion que se considerard en ®(N;) estd dada

f
por la relacién > (véase el Lema 2.1.3).

Definicién 4.2.1 Una funcién f € M con pu(Ny) = 0 es J-
integrable si la red I'¢ definida en (N f) converge.



Integrales en espacios localmente compactos 69

Noétese que, esta definicién de integral impropia, incluye casos
como el de la integral impropia de la funcién *2-* definida en R,
que tipicamente se define como un limite de integrales de Riemann.

Como es de esperarse, el siguiente paso a seguir es pregun-
tarse si la suma de dos funciones integrables en el sentido de la
Definicién 4.2.1 también es integrable. En virtud de los resultados
presentados a continuacion, la respuesta a esa pregunta es afirma-

tiva.

Proposicién 4.2.2 Sea f € M, supdngase que oo ¢ Nj? Y sea
Y € <I>(NJ?). Entonces, dado € > 0, se puede extender ¢ a oo de

/@(OO) ‘f‘ dji < e. (4.2.2)

Demostracion: Como oo ¢ N7, existe una vecindad U C X* del

manera que

punto co tal que 1Uf€ L'(fi). Nétese que, como fi({oo}) = 0, se

/1U‘ﬂdﬁ—/1U\{m} ‘ﬂdﬁ

= /1U\{oo} | f] dp.

tiene que
(4.2.3)

Sea € > 0. Como 1in\ (o) f € L' (), existe K € K tal que

/[; 1U\{oo} ‘f| du < e. (4.2.4)
Obsérvese que
/Kc Lo\ {oo} [f | dp = /1(U\{oo})ch | fldp

:/1(,]\{00})0[{0 ﬂdﬂ (4.2.5)

:/1UQKC ﬂdﬁ.

Luego, como U¢ y K son subconjuntos acotados de X, el con-
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junto U U K también es acotado en X. Sean r > 0y x € X tales
que UUK C By(z), y definase p(c0) = B¢, donde B es una bola
cerrada de X tal que B,(z) C B. Nétese que que

p(c0) € BS(z) € (U°UK)® =UNK®, (4.2.6)

por lo tanto, se satisface

/@(OO) ‘f’ di < e. (4.2.7)

Teorema 4.2.3 Sea f € M J-integrable con (J) [ f = o y sea P
un subconjunto compacto de X* de medida cero. Entonces, para
cada € > 0, existe ¢ € <I>(NJ¢U P) de manera que, para todo v €
@(Nfu P) con v > ¢ se satisface

fdﬁ -«
Ve

<e. (4.2.8)

Demostracion: Si p es finita, la medida i es exteriormente re-
gular, por lo tanto se puede seguir paso a paso la demostracién
del Teorema 3.1.1 para definir un cubrimiento ¢ € ®(N U P)
adecuado.

Por otro lado, si p es infinita, los cubrimientos de oo son de
medida infinita y no se puede proceder como antes, sin embargo, se
tiene que j restringida a X es exteriormente regular. Entonces, asf
como en la demostracién del Teorema 3.1.1, definase ¢ € ®(N U
(P \ {o0})) de forma que para cada v € @(NfU (P \ {o0})) con
v > ¢, se cumple

<< (4.2.9)

o
fdp — « 5

v
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Considerando la Proposicién 4.2.2, definase ¢(o0) de forma que

/@(OO) ‘ﬂ dji < g (4.2.10)

Sivye <I>(NJ?U P) es tal que v > ¢, y v es la restriccion de «y
a NzU (P \ {o0}), entonces se tiene que

fdp — o = fdp — fdp + fdp — o
ve ve ve, Ve,

< fdﬁ—/ Fapl+ | [ Fai-a

i Vo Vo (4.2.11)
~_ -~ €

< fdp — / fdp| + 5

ve, ve
~ €

VeV

Luego, obsérvese que

Vafo \ V; = Vv \ Vvo
= (V3o U(00)) \ V5,
= (Vao Ur(00)) NV
= v(oc0) N Vfo.

(4.2.12)
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Por lo tanto,

v

e (4.2.13)

g

Como consecuencia del teorema anterior, se tiene la equivalen-

cia siguiente (resultado andlogo al Teorema 3.1.2):

Teorema 4.2.4 Sea f € M una funcion con p(Ny¢) = 0. Enton-
ces, [ es J-integrable con (J) [ f = a siy solo si, para cualesquiera
P C X* compacto de medida cero y e > 0, existe ¢ € @(Nfu P)
de manera que, si 7y € @(NFU P) con v > ¢ se satisface

fdﬁ —«
vy

<e (4.2.14)

A partir del Teorema 4.2.4 se demuestra la linealidad de forma
analoga a como se demostré el Corollario 3.1.3.

Corolario 4.2.5 Sean f,g € M funciones J-integrables en el sen-
tido de la Definicion 4.2.1. Entonces, f + g es J-integrable y

()/f+g /f+ ‘/ (4.2.15)
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En resumen, se ha extendido la definicién de J-integral para

dos casos especificos:

1. espacios localmente compactos, totalmente acotados y de
medida finita,

2. y espacios localmente compactos con la propiedad de Heine—
Borel y de medida o-finita,

de forma que el espacio de funciones integrables en cada caso pre-
serva la estructura vectorial.

4.2.1. Un caso particular de la relacion con la inte-
gral de Henstock—Kurzweil

En esta seccion se presentan resultados andlogos a los de la
seccién 3.3, pero ahora para el caso de funciones reales definidas
en intervalos de la forma [a, 00).

Para definir la integral de Henstock—Kurzweil en este caso, da-
da una funcién f : [a,00) — R, se consideran particiones del
intervalo [a, oo, funciones medidoras definidas en [a, 00| y se ex-
tiende f definiendo f(co0) = 0.

Dada una particién etiquetada P = {([a;, b;], ;) }I"; de [a, oo,
el ultimo subintervalo, [ay, by], es de la forma [a,, oc]. Luego, da-
da una funcién medidora § : [a,00] — R™, la particién P es
0—fina si para cada ¢ = 1,...,n — 1 se cumple que [a;, b;] es d—fino,
y [an, 0] C [@,oo}, de esta forma, x, = oo y el sumando
f(xn)(by, — ay) es igual a cero. En este caso, también se prueba
que, dada una funcién medidora § en [a, 0], existe una particién

etiquetada de [a, oo] que es d—fina.

Definicién 4.2.6 Una funcién f : [a,00) — R es Henstock—
Kurzweil integrable si existe a € R tal que para todo € > 0, existe
una funcién medidora ¢ en [a, 0o] de forma que para toda particién
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P = {([ai, bi], i)}, de [a, 0] que sea d—fina, se cumple que

Zf ) (bi — a;) — a| <, (4.2.16)

En tal caso, se escribe (HK) [ f = a.

El resultado siguiente es el Teorema de Hake para el caso de
funciones definidas intervalos de la forma [a, 00).

Teorema 4.2.7 Una funcion f : [a,00) — R es HK -integrable
si y solo si, para todo x € (a,00) f es HK-integrable en [a,z] y
eziste el limite

T—r00

lim (HK) r

En tal caso,

(HK)/a f= lim ( HK/ f. (4.2.17)

Para consultar més detalles sobre la integral de Henstock—
Kurzweil de funciones definidas en intervalos de la forma [a, 00)
véase [4]

Dada una funcién f : [a,00) — R con ,u(Nf) = {0}, es
directo notar que (J) [ f =« siy solo si

lim fdv = a, (4.2.18)
T—00 [a,az]
donde la J-integrabilidad es en el sentido de la Definicién 4.2.1. De
esta observacién y del Teorema 4.2.7, se demuestra la proposicién
siguiente de forma andloga a como se hizo en el caso de [a,b]
(Proposicién 3.3.4):

Proposicién 4.2.8 Sea f : [a,00) — R y supdngase que Ny =
{oo}. Entonces, f es J-integrable si y solo si f es HK -integrable
y las integrales valen lo mismo.
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Tanto el Teorema de Hake como la proposicién anterior se pue-
den demostrar de forma andloga para el caso en que Ny = {—o0}.
Con esto, obsérvese que el Teorema 3.3.5 del Capitulo 3 se

puede actualizar a una versiéon mas general:

Teorema 4.2.9 Sea f € M(X) donde X = [a,b] ¢ X = [a,0), y
supongase que Ny es finito. Entonces, f es J-integrable si y solo

si f es HK -integrable y el valor de las integrales coincide.






Conclusiones

El punto de partida de este trabajo es la caracterizacién de
integrale generalizada presentada en la Definicién 1.2.1. Un hecho
algo sorprendente, es que cualquier integral que caiga en el marco
de dicha definicion (es decir, que satisfaga unas cuantas propieda-
des bésicas) cumple con resultados cldsicos e importantes como el
teorema de la convergencia dominada y el teorema de la conver-
gencia monotona, o bien, teoremas de reordenamiento. Todo esto
se desarrolla en el Capitulo 1 y se encuentra publicado en [3].

Los teoremas de reordenamiento presentados permiten estable-
cer la relacién entre integrales generalizadas e impropias, lo cual
motiva el desarrollo de las J-integrales. En particular, se demostré
que cualquier integral generalizada en la clase R (espacios de me-
dida localmente compactos con medida o-finita, boreliana y regu-
lar), puede considerarse como una integral impropia en un sentido
clasico; otro resultado igualmente sorprendente. Sin embargo, se
trata de un resultado de existencia. Precisamente, las J-integrales
desarrolladas y estudiadas del Capitulo 2 en adelante, son métodos
de integracion generalizada que proporcionan una regla explicita
para definir integrabilidad como un limite de integrales, a partir de
cubrimientos por bolas del conjunto de puntos de no sumabilidad
de la funcién en cuestion.

El estudio de la integracion generalizada del Capitulo 1 pro-
porciona los fundamentos tedricos para el desarrollo de las J-
integrales. No obstante, estas integrales también se inspiran en

7
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construcciones clasicas como la integral de Harnack. En ese sen-
tido, se recuperan ideas tradicionales de la integraciéon impropia
pero con una justificacién tedrica rigurosa dentro del marco de
la integracién generalizada. Ademads, estos métodos de integracién
permiten aplicar directamente resultados conocidos de la teoria de
la medida y de la topologia, sin necesidad de desarrollar nuevas
construcciones.

Lineas de investigacién futura

A continuacion se presentan algunas posibles lineas de investi-

gacion futura y problemas abiertos relacionados con este trabajo:

» Extender las ideas desarrolladas al caso de funciones que to-
man valores en espacios de Banach ordenados. En particular,
formular una caracterizacion analoga a la Definicién 1.2.1 pe-
ro para integrales que generalizan la integral de Bochner. Ca-
be resaltar que, por ejemplo, a diferencia de lo que sucede en
el caso real, la integral de Henstock vectorial no satisface en
general la condicién de que toda funcién Henstock-integrable
no negativa es Bochner-integrable (véase la condicién 2 de la
Definicién 1.2.1). Sin embargo, en [1] demuestran condicio-
nes suficientes bajo las cuales esta propiedad si se cumple.

» Estudiar la posible relaciéon entre las J-integrales y la inte-
gral de Henstock—Kurzweil en el caso real. En este contexto,
se demostré que para funciones con un niimero finito de pun-
tos de no sumabilidad (un caso bastante particular), ambas
definiciones son equivalentes, pero queda abierta la pregun-
ta sobre la equivalencia en el caso general de funciones con

conjunto de puntos de no sumabilidad de medida cero.

= Es de interés preguntarse si se puede obtener una version
satisfactoria del Teorema Fundamental del Célculo con las
J-integrales. Explorar esta cuestién puede traducirse en con-
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tinuar estudiando la relacién con la integral de Henstock—
Kurzweil en general, incluyendo funciones cuyo conjunto de
puntos de no sumabilidad tenga medida estrictamente posi-

tiva.

En la construccién de los cubrimientos por bolas del con-
junto de los puntos de no sumabilidad, las bolas se toman
respecto a una métrica dada, lo que implica las definiciones
de J-integral dependen de la métrica. Un resultado deseable
seria demostrar que las definiciones no dependen de métrica,
al menos para métricas fuertemente equivalentes (Lipschitz

equivalentes).

En el Capitulo 2, se demostré que las J-integrales son equiva-
lentes entre si para el caso de funciones con un niimero finito
de puntos de no sumabilidad. Sin embargo, se sospecha que
las integrales no son equivalentes en general, por lo que un
objetivo seria construir ejemplos donde dicha equivalencia
no se cumpla.

Respecto a las extensiones de las J-integrales presentadas en
el Capitulo 4, seria de utilidad extender las definiciones a es-
pacios localmente compactos de medida o-finita en general,
sin més hipdtesis sobre la métrica. Por otro lado, también es
de interés seguir las ideas desarrolladas en [27] para estable-
cer resultados relacionados con la transformada de Fourier.
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