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Introducción

La Teoría de la Aproximación tiene una larga historia, aun-
que aparece como una rama independiente de la matemática
en los inicios del siglo pasado.

En los últimos años, varios trabajos han sido dedicados al
estudio de la aproximación polinomial con restricciones. Para
no abrumar con citas remitimos a los trabajos [17] y [21] en los
cuales se incluye una larga lista de referencias. En particular
en [16], [25], [26], [27] y [33] se considera la aproximación
unilateral.

La aproximación unilateral en la métrica de L1 fue estu-
diada por Markov 1884. Él observó que algunos problemas
relacionados con la mejor aproximación unilateral están vin-
culados con la teoría de las fórmulas de cuadratura (ver [24] p.
15). En un trabajo de Weyl en 1916 también se consideraron
problemas de aproximación unilateral (ver [34] p. 565).

Se conoce que, para cualquier función f , Riemann integra-
ble en [a, b] y cada ε > 0, existen polinomios p y P tales que,
para cada t ∈ [a, b],

p(t) ≤ f(t) ≤ P (t) y

∫ b

a

(P (t)− p(t))dt < ε.

Un caso especial de este resultado corresponde a la función

f(x) =







0, x ∈ [0, 1
e
],

1/x, x ∈ (1
e
, 1].

(1)
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2 Introducción

Esta función jugó un papel importante en la demostración
de Karamata del teorema tauberiano de Hardy y Littlewood
(ver [24]). Freud en [12] obtuvo una mejora al método de Ka-
ramata, basada en un estimado más preciso de las aproxima-
ciones unilaterales para la misma función (1). Resultados más
generales fueron presentados luego por Ganelius [13]. Este úl-
timo trabajo marca el inicio de la teoría de la aproximación
unilateral.

Aunque se han estudiado varios temas relacionados con la
mejor aproximación unilateral, la teoría no está tan desarro-
llada como es el caso de la aproximación polinomial clásica.
Nótese que en [23] se le dedican sólo algunos comentarios en-
tre las páginas 76 y 81. En la monografía [18] se estudian
varios detalles de la teoría, pero se presentan fundamental-
mente los resultados de los autores. Además el texto tiene el
inconveniente de estar en idioma ruso. Finalmente en [29] se
estudian problemas relacionados con la existencia y la carac-
terización de los elementos de la mejor aproximación, pero el
estudio se limita a los espacios L1. Por estos motivos, en es-
ta tesis se consideran problemas concretos relacionados con
la construcción de polinomios que permitan obtener buenas
aproximaciones unilaterales para funciones acotadas inferior
y/o superiormente.

Durante todo el trabajo utilizaremos las notaciones si-
guientes. Para cada n ∈ N0, denotaremos por Pn a la familia
de polinomios algebraicos de grado no mayor que n y por Tn a
la colección de polinomios trigonométricos de grado a lo más
n.

Como es usual, dado 1 ≤ p < ∞, denotamos por Lp[0, 1]
al espacio de Lebesgue con la norma usual

‖f‖p,[0,1] =

(
∫ 1

0

|f(t)|pdt

)1/p

< ∞.

Denotaremos por AC[0, 1] a la familia de las funciones
absolutamente continuas en [0, 1].
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Para 1 ≤ p < ∞ y r ∈ N, denotamos por

W r
p [0, 1] =

{

f : f (r−1) ∈ AC[0, 1] y f (r) ∈ Lp[0, 1]
}

,

donde f (k) denota la k-ésima derivada de la función f .
Como se verá en la Proposición 1.10, si r ∈ N y f ∈

W r
p [0, 1], entonces f está acotada.
Formalmente, la mejor aproximación unilateral se define

en los términos siguientes. Si f ∈ Lp[−1, 1] está acotada in-
feriormente (superiormente), se define la mejor aproximación
unilateral por abajo (o por arriba) para f de grado n como

E−

n (f)p = inf{||f −Q||p,[−1,1] : Q ∈ Pn, Q ≤ f}

(E+
n (f)p = inf{||f −Q||p,[−1,1] : Q ∈ Pn, f ≤ Q})

y la familia constituida por los elementos de la mejor aproxi-
mación unilateral se denota por P−

n (f) y se define como

P−

n (f) = {Q ∈ Pn : Q ≤ f, ‖ f −Q ‖p,[−1,1]= E−

n (f)p}.

Los problemas principales que se estudian en este trabajo
son los siguientes:

Problema 1: Se quieren encontrar, de forma explícita,
aproximantes unilaterales para las funciones de los espacios
W r

p [0, 1]. Por ello se desean construir dos sucesiones de ope-
radores

λn,Λn : W r
p [0, 1] → Pn

tales que, para cada f ∈ W r
p [0, 1],

(i)

λn(f, x) ≤ f(x) ≤ Λn(f, x), para todo x ∈ [0, 1],

y
(ii)

ĺım
n→∞

‖Λn(f)− λn(f)‖p,[0,1] = 0.

Problema 2: Encontrar buenos estimados para el error

||Λn(f)− λn(f)||p,[0,1].
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Problema 3: Consideremos la función de Heaviside

Gθ(x) =







0, si −1 ≤ x ≤ θ,

1, si θ < x ≤ 1.

Los polinomios que dan la mejor aproximación unilateral para
la función de Heaviside Gθ en la métrica de L1[−1, 1] tienen
algunas aplicaciones. En particular, como se verá más adelan-
te, estos polinomios se pueden utilizar para construir solucio-
nes al Problema 1. Las propiedades asintóticas de E−

n (Gθ) se
estudiaron en [25].

En este trabajo queremos obtener representaciones explí-
citas para los polinomios de la mejor aproximación unilate-
ral de las funciones Gθ(x). Para el análisis de este problema
utilizaremos métodos similares a los presentados en [3] y [10]
además de algunos resultados de Pinkus en [29]. Como Pinkus
mostró, los mejores aproximantes unilaterales en la métrica de
L1[−1, 1] están relacionados con ciertas fórmulas optimales de
cuadratura. Esto nos lleva a otro problema.

Problema 4: Para un número θ ∈ (−1, 1) dado, ¿bajo
qué condiciones existe una fórmula de cuadratura positiva con
grado máximo de precisión tal que la abscisa prefijada θ esté
entre los nodos de la fórmula?

Resaltamos que los problemas dados anteriormente son
complicados. En particular, muchas de las técnicas construc-
tivas tradicionales en la teoría de la aproximación clásica no
funcionan, ya que los operadores que resuelven el Problema 1
no pueden ser lineales (ver Proposición 1.11).

Fijemos dos sucesiones de polinomios {Pn} y {Qn} con
Pn, Qn ∈ Pn tales que

Pn(t) ≤ Gθ(t) ≤ Qn(t), t ∈ [−1, 1]

y

ĺım
n→∞

‖Qn − Pn‖1,[−1,1] = 0.
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La hipótesis fundamental que motiva los estudios presentados
en el último capítulo es la siguiente. A cada pareja de suce-
siones {Pn} y {Qn} como las anteriores se le pueden asociar
sucesiones de operadores que resuelvan el Problema 1. Otros
autores estudiaron problemas similares. Esto se discutirá en
la sección 4.5 del Capítulo 4.

Para presentar nuestros resultados, este trabajo lo hemos
dividido en cuatro capítulos como indicamos a continuación.

En el primer capítulo damos algunos preliminares referente
a la teoría de aproximación, polinomios ortogonales, funcio-
nes absolutamente continuas, polinomios de Jacobi y la mejor
aproximación unilateral. Este capítulo no contiene resultados
nuevos, sólo recordamos hechos conocidos que se necesitan
para comprender los análisis que se presentan en los otros
capítulos.

En el segundo capítulo atendemos la cuestión: para una
θ ∈ (−1, 1) dada, ¿bajo qué condiciones existe una fórmula
de cuadratura positiva con grado máximo de precisión tal que
la abscisa prefijada θ esté entre los nodos de la fórmula? Co-
mo indicamos antes, de los resultados de Pinkus se infiere que
debemos ser capaces de construir ciertas fórmulas de cuadra-
tura. En especial, las fórmulas deben contener al punto θ como
uno de sus nodos. Para la solución de este problema necesi-
tamos algunos estudios recientes de la teoría de fórmulas de
cuadratura y de la teoría de los polinomios cuasi-ortogonales
(ver [4], [5] y [11]). Esto explica la inclusión de los polinomios
de Jacobi en el primer capítulo.

En el tercer capítulo resolvemos el problema de encontrar
todos los polinomios que dan la mejor aproximación unilateral
de la función de Heaviside Gθ(x) en la métrica de L1[−1, 1].
Estos, como veremos allá, son obtenidos por el proceso de
interpolación de Hermite en los ceros de algunos polinomios
cuasi-ortogonales asociados a los polinomios de Jacobi. Ade-
más, damos un estimado del error de aproximación y carac-
terizamos los puntos extremales del conjunto convexo de los
mejores aproximantes. La solución es complicada pues apare-
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cen cuatro casos a discutir, según los extremos del intervalo
[−1, 1] estén o no incluidos en las fórmulas de cuadratura.

En el cuarto capítulo atendemos el Problema 1. Esto es,
presentamos nuevos operadores polinomiales para la aproxi-
mación unilateral de funciones diferenciables que, a nuestro
juicio, son más convenientes para las aplicaciones que otras
construcciones conocidas.

Por lo demás, en cada capítulo, damos las definiciones ne-
cesarias y antes de cada uno de los teoremas, incluimos los
resultados básicos que se requieren. El símbolo � denota el
fin de una demostración. Los resultados que no son nuestros
incluyen las referencias correspondientes.

Finalmente mencionamos lo que, a nuestro juicio, son las
principales aportaciones de esta tesis:

(a) En el Teorema 2.12 damos condiciones necesarias y su-
ficientes para garantizar la existencia de una fórmula de cua-
dratura positiva con un grado de exactitud dado que contiene
a un punto θ ∈ (−1, 1) entre sus nodos. En los Teoremas 2.14,
2.15, 2.16 y 2.17 indentificamos las fórmulas precisas. Estas
dependen de la posición del punto θ en (−1, 1) con respecto
a las raíces de algunos polinomios de Jacobi.

(b) En el Teorema 3.5, para cada θ ∈ (−1, 1) presenta-
mos una caracterización de los polinomios P ∈ P−

n (Gθ). En
particular, damos condiciones que nos serán de utilidad para
construir los polinomios de la mejor aproximación unilateral
que interpolarán a la función Gθ.

(c) En las Proposiciones 3.7, 3.8, 3.9 y 3.10 analizamos to-
dos los puntos donde los polinomios de la mejor aproximación
unilateral interpolan a la función Gθ.

(d) En el Teorema 3.12 mostramos explícitamente los ele-
mentos del espacio P−

n (Gθ).

(e) El Teorema 4.6 (con su Corolario) resuelve uno de los
problemas principales de esta tesis. En el Teorema 4.8, damos
una construcción para aproximar funciones con derivadas de
orden superior. En el exhibimos una sucesión de operadores
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{Vn,r}(para la aproximación unilateral) para el cual

||f − Vn,r||p ≤

(

4π2

n+ 2

)r

||f (r)||p.

Parte de los resultados presentados en este trabajo han
sido publicados en tres artículos:

(i) J. Bustamante, J.M. Quesada y R. Martínez-Cruz, Best

one-side L1 approximation to the Heaviside and sign func-

tions, J. Approx. Theory, 164 (2012), 791-812.
(ii) J. Bustamante, J.M. Quesada y R. Martínez-Cruz,

Polynomial operators for one-sided approximation to functions

in W r
p [0, 1], J. Math. Anal. Appl., 393 (2012), 517-525.

(iii) B. Beckermann, J. Bustamante, R. Martínez-Cruz and
J.M. Quesada, Gaussian, Lobatto and Radau positive quadra-

ture rules with a prescribed abscissa, Calcolo, 51 (2014), 319-
328.
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Capítulo 1

Preliminares

1.1. Teoría de la aproximación

A continuación establecemos algunas convenciones y no-
taciones, sin embargo, los resultados referentes a la teoría de
aproximación, así como definiciones, nos hemos basado en la
misma que se emplea en [30].

Sea X un espacio lineal normado sobre el campo de los
números reales R y G un subconjunto de X. Para cada f ∈ X,
el error de la mejor aproximación lo denotamos por E(f ;G)
y definimos como

E(f ;G) = inf{||f − g|| : g ∈ G}.

Un subconjunto G de X se dice proximal si para cada
f ∈ X, existe un g∗ ∈ G tal que, para cada g ∈ G,

||f − g∗|| ≤ ||f − g||,

esto es,
E(f ;G) = ||f − g∗||

y en este caso, decimos que g∗ es el elemento más cercano a
f .

Si G es proximal, denotamos por LG(f) al conjunto cons-
tituido por los elementos de la mejor aproximación de f , es

10



Polinomios ortogonales 11

decir

LG(f) =

{

g∗ ∈ G : ||f − g∗|| = ı́nf
g∈G

||f − g||

}

.

Notemos que, si f ∈ G, entonces LG(f) = {f}.

Como ejemplos, se encuentran estos, importantes en la
teoría de la aproximación.

Ejemplo 1.1. Para cada f ∈ C[0, 1], denotamos mediante

||f ||∞ = max{|f(x)| : x ∈ [0, 1]}

la norma uniforme.

Para 1 ≤ p < ∞ y g ∈ Lp[0, 1], denotamos mediante

||g||p,[0,1] =

(
∫ 1

0

|g(t)|pdt

)1/p

,

la norma en Lp[0, 1].

Si f ∈ Lp[0, 1] está acotada inferiormente (superiormente),
podemos definir la mejor aproximación unilateral por abajo
(por arriba) para f de grado n como:

E−

n (f)p = inf{||f −Q||p,[0,1] : Q ∈ Pn, Q ≤ f},

(

E+
n (f)p = inf{||f −Q||p,[0,1] : Q ∈ Pn, f ≤ Q}

)

.

No es difícil verificar (utilizando un argumento de compa-
cidad) que siempre existe un polinomio de la mejor aproxima-
ción unilateral por abajo (por arriba).
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1.2. Polinomios ortogonales

Dado x ∈ (−1, 1) y una medida positiva σ en [−1, 1], se
dice que x es un punto de crecimiento de σ si, cualquiera sea
ε > 0, se tiene que

σ
(

[x− ε, x+ ε] ∩ [−1, 1]
)

> 0.

En esta Sección σ denota una medida en [−1, 1] con infini-
tos puntos de crecimiento. Esta condición asegura la existencia
de una sucesión infinita de polinomios ortogonales (ver [32, p.
23, 25 y 26]).

Definición 1.1. Un sistema de polinomios

P0(x), P1(x), . . . , Pn(x), . . .

es llamado ortonormal si satisface las condiciones siguientes:
i) Para cada n ∈ N0, Pn ∈ Pn,
ii)

∫ b

a

Pn(x)Pm(x)dσ(x) =

{

0, si n 6= m,

1, si n = m.
(1.1)

La familia de los polinomios ortonormales en el intervalo
[−1, 1] con respecto a dσ y coeficientes principales positivos
se denotará por {pn(x, σ)}.

Recordemos que {1, x, x2, . . . , xn} constituye una base pa-
ra Pn si y sólo si, para cada Pn ∈ Pn, existen escalares kj tales
que

Pn(x) =
n

∑

j=0

kjx
j, kn > 0

y el conjunto
{1, x, x2, . . . , xn}

es linealmente independiente.
La fórmula de Christoffel-Darboux es de utilidad para cal-

cular los coeficientes de ciertas fórmulas de integración apro-
ximadas.



Polinomios ortogonales 13

Para cada n ∈ N y x ∈ [−1, 1], sean pn(x), pn−1(x) y
pn−2(x) polinomios ortogonales consecutivos.

Pongamos

pn(x) = (Anx+Bn)pn−1(x)−Cnpn−2(x), n = 2, 3, . . . , (1.2)

donde p1(x) = 1 y p−1(x) = 0.
Notemos que pn(x)−Anxpn−1(x) es un polinomio de grado

no mayor que n− 1 y así, este puede ser expresado como una
combinación lineal

pn(x)− Anxpn−1(x) =
n−1
∑

j=0

λjpj(x).

Los números λj son los coeficientes de Fourier

λj =

∫ 1

−1

[pn(x)− Anxpn−1(x)]pj(x)dσ(x).

Ahora, debido a la propiedad de ortogonalidad, tenemos que,
para j < n− 2, λj = 0. Así,

n−1
∑

j=0

λjpj(x) = λn−2pn−2(x) + λn−1pn−1(x).

De aquí obtenemos (1.2). Además, al multiplicar por pn(x)
ambos miembros de la igualdad de (1.2), obtenemos que

∫ 1

−1

p2n(x)dσ(x) = 1 = An

∫ b

a

xpn−1(x)pn(x)dσ(x).

Como
∫ 1

−1

xpn−1(x)pn(x)dσ(x) =

∫ 1

−1

pn(x)(kn−1x
n + . . .)dσ(x)

=
kn−1

kn

∫ 1

−1

p2n(x)dσ(x),
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se sigue que An = kn
kn−1

. También, dado que

∫ 1

−1

xpn−1(x)pn−2(x)dσ(x) =

∫ 1

−1

pn−1(x)(kn−2x
n−1+. . .)dσ(x)

y

∫ 1

−1

pn−1(x)(kn−2x
n−1 + . . .)dσ(x) =

kn−2

kn−1

∫ 1

−1

p2n−1(x)dσ(x),

tenemos que

Cn = An
kn−2

kn−1

.

Hemos obtenido el teorema que sigue.

Teorema 1.2. [32, p. 42] Para cada n ∈ N y x ∈ [−1, 1], sean
pn(x), pn−1(x) y pn−2(x) polinomios ortogonales consecutivos.
La relación siguiente se satisface

pn(x) = (Anx+Bn)pn−1(x)− Cnpn−2(x), n = 2, 3, . . . ,

donde p1(x) = 1 y p−1(x) = 0. Aquí, An, Bn y Cn son cons-
tantes con An > 0 y Cn > 0.

Si denotamos por kn el coeficiente principal de pn, tenemos
que

An =
kn

kn−1

, Cn =
An

An−1

=
knkn−2

k2
n−1

. (1.3)

Por la fórmula de recurrencia (1.2), obtenemos la identidad
de Christoffel-Darboux.

Teorema 1.3. [32, p. 43] Para x, y ∈ [−1, 1] con x 6= y,

n
∑

j=0

pj(x)pj(y) =
kn

kn+1

pn+1(x)pn(y)− pn(x)pn+1(y)

x− y
. (1.4)
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Al sustituir y = x en el primer miembro y derivar con
respecto a x el segundo miembro de la igualdad (1.4), nos
queda.

p′n+1(x)pn(x)− p′n(x)pn+1(x) =
kn+1

kn

n
∑

j=0

p2j(x) > 0. (1.5)

Teorema 1.4. [32, p. 44] Para n ≥ 1, las raíces de pn son
reales, distintas y se localizan en el interior del intervalo [−1, 1].

Teorema 1.5. [32, p. 46] Sean xn,1 < xn,2 < . . . < xn,n las
raíces del polinomio pn y denotemos xn,0 = −1 y xn,n+1 =
1. Se tiene que cada intervalo (xn,j, xn,j+1) con 0 ≤ j ≤ n,
contiene exactamente un cero de pn+1.

Como una primera consecuencia señalamos que dos po-
linomios ortogonales consecutivos pn(x), pn+1(x) no pueden
tener ceros en común.

Los ceros de los polinomios ortogonales se pueden utilizar
para construir fórmulas que permiten calcular de forma apro-
ximada ciertas integrales. A este tipo de fórmulas se le suelen
llamar cuadraturas mecánicas.

Teorema 1.6. [32, p. 47] Sea σ una medida en el intervalo
[−1, 1]. Si para cada n ∈ N,

−1 < xn,1 < xn,2 < . . . < xn,n < 1

denotan los ceros del polinomio pn(x), entonces existen núme-
ros reales λn,1, λn,2, . . . , λn,n tales que, para cada Q ∈ P2n−1

∫ 1

−1

Q(x)dσ(x) =
n

∑

j=1

λn,jQ(xn,j).
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1.3. Polinomios de Jacobi

Entre los sistemas de polinomios ortogonales clásicos, está
el de los polinomios de Jacobi P

(α,β)
n , el cual es ortogonal en

el intervalo [−1, 1] con respecto a la función peso

w(x) = (1− x)α(1 + x)β, para α > −1 y β > −1.

En esta parte damos un breve resumen sobre los polino-
mios de Jacobi los cuales juegan un papel importante en el
desarrollo de este trabajo, el lector interesado puede consultar
la referencia [32].

Para α > −1, β > −1 y r ∈ N, el polinomio de Jacobi
P

(α,β)
r es el único polinomio de grado r el cual satisface que,

para cada Qr−1 ∈ Pr−1,

∫ 1

−1

Qr−1(x)P
(α,β)
r (x)(1− x)α(1 + x)βdx = 0, (1.6)

y

P (α,β)
r (1) =

(

r + α

r

)

. (1.7)

Los polinomios P
(α,β)
r satisfacen la relación de recurrencia

a tres términos

P
(α,β)
r+1 (x) = (Arx+Br)P

(α,β)
r (x)+CrP

(α,β)
r−1 (x), con r = 1, 2, ...,

donde P
(α,β)
0 (x) = 1 y Ar, Br, Cr son constantes que dependen

de r, α, β (ver [32], p.71).
Los ceros del polinomio de Jacobi son reales, distintos y se

localizan en el interior del intervalo [−1, 1] (ver [32], p. 43).
Además (ver [32], p. 58 y p. 71); para cada x ∈ [−1, 1],

P (α,β)
r (x) = (−1)rP (β,α)

r (−x). (1.8)

Así, si P
(α,α)
r (z) = 0, entonces P

(α,α)
r (−z) = 0 y r par, implica

que P
(α,α)
r (0) 6= 0.
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Para cada r ∈ N, sean −1 < xr,1 < . . . < xr,r < 1 los

ceros del polinomio de Jacobi P
(α,β)
r . Es conocido (ver [32], p.

47-48) que existen números reales positivos γr,i, con 1 ≤ i ≤ r

tales que, para cada polinomio Q ∈ P2r−1,

∫ 1

−1

Q(x)(1− x)α(1 + x)βdx =
r

∑

i=1

γr,iQ(xr,i). (1.9)

Para cada r ∈ N, la familia {P
(α,β)
j }rj=0 constituye una base

para Pr. El siguiente resultado se sigue de la expresión (1.6).

Proposición 1.7. Sean n, r ∈ N, con r ≤ n < 2r y wr(x) un
polinomio en Pr. Supongamos que, para cada Qn−r ∈ Pn−r,

∫ 1

−1

Qn−r(x)wr(x)(1− x)α(1 + x)βdx = 0. (1.10)

Entonces existen números reales cj, con n − r + 1 ≤ j ≤ r

tales que

wr(x) =
r

∑

j=n−r+1

cjP
(α,β)
j (x). (1.11)

Notemos que, para el caso n = 2r−1, wr(x) = crP
(α,β)
r (x).

1.4. Mejor aproximación unilateral

Para empezar, recordemos

Definición 1.2. Para cada f ∈ L1[−1, 1] acotada por abajo
(por arriba) la mejor aproximación unilateral por abajo (por
arriba) para la función f de grado n se define como

E−

n (f)1 = inf{‖ f − P ‖1,[−1,1]: P ∈ Pn, P ≤ f}

(E+
n (f)1 = inf{‖ f − P ‖1,[−1,1]: P ∈ Pn, f ≤ P}.)
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Así, si denotamos por P−

n (f) y P+
n (f) al conjunto de los

polinomios extremales en Pn. Es decir,

P−

n (f) = {Q ∈ Pn : Q ≤ f , ‖ f −Q ‖1,[−1,1]= E−

n (f)1}

(P+
n (f) = {Q ∈ Pn : f ≤ Q , ‖ Q− f ‖1,[−1,1]= E+

n (f)1}).

Tenemos que son distintos del vacío (veáse la Sección 1.1).
Sea P ∈ P−

n (f) y Q cualquier polinomio en Pn tal que
Q ≤ f en [−1, 1], entonces ||f − P ||1,[−1,1] ≤ ||f − Q||1,[−1,1].

De aquí que
∫ 1

−1
Q(x)dx ≤

∫ 1

−1
P (x)dx.

Recíprocamente, si para cada x ∈ [−1, 1], P (x) ≤ f(x) y
Q es cualquier polinomio en Pn con Q ≤ f en [−1, 1] tal que
∫ 1

−1
Q(x)dx ≤

∫ 1

−1
P (x)dx, entonces

∫ 1

−1

(f(x)−Q(x))dx ≥

∫ 1

−1

(f(x)− P (x))dx.

Es decir, ||f − P ||1,[−1,1] ≤ ||f −Q||1,[−1,1]. Así, P ∈ P−

n (f).
Este hecho nos conduce a dar la siguiente caracterización.

Proposición 1.8. [29, p. 103] P ∈ P−

n (f) si y sólo si P ≤ f

en [−1, 1] y
∫ 1

−1

Q(x)dx ≤

∫ 1

−1

P (x)dx,

para cada Q ∈ Pn con Q ≤ f en el intervalo [−1, 1].

Un subconjunto A de un espacio vectorial Y es un conjunto
convexo si x, y ∈ A implican que el conjunto

{z ∈ Y : z = λx+ (1− λ)y, 0 ≤ λ ≤ 1}

está contenido en A.
Para cada f ∈ Lp[−1, 1] acotada, sea

P−

n (f) = {Q ∈ Pn : Q ≤ f, ||f −Q||p,[−1,1] = E−

n (f)},

la familia constituida por los elementos de la mejor aproxima-
ción unilateral para f .
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Observemos que, si P,Q ∈ P−

n (f) y λ ∈ (0, 1), entonces

λP + (1− λ)Q ≤ λf + (1− λ)f = f.

Por otro lado, cualquiera sea R ∈ Pn con R ≤ f , se tiene
que

∫ 1

−1

R(x)dx ≤

∫ 1

−1

P (x)dx y

∫ 1

−1

R(x)dx ≤

∫ 1

−1

Q(x)dx.

De aquí que

∫ 1

−1

R(x)dx = λ

∫ 1

−1

R(x)dx+ (1− λ)

∫ 1

−1

R(x)dx

≤ λ

∫ 1

−1

P (x)dx+ (1− λ)

∫ 1

−1

Q(x)dx

=

∫ 1

−1

(

λP (x) + (1− λ)Q(x)
)

dx.

Luego, por la Proposición 1.8,

λP + (1− λ)Q ∈ P−

n (f).

Esto prueba que P−

n (f) es un conjunto convexo.
Por otra parte, si f es una función acotada e impar en

el espacio L1,[−1,1], entonces calcular el elemento de la mejor
aproximación por abajo es equivalente a calcular el elemento
de la mejor aproximación por arriba. Veamos como es esto.

Proposición 1.9. Sea f una función acotada e impar en
el espacio L1,[−1,1]. Entonces P (−x) ∈ P+

n (f) si y sólo si
−P (−x) ∈ P−

n (f).

Demostración. Supongamos que −P (−x) ∈ P−

n (f), enton-
ces para cada x ∈ [−1, 1], −P (−x) ≤ f(x) y

E−

n (f) =

∫ 1

−1

(f(x) + P (−x)) dx.
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Como f es impar, para cada x ∈ [−1, 1], −P (−x) ≤ −f(−x)
y

E−

n (f) =

∫ 1

−1

(−f(−x) + P (−x)) dx.

Esto implica que, para cada x ∈ [−1, 1], f(−x) ≤ P (−x) y

E−

n (f) =

∫ 1

−1

(P (−x)− f(−x)) dx.

Pongamos y = −x. Se sigue que, para cada y ∈ [−1, 1],

f(y) ≤ P (y) y E+
n (f) =

∫ 1

−1

(P (y)− f(y)) dy.

Así, P (−x) ∈ P+
n (f).

Recíprocamente, si P (−x) ∈ P+
n (f), entonces para cada

x ∈ [−1, 1],

f(x) ≤ P (−x) y E+
n (f) =

∫ 1

−1

(P (−x)− f(x)) dx.

Dado que f es impar, para cada x ∈ [−1, 1],

−f(−x) ≤ P (−x) y E+
n (f) =

∫ 1

−1

(P (−x) + f(−x)) dx.

Es decir, para cada x ∈ [−1, 1], −P (−x) ≤ f(−x) y

E+
n (f) =

∫ 1

−1

(f(−x) + P (−x)) dx.

Pongamos y = −x. Se sigue que, para cada y ∈ [−1, 1],

−P (y) ≤ f(y)

y

E−

n (f) = −

∫

−1

1

(f(y) + P (y)) dy =

∫ 1

−1

(f(y)− (−P (y))) dy.
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Luego, −P (−x) ∈ P−

n (f).

Con argumentos similares se puede demostrar que Pn ∈
P−

n (Gθ) si y sólo si 1−Pn(−x) ∈ P+
n (G−θ). Por esta razón, en

lo que sigue, consideramos solamente la mejor aproximación
unilateral por abajo.

1.5. Funciones absolutamente

continuas

Las funciones absolutamente continuas intervienen en la
teoría de la integración y diferenciación de Lebesgue. Aquí, no
es la excepción y el lector interesado puede encontrar en ( [1]
p. 168) los ejercicios propuestos por el autor para ejercitarse.

Definición 1.3. Sea f : [0, 1] → R una función. Decimos que
f es absolutamente continua en [0, 1] si dado ǫ > 0, existe un
δ > 0 tal que

n
∑

k=1

|bk − ak| < δ

implica que
n

∑

k=1

|f(bk)− f(ak)| < ǫ,

donde {(ak, bk) : k = 1, ..., n} es una familia finita de sub-
intervalos disjuntos en [0, 1].

Más adelante necesitaremos el resultado siguiente.

Proposición 1.10. Fijemos 1 ≤ p < ∞ y r ∈ N. Si f ∈
W r

p [0, 1], entonces f es continua en [0, 1].

Demostración. Supongamos que f ∈ W r
p [0, 1]. Como r ≥ 1,

f es absolutamente continua. Así, dado ǫ > 0, existe δ > 0 tal
que

n
∑

k=1

|f(bk)− f(ak)| < ǫ
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siempre que
n

∑

k=1

|bk − ak| < δ,

donde {(ak, bk) : k = 1, . . . , n} es una familia finita de sub-
intervalos disjuntos en [a, b]. En particular, si x, x+ h ∈ [0, 1]
y | h |< δ, entonces |f(x+ h)− f(x)| < ǫ. En otras palabras,
f es continua en [0, 1].

Recordermos que una función λ : A → A, donde A es un
espacio lineal real, es homogénea si λ(αf) = αλ(f), cuales-
quiera sean f ∈ A y α ∈ R.

La proposición siguiente muestra que, en general, no se
puede buscar approximación unilateral polinomial utilizando
operadores lineales.

Proposición 1.11. Sea A un espacio lineal de funciones

f : [0, 1] → R.

Si λ : A → A es un operador homogéneo y para cada f ∈ A,
tenemos que λ(f) ≤ f , entonces λ es el operador identidad.

Demostración. Fijemos f ∈ A. Como −f ∈ A y λ es ho-
mogéneo, −λ(f) = λ(−f) ≤ −f . Esto es, f ≤ λ(f). De aquí
se sigue que λ(f) = f .



 



Capítulo 2

Reglas de cuadratura
positivas

El objetivo en este capítulo es estudiar el problema si-
guiente: para una θ ∈ (−1, 1) dada, ¿bajo qué condiciones
existe una fórmula de cuadratura positiva con grado máximo
de precisión tal que θ sea uno de los nodos de la fórmula?.
Para la regla de Gauss, este problema ha sido estudiado por
completo (ver [5], Teorema 2.9). Posteriormente daremos otra
caracterización.

En la Sección 2.1 damos algunos resultados generales que
serán de gran utilidad para abordar los teoremas principales
que se demostrarán en la Sección 2.2.

En este capítulo σ denota una medida positiva definida
en el intervalo compacto [−1, 1] con infinitos puntos de creci-
miento.

En lo que sigue, nuestro interés radica en estudiar fórmulas
de cuadratura de orden n de la forma

Iσ(f) =

∫ 1

−1

f(x)dσ(x) = Qn(f) +Rn(f), (2.1)

donde

Qn(f) =
n∑

j=1

λn,jf(xn,j), (2.2)

23
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con nodos (también llamados abscisas) distintos xn,j ∈ [−1, 1]
y pesos λn,j ∈ R. Es común referirse a (2.2) como a una fór-
mula de cuadratura interpolatoria y a cualquier polinomio

wn(x) = C

n∏

j=1

(x− xn,j), (C 6= 0),

se le llama un polinomio generador.
La fórmula de cuadratura (2.2) se dice positiva, si λn,j > 0,

para 1 ≤ j ≤ n. Además, diremos que la fórmula tiene grado
de precisión (o exactitud) m, si m es el mayor entero tal que
Rn(P ) = 0 para cualquier polinomio P ∈ Pm y Rn(Q) 6= 0
para algún polinomio Q ∈ Pm+1.

2.1. Algunos resultados generales

Estamos interesados en encontrar fórmulas de cuadratura
con grado de precisión m ≥ n − 1. De este modo, los pesos
serán calculables a partir de los nodos mediante el proceso de
integración de ciertos polinomios de Lagrange.

Definición 2.1. Dada una medida σ en [−1, 1], diremos que
un polinomio wn ∈ Pn con n ceros simples,

−1 < xn,1 < . . . < xn,n < 1,

genera una fórmula de cuadratura positiva del tipo:
(i) Gauss, si para todo P ∈ P2n−1,

∫ 1

−1

P (x)dσ(x) =
n∑

j=1

λn,jP (xn,j),

donde λn,j > 0 para toda 1 ≤ j ≤ n.
(ii) Radau por la izquierda, si para todo P ∈ P2n,

∫ 1

−1

P (x)dσ(x) = λn,0P (−1) +
n∑

j=1

λn,jP (xn,j),
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donde λn,j > 0 para toda 0 ≤ j ≤ n.
(iii) Radau por la derecha, si para todo P ∈ P2n,

∫ 1

−1

P (x)dσ(x) =
n∑

j=1

λn,jP (xn,j) + λn,n+1P (1),

donde λn,j > 0 para toda 1 ≤ j ≤ n+ 1.
(iv) Lobatto, si para todo P ∈ P2n+1,

∫ 1

−1

P (x)dσ(x) = λn,0P (−1) +
n∑

j=1

λn,jP (xn,j) + λn,n+1P (1),

donde λn,j > 0 para toda 0 ≤ j ≤ n+ 1.

La existencia y unicidad de tales fórmulas se puede jus-
tificar a partir del hecho que Qn posee grado de precisión
m ≥ n− 1 si y sólo si tenemos las relaciones de ortogonalidad

∫ 1

−1

xjwn(x)dσ(x) = 0, j = 0, 1, . . . ,m− n, (2.3)

para un polinomio generador wn, que debe poseer raíces sim-
ples en (−1, 1).

En la teoría clásica se conoce que, para cada n, existe una
única fórmula de cuadratura de orden n con grado de precisión
2n− 1, a saber, la de Gauss.

Recordemos algunos resultados que necesitaremos luego.

Teorema 2.1. [32, p. 47] Sean ρ : [−1, 1] → R
+ un peso fijo

y {Pn}∞n=1 la familia de polinomios ortonormales (con coefi-
cientes principales positivos) relacionada con ρ.

Si para cada n ∈ N, −1 < xn,1 < · · · < xn,n < 1 denotan
los ceros de Pn y

An,k :=

∫ 1

−1

Pn(x)(
x− xn,k

)
P ′
n

(
xn,k

) ρ(x)dx, 1 ≤ k ≤ n, (2.4)
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entonces An,k > 0 y, para cada polinomio P ∈ P2n−1,

∫ 1

−1

P (x) ρ(x) dx =
n∑

k=1

An,k P (xn,k).

Por otra parte, si uno desea prefijar uno o ambos extremos
como abscisas, se pueden obtener fórmulas interpolatorias po-
sitivas pero con grado de precisión menor. Existe una única
regla de Lobatto de orden n, con abscisas −1 y 1 con grado
de precisión 2n− 3.

Teorema 2.2. [19, p. 172] Para cada n ∈ N, sean

−1 < xn,1 < . . . < xn,n < 1

puntos fijos. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
(i) Para cada polinomio P ∈ P2n+1, tenemos que

∫ 1

−1

P (x)dx = BP (−1) +
n∑

k=1

AkP (xn,k) + CP (1). (2.5)

(ii) Las abscisas

−1 < xn,1 < . . . < xn,n < 1

son los ceros del polinomio de Jacobi P
(1,1)
n ,

Ak =
8(n+ 1)

(
1−

(
xn,k

)2)2 (
n+ 2

)
1

[(
P

(1,1)
n

)′(
xn,k

)]2 , (2.6)

para 1 ≤ k ≤ n, y

B = C =
2

(n+ 1)(n+ 2)
. (2.7)

En cualquier caso, todos los coeficientes son positivos.

Por otra parte, existe una única regla de Radau (por la
izquierda o por la derecha) de orden n con abscisa −1 o 1 con
grado de precisión 2n− 2.
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Teorema 2.3. [19, p. 169] Para cada n ∈ N, sean

−1 < xn,1 < . . . < xn,n < 1

puntos fijos. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
(i) Para cualquier polinomio P ∈ P2n, tenemos que

∫ 1

−1

P (x)dx = AP (−1) +
n∑

k=1

RkP (xn,k). (2.8)

(ii) Las abscisas

−1 < xn,1 < . . . < xn,n < 1

son los ceros del polinomio de Jacobi P
(0,1)
n ,

Rk =
4

(1 + xn,k)

1
(
1− (xn,k)2

)[(
P

(0,1)
n

)′(
xn,k

)]2 ,

con 1 ≤ k ≤ n y

A =
2

(n+ 1)2
.

En cualquier caso, todos los coeficientes son positivos.

Para el nodo 1, tenemos un teorema similar.

Teorema 2.4. [19, p. 169] Para cada n ∈ N, sean

−1 < xn,1 < . . . < xn,n < 1

puntos fijos. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
(i) Para cada polinomio P ∈ P2n,

∫ 1

−1

P (x)dx = B P (1) +
n∑

k=1

SkP (xn,k). (2.9)

(ii) Las abscisas

−1 < xn,1 < . . . < xn,n < 1
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son los ceros del polinomio de Jacobi P
(1,0)
n ,

Sk =
4(

1− xn,k

) 1
(
1− (xn,k)2

)[(
P

(1,0)
n

)′(
xn,k

)]2 ,

para 1 ≤ k ≤ n y

B =
2

(n+ 1)2
.

En cualquier caso, todos los coeficientes son positivos.

Regresemos a las fórmulas (2.1) y (2.2). Si denotamos por
ω(x),

ω(x) ∈ {1, 1− x, 1 + x, 1− x2},
a la parte del polinomio generador determinada por los no-
dos prefijados, se sigue de (2.3) que para hallar las abscisas
restantes debemos encontrar las raíces del polinomio ortogo-
nal wn/ω con grado n − degω respecto a la medida positiva
ωdσ en [−1, 1]. Se sabe que dichas raíces entán en (−1, 1) y
son simples. Además, la fórmula de cuadratura resultante es
positiva.

Como en [4], [5] y [11], los polinomios cuasi-ortogonales
introducidos por Shohat [31] juegan un papel central en este
estudio.

Definición 2.2. Sea θ ∈ (−1, 1). Diremos que una fórmula
de cuadratura de orden n es

(i) cuasi-Gauss con abscisa θ, si ésta contiene la abscisa
θ y tiene grado de precisión 2n− 2:

(ii) cuasi-Radau por la izquierda con abscisa θ, si tienen
grado de precisión 2n− 3 y ésta contiene las abscisas θ y −1:

(iii) cuasi-Radau por la derecha con abscisa θ, si tienen
grado de precisión 2n− 3 y ésta contiene las abscisas θ y 1:

(iv) cuasi-Lobatto con abscisa θ, si tienen grado de preci-
sión 2n− 4 y ésta contiene las abscisas θ, −1 y 1.
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Denotemos por

−1 < xG
n,1 < . . . < xG

n,n < 1, −1 = xLR
n,1 < . . . < xLR

n,n < 1,

−1 < xRR
n,1 < . . . < xRR

n,n = 1, −1 = xL
n,1 < . . . < xL

n,n = 1,

a las abscisas de las fórmulas de Gauss, de Radau por la iz-
quierda, de Radau por la derecha y de Lobatto de orden n
correspondientes a la medida σ, respectivamente. La notación
correcta es de la forma xG

n,j(σ) pero, cuando no haya peligro
de confusión, omitiremos la medida.

Se verá en la demostración del Teorema 2.12 (y de manera
alternativa en un resultado debido a Markov [32, Theorem
3.3.4]) que

j = 1, . . . , n : xLR
n,j < xG

n,j < xRR
n,j , (2.10)

j = 1, . . . , n− 1 : xG
n−1,j < xLR

n,j+1 < xL
n,j+1, (2.11)

j = 1, . . . , n− 1 : xL
n,j < xRR

n,j < xG
n−1,j (2.12)

y

j = 1, . . . , n− 2 : xRR
n−1,j < xL

n,j+1 < xLR
n−1,j+1. (2.13)

Como todas las raíces de pn(x, σ) son simples y están con-
tenidas en (−1, 1), las enumeraremos como sigue:

−1 < xn,1(σ) < . . . < xn,n(σ) < 1 (2.14)

y convengamos en que xn,0(σ) = −1, xn,n+1(σ) = 1.
Para una función ω,

ω(x) ∈ {1, 1− x, x+ 1, 1− x2},

usamos la notación pn(x, ωσ) para representar a los polino-
mios correspondientes a la medida ωdσ. También necesitamos
de la fracción racional

fn(x, σ) =
pn(x, σ)

pn−1(x, σ)
. (2.15)
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En la afirmación siguiente (debida esencialmente a Shohat
[31]) enumeramos algunas condiciones necesarias y suficien-
tes para garantizar la existencia de fórmulas cuadraturas con
ciertas propiedades.

Lema 2.5. Sean θ ∈ (−1, 1) arbitrario,

ω(x) ∈ {1, 1− x, x+ 1, 1− x2} y ν = n− deg(ω).

(i) Si pν−1(θ, ωσ) = 0, entonces no existe una fórmula de
cuadratura de orden n con grado de precisión

m ≥ n+ ν − 2

que tenga como abscisas prefijadas a la raíces del polinomio

(x− θ)ω(x).

(ii) Si pν(θ, ωσ) = 0, entonces existe una única fórmula de
cuadratura de orden n con grado de precisión

m ≥ n+ ν − 2

que tiene como abscisas prefijadas a la raíces del polinomio

(x− θ)ω(x).

(iii) Si pν−1(θ, ωσ)pν(θ, ωσ) 6= 0, entonces existe a lo sumo
una fórmula de cuadratura de orden n con grado de precisión

m ≥ n+ ν − 2

que tiene como abscisas prefijadas a la raíces de

(x− θ)ω(x).

Tal fórmula tiene como polinomio generador a

wn(x) = ω(x)

(
pν(x, ωσ)−

pν(θ, ωσ)

pν−1(θ, ωσ)
pν−1(x, ωσ)

)
, (2.16)
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con pj(x, ωσ) el j-ésimo polinomio ortonormal con respecto a
la medida positiva ωdσ, por lo tanto la fórmula de cuadratura
dada anteriormente es única.

(iv) Recíprocamente, supongamos que
(a) pν−1(θ, ωσ)pν(θ, ωσ) 6= 0 y wn está definido como en

(2.16),
(b) Todas las raíces del polinomio wn/ω son simples y es-

tán contenidas en (−1, 1),
(c) En la fórmula de cuadratura cuya existencia se afir-

ma en (iii) los pesos correspondientes a las raíces de ω son
positivos.

Entonces el polinomio wn genera una fórmula de cuadra-
tura positiva de orden n con grado de precisión

m = n+ ν − 2

y posee como abscisas prefijadas la raíces de

(x− θ)ω(x).

Demostración. Para demostrar los incisos (i)-(iii), proce-
damos como sigue. Sea Qn una fórmula de cuadratura como la
dada en (2.1)-(2.2) de orden n, grado de precisión m ≥ n+ν−2
y polinomio generador W (x) divisible por (x− θ)w(x). Si Rn

está dado como en (2.1), se sigue que, para j = 0, 1, . . . , ν−2,

Rn(x
jW ) = 0 = Iσ(x

jW ) =

∫ b

a

xjW (x)dσ(x).

Como {pj(x, ωσ)}νj=0 es una base para Pν , representando
a W/ω en esta base, deducimos que existen c1, c2 ∈ R tales
que

W (x) = ω(x) [c1pν(x, ωσ) + c2pν−1(x, ωσ)] . (2.17)

Notemos que c1 6= 0, ya que de lo contrario deg(Qn) = n− 1
y esto es una contradicción.

Como W (θ) = 0 y 0 6= ω(θ), se tiene que

c1pν(θ, ωσ) + c2pν−1(θ, ωσ) = 0.
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Ahora, como las raíces de los polinomios ortogonales se entre-
lazan (ver Teorema 1.5), las cantidades pν(θ, ωσ) y pν−1(θ, ωσ)
no se anulan simultáneamente. Luego, si suponemos que

pν−1(θ, ωσ) = 0

llegamos a una contradicción. Esto prueba (i). Además, si

pν(θ, ωσ) = 0,

entonces c2pν−1(θ, ωσ) = 0. Luego c2 = 0 y

W (x) = c1ω(x)pν(x, ωσ).

De aquí que, los ceros de W son las raíces de ω(x)pν(x, ωσ).
Hemos obtenido la regla clásica de Gauss/Radau/Lobatto des-
crita más arriba. Esto demuestra (ii).

Para verificar (iii), supongamos que

pν−1(θ, ωσ)pν(θ, ωσ) 6= 0.

No es difícil probar que si

c1pν(θ, ωσ) + c2pν−1(θ, ωσ) = 0,

entonces wn = W/c1. Así, wn es un polinomio generador para
Qn. Observemos que,

Rn (pν−1(x, ωσ)W ) = Iσ (pν−1(x, ωσ)W )

= c1

∫ b

a

pν(x, ωσ)pν−1(x, ωσ)ω(x)dσ(x)

+c2

∫ b

a

pν−1(x, ωσ)
2ω(x)dσ(x)

= c2

∫ b

a

pν−1(x, ωσ)
2ω(x)dσ(x) 6= 0.
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En otras palabras, hemos encontrado un polinomio de grado
n + ν − 1, a saber pν−1(x, ωσ)W ∈ Pn+ν−1 con n + ν − 2 <
n+ ν − 1 tal que

Rn (pν−1(x, ωσ)W ) 6= 0.

Luego, el mayor entero es m = n+ ν − 2. Hemos demostrado
(iii).

Veamos (iv). Por (iii), podemos construir a lo sumo una
fórmula de cuadratura como la dada en (2.2), de orden n y
grado de precisión m ≥ n+ν−2 que tenga como abscisas a la
raíces de (x− θ)ω(x). En caso de que exista ésta es generada
por el polinomio wn.

Si xn,j son las raíces distintas de wn en [a, b] y

ln,j(x) =
wn(x)

w′
n(xn,j)(x− xn,j)

,

denotan los polinomios fundamentales de Lagrange asociados
con las abscisas xn,j, entonces por el proceso de interpolación
de Lagrange (vea Teorema 1.6), tenemos que

λn,j =

∫ 1

−1

wn(x)

w′
n(xn,j)(x− xn,j)

dσ(x). (2.18)

Así, Qn posee grado de precisión m ≥ n− 1.
Dado que cada f ∈ Pn+ν−2 se puede expresar como

f = f1wn + f2, con f1 ∈ Pν−2 y f2 ∈ Pn−1,

se sigue que

Rn(f) = Rn(f1wn) +Rn(f2) = Rn(f1wn),

donde Rn(f2) se anula por ortogonalidad. Por lo que Qn tiene
grado de precisión m ≥ n+ ν − 2, y así n+ ν − 2 por la parte
(iii).
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Falta discutir la positividad de los pesos. Si ω(xn,j) = 0,
la propiedad de que λn,j > 0 se ha incluido en las hipótesis.
Por otra parte, observamos que el polinomio

Pj(x) =
wn(x)

w′
n(xn,j)(x− xn,j)

P (x)

P ′(xn,j)(x− xn,j)
,

donde P (x) = wn(x)/ω(x), es de grado no mayor que n+ν−2.
Además, para j = 0, 1, . . . , n, n+ 1,

Qn(Pj) = λn,0P0(xn,0) + λn,n+1Pn+1(xn,n+1) > 0.

De aquí que λn,j = Qn(Pj) = Iσ(Pj) > 0.

Se deduce del Lema 2.5 (incisos (iii) y (iv)) que existe una
estrecha relación entre las condiciones necesarias y suficientes
para garantizar la existencia de una cierta fórmula de cuadra-
tura; a saber, la localización de las raíces de wn/ω en (−1, 1)
y la positividad de los pesos. Estas condiciones se analizarán
más adelante.

Recordemos algunos resultados de Brezinski y Peherstorfer
(ver [4] y [28]), que nos serán de utilidad para localizar las
raíces del polinomio cuasi-ortogonal wn dado en (2.16).

Definición 2.3. Fijemos una función peso positiva w en [−1, 1]
y sea Sn ∈ Pn. Diremos que Sn es cuasi-ortogonal de orden r
en [−1, 1] con respecto a w si satisface que

∫ 1

−1

xkSn(x)w(x)dx = 0, para k = 0, . . . n− 1− r.

Si r = 2n− (m+ 1), recuperamos la condición de ortogo-
nalidad (2.3) con wn(x) = Sn(x) y w(x)dx = dσ(x).

Teorema 2.6. [4] Fijemos una función peso positiva w en
[−1, 1] y sea {Pn}∞n=1 una familia de polinomios ortogonales
en [−1, 1] con respecto a w. Sea r ∈ N un entero fijo y para
i = 1, . . . , r, sean ci números reales con cr 6= 0. Si

Sn = Pn(x) + c1Pn−1(x)+, . . . ,+crPn−r,

entonces Sn es un polinomio cuasi-ortogonal de orden r en
[−1, 1] con respecto a w.
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Teorema 2.7. [4] Sea w una función peso positiva fija en
[−1, 1]. Si Sn es cuasi-ortogonal de orden r en [−1, 1] con
respecto a w, entonces al menos (n− r) ceros distintos de Sn

están en (−1, 1).

Sea fn la función dada en la ecuación (2.15). Supongamos
que los coeficientes principales de los polinomios pn tienen el
mismo signo. Tenemos que, fn(x) es creciente en cada sub-
intervalo

(xn−1,j(σ), xn−1,j+1(σ)) , para j = 0, . . . , n− 1,

donde utilizamos la notación (2.14). Así,

fn(x) < 0, para x < xn,1(σ) (2.19)

y
fn(x) > 0, si x > xn,n(σ).

En particular
fn(−1) < 0 < fn(1). (2.20)

Consideremos el polinomio

Sn(x) = pn(x) + anpn−1(x), con an 6= 0.

Como Sn(x) = 0 si y sólo si fn(x) = −an, tenemos que

fn(−1) =
pn(−1)

pn−1(−1)
≤ −an ≤ pn(1)

pn−1(1)
= fn(1).

Por el Teorema 2.6, Sn es cuasi-ortogonal de orden r = 1.
Además, si y1 < . . . < yn denotan los ceros de Sn, entonces
por el Teorema 2.7, al menos (n − 1) de ellos están en el
intervalo (−1, 1). Hemos obtenido el teorema que sigue.
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Teorema 2.8. [4] (i) Para cada n ∈ N, los ceros

y1 < . . . < yn

de Sn son reales, distintos y a lo sumo uno de ellos se encuen-
tra fuera de (−1, 1).

(ii) a) Si −an > 0, entonces

xn,i(σ) < yi < xn−1,i(σ) y xn,n(σ) < yn,

para i = 1, . . . , n− 1.
b) Si −an < 0, entonces

xn−1,i−1(σ) < yi < xn,i(σ) y y1 < xn,1(σ),

para i = 2, . . . , n.
(iii) Si −an < fn(−1) < 0, entonces y1 < −1.
(iv) Si −an > fn(1) > 0, entonces 1 < yn.
(v) Si fn(−1) < −an < fn(1), entonces Sn tiene todos sus

ceros en (−1, 1).

Lema 2.9. Tomemos ω(x) ∈ {1, x+ 1, 1− x, 1− x2} y deno-
temos por ν = n− degω.

Fijemos θ ∈ (−1, 1) y supongamos que

pν−1(θ, ωσ)pν(θ, ωσ) 6= 0.

Sean wn el polinomio dado en el Lema 2.5 inciso (iii).
Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
(i) Las raíces de wn/ω son simples y están en (−1, 1).
(ii)

fν(−1, ωσ) < fν(θ, ωσ) < fν(1, ωσ). (2.21)

Demostración. Por el Teorema 1.4, las ν raíces del poli-
nomio cuasi-ortogonal wn/ω son reales, distintas y al menos
ν−1 de ellas se encuentran en el intervalo (−1, 1). Sólo queda
localizar la raíz restante.

Como pν−1(θ) 6= 0, podemos definir

Sν(x) = pν(x)− fν(θ, ωσ)pν−1(x),
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Nótese que (ver Lema 2.5)

wn(x)

w(x)
= pν(x, ωσ)−

pν(θ, ωσ)

pν−1(θ, ωσ)
pν−1(x, ωσ) = Sν(x).

Supongamos que las raíces de wn/ω son simples, están en
(−1, 1) y fν(θ, ωσ) ≤ fν(−1, ωσ). Como wn(−1)

w(−1)
6= 0, se sigue

que fν(θ, ωσ) 6= fν(−1, ωσ). Se tiene entonces que

fν(θ, ωσ) < fν(−1, ωσ).

A partir de (iii) en el Teorema 2.8 la raíz menor de Sn es
menor que −1, lo cual contradice (i).

La desigualdad fν(θ, ωσ) < fν(1, ωσ) se prueba de manera
similar, utilizando (iv) en el Teorema 2.8.

Para ver el recíproco, notemos que por (2.21)

fν(−1, ωσ) < fν(θ, ωσ) < fν(1, ωσ).

Luego, de (v) en el Teorema 2.8, se sigue que Sν tiene todos
sus ceros en (−1, 1).

Lema 2.10. Bajo las hipótesis de Lema 2.9, se tiene que las
raíces de wn/ω son simples y están en (−1, 1) si y sólo si

θ ∈
ν⋃

j=1

(
xν−1,j−1(ω−1σ), xν−1,j(ω1σ)

)
, (2.22)

donde

ω−1(y) = (y + 1)ω(y) y ω1(y) = (1− y)ω(y).

Demostración. Con el fin de establecer un vínculo con la
condición (2.22), escribimos la descomposición en fracciones
simples

fν(x, ωσ) = αx+ β +
ν−1∑

j=1

cj
x− xν−1,j(ωσ)

,
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donde
{
xν−1,j(ωσ)

}ν−1

j=1
denotan los ceros de pν−1. Sean

xν−1,j−1(ωσ) y xν−1,j(ωσ)

dos ceros consecutivos de pν−1. Por el Teorema 1.5, existe al
menos un punto

xν,j ∈ (xν−1,j−1(ωσ), xν−1,j(ωσ))

tal que pν(xν,j) = 0. Así, para j = 1, . . . , ν − 1,

cj =
1

f ′
ν(xν,j)

> 0,

donde por la igualdad (1.5),

f ′
ν(xν,j) =

p′ν(xν,j)pν−1(xν,j)− pν(xν,j)p
′
ν−1(xν,j)

pν−1(xν,j)
2 > 0.

Además, α > 0.
Fijemos j ∈ {1, . . . , ν} y denotemos

Ij :=
(
xν−1,j−1(ωσ), xν−1,j(ωσ)

)
.

Como fν es continua y estrictamente creciente en el in-
tervalo Ij y fν(Ij, ωσ) = R, se sigue que, existen dos puntos
únicos zj,1, zj,2 ∈ Ij tales que

fν(zj,1, ωσ) = fν(−1, ωσ) y fν(zj,2, ωσ) = fν(1, ωσ). (2.23)

Luego, θ satisface (2.21) si y sólo si zj,1 < θ < zj,2. Basta
identificar los puntos zj,1 y zj,2. Pero los zj,1 son las raíces del
polinomio

Q1(x) = pν(x, wσ)− fν(−1, wσ)pν−1(x, wσ)

y los zj,2 son las raíces del polinomio

Q2(x) = pν(x, wσ)− fν(1, wσ)pν−1(x, wσ).
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Por construcción

R1(x) =
Q1(x)

1 + x
∈ Pν−1

y R1 es ortogonal a Pν−2, con respecto a la medida (1+x)σ(x).
De hecho, si S ∈ Pν−2, se tiene que

∫ 1

−1

R1(x)S(x)(1 + x)dσ(x) =

∫ 1

−1

Q1(x)S(x)dσ(x) = 0.

Dado que
Q1(x) = (1 + x)R1(x),

los ceros de Q1 distintos de −1, coinciden con los ceros del
polinomio ortonormal de grado ν−1 con respecto a la medida
(1 + x)dσ(x). Esto es, para 1 < j ≤ ν

zj,1 = xν−1,j((1 + x)dσ) = xν−1,j(ω−1σ).

De forma similar, por construcción

R2(x) =
Q2(x)

1− x
∈ Pν−1.

y R2 es ortogonal a Pν−2, con respecto a la medida (1−x)σ(x).
De hecho, si S ∈ Pν−2, se tiene que

∫ 1

−1

R2(x)S(x)(1− x)dσ(x) =

∫ 1

−1

Q2(x)S(x)dσ(x) = 0.

Dado que,
Q2(x) = (1− x)R2(x),

se sigue que, los ceros de Q2, distintos de 1, coinciden con las
raíces del polinomio ortonormal de grado ν − 1 con respecto
a la medida (1− x)dσ(x). Es decir, para 1 ≤ j ≤ ν − 1,

zj,2 = xν−1,j((1− x)dσ) = xν−1,j(ω1σ).
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Se sigue de la demostración del Lema 2.10 que la condi-
ción (2.22) implica la condición pν−1(θ, ωσ) 6= 0, pero puede
suceder que pν(θ, ωσ) = 0.

Falta discutir la positividad de los pesos correspondientes
a las abscisas prefijadas que son raíces de ω para la fórmula
de cuadratura de orden n con polinomio generador wn dado
en (2.16).

Lema 2.11. Supongamos que

ω(x) ∈ {1, x+ 1, 1− x, 1− x2}, ν = n− deg(ω)

y existe j = 1, . . . , ν tal que

θ ∈ Ij =
(
xν−1,j−1(ω−1σ), xν−1,j(ω1σ)

)
,

con pν(θ, ωσ) 6= 0, donde

ω−1(y) = (y + 1)ω(y) y ω1(y) = (1− y)ω(y).

(i) Si ω(−1) = 0, entonces el peso λn,0 correspondiente a
la abscisa prefijada −1 en las fórmulas de cuadratura 2.5 y
2.8 es positivo si y sólo si

θ > xν,j(ω̃−1σ), con ω̃−1(y) = ω(y)/(y + 1).

(ii) Si ω(1) = 0, entonces el peso λn,n+1 correspondiente a
la abscisa prefijada 1 en las fórmulas de cuadratura 2.5 y 2.9
es positivo si y sólo si

θ < xν,j(ω̃1σ), si ω̃1(y) = ω(y)/(1− y).

Demostración. Como la segunda afirmación se puede ob-
tener a partir de la primera al sustituir x por −x, únicamente
vamos a demostrar la primera.

En lo que sigue, escribiremos pj(x, ω̃−1σ) = pj(x). Por el
Teorema 1.2, para cada m ≥ 0 existe un escalar am > 0 tal
que
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am
pm+1(x)pm(y)− pm+1(y)pm(x)

x− y
=

m∑

j=0

pj(x)pj(y). (2.24)

Pongamos Km(x, y) =
∑m

j=0 pj(x)pj(y). Como antes, ob-
servemos que, para cada qm−1 ∈ Pm−1,

∫ 1

−1

Km(x,−1)qm−1(x)(x+ 1)ω̃−1(x)dσ(x) = 0,

así existe una constante ǫ 6= 0 tal que

Km(x,−1) = ǫpm(x, ωσ),

y por lo tanto

Km(x,−1)

Km(−1,−1)
=

pm(x, ωσ)

pm(−1, ωσ)
:= rm(x). (2.25)

Por (2.24), así como por la ortogonalidad de pj, deducimos
que
∫ 1

−1

rm(x)ω̃−1(x)dσ(x) =
1

Km(−1,−1)

∫ 1

−1

p20(−1)ω̃−1(x)dσ(x)

=
1

Km(−1,−1)
> 0.

Para encontrar el peso correspondiente para la abscisa −1,
sustituyamos la ecuación (2.16) en (2.18) para obtener

λn, 0 =

∫ 1

−1

[pν(x, ωσ)− fν(θ, ωσ)pν−1(x, ωσ)]ω̃−1(x)dσ(x)

[pν(−1, ωσ)− fν(θ, ωσ)pν−1(−1, ωσ)]ω̃−1(−1)

=

∫ 1

−1

fν(−1, ωσ)rν(x)− fν(θ, ωσ)rν−1(x)

fν(−1, ωσ)− fν(θ, ωσ)

ω̃−1(x)

ω̃−1(−1)
dσ(x)

=
1

ω̃−1(−1)

fν(θ, ωσ)
Kν−1(−1,−1)

− fν(−1, ωσ)
Kν(−1,−1)

fν(θ, ωσ)− fν(−1, ωσ)
.
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Por el Lema 2.9, fν(−1, ωσ) < fν(θ, ωσ), de aquí que

ω̃−1(−1)(fν(θ, ωσ)− fν(−1, ωσ)) > 0.

Con el fin de discutir la positividad de la expresión
(

fν(θ, ωσ)

Kν−1(−1,−1)
− fν(−1, ωσ)

Kν(−1,−1)

)
,

sea la función racional

r(x) =

(
fν(x, ωσ)

Kν−1(−1,−1)
− fν(−1, ωσ)

Kν(−1,−1)

)
.

Así, concluimos que λn,0 > 0 si y sólo si r(θ) > 0. Pa-
ra analizar el signo de la función r(θ), observemos que, si
x ≤ zj,1, entonces r(x) ≤ r(zj,1) < 0 y si x ≥ zj,2, se tiene
que r(x) ≥ 0 vea (2.23). Además, zj,1 < x < zj,2 implica que
r(zj,1) < r(x) < r(zj,2) si y sólo si

fν(−1) < fν(x) < fν(1).

Luego, λn,0 > 0 si y sólo si θ > xν,j, con xν,j la única raíz de
fν en (zj,1, zj,2) ⊂ Ij.

Por (2.24) y (2.25) obtenemos

r(x) =
fν(−1)

Kν(−1,−1)

(
Kν(x,−1)

Kν−1(x,−1)
− 1

)

=
fν(−1)

Kν(−1,−1)

pν(−1)pν(x)

Kν−1(x,−1)

con raíces xν,1(ω̃−1σ), . . . , xν,ν(ω̃−1σ). Comparando con los in-
tervalos ordenados y disjuntos I1, . . . , Iν , encontramos que
xν,j(ω̃−1σ) ∈ Ij, y así zj,1 = xν,j(ω̃−1σ) como se afirmó an-
teriormente.

Enunciemos el resultado principal
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Teorema 2.12. (a) Existe una regla positiva cuasi-Gauss de
orden n con abscisa θ para n ≥ 1 si y sólo si

θ ∈
n⋃

j=0

(
xLR
n,j , x

RR
n,j+1

)
\
{
xG
n,j

}
.

(b) Existe una regla positiva cuasi-Radau por la izquierda de
orden n con abscisa θ para n ≥ 2 si y sólo si

θ ∈
n−1⋃

j=0

(
xG
n−1,j, x

L
n−1,j+1

)
\
{
xLR
n,j

}
.

(c) Existe una regla positiva cuasi-Radau por la derecha de
orden n con abscisa θ para n ≥ 2 si y sólo si

θ ∈
n−2⋃

j=0

(
xL
n−1,j, x

G
n−1,j+1

)
\
{
xRR
n,j

}
.

(d) Existe una regla positiva cuasi Lobatto de orden n con
abscisa θ para n ≥ 3 si y sólo si

θ ∈
n−3⋃

j=0

(
xRR
n−1,j, x

LR
n−1,j+1

)
\
{
xL
n,j

}
.

(e) Poniendo ω(x) ∈ {1, x+ 1, 1− x, 1− x2} respectivamente
y ν = n − deg(ω), tenemos que un polinomio generador para
cualquier fórmula de cuadratura está dada por la ecuación
(2.16).

Demostración. (a). Pongamos ω(x) = 1 y ν = n. Supon-
gamos que

θ ∈
n⋃

j=0

(
xLR
n,j , x

RR
n,j+1

)
\
{
xG
n,j

}
.

En particular, pn(θ, σ) 6= 0.
Por otro lado, como

fn(x, σ) =
pn(x, σ)

pn−1(x, σ)
,
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pn−1(θ, σ) 6= 0. Luego

pn−1(θ, σ)pn(θ, σ) 6= 0.

Ahora sabemos que el polinomio wn dado en (2.16) está bien
definido.

Por el Lema 2.10 con

xn−1,j−1(ω−1σ) = xLR
n,j < xn,j(σ) = xG

n,j < xn−1,j(ω1σ)

= xRR
n,j+1,

las raíces (xn,i)
n
i=1 de wn son simples y están en (−1, 1). Por el

Lema 2.5 inciso (iii), existe una única fórmula de cuadratura
de orden n, con grado de precisión 2n − 2 que posee como
abscisa prefijada a θ. Esto es, existen escalares λn,j tales que

∫ 1

−1

Q(x)dx =
n∑

j=1

λn,jQ(xn,j), para todo Q ∈ P2n−2.

Por la Definición 2.2 (inciso (i)) ésta es cuasi-Gauss. Veamos
que es positiva.

Para 1 ≤ i ≤ n, sea

gi(x) =
n∏

j=1,j 6=i

( x− xn,j

xn,i − xn,j

)2
.

Notemos que gi es un polinomio de grado 2n− 2. Luego

0 <

∫ 1

−1

gi(x)dx =
n∑

j=1

λn,jgi(xn,j) = λn,i.

Recíprocamente, supongamos que existe una regla positiva
cuasi-Gauss de orden n y con abscisa θ. Luego por el inciso
(i) de la Definición (2.2), ésta tiene grado de precisión 2n− 2.

Pongamos ω(x) = 1 y ν = n. Por el inciso (i) del Lema
2.5, Pn−1(θ, σ) 6= 0. Así, el polinomio wn(x) dado por (2.16)
está bién definido.
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Si Pn(θ, σ) = 0, se sigue de la demostración de (ii) en el
Lema 2.5 que Pn(x, σ) es un polinomio generador. Pero en
tal caso, segun en el Teorema 2.1 la fórmula tendría grado de
precisión 2n−1 y esto es una contradicción. Además, como la
fórmula tiene grado de precisión 2n − 2, ésta no es la Gauss
(ver Teorema 2.1), luego Pn(θ, σ) 6= 0.

Hemos obtenido que Pn(θ, σ)Pn−1(θ, σ) 6= 0. Por el inciso
(iii) del Lema 2.5, wn es un polinomio generador. Por lo que
sus raíces son simples. Dado que la fórmula es cuasi-Gauss
todas las raíces están en (−1, 1). Por el Lema 2.9 (ver (2.21)),

fn(−1, σ) < fn(θ, σ) < fn(1, σ),

donde

fn(x, σ) =
pn(x, σ)

pn−1(x, σ)
.

Como las raíces de wn son simples y están en (−1, 1), según
el Lema 2.10 se tiene que

θ ∈
n⋃

j=0

(
xLR
n,j , x

RR
n,j+1

)
.

(b). Pongamos ω(x) = x+ 1, ν = n− 1. Supongamos que

θ ∈
n−2⋃

j=0

(
xG
n−1,j, x

L
n−1,j+1

)
\
{
xLR
n,j

}
.

En particular, pn−1(θ, (x+ 1)σ) 6= 0.
Por otro lado, como

fn−1(x, σ) =
pn−1(x, σ)

pn−2(x, σ)
,

pn−2(θ, (x+ 1)σ) 6= 0.
Luego

pn−2(θ, (x+ 1)σ)pn−1(θ, (x+ 1)σ) 6= 0.
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En este caso, aplicando los Lemas 2.10 y 2.5 con

ω(x) = 1 + x, ν = n− 1

y

wn(x) = ω(x)

(
pn−1(x, ωσ)−

pn−1(θ, ωσ)

pn−2(θ, ωσ)
pn−2(x, ωσ)

)
,

concluimos que las raíces (xn,j)
n−1
j=1 de wn/ω son simples y

están en (−1, 1). Además, existe una única fórmula de cua-
dratura de orden n, con grado de precisión 2n − 3 que posee
como abscisa prefijada a las raíces de (x − θ)ω(x): es decir,
existen escalares λn,j tales que para todo Q ∈ P2n−3,

∫ 1

−1

Q(x)(x+ 1)dx = λn,0Q(−1) +
n∑

j=1

λn,jQ(xn,j).

Según la Definición 2.2 (inciso (ii)) ésta fórmula es cuasi-
Radau por la izquierda.

Veamos que es positiva. Para 1 ≤ i ≤ n− 1, sea

gi(x) =
1 + x

1 + xn,i

n−1∏

j=1,j 6=i

( x− xn,j

xn,i − xn,j

)2
.

Notemos que gi es un polinomio de grado 2n− 3. Así,

0 <

∫ 1

−1

gi(x)(x+ 1)dx = λn,0gi(−1) +
n∑

j=1

λn,jgi(xn,j) = λn,i.

Por otra parte, como ω(−1) = 0 y para 0 ≤ j ≤ n − 2
xn−1,j(ω̃−1σ) = xG

n−1,j < θ, por el inciso (i) del Lema 2.11, el
peso λn,0 es positivo.

Recíprocamente, supongamos que existe una regla positiva
cuasi-Radau por la izquierda de orden n con abscisa θ. Pon-
gamos ω(x) = x + 1 y ν = n − 1. Luego por el inciso (ii) de
la Definición (2.2), ésta tiene grado de precisión 2n − 3. Por
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el inciso (i) del Lema 2.5, Pn−2(θ, ωσ) 6= 0. Así, el polinomio
wn(x)/ω(x) dado por (2.16) está bién definido.

Si Pn−1(θ, ωσ) = 0, se sigue de la demostración de (ii) en
el Lema 2.5 que Pn−1(x, ωσ) es un polinomio generador. Pero
en tal caso, segun en el Teorema 2.3 la fórmula tendría grado
de precisión 2n−2 y esto es una contradicción. Además, como
la fórmula tiene grado de precisión 2n − 3, ésta no es la de
Radau (ver Teorema 2.3), luego Pn(θ, ωσ) 6= 0.

Hemos obtenido que Pn−2(θ, ωσ)Pn−1(θ, ωσ) 6= 0. Por el
inciso (iii) del Lema 2.5, wn/ω es un polinomio generador.
Por lo que sus raíces son simples. Dado que la fórmula es
cuasi-Radau por la izquierda todas las raíces distintas de −1
están en (−1, 1). Por el Lema 2.9 (ver (2.21)),

fn(−1, σ) < fn(θ, σ) < fn(1, σ),

donde

fn−1(x, σ) =
pn−1(x, σ)

pn−2(x, σ)
.

Como las raíces de wn/ω son simples y están en (−1, 1),
según el Lema 2.10 se tiene que

θ ∈
n−1⋃

j=0

(
xG
n−1,j, x

L
n−1,j+1

)
\
{
xLR
n,j

}
.

(c). Pongamos ω(x) = 1− x, ν = n− 1. Supongamos que

θ ∈
n−2⋃

j=0

(
xL
n−1,j, x

G
n−1,j+1

)
\
{
xRR
n,j

}
.

En particular, pn−1(θ, (1− x)σ) 6= 0.
Por otro lado, como

fn−1(x, σ) =
pn−1(x, σ)

pn−2(x, σ)
,

pn−2(θ, (1− x)σ) 6= 0.
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Luego

pn−2(θ, (1− x)σ)pn−1(θ, (1− x)σ) 6= 0.

En este caso, aplicando los Lemas 2.10 y 2.5 con

ω(x) = 1− x, ν = n− 1

y

wn(x) = ω(x)

(
pn−1(x, ωσ)−

pn−1(θ, ωσ)

pn−2(θ, ωσ)
pn−2(x, ωσ)

)
,

concluimos que las raíces (xn,j)
n−1
j=1 de wn/ω son simples y

están en (−1, 1). Además, existe una única fórmula de cua-
dratura de orden n, con grado de precisión 2n − 3 que posee
como abscisa prefijada a las raíces de (x − θ)ω(x): es decir,
existen escalares λn,j tales que para todo Q ∈ P2n−3,

∫ 1

−1

Q(x)(1− x)dx = λn,n+1Q(1) +
n∑

j=1

λn,jQ(xn,j).

Según la Definición 2.2 (inciso (iii)) ésta fórmula es cuasi-
Radau por la derecha.

Veamos que es positiva. Para 1 ≤ i ≤ n− 1, sea

gi(x) =
1− x

1− xn,i

n−1∏

j=1,j 6=i

( x− xn,j

xn,i − xn,j

)2
.

Notemos que gi es un polinomio de grado 2n− 3. Así,

0 <

∫ 1

−1

gi(x)(1− x)dx = λn,n+1gi(1) +
n∑

j=1

λn,jgi(xn,j) = λn,i.

Por otra parte, como ω(1) = 0 y para 0 ≤ j ≤ n − 2
xn−1,j(ω̃1σ) = xG

n−1,j+1 > θ, por el inciso (i) del Lema 2.11, el
peso λn,n+1 es positivo.
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Recíprocamente, supongamos que existe una regla positiva
cuasi-Radau por la derecha de orden n con abscisa θ.

Pongamos ω(x) = 1−x y ν = n−1. Luego por el inciso (iii)
de la Definición (2.2), ésta tiene grado de precisión 2n−3. Por
el inciso (i) del Lema 2.5, Pn−2(θ, ωσ) 6= 0. Así, el polinomio
wn(x)/ω(x) dado por (2.16) está bién definido.

Si Pn−1(θ, ωσ) = 0, se sigue de la demostración de (ii) en
el Lema 2.5 que Pn−1(x, ωσ) es un polinomio generador. Pero
en tal caso, según en el Teorema 2.4 la fórmula tendría grado
de precisión 2n−2 y esto es una contradicción. Además, como
la fórmula tiene grado de precisión 2n − 3, ésta no es la de
Radau (ver Teorema 2.4), luego Pn(θ, ωσ) 6= 0.

Hemos obtenido que Pn−2(θ, ωσ)Pn−1(θ, ωσ) 6= 0. Por el
inciso (iii) del Lema 2.5, wn/ω es un polinomio generador. Por
lo que sus raíces son simples. Dado que la fórmula es cuasi-
Radau por la derecha todas las raíces distintas de 1 están en
(−1, 1). Por el Lema 2.9 (ver (2.21)),

fn(−1, σ) < fn(θ, σ) < fn(1, σ),

donde

fn−1(x, σ) =
pn−1(x, σ)

pn−2(x, σ)
.

Como las raíces de wn/ω son simples y están en (−1, 1),
según el Lema 2.10 se tiene que

θ ∈
n−2⋃

j=0

(
xL
n−1,j, x

G
n−1,j+1

)
\
{
xRR
n,j

}
.

(d). Pongamos ω(x) = (x + 1)(1 − x), ν = n − 2. Supon-
gamos que existe j ∈ {1, . . . , n− 3}, tal que

θ ∈
(
xRR
n−1,j, x

LR
n−1,j+1

)
y θ 6= xL

n,j.

En particular, pn−2(θ, (1− x)(1 + x)σ) 6= 0.
Por otro lado, como

fn−2(x, σ) =
pn−2(x, σ)

pn−3(x, σ)
,
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pn−3(θ, (1− x)(1 + x)σ) 6= 0.
Luego

pn−2(θ, (1− x)(1 + x)σ)pn−3(θ, (1− x)(1 + x)σ) 6= 0.

En este caso, aplicando los Lemas 2.10 y 2.5 con

ω(x) = (1− x)(1 + x), ν = n− 2

y

wn(x) = ω(x)

(
pn−2(x, ωσ)−

pn−2(θ, ωσ)

pn−3(θ, ωσ)
pn−2(x, ωσ)

)
,

concluimos que las raíces (xn,j)
n−2
j=1 de wn/ω son simples y

están en (−1, 1). Además, existe una única fórmula de cua-
dratura de orden n, con grado de precisión 2n − 4 que posee
como abscisa prefijada a las raíces de (x − θ)ω(x): es decir,
existen escalares λn,j tales que para todo Q ∈ P2n−4,

∫ 1

−1

Q(x)(1− x)(1 + x)dx = λn,0Q(−1) + λn,n+1Q(1)

+
n∑

j=1

λn,jQ(xn,j).

Según la Definición 2.2 (inciso (iv)) ésta fórmula es cuasi-
Lobatto.

Veamos que es positiva. Para 1 ≤ i ≤ n− 2, sea

gi(x) =
(1− x)(1 + x)

(1 + xn,i)(1− xn,i)

n−2∏

j=1,j 6=i

( x− xn,j

xn,i − xn,j

)2
.

Notemos que gi es un polinomio de grado 2n− 4. Así,

0 <

∫ 1

−1

gi(x)(1− x)(1 + x)dx = λn,0gi(−1) + λn,n+1gi(1)
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+
n∑

j=1

λn,jgi(xn,j) = λn,i.

Por otra parte, dado que ω(−1) = 0, ω(1) = 0 y para
0 ≤ j ≤ n− 2,

xn−2,j(ω̃−1σ) = xG
n−1,j < θ, xn−2,j(ω̃1σ) = xG

n−1,j+1 > θ,

por los incisos (i) y (ii) del Lema 2.11, los pesos λn,0 y λn,n+1

son positivos.
Recíprocamente, supongamos que existe una fórmula de

cuadratura positiva cuasi-Lobatto de orden n, con abscisa θ.
Pongamos ω(x) = 1− x2 y ν = n− 2. Luego por el inciso

(iv) de la Definición (2.2), ésta fórmula tiene grado de preci-
sión 2n−4. Por el inciso (i) del Lema 2.5, Pn−3(θ, ωσ) 6= 0. Así,
el polinomio wn(x)/ω(x) dado por (2.16) está bién definido.

Si Pn−2(θ, ωσ) = 0, se sigue de la demostración de (ii) en
el Lema 2.5 que Pn−2(x, ωσ) es un polinomio generador. Pero
en tal caso, según en el Teorema 2.2 la fórmula tendría grado
de precisión 2n−3 y esto es una contradicción. Además, como
la fórmula tiene grado de precisión 2n − 3, ésta no es la de
Lobatto (ver Teorema 2.2), luego Pn−2(θ, ωσ) 6= 0.

Hemos obtenido que Pn−2(θ, ωσ)Pn−3(θ, ωσ) 6= 0. Por el
inciso (iii) del Lema 2.5, wn/ω es un polinomio generador.
Por lo que sus raíces son simples. Dado que la fórmula es
cuasi-Lobatto todas las raíces distintas de −1 y 1 están en
(−1, 1). Por el Lema 2.9 (ver (2.21)),

fn(−1, σ) < fn(θ, σ) < fn(1, σ),

donde

fn−2(x, σ) =
pn−2(x, σ)

pn−3(x, σ)
.

Como las raíces de wn/ω son simples y están en (−1, 1),
según el Lema 2.10 se tiene que existe j, 0 ≤ j ≤ n − 3 tal
que

θ ∈
(
xRR
n−1,j, x

LR
n−1,j+1

)
y θ 6= xL

n,j.
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(e). Se sigue del Lema 2.5 inciso (iv).

Dado que los intervalos considerados en el Teorema 2.12
incisos (b) y (c) son distintos y la unión de sus clausuras da
el intervalo [−1, 1] (y de manera similar los incisos (a) y (d)
cuando n es reemplazado por n − 1), se sigue que podemos
obtener dos conclusiones diferentes para cualquier abscisa pre-
fijada θ ∈ [−1, 1].

Corolario 2.13. Supongamos que θ ∈ (−1, 1).
(i) Si n ≥ 3 y

θ ∈
n⋃

j=1

{
xLR
n,j , x

RR
n,j , x

L
n,j

}
∪

n−1⋃

j=1

{
xG
n−1,j

}
,

entonces existe una regla positiva de cuadratura con abscisa θ
que puede ser de Gauss de orden (n−1), de Radau de orden n
o de Lobatto de orden n. Si θ no está en el conjunto anterior,
existe una regla positiva de orden n con abscisa θ que puede
ser cuasi-Radau por la izquierda o cuasi-Radau por la derecha.

(ii) Si n ≥ 3 y

θ ∈
n⋃

j=1

{xL
n,j} ∪

n−1⋃

j=1

{xG
n−1,j, x

LR
n−1,j, x

RR
n−1,j},

entonces existen ya sea una regla positiva con abscisa θ que
puede ser de Gauss de orden (n− 1), de Radau de orden n o
de Lobatto de orden n. Si θ no está en el conjunto anterior,
existe una regla positiva con abscisa θ que pueder cuasi-Gauss
de orden (n− 1) o cuasi-Lobatto de orden n.

Observación 2.1. Con el fin de comprender mejor las res-
tricciones del parámetro θ, analizemos la regla cuasi-Radau
por la izquierda enunciada en el Teorema 2.12.

Cuando θ se acerca al punto xLR
n,j+1, nuestra fórmula de

cuadratura se convierte en la regla clásica de Radau por la
izquierda de orden n, con grado de precisión 2n − 2 y no
2n− 3 como se requiere para una regla cuasi-Radau.
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Por otra parte, si θ se acerca por el lado izquierdo al punto
xG
n−1,j, obtenemos la regla clásica de Gauss de orden (n − 1)

(con grado de precisión 2n−3), puesto que el peso correspon-
diente a la abscisa −1 se anula, como se vio en la demostración
del Lema 2.11.

Finalmente, cuando θ se acerca al punto xL
n,j+1 por el lado

derecho, el nodo mayor de nuestra fórmula de cuadratura se
aproxima a 1 (ver Lema 2.9); así obtenemos la fórmula clásica
de Lobatto de orden n (con grado de precisión 2n− 3).

Fenómenos similares ocurren para las otras tres fórmulas
de cuadratura del Teorema 2.12.

2.2. Cuadraturas con un nodo fijo

Estamos en condiciones de demostrar los Teoremas prin-
cipales de está sección, a saber los Teoremas 2.14, 2.15, 2.16
y 2.17. Estos resultados serán de utilidad para identificar to-
dos los puntos donde los polinomios de la mejor aproximación
unilateral interpolan a la función Gθ.

Para α, β ∈ {0, 1} y n ∈ N, denotemos por x
(α,β)
n,i a los

ceros del polinomio de Jacobi P (α,β)
n , 1 ≤ i ≤ n.

Teorema 2.14. Para θ ∈ (−1, 1) y n ≥ 3, existe una fórmula
de cuadratura positiva cuasi-Gauss con abscisa θ de orden n
y grado de precisión 2n− 2 si y sólo si

θ ∈ QGn :=
n⋃

j=1

(
x
(0,1)
n−1,j−1, x

(1,0)
n−1,j

)
\
{
x
(0,0)
n,j

}
.

Si existe, la fórmula de cuadratura es única y

wn(x) =
(
P (0,0)
n (x)− P

(0,0)
n (θ)

P
(0,0)
n−1 (θ)

P
(0,0)
n−1 (x)

)
(2.26)

es un polinomio generador.
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Demostración. Supongamos que θ ∈ QGn. En particular,
P

(0,0)
n (θ) 6= 0.

Por otra parte, dado que

fn(x, σ) =
p
(0,0)
n (x, σ)

p
(0,0)
n−1 (x, σ)

,

se sigue que p
(0,0)
n−1 (x, σ) 6= 0. De aquí que

P
(0,0)
n−1 (θ)P

(0,0)
n (θ) 6= 0.

Luego el polinomio wn dado en (2.26) está bién definido.
Por el Lema 2.10 con

xn−1,j−1(ω−1σ) = x
(0,1)
n−1,j−1 < xn,j(σ) = x

(0,0)
n,j

< xn−1,j(ω1σ) = x
(1,0)
n−1,j,

las raíces
(
x
(0,0)
n,i

)n
i=1

de wn son simples y están en (−1, 1). Por

el Lema 2.5 inciso (iii), existe una única fórmula de cuadratura
de orden n, con grado de precisión 2n − 2 que posee como
abscisa prefijada a θ. Esto es, existen escalares λn,j tales que

∫ 1

−1

Q(x)dx =
n∑

j=1

λn,jQ
(
x
(0,0)
n,j

)
, para todo Q ∈ P2n−2.

Por la Definición 2.2 (inciso (i)), ésta es cuasi-Gauss. Veamos
que es positiva.

Para 1 ≤ i ≤ n, sea

gi(x) =
n∏

j=1,j 6=i

( x− x
(0,0)
n,j

x
(0,0)
n,i − x

(0,0)
n,j

)2
.

Notemos que gi es un polinomio de grado 2n− 2. Luego

0 <

∫ 1

−1

gi(x)dx =
n∑

j=1

λn,jgi

(
x
(0,0)
n,j

)
= λn,i.
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Recíprocamente, supongamos que existe una fórmula de
cuadratura positiva cuasi-Gauss de orden n con grado de pre-
cisión 2n− 2 y abscisa θ.

Pongamos ω(x) = 1 y ν = n. Por el inciso (i) del Lema
2.5, P (0,0)

n−1 (θ) 6= 0. Luego el polinomio wn(x) dado por (2.26)
está bién definido.

Si P (0,0)
n (θ) = 0, se sigue de la demostración de (ii) en el

Lema 2.5 que P
(0,0)
n (x) es un polinomio generador. Pero en

tal caso, según en el Teorema 2.1 la fórmula tendría grado de
precisión 2n−1 y esto es una contradicción. Además, como la
fórmula tiene grado de precisión 2n − 2, ésta no es la Gauss
(ver Teorema 2.1), luego P

(0,0)
n (θ) 6= 0.

Hemos obtenido que P
(0,0)
n (θ)P

(0,0)
n−1 (θ) 6= 0. Se sigue de

(iii) en el Lema 2.5 que wn es un polinomio generador. Por
lo tanto sus raíces son simples. Dado que la fórmula es cuasi-
Gauss todas las raíces están en (−1, 1). Por el Lema 2.9 (ver
(2.21)),

fn(−1) < fn(θ) < fn(1),

donde

fn(x) =
p
(0,0)
n (x, σ)

p
(0,0)
n−1 (x, σ)

.

Como las raíces de wn son simples y están (−1, 1), según
el Lema 2.10 se tiene que

θ ∈
n⋃

j=1

(
x
(0,1)
n−1,j−1, x

(1,0)
n−1,j

)
.

Teorema 2.15. Para θ ∈ (−1, 1) y n ≥ 3, existe una regla de
cuadratura positiva cuasi-Radau por la izquierda con abscisa
θ de orden n y grado de precisión 2n− 3 si y sólo si

θ ∈ QLRn :=
n−1⋃

j=1

(
x
(0,0)
n−2,j−1, x

(1,1)
n−2,j

)
\
{
x
(0,1)
n−1,j

}
.
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Si existe, la fórmula de cuadratura es única y

wn(x) = (1 + x)
(
P

(0,1)
n−1 (x)−

P
(0,1)
n−1 (θ)

P
(0,1)
n−2 (θ)

P
(0,1)
n−2 (x)

)
(2.27)

es polinomio generador.

Demostración. Supongamos que θ ∈ QLRn. Se sigue que
P

(0,1)
n−1 (θ) 6= 0. Además, como

fn(x, σ) =
P

(0,1)
n−1 (x, σ)

P
(0,1)
n−2 (x, σ)

,

P
(0,1)
n−2 (x, σ) 6= 0. De aquí que

P
(0,1)
n−1 (θ)P

(0,1)
n−2 (θ) 6= 0.

Luego el polinomio wn/ω dado en (2.27), esta bién definido.
Por el Lema 2.10 con ω(x) = 1 + x, ν = n− 1 y

xn−2,j−1(ω−1σ) < xn−1,j(ω̃−1σ) = x
(0,0)
n−2,j−1 < xn−1,j(ωσ)

= x
(0,1)
n−1,j < xn−2,j(ω1σ) = x

(1,1)
n−2,j,

concluimos que las raíces
(
x
(0,1)
n,j

)n−1

j=1
de wn/ω son simples y

están en (−1, 1). Además, existe una única fórmula de cua-
dratura de orden n, con grado de precisión 2n − 3 que posee
como abscisa prefijada a las raíces de (x − θ)ω(x): es decir,
existen escalares λn,j tales que para todo Q ∈ P2n−3,

∫ 1

−1

Q(x)(x+ 1)dx = λn,0Q(−1) +
n∑

j=1

λn,jQ
(
x
(0,1)
n,j

)
.

Según la Definición 2.2 (inciso (ii)) ésta fórmula es cuasi-
Radau por la izquierda.

Veamos que es positiva. Para 1 ≤ i ≤ n− 1, sea

gi(x) =
1 + x

1 + x
(0,1)
n,i

n−1∏

j=1,j 6=i

( x− x
(0,1)
n,j

x
(0,1)
n,i − x

(0,1)
n,j

)2
.
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Notemos que gi es un polinomio de grado 2n− 3. Así,

0 <

∫ 1

−1

gi(x)(x+ 1)dx = λn,0gi(−1) +
n∑

j=1

λn,jgi

(
x
(0,1)
n,j

)

= λn,i.

Por otra parte, como ω(−1) = 0 y para 0 ≤ j ≤ n − 2

xn−1,j(ω̃−1σ) = x
(0,0)
n−1,j < θ, por el inciso (i) del Lema 2.11, el

peso λn,0 es positivo.
Recíprocamente, supongamos que existe una fórmula de

cuadratura positiva cuasi-Radau por la izquierda de orden n,
con abscisa θ y grado de precisión 2n− 3.

Se sigue del Lema 2.5 (con ω(x) = x + 1, ν = n − 1) que
P

(0,1)
n−2 (θ) 6= 0. Luego el polinomio wn(x) dado por (2.27) está

bién definido.
Si P (0,1)

n−1 (θ) = 0, se sigue de la demostración de (ii) en el

Lema 2.5 que P
(0,1)
n−1 (x) es un polinomio generador. Pero en

tal caso, según en el Teorema 2.3 la fórmula tendría grado de
precisión 2n − 2 y esto es una contradicción. Además, como
la fórmula tiene grado de precisión 2n − 3, ésta no es Radau
por la izquierda (ver Teorema 2.3), luego P

(0,1)
n−1 (θ) 6= 0.

Hemos obtenido que P
(0,1)
n−1 (θ)P

(0,1)
n−2 (θ) 6= 0. Por el Lema

2.5 inciso (iii), wn es un polinomio generador. Por lo tanto
sus raíces son simples. Dado que la fórmula es cuasi-Radau
por la izquierda todas las raíces están en (−1, 1). Por el Lema
2.9 (ver (2.21)),

fn(−1) < fn(θ) < fn(1),

donde

fn(x) =
p
(0,1)
n (x)

p
(0,1)
n−1 (x)

.

Como las raíces de wn son simples y están en [−1, 1), según
el Lema 2.10 se tiene que

θ ∈
n−1⋃

j=1

(
x
(0,0)
n−2,j−1, x

(1,1)
n−2,j

)
.
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Teorema 2.16. Para θ ∈ (−1, 1) y n ≥ 3, existe una fórmula
de cuadratura positiva cuasi-Radau por la derecha con abscisa
θ de orden n y grado de precisión 2n− 3 si y sólo si

θ ∈ QRRn :=
n−1⋃

j=1

(
x
(1,1)
n−2,j−1, x

(0,0)
n−2,j

)
\
{
x
(1,0)
n−1,j

}
.

Si existe, la regla de cuadratura es única y

wn(x) = (1− x)
(
P

(1,0)
n−1 (x)−

P
(1,0)
n−1 (θ)

P
(0,1)
n−2 (θ)

P
(1,0)
n−2 (x)

)
(2.28)

es polinomio generador.

Demostración. Supongamos que θ ∈ QRRn. En particular,
p
(1,0)
n−1 (θ, σ) 6= 0.

Por otro lado, como

fn−1(x, σ) =
p
(1,0)
n−1 (x, σ)

p
(1,0)
n−2 (x, σ)

,

p
(1,0)
n−2 (θ, σ) 6= 0.

Luego
p
(1,0)
n−2 (θ, σ)p

(1,0)
n−1 (θ, σ) 6= 0.

En este caso, aplicando los Lemas 2.10 y 2.5 con

ω(x) = 1− x, ν = n− 1

y

wn(x) = ω(x)

(
p
(1,0)
n−1 (x, ωσ)−

p
(1,0)
n−1 (θ, ωσ)

p
(1,0)
n−2 (θ, ωσ)

p
(1,0)
n−2 (x, ωσ)

)
,

concluimos que las raíces
(
x
(1,0)
n,j

)n−1

j=1
de wn/ω son simples y

están en (−1, 1). Además, existe una única fórmula de cua-
dratura de orden n, con grado de precisión 2n − 3 que posee
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como abscisa prefijada a las raíces de (x − θ)ω(x): es decir,
existen escalares λn,j tales que para todo Q ∈ P2n−3,

∫ 1

−1

Q(x)(1− x)dx = λn,n+1Q(1) +
n∑

j=1

λn,jQ
(
x
(1,0)
n,j

)
.

Según la Definición 2.2 (inciso (iii)) ésta fórmula es cuasi-
Radau por la derecha.

Veamos que es positiva. Para 1 ≤ i ≤ n− 1, sea

gi(x) =
1− x

1− x
(1,0)
n,i

n−1∏

j=1,j 6=i

( x− x
(1,0)
n,j

x
(1,0)
n,i − x

(1,0)
n,j

)2
.

Notemos que gi es un polinomio de grado 2n− 3. Así,

0 <

∫ 1

−1

gi(x)(1− x)dx = λn,n+1gi(1) +
n∑

j=1

λn,jgi

(
x
(1,0)
n,j

)

= λn,i.

Por otra parte, como ω(1) = 0 y para 0 ≤ j ≤ n − 2

x
(1,0)
n−1,j(ω̃1σ) = x

(0,0)
n−1,j > θ, por el inciso (i) del Lema 2.11, el

peso λn,n+1 es positivo.
Recíprocamente, supongamos que existe una fórmula de

cuadratura positiva cuasi-Radau por la derecha de orden n,
con abscisa θ y grado de precisión 2n− 3.

Se sigue del Lema 2.5 (con ω(x) = 1 − x, ν = n − 1) que
P

(1,0)
n−2 (θ) 6= 0. Luego el polinomio wn(x) dado por (2.28) está

bién definido.
Si P (1,0)

n−1 (θ) = 0, entonces de la demostración de (ii) en el

Lema 2.5 que P
(1,0)
n−1 (x) es un polinomio generador. Pero en

tal caso, según en el Teorema 2.4 la fórmula tendría grado de
precisión 2n − 2 y esto es una contradicción. Además, dado
que la fórmula tiene grado de precisión 2n − 3, ésta no es
Radau por la derecha (ver Teorema 2.4), luego P

(1,0)
n−1 (θ) 6= 0.

Hemos obtenido que P (1,0)
n−1 (θ)P

(1,0)
n−2 (θ) 6= 0. Se sigue de (iii)

en el Lema 2.5 que wn es un polinomio generador. Por lo tanto
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sus raíces son simples. Dado que la fórmula es cuasi-Radau por
la derecha todas las raíces están en (−1, 1]. Por el Lema 2.9
(ver (2.21)),

fn(−1) < fn(θ) < fn(1),

donde

fn(x) =
p
(1,0)
n (x)

p
(1,0)
n−1 (x)

.

Como las raíces de wn son simples y están en (−1, 1), según
el Lema 2.10 se tiene que

θ ∈
n−1⋃

j=1

(
x
(1,1)
n−2,j−1, x

(0,0)
n−2,j

)
.

Teorema 2.17. Para θ ∈ (−1, 1) y n ≥ 3, existe una regla
de cuadratura positiva cuasi-Lobatto de orden n, con abscisa
θ y grado de precisión 2n− 4 si y sólo si

θ ∈ QLn :=
n−2⋃

j=1

(
x
(1,0)
n−3,j−1, x

(0,1)
n−3,j

)
\
{
x
(1,1)
n−2,j

}
.

Si existe, la fórmula de cuadratura es única y

wn(x) = (1− x2)
(
P

(1,1)
n−2 (x)−

P
(1,1)
n−2 (θ)

P
(1,1)
n−3 (θ, ωσ)

P
(1,1)
n−3 (x)

)
. (2.29)

es polinomio generador.

Demostración. Sea θ ∈ QLn, existe j ∈ {1, . . . , n − 2} tal
que

x
(1,0)
n−3,j−1 < θ < x

(0,1)
n−3,j y θ 6= x

(1,1)
n−2,j.

En particular, p(1,1)n−2 (θ, σ) 6= 0.
Por otro lado, como

fn−2(x, σ) =
p
(1,1)
n−2 (x, σ)

p
(1,1)
n−3 (x, σ)

,
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p
(1,1)
n−3 (θ, σ) 6= 0.

Luego
p
(1,1)
n−2 (θ, σ)p

(1,1)
n−3 (θ, σ) 6= 0.

En este caso, aplicando los Lemas 2.10 y 2.5 con

ω(x) = (1− x)(1 + x), ν = n− 2

y

wn(x) = ω(x)

(
p
(1,1)
n−2 (x, ωσ)−

p
(1,1)
n−2 (θ, ωσ)

p
(1,1)
n−3 (θ, ωσ)

p
(1,1)
n−2 (x, ωσ)

)
,

concluimos que las raíces
(
x
(1,1)
n,j

)n−2

j=1
de wn/ω son simples y

están en (−1, 1). Además, existe una única fórmula de cua-
dratura de orden n, con grado de precisión 2n − 4 que posee
como abscisa prefijada a las raíces de (x − θ)ω(x): es decir,
existen escalares λn,j tales que para todo Q ∈ P2n−4,

∫ 1

−1

Q(x)(1− x)(1 + x)dx = λn,0Q(−1) + λn,n+1Q(1)

+
n∑

j=1

λn,jQ
(
x
(1,1)
n,j

)
.

Según la Definición 2.2 (inciso (iii)) ésta fórmula es cuasi-
Lobatto.

Veamos que es positiva. Para 1 ≤ i ≤ n− 2, sea

gi(x) =
(1− x)(1 + x)

(1 + x
(1,1)
n,i )(1− x

(1,1)
n,i )

n−2∏

j=1,j 6=i

( x− x
(1,1)
n,j

x
(1,1)
n,i − x

(1,1)
n,j

)2
.

Notemos que gi es un polinomio de grado 2n− 4. Así,

0 <

∫ 1

−1

gi(x)(1− x)(1 + x)dx = λn,0gi(−1) + λn,n+1gi(1)
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+
n∑

j=1

λn,jgi

(
xn,j

)
= λn,i.

Por otra parte, dado que ω(−1) = 0, ω(1) = 0 y para
0 ≤ j ≤ n− 2,

xn−2,j(ω̃−1σ) = x
(0,0)
n−1,j < θ, xn−2,j(ω̃1σ) = x

(0,0)
n−1,j+1 > θ,

por los incisos (i) y (ii) del Lema 2.11, los pesos λn,0 y λn,n+1

son positivos.
Supongamos que existe una fórmula de cuadratura positi-

va cuasi-Lobatto de orden n, con abscisa θ y grado de precisión
2n− 4.

Se sigue del Lema 2.5 (con ω(x) = (1−x)(1+x), ν = n−2)
que P

(1,1)
n−3 (θ) 6= 0. Luego el polinomio wn(x) dado por (2.29)

está bién definido.
Si P (1,1)

n−2 (θ) = 0, se sigue de la demostración de (ii) en el

Lema 2.5 que P
(1,1)
n−2 (x) es un polinomio generador. Pero en

tal caso, según en el Teorema 2.2 la fórmula tendría grado de
precisión 2n − 3 y esto es una contradicción. Más aún, como
la fórmula tiene grado de precisión 2n− 4, ésta no es Lobatto
(ver Teorema 2.2), luego P

(1,1)
n−2 (θ) 6= 0.

Hemos obtenido que P (1,1)
n−1 (θ)P

(1,1)
n−2 (θ) 6= 0. Se sigue de (iii)

en el Lema 2.5 que wn es un polinomio generador. Por lo tanto
sus raíces son simples. Dado que la fórmula es cuasi-Lobatto
todas las raíces están en (−1, 1). Se sigue del Lema 2.9 (ver
(2.21)) que

fn(−1) < fn(θ) < fn(1),

donde

fn(x) =
p
(1,1)
n (x)

p
(1,1)
n−1 (x)

.

Como las raíces de wn son simples y están en [−1, 1], según

el Lema 2.10 se tiene que θ ∈ ⋃n−2
j=1

(
x
(1,0)
n−3,j−1, x

(0,1)
n−3,j

)
.
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Proposición 2.18. Para cada n ≥ 2, sean QGn, QLn, QRRn,
QLRn los conjuntos dados anteriormente y

A = Z
(
P (0,0)
n

)
∪ Z

(
P (1,0)
n

)
∪ Z

(
P

(0,1)
n−1

)
∪ Z

(
P (1,1)
n

)
,

donde

Z
(
P (α,β)
n

)
=
{
x ∈ [−1, 1] : P (α,β)

n (x) = 0
}
.

Tenemos que

QGn ∩QLn+1 = ∅, QRRn ∩QLRn = ∅,

QGn ∪QLn+1 = AC y QRRn ∪QLRn =AC,

con AC = [−1, 1] \ A.

Demostración. Supongamos que QGn ∩ QLn+1 6= ∅ y sea
t ∈ QGn ∩QLn+1. Existe j ∈ {1, . . . , n− 1} tal que

x
(0,1)
n−1,j−1 < t < x

(1,0)
n−1,j, t 6= x

(0,0)
n,j

y
x
(1,0)
n−2,j−1 < t < x

(0,1)
n−2,j, t 6= x

(1,1)
n−1,j.

Pongamos m = n − 1. Entonces existe j ∈ {1, . . . ,m} tal
que

x
(0,1)
m,j−1 < t < x

(1,0)
m,j , t 6= x

(0,0)
m+1,j

y
x
(1,0)
m−1,j−1 < t < x

(0,1)
m−1,j, t 6= x

(1,1)
m,j .

Luego,
(
x
(1,0)
m−1,j−1, x

(0,1)
m−1,j

)
∩
(
x
(0,1)
m,j−1, x

(1,0)
m,j

)
6= ∅,

t 6= x
(1,1)
m,j y t 6= x

(0,0)
m+1,j.

Lo cual nos da una contradicción.
Verifiquemos que QGn∪QLn+1 = AC . Si t ∈ AC , entonces

t ∈ [−1, 1] \ Z
(
P (0,0)
n

)
, t ∈ [−1, 1] \ Z

(
P (1,0)
n

)
,
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t ∈ [−1, 1] \ Z
(
P (0,1)
n

)
y t ∈ [−1, 1] \ Z

(
P (1,1)
n

)
.

Se sigue que

t ∈ [−1, 1], P (0,0)
n (t) 6= 0, P (1,0)

n (t) 6= 0,

P (0,1)
n (t) 6= 0 y P (1,1)

n (t) 6= 0.

De aquí que

t ∈ [−1, 1], t 6= x
(0,0)
n,j , t 6= x

(1,0)
n,j y t 6= x

(0,1)
n,j .

Sin perder generalidad, supongamos que existe j ∈ {1, . . . , n}
tal que

x
(0,1)
n,j < t < x

(1,0)
n,j y t 6= x

(0,0)
n,j .

Se sigue que, t ∈ QGn.
Recíprocamente, sea t ∈ QGn ∪ QLn+1. Si t ∈ QGn, en-

tonces existe un j ∈ {1, . . . , n} tal que

x
(0,1)
n−1,j−1 < t < x

(1,0)
n−1,j, t 6= x

(0,0)
n,j

Es decir,

t /∈ Z(P (0,0)
n ), t /∈ Z(P (1,0)

n ) y t /∈ Z(P (0,1)
n ).

Luego,

t ∈
(
Z(P (0,0)

n ) ∪ Z(P (1,0)
n ) ∪ Z(P (0,1)

n ) ∪ Z(P (1,1)
n )

)C
.

Similarmente se demuestra las otras igualdades.



Capítulo 3

Aproximación en L1 de la
función de Heaviside

En este capítulo, consideramos el problema de encontrar
expresiones explícitas para los polinomios que dan la mejor
aproximación unilateral de las funciones de Heaviside, en la
métrica de L1[−1, 1]. Para tal fin, consideramos secciones que
a continuación detallamos. En la sección 3.1, mencionamos
la relación que guardan los polinomios para la mejor aproxi-
mación unilateral de las funciones de Heaviside y Signo. La
sección 3.2 (ver Teorema 3.5) caracterizamos los polinomios
P ∈ P−

n (Gθ). Mostramos que estos polinomios interpolan a la
función Gθ en algunos puntos yn,i. Así, para obtener una des-
cripción completa de los polinomios identificamos los puntos
yn,i. Se prueba que estos puntos son precisamente los ceros de
un polinomio de Jacobi. Finalmente, en la sección 3.3 damos
expresiones explícitas para los polinomios en P−

n (Gθ). Para
este problema fue fundamental considerar las ideas dadas por
Pinkus (ver [29]). Él da una descripción detallada de algunos
resultados relacionados con la existencia, unicidad y caracte-
rización de la mejor aproximación unilateral.

65
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3.1. Funciones Signo y Heaviside

En este apartado, mostramos la relación que guardan los
polinomios para la mejor aproximación unilateral de la fun-
ciones de Heaviside y Signo. Estas se definen de la manera
siguiente:

Definición 3.1. Para cualquier θ ∈ (−1, 1), sean

Gθ : [−1, 1] → R

la función de Heaviside definida como

Gθ(x) =

{
0, si −1 ≤ x ≤ θ,
1, si θ < x ≤ 1,

y Sθ : [−1, 1] → R la función Signo dada por

Sθ(x) :=





−1, x ∈ [−1, θ),
0, x = θ,
1, x ∈ (θ, 1],

Los polinomios para la mejor aproximación unilateral de
las funciones Gθ y Sθ están relacionados de la forma siguiente.

Proposición 3.1. Para cada θ ∈ (−1, 1) y P ∈ Pn, se tiene
que P ∈ P−

n (Gθ) si y sólo si 2P − 1 ∈ P−
n (Sθ).

Demostración. Nótese que Sθ(x) = 2Gθ(x)−1, casi-donde-
quiera. Luego, para todo polinomio R

∫ 1

−1

| Sθ(x)−R(x) | dx =

∫ 1

−1

| 2Gθ(x)− 1−R(x) | dx.

Supongamos que P ∈ P−
n (Gθ), como 2P − 1 ≤ 2Gθ − 1 en

[−1, 1],

E−
n (Sθ)1 ≤

∫ 1

−1

(Sθ(x)− 2P (x) + 1) dx
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= 2

∫ 1

−1

(Gθ(x)− P (x)) dx = 2E−
n (Gθ)1.

Si Q ∈ P−
n (Sθ), entonces

2E−
n (Gθ)1 ≤

∫ 1

−1

(2Gθ(x)−Q(x)− 1) dx

=

∫ 1

−1

(Sθ(x)−Q(x)) dx = E−
n (Sθ)1.

Hemos verificado que

2E−
n (Gθ)1 = E−

n (Sθ)1 =

∫ 1

−1

(Sθ(x)− 2P (x) + 1) dx

=

∫ 1

−1

(2Gθ(x)−Q(x)− 1) dx.

3.2. Caracterización de la mejor

aproximación

En esta Sección presentamos una caracterización de los po-
linomios P ∈ P−

n (Gθ). Veremos que estos interpolan a la fun-
ción Gθ en ciertos puntos yn,i. Probaremos que dichos puntos
son los ceros de algún polinomio de Jacobi. Para lograr tal ob-
jetivo, mostramos con algunas propiedades y una proposición
útil para obtener la caracterización.

Proposición 3.2. Para cada θ ∈ (−1, 1) y n ∈ N, existe una
constante Mn = M(θ, n) tal que

‖ P ′ ‖∞≤ n2Mn. (3.1)

para todo P ∈ P−
n (Gθ),
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Demostración. Si P ∈ P−
n (Gθ), de la desigualdad triangu-

lar se sigue que

‖ P ‖1≤
∫ 1

−1

| P (x)−Gθ(x) | dx+

∫ 1

−1

| Gθ(x) | dx

=

∫ 1

−1

(
Gθ(x)− P (x)

)
dx+

∫ 1

−1

Gθ(x)dx ≤ E−
n (Gθ) + 1− θ.

Se sabe que en los espacios normados de dimensión finita,
todas las normas son equivalentes. Luego, para cada n ∈ N

existe una constante Cn tal que

‖Q‖∞ ≤ Cn ‖ Q ‖1,

para todo Q ∈ Pn. En particular, si P ∈ P−
n (Gθ), entonces

‖P‖∞ ≤ Cn ‖ P ‖1≤ Cn

(
E−

n (Gθ) + 1− θ
)
.

Finalmente, de la desigualdad de Markov (ver [22], p. 40),
obtenemos que

‖ P ′ ‖∞≤ Cn

(
E−

n (Gθ) + 1− θ
)
n2.

Para cada h ∈ (0, 1 − θ), sea Lh : [−1, 1] → R la función
dada por

Lh(x) =





0, x ∈ [−1, θ],

(x− θ)/h, x ∈ (θ, θ + h],

1, x ∈ (θ + h, 1].

Proposición 3.3. Para cada θ ∈ (−1, 1) y n ∈ N, existe
h0 ∈ (0, 1− θ) tal que, si P ∈ P−

n (Gθ) y h ∈ (0, h0), entonces
P ∈ P−

n (Lh) y

P (x) < Lh(x), x ∈ (θ, θ + h]. (3.2)
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Demostración. Sea

λ = sup{|R′(x)| : x ∈ [θ, 1], R ∈ P−
n (Gθ)}.

Por (3.1), λ < ∞.
Pongamos

h0 = mı́n

{
1

1 + λ
, 1− θ

}
.

Fijemos P ∈ P−
n (Gθ) y h ∈ (0, h0). Es claro que P ≤ Lh,

en [−1, 1] \ (θ, θ + h). Veamos que se tiene la desigualdad
estricta en (θ, θ+h). Nótese que −P (θ) ≥ 0. Si x ∈ (θ, θ+h),
por el Teorema del Valor Medio, existe α ∈ (θ, x) tal que

P (x) ≤ P (x)− P (θ) = P ′(α)(x− θ)

≤ λ(x− θ) <
x− θ

h
= Lh(x).

Se concluye que, para cada P ∈ P−
n (Gθ), h ∈ (0, h0] y cada

x ∈ [−1, 1],
P (x) ≤ Lh(x) ≤ Gθ(x).

Luego E−
n (Gθ) ≤ E−

n (Lh) y es claro que E−
n (Lh) ≤ E−

n (Gθ),
lo cual prueba la relación P−

n (Gθ) ⊂ P−
n (Lh).

El teorema siguiente es un resultado bien conocido de la
teoría de aproximación en el espacio L1. Su demostración se
puede consultar, por ejemplo, en el libro de Pinkus, [29] [Teo-
rema 5.2, p. 103-104].

Sean K un conjunto compacto en R
n con K = int(K), U

un subespacio de C[K], U(f) = {u ∈ U : u ≤ f} y para cada
u ∈ U(f),

PU(f) = {u∗ ∈ U(f) : ||f − u∗||1 ≤ ||f − u||1}.

Teorema 3.4. [29] Sean U , C[K], U(f) y PU(f) como antes.
Supongamos que existe u ∈ U tal que

∫
K
udµ 6= 0, donde µ es

una medida. Sea f ∈ C[K] tal que existe v ∈ U que satisface
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v < f en K. Entonces u∗ ∈ PU(f), si y sólo si, u∗ ∈ U(f)
y existen puntos distintos {xi}ki=1 en K, con 1 ≤ k ≤ n y
números positivos {λi}ki=1 tales que

(f − u∗)(xi) = 0, con 1 ≤ i ≤ k

y
∫

K

udµ =
k∑

i=1

λiu(xi), para toda u ∈ U.

Para el caso de la recta real R,

K = [−1, 1], PU(f) = P−
n (f) y U = Pn.

Ahora, con la ayuda del Teorema 3.4 y la Proposición 3.3
obtenemos la caracterización siguiente.

Teorema 3.5. Fijemos un n ∈ N y θ ∈ (−1, 1). Para Pn ∈
Pn, se tiene que Pn ∈ P−

n (Gθ) si y sólo si Pn ≤ Gθ y existen
un entero positivo qn, puntos −1 ≤ yn,1 < · · · < yn,qn ≤ 1 y
números positivos {λn,i}qni=1, tales que:

Gθ(yn,i) = Pn(yn,i), 1 ≤ i ≤ qn, (3.3)

y para cada Q ∈ Pn

∫ 1

−1

Q(x)dx =

qn∑

i=1

λn,iQ(yn,i). (3.4)

Además, Q ∈ Pn es otro polinomio en P−
n (Gθ) si y sólo si,

Q ≤ Gθ en el intervalo (−1, 1) y

Q(yn,i) = Pn(yn,i), 1 ≤ i ≤ qn. (3.5)

Demostración. Supongamos que Pn ∈ P−
n (Gθ). Es claro

que Pn ≤ Gθ en [−1, 1].
Por la Proposición 3.3, existe h0 ∈ (0, 1 − θ) tal que, si

Pn ∈ P−
n (Gθ) y h ∈ (0, h0], entonces Pn ∈ P−

n (Lh). Dado
que Lh ∈ C[−1, 1], por el Teorema 3.4, existen enteros qn con
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1 ≤ qn ≤ n+1, puntos −1 ≤ yn,1 < . . . < yn,qn ≤ 1 y números
positivos {λn,i}qni=1 tales que

Lh(yn,i) = Pn(yn,i), 1 ≤ i ≤ qn

y para cada Q ∈ Pn,

∫ 1

−1

Q(x)dx =

qn∑

i=1

λn,iQ(yn,i).

Esta última igualdad nos proporciona (3.4). Ahora, por (3.2),
yn,i /∈ (θ, θ + h], para i = 1, . . . , qn. Pero, para tal caso

Lh(yn,i) = Gθ(yn,i).

Recíprocamente, supongamos que Pn ≤ Gθ en [−1, 1],
existen un entero positivo qn, puntos

−1 ≤ yn,1 < . . . < yn,qn ≤ 1

y números positivos {λn,i}qni=1 tales que se satisfacen las con-
diciones (3.3) y (3.4).

Si Q ∈ Pn con Q ≤ Gθ en [−1, 1], entonces

∫ 1

−1

Q(x)dx =

qn∑

i=1

λn,iQ(yn,i) ≤
qn∑

i=1

λn,iGθ(yn,i) (3.6)

=

qn∑

i=1

λn,iPn(yn,i) =

∫ 1

−1

P (x)dx. (3.7)

Por la Proposición 1.8, Pn ∈ P−
n (Gθ).

Para verificar (3.5), sea Q ∈ P−
n (Gθ) y supongamos que

existe i0 ∈ {1, ..., qn} tal que Pn(yn,i0) 6= Q(yn,i0). Como
Gθ(yn,i) = Pn(yn,i), para 1 ≤ i ≤ qn; en particular, para
i = i0, Gθ(yn,i0) = Pn(yn,i0). Luego, Gθ(yn,i0) 6= Q(yn,i0) y así

qn∑

i=1

λn,iQ(yn,i) 6=
qn∑

i=1

λn,iGθ(yn,i).
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Pero, esto contradice a (3.6) y (3.7).

Para una función f ∈ L1[−1, 1], denotemos

Z(f) = {x ∈ [−1, 1] : f(x) = 0}.

Sean n ∈ N fijo y Pn ∈ P−
n (Gθ) (en el caso, n = 1 asumi-

remos que Pn 6= 0 véase Sección ??). Observe que Z(Pn−Gθ)
es un conjunto finito. En caso contrario P ≡ 0 o P ≡ 1.

Sean −1 ≤ zn,1 < . . . < zn,rn ≤ 1 las raíces distintas de la
función Pn −Gθ en [−1, 1].

wrn(x) =
rn∏

i=1

(x− zn,i). (3.8)

Definición 3.2.

a =





1, si wrn(1) = 0,

0, si wrn(1) 6= 0
y b =





1, si wrn(−1) = 0,

0, si wrn(−1) 6= 0.

Pongamos

w
(a,b)
rn−a−b(x) :=

wrn(x)

(1− x)a(1 + x)b
. (3.9)

Corolario 3.6. Fijemos θ ∈ (−1, 1), n > 2 y supongamos

que Pn ∈ P−
n (Gθ). Sean a, b, wrn y w

(a,b)
rn−a−b definidos como en

(3.8) y (3.9). Entonces:
(i)Para cada Qn−rn ∈ Pn−rn,

∫ 1

−1

Qn−rn(x)wrn(x)dx = 0. (3.10)

(ii)

2rn − 2− a− b ≤ deg(Pn) ≤ n ≤ 2rn − 1− a− b (3.11)

y, en particular, rn ≤ n.
(iii) wrn(θ) = 0.
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Demostración. (i) Sean qn, An = {yn,i : 1 ≤ i ≤ qn} y
{λn,i}qni=1 como en el Teorema 3.5. Por (3.3), An ⊆ Z(Pn−Gθ).
Sea Q = Qn−rnwrn . Notemos que Q ∈ Pn; así, por (3.4),

∫ 1

−1

Q(x)dx =

qn∑

i=1

λn,iQ(yn,i).

Esto es,

∫ 1

−1

Qn−rn(x)wrn(x)dx =

qn∑

i=1

λn,iQn−rn(yn,i)wrn(yn,i).

Pero, wrn(yn,i) = 0, para 1 ≤ i ≤ qn. De aquí, obtenemos la
relación de ortogonalidad (3.10).

(ii) Por (3.9),

wrn(x) = w
(a,b)
rn−a−b(x)(1− x)a(1 + x)b;

sustituyendo en (3.10) obtenemos, para cada Qn−rn ∈ Pn−rn ,

∫ 1

−1

Qn−rn(x)w
(a,b)
rn−a−b(x)(1− x)a(1 + x)bdx = 0. (3.12)

Puesto que deg
(
w

(a,b)
rn−a−b

)
= rn − a− b y

∫ 1

−1

(
w

(a,b)
rn−a−b(x)

)2
(1− x)a(1 + x)bdx 6= 0,

se sigue w(a,b)
rn−a−b /∈ Pn−rn . Esto implica que n−rn < rn−a−b,

es decir, n < 2rn−a−b. Como n es un entero positivo, entonces
n+1 ≤ 2rn−a− b. Así, n ≤ 2rn−a− b−1. Esto proporciona
la última desigualdad de (3.11).

Para verificar que 2rn − a − b − 2 ≤ n; empecemos por
suponer que, para cada 1 ≤ i ≤ rn, zn,i ∈ (−1, 1) \ {θ}. De
aquí que, para cada 1 ≤ i ≤ rn,

−1 < zn,i < θ o θ < zn,i < 1.
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Sin perder generalidad, supongamos que −1 < zn,i < θ, en-
tonces P ′(zn,i) = 0, puesto que la función Pn − Gθ posee un
máximo en cada uno de estos puntos. Así, zn,i son raíces dis-
tintas del polinomio P ′

n. Esto nos da al menos rn − a− b− 1
ceros del polinomio P ′

n en el conjunto

Z(Pn −Gθ) \ {−1, 1, θ}.
Por otra parte, si zn,i ∈ (−1, 1), para algún 1 ≤ i ≤ rn,

entonces zn,i+1 ≤ θ o θ < zn,i < zn,rn . Luego,

Pn(zn,i) = Pn(zn,i+1),

ya que suponer lo contrario, nos induce a concluir que Pn

es estrictamente creciente o estrictamente decreciente en una
vecindad de zn,i y, esto contradice el hecho de que

Pn ≤ Gθ y Pn(zn,i) = Gθ(zn,i).

Por Teorema del Valor Medio, existe z∗n,i ∈ (zn,i, zn,i+1) tal
que P ′

n(z
∗
n,i) = 0. Esto nos provee otros rn − 2 ceros distintos

del polinomio P ′
n en el intervalo (−1, 1). En resumen, P ′

n tiene
al menos 2rn − a− b− 3 ceros en (−1, 1), y como

2rn − a− b− 3 < 2rn − a− b− 2,

se sigue que

2rn − a− b− 2 ≤ deg(Pn) ≤ n.

En particular, para a = 1 y b = 1, tenemos 2rn ≤ n+4. Como
rn < 2rn, se sigue que rn < n+ 4; es decir rn − 4 < n y, dado
que rn − 4 es un entero, entonces rn ≤ n para n > 2. Esto
implica la primera desigualdad de (3.11).

(iii) Supongamos que

Z(Pn −Gθ) ∩ (−1, θ) 6= ∅ y Z(Pn −Gθ) ∩ (θ, 1) 6= ∅.
Dado que {zn,i : 1 ≤ i ≤ rn} es un conjunto finito, podemos
garantizar la existencia del máximo. Sea

zn,j = max{zn,i : zn,i ≤ 0}.
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Si para cualquier 1 ≤ j ≤ rn, zn,j 6= θ, entonces

−1 < zn,j < θ o θ < zn,j < 1, para cada 1 ≤ j ≤ rn.

Supóngase que, para cada 1 ≤ j ≤ rn, −1 < zn,j < θ. Se
sigue que Pn(zn,j) = 0, ya que Z(Pn −Gθ)∩ (−1, θ) 6= ∅. Así,
obtenemos j raíces distintas. También, como Gθ es continua en
el intervalo cerrado [zn,j−1, zn,j], diferenciable en cada punto
del abierto (zn,j−1, zn,j) y

Gθ(zn,j−1) = Gθ(zn,j) = 0,

entonces por el Teorema de Rolle, existen cj−1 ∈ (zn,j−1, zn,j)
tales que

P
′

n(cj−1) = G
′

θ(cj) = 0.

Es decir, cj−1 son raíces distintas del polinomio P ′
n. Para este

caso, P ′
n debe poseer j−1 raíces distintas; en suma se obtienen

2j − 1 + b ceros en el intervalo (−1, θ).
Por otra parte, si θ < zn,j < 1 para cada 1 ≤ j ≤ rn,

entonces P ′
n(zn,j) = 0. De aquí, se obtienen 2(rn − a − j −

b) − 1 + a ceros en (θ, 1) y un cero adicional en el intervalo
(zn,j, zn,j+1). En total nos da 2rn− 1−a− b ceros distintos en
(−1, 1); como

2rn − 1− a− b < 2rn − a− b,

entonces 2rn−a−b ≤ deg(Pn). Pero, esto contradice a (3.11).
Así, existe 1 ≤ j ≤ rn tal que zn,j = θ y, dado que zn,i,
con 1 ≤ i ≤ rn son raíces del polinomio wrn , se sigue que
wrn(θ) = 0.

Con argumentos similares se demuestra los casos

Z(Pn −Gθ) ∩ (−1, θ) = ∅ y Z(Pn −Gθ) ∩ (θ, 1) = ∅.

En las proposiciones siguientes, identificaremos todos los
puntos donde los polinomios de la mejor aproximación unila-
teral interpolan a la función Gθ de acuerdo con la Proposición
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2.18. Pero, primero recordemos que, para cada n ∈ N (n ≥ 2)
existe un único k ∈ N tal que n = 4k − 2 o n = 4k − 1 o
n = 4k o n = 4k + 1.

Proposición 3.7. Fijemos θ ∈ (−1, 1), k ∈ N y sea n = 4k.
Supongamos que Pn ∈ P−

n (Gθ) y el polinomio wrn(x) está
dado por (3.8). Entonces existe una constante Cn 6= 0 tal que
una y sólo una de las afirmaciones siguientes se satisface:

(i) Si θ ∈ Z(P
(1,0)
2k ), entonces wrn(x) = Cn(1− x)P

(1,0)
2k (x)

y la fórmula de cuadratura (3.4) contiene exactamente 2k+1
nodos.

(ii) Si θ ∈ Z(P
(0,1)
2k ), entonces

wrn(x) = Cn(1 + x)P
(0,1)
2k (x).

(iii) Si θ ∈ Z(P
(1,1)
2k ), entonces

wrn(x) = Cn(1− x2)P
(1,1)
2k (x).

(iv) Si θ ∈ Z(P
(0,0)
2k+1), entonces wrn(x) = CnP

(0,0)
2k+1(x).

(v) Si θ ∈ QG2k+1, entonces

wrn(x) = Cn

(
P

(0,0)
2k+1(x)−

P
(0,0)
2k+1(θ)

P
(0,0)
2k (θ)

P
(0,0)
2k (x)

)
.

(vi) Si θ ∈ QL2k+2, entonces

wrn(x) = Cn(1− x2)

(
P

(1,1)
2k (x)− P

(1,1)
2k (θ)

P
(1,1)
2k−1(θ)

P
(1,1)
2k−1(x)

)
.

Demostración. Analizaremos varios casos de acuerdo con
las condiciones a+ b = 0, a+ b = 1 o a+ b = 2.

a) Si a+ b = 1, entonces por (3.11),

4k = 2rn − 2, rn = 2k + 1 y n− rn = 2k − 1.

Notemos que, para a = 1 la expresión (3.10) puede ser
escrita como
∫ 1

−1

Q(x)w̃2k(x)(1− x)dx = 0, para cada Q ∈ P2k−1,
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donde w̃2k(x) = wrn(x)/(1−x). De aquí que, existe una cons-
tante C tal que

w2k+1(x) = C(1− x)P
(1,0)
2k (x).

Por el Corolario 3.6 inciso (iii), w2k+1(θ) = 0. Así,

C(1− θ)P
(1,0)
2k (θ) = 0.

Pero, (1− θ) 6= 0 implica que CP
(1,0)
2k (θ) = 0. Luego, C 6= 0.

Para verificar que la fórmula de cuadratura dada en (3.4)
contiene exactamente 2k + 1 nodos, observemos que, esta es
positiva con nodos qn y grado de precisión n. Por otra par-
te, según la teoría clásica, existe una fórmula de cuadratura
positiva de tipo Radau por la derecha (RRn), con grado de
exactitud n tal que, los nodos distintos de 1 son los ceros del
polinomio de Jacobi P (1,0)

2k (n = 4k = 2(2k+1)−2 ) ver Teore-
ma 2.4. Más aún, existe única fórmula de cuadratura de este
tipo. De este modo, concluimos que qn = 2n+ 1, donde qn es
dado por (3.4). Hemos probado el inciso (i).

Para ver el inciso (ii). Supongamos que b = 1, entonces la
expresión (3.10) puede ser escrita como
∫ 1

−1

Q(x)w̃2k(x)(1 + x)dx = 0, para cada Q ∈ P2k−1,

donde w̃2k(x) = wrn(x)/(1 + x). Luego, existe una constante
C tal que

w2k+1(x) = C(1 + x)P
(0,1)
2k (x).

Por el Corolario 3.6 inciso (iii), w2k+1(θ) = 0. Es decir,

C(1 + θ)P
(0,1)
2k (θ) = 0.

Pero, (1 + θ) 6= 0 implica que CP
(0,1)
2k (θ) = 0. Se sigue que

C 6= 0.
Los argumentos presentados anteriormente muestran que,

si
θ /∈ Z

(
P

(1,0)
2k

)
∪ Z

(
P

(0,1)
2k

)
,
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entonces a+ b 6= 1. De aquí que, a+ b = 0 o a+ b = 2.
b) Si a + b = 0, entonces al sustituir en la desigualdad

(3.11), 2rn − 2 = 4k y rn = 2k + 1. Ahora (3.10) puede
expresarse como

∫ 1

−1

Q(x)w2k+1(x)dx = 0, para cada Q ∈ P2k−1.

Por la Proposición 1.7, existen constantes A y B, con A 6=
0 tales que

w2k+1(x) = AP
(0,0)
2k+1(x) + BP

(0,0)
2k (x).

Dado que w2k+1(θ) = 0, se sigue que

AP
(0,0)
2k+1(θ) + BP

(0,0)
2k (θ) = 0.

Por hipótesis θ ∈ Z
(
P

(0,0)
2k+1

)
, se sigue que θ /∈ Z

(
P

(0,0)
2k

)
, ya

que P
(0,0)
2k+1 y P

(0,0)
2k no poseen ceros en comun y A 6= 0. Pero,

esto implica que B = 0 y por lo tanto

wrn(x) = AP
(0,0)
2k+1(x).

Hemos demostrado (iv).

Si θ /∈ Z
(
P

(0,0)
2k

)
∪Z
(
P

(0,0)
2k+1

)
, entonces el polinomio cuasi-

ortogonal

w2k+1(x) = A
(
P

(0,0)
2k+1(x)−

P
(0,0)
2k+1(θ)

P
(0,0)
2k (θ)

P
(0,0)
2k (x)

)
,

genera una fórmula de cuadratura de tipo Gauss la cual con-
tiene 2k + 1 nodos y es exacta para polinomios de grado n.
Luego, por el Teorema 2.14, esto es posible únicamente si
θ ∈ QG2k+1 (n = 4k = 2(2k + 1) − 2). Esto demuestra el
inciso (v).
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c) Si a + b = 2, al sustituir en (3.11), nos queda que
2rn − 4 = 4k. Esto es, rn = 2k + 2 y n − rn = 2k − 2. La
fórmula (3.10), puede expresarse como

∫ 1

−1

Q(x)w̃2k(x)(1− x2)dx = 0, para cada Q ∈ P2k−2,

donde w̃2k(x) = wrn(x)/(1−x2). Por lo que existen constantes
A y B, con A 6= 0 tales que

w2k+2(x) = A(1− x2)P
(1,1)
2k (x) + BP

(1,1)
2k−1(x).

Dado que w2k+2(θ) = 0, se sigue que

A(1− θ2)P
(1,1)
2k (θ) + BP

(1,1)
2k−1(θ) = 0.

Como θ /∈ Z(P
(1,1)
2k−1), puesto que P (1,1)

2k−1 y P
(1,1)
2k no poseen ceros

en común y A 6= 0, se sigue que B = 0. Luego,

w2k+2(x) = A(1−x2)P
(1,1)
2k (x) siempre que θ ∈ Z(P

(1,1)
2k ).

Hemos verificado el inciso (iii).

Si θ /∈ Z
(
P

(1,1)
2k+1

)
∪Z
(
P

(1,1)
2k

)
, entonces el polinomio cuasi-

ortogonal

w2k+2(x) = A(1− x2)
(
P

(1,1)
2k (x)− P

(1,1)
2k (θ)

P
(1,1)
2k−1(θ)

P
(1,1)
2k−1(x)

)
,

genera una fórmula de cuadratura positiva de tipo Lobatto
con 2k + 2 nodos (n = 4k = 2(2k + 2) − 4), si y sólo si,
θ ∈ QL2k+2 vea Teorema 2.17. Hemos obtenido (vi).

Proposición 3.8. Fijemos θ ∈ (−1, 1), k ∈ N y supongamos
que n = 4k + 1. Sean Pn ∈ P−

n (Gθ) y wrn(x) el polinomio
dado por (3.8). Entonces existe una constante Cn 6= 0 tal que:

(i) Si θ ∈ Z(P
(0,0)
2k+1), entonces wrn(x) = CnP

(0,0)
2k+1(x).
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(ii) Si θ ∈ Z(P
(1,0)
2k+1), entonces

wrn(x) = Cn(1− x)P
(1,0)
2k+1(x).

(iii) Si θ ∈ Z(P
(0,1)
2k+1), entonces

wrn(x) = Cn(1 + x)P
(0,1)
2k+1(x).

(iv) Si θ ∈ Z(P
(1,1)
2k ), entonces

wrn(x) = Cn(1− x2)P
(1,1)
2k (x).

(v) Si θ ∈ QRR2k+1, entonces

wrn(x) = Cn(1− x)

(
P

(1,0)
2k+1(x)−

P
(1,0)
2k+1(θ)

P
(1,0)
2k (θ)

P
(1,0)
2k (x)

)
.

(vi) Si θ ∈ QLR2k+1, entonces

wrn(x) = Cn(1 + x)

(
P

(0,1)
2k+1(x)−

P
(0,1)
2k+1(θ)

P
(0,1)
2k (θ)

P
(0,1)
2k (x)

)
.

Demostración. Analicemos los casos a+ b = 0, a+ b = 1 y
a+ b = 2.

Caso I. Si a+ b = 0, entonces por (3.11), 4k+1 = 2rn − 1
y rn = 2k+1, así n− rn = 2k. Ahora (3.10) puede expresarse
como

∫ 1

−1

Q(x)wrn(x)dx = 0, para cada Q ∈ P2k.

De aqui que, existe una constante Cn tal que

wrn(x) = CnP
(0,0)
2k+1(x).

Si Cn = 0, entonces para cada x ∈ [−1, 1], wrn(x) = 0. En
particular, para x = 1 y x = −1, wrn(1) = 0 = wrn(−1).
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Así, por la Definición 3.2, a + b = 2. Lo cual nos da una
contradicción. Luego,

wrn(x) = CnP
(0,0)
2k+1(x),

siempre que θ ∈ Z(P
(0,0)
2k+1). Esto prueba (i).

Caso II. Supongamos que a + b = 1. De la desigualdad
(3.11), 2rn − 3 = 4k + 1. Así, rn = 2k + 2 y n− rn = 2k − 1.

Notemos que la condición a = 1 implica que la fórmula
(3.10) puede ser escrita como
∫ 1

−1

Q(x)w̃2k+1(x)(1− x)dx = 0, para cada Q ∈ P2k−1,

donde w̃2k+1(x) = wrn(x)/(1− x). De aquí que

w2k+2(x) = A(1− x)P
(1,0)
2k+1(x) + BP

(1,0)
2k (x), (A 6= 0).

Como w2k+2(θ) = 0, se sigue que

A(1− θ)P
(1,0)
2k+1(θ) + BP

(1,0)
2k (θ) = 0.

Como antes θ ∈ Z
(
P

(1,0)
2k+1

)
implica que θ /∈ Z

(
P

(1,0)
2k

)
, ya que

P
(1,0)
2k y P

(1,0)
2k+1 no poseen raíces comunes y A 6= 0. Así, B = 0

y obtenemos (ii).

Si θ /∈ Z
(
P

(1,0)
2k+1

)
∪ Z

(
P

(1,0)
2k

)
, entonces el polinomio

wrn(x) = A(1− x)

(
P

(1,0)
2k+1(x)−

P
(1,0)
2k+1(θ)

P
(1,0)
2k (θ)

P
(1,0)
2k (x)

)
,

genera una fórmula de cuadratura positiva cuasi-Radau por
la derecha con nodos 2k + 1, si y sólo si, θ ∈ QRR2k+1 vea
Teorema 2.16 y uno tiene el inciso (v).

Por otra parte, si b = 1, entonces la fórmula (3.10) puede
ser escrita como
∫ 1

−1

Q(x)w̃2k+1(x)(1 + x)dx = 0, para cada Q ∈ P2k−1,
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donde w̃2k+1(x) = wrn(x)/(1 + x). De aquí que

w2k+2(x) = A(1 + x)P
(0,1)
2k+1(x) + BP

(0,1)
2k (x), (A 6= 0).

Como w2k+2(θ) = 0, se sigue que

A(1 + θ)P
(0,1)
2k+1(θ) + BP

(0,1)
2k (θ) = 0.

Como antes θ ∈ Z
(
P

(0,1)
2k+1

)
implica que θ /∈ Z

(
P

(0,1)
2k

)
, ya que

P
(0,1)
2k+1, P

(0,1)
2k no poseen raíces comunes y A 6= 0. Así, B = 0 y

obtenemos (iii).

Si θ /∈ Z
(
P

(0,1)
2k+1

)
∪ Z

(
P

(0,1)
2k

)
, entonces el polinomio

wrn(x) = A(1 + x)

(
P

(0,1)
2k+1(x)−

P
(0,1)
2k+1(θ)

P
(0,1)
2k (θ)

P
(0,1)
2k (x)

)
,

genera una fórmula de cuadratura positiva cuasi-Radau por
la izquierda con nodos 2k + 1, si y sólo si, θ ∈ QLR2k+1 ver
Teorema 2.15, y uno tiene el inciso (vi).

Caso III. Si a + b = 2, entonces al sustituir en (3.11),
4k + 1 = 2rn − 3. Así, rn = 2k + 2 y n− rn = 2k− 1. En este
caso
∫ 1

−1

Q(x)w̃2k(x)(1− x2)dx = 0, para cada Q ∈ P2k−1,

donde w̃2k(x) = wrn(x)/(1− x2). Por lo tanto

w2k+2(x) = Cn(1− x2)P
(1,1)
2k (x).

Pero esto puede suceder si y sólo si θ ∈ Z(P
(1,1)
2k ). Esto de-

muestra el inciso (iv).
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Proposición 3.9. Fijemos θ ∈ (−1, 1), k ∈ N y supongamos
que n = 4k−1. Sean Pn ∈ P−

n (Gθ) y wrn(x) el polinomio dado
por (3.8). Entonces, existe una constante Cn 6= 0 tal que:

(i) Si θ ∈ Z(P
(0,0)
2k ), entonces wrn(x) = CnP

(0,0)
2k (x).

(ii) Si θ ∈ Z(P
(1,0)
2k ), entonces

wrn(x) = Cn(1− x)P
(1,0)
2k (x).

(iii) Si θ ∈ Z(P
(0,1)
2k ), entonces

wrn(x) = Cn(1 + x)P
(0,1)
2k (x).

(iv) Si θ ∈ Z(P
(1,1)
2k−1), entonces

ωrn(x) = Cn(1− x2)P
(1,1)
2k−1(x).

(v) Si θ ∈ QRR2k+1, entonces

wrn(x) = Cn(1− x)

(
P

(1,0)
2k (x)− P

(1,0)
2k (θ)

P
(1,0)
2k−1(θ)

P
(1,0)
2k−1(x)

)
.

(vi) Si θ ∈ QLR2k+1, entonces

wrn(x) = Cn(1 + x)

(
P

(0,1)
2k (x)− P

(0,1)
2k (θ)

P
(0,1)
2k−1(θ)

P
(0,1)
2k−1(x)

)
.

Demostración. a) Supongamos que a+ b = 0. Se sigue de
(3.11) que 4k − 1 = 2rn − 1. Es decir, rn = 2k. En este caso

∫ 1

−1

Q(x)wrn(x)dx = 0, para cada Q ∈ P2k−1,

así, existe una constante A tal que

wrn(x) = AP
(0,0)
2k (x).
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Si A = 0, entonces para cada x ∈ [−1, 1], wrn(x) = 0. En
particular, para x = 1 y x = −1, wrn(1) = 0 = wrn(−1). Por
la Definición 3.2, a+ b = 2, lo cual nos da una contradicción.
Luego, wrn(x) = AP

(0,0)
2k (x), si y sólo si, θ ∈ Z(P

(0,0)
2k ). Esto

prueba el inciso (i).
b) Supongamos que a+b = 1. En tal caso 4k−1 = 2rn−3.

Esto es rn = 2k + 1.
Si a = 1, entonces
∫ 1

−1

Q(x)w̃2k(x)(1− x)dx = 0, para cada Q ∈ P2k−2,

donde w̃2k(x) = wrn(x)/(1− x). Por lo tanto

w2k+1(x) = A(1− x)P
(1,0)
2k (x) + BP

(1,0)
2k−1(x), (A 6= 0).

Por el Corolario 3.6 inciso (iii), w2k+1(θ) = 0 y

θ ∈ Z
(
P

(1,0)
2k

)
implica que θ /∈ Z

(
P

(1,0)
2k−1

)
.

Así, B = 0 y obtenemos (ii).

Si θ /∈ Z
(
P

(1,0)
2k

)
∪Z
(
P

(1,0)
2k−1

)
, entonces el polinomio cuasi-

ortogonal

wrn(x) = A(1− x)
(
P

(1,0)
2k (x)− P

(1,0)
2k (θ)

P
(1,0)
2k−1(θ)

P
(1,0)
2k−1(x)

)
,

genera una fórmula de cuadratura positiva de tipo cuasi-Radau
por la derecha si y sólo si, θ ∈ QRR2k+1(n = 2(2k + 1) − 3)
vea Teorema 2.16 y así el inciso (v) se satisface.

De manera similar, si b = 1, obtenemos (iii) y (vi).
c) Si a+ b = 2, entonces rn = 2k + 1 y
∫ 1

−1

Q(x)w̃2k−1(x)(1− x2)dx = 0, para cada Q ∈ P2k−2,

donde w̃2k−1(x) = wrn(x)/(1 − x2). En tal caso, existe una
constante Cn tal que ωrn(x) = Cn(1− x2)P

(1,1)
2k−1(x).
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Pero esto ocurre, sólo si θ ∈ Z(P
(1,1)
2k−1). Hemos obtenido

(iv).

Proposición 3.10. Fijemos θ ∈ (−1, 1), k ∈ N y supongamos
que n = 4k−2. Sean Pn ∈ P−

n (Gθ) y wrn(x) el polinomio dado
por (3.8). Entonces, existe una constante Cn 6= 0 tal que:

(i) Si θ ∈ Z(P
(0,0)
2k ), entonces wrn(x) = CnP

(0,0)
2k (x).

(ii) Si θ ∈ Z(P
(1,0)
2k−1), entonces

wrn(x) = Cn(1− x)P
(1,0)
2k−1(x).

(iii) Si θ ∈ Z(P
(0,1)
2k−1), entonces

wrn(x) = Cn(1 + x)P
(0,1)
2k−1(x).

(iv) Si θ ∈ Z(P
(1,1)
2k−1), entonces

ωrn(x) = Cn(1− x2)P
(1,1)
2k−1(x).

(v) Si θ ∈ QG2k, entonces

wrn(x) = Cn

(
P

(0,0)
2k (x)− P

(0,0)
2k (θ)

P
(0,0)
2k−1(θ)

P
(0,0)
2k−1(x)

)
.

(vi) Si θ ∈ QL2k+1, entonces

wrn(x) = Cn(1− x2)

(
P

(1,1)
2k−1(x)−

P
(1,1)
2k−1(θ)

P
(1,1)
2k−2(θ)

P
(1,1)
2k−2(x)

)
.

Demostración. a) Supongamos que a+ b = 0. Se sigue de
(3.11) que rn = 2k. En este caso

∫ 1

−1

Q(x)wrn(x)dx = 0, para cada Q ∈ P2k−2

y
wrn(x) = AP

(0,0)
2k (x) + BP

(0,0)
2k−1(x), (A 6= 0).
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Como antes θ ∈ Z
(
P

(0,0)
2k

)
implica que θ /∈ Z

(
P

(0,0)
2k−1

)
, así

B = 0. Esto prueba el inciso (i).

Si θ /∈ Z
(
P

(0,0)
2k

)
∪ Z

(
P

(0,0)
2k−1

)
, entonces por el Teorema

2.14,

wrn(x) = Cn

(
P

(0,0)
2k (x)− P

(0,0)
2k (θ)

P
(0,0)
2k−1(θ)

P
(0,0)
2k−1(x)

)
,

genera una fórmula de cuadratura positiva cuasi-Gauss, si y
sólo si, θ ∈ QG2k (n = 2(2k)− 2) y el inciso (v) se satisface.

b) Supongamos que a + b = 1. Se sigue de (3.11) que
rn = 2k.

Si a = 1, entonces

∫ 1

−1

Q(x)w̃2k−1(x)(1− x)dx = 0, para cada Q ∈ P2k−2,

donde w̃2k−1(x) = wrn(x)/(1− x). Así,

wrn(x) = A(1− x)P
(1,0)
2k−1(x).

Si A = 0, entonces wrn(x) = 0, para cada x ∈ [−1, 1]. En
particular, para x = −1, wrn(−1) = 0. Así, por la Definición
3.2, b = 1. Luego, a+ b = 2 el cual es una contradicción. Por
lo tanto,

wrn(x) = A(1− x)P
(1,0)
2k−1(x),

si y sólo si, θ ∈ Z
(
P

(1,0)
2k−1

)
. Esto prueba (ii).

Similarmente, si b = 1, obtenemos el inciso (iii).
c) Si a+ b = 2, entonces rn = 2k + 1 y

∫ 1

−1

Q(x)w̃2k−1(x)(1− x2)dx = 0, para cada Q ∈ P2k−3,

donde w̃2k−1(x) = wrn(x)/(1− x2). Por lo tanto

w2k−1(x) = A(1− x2)P
(1,1)
2k−1(x) + BP

(1,1)
2k−2(x), (A 6= 0).



Identificación de los polinomios 87

Por el Corolario 3.6 inciso (iii), w2k−1(θ) = 0. Por otra

parte, θ ∈ Z
(
P

(1,1)
2k−1

)
implica que θ /∈ Z

(
P

(1,1)
2k−2

)
. Se sigue que,

B = 0 y así, obtenemos el inciso (iv).

Si θ /∈ Z
(
P

(1,1)
2k−1

)
∪ Z

(
P

(1,1)
2k−2

)
, entonces por el Teorema

2.17,

wrn(x) = Cn(1− x2)

(
P

(1,1)
2k−1(x)−

P
(1,1)
2k−1(θ)

P
(1,1)
2k−2(θ)

P
(1,1)
2k−2(x)

)
,

genera una fórmula de cuadratura positiva cuasi-Lobatto, si
y sólo si, θ ∈ QL2k+1 (n = 2(2k + 1) − 4) y el inciso (vi) se
satisface.

Los casos para n = 1 y n = 0 se comentan en la observa-
ción que sigue.

Observación 3.1. No es difícil demostrar que

P−
1 (Gθ) = {λx+ β : λ ∈ (0, 1]}.

Por otra parte, P−
0 (Gθ) es un conjunto singular.

3.3. Identificación de los polinomios

En las últimas cuatro proposiciones hemos identificado to-
dos los puntos donde los polinomios de la mejor aproximación
unilateral interpolan a la función Gθ. Con estos resultados po-
demos construir polinomios Pn que satisfacen las ecuaciones
(3.3) y (3.4) del Teorema 3.5. Pero también necesitamos de la
desigualdad Pn ≤ Gθ.

Fijemos q ∈ N y sean

−1 < xα,β
q,1 < xα,β

q,2 < . . . < xα,β
q,q−1 < xα,β

q,q < 1

los ceros del polinomio de Jacobi P (α,β)
q .
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Fijemos j, con 1 ≤ j ≤ q y sea Mα,β
q,j ∈ P2q−2 el único

polinomio que satisface las condiciones de interpolación

Mα,β
q,j (x

α,β
q,i ) = 1, (Mα,β

q,j )
′(xα,β

q,i ) = 0, j < i ≤ q, (3.13)

Mα,β
q,j (x

α,β
q,i ) = 0, (Mα,β

q,j )
′(xα,β

q,i ) = 0, 1 ≤ i < j, (3.14)

Mα,β
q,j (x

α,β
q,j ) = 0. (3.15)

Denotemos por Nα,β
q,j al único polinomio en P2q que satis-

face las condiciones siguientes

Nα,β
q,j (x

α,β
q,i ) = 1, (Nα,β

q,j )
′(xα,β

q,i ) = 0, j < i ≤ q, (3.16)

Nα,β
q,j (x

α,β
q,i ) = 0, (Nα,β

q,j )
′(xα,β

q,i ) = 0, 1 ≤ i < j, (3.17)

Nα,β
q,j (x

α,β
q,j ) = 0, Nα,β

q,j (−1) = 0 y Nα,β
j (1) = 1. (3.18)

Sea Rα,β
q,j el único polinomio en P2q−1 que satisface estas

condiciones

Rα,β
q,j (x

α,β
q,i ) = 1, (Rα,β

q,j )
′(xα,β

q,i ) = 0, j < i ≤ q, (3.19)

Rα,β
q,j (x

α,β
q,i ) = 0, (Rα,β

q,j )
′(xα,β

q,i ) = 0, 1 ≤ i < j, (3.20)

Rα,β
q,j (x

α,β
q,j ) = 0, y Rα,β

q,j (1) = 1, (3.21)

y, por último, Lα,β
q,j denota al único polinomio en P2q−1 que

satisface las condiciones de interpolación

Lα,β
q,j (x

α,β
q,i ) = 1, (Lα,β

q,j )
′(xα,β

q,i ) = 0, j < i ≤ q, (3.22)

Lα,β
q,j (x

α,β
q,i ) = 0, (Lα,β

q,j )
′(xα,β

q,i ) = 0, 1 ≤ i < j, (3.23)

Lα,β
q,j (x

α,β
q,j ) = 0, y Lα,β

q,j (−1) = 0. (3.24)

Además, sea

ℓ
(α,β)
q,j (x) =

q∏

i=1,i 6=j

x− xα,β
q,i

xα,β
q,j − xα,β

q,i

.
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Asociemos a Mα,β
q,j , Nα,β

q,j , Rα,β
q,j y Lα,β

q,j otros polinomios co-
mo sigue. Para cada ρ ∈ R, sean

Mα,β
q,j (x, ρ) = Mα,β

q,j (x) + ρ(x− xα,β
q,j )
(
ℓ
(α,β)
q,j (x)

)2
, (3.25)

Nα,β
q,j (x, ρ) = Nα,β

q,j (x)+ρ(1−x2)(x−xα,β
q,j )
(
ℓ
(α,β)
q,j (x)

)2
, (3.26)

Rα,β
q,j (x, ρ) = Rα,β

q,j (x) + ρ(1− x)(x− xα,β
q,j )
(
ℓ
(α,β)
q,j (x)

)2
, (3.27)

y

Lα,β
q,j (x, ρ) = Lα,β

q,j (x) + ρ(1 + x)(x− xα,β
q,j )
(
ℓ
(α,β)
q,j (x)

)2
. (3.28)

Tenemos que

Mα,β
q,j (x, ρ) ∈ P2q−1, Nα,β

q,j (x, ρ) ∈ P2q+1.

Rα,β
q,j (x, ρ) ∈ P2q, y Lα,β

q,j (x, ρ) ∈ P2q.

Más aún, Mα,β
q,j (x, ρ) satisface las condiciones de interpo-

lación (3.13)–(3.15), puesto que

Mα,β
q,j (x

α,β
q,i , ρ) = 1, (Mα,β

q,j )
′(xα,β

q,i , ρ) = 0, j < i ≤ q,

Mα,β
q,j (x

α,β
q,i , ρ) = 0, (Mα,β

j )′(xα,β
q,i , ρ) = 0, 1 ≤ i < j,

Mα,β
q,j (x

α,β
q,j , ρ) = 0.

Cada polinomio en P2q−1 que satisfaga estas condiciones puede
ser expresado en la forma dada en (3.25) para algún ρ ∈ R.

Afirmaciones similares se satisfacen para los polinomios
Nα,β

q,j (x, ρ), L
α,β
q,j (x, ρ) y Rα,β

q,j (x, ρ).
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Proposición 3.11. Sean

P (α,β)
q , Mα,β

q,j (x, ρ), Nα,β
q,j (x, ρ), Rα,β

q,j (x, ρ) y Lα,β
q,j (x, ρ)

los polinomios definidos anteriormente y θ = xq,j. Entonces

(i) Para cada x ∈ [−1, 1], tenemos que

max
{
Mα,β

q,j (x), Nα,β
q,j (x), Rα,β

q,j (x), Lα,β
q,j (x)

}
≤ Gθ(x).

(ii) En los puntos −1 y 1,

Mα,β
q,j (−1) < 0, Mα,β

q,j (1) < 1,

(Nα,β
q,j )

′(−1) < 0, (Nα,β
q,j )

′(1) > 0,

Rα,β
q,j (−1) < 0, (Rα,β

q,j )
′(1) > 0,

(Lα,β
q,j )

′(−1) < 0 y Lα,β
q,j (1) < 1.

(iii) Para cada ρ ∈ R y cada x ∈ [−1, 1], Mα,β
q,j (x, ρ) ≤ Gθ(x)

si y sólo si

Mα,β
j (−1)

(1 + θ)(ℓ
(α,β)
q,j (−1))2

≤ ρ ≤
1−Mα,β

j (1)

(1− θ)(ℓ
(α,β)
q,j (1))2

. (3.29)

(iv) Para cada ρ ∈ R y cada x ∈ [−1, 1], Nα,β
q,j (x, ρ) ≤ Gθ(x)

si y sólo si

(Nα,β
q,j )

′(−1)

(1 + θ)(ℓ
(α,β)
q,j (−1))2

≤ 2ρ ≤
(Nα,β

q,j )
′(1)

(1− θ)(ℓ
(α,β)
q,j (1))2

. (3.30)
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(v) Para cada ρ ∈ R y cada x ∈ [−1, 1], Rα,β
q,j (x, ρ) ≤ Gθ(x)

si y sólo si

Rα,β
q,j (−1)

2(1 + θ)(ℓ
(α,β)
q,j (−1))2

≤ ρ ≤
(Rα,β

q,j )
′(1)

(1− θ)(ℓ
(α,β)
q,j (1))2

. (3.31)

(vi) Para cada ρ ∈ R y cada x ∈ [−1, 1], Lα,β
q,j (x, ρ) ≤ Gθ(x)

si y sólo si

(Lα,β
q,j )

′(−1)

(1 + θ)(ℓ
(α,β)
q,j (−1))2

≤ ρ ≤
1− Lα,β

q,j (1)

2(1− θ)(ℓ
(α,β)
q,j (1))2

. (3.32)

Demostración. (i) La derivada del polinomio dado en la
ecuación (3.25) es
(Mα,β

q,j )
′(x, ρ) = (Mα,β

j )′(x)

+ρℓα,βq,j (x)
(
ℓα,βq,j (x) + 2(x− xα,β

q,j )(ℓ
α,β
q,j )

′(x)
)
.

Así, por las condiciones (3.13)-(3.15), para cada 1 ≤ i ≤ q
con i 6= j,

(Mα,β
q,j )

′(xα,β
q,i , ρ) = (Mα,β

q,j )
′(xα,β

q,i ) = 0.

Entonces los puntos xα,β
q,i son raíces distintas del polinomio

(Mα,β
q,j )

′, con i = 1, 2, . . . , q; dándonos q − 1 raíces.
Por otra parte, también obtenemos al menos un cero en

algún punto

ti ∈ (xα,β
q,i , x

α,β
q,i+1), con 1 ≤ i ≤ j − 1,

y otro en algún punto

t∗i ∈ (xα,β
q,i , x

α,β
q,i+1), para j < i ≤ q − 1,

obteniéndose (j − 1) + (q − 1− j) raíces.
En total, (Mα,β

q,j )
′ posee al menos 2q−3 ceros distintos en el

intervalo (−1, 1). En particular, para ρ = 0, (Mα,β
q,j )

′ ∈ P2q−3
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tiene exactamente 2q − 3 ceros distintos en (−1, 1). Luego
estos ceros son simples y (Mα,β

q,j )
′ no tiene otros ceros. Por lo

tanto, las condiciones de interpolación (3.13)-(3.15) implican
necesariamente que, para cada x ∈ [−1, θ], Mα,β

q,j (x, ρ) ≤ 0 y

para x ∈ [θ, 1], Mα,β
q,j (x, ρ) ≤ 1. De acuerdo con la definición

de la función Gθ,

Mα,β
q,j (x, ρ) ≤ Gθ(x), para cada x ∈ [−1, 1].

La demostración para los otros polinomios se obtiene de
forma similar.

(ii) En el inciso (i) se ha demostrado que

Mα,β
q,j (x, ρ) ≤ Gθ(x), para cada x ∈ [−1, 1].

De aquí, Mα,β
q,j (1, ρ) ≤ 1 y Mα,β

q,j (−1, ρ) ≤ 0. Si Mα,β
q,j (1, ρ) = 1,

entonces (Mα,β
q,j )

′, debe tener un cero adicional en el intervalo

(xα,β
q,q , 1), lo cual nos da una contradicción. Así, Mα,β

q,j (1, ρ) < 1.

También, si Mα,β
q,j (−1, ρ) = 0, entonces (Mα,β

q,j )
′ tiene un cero

adicional en el intervalo (−1, xα,β
q,1 ) y esto es una contradicción.

Luego, Mα,β
q,j (1, ρ) < 0.

La demostración para los otros polinomios es similar.
(iii) Supongamos que, para cada x ∈ [−1, 1],

Mα,β
q,j (x, ρ) ≤ Gθ(x).

Sustituimos x = 1 y x = −1 en (3.25), para obtener

Mα,β
q,j (1, ρ) = Mα,β

q,j (1) + ρ(1− θ)
(
ℓ
(α,β)
q,j (1)

)2

y

Mα,β
q,j (−1, ρ) = Mα,β

q,j (−1)− ρ(1 + θ)
(
ℓ
(α,β)
q,j (−1)

)2
.
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Por hipótesis,

Mα,β
q,j (1, ρ) ≤ 1 y Mα,β

q,j (−1, ρ) ≤ 0.

Se sigue que

Mα,β
q,j (1) + ρ(1− θ)

(
ℓ
(α,β)
q,j (1)

)2
≤ 1

y

Mα,β
q,j (−1)− ρ(1 + θ)

(
ℓ
(α,β)
q,j (−1)

)2
≤ 0.

A su vez

ρ(1− θ)
(
ℓ
(α,β)
q,j (1)

)2
≤ 1−Mα,β

q,j (1)

y

Mα,β
q,j (−1) ≤ ρ(1 + θ)

(
ℓ
(α,β)
q,j (−1)

)2
.

Al dividir la primera y la segunda desigualdad por los fac-
tores

(1− θ)
(
ℓ
(α,β)
q,j (1)

)2
y (1 + θ)

(
ℓ
(α,β)
q,j (−1)

)2
,

obtenemos (3.29). Es decir,

Mα,β
q,j (−1)

(1 + θ)(ℓ
(α,β)
q,j (−1))2

≤ ρ ≤
1−Mα,β

q,j (1)

(1− θ)(ℓ
(α,β)
q,j (1))2

.

Para ver el recíproco, supongamos que (3.29) se satisface
y pongamos

τ(m) =
Mα,β

q,j (−1)

(1 + θ)(ℓ
(α,β)
q,j (−1))2

y τ(M) =
1−Mα,β

q,j (1)

(1− θ)(ℓ
(α,β)
q,j (1))2

.

Dado que

Mα,β
q,j (−1, τ(m)) = Mα,β

q,j (−1)− τ(m)(1+ θ)
(
ℓ
(α,β)
q,j (−1)

)2
= 0,
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se sigue que (Mα,β
q,j )

′ tiene un cero adicional en el intervalo

(−1, xα,β
q,1 ). Como en el inciso (i), podemos deducir que (Mα,β

q,j )
′

tiene exactamente 2q − 3 ceros distintos en (−1, 1). Así,

Mα,β
q,j (x, τ(m)) ≤ Gθ(x), para cada x ∈ [−1, 1]. (3.33)

Por otra parte, Mα,β
q,j (1, τ(M)) = 1 implica que (Mα,β

q,j )
′

tiene un cero adicional en (xα,β
q,q , 1). Por el inciso (i), deducimos

que (Mα,β
q,j )

′ tiene exactamente 2q−3 ceros distintos en (−1, 1).
Luego,

Mα,β
q,j (x, τ(M)) ≤ Gθ(x), para cada x ∈ [−1, 1]. (3.34)

Finalmente, para cada ρ ∈ R con

Mα,β
q,j (−1)

(1 + θ)(ℓ
(α,β)
q,j (−1))2

≤ ρ ≤
1−Mα,β

q,j (1)

(1− θ)(ℓ
(α,β)
q,j (1))2

,

existe λ ∈ [0, 1] tal que

ρ = λ τ(m) + (1− λ)τ(M).

Además, por (3.25), para cada x ∈ [−1, 1]

Mα,β
q,j (x, ρ) = λMα,β

q,j (x, τ(m))+(1−λ)Mα,β
q,j (x, τ(M)). (3.35)

Por lo tanto, las desigualdades (3.33) y (3.34) implican que

Mα,β
q,j (x, ρ) ≤ Gθ(x), para cada x ∈ [−1, 1].

(iv) Supongamos que, para cada ρ ∈ R y cada x ∈ [−1, 1],
Nα,β

q,j (x, ρ) ≤ Gθ(x).
Como la derivada del polinomio dado en (3.26) viene dada

por

(Nα,β
q,j )

′(x, ρ) = (Nα,β
q,j )

′(x)− 2ρx(x− xα,β
q,j )(ℓ

(α,β)
q,j (x))2

+ρ(1− x2){(ℓ(α,β)q,j (x))2 + 2(x− xα,β
q,j )ℓ

(α,β)
q,j (x)(ℓ

(α,β)
q,j )′(x)},
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se sigue que, para x = 1 y x = −1,

(Nα,β
q,j )

′(1, ρ) = (Nα,β
q,j )

′(1)− 2ρ(1− xα,β
q,j ) (ℓ

(α,β)
q,j (1))2

y

Nα,β
q,j )

′(−1, ρ) = (Nα,β
q,j )

′(−1)− 2ρ(1 + xα,β
q,j ) (ℓ

(α,β)
q,j (−1))2.

Pero, por hipótesis,

(Nα,β
q,j )

′(−1, ρ) ≤ 0 y (Nα,β
q,j )

′(1, ρ) ≥ 0.

Entonces

(Nα,β
q,j )

′(−1)− 2(1 + xα,β
q,j )ρ (ℓ

(α,β)
q,j (−1))2 ≤ 0

y
(Nα,β

q,j )
′(1)− 2(1− xα,β

q,j )ρ (ℓ
(α,β)
q,j (1))2 ≥ 0.

Es decir,

(Nα,β
q,j )

′(−1) ≤ 2(1 + xα,β
q,j )ρ (ℓ

(α,β)
q,j (−1))2

y
(Nα,β

q,j )
′(1) ≥ 2(1− xα,β

q,j )ρ (ℓ
(α,β)
q,j (1))2.

Las últimas desigualdades implican (3.30). En otras pala-
bras,

(Nα,β
q,j )

′(−1)

2(1 + xα,β
q,j )(ℓ

(α,β)
q,j (−1))2

≤ ρ ≤
(Nα,β

q,j )
′(1)

2(1− xα,β
q,j )(ℓ

(α,β)
q,j (1))2

.

Recíprocamente, supongamos que se satisface (3.30) y de-
notemos

λ(m) =
(Nα,β

q,j )
′(−1)

2(1 + xα,β
q,j )(ℓ

(α,β)
q,j (−1))2

y

λ(M) =
(Nα,β

q,j )
′(1)

2(1− xα,β
q,j )(ℓ

(α,β)
q,j (1))2

.
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Notemos que (Nα,β
q,j )

′(−1, λ(m)) = 0. Entonces (Nα,β
q,j )

′ tiene
un cero adicional en x = −1. Por el inciso i), deducimos que
(Nα,β

q,j )
′ tiene exactamente 2q − 1 ceros distintos en (−1, 1) y

podemos proceder como antes para concluir que

Nα,β
q,j (x, λ(m)) ≤ Gθ(x) para cada x ∈ [−1, 1]. (3.36)

Los mismos argumentos son válidos para Nα,β
q,j (x, λ(M)),

ya que
(Nα,β

q,j )
′(1, λ(M)) = 0

y esto nos proporciona un cero adicional de (Nα,β
q,j )

′ en x = 1.
Así,

Nα,β
q,j (x, λ(M)) ≤ Gθ(x) para cada x ∈ [−1, 1]. (3.37)

Para finalizar con este inciso, supongamos que ρ ∈ R sa-
tisface (3.30), entonces existe µ ∈ [0, 1] tal que

ρ = µλ(m) + (1− µ)λ(M).

Además, por (3.26),

Nα,β
q,j (x, ρ) = µNα,β

q,j (x, λ(m))+ (1−µ)Nα,β
q,j (x, λ(M)). (3.38)

Por lo tanto, por (3.36) y (3.37),

Nα,β
q,j (x, ρ) ≤ Gθ(x), para cada x ∈ [−1, 1].

(v) Asumamos que Rα,β
q,j (x, ρ) ≤ Gθ en [−1, 1]. En parti-

cular,
Rα,β

q,j (−1, ρ) ≤ 0 y (Rα,β
q,j )

′(1, ρ) ≥ 0.

Dado que

(Rα,β
q,j )

′(1, ρ) = (Rα,β
q,j )

′(1)− (1− xα,β
q,j )ρ (ℓ

(α,β)
q,j (1))2
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y

Rα,β
q,j (−1, ρ) = Rα,β

q,j (−1)− 2(1 + xα,β
q,j )ρ (ℓ

(α,β)
q,j (−1))2,

se sigue que,

(Rα,β
q,j )

′(1)− (1− xα,β
q,j )ρ (ℓ

(α,β)
q,j (1))2 ≥ 0

y
Rα,β

q,j )(−1)− 2(1 + xα,β
q,j )ρ (ℓ

(α,β)
q,j (−1))2 ≤ 0.

De aquí,

Rα,β
q,j (−1)

2(1 + xα,β
q,j )(ℓ

(α,β)
q,j (−1))2

≤ ρ ≤
(Rα,β

q,j )
′(1)

(1− xα,β
q,j )(ℓ

(α,β)
q,j (1))2

y esto nos proporciona (3.30). Considerando los argumentos
dados anteriormente se obtiene la demostración.

(vi) La demostración para este inciso, es similar a la del
v).

Observación 3.2. Como Mα,β
q,j (−1) < 0 y Mα,β

q,j (1) < 1, se
sigue que (3.29) define un intervalo no vacío. Similarmente
(3.30), (3.31) y (3.32) definen intervalos no vacíos.

En el teorema siguiente se muestran explícitamente los ele-
mentos de la mejor aproximación para la función Gθ de acuer-
do con las proposiciones (3.7), (3.8), (3.9) y (3.10) cuando θ
es raíz de algún polinomio clásico.

Teorema 3.12. Para cada r ∈ N, sean {x(α,β)
r,i }ri=1 los ceros

del polinomio de Jacobi P
(α,β)
r , con α, β ∈ {0, 1}.

Fijemos k ∈ N, para cada j ∈ {1, . . . , 2k + 1} y cada
i ∈ {1, . . . , 2k}, sean Mα,β

2k+1,j(x, ρ), Nα,β
2k,j(x, ρ), Rα,β

q,j (x, ρ) y

Lα,β
q,j (x, ρ) los polinomios definidos en (3.25), (3.26), (3.27) y

(3.28) respectivamente.
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i) Si n = 4k y θ = x
(0,0)
2k+1,j, con j ∈ {1, . . . , 2k+ 1}, enton-

ces M0,0
2k+1,j(x, ρ) es el único polinomio en P−

n (Gθ).

Si n = 4k + 1 y θ = x
(0,0)
2k+1,j, con j ∈ {1, . . . , 2k + 1},

entonces Pn ∈ P−
n (Gθ) si y sólo si existe ρ que satisface

(3.29) tal que

Pn(x) = M0,0
2k+1,j(x, ρ).

ii) Si n = 4k y θ = x
(1,0)
2k,j , con j ∈ {1, . . . , 2k}, entonces

Pn ∈ P−
n (Gθ) si y sólo si

Pn(x) = R
(1,0)
2k,j (x, ρ),

para algún ρ que satisface (3.31).

Si n = 4k−1 y θ = x
(1,0)
2k,j , con j ∈ {1, . . . , 2k}, entonces

R
(1,0)
2k,j es el único polinomio en P−

n (Gθ).

iii) Si n = 4k y θ = x
(0,1)
2k,j , con j ∈ {1, . . . , 2k}, entonces

Pn ∈ P−
n (Gθ) si y sólo si

Pn(x) = L
(0,1)
2k,j (x, ρ),

para algún ρ que satisface (3.32).

Si n = 4k−1 y θ = x
(0,1)
2k,j , con j ∈ {1, . . . , 2k}, entonces

L
(0,1)
2k,j es el único polinomio en P−

n (Gθ).

iv) Si n = 4k+1 y θ = x
(1,1)
2k,j , con j ∈ {1, . . . , 2k}, entonces

Pn ∈ P−
n (Gθ) si y sólo si

Pn(x) = N
(1,1)
2k,j (x, ρ),

para algún ρ que satisface (3.30).

Si n = 4k y θ = x
(1,1)
2k,j , con j ∈ {1, . . . , 2k}, entonces

N
(1,1)
2k,j es el único polinomio en P−

n (Gθ).
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v) Si n = 4k + 1 y θ = x
(1,0)
2k+1,j, con j ∈ {1, . . . , 2k + 1},

entonces Pn ∈ P−
n (Gθ) si y sólo si existe ρ que satisface

(3.31) tal que

Pn(x) = R
(1,0)
2k+1,j(x, ρ).

Si n = 4k − 2 y θ = x
(1,0)
2k−1,j, con j ∈ {1, . . . , 2k − 1},

entonces Pn ∈ P−
n (Gθ) si y sólo si existe ρ que satisface

(3.31) tal que

Pn(x) = R
(1,0)
2k−1,j(x, ρ).

vi) Si n = 4k + 1 y θ = x
(0,1)
2k+1,j, con j ∈ {1, . . . , 2k + 1},

entonces Pn ∈ P−
n (Gθ) si y sólo si existe ρ que satisface

(3.32) tal que

Pn(x) = R
(0,1)
2k+1,j(x, ρ).

Si n = 4k − 2 y θ = x
(0,1)
2k−1,j, con j ∈ {1, . . . , 2k − 1},

entonces Pn ∈ P−
n (Gθ) si y sólo si existe ρ que satisface

(3.32) tal que

Pn(x) = R
(0,1)
2k−1,j(x, ρ).

vii) Si n = 4k − 1 y θ = x
(1,1)
2k−1,j, con j ∈ {1, . . . , 2k − 1},

entonces Pn ∈ P−
n (Gθ) si y sólo si

Pn(x) = N
(1,1)
2k−1,j(x, ρ),

para algún ρ que satisface (3.30).

Si n = 4k − 2 y θ = x
(1,1)
2k−1,j, con j ∈ {1, . . . , 2k − 1},

entonces N
(1,1)
2k−1,j(x) es el único polinomio en P−

n (Gθ).

viii) Si n = 4k−1 y θ = x
(0,0)
2k,j , con j ∈ {1, . . . , 2k}, entonces

Pn ∈ P−
n (Gθ) si y sólo si

Pn(x) = M
(0,0)
2k,j (x, ρ),
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para algún ρ que satisface (3.29).

Si n = 4k−2 y θ = x
(0,0)
2k,j , con j ∈ {1, . . . , 2k}, entonces

M
(0,0)
2k,j (x) es el único polinomio en P−

n (Gθ).

Demostración. (i) Supongamos que n = 4k o n = 4k+1 y
sea θ = x

(0,0)
2k+1,j. Fijemos Pn ∈ P−

n (Gθ). Por la Proposición 3.7
inciso (iv),

{x(0,0)
2k+1,i}2k+1

i=1 ⊆ Z(Pn −Gθ).

Dado que Pn ≤ Gθ en [−1, 1], se sigue que Pn debe satisfacer
las condiciones interpolantes (3.13)-(3.15). Así, si n = 4k,
entonces Pn = M

(0,0)
2k+1,j y, dado que Pn es un elemento de la

mejor aproximación unilateral para Gθ, se sigue que M
(0,0)
2k+1,j

es único en P−(Gθ). Ahora, si n = 4k + 1, entonces por la
Proposición 3.11 inciso (iii), existe ρ ∈ R que satisface (3.29)

tal que M
(0,0)
2k+1,j(x, ρ) ≤ Gθ(x) en [−1, 1]. De aquí,

Pn(x) = M0,0
2k+1,j(x, ρ).

Esto demuestra las condiciones necesarias de la primera y la
segunda parte de las afirmaciones del inciso (i).

Veamos la suficiencia de la segunda parte.
Supongamos que el polinomio M

(0,0)
2k+1,j(x, ρ) está dado por

(3.25), para algún ρ que satisface (3.29) y pongamos

Pn(x) = M
(0,0)
2k+1,j(x, ρ).

Se sigue de la Proposición 3.11 inciso (iii) que Pn ≤ Gθ en
[−1, 1].

Pongamos

yn,i = x
(0,0)
2k+1,i, con 1 ≤ i ≤ 2k + 1.

Como Pn satisface las condiciones (3.13)-(3.15),

Pn(yn,i) = Gθ(yn,i), para i = 1, . . . , 2k + 1.

Esto nos proporciona (3.3). Además, dado que P
(0,0)
2k+1 genera

una fórmula de cuadratura positiva de tipo Gauss en P4k+1
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con nodos yn,i (ver Teorema 2.1), se sigue que (3.4) también
se satisface. Luego, por el Teorema 3.5, Pn ∈ P−

n (Gθ). Para el
caso ρ = 0, tenemos que M

(0,0)
2k+1,j(x) ∈ P−

4k(Gθ).

(ii) Supongamos que n = 4k o n = 4k− 1 y sea θ = x
(1,0)
2k,j .

Fijemos Pn ∈ P−
n (Gθ), entonces por la Proposición 3.7 inciso

(i),
{x(1,0)

2k,i }2ki=1 ∪ {1} ⊆ Z(Pn −Gθ).

Dado que Pn ≤ Gθ, se sigue que Pn satisface las condi-
ciones interpolantes (3.19)-(3.21). Luego, si n = 4k, entonces
Pn = R

(1,0)
2k,j .

Por otro lado, si n = 4k − 1, entonces por la Propo-
sición 3.11 inciso (v), existe ρ que satisface (3.31) tal que
R

(1,0)
2k,j (x, ρ) ≤ Gθ(x) en [−1, 1]. Así,

Pn(x) = R
(1,0)
2k,j (x, ρ).

Hemos verificado las condiciones necesarias de las afirmacio-
nes del inciso (ii).

Veamos la suficiencia. Supongamos que R
(1,0)
2k,j (x, ρ) está

dado por (3.27) para algún ρ que satisface (3.31) y pongamos

Pn(x) = R
(1,0)
2k,j (x, ρ).

Por (v) en la Proposición 3.11, para x ∈ [−1, 1],

R
(1,0)
2k,j (x, ρ) ≤ Gθ(x).

Es decir, Pn ≤ Gθ en [−1, 1]. Además, considerando las condi-
ciones (3.19)-(3.21), tenemos que (3.3) se satisface. Finalmen-
te, como P

(1,0)
2k genera una fórmula de cuadratura positiva de

tipo Gauss en P4k con nodos

yn,i = x
(1,0)
2k,i , para 1 ≤ i ≤ 2k y y2k+1 = 1

(ver Teorema 2.4), se sigue que (3.4) también se satisface.
Luego, por el Teorema 3.5, concluimos que Pn ∈ P−

4k+1(Gθ).
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En el caso ρ = 0, tenemos que R
(1,0)
2k,j (x) ∈ P−

4k−1(Gθ).

(iii) Supongamos que n = 4k o n = 4k−1 y sea θ = x
(0,1)
2k,j .

Fijemos Pn ∈ P−
n (Gθ), entonces por la Proposición 3.7 inciso

(ii), tenemos que

{x(0,1)
q,i }2ki=1 ∪ {−1} ⊆ Z(Pn −Gθ).

Dado que Pn ≤ Gθ en [−1, 1], se sigue que Pn satisface las con-
diciones interpolantes (3.22)-(3.24). Así, si n = 4k, entonces
Pn(x) = L

(0,1)
2k,j (x, ρ).

Ahora, si n = 4k − 1, entonces por la Proposición 3.11
inciso (vi), existe ρ que satisface (3.32) tal que

L
(0,1)
2k,j (x, ρ) ≤ Gθ(x)

para x ∈ [−1, 1]. Así, Pn(x) = L
(0,1)
2k,j (x, ρ).

Hemos verificado que las condiciones en inciso (iii) son
necesarias.

Veamos la suficiencia.
Sea L

(0,1)
2k,j (x, ρ) el polinomio dado por (3.28) para algún ρ

que satisface (3.32) y pongamos

Pn(x) = L
(0,1)
2k,j (x, ρ).

Por la Proposición 3.11 inciso (vi),

L
(0,1)
2k,j (x, ρ) ≤ Gθ(x), x ∈ [−1, 1].

Además, las condiciones (3.22)-(3.24), implican que (3.3) se
satisface. Finalmente, dado que P (0,1)

2k genera una regla de cua-
dratura positiva de tipo Gauss en P4k con nodos

y1 = −1 y yn,i+1 = x
(0,1)
2k,i , 1 ≤ i ≤ 2k

(vea Teorema 2.3), se sigue que (3.4) también se satisface.
Así, por el Teorema 3.5, concluimos que L(0,1)

2k,j (x, ρ) ∈ P−
n (Gθ).

Notemos que, para el caso ρ = 0, L(0,1)
2k,j (x) ∈ P−

4k−1(Gθ).
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(iv) Supongamos que n = 4k+1 o n = 4k y sea θ = x
(1,1)
2k,j .

Si Pn ∈ P−
n (Gθ), entonces por la Proposición 3.8 inciso (iv) o

por la Proposición 3.7 inciso (iii),

{x(1,1)
2k,i }2ki=1 ∪ {−1, 1} ⊆ Z(Pn −Gθ).

Como Pn ≤ Gθ en [−1, 1], se sigue que Pn satisface (3.16)-
(3.18). Si n = 4k, entonces Pn = N

(1,1)
2k,j . Ahora, si n = 4k+ 1,

entonces por la Proposición 3.11 inciso (iv), existe un ρ que
satisface (3.30) tal que

Pn(x) = N
(1,1)
2k,j (x, ρ).

Luego las condiciones del inciso (iv) son necesarias.
Para ver la suficiencia, asumamos que N

(1,1)
2k,j (x, ρ) está da-

da por (3.16) para algún ρ que satisface (3.30) y pongamos

Pn(x) = N
(1,1)
2k,j (x, ρ).

Por la Proposición 3.11 inciso (iv),

N
(1,1)
2k,j (x, ρ) ≤ Gθ(x), x ∈ [−1, 1].

Además, las condiciones interpolantes (3.16)-(3.18) implican
que (3.3) se satisface. Como P

(1,1)
2k genera una fórmula de cua-

dratura positiva de tipo Gauss en P4k+1 con nodos

y1 = −1, yn,i+1 = x
(1,1)
2k,i , 1 ≤ i ≤ 2k y y2k+2 = 1

(vea Teorema 2.2), se sigue que (3.4) también se satisface. Lue-
go, por el Teorema 3.5, concluimos que N

(1,1)
2k,j (x, ρ) ∈ P−

n (Gθ).

En el caso ρ = 0, N (1,1)
2k,j (x) ∈ P4k.

(v) Sean n = 4k + 1 y θ = x
(1,0)
2k+1,j. Si Pn ∈ P−

n (Gθ),
entonces por la Proposición 3.8 inciso (ii), tenemos que

{x(1,0)
2k+1,i}2k+1

i=1 ∪ {1} ⊆ Z(Pn −Gθ).
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Ahora, por la Proposición 3.11 inciso iii), existe ρ ∈ R que
satisface (3.31) tal que R

(1,0)
2k+1(x, ρ) ≤ Gθ(x), x ∈ [−1, 1]. Por

lo tanto,
Pn = R

(1,0)
2k+1,j(x, ρ).

Por otra parte, supongamos que R
(1,0)
2k+1,j(x, ρ) está dado

por (3.27) para algún ρ que satisface (3.31) y pongamos

Pn = R
(1,0)
2k+1,j.

Podemos repetir los argumentos utilizados en el inciso (ii),
para concluir que R

(1,0)
2k+1,j ∈ P−

n (Gθ). La demostración, para

el caso, n = 4k − 2 y θ = x
(1,0)
2k−1,j es similar.

(vi) Supongamos que n = 4k + 1 y x
(0,1)
2k+1,j = θ. Fijemos

Pn ∈ P−
n (Gθ), entonces por la Proposición 3.8 inciso (iii),

{x(0,1)
2k+1,i}2k+1

i=1 ⊆ Z(Pn −Gθ).

Por la Proposición 3.11 inciso iii), existe ρ ∈ R que satisface
(3.31) tal que R

(0,1)
2k+1,j(x, ρ)(x, ρ) ≤ Gθ(x), x ∈ [−1, 1]. Por lo

tanto,
Pn(x) = R

(0,1)
2k+1,j(x, ρ).

Como antes, podemos demostrar que

Pn = R
(0,1)
2k+1,j ∈ P−

n (Gθ),

siempre que R
(0,1)
2k+1,j esté definido por (3.27) y ρ satisfaga

(3.31). La prueba, para el caso, n = 4k − 2 y θ = x
(0,1)
2k−1,j

es similar.
(vii) Supongamos que n = 4k−1 y sea x

(1,1)
2k−1,j = θ. Fijemos

Pn ∈ P−
n (Gθ), entonces por las Proposiciones 3.9 y 3.10 inciso

(iv),
{x(1,1)

2k−1,i}2k−1
i=1 ∪ {−1, 1} ⊆ Z(Pn −Gθ).

Por la Proposición 3.11 inciso iv), existe ρ ∈ R que satisface
(3.30) tal que N

(1,1)
2k−1,j(x, ρ) ≤ Gθ(x), x ∈ [−1, 1]. Por lo tanto,

Pn(x) = N
(1,1)
2k−1,j(x, ρ).
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Hemos obtenido la condición necesaria.
Veamos la condición suficiente. Si N (1,1)

2k−1,j(x, ρ) está dado
por (3.26) para algún ρ que satisface (3.30), pongamos

Pn = N
(1,1)
2k−1,j.

De la Proposición 3.11 inciso (iv), se sigue que

N
(1,1)
2k−1,j(x, ρ) ≤ Gθ(x), x ∈ [−1, 1].

Además, las condiciones (3.16)-(3.18) implican (3.3). Dado
que P

(1,1)
2k−1 genera una fórmula de cuadratura positiva de tipo

Gauss en P4k−1 con nodos

y1 = −1, yi+1 = x
(1,1)
2k−1,i, 1 ≤ i ≤ 2k y y2k+2 = 1

(ver Teorema 2.2), entonces (3.4) también se satisface. Así,
por el Teorema 3.5, concluimos que N

(1,1)
2k−1,j ∈ P−

n (Gθ). La

demostración, para el caso n = 4k−2 y θ = x
(1,1)
2k−1,j es similar.

Como N
(1,1)
2k−1,j ∈ P4k−2 para ρ = 0, se sigue que N

(1,1)
2k−1,j es

el único polinomio en P−
4k−2(Gθ).

(viii) Supongamos que n = 4k−1 y sea x
(0,0)
2k,j = θ. Fijemos

Pn ∈ P−
n (Gθ). Por las Proposiciones 3.9 y 3.10 inciso (i),

{x(0,1)
2k−1,i}2k−1

i=1 ⊆ Z(Pn −Gθ).

Por la Proposición 3.11 inciso iii), existe ρ ∈ R que satisface
(3.29) tal que M

(0,0)
2k,j (x, ρ) ≤ Gθ(x), x ∈ [−1, 1]. Por lo tanto,

Pn = M
(0,0)
2k,j (x, ρ).

Por otra parte, supongamos que M
(0,0)
2k,j (x, ρ) está dado por

(3.25) para algún ρ que satisface (3.29) y sea

Pn(x) = M
(0,0)
2k,j (x, ρ).

Ahora, por la Proposición 3.11 inciso (iii),

M
(0,0)
2k,j (x, ρ) ≤ Gθ(x), para cada x ∈ [−1, 1].
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Las condiciones (3.13)-(3.15) implican que (3.3) se satisfa-
ce. Finalmente, como P

(0,0)
2k genera una fórmula de cuadratura

positiva de tipo Gauss en P4k−1 con nodos

y1 = −1, yi+1 = x
(0,0)
2k,i , 1 ≤ i ≤ 2k y y2k+2 = 1

(ver Teorema 2.1), tenemos que (3.4) también se satisface.
Luego, por el Teorema 3.5, M (0,0)

2k,j ∈ P−
n (Gθ).

Dado que M
(0,0)
2k,j ∈ P4k−2 para ρ = 0, se sigue que M

(0,0)
2k,j

es el único polinomio en P−
4k−2(Gθ). La prueba para el caso

n = 4k − 2 es similar.

Observación 3.3. Para n = 4k + 1, tenemos que P−
n (Gθ)

no es un conjunto singular. Las ecuaciones (3.35) y (3.38)
implican que Mα,β

q,j (x, τ(m)), Mα,β
q,j (x, τ(M)), N (α,β)

q,j (x, λ(m))

y N
(α,β)
q,j (x, λ(M)) son precisamente los puntos extremales de

la familia P−
n (Gθ).

Similarmente, toca ahora analizar los elementos de la me-
jor aproximación unilateral en el caso en que θ no coincide
con un cero de algún polinomio clásico.

Para q > 1 y θ ∈ (−1, 1), consideremos los siguientes
polinomios:

Aq,θ(x) = P (0,0)
q (x)− P

(0,0)
q (θ)

P
(0,0)
q−1 (θ)

P
(0,0)
q−1 (x), θ /∈ Z

(
P

(0,0)
q−1

)
,

Bq,θ(x) = P (1,1)
q (x)− P

(1,1)
q (θ)

P
(1,1)
q−1 (θ)

P
(1,1)
q−1 (x), θ /∈ Z

(
P

(1,1)
q−1

)
,

Cq,θ(x) = P (1,0)
q (x)− P

(1,0)
q (θ)

P
(1,0)
q−1 (θ)

P
(1,0)
q−1 (x), θ /∈ Z

(
P

(1,0)
q−1

)
,



Identificación de los polinomios 107

y

Dq,θ(x) = P (0,1)
q (x)− P

(0,1)
q (θ)

P
(0,1)
q−1 (θ)

P
(0,1)
q−1 (x), θ /∈ Z

(
P

(0,1)
q−1

)
.

Nos interesan sólo los casos cuando todos los ceros de estos
polinomios son reales, diferentes y se encuentran en el interior
del intervalo (−1, 1).

Denotemos por y(0,0)q,i a los ceros del polinomio Aq,θ(x). Fi-
jemos j, con 1 ≤ j ≤ q y sea Aθ

q,j ∈ P2q−2 el único polinomio
que satisface las condiciones de interpolación

Aθ
q,j(y

(0,0)
q,i ) = 1, (Aθ

q,j)
′(y

(0,0)
q,i ) = 0, j < i ≤ q, (3.39)

Aθ
q,j(y

(0,0)
q,i ) = 0, (Aθ

q,j)
′(y

(0,0)
q,i ) = 0, 1 ≤ i < j, (3.40)

Aθ
q,j(y

(0,0)
q,j ) = 0, (3.41)

Sean los puntos y(1,1)q,i los ceros del polinomio Bq,θ(x). Fije-
mos j, con 1 ≤ j ≤ q y denotemos por Bθ

q,j al único polinomio
en P2q que satisface las condiciones

Bθ
q,j(y

(1,1)
q,i ) = 1, (Bθ

q,j)
′(y

(1,1)
q,i ) = 0, j < i ≤ q, (3.42)

Bθ
q,j(y

(1,1)
q,i ) = 0, (Bθ

q,j)
′(y

(1,1)
q,i ) = 0, 1 ≤ i < j, (3.43)

Bθ
q,j(y

(1,1)
q,j ) = 0, Bθ

q,j(−1) = 0 y Bθ
q,j(1) = 1. (3.44)

Sean los puntos y(1,1)q,i los ceros del polinomio Cq,θ(x). Fije-
mos j, con 1 ≤ j ≤ q y sea Cθ

q,j el único polinomio en P2q−1

que satisface las condiciones de interpolación

Cθ
q,j(y

(1,0)
q,i ) = 1, (Cθ

q,j)
′(y

(1,0)
q,i ) = 0, j < i ≤ q, (3.45)

Cθ
q,j(y

(1,0)
q,i ) = 0, (Cθ

q,j)
′(y

(1,0)
q,i ) = 0, 1 ≤ i < j, (3.46)

Cθ
q,j(y

(1,0)
q,j ) = 0 y Cθ

q,j(1) = 1. (3.47)
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Sean los puntos y(0,1)q,i los ceros del polinomio Dq,θ(x). Fije-
mos j, con 1 ≤ j ≤ q y denotemos por Dθ

q,j el único polinomio
en P2q−1 que satisface las condiciones

Dθ
q,j(y

(0,1)
q,i ) = 1, (Dθ

q,j)
′(y

(0,1)
q,i ) = 0, j < i ≤ q, (3.48)

Dθ
q,j(y

(0,1)
q,i ) = 0, (Dθ

q,j)
′(y

(0,1)
q,i ) = 0, 1 ≤ i < j, (3.49)

Dθ
q,j(y

(0,1)
q,j ) = 0 y Dθ

q,j(−1) = 0. (3.50)

Además, sea

ℓα,βq,j (x) =

q∏

i=1,i 6=j

x− yα,βq,i

yα,βq,j − yα,βq,i

.

Asociemos a Aθ
q,j, B

θ
q,j, C

θ
q,j y Dθ

q,j otros polinomios. Para
cada ρ ∈ R, definamos

Aθ
q,j(x, ρ) = Aθ

q,j(x) + ρ(x− x
(0,0)
q,j )

(
ℓ
(0,0)
q,j (x)

)2
, (3.51)

Bθ
q,j(x, ρ) = Bθ

q,j(x)+ρ(1−x2)(x−x
(1,1)
q,j )

(
ℓ
(1,1)
q,j (x)

)2
, (3.52)

Cθ
q,j(x, ρ) = Cθ

q,j(x) + ρ(1− x)(x− x
(1,0)
q,j )

(
ℓ
(1,0)
q,j (x)

)2
, (3.53)

y

Dθ
q,j(x, ρ) = Dθ

q,j(x) + ρ(1 + x)(x− x
(0,1)
q,j )

(
ℓ
(0,1)
q,j (x)

)2
. (3.54)

Notemos que

Aθ
q,j(x, ρ) ∈ P2q−1, Bθ

q,j(x, ρ) ∈ P2q+1.

Cθ
q,j(x, ρ) ∈ P2q y Dθ

q,j(x, ρ) ∈ P2q.

Más aún, Aθ
q,j(x, ρ) satisface las condiciones de interpo-

lación (3.39)–(3.41) y cada polinomio en P2q−1 que satisfaga
estas condiciones puede ser escrito como en (3.51). Afirma-
ciones similares se satisfacen para los polinomios Bθ

q,j(x, ρ),
Cθ

q,j(x, ρ) y Dθ
q,j(x, ρ).
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Teorema 3.13. Para cada r ∈ N, sean {x(α,β)
r,i }ri=1 los ceros

del polinomio de Jacobi P
(α,β)
r , con α, β ∈ {0, 1}. Fijemos

k ∈ N.

i) Si n = 4k y θ ∈ GQ2k+1, entonces

Aθ
2k+1,j, con 1 ≤ j ≤ 2k + 1

es el único polinomio en P−
n (Gθ).

Si n = 4k − 2 y θ ∈ GQ2k, entonces

Aθ
2k,j, con 1 ≤ j ≤ 2k

es el único polinomio en P−
n (Gθ).

ii) Si n = 4k y θ ∈ QL2k+2, entonces

Bθ
2k,j, para 1 ≤ j ≤ 2k + 2

es el único polinomio en P−
n (Gθ), con θ = y

(1,1)
2k,j .

Si n = 4k − 2 y θ ∈ QL2k+1, entonces

Bθ
2k−1,j, con 1 ≤ j ≤ 2k + 1

es el único polinomio en P−
n (Gθ) y θ = y

(1,1)
2k−1,j.

iii) Si n = 4k + 1 y θ ∈ QRR2k+1, entonces

Cθ
2k+1,j, para 1 ≤ j ≤ 2k + 1

es el único polinomio en P−
n (Gθ), con θ = y

(1,0)
2k+1,j.

Si n = 4k − 1 y θ ∈ QRR2k+1, entonces

Cθ
2k,j, con 1 ≤ j ≤ 2k + 1

es el único polinomio en P−
n (Gθ), y θ = y

(1,0)
2k,j .
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iv) Si n = 4k + 1 y θ ∈ QLR2k+1, entonces

Dθ
2k+1,j, para 1 ≤ j ≤ 2k + 1

es el único polinomio en P−
n (Gθ), con θ = y

(0,1)
2k+1,j.

Si n = 4k − 1 y θ ∈ QLR2k+1, entonces

Dθ
2k,j, para 1 ≤ j ≤ 2k + 1

es el único polinomio en P−
n (Gθ), con θ = y

(0,1)
2k,j .

Demostración. (i) Supongamos que n = 4k y sea

θ = y
(0,0)
2k+1,j, para 1 ≤ j ≤ 2k + 1.

Fijemos Pn ∈ P−
n (Gθ). Por la Proposición 3.7 inciso (v),

{y(0,0)2k+1,i}2k+1
i=1 ⊆ Z(Pn −Gθ).

Dado que Pn ≤ Gθ en [−1, 1], se sigue que Pn debe satisfacer
las condiciones interpolantes (3.39)-(3.41). Así, existe ρ ∈ R

tal que
Pn(x) = Aθ

q,j(x, ρ).

Como deg(Pn) ≤ n = 4k, se sigue que ρ = 0.
Ahora, supongamos que n = 4k − 2 y sea θ ∈ QG2k.

Fijemos Pn ∈ P−
n (Gθ). Por la Proposición 3.10 inciso (v),

{y(0,0)2k,i }2ki=1 ⊆ Z(Pn −Gθ).

Como Pn ≤ Gθ en [−1, 1], entonces Pn debe satisfacer las
condiciones interpolantes (3.39)-(3.41). Así, existe ρ ∈ R tal
que

Pn(x) = Aθ
q,j(x, ρ).

Dado que deg(Pn) ≤ n = 4k − 2, se sigue que ρ = 0.
(ii) Supongamos que n = 4k y sea θ ∈ QL2k+2. Fijemos

Pn ∈ P−
n (Gθ). Por la Proposición 3.7 inciso (vi),

{y(1,1)2k,i }2ki=1 ⊆ Z(Pn −Gθ).



Identificación de los polinomios 111

Como Pn ≤ Gθ en [−1, 1], se sigue que Pn debe satisfacer las
condiciones interpolantes (3.42)-(3.44). Así, existe ρ ∈ R tal
que

Pn(x) = Bθ
2k,j(x, ρ).

Dado que deg(Pn) ≤ n = 4k, se sigue que ρ = 0.
Ahora, supongamos que n = 4k − 2 y sea θ ∈ QL2k+1.

Fijemos Pn ∈ P−
n (Gθ). Por la Proposición 3.10 inciso (vi),

{y(1,1)2k−1,i}2k−1
i=1 ⊆ Z(Pn −Gθ).

Dado que Pn ≤ Gθ en [−1, 1], se sigue que Pn debe satisfacer
las condiciones interpolantes (3.42)-(3.44). Así, existe ρ ∈ R

tal que
Pn(x) = Bθ

2k−1,j(x, ρ).

Como deg(Pn) ≤ n = 4k − 2, entonces ρ = 0.
(iii) Supongamos que n = 4k + 1 y sea θ ∈ QRR2k+1.

Fijemos Pn ∈ P−
n (Gθ). Por la Proposición 3.8 inciso (v),

{y(1,0)2k+1,i}2k+1
i=1 ⊆ Z(Pn −Gθ).

Dado que Pn ≤ Gθ en [−1, 1], entonces Pn debe satisfacer las
condiciones interpolantes (3.45)-(3.47). Luego, existe ρ ∈ R

tal que
Pn(x) = Cθ

2k+1,j(x, ρ).

Tomando en cuenta que deg(Pn) ≤ n, se sigue que ρ = 0.
Ahora, supongamos que n = 4k − 1 y sea θ ∈ QRR2k+1.

Fijemos Pn ∈ P−
n (Gθ). Por la Proposición 3.9 inciso (v),

{y(1,0)2k,i }2ki=1 ⊆ Z(Pn −Gθ).

Dado que Pn ≤ Gθ en [−1, 1], entonces Pn debe satisfacer las
condiciones interpolantes (3.45)-(3.47). Luego, existe ρ ∈ R

tal que
Pn(x) = Cθ

2k,j(x, ρ).

Como deg(Pn) ≤ n = 4k − 1, se sigue que ρ = 0.
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(iv) Supongamos que n = 4k + 1 y sea θ ∈ QLR2k+1.
Fijemos Pn ∈ P−

n (Gθ). Por la Proposición 3.8 inciso (vi),

{y(0,1)2k+1,i}2k+1
i=1 ⊆ Z(Pn −Gθ).

Dado que Pn ≤ Gθ en [−1, 1], se sigue que Pn debe satisfacer
las condiciones interpolantes (3.48)-(3.50), con q = 2k + 1.
Así, existe ρ ∈ R tal que

Pn(x) = Dθ
2k+1,j(x, ρ).

Considerando que deg(Pn) ≤ n, concluimos que ρ = 0.
Ahora, supongamos que n = 4k − 1 y θ ∈ QLR2k+1. Fije-

mos Pn ∈ P−
n (Gθ). Por la Proposición 3.9 inciso (vi),

{y(0,1)2k,i }2ki=1 ⊆ Z(Pn −Gθ).

Como Pn ≤ Gθ en [−1, 1], se sigue que Pn debe satisfacer las
condiciones interpolantes (3.48)-(3.50). Luego, existe ρ ∈ R

tal que
Pn(x) = Cθ

2k,j(x, ρ).

Dado que deg(Pn) ≤ n = 4k − 1, entonces ρ = 0.



Capítulo 4

Operadores polinomiales
para la aproximación
unilateral en W r

p [0, 1]

Para 1 ≤ p < ∞, denotamos por

W r
p [0, 1] =

{
f : f (r−1) ∈ AC[0, 1] y f (r) ∈ Lp[0, 1]

}
.

En este último capítulo construiremos operadores polino-
miales para la aproximación unilateral en el espacio W r

p [0, 1].
En particular queremos resolver los problemas siguientes.

1: Construir dos sucesiones de operadores

λn,Λn : W r
p [0, 1] → Pn

tales que, para toda f ∈ W r
p [0, 1], se tiene que

λn(f, x) ≤ f(x) ≤ Λn(f, x), x ∈ [0, 1],

y
||Λn(f)− λn(f)||p,[0,1] → 0.

2: Encontrar buenos estimados para el error

||Λn(f)− λn(f)||p,[0,1] .

113
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Para resolver los problemas anteriores, necesitamos: a) co-
nocer aproximantes unilaterales para la función de Heaviside,

G(t) =





0, si t ∈ [−1, 0],

1, si t ∈ (0, 1].
(4.1)

Nótese que G = G0, donde Gθ está dada como en la Definición
3.1. b) Tener funcionales adecuadas para estimar la velocidad
de convergencia.

En la Sección 4.1 se presentan algunos resultados relacio-
nados con módulos de continuidad locales. Dichos módulos
serán utilizados para estimar la velocidad de convergencia.
En la Sección 4.2 se construyen polinomios algebraicos para
la mejor aproximación unilateral de la función de Heaviside.
El resultado principal de la sección es el Teorema 4.5. En la
Sección 4.3 construimos operadores λn y Λn que resuelven el
primer problema y, además, se dan estimados superiores para
el error ||Λn(f)− λn(f)||p,[0,1]. En la Sección 4.4 presentamos
algunas generalizaciones. En la Sección 4.5 comparamos nues-
tros resultados con los dados por Lenze y Hristov e Ivanov
(ver [20], [14] y [15]).

4.1. Módulos de continuidad locales

Para t > 0, el módulo local de continuidad de una función
2π-periódica g, en un punto x, se define como

w(g, x, t) = sup{|g(r)− g(s)| : r, s ∈ [x− t, x+ t]}. (4.2)

Este módulo está bién definido siempre que g sea una función
acotada.

Los módulos locales de continuidad han sido utilizados por
distintos autores para estimar la velocidad de convergencia
de algunos procesos de aproximación (por ejemplo, ver [15]
y [33]).
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Sea F : R → R la función 2π-periódica tal que

F (x) =





1, si x ∈ (−π/2, π/2),

0, si x ∈ [−π, π] \ (−π/2, π/2).
(4.3)

En toda la sección asumimos que F está definida como en
(4.3).

Para los resultados de esta sección necesitamos las nota-
ciones siguientes:

J =
(
−π

2
,
π

2

)
, I = [−π, π] \ J.

Para t ≥ 0, pondremos

J(t) =
(
−π

2
− t,

π

2
+ t
)
,

I(t) =
[
−π,−π

2
+ t
] ⋃ [

−t+
π

2
, π
]
,

i(x, t) =





1, si x ∈ I(t),

0, si x /∈ I(t)

y

j(x, t) =





1, si x ∈ J(t),

0, si x /∈ J(t).

Como es usual, denotaremos

Bδ(x) = {y ∈ R : | x− y |< δ}

y
dist(A,B) = inf{| x− y | : x ∈ A, y ∈ B}.

Observación 4.1. Para t = 0, I(0) ⊆ I y J = J(0).
Para t > 0, I ⊆ I(t) y J ⊆ J(t).
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Proposición 4.1. Si x ∈ [−π, π] y t > 0, entonces

w(F, x, t) = w(F,−x, t) (4.4)

y
w(F, x, t) = j(x, t) i(x, 0) + i(x, t) j(x, 0). (4.5)

Demostración. Como F es una función par, es claro que

w(F,−x, t) = w(F, x, t).

Para ver (4.5) consideraremos varios casos.
Caso I. Supongamos que x ∈ I. Si x ∈ [−π,−π/2], enton-

ces
t− π ≤ x+ t ≤ t− π

2
< t.

Así,

w(F, x, t) =





0, si t ≤ dist(x, J),

1, si t > dist(x, J),

j(x, t) =





0, si t ≤ dist(x, J),

1, si t > dist(x, J),

i(x, t) =





1, si t ≤ dist(x, J),

0, si t > dist(x, J),

i(x, 0) = 1 y j(x, 0) = 0.

Esto prueba la igualdad.
Caso II. Supongamos que x ∈ J . Como x /∈ I(0), de acuer-

do con la definición de la función i, i(x, 0) = 0. Así, sólo resta
verificar que

w(F, x, t) = i(x, t) j(x, 0).

En caso que 0 ≤ x < π
2
, entonces

−t ≤ x− t ≤ π

2
− t <

π

2
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y

0 < t ≤ x+ t ≤ π

2
+ t.

Así, x ∈ J(t)

w(F, x, t) =





0, si t ≤ dist(x, I),

1, si t > dist(x, I),

i(x, t) =





0, si t ≤ dist(x, I),

1, si t > dist(x, I),

y j(x, 0) = 1.
Por lo tanto w(F, x, t) = j(x, t)i(x, 0)+ i(x, t)j(x, 0).

Proposición 4.2. Para cualesquiera x, y, u ∈ R,

|F (x)− F (y)| ≤ w(F, y, |u|) + w(F, x+ u, |x− y|). (4.6)

Demostración. Como F es una función 2π-periódica, po-
demos suponer que x, y ∈ [−π, π].

Como F (z) = 1 o F (z) = 0, para todo z ∈ R, es claro que
| F (x)− F (y) |≤ 1.

Por otro lado, según la definición de w(F, ·, ·), cualquiera
sea z ∈ R y v > π/2,

w(F, z, v) = 1.

Consideraremos dos casos: si x ∈ J (respectivamente I),
entonces y ∈ I (respectivamente J).

Caso I. Asumamos que x ∈ J y y ∈ I
Si |u| ≥ dist(y, J), se sigue de la definición de w que

w(F, y, |u|) = 1, luego se cumple (4.6). Si |u| < dist(y, J),
entonces w(F, x + u, |x − y|) = 1. Verifiquemos esta afirma-
ción. Nótese que y + u ∈ I y

x+ u− |x− y| ≤ y + u ≤ x+ u+ |x− y|.
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Además, como |u| < dist(y, J) ≤ |x− y|, tenemos que

x+ u− |x− y| < x < x+ u+ |x− y|.

Según lo anterior,

x, y + u ∈ {z ∈ R : |z − (x+ u)| ≤ |x− y|}

y, por definición, concluimos que w(F, x+ u, |x− y|) = 1.
(b) Supongamos que x ∈ I y y ∈ J .
Si |u| > dist(y, I), como antes, sabemos que se cumple

(4.6).
Veamos que w(F, x + u, |x − y|) = 1, si |u| ≤ dist(y, I).

Nótese que y + u ∈ J y

x+ u− |x− y| ≤ y + u ≤ x+ u+ |x− y|.

Además, dado que |u| < |x− y|, también se tiene que

x+ u− |x− y| ≤ x ≤ x+ u+ |x− y|.

Luego

x, y + u ∈ {z ∈ R : |z − (x+ u)| ≤ |x− y|}

y, por definición, concluimos que w(F, x+u, |x−y|) = 1.

4.2. Aproximantes unilaterales para

la función de Heaviside

En esta sección construimos polinomios algebraicos de gra-
do no mayor que n para la aproximación unilateral de la fun-
ción de Heaviside G definida en (4.1). El resultado principal
se da en el Teorema 4.5.

Para cada n ∈ N, sea

Kn(t) =
2 sin2

(
π

n+ 2

)

n+ 2

(
cos( (n+2)t

2
)

cos( π
n+2

)− cos t

)2

,
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si t 6= ±π/(n+ 2), y

Kn

(
± π

n+ 2

)
=

n+ 2

2
.

La función Kn se conoce como el núcleo de Fejér-Korovkin.
Se sabe que Kn es un polinomio trigonométrico positivo

par de grado n que puede ser escrito en la forma

Kn(t) = 1 + 2
n∑

k=1

θn(k) cos kt, (4.7)

donde, para 1 ≤ k ≤ n,

θn(k) =
(n− k + 3) sin(π(k+1)

n+2
)− (n− k + 1) sin(π(k−1)

n+2
)

2(n+ 2) sin( π
n+2

)
.

En particular,

θn(1) = cos

(
π

n+ 2

)
(4.8)

y
1

2π

∫ π

−π

Kn(t)dt =
1

π

∫ π

0

Kn(t)dt = 1. (4.9)

El lector puede encontrar en (ver [9, p. 79-80]) las demos-
traciones de las propiedades de Kn indicadas más arriba.

Más adelante necesitaremos el resultado siguiente.

Proposición 4.3. Para cada n ∈ N, se tiene que

1

π

∫ π

0

tKn(t)dt ≤
π2

2(n+ 2)
. (4.10)

Demostración. Se conoce que, para t ∈ [0, π],

t

π
≤ sin

(
t

2

)
.

Utilizando la desigualdad de Hölder y (4.9), obtenemos

1

π

∫ π

0

tKn(t)dt ≤
∫ π

0

sin

(
t

2

)
Kn(t)dt
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=

∫ π

0

sin

(
t

2

)√
Kn(t)

√
Kn(t)dt

≤
(∫ π

0

sin

(
t

2

)2

Kn(t)dt

)1/2(∫ π

0

Kn(t)dt

)1/2

=

(
π

∫ π

0

sin

(
t

2

)2

Kn(t)dt

)1/2

.

Por otra parte, considerando (4.7), (4.9), el hecho que los
cosenos son ortogonales y (4.8), se tiene que
√
π

∫ π

0

sin2(
t

2
)Kn(t)dt =

√
π

2

∫ π

0

(1− cos t)Kn(t)dt

=

√
π

2
(π − θn(1)π)

= π

√
1

2

(
1− cos

π

n+ 2

)

= π sin

(
π

2(n+ 2)

)

≤ π2

2(n+ 2)
.

Teorema 4.4. Para x, u, t ∈ [−π, π] y n ∈ N, definamos

U(x, t, u) = w(F, x+ t, |u|) + w(F, x+ u, |t|),

T−
n (F, x) =

1

4π2

∫ π

−π

∫ π

−π

[F (x+ t)−U(x, t, u)]Kn(t)Kn(u)dtdu

y

T+
n (F, x) =

1

4π2

∫ π

−π

∫ π

−π

[F (x+t)+U(x, t, u)]Kn(t)Kn(u)dtdu.
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Se tiene que T−
n (F ), T+

n (F ) ∈ Tn y son funciones pares
tales que

T−
n (F, x) ≤ F (x) ≤ T+

n (F, x), x ∈ [−π, π] (4.11)

y

||T+
n (F )− T−

n (F )||1,[−π,π] ≤
8π2

n+ 2
. (4.12)

Demostración. Como, para k ∈ Z,

w(F, z, t) = w(F, z + 2kπ, t), (4.13)

tenemos que

4π2T−
n (F, x) = 2π

∫ π

−π

F (x+ t)Kn(t)dt

−
∫ π

−π

(∫ π

−π

w(F, x+ t, |u|)Kn(t)dt

)
Kn(u)du

−
∫ π

−π

(∫ π

−π

w(F, x+ u, |t|)Kn(t)dt

)
Kn(u)du

= 2π

∫ π

−π

F (x+ t)Kn(t)dt−

−2

∫ π

−π

(∫ π

−π

w(F, x+ t, |u|)Kn(u)du

)
Kn(t)dt.

No es difícil verificar que

2π

∫ π

−π

F (x+ t)Kn(t)dt = 2π2 + 8π
n∑

k=1

(−1)k−1θn(2k − 1)

(2k − 1)

y

−2

∫ π

−π

(∫ π

−π

w(F, x+ t, |u|)Kn(u)du

)
Kn(t)dt =

= −4π

∫ π

−π

w(F, x, |u|)Kn(u)du− 8π
n∑

k=1

Akθn(k) cos kx
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−8π
n∑

k=1

Bkθn(k) sin kx,

donde

Ak =

∫ x+π

x−π

w(F, y, |u|) cos kydy

y

Bk =

∫ x+π

x−π

w(F, y, |u|) sin kydy.

Así, concluimos que T−
n (F ) ∈ Tn.

De manera similar se verifica que T+
n (F ) ∈ Tn.

Por (4.4), w(F, x− t, |u|) = w(F,−x+ t, |u|) y dado que

F (x− t) = F (−x+ t),

se sigue que

T−
n (F, x) = T−

n (F,−x) y T+
n (F, x) = T+

n (F,−x).

Esto es, la funciones anteriores son pares.
De la Proposición 4.2 se sigue que

F (x) ≤ F (x+ t) + w(F, x+ t, |u|) + w(F, x+ u, |t|)

= F (x+ t) + U(x, t, u).

De aquí que

F (x) =
1

4π2

∫ π

−π

(∫ π

−π

F (x)Kn(t)dt

)
Kn(u)du

≤ 1

4π2

∫ π

−π

[∫ π

−π

(F (x+ t) + U(x, t, u))Kn(t)dt

]
Kn(u)du

= T+
n (F, x)

y esto prueba la segunda desigualdad en (4.11).
La primera se demuestra de forma similar.
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Procedamos a estimar ||T+
n − T−

n ||1,[−π,π]. Por la Proposi-
ción 4.1,∫ π

−π

w(F, x, |t|)dx = 2

∫ π

0

w(F, x, |t|)dx

= 2

∫ π

0

(
j(x, | t |) i(x, 0) + i(x, | t |) j(x, 0)

)
dx

= 2

∫ π/2+|t|

π/2−|t|

dx = 4 | t | . (4.14)

Por otra parte,

∣∣T+
n (F, x)− T−

n (F, x)
∣∣ =

=
1

2π2

∫ π

−π

[∫ π

−π

U(x, t, u)Kn(t)dt

]
Kn(u)du

=
1

2π2

∫ π

−π

[∫ π

−π

w(F, x+ t, |u|)Kn(t)dt

]
Kn(u)du

+
1

2π2

∫ π

−π

[∫ π

−π

w(F, x+ u, |t|)Kn(t)dt

]
Kn(u)du

=
1

π2

∫ π

−π

(∫ π

−π

w(F, x+ u, |t|)Kn(t)dt

)
Kn(u)du.

Considerando el Teorema de Fubini, (4.9),(4.13) y (4.14),
obtenemos
π2||T+

n − T−
n ||1,[−π,π]

=

∫ π

−π

(∫ π

−π

(∫ π

−π

w(F, x+ u, |t|)Kn(t)dt

)
Kn(u)du

)
dx

=

∫ π

−π

[∫ π

−π

(∫ π

−π

w(F, x+ u, |t|)dx
)
Kn(t)dt

]
Kn(u)du

=

∫ π

−π

[∫ π

−π

(∫ π

−π

w(F, x, |t|)dx
)
Kn(t)dt

]
Kn(u)du

= 2π

∫ π

−π

(∫ π

−π

w(F, x, |t|)dx
)
Kn(t)dt
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= 16π

∫ π

0

tKn(t)dt.

Luego, por (4.10),

||T+
n − T−

n ||1,[−π,π] =
16

π

∫ π

0

tKn(t)dt ≤
8π2

n+ 2
.

Para k = 0, 1, . . ., sea

Ck(x) = cos(k arc cos(x)), (4.15)

el k-ésimo polinomio de Chebyshev. Para las propiedades de
los polinomios de Chebyshev (ver [22, p. 30-32]).

Teorema 4.5. Sea G dada por (4.1). Si para cada n ∈ N y
cada x ∈ [−1, 1], definimos

P−
n (G, x) = T−

n (F, arc cosx)

y
P+
n (G, x) = T+

n (F, arc cosx),

entonces P−
n (G), P+

n (G) ∈ Pn,

P−
n (G, x) ≤ G(x) ≤ P+

n (G, x), x ∈ [−1, 1] (4.16)

y

||P+
n (G)− P−

n (G)||1,[−1,1] ≤
4π2

n+ 2
.

Demostración. Para cada x ∈ [−1, 1], sea

t = arc cos x, t ∈ [0, π].

Como
P−
n (G, x) = T−

n (F, t)

y, según el Teorema 4.4, T−
n (F ) es un polinomio trigonomé-

trico par de grado no mayor que n. Si ponemos

T−
n (F, t) = a0 +

n∑

k=1

ak cos(kt),
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y t = arc cos x, entonces

P−
n (G, x) = T−

n (F, arc cosx) = a0 +
n∑

k=1

ak cos(k arc cosx)

= a0 +
n∑

k=1

akCk(x),

donde Ck es el denominado polinomio k-ésimo de Chebyshev.
Luego P−

n (G) ∈ Pn.
De forma similar se verifica que P+

n (G) ∈ Pn.
Por otro lado se sigue de (4.11) que

P−
n (G, x) = T−

n (F, t) ≤ F (t) = G(x) ≤ T+
n (F, t) = P+

n (G, x).

Esto demuestra (4.16).

Finalmente, como los polinomios T±
n son pares (ver Teo-

rema 4.4), considerando el cambio de variables x = cos t, de
(4.12) obtenemos

||P+
n (G)− P−

n (G)||1,[−1,1] =

∫ π

0

|T+
n (F, t)− T−

n (F, t)| sin tdt

≤ 1

2

∫ π

−π

|T+
n (F, t)− T−

n (F, t)|dt

≤ 4π2

n+ 2
.

4.3. Aproximación de funciones

diferenciables

En este apartado, construiremos nuevos operadores poli-
nomiales para la aproximación unilateral de funciones diferen-
ciables y presentaremos un estimado superior para el error del
proceso aproximativo.
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En el Teorema 4.5 vimos que, dada la función de Heaviside
G (ver (4.1)), podemos fijar dos sucesiones de polinomios {Pn}
y {Qn}, con Pn, Qn ∈ Pn tales que

Pn(t) ≤ G(t) ≤ Qn(t), t ∈ [−1, 1] (4.17)

y
αn = ||Qn − Pn||1,[−1,1] → 0. (4.18)

Para cada n, utilizando los polinomios Pn y Qn, vamos a
construir dos operadores de la manera siguiente.

Para n ∈ N, f ∈ W 1
1 [0, 1] y x ∈ [0, 1], sean

λn(f, x) = f(0) +

∫ 1

0

(
Pn(x− t)f ′

+(t)−Qn(x− t)f ′
−(t)

)
dt

(4.19)
y

Λn(f, x) = f(0) +

∫ 1

0

(
Qn(x− t)f ′

+(t)− Pn(x− t)f ′
−(t)

)
dt

(4.20)
donde, como es usual,

g+(x) = max{0, g(x)} y g−(x) = max{0,−g(x)}.
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El teorema que sigue es el resultado principal de esta sec-
ción.

Teorema 4.6. Fijemos p ∈ [1,∞), n ∈ N y Pn, Qn ∈ Pn.
Supongamos que Pn y Qn satisfacen (4.17)-(4.18).

Si f ∈ W 1
p [0, 1] y las funciones λn(f) y Λn(f) están defi-

nidas como en (4.19) y (4.20), entonces

λn(f),Λn(f) ∈ Pn,

λn(f, x) ≤ f(x) ≤ Λn(f, x), x ∈ [0, 1]

y

max
{
||f − λn(f)||p,[0,1], ||f − Λn(f)||p,[0,1]

}
≤ αn||f ′||p,[0,1],

donde αn = ||Qn − Pn||1,[−1,1].

Demostración. Es fácil verificar que

λn(f),Λn(f) ∈ Pn.

Verifiquemos la desigualdad λn(f, x) ≤ f(x). De (4.17) se
sigue que

λn(f, x) ≤ f(0) +

∫ 1

0

G(x− t)f ′
+(t)dt−

∫ 1

0

G(x− t)f ′
−(t)dt

= f(0) +

∫ 1

0

G(x− t)(f ′
+(t)− f ′

−(t))dt

= f(0) +

∫ 1

0

G(x− t)f ′(t)dt

= f(0) +

∫ x

0

f ′(t)dt = f(x).

Con argumentos similares se verifica que f(x) ≤ Λn(f, x).
Para estimar la norma, empecemos con algunos cálculos.

Utilizaremos la función G definida en (4.1). Se tiene que, para
cada x ∈ [0, 1],

|f(x)− λn(f, x)| = f(x)− λn(f, x)
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=

∫ x

0

f ′(t)dt−
∫ 1

0

[Pn(x− t)f ′
+(t)−Qn(x− t)f ′

−(t)]dt

=

∫ 1

0

[G(x− t)f ′(t)− Pn(x− t)f ′
+(t) +Qn(x− t)f ′

−(t)]dt

=

∫ 1

0

[(G(x− t)− Pn(x− t))f ′
+(t)

+(Qn(x− t)−G(x− t))f ′
−(t)]dt

≤
∫ 1

0

(Qn(x− t)− Pn(x− t))|f ′(t)|dt.

Para simplificar, denotamos por

Rn(y) := Qn(y)− Pn(y) ≥ 0.

Si p = 1, utilizamos el Teorema de Fubini para obtener la
desigualdad

||f − λn(f)||1,[0,1] ≤
∫ 1

0

(∫ 1

0

|f ′(t)|Rn(x− t)dt

)
dx

=

∫ 1

0

|f ′(t)|
(∫ 1

0

Rn(x− t)dx

)
dt

=

∫ 1

0

|f ′(t)|
(∫ 1−t

−t

Rn(y)dy

)
dt

≤
∫ 1

0

|f ′(t)|
(∫ 1

−1

Rn(y)dy

)
dt

=

(∫ 1

0

|f ′(t)|dt
)(∫ 1

−1

Rn(y)dy

)

= ‖Rn‖1,[−1,1] ‖f ′‖1,[0,1] = αn ‖f ′‖1,[0,1].
Lo cual prueba la desigualdad deseada.

Si 1 < p < ∞, se sigue de la desigualdad de Hölder y el
Teorema de Fubini que

(
||f − λn(f)||p,[0,1]

)p
≤
∫ 1

0

(∫ 1

0

|f ′(t)|Rn(x− t)dt

)p

dx
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=

∫ 1

0

(∫ x

x−1

|f ′(x− y)|Rn(y)dy

)p

dx

≤
∫ 1

0

(∫ x

x−1

|f ′(x− y)|pRn(y)dy

)(∫ x−1

x

Rn(y)dy

)p−1

dx

=

(∫ x

x−1

Rn(y)dy

)p−1 ∫ 1

0

(∫ 1

0

|f ′(z)|pRn(x− z)dz

)
dx

=

(∫ x

x−1

Rn(y)dy

)p−1 ∫ 1

0

|f ′(z)|p
(∫ 1

0

Rn(x− z)dx

)
dz

=

(∫ x

x−1

Rn(y)dy

)p−1 ∫ 1

0

|f ′(z)|p
(∫ x

x−1

Rn(y)dy

)
dz

≤
(∫ 1

−1

Rn(y)dy

)p−1 ∫ 1

0

|f ′(z)|p
(∫ 1

−1

Rn(y)dy

)
dz

=

(∫ 1

−1

Rn(y)dy

)p ∫ 1

0

|f ′(z)|pdz.

Por lo tanto,

||f − λn(f)||p,[0,1] ≤ αn||f ′||p,[0,1].

Similarmente se calcula el estimado para la expresión

||f − Λn(f)||p,[0,1].

En el teorema anterior los polinomios Pn y Qn eran arbi-
trarios. En particular, podemos utilizar a los aproximantes de
la función de Heaviside que construimos anteriormente.
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Corolario 4.7. Fijemos p ∈ [1,∞), n ∈ N y consideremos
los polinomios P−

n (G), P+
n (G) definidos como en el Teorema

4.5.
Si f ∈ W 1

p [0, 1] y los polinomios λn(f), Λn(f) están de-
finidos por (4.19) − (4.20) con Pn = P−

n (G) y Qn = P+
n (G),

entonces
λn(f),Λn(f) ∈ Pn,

λn(f, x) ≤ f(x) ≤ Λn(f, x), x ∈ [0, 1]

y

max{||f − λn(f)||p,[0,1], ||f − Λn(f)||p,[0,1} ≤ 4π2

n+ 2
||f ′||p,[0,1].

Demostración. Se sigue del Teorema 4.5 que Pn, Qn ∈ Pn,

Pn(x) ≤ G(x) ≤ Qn(x), x ∈ [−1, 1]

y

||Qn − Pn||1,[−1,1] ≤
4π2

n+ 2
.

Como f ∈ W 1
p [0, 1], se sigue del Teorema 4.6 que

λn(f),Λn(f) ∈ Pn,

λn(f, x) ≤ f(x) ≤ Λn(f, x), x ∈ [0, 1]

y

max{||f − λn(f)||p,[0,1], ||f − Λn(f)||p,[0,1]} ≤ 4π2

n+ 2
||f ′||p,[0,1].

Observación 4.2. El método de construcción dado en el Co-
rolario 4.7, proporciona un estimado de la velocidad de conver-
gencia que es similar al que se puede lograr utilizando la mejor
aproximación de la función de Heaviside (salvo una constan-
te). Notemos que, esta última elección únicamente mejora la
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constante en el estimado. Pero, encontramos algunos proble-
mas. Los polinomios de la mejor aproximación unilateral en
el espacio L1[−1, 1] no son únicos. Además, como se demos-
tró en el Capítulo 3, estos polinomios se obtienen mediante el
proceso de interpolación de Hermite en los ceros de algunos
polinomios de Jacobi. Luego, una construcción de este tipo es
más complicada que la propuesta en el corolario.

4.4. Algunas extensiones

En esta sección, construiremos un teorema para aproximar
funciones con derivadas de orden superior. Por ello considera-
remos el espacio W r

p [0, 1].
Definamos los operadores siguientes: para cada f ∈ L1[0, 1],

sea

I(f, x) =

∫ x

0

f(s)ds, x ∈ [0, 1].

Si f ∈ W 2
1 [0, 1] y el operador λn : W 1

1 [0, 1] → Pn está dado
como en (4.19), definimos

Vn,2(f, x) = I
(
λn(f

′), x
)
+ λn

(
f − I(λn(f

′)), x
)
, x ∈ [0, 1].

Nótese que f ′ ∈ W 1
1 [0, 1] y f − I(λn(f

′)) ∈ W 1
1 [0, 1], luego la

función Vn,2(f) está bien definida.
Ahora, para r > 2, si f ∈ W r

1 [0, 1] y x ∈ [0, 1], definimos

Vn,r(f, x) = I
(
Vn,r−1(f

′), x
)
+ λn

(
f − I(Vn,r−1(f

′)), x
)
.

Teorema 4.8. Sean p ∈ [1,∞) y r > 1 fijos. Para cada
f ∈ W r

p [0, 1], se tiene que Vn,r(f) ∈ Pn+r−1,

Vn,r(f, x) ≤ f(x), para cada x ∈ [0, 1]

y
||f − Vn,r(f)||p,[0,1] ≤ (αn)

r||f (r)||p,[0,1],
donde αn está definido por (4.18).
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Demostración. Para demostrar este hecho, aplicaremos el
principio de inducción matemática.

Caso r = 2. Fijemos f ∈ W 2
p [0, 1] y sea

h(x) = f(x)− I[λn(f
′, x)], para x ∈ [0, 1].

Como f ∈ W 2
p [0, 1], f

′ ∈ W 1
p [0, 1]. Luego λn(f

′) ∈ Pn y
h ∈ W 1

1 [0, 1]. Se sigue que λn(h) ∈ Pn.
Por otro lado, como λn(f

′) ∈ Pn y I(λn(f
′)) ∈ Pn+1. He-

mos verificado que Vn,2(f) ∈ Pn+1.
Según el Teorema 4.6

λn

(
f − I(λn(f

′)), x
)
≤ f(x)− I

(
λn(f

′), x
)
, x ∈ [0, 1].

Luego, para x ∈ [0, 1],

Vn,2(f, x) = I
(
λn(f

′), x
)
+ λn

(
f − I(λn(f

′)), x
)
≤ f(x).

Del Teorema 4.6, se sigue

||f − Vn,2(f)||p,[0,1] = ||h− λn(h)||p,[0,1]

≤ αn||h′||p,[0,1]
≤ αn||f ′ − λn(f

′)||p,[0,1]
≤ (αn)

2||f (2)||p,[0,1].
Hemos demostrado el Teorema en el caso r = 2.
Caso general. Supongamos que el resultado es cierto para

algún r, con r ≥ 2. Esto es, Vn,r(f) ∈ Pn+r−1,

Vn,r(f, x) ≤ f(x), para x ∈ [0, 1]

y
||f − Vn,r(f)||p,[0,1] ≤ (αn)

r||f (r)||p,[0,1].
Según el Teorema 4.6, tenemos que

λn

(
f − I(Vn,r(f

′)), x
)
≤ f(x)− I

(
Vn,r(f

′), x
)
, x ∈ [0, 1].
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Luego

Vn,r+1(f, x) = I
(
Vn,r(f

′), x
)
+ λn

(
f − I(Vn,r(f

′)), x
)

≤ f(x), x ∈ [0, 1].

Para cada x ∈ [0, 1], sea

H(x) = f(x)− I
(
Vn,r(f

′), x
)
.

Por el Teorema 4.6 y la hipótesis de inducción,

||f − Vn,r+1(f)||p,[0,1] = ||H − λn(H)||p,[0,1]
≤ αn||H ′||p,[0,1]
≤ αn||f ′ − Vn,r(f

′)||p,[0,1]
≤ (αn)

r+1||f (r+1)||p,[0,1].

Ahora, presentamos otra construcción de operadores. Pe-
ro, para simplificar, únicamente lo haremos para el caso de la
segunda derivada.

Consideremos la función G∗ : R → R dada por

G∗(t) =





0, t > 0

−t, t ≤ 0

y fijemos dos sucesiones de polinomios {Pn,1} y {Qn,1} con
Pn,1, Qn,1 ∈ Pn tales que

Pn,1(t) ≤ G∗(t) ≤ Qn,1(t), t ∈ [−1, 1] (4.21)

y
βn = ||Qn,1 − Pn,1||1,[−1,1] → 0.

Para cada x ∈ [0, 1] y f ∈ W 2
p [0, 1], definamos

λn,1(f, x) = f(0) + f ′(0)x+

∫ 1

0

Pn,1(t− x)f
(2)
+ (t)dt
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−
∫ 1

0

Qn,1(t− x)f
(2)
− (t)dt

y

Λn,1(f, x) = f(0) + f ′(0)x+

∫ 1

0

Qn,1(t− x)f
(2)
+ (t)dt

−
∫ 1

0

Pn,1(t− x)f
(2)
− (t)dt.

Verifiquemos la desigualdad λn,1(f, x) ≤ f(x). Se sigue de
(4.21), utilizando integración por partes, que

λn,1(f, x) ≤ f(0) + f ′(0)x+

∫ 1

0

G∗(t− x)f
(2)
+ (t)dt

−
∫ 1

0

G∗(t− x)f
(2)
− (t)dt

= f(0) + f ′(0)x+

∫ 1

0

G∗(t− x)(f
(2)
+ (t)− f

(2)
− (t))dt

= f(0) + f ′(0)x+

∫ 1

0

G∗(t− x)f (2)(t)dt

= f(0) + f ′(0)x−
∫ x

0

(t− x)f (2)(t)dt.

= f(0) +

∫ x

0

f ′(t)dt = f(x).

Con argumentos similares se verifica que f(x) ≤ Λn,1(f, x).
Como en la Sección 4.4 se puede demostrar que

||f − λn,1(f)||p,[0,1] =
(∫ 1

0

|f(x)− λn,1(f, x)|pdx
) 1

p

≤ βn||f (2)||p,[0,1].
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4.5. Comparación de resultados

En esta última sección vamos a exhibir otras sucesiones
de polinomios que satisfacen las condiciones (4.17) y (4.18)
y comparar nuestros resultados con los dados por Lenze y
Hristov e Ivanov.

4.5.1. Operadores de Lenze

Sea BV [a, b] la familia de las funciones g : [0, 1] → R

de variación acotada. Para g ∈ BV [a, b], V (g, [a, b]) denota la
variación total. Cuando [a, b] = [0, 1], consideramos la función

V (g, x) = V (g, [0, x]), x ∈ [0, 1]. (4.22)

En [20], Lenze construyó una sucesión de operadores pa-
ra la aproximación unilateral como sigue: Para t ∈ [−1, 1],
definamos

hn(t) = an

∫ t

−1

(1− ξ2)n−1dξ − 1

2
(1− t2)n (4.23)

y

Hn(t) = an

∫ t

−1

(1− ξ2)n−1dξ +
1

2
(1− t2)n, (4.24)

donde an =
(∫ 1

−1
(1− ξ2)n−1dξ

)−1

.

Se verifica que, si G es la función en (4.1), entonces

hn(t) ≤ G(t) ≤ Hn(t) y hn, Hn ∈ P2n,

Para f ∈ BV [0, 1], se definen

ϕn(f, x) = f(0) +

∫ 1

0

hn(x− t)df2(t)−
∫ 1

0

Hn(x− t)df1(t)

y

Φn(f, x) = f(0) +

∫ 1

0

Hn(x− t)df2(t)−
∫ 1

0

hn(x− t)df1(t),
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donde

f2(x) =
1

2
[V (f, x) + f(x)], f1(x) =

1

2
[V (f, x)− f(x)]

y las integrales se consideran en el sentido de Reimann-Stielt-
jes.

Para presentar el resultado fundamental de Lenze necesi-
tamos definir el módulo promedio de continuidad. Dada una
función acotada g : [0, 1] → R, para x ∈ [0, 1] y t > 0 se define

τ(g, t)p =

(∫ 1

0

(
w(g, x, t)

)p
dx

)1/p

,

donde w(g, x, t) está definido en (4.2).

Teorema 4.9. Sea f ∈ BV [0, 1]. Si ϕn(f, x) y Φn(f, x) están
definidas como más arriba, entonces

ϕn(f, x) ≤ f(x) ≤ Φn(f, x), x ∈ [0, 1],

y existen constantes positivas C1 y C2 tales que si 1 ≤ p < ∞
y n ≥ 2, entonces

C1τ

(
V (f),

1√
n

)

p

≤ ||Φn(f)− ϕn(f)||p ≤ C2τ

(
V (f),

1√
n

)

p

,

donde V (f) está definida como en (4.22) y la norma se con-
sidera en Lp[0, 1].

Dado que las funciones hn, Hn satisfacen (4.17) y (4.18),
estas se pueden utilizar en la definición de los operadores pre-
sentados en (4.19) y (4.20). Mostraremos que, en este caso, la
velocidad de convergencia dada en el Teorema 4.6 es similar
a la obtenida por Lenze.

Corolario 4.10. Sean p ∈ [1,∞) fijo y n ∈ N. Para cada
f ∈ W 1

p [0, 1], consideremos los polinomios λ2n(f) y Λ2n(f)
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definidos por (4.19) y (4.20) con P2n = hn y Q2n = Hn res-
pectivamente. Se tiene que λ2n(f),Λ2n(f) ∈ P2n,

λ2n(f, x) ≤ f(x) ≤ Λ2n(f, x), x ∈ [0, 1],

y

max
{
||f − λ2n(f)||p, ||f − Λ2n(f)||p

}
≤
√

π

4n+ 2
||f ′||p,

donde la norma se considera en Lp[0, 1].

Demostración. Por Teorema 4.6 únicamente necesitamos
un estimado para α2n. Por (4.23) y (4.24) tenemos

α2n = ||Hn − hn||1,[−1,1] =

∫ 1

−1

(1− y2)ndy = 2

∫ 1

0

(1− y2)ndy

=

∫ 1

0

(1− z)n
dz√
z
.

Pongamos

In =

∫ 1

0

(1− z)n
dz√
z
.

Notemos que

∫ 1

0

(1− z)n
dz√
z
=

∫ 1

0

(1− z)n−1(1− z)
dz√
z

= In−1 −
∫ 1

0

√
z(1− z)n−1dz

= In−1 +
1

2
In.

De aquí que, para cada n ∈ N,

In =
2n

(2n+ 1)
In−1.
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De forma similar se verifica que, para cada n > 2,

In−1 =
(2n− 2)

(2n− 1)
In−2.

Repitiendo este proceso, concluimos que

α2n =
2n(2n− 2)(2n− 4) . . . 2

(2n+ 1)(2n− 1) . . . 3
≤
√

π

4n+ 2
.

Observación 4.3. Se conoce que si f ∈ C1[0, 1], entonces
f ∈ BV [0, 1]. Por otro lado, si 0 ≤ s < r ≤ s+ t,

| V (f, r)− V (f, s) |=| V (f, [s, r]) |≤ ‖f ′‖(r − s) ≤ ‖f ′‖ t.

Luego
w(V (f), x, t) ≤ ‖f ′‖ t

y
τ(V (f), t)p ≤ ‖f ′‖t.

Del teorema de Lenze obtenemos

||Φn(f)− ϕn(f)||p ≤ C2τ

(
V (f),

1√
n

)

p

≤ C2‖f ′‖p
1√
n
.

Este estimado es comparable al dado en el Corolario 4.10.

Observación 4.4. Hay algunas diferencias entre el Teorema
4.6 y el resultado de Lenze.

1.- El Teorema 4.6 se aplica en el espacio W 1
p [0, 1] y el

Teorema 4.9 se aplica a funciones en BV [0, 1]. Esto es, los
dominios de los operadores no coinciden.

2.- Lenze incluye un resultado inverso. Nosotros no hemos
encontrado, hasta ahora, resultados inversos.

3.- Para nuestra construcción necesitamos conocer las par-
tes positivas y negativas (f ′

+ y f ′
−) de las derivadas de las

funciones. En la construcción de Lenze se necesita calcular la
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función variación total V (f, x). Para funciones con derivadas
continuas y pocos cambios de signo, las funciones f ′

+, f ′
− y

V (f, x) se calculan de forma similar. Recuérdese que, si f ′ no
cambia de signo en el intervalo [a, b], entonces

V (f, [a, b]) =

∫ b

a

| f ′(x) | dx.

4.- ¿Qué ventajas tienen nuestros resultados comparados
con los de Lenze? Cuando se aproximan funciones con deriva-
das continuas, los operadores de Lenze dan un estimado del
order 1/

√
n, mientras que, como se aprecia en el Corolario

4.7, nuestros resultados dan el orden 1/n.

4.5.2. Construcción de Hristov e Ivanov

Hristov e Ivanov en [14] construyeron operadores para la
aproximación unilateral. En particular, se dió una construc-
ción para el caso periódico y se incluyó una nota donde se
dice que las ideas utilizadas por los autores se pueden modi-
ficar para construir operadores en el caso no periódico. Pero
no se realiza la construcción específica (ver la observación 5.4
en [14]).

En [15] Hristov e Ivanov propusieron otra construcción.
Para presentar estos resultados necesitamos algunas notacio-
nes previas.

Fijemos un entero n. Para j = 0, . . . , n− 1, sea

un,j =
π − (2j + 1)π

2n
y

ϕn,j(u) = sin4

(
π

4n

)( sin4 n(u− un,j)

sin4(u− un,j)/2
+

sin4 n(u+ un,j)

sin4(u+ un,j)/2

)
.

Es claro que cada función ϕn,j es un polinomio trigonomé-
trico positivo par de grado 4n− 2. Se puede verificar que

ϕn,j(u) ≥ 1, para u ∈
[π − (j + 1)π

n
,
π − jπ

n

]
.
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Para x ∈ [−1, 1], definamos

Fn,j(x) = ϕn,j(arc cosx). (4.25)

Sea Cn el n-ésimo polinomio de Chebyshev (ver (4.15)).
Se conoce que los ceros de Cn son

xn,j = cosun,j, 0 ≤ j ≤ n− 1.

En lo que sigue fijamos un entero positivo r. Se desean
construir operadores que permitan obtener acotaciones en tér-
minos del módulo τ de orden r.

Para simplificar, pongamos k = 2r + 1. Sea

γj =

(∫ 1

−1

(
Cn(u)

u− xn,j

)2k

du

)−1

, 0 ≤ j ≤ n− 1.

Ahora, definamos

Pn,0,r(x) = 1− γ1

∫ x

−1

(
Cn(u)

u− xn,1

)2k

du.

Para 1 ≤ j ≤ n− 2, sea

Pn,j,r(x) = γj

∫ x

−1

(
Cn(u)

u− xn,j

)2k

du

− γj+1

∫ x

−1

(
Cn(u)

u− xn,j+1

)2k

du.

Finalmente, sea

Pn,n−1,r(x) = γn−1

∫ x

−1

(
Cn(u)

u− xn,n−1

)2k

du.

Denotemos por BM [0, 1] el espacio de todas las funciones
f : [0, 1] → R medibles y acotadas.
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Dada una función f ∈ BM [0, 1] y 0 ≤ j ≤ n−1, sea Rj(f)
el polinomio de grado r − 1 de la mejor aproximación para f
en [xn,j, xn,j+1] (en norma uniforme). Esto es,

||f −Rj(f)||[xn,j ,xn,j+1] = ı́nf
p∈Pn

‖f − P‖[xn,j ,xn,j+1]. (4.26)

Pongamos

Qn,r(f, x) =
n−1∑

j=0

Pn,j,r(x)Rj(f, x). (4.27)

Definición 4.1. Fijemos r ∈ N. Para n ∈ N se define los
operadores

Q±
n,r : BM [0, 1] → C[0, 1]

mediante la expresión

Q±
n,r(f, x) = Qn,r(f, x)±

n−1∑

j=0

Fn,j(x)‖f −Qn,r(f)‖[xn,j ,xn,j+1],

para f ∈ BM [0, 1], donde las Fn,j están definidas en (4.25).

En [15] se demuestra los resultados siguientes.

Teorema 4.11. Si r ∈ N y f ∈ BM [0, 1], para cada n ∈ N

se tiene que Q±
n (f) ∈ P2(2r+1)(n−1)+r y

Q−
n,r(f, x) ≤ f(x) ≤ Q+

n,r(f, x), x ∈ [0, 1].

Teorema 4.12. Para cada r ∈ N y 1 ≤ p < ∞, existe una
constante C(r, p) tal que, si f ∈ BM [0, 1] y n ∈ N, entonces

||Q+
n,r(f)−Q−

n,r(f)||p,[0,1] ≤ C(r, p)τr

(
f,

1

n

)

p,[0,1]

.

Observación 4.5. El resultado fundamental de [15] es pa-
ra funciones de varias variables. Aquí hemos presentado una
versión simplificada para funciones de una variable.
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Observación 4.6. En la tesis no demostramos resultados
nuevos con módulos de orden superior. Pero el Teorema 4.8, se
puede utilizar para tales fines (mediante técnicas de interpo-
lación). Por otro lado, para funciones f ∈ W r

p [0, 1], se conoce
que

τr

(
f,

1

n

)

p,[0,1]

≤ C
1

nr
‖f (r)‖p,[0,1].

Para estas funciones el estimado presentado en el Teorema 4.8
es similar al dado por Hristov a Ivanov.

Observación 4.7. Desde nuestro punto de vista, los opera-
dores construidos aquí son más simples que los de Hristov e
Ivanov. De hecho, según las ecuaciones (4.27) y (4.26), para
conocer los polinomios Q±

n,r(f) es necesario determinar previa-
mente ciertos polinomios de la mejor aproximación uniforme.
Como se sabe, esto último es una tarea muy difícil.



Conclusiones

En el trabajo, damos condiciones necesarias y suficientes
para garantizar la existencia de fórmulas de cuadratura po-
sitivas con un grado máximo de precisión. Éstas nos son de
utilidad para identificar todos los puntos donde los elementos
de la mejor aproximación unilateral interporpolan a la fun-
ción de Heaviside Gθ. En particular, para θ = 0 (G = G0)
construimos dos sucesiones de operadores polinomiales para
la aproximación unilateral de funciones diferenciables via po-
linomios algebraicos en el espacio Lp. El estimado para el error
de aproximación es dado con una constante explícita.

Los aportes fundamentales en esta tesis se pueden resumir
como sigue:

(i) Se obtuvo un resultado que resume o da respuesta al
Problema 3 véase el Teorema 2.12. Los Teoremas 2.14, 2.15,
2.16 y 2.17 junto con 2.18 nos ayudan identificar todos los
puntos en (−1, 1) donde los polinomios de la mejor aproxima-
ción unilateral interpolan la función de Heaviside.

(ii) En el Teorema 3.12, se muestran explícitamente los
elementos de la mejor aproximación para la función Gθ de
acuerdo con las proposiciones (3.7), (3.8), (3.9) y (3.10).

(iii) En el Teorema 4.6 exhibimos los operadores polino-
miales para la aproximación unilateral de la función de Hea-
viside. Por otra parte, el método de construcción dado en el
Corolario 4.7, proporciona un estimado de la velocidad de
convergencia que es similar al que se puede lograr utilizando
la mejor aproximación de la función de Heaviside (salvo una
constante).
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Parte de los resultados presentados aquí se publicaron en
los trabajos [2], [7] y [8].

Por supuesto, quedan algunas preguntas por responder.
Por ejemplo, si denotamos por R[0, 1] a la familia constituida
por las funciones Riemann-integrable en [0, 1].

Problema: Encontrar, de forma explícita, aproximantes
unilaterales para las funciones en el espacio R[0, 1]. En otras
palabras, construir dos sucesiones de operadores

λn,Λn : R[0, 1] → Pn

tales que, para cada f ∈ R[0, 1],
(i)

λn(f, x) ≤ f(x) ≤ Λn(f, x), para todo x ∈ [0, 1],

y
(ii)

ĺım
n→∞

‖Λn(f)− λn(f)‖p,[0,1] = 0.

Problema: Construir buenos aproximantes unilaterales
para las funciones truncadas. Para θ ∈ (−1, 1) y r ∈ N0,
la función truncada de order r se define como

(x− θ)r+ =





(x− θ)r, si x ≥ θ,

0, si x < θ.

Nótese que (x− θ)0+ es la función de Heaviside.
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