BENEMERITA UNIVERSIDAD
AUTONOMA DE PUEBLA

FACULTAD DE CIENCIAS FiSICO MATEMATICAS
POSGRADO EN CIENCIAS MATEMATICAS

CONSTRUCCION DE POLINOMIOS DE LA
MEJOR APROXIMACION UNILATERAL Y
TEMAS AFINES

TESIS

QUE PARA OBTENER EL GRADO DE:
DOCTOR EN CIENCIAS MATEMATICAS

PRESENTA:
M. C. REINALDO MARTINEZ CRUZ

DIRECTOR DE TESIS:
DR. JORGE BUSTAMANTE GONZALEZ

PUEBLA, PUEBLA, MEXICO  JUNIO 2014






BENEMERITA UNIVERSIDAD
AUTONOMA DE PUEBLA

FACULTAD DE CIENCIAS FiSICO MATEMATICAS
POSGRADO EN CIENCIAS MATEMATICAS

CONSTRUCCION DE POLINOMIOS DE LA
MEJOR APROXIMACION UNILATERAL Y
TEMAS AFINES

TESIS

QUE PARA OBTENER EL GRADO DE:
DOCTOR EN CIENCIAS MATEMATICAS

PRESENTA:
M. C. REINALDO MARTINEZ CRUZ

DIRECTOR DE TESIS:
DR. JORGE BUSTAMANTE GONZALEZ

PUEBLA, PUEBLA, MEXICO  JUNIO 2014






BENEMERITA
UNIVERSIDAD
AUTONOMA DE PUEBLA

FACULTAD DE CIENCIAS
FiSICO MATEMATICAS

DR. JOSE ENRIQUE BARRADAS GUEVARA
SECRETARIO DE INVESTIGACION Y
ESTUDIOS DE POSTGRADO, FCFM-BUAP
PRESENTE:

Por este medio le informo que el(la) C:
REINALDO MARTINEZ CRUZ
estudiante del Doctorado en Ciencias (Matematicas), ha cumplido con las

indicaciones que el Jurado le sefialo en el Coloquio que se realizo el dia 5 de
junio de 2014, con la tesis titulada:

“CONSTRUCCI ’O'N DE POLINOMIOS DE LA MEJOR
APROXIMACION UNILATERAL Y TEMAS AFINES”

Por lo que se le autoriza a proceder con los tramites y realizar el examen de grado
en la fecha que se le asigne.

AT ENT AMBENLER

DR. FRANCISCO JAVIER MEN, ES
COORDINADOR DEL POSTGRADO
EN MATEMATICAS.

Av. San Claudio y 18 Sur, Col. San Manuel, Ciudad Universitaria, Puebla, Pue. C.P. 72570
Tels.: (01222) 229 55 00 Ext.: 7550, 229 56 37 Fax: 229 56 36 www.fcfm.buap.mx direccion@fcfm.buap.mx






%MZ (6/)(@((

C@)ﬁaée@ OM a % 1242

27 Y

A mnds - f(”/

; s
D femin, %ﬂw 7 &/{ﬂﬂ/ﬂ/{}éf
< 7






Agradecimientos

Todo estudiante que haya realizado estudios de
posgrado en la Facultad de Ciencias Fisico Matematicas
de la BUAP, debe sentirse afortunado de poder encontrar
en ella a todo un grupo de profesores que, comparten
sus ensefianzas y se convierten en personas
imprescindibles. Culpables de fomentar y alimentar
espiritualmente a todo aquel que incursione en el
maravilloso mundo de las Matematicas. A todos y cada
uno de ellos mis muestras de agradecimientos por tan
meritoria labor.

Agradezco de manera especial al Doctor Jorge
Bustamante Gonzalez, profesor y amigo, quien ha sabido
desempefiar ambas actividades de la mejor manera.
Como asesor de tesis, fue el pilar principal en el
desarrollo de este trabajo. Por todo lo acontecido en mi
desarrollo académico y por estar siempre dispuesto a
colaborar de la mejor manera, gracias Profesor.

Asimismo, dirijo mis muestras de agradecimiento a los
Doctores: Miguel Antonio Jiménez Pozo, Slavisa
Djordjevic, Arnoldo Bezanilla Lépez, Ivonne Lilian
Martinez Cortés, José Margarito Hernandez Morales,
Daniel Cardenas Morales y Juan Alberto Escamilla Reyna,
guienes se dieron a la tarea de revisar y hacer las
observaciones y comentarios, siempre acertados, al
presente trabajo. Aprovecho también para agradecer al
Doctor José Maria Quesada por su colaboraciéon en los
articulos publicados.



Es momento de dirigirme a mis compafieros que con
su apoyo permitieron que el trabajo fuese mas ameno:
Verdnica Borja, Miguel Pérez, Juan Pablo Munoz, Ivan
Martinez, Marcos Ramirez, Rubén Vélez, Javier Casas,
Sergio Garcia, Alejandro Pérez, Juan Manuel, Alejandro
Ramirez, Luis Angel Gutiérrez y a mi gran amigo José
Arrazola por brindarme ese espacio llamado Laboratorio
de Légica Matematica.

Deseo también agradecer y dedicar el presente trabajo
a mi familia, que con su apoyo, confianza y carifio, me
han permitido llegar hasta este momento.

Finalmente, agradezco al PROMEP por el apoyo
econdmico brindado, sin éste aliciente el trabajo no
hubiese sido posible.

Reinaldo Martinez Cruz
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, BUAP
Puebla, Puebla, MEXICO

4 de Julio 2014



Introduccion

La Teoria de la Aproximacion tiene una larga historia, aun-
que aparece como una rama independiente de la matemaética
en los inicios del siglo pasado.

En los dltimos anos, varios trabajos han sido dedicados al
estudio de la aproximacion polinomial con restricciones. Para
no abrumar con citas remitimos a los trabajos [17] y [21] en los
cuales se incluye una larga lista de referencias. En particular
en [16], [25], |26], [27] y [33] se considera la aproximacion
unilateral.

La aproximacion unilateral en la métrica de L, fue estu-
diada por Markov 1884. El observo que algunos problemas
relacionados con la mejor aproximaciéon unilateral estan vin-
culados con la teorfa de las formulas de cuadratura (ver [24] p.
15). En un trabajo de Weyl en 1916 también se consideraron
problemas de aproximacion unilateral (ver [34] p. 565).

Se conoce que, para cualquier funcién f, Riemann integra-
ble en [a,b] y cada e > 0, existen polinomios p y P tales que,
para cada t € [a,b],

b
O<IOPE) v [ (PO -pl)d <z
Un caso especial de este resultado corresponde a la funciéon

0, z€l0,1],

fx) = (1)
1z, e (1]

e’



2 Introduccién

Esta funcién jugé un papel importante en la demostracion
de Karamata del teorema tauberiano de Hardy y Littlewood
(ver [24]). Freud en [12] obtuvo una mejora al método de Ka-
ramata, basada en un estimado maéas preciso de las aproxima-
ciones unilaterales para la misma funcion (1). Resultados mas
generales fueron presentados luego por Ganelius [13]. Este tl-
timo trabajo marca el inicio de la teoria de la aproximacion
unilateral.

Aunque se han estudiado varios temas relacionados con la
mejor aproximacion unilateral, la teoria no esta tan desarro-
llada como es el caso de la aproximaciéon polinomial clasica.
Notese que en [23] se le dedican sélo algunos comentarios en-
tre las paginas 76 y 81. En la monografia [18]| se estudian
varios detalles de la teoria, pero se presentan fundamental-
mente los resultados de los autores. Ademas el texto tiene el
inconveniente de estar en idioma ruso. Finalmente en [29] se
estudian problemas relacionados con la existencia y la carac-
terizacion de los elementos de la mejor aproximacion, pero el
estudio se limita a los espacios L;. Por estos motivos, en es-
ta tesis se consideran problemas concretos relacionados con
la construccién de polinomios que permitan obtener buenas
aproximaciones unilaterales para funciones acotadas inferior
y /o superiormente.

Durante todo el trabajo utilizaremos las notaciones si-
guientes. Para cada n € Ny, denotaremos por P, a la familia
de polinomios algebraicos de grado no mayor que n y por T,, a
la coleccion de polinomios trigonométricos de grado a lo mas
n.

Como es usual, dado 1 < p < oo, denotamos por L,|0, 1]
al espacio de Lebesgue con la norma usual

1 1/p
||f||p,[o,1]=( / If(t)lpdt) - .

Denotaremos por AC[0,1] a la familia de las funciones
absolutamente continuas en [0, 1].
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Para 1 <p < ooy r e N, denotamos por
Wro,1] ={f: f"Y e AC[0,1] y ") € L,[0,1]},

donde f®) denota la k-ésima derivada de la funcion f.

Como se vera en la Proposicion 1.10, si r € Ny f €
W;[0,1], entonces f estd acotada.

Formalmente, la mejor aproximacion unilateral se define
en los términos siguientes. Si f € L,[—1,1] estda acotada in-
feriormente (superiormente), se define la mejor aproximacion
unilateral por abajo (o por arriba) para f de grado n como

E,(f)p =nf{|[f - QHP,[—LI] QeP,, Q<L f}
(B (f)p =mt{|[f = Qllp-1y: QE€Pn,  f<Q})

y la familia constituida por los elementos de la mejor aproxi-
macion unilateral se denota por P, (f) y se define como

Po(f)={QePn:Q<f, | f—=Qlprry=E, ()}

Los problemas principales que se estudian en este trabajo
son los siguientes:

Problema 1: Se quieren encontrar, de forma explicita,
aproximantes unilaterales para las funciones de los espacios
W7[0,1]. Por ello se desean construir dos sucesiones de ope-
radores

Ans A - W0, 1] — P,
tales que, para cada f € W 0, 1],
(i)
M (fyx) < f(z) < Au(f,x), paratodo z € [0, 1],

y
(ii)
1im | An(f) = M(H)llpjos = 0.

Problema 2: Encontrar buenos estimados para el error

[1An(f) = A (D lp.10.0)
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Problema 3: Consideremos la funciéon de Heaviside
0, Si _1 S xr S 07
1, si O<ax<1.

Los polinomios que dan la mejor aproximacién unilateral para
la funcion de Heaviside Gy en la métrica de Li[—1,1] tienen
algunas aplicaciones. En particular, como se vera mas adelan-
te, estos polinomios se pueden utilizar para construir solucio-
nes al Problema 1. Las propiedades asintoticas de E (Gy) se
estudiaron en [25].

En este trabajo queremos obtener representaciones expli-
citas para los polinomios de la mejor aproximacion unilate-
ral de las funciones Gy(z). Para el analisis de este problema
utilizaremos métodos similares a los presentados en [3] y [10]
ademads de algunos resultados de Pinkus en [29]. Como Pinkus
mostro, los mejores aproximantes unilaterales en la métrica de
L1[—1, 1] estan relacionados con ciertas formulas optimales de
cuadratura. Esto nos lleva a otro problema.

Problema 4: Para un numero 6 € (—1,1) dado, ;bajo
qué condiciones existe una férmula de cuadratura positiva con
grado maximo de precision tal que la abscisa prefijada 6 esté
entre los nodos de la formula?

Resaltamos que los problemas dados anteriormente son
complicados. En particular, muchas de las técnicas construc-
tivas tradicionales en la teoria de la aproximaciéon clasica no
funcionan, ya que los operadores que resuelven el Problema 1
no pueden ser lineales (ver Proposicion 1.11).

Fijemos dos sucesiones de polinomios {P,} v {Q,} con
P,,Q, € P, tales que

P,(t) < Gg(t) < Qn(t), t € [-1,1]

lim HQ” - Pn”l,[—l,l] = 0.
n—00
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La hipotesis fundamental que motiva los estudios presentados
en el dltimo capitulo es la siguiente. A cada pareja de suce-
siones {P,} vy {@,} como las anteriores se le pueden asociar
sucesiones de operadores que resuelvan el Problema 1. Otros
autores estudiaron problemas similares. Esto se discutird en
la seccion 4.5 del Capitulo 4.

Para presentar nuestros resultados, este trabajo lo hemos
dividido en cuatro capitulos como indicamos a continuacion.

En el primer capitulo damos algunos preliminares referente
a la teoria de aproximacién, polinomios ortogonales, funcio-
nes absolutamente continuas, polinomios de Jacobi y la mejor
aproximacion unilateral. Este capitulo no contiene resultados
nuevos, s6lo recordamos hechos conocidos que se necesitan
para comprender los analisis que se presentan en los otros
capitulos.

En el segundo capitulo atendemos la cuestion: para una
0 € (—1,1) dada, ;bajo qué condiciones existe una formula
de cuadratura positiva con grado maximo de precision tal que
la abscisa prefijada 6 esté entre los nodos de la formula? Co-
mo indicamos antes, de los resultados de Pinkus se infiere que
debemos ser capaces de construir ciertas formulas de cuadra-
tura. En especial, las formulas deben contener al punto  como
uno de sus nodos. Para la solucién de este problema necesi-
tamos algunos estudios recientes de la teoria de féormulas de
cuadratura y de la teoria de los polinomios cuasi-ortogonales
(ver [4], [5] ¥ [11]). Esto explica la inclusion de los polinomios
de Jacobi en el primer capitulo.

En el tercer capitulo resolvemos el problema de encontrar
todos los polinomios que dan la mejor aproximaciéon unilateral
de la funcién de Heaviside Gy(z) en la métrica de Li[—1,1].
Estos, como veremos alla, son obtenidos por el proceso de
interpolacion de Hermite en los ceros de algunos polinomios
cuasi-ortogonales asociados a los polinomios de Jacobi. Ade-
més, damos un estimado del error de aproximacion y carac-
terizamos los puntos extremales del conjunto convexo de los
mejores aproximantes. La solucién es complicada pues apare-
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cen cuatro casos a discutir, segin los extremos del intervalo
[—1,1] estén o no incluidos en las férmulas de cuadratura.

En el cuarto capitulo atendemos el Problema 1. Esto es,
presentamos nuevos operadores polinomiales para la aproxi-
macién unilateral de funciones diferenciables que, a nuestro
juicio, son mas convenientes para las aplicaciones que otras
construcciones conocidas.

Por lo demas, en cada capitulo, damos las definiciones ne-
cesarias y antes de cada uno de los teoremas, incluimos los
resultados basicos que se requieren. El simbolo [J denota el
fin de una demostracion. Los resultados que no son nuestros
incluyen las referencias correspondientes.

Finalmente mencionamos lo que, a nuestro juicio, son las
principales aportaciones de esta tesis:

(a) En el Teorema 2.12 damos condiciones necesarias y su-
ficientes para garantizar la existencia de una férmula de cua-
dratura positiva con un grado de exactitud dado que contiene
a un punto 6 € (—1,1) entre sus nodos. En los Teoremas 2.14,
2.15, 2.16 y 2.17 indentificamos las férmulas precisas. Estas
dependen de la posicion del punto ¢ en (—1,1) con respecto
a las raices de algunos polinomios de Jacobi.

(b) En el Teorema 3.5, para cada § € (—1,1) presenta-
mos una caracterizacion de los polinomios P € P, (Gy). En
particular, damos condiciones que nos seran de utilidad para
construir los polinomios de la mejor aproximaciéon unilateral
que interpolaran a la funcion Gjy.

(c) En las Proposiciones 3.7, 3.8, 3.9 y 3.10 analizamos to-
dos los puntos donde los polinomios de la mejor aproximacion
unilateral interpolan a la funcién Gy.

(d) En el Teorema 3.12 mostramos explicitamente los ele-
mentos del espacio P, (Gy).

(e) El Teorema 4.6 (con su Corolario) resuelve uno de los
problemas principales de esta tesis. En el Teorema 4.8, damos
una construccion para aproximar funciones con derivadas de
orden superior. En el exhibimos una sucesion de operadores
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{Vor }(para la aproximacion unilateral) para el cual

42\
17 = Varlly < (255) 17l

Parte de los resultados presentados en este trabajo han
sido publicados en tres articulos:

(i) J. Bustamante, J.M. Quesada y R. Martinez-Cruz, Best
one-side Ly approzimation to the Heaviside and sign func-
tions, J. Approx. Theory, 164 (2012), 791-812.

(ii) J. Bustamante, J.M. Quesada y R. Martinez-Cruz,
Polynomial operators for one-sided approximation to functions
in W7[0,1], J. Math. Anal. Appl., 393 (2012), 517-525.

(iii) B. Beckermann, J. Bustamante, R. Martinez-Cruz and
J.M. Quesada, Gaussian, Lobatto and Radau positive quadra-
ture Tules with a prescribed abscissa, Calcolo, 51 (2014), 319-
328.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Teoria de la aproximacién

A continuacién establecemos algunas convenciones y no-
taciones, sin embargo, los resultados referentes a la teoria de
aproximacion, asi como definiciones, nos hemos basado en la
misma que se emplea en [30].

Sea X un espacio lineal normado sobre el campo de los
numeros reales R y G un subconjunto de X. Para cada f € X,
el error de la mejor aproximacion lo denotamos por E(f; G)
y definimos como

E(f;G) =inf{||f — gl : g € G}.

Un subconjunto G de X se dice proximal si para cada
f € X, existe un ¢g* € G tal que, para cada g € G,

Lf =gl < [lf = gll,

esto es,
E(f;G)=Ilf -4l
y en este caso, decimos que g* es el elemento mas cercano a

f.
Si G es proximal, denotamos por L (f) al conjunto cons-
tituido por los elementos de la mejor aproximacion de f, es

10
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decir
catn = {o il =o'l = 17 — o}

Notemos que, si f € G, entonces La(f) = {f}.
Como ejemplos, se encuentran estos, importantes en la
teoria de la aproximacion.

Ejemplo 1.1. Para cada f € C0, 1], denotamos mediante

[ flloe = max{[f(x)] : 2 € [0,1]}

la norma uniforme.
Paral <p < ooy g€ L,y0,1], denotamos mediante

1 1/p
HWWH-(AW@WQ ,

la norma en L,[0, 1].

Si f € L0, 1] esta acotada inferiormente (superiormente),
podemos definir la mejor aproximacion unilateral por abajo
(por arriba) para f de grado n como:

E, (f)p=mi{[|f = Qllpjo) : @ € Pn, @ < [},

(Ex(F)p = mt{lIf = Qllpo : Q € Pu f Q).

No es dificil verificar (utilizando un argumento de compa-
cidad) que siempre existe un polinomio de la mejor aproxima-
cion unilateral por abajo (por arriba).
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1.2. Polinomios ortogonales

Dado = € (—1,1) y una medida positiva ¢ en [—1, 1], se
dice que x es un punto de crecimiento de o si, cualquiera sea
e > 0, se tiene que

J([a:—s,x+6] N [—1,1]) > 0.

En esta Seccion o denota una medida en [—1, 1] con infini-
tos puntos de crecimiento. Esta condicion asegura la existencia
de una sucesion infinita de polinomios ortogonales (ver 32, p.

23, 25y 26]).
Definiciéon 1.1. Un sistema de polinomios
Py(x), Pi(x),..., Py(x),...

es llamado ortonormal si satisface las condiciones siguientes:
i) Para cada n € Ny, P, € P,,

ii)
b .

La familia de los polinomios ortonormales en el intervalo
[—1,1] con respecto a do y coeficientes principales positivos
se denotara por {p,(z,0)}.

Recordemos que {1, z,2?, ..., 2"} constituye una base pa-
ra IP,, siy so6lo si, para cada P,, € IP,,, existen escalares k; tales
que

(1.1)

Py(x) =) k', ky >0
§=0

y el conjunto
{1,2,2°, ..., 2"}

es linealmente independiente.

La féormula de Christoffel-Darboux es de utilidad para cal-
cular los coeficientes de ciertas féormulas de integracion apro-
ximadas.
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Para cada n € Ny z € [-1,1], sean p,(z), po—1(z) ¥
Pn—2(2) polinomios ortogonales consecutivos.
Pongamos

pn(2) = (Apx+Bp)pn—1(2)—Cppn_o(z), n=2,3,..., (1.2)

donde py(z) =1y p_1(x) =0.

Notemos que p,(x) — A,xp,_1(z) es un polinomio de grado
no mayor que n — 1 y asi, este puede ser expresado como una
combinacion lineal

n—1
pu(a) — Anpn(z) = Z Aipj().
§=0
Los ntimeros A; son los coeficientes de Fourier

5= [ 1pnl) = Aueps @l ) ).

1

Ahora, debido a la propiedad de ortogonalidad, tenemos que,
para j <n —2, \; = 0. Asi,

n—1
Z Aipi () = An—opn—2(T) + An_1pn—1(T).
=0

De aqui obtenemos (1.2). Ademaés, al multiplicar por p,(z)
ambos miembros de la igualdad de (1.2), obtenemos que

! b
/lpi(ﬂ?)da(m) =1= An/ TPp—1(x)pn(z)do(z).
Como

| apstam@in@) = [ pula)hia o)

1 1

kn—l ! 2
=t [ (@)do(a),
n -1
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kn
k'nfl '

se sigue que A, = También, dado que

/_ 1 (2)pn_s()do(z) = /_ s (2) (2™ Vo ()

1 1

y

| pa@ i o) = 22 [ @doo)

1 n—1 1

tenemos que
kan
knfl

C,=A4A,
Hemos obtenido el teorema que sigue.

Teorema 1.2. [32, p. 42| Para cadan € N yz € [—1,1], sean
(), Pn_1(T) Y pn_a(x) polinomios ortogonales consecutivos.
La relacion siguiente se satisface

pn(-r) = (Anx + Bn)pnfl(x) - Cnpan(x)a n = 27 37 SRR

donde py(z) =1 y p_1(z) = 0. Aqui, A,, B, y C, son cons-
tantes con A, >0 y C,, > 0.

Si denotamos por k, el coeficiente principal de p,, tenemos
que

An knkn—Q
Ap=, Co=—" = .
kn—l ¢ An— 1 k?%l

(1.3)

Por la formula de recurrencia (1.2), obtenemos la identidad
de Christoffel-Darboux.

Teorema 1.3. [32, p. 43] Para xz,y € [-1,1] con x # y,

S @) = 12 PesO ) lelenss)
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Al sustituir y = x en el primer miembro y derivar con
respecto a x el segundo miembro de la igualdad (1.4), nos
queda.

n

P (@) = H s (0) = 232w > 0. (1)

Teorema 1.4. [32, p. 44| Para n > 1, las raices de p, son
reales, distintas y se localizan en el interior del intervalo [—1, 1].

Teorema 1.5. [32, p. 46] Sean x,1 < Tpo < ... < Tpyp las
raices del polinomio p, y denotemos T,o = —1 Y Tppy1 =
1. Se tiene que cada intervalo (z,j, %y j+1) con 0 < j < n,
contiene exactamente un cero de ppiq.

Como una primera consecuencia senalamos que dos po-
linomios ortogonales consecutivos p,(x), p,i1(x) no pueden
tener ceros en comun.

Los ceros de los polinomios ortogonales se pueden utilizar
para construir férmulas que permiten calcular de forma apro-
ximada ciertas integrales. A este tipo de formulas se le suelen
llamar cuadraturas mecénicas.

Teorema 1.6. [32, p. 47| Sea o una medida en el intervalo
[—1,1]. Si para cada n € N,

1 <o <apo<...<Tp,<l1

denotan los ceros del polinomio p,(x), entonces existen nime-
r0s reales Ap 1, An2, ..., A tales que, para cada Q) € Po,—y

1 n

y Q(z)do(z) = Z A Q20 ;).
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1.3. Polinomios de Jacobi

Entre los sistemas de polinomios ortogonales clésicos, esta
el de los polinomios de Jacobi ples ), el cual es ortogonal en
el intervalo [—1, 1] con respecto a la funcion peso

w(r)=(1-z)*(1+2)?, para a>-1 y B>—1.

En esta parte damos un breve resumen sobre los polino-
mios de Jacobi los cuales juegan un papel importante en el
desarrollo de este trabajo, el lector interesado puede consultar
la referencia [32].

Para o > —1, § > —1 y r € N, el polinomio de Jacobi
PT(O"B ) es el tinico polinomio de grado r el cual satisface que,
para cada Q),_1 € P,_q,

/1 Q1 (2) PP (2)(1 — 2)*(1 + x)Pdx = 0, (1.6)
y

Pl (1) = (7" * O‘) | (1.7)

r

)

Los polinomios PP satisfacen la relacion de recurrencia

a tres términos

PP () = (Aa+ B, PP (2)+C. P (2),conr = 1,2, ..,

donde Po(a’ﬁ ) () =1y A,, By, C, son constantes que dependen
de r,a, B (ver [32], p.71).

Los ceros del polinomio de Jacobi son reales, distintos y se
localizan en el interior del intervalo [—1,1] (ver [32], p. 43).
Ademas (ver [32], p. 58 y p. 71); para cada x € [—1,1],

PP (z) = (=1)" P (~a). (1.8)

Asi, si P (z) = 0, entonces P\ (—z) = 0 y r par, implica
que P (0) £ 0.
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Para cada r € N, sean —1 < 2,1 < ... < z,, < 1 los

ceros del polinomio de Jacobi P . Es conocido (ver [32], p.
47-48) que existen ntimeros reales positivos v, ;, con 1 <7 <r
tales que, para cada polinomio ) € Py,_1,

1 T
/ Q)1 — )2 (1 +2)dr =3 4 Qns). (19)
-1 i=1
Para cada r € N, la familia {Pj(a’ﬁ ) }i—o constituye una base

para P,. El siguiente resultado se sigue de la expresion (1.6).

Proposicion 1.7. Sean n,r € N, con r <n < 2r y w.(z) un
polinomio en P,.. Supongamos que, para cada Q,_, € P,_,,

/ Qurun ()1 =) (1 +a) e =0 (110

Entonces existen nimeros reales cj, conn—r+1<75<r

tales que
.,

w(r)= Y P(a). (1.11)

j=n—r+1

Notemos que, para el caso n = 2r—1, w,(z) = CTPT(a’ﬁ)(:c).

1.4. Mejor aproximacién unilateral
Para empezar, recordemos

Definiciéon 1.2. Para cada f € Li[—1,1] acotada por abajo
(por arriba) la mejor aprozimacion unilateral por abajo (por
arriba) para la funcion f de grado n se define como

E, (M =wf{]| f= Pl PePn, P <f}

(E, (f)r=inf{]| f =P

-y PeP,, f<P})
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Asi, si denotamos por P, (f) v P, (f) al conjunto de los
polinomios extremales en P,,. Es decir,

Po(f)={QeP,:Q<f, | f-Qlhj1y=E, ()}
(Pi(f)={Q€eP,: f<Q, | Q—flvi—1y=E;(f)1})

Tenemos que son distintos del vacio (veése la Seccion 1.1).
Sea P € P, (f) y Q cualquier polinomio en P, tal que
Q < fen [—1,1], entonces ||f — Pl 11 < ||f — Ql1,-1.1]-
De aqui que fjl Q(z)dr < fjl P(z)dzx.
Reciprocamente, si para cada = € [—1,1], P(z) < f(z) y
@ es cualquier polinomio en P, con @ < f en [—1, 1] tal que
f_ll Q(z)dx < f_ll P(z)dx, entonces

/ (f(2) - Qa))de > / (f(x) — Pla))dr.

1 -1

Es decir, ||f — Pl —1,1 < |[f — Q||1,-1,1)- Asi, P € P, (f).
Este hecho nos conduce a dar la siguiente caracterizacion.

Proposicion 1.8. [29, p. 103] P € P, (f) siy solo si P < f
en [—1,1] y

Q(:):)d:):g/_ P(zx)dx,

-1 1
para cada QQ € P, con Q < f en el intervalo [—1,1].

Un subconjunto A de un espacio vectorial Y es un conjunto
convexo si x,y € A implican que el conjunto

{zeY:iz=Xx+(1-Ny, 0< <1}

esta contenido en A.
Para cada f € L,[—1, 1] acotada, sea

Po(f) ={Q €Pu:Q < f, [If = Qllpf-10 = E, (N}

la familia constituida por los elementos de la mejor aproxima-
ciéon unilateral para f.
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Observemos que, si P,Q € P, (f) y A € (0, 1), entonces
AP+ (1-NQ <A +(1-Nf=F

Por otro lado, cualquiera sea R € P, con R < f, se tiene
que

/_1 R(z)dx < /1 P(z)dz y /_11 R(z)dz < /_11 Q(x)dz.

1 -1

De aqui que

/_1 R(z)dx = )\/1 R(z)dz + (1 - \) /1 R(z)dx

1 -1 -1

< )\/_11 P(z)dz + (1 — \) /_11 Q(z)dz

_ /1 (AP() + (1~ NQ()) do.

1
Luego, por la Proposicion 1.8,

AP+ (1—NQ € Po(f).

Esto prueba que P, (f) es un conjunto convexo.

Por otra parte, si f es una funcién acotada e impar en
el espacio Lj|_1,1], entonces calcular el elemento de la mejor
aproximacion por abajo es equivalente a calcular el elemento
de la mejor aproximaciéon por arriba. Veamos como es esto.

Proposicion 1.9. Sea f una funcion acotada e tmpar en
el espacio Lyj_171). Entonces P(—x) € P (f) si y solo si
—P(—z) € P, (f)-

Demostraciéon. Supongamos que —P(—z) € P, (f), enton-
ces para cada z € [-1,1], —P(—z) < f(z) y

E(f) = / (f(2) + P(—x)) d.

1
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Como f es impar, para cada z € [—1,1], —P(—z) < —f(—x)
Y 1
Bu(f) = [ (~f(=a)+ P(-a)) de

Esto implica que, para cada z € [—1,1], f(—z) < P(—x) y

Pongamos y = —x. Se sigue que, para cada y € [—1,1],

1

fly) < Ply) y Ei(f)z/ (P(y) — f(y)) dy.

-1

Ast, P(—z) € PF(f)-
Reciprocamente, si P(—x) € P (f), entonces para cada
z e [-1,1],
fla) < P(=a) v BND) = [ (Pl=o) = fa)) de
Dado que f es impar, para cada x € [—1,1],
1
~f(-5) < P(-2) v E{(N)= [ (P(=2)+ f(-a))ds

-1

Es decir, para cada z € [-1,1], —P(—z) < f(—xz) y

1
BI(N = [ (f(-a) + P(-2)) e
-1
Pongamos y = —x. Se sigue que, para cada y € [—1,1],

—P(y) < f(y)
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Luego, —P(—x) € P, (f). O

Con argumentos similares se puede demostrar que P, €
P (Gy) siysolosil—P,(—z) € P;(G_p). Por esta razon, en
lo que sigue, consideramos solamente la mejor aproximacion
unilateral por abajo.

1.5. Funciones absolutamente
continuas

Las funciones absolutamente continuas intervienen en la
teoria de la integracion y diferenciacion de Lebesgue. Aqui, no
es la excepcion y el lector interesado puede encontrar en ( [1]
p. 168) los ejercicios propuestos por el autor para ejercitarse.

Definiciéon 1.3. Sea f : [0,1] — R una funcion. Decimos que
f es absolutamente continua en [0, 1] si dado € > 0, existe un
0 >0 tal que

n

> b —a| <6

k=1

implica que
n

D 1) = flaw)| <,

k=1
donde {(ag,bx) : k = 1,...,n} es una familia finita de sub-
intervalos disjuntos en [0, 1].
Mas adelante necesitaremos el resultado siguiente.
Proposicion 1.10. Fijemos 1 < p < oo yr € N. §i f €
W3[0,1], entonces f es continua en [0, 1].

Demostracion. Supongamos que f € W [0,1]. Comor > 1,
f es absolutamente continua. Asi, dado € > 0, existe § > 0 tal
que

> £ (be) = flaw)| < e
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siempre que
n

Z ‘bk — ak| < (5,

k=1
donde {(ay,bx) : k = 1,...,n} es una familia finita de sub-
intervalos disjuntos en [a, b]. En particular, si z,x + h € [0, 1]
y | h |< d, entonces |f(x 4+ h) — f(z)| < e. En otras palabras,
f es continua en [0, 1]. O

Recordermos que una funcién A : A — A, donde A es un
espacio lineal real, es homogénea si A(af) = aA(f), cuales-
quiera sean f € Ay a € R.

La proposiciéon siguiente muestra que, en general, no se
puede buscar approximacion unilateral polinomial utilizando
operadores lineales.

Proposicion 1.11. Sea A un espacio lineal de funciones
f:[0,1] — R.
SiA: A— A es un operador homogéneo y para cada f € A,

tenemos que A(f) < f, entonces X es el operador identidad.

Demostracion. Fijemos f € A. Como —f € Ay X es ho-
mogéneo, —A(f) = A(—f) < —f. Esto es, f < A(f). De aqui
se sigue que A(f) = f. O






Capitulo 2

Reglas de cuadratura
positivas

El objetivo en este capitulo es estudiar el problema si-
guiente: para una 6 € (—1,1) dada, ;bajo qué condiciones
existe una férmula de cuadratura positiva con grado maximo
de precision tal que 6 sea uno de los nodos de la férmula?.
Para la regla de Gauss, este problema ha sido estudiado por
completo (ver [5], Teorema 2.9). Posteriormente daremos otra
caracterizacion.

En la Secciéon 2.1 damos algunos resultados generales que
seran de gran utilidad para abordar los teoremas principales
que se demostraran en la Seccion 2.2.

En este capitulo o denota una medida positiva definida
en el intervalo compacto [—1, 1] con infinitos puntos de creci-
miento.

En lo que sigue, nuestro interés radica en estudiar férmulas
de cuadratura de orden n de la forma

L) = | f@do@) = Qun + Rals). 21

donde .
Qn(f) = Z )\n,jf(wn,j)> (22>
j=1

23
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con nodos (también llamados abscisas) distintos z,, ; € [—1,1]
y pesos A, ; € R. Es comun referirse a (2.2) como a una for-
mula de cuadratura interpolatoria y a cualquier polinomio

n

wn(T) = OH(x = Tnj), (C#0),

j=1

se le llama un polinomio generador.

La formula de cuadratura (2.2) se dice positiva, si A, ; > 0,
para 1 < j < n. Ademas, diremos que la féormula tiene grado
de precision (o exactitud) m, si m es el mayor entero tal que
R,(P) = 0 para cualquier polinomio P € P, y R,(Q) # 0
para algin polinomio @ € P, 1.

2.1. Algunos resultados generales

Estamos interesados en encontrar formulas de cuadratura
con grado de precision m > n — 1. De este modo, los pesos
seran calculables a partir de los nodos mediante el proceso de
integracion de ciertos polinomios de Lagrange.

Definicion 2.1. Dada una medida o en [—1,1], diremos que
un polinomio w, € P,, con n ceros simples,

1 <zp1 <...<zp, <1,

genera una formula de cuadratura positiva del tipo:
(i) Gauss, si para todo P € Py, 4,

/ P(@)da () = 3" Ay Plan),

1

donde M\, ; > 0 para toda 1 < j < mn.
(ii) Radau por la izquierda, si para todo P € Py,

/_ P(2)do(x) = Ao P(=1) + > A P(@n)),

1 et
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donde M\, j > 0 para toda 0 < j < n.
(iii) Radau por la derecha, si para todo P € Py,

/_ P(x)do-(x) = Z)‘n,jp(xmj) + )\n,nJrlP(l)?

1 ]
donde M\, ; > 0 para toda 1 < j <mn+ 1.
(iv) Lobatto, si para todo P € Py, 41,

/1 P(z)do(x) = Ao P (1) + i)‘nyjp(xn,j) + Annt1 P(1),

1 st

donde M\, ; > 0 para toda 0 < j <mn+ 1.

La existencia y unicidad de tales férmulas se puede jus-
tificar a partir del hecho que @), posee grado de precision
m > n — 1 siy solo si tenemos las relaciones de ortogonalidad

1
/ w, (r)do(z) =0, j=0,1,...,m—n, (2.3)

1

para un polinomio generador w,,, que debe poseer raices sim-
ples en (—1,1).

En la teoria clasica se conoce que, para cada n, existe una
tnica formula de cuadratura de orden n con grado de precision
2n — 1, a saber, la de Gauss.

Recordemos algunos resultados que necesitaremos luego.

Teorema 2.1. [32, p. 47| Sean p : [-1,1] — R un peso fijo
y {P,}°°, la familia de polinomios ortonormales (con coefi-
cientes principales positivos) relacionada con p.

Sipara cadan € N, =1 < 2,1 < -+ < 2, < 1 denotan
los ceros de P, vy

A= /1 Fulz) (x)dz, 1<k<mn, (24)

p
Tl
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entonces A, > 0y, para cada polinomio P € Py,_1,

1

/ P(z) p(x)de = Z Apk P(xn k).
- k=1

Por otra parte, si uno desea prefijar uno o ambos extremos
como abscisas, se pueden obtener férmulas interpolatorias po-
sitivas pero con grado de precision menor. Existe una tnica
regla de Lobatto de orden n, con abscisas —1 y 1 con grado
de precision 2n — 3.

Teorema 2.2. (19, p. 172| Para cada n € N, sean
1<z <...<wpp <1

puntos fijos. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
(i) Para cada polinomio P € Py, 1, tenemos que

/1 P(z)dx = BP(—1) + z”: ApP(znr) +CP(1).  (2.5)

1
(ii) Las abscisas
1<z, <...<xpy <1

son los ceros del polinomio de Jacobi Pél’l),

8(n+1) 1

() (2 [ )T

para 1 <k <n,y

(2.6)

k:

2
B:C:(n+1)(n+2)‘ 27)

En cualquier caso, todos los coeficientes son positivos.

Por otra parte, existe una tunica regla de Radau (por la
izquierda o por la derecha) de orden n con abscisa —1 o 1 con
grado de precision 2n — 2.
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Teorema 2.3. [19, p. 169] Para cada n € N, sean

1 <zp1 <. ... <Tpp<l1

27

puntos fijos. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

(i) Para cualquier polinomio P € Py, tenemos que

1
(ii) Las abscisas
1<z, <...<zpp <1

son los ceros del polinomio de Jacobi P,(Lo’l),

A 1
(14 ) (1 B (xnk)2) |:(P7§O’1)>,<xn,k)i|2’

conl1l<k<ny

Ry =

B 2
INCESVE

En cualquier caso, todos los coeficientes son positivos.
Para el nodo 1, tenemos un teorema similar.

Teorema 2.4. [19, p. 169] Para cada n € N, sean

1<z, <...<xpp <1

/1 P(x)dr = AP(-1) + 2”: Ry P(zp). (2.8)

puntos fijos. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

(i) Para cada polinomio P € Py,

1
(ii) Las abscisas

1 <zp1 <. .. <Tpp <1

(2.9)
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son los ceros del polinomio de Jacobi PT(LI’O),

4 1

(1= ns) (1= ) () ()]

para 1 <k <ny

Sk =

2
CEE

En cualquier caso, todos los coeficientes son positivos.

Regresemos a las formulas (2.1) y (2.2). Si denotamos por
w(x),
w(r)e {1,1 —z,1+z,1— 2},

a la parte del polinomio generador determinada por los no-
dos prefijados, se sigue de (2.3) que para hallar las abscisas
restantes debemos encontrar las raices del polinomio ortogo-
nal w, /w con grado n — degw respecto a la medida positiva
wdo en [—1,1]. Se sabe que dichas raices entédn en (—1,1) y
son simples. Ademas, la formula de cuadratura resultante es
positiva.

Como en [4], [5] v [11], los polinomios cuasi-ortogonales
introducidos por Shohat [31] juegan un papel central en este
estudio.

Definicion 2.2. Sea 6 € (—1,1). Diremos que una formula
de cuadratura de orden n es

(i) cuasi-Gauss con abscisa 8, si ésta contiene la abscisa
0 y tiene grado de precision 2n — 2:

(i) cuasi-Radau por la izquierda con abscisa 0, si tienen
grado de precision 2n — 3 y ésta contiene las abscisas 6 y —1:

(iii) cuasi-Radau por la derecha con abscisa 0, si tienen
grado de precision 2n — 3 y ésta contiene las abscisas 6 y 1:

(iv) cuasi-Lobatto con abscisa 0, si tienen grado de preci-
sion 2n — 4 y ésta contiene las abscisas 6, —1 y 1.
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Denotemos por

LR

—1<IL‘§1<<ZL‘§”<17 _1:$5§<~'-<xn,n<17

—l<aff<. . <affi=1 -1=al, <. . <2}, =1,
a las abscisas de las formulas de Gauss, de Radau por la iz-
quierda, de Radau por la derecha y de Lobatto de orden n
correspondientes a la medida o, respectivamente. La notacion
correcta es de la forma :cgj (o) pero, cuando no haya peligro
de confusion, omitiremos la medida.

Se veré en la demostracion del Teorema 2.12 (y de manera
alternativa en un resultado debido a Markov [32, Theorem

3.3.4]) que

j=1...,n: xﬁ§<m§j<xf’?, (2.10)
j=1,...,n—1: xfﬁl’j < azﬁgﬂ < xiﬁl, (2.11)
j=1,...,n—1: ok <ol <al (2.12)

y
j=1,...on=2: af <ok <2l (213)

Como todas las raices de p,(z, o) son simples y estéan con-
tenidas en (—1, 1), las enumeraremos como sigue:

—1<z,1(0) <...<zpn(o) <1 (2.14)

y convengamos en que &, (o) = —1, z, ,41(0) = 1.
Para una funcién w,

w(x)e {1,1 —z,z+1,1— 27},

usamos la notacion p,(x,wo) para representar a los polino-
mios correspondientes a la medida wdo. También necesitamos
de la fraccion racional

pa(z,0)

fn(l',O') - pn—1<x70-)'

(2.15)
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En la afirmacion siguiente (debida esencialmente a Shohat
[31]) enumeramos algunas condiciones necesarias y suficien-
tes para garantizar la existencia de formulas cuadraturas con
ciertas propiedades.

Lema 2.5. Sean 6 € (—1,1) arbitrario,
wx)e{l,1—z,2+1,1-2*} y v=n—degw).

(1) Sip,-1(0,wo) = 0, entonces no existe una formula de
cuadratura de orden n con grado de precision

m>n+v—2
que temga como abscisas prefijadas a la raices del polinomio
(x — O)w(x).

(ii) Sip,(0,wo) = 0, entonces existe una unica formula de
cuadratura de orden m con grado de precision

m>n+v—2
que tiene como abscisas prefijadas a la raices del polinomio
(x — Q)w(x).

(iil) Si py—1(0,wo)p, (0, wo) # 0, entonces eziste a lo sumo
una formula de cuadratura de orden n con grado de precision

m>n+v—2
que tiene como abscisas prefijadas a la raices de
(x — O)w(x).

Tal formula tiene como polinomio generador a

= W\ Xr,wWo —M Tr,wWo
o) =) (losor) = PG (o00)), - (210)
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con p;(z,wo) el j-ésimo polinomio ortonormal con respecto a
la medida positiva wdo, por lo tanto la formula de cuadratura
dada anteriormente es unica.

(iv) Reciprocamente, supongamos que

(a) py—1(0,wo)p,(0,wo) # 0 y w, estd definido como en
(2.16),

(b) Todas las raices del polinomio w,/w son simples y es-
tan contenidas en (—1,1),

(¢) En la formula de cuadratura cuya existencia se afir-
ma en (iii) los pesos correspondientes a las raices de w son
PoSILIVOS.

Entonces el polinomio w,, genera una formula de cuadra-
tura positiva de orden n con grado de precision

m=n-+v—2
y posee como abscisas prefijadas la raices de

(x — Q)w(x).

Demostraciéon. Para demostrar los incisos (i)-(iii), proce-
damos como sigue. Sea (), una férmula de cuadratura como la
dadaen (2.1)-(2.2) de orden n, grado de precision m > n+v—2
y polinomio generador W (z) divisible por (z — 0)w(x). Si R,
estd dado como en (2.1), se sigue que, para j =0,1,...,v—2,

Ry(2/W) =0 = (/W) = / W (z)do(z).

Como {p;(z,wo)}}_, es una base para P,, representando
a W/w en esta base, deducimos que existen c¢1,co € R tales

que
W(z) = w(x) [e1pu(z, wo) + capy—1(x, wo)]. (2.17)

Notemos que ¢; # 0, ya que de lo contrario deg(@,) =n — 1
y esto es una contradiccion.
Como W(0) =0y 0 # w(#), se tiene que

c1pu (0, wo) + capy—1(0,wo) = 0.
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Ahora, como las raices de los polinomios ortogonales se entre-
lazan (ver Teorema 1.5), las cantidades p, (6, wo) y p,_1(6,wo)
no se anulan simultaneamente. Luego, si suponemos que
Pu-1(0,wo) =0
llegamos a una contradiccion. Esto prueba (i). Ademas, si
(0, wo) =0,
entonces cop,_1(0,wo) = 0. Luego ¢ =0y
W(z) = aw(z)p,(z,wo).
De aqui que, los ceros de W son las raices de w(x)p,(x,wo).
Hemos obtenido la regla clasica de Gauss/Radau/Lobatto des-

crita mas arriba. Esto demuestra (ii).
Para verificar (iii), supongamos que

Py—1(0,wo)p,(0,wo) # 0.
No es dificil probar que si
Clpu(97 CUO') + CQPV—I(Ha wa) = 07

entonces w, = W/c;. Asi, w, es un polinomio generador para
.. Observemos que,

R, (py_1(z,wo )W) =1, (py—1(z,wo)W)
b
:cl/ pu(x,wo)p,_1(z,wo)w(x)do(z)
b
+02/ po_1(z,wo)w(z)do(z)

= 02/ po_1(x,wo)*w(z)do(z) # 0.
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En otras palabras, hemos encontrado un polinomio de grado
n+v —1, asaber p,_1(z,wo)W € Py, 1 conn+v—2<
n+ v — 1 tal que

R, (py—1(z,wo)W) £ 0.

Luego, el mayor entero es m = n + v — 2. Hemos demostrado
(ii).

Veamos (iv). Por (iii), podemos construir a lo sumo una
formula de cuadratura como la dada en (2.2), de orden n y
grado de precision m > n+ v — 2 que tenga como abscisas a la
raices de (x — #)w(x). En caso de que exista ésta es generada
por el polinomio w,,.

Si @, ; son las raices distintas de w, en [a,b] y

W ()

Wy (Zn5) (€ = Tn 5)

l,j(z) =

)

denotan los polinomios fundamentales de Lagrange asociados
con las abscisas x,, ;, entonces por el proceso de interpolacion
de Lagrange (vea Teorema 1.6), tenemos que

Anj = / 1 () do(z). (2.18)

1 W (T 5) (T — T j)

Asi, Q,, posee grado de precision m > n — 1.
Dado que cada f € P,,, o se puede expresar como

f=hw,+fs, con freP, o y foeP,,

se sigue que

Rn(f) = Rn(flwn) + Rn(fQ) = Rn(flwn)a

donde R, (fs) se anula por ortogonalidad. Por lo que @, tiene
grado de precision m > n+v — 2, y asi n+ v — 2 por la parte

(iii).
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Falta discutir la positividad de los pesos. Si w(z,, ;) = 0,
la propiedad de que A, ; > 0 se ha incluido en las hipotesis.
Por otra parte, observamos que el polinomio

wy () P(z)
L) (@ — Tnj) P'(Tn;) (@ — Tnj)

Pj(x) (
donde P(x) = w,(x)/w(x), es de grado no mayor que n+v—2.

Y

-
w’I’L

Ademés, para j =0,1,...,n,n+ 1,
Qn(Pj) = )\n,OPO(xn,O) + )\n,n+1Pn+1(xn,n+1) > 0.
De aqui que A, ; = Qn(P;) = I,(P;) > 0. O

Se deduce del Lema 2.5 (incisos (iii) y (iv)) que existe una
estrecha relacion entre las condiciones necesarias y suficientes
para garantizar la existencia de una cierta férmula de cuadra-
tura; a saber, la localizacion de las raices de w, /w en (—1,1)
y la positividad de los pesos. Estas condiciones se analizaran
mas adelante.

Recordemos algunos resultados de Brezinski y Peherstorfer
(ver [4] v [28]), que nos seran de utilidad para localizar las
raices del polinomio cuasi-ortogonal w, dado en (2.16).

Definicién 2.3. Fijemos una funcion peso positiva w en [—1, 1]
y sea S, € P,. Diremos que S,, es cuasi-ortogonal de orden r
en [—1,1] con respecto a w si satisface que

1
/ 2*S, (2)w(x)dr =0, para k=0,...n—1—7r
-1

Sir =2n— (m+ 1), recuperamos la condicién de ortogo-
nalidad (2.3) con wy,(z) = S,(x) y w(z)dr = do(z).
Teorema 2.6. [4] Fijemos una funcion peso positiva w en
[—1,1] y sea {P,}2, una familia de polinomios ortogonales
en [—1,1] con respecto a w. Sea r € N un entero fijo y para
i=1,...,7r, sean ¢; numeros reales con ¢, # 0. Si

Sn = Pn<x) + Clpnfl(x)"i_v L +CrPnfr7

entonces S,, es un polinomio cuasi-ortogonal de orden r en
[—1,1] con respecto a w.
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Teorema 2.7. [4] Sea w una funcion peso positiva fija en
[—1,1]. Si S, es cuasi-ortogonal de orden r en [—1,1] con
respecto a w, entonces al menos (n —r) ceros distintos de S,,
estin en (—1,1).

Sea f, la funcion dada en la ecuacion (2.15). Supongamos
que los coeficientes principales de los polinomios p,, tienen el
mismo signo. Tenemos que, f,(x) es creciente en cada sub-
intervalo

(Xn-1,4(0),2pn-1,41(0)), para j=0,...,n—1,
donde utilizamos la notacion (2.14). Asi,

falz) <0, para ¥ < Z,1(0) (2.19)

fa(z) >0, siox > xpn(0).

En particular
fn(=1) <0 < fu(1). (2.20)

Consideremos el polinomio

Sn(x) = pu(z) + appp-1(x), con a, #0.

Como S,(x) =0siy solosi f,(x) = —a,, tenemos que
pn(_l) pn(l)
Y b~
Por el Teorema 2.6, S,, es cuasi-ortogonal de orden r = 1.
Ademas, si y; < ... < y, denotan los ceros de S,,, entonces

por el Teorema 2.7, al menos (n — 1) de ellos estan en el
intervalo (—1,1). Hemos obtenido el teorema que sigue.
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Teorema 2.8. [4] (i) Para cada n € N, los ceros

Y1 < ...<Ypn

de S, son reales, distintos y a lo sumo uno de ellos se encuen-
tra fuera de (—1,1).
(ii) a) Si —a, > 0, entonces

Tni(0) <Y < Tp-14:(0) Y Tpn(o) < Yn,

parat=1,...,n—1.
b) Si —a, <0, entonces

xn—l,i—l(o-) < Y < xn,i<0-> Yy % < xn,l(g)v

parat=2,...,n.

(iii) Si —a, < fu(—1) <0, entonces y; < —1.

(iv) Si —a, > fu(1) > 0, entonces 1 < y,.

(v) Si fu(—1) < —a, < fu(1), entonces S,, tiene todos sus
ceros en (—1,1).

Lema 2.9. Tomemos w(x) € {1,z +1,1—x,1— 22} y deno-
temos por v =n — degw.
Fijemos 0 € (—1,1) y supongamos que

Py—1(0,wo)p,(0,wo) # 0.

Sean w,, el polinomio dado en el Lema 2.5 inciso (iii).

Las afirmaciones siquientes son equivalentes:

(i) Las raices de w,/w son simples y estdn en (—1,1).

(i)

fo(—lLwo) < f,(0,wo) < f,(1,wo). (2.21)

Demostraciéon. Por el Teorema 1.4, las v raices del poli-
nomio cuasi-ortogonal w,/w son reales, distintas y al menos
v —1 de ellas se encuentran en el intervalo (—1, 1). Solo queda
localizar la raiz restante.

Como p,_1(0) # 0, podemos definir

S,,(l‘) = py<$€) - fu(eawa)pufl(x%
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Notese que (ver Lema 2.5)

%pyq(m,wg) = S,(x).

= py(z,wo) —

Supongamos que las raices de w,, /w son simples, estan en
(—-1,1) y fu(0,wo) < f,(—1,wo). Como % # 0, se sigue
que f,(0,wo) # f,(—1,wo). Se tiene entonces que

fo(0,wo) < f,(=1,wo).

A partir de (iii) en el Teorema 2.8 la raiz menor de S, es
menor que —1, lo cual contradice (i).

La desigualdad f,(0,wo) < f,(1,wo) se prueba de manera
similar, utilizando (iv) en el Teorema 2.8.

Para ver el reciproco, notemos que por (2.21)

fo(—1lwo) < f,(0,wo) < f,(1,wo).

Luego, de (v) en el Teorema 2.8, se sigue que S, tiene todos
sus ceros en (—1,1). O

Lema 2.10. Bajo las hipotesis de Lema 2.9, se tiene que las
raices de wy,/w son simples y estin en (—1,1) si y sdlo si

v

€ U (:vy_l,j_l(w_lcr), Ty_1, (wm)), (2.22)

j=1
donde

waly) =y +Hwly) v wily) =0-ywy).

Demostraciéon. Con el fin de establecer un vinculo con la
condicién (2.22), escribimos la descomposicion en fracciones
simples

folx, wa)—ax+5+z

T — T, U(wa)
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v—1
donde {%—Lj (wa)} denotan los ceros de p,_1. Sean
j=1
Ty-1j-1wo) ¥ Ty (wo)

dos ceros consecutivos de p,_;. Por el Teorema 1.5, existe al
menos un punto

Ty € (Ty-1,j-1(w0), 2y 5(wo))
tal que p,(z,;) =0. Asi, para j =1,...,v —1,

1
f(5)

Cj = > 0,

donde por la igualdad (1.5),

(Z15) = Po(05)P, -1 (T05)
2

pu—l(ij)

xl/ vV—
P (T )Pyt > 0.

filz, ) =

Ademaés, o > 0.
Fijemos j € {1,...,v} y denotemos

I; = (xy_m_l(wa),a:V_Lj(wa)).

Como f, es continua y estrictamente creciente en el in-
tervalo I; y f,(I;,wo) = R, se sigue que, existen dos puntos
tnicos z;1, 252 € I; tales que

fo(zj1,wo) = fu(=l,wo) vy fu(zj2,wo) = f,(l,wo). (2.23)

Luego, 0 satisface (2.21) si y solo si z;; < 6 < z;,. Basta
identificar los puntos z;1 y z;2. Pero los z;, son las raices del
polinomio

Q1<I’> = pl/(xv ’LUO') - fV<_17 'UJO')p,,,1<I‘, 'U)O')
y los z; 2 son las raices del polinomio

Q2(z) = pu(z,wo) — f (1, wo)p,—1(x,wo).
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Por construccién

@) p

h(w) = 1+

v—1

y Ry es ortogonal a P, o, con respecto a la medida (14z)o(z).
De hecho, si S € P,_s, se tiene que

/R1 )1+ 2)do(x /Q1 do(z) = 0.

Dado que
Ql(l’) = (]. + J])Rl(l'),

los ceros de () distintos de —1, coinciden con los ceros del
polinomio ortonormal de grado v —1 con respecto a la medida
(14 x)do(z). Esto es, paral < j <wv

zj1 = -1, (1 + 2)do) = 21 5(w-10).

De forma similar, por construccion

Qa(x)

l1—=x

RQ(ZL’) celP, ;.

y Ry es ortogonal a P, _s, con respecto a la medida (1—z)o(z).
De hecho, si S € P,_s, se tiene que

/_l Ro(2)S(x)(1 — 2)do(x / Q2(2)S(z)do(z) = 0.

1

Dado que,
Q2(z) = (1 —z)Ro(x),
se sigue que, los ceros de ()5, distintos de 1, coinciden con las

raices del polinomio ortonormal de grado v — 1 con respecto
a la medida (1 — z)do(x). Es decir, para 1 < j < v — 1,

Zio=Ty_1,;((1 —x)do) = x,_1 j(w10).
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Se sigue de la demostracion del Lema 2.10 que la condi-
cion (2.22) implica la condicion p,_1(6,wo) # 0, pero puede
suceder que p,(0,wo) = 0.

Falta discutir la positividad de los pesos correspondientes
a las abscisas prefijadas que son raices de w para la férmula
de cuadratura de orden n con polinomio generador w, dado
en (2.16).

Lema 2.11. Supongamos que
wx)e{l,z+1,1—2,1 -2}, v=n—deg(w)
y existe g = 1,...,v tal que
el = (xy_lvj_l(w_la),xy_lvj(w10)>,
con p,(0,wo) # 0, donde

woa(y) =W+ Dwly) v wly) =0-ywy).

(i) Siw(—1) = 0, entonces el peso A\, correspondiente a
la abscisa prefijada —1 en las formulas de cuadratura 2.5 y
2.8 es positivo si y solo si

0> x,;(w_10), con w_1(y)=wl(y)/(y+1).

(ii) Siw(1) =0, entonces el peso Apnt1 correspondiente a
la abscisa prefijada 1 en las formulas de cuadratura 2.5 y 2.9
es positivo si y solo si

0 <x,;(@o), si oy =w(y)/(1l—y).

Demostracion. Como la segunda afirmacion se puede ob-
tener a partir de la primera al sustituir x por —z, inicamente
vamos a demostrar la primera.

En lo que sigue, escribiremos p;(z,w_10) = p;(z). Por el
Teorema 1.2, para cada m > 0 existe un escalar a,, > 0 tal
que
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ampm+1($)pm(yx) :§m+1(y)pm($) = ij (x)p;(y). (2.24)

Pongamos K,,(z,y) = Z;nzopj(:r)pj(y). Como antes, ob-
servemos que, para cada ¢,,_1 € P,,_1,

/ (2, ~1) s (2) (2 + 1) (2)dor () = 0,
asf existe una constante € # 0 tal que
Kp(x,—1) = epp(z,wo),

y por lo tanto

Kp(x,—1) _ Pm(T, w0o)
Kn(—1,-1)  pn(—1,wo)

= rn(T). (2.25)

Por (2.24), asi como por la ortogonalidad de p;, deducimos
que

/ ()1 o) (o) = m / D5 (@)do(a)

1
= —=>0.
Kn,(—1,-1)
Para encontrar el peso correspondiente para la abscisa —1,
sustituyamos la ecuacion (2.16) en (2.18) para obtener

_ ! [pu(7,w0) — f,(0,w0)p,—1(x,wo)|w_1(z)do(x)
Ao = /1 po(—1,w0) — f (0, w0)py—1(—1,w0)]&_1 (1)

1l 1 wo 73,( ) — fu(0,wo)r,_1(x) W_1(x)
/ Two)~ fOwe) B

fv(O,wo)  fi(=1,wo)
1 Kl,_l(—l,—l) Ky(—l,—l)
1

T o=l f(0,wo) — f.(—

,Wo)
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Por el Lema 2.9, f,(—1,wo) < f,(0,wo), de aqui que
w1 (=1)(fu(0,wo) = f,(=1,wa)) > 0.
Con el fin de discutir la positividad de la expresion

(Kfu(ﬁ,wa) fo(=1,wo) ) 7

v1(—1,-1)  K,(-1,-1)
sea la funcion racional

o fu(ajvwa—) f,,(—l,wa)
r(z) = <K,,_1(—1,—1) - KV(—l,—l)) '

Asi, concluimos que A\, > 0 si y solo si 7() > 0. Pa-
ra analizar el signo de la funcion r(6), observemos que, si
x < z;q, entonces r(z) < r(zj1) < 0y siz > zo, se tiene
que r(x) > 0 vea (2.23). Ademas, z;; < x < z;5 implica que
r(z;1) < r(z) <r(z2) siy solo si

fl/(_l) < f,,($) < f'/(1>'

Luego, A\, > 0 si y so6lo si § > z,,;, con z,; la Gnica raiz de
foen (2;1,252) C 1.
Por (2.24) y (2.25) obtenemos

fl/(_1> K”(x’_l)
r(z) = K,(—1,-1) (K,,l(x, —1) B 1)

_ f,,(—l) pu(_l)pu<x)
K,(-1,-1) K, 1(z,—1)

con raices z, 1 (w_10),...,2,,(w_10). Comparando con los in-
tervalos ordenados y disjuntos Iy,...,1I,, encontramos que
zy,j(W_yo) € I,y asi z;; = x,,;(W_10) como se afirmé an-
teriormente. O

Enunciemos el resultado principal
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Teorema 2.12. (a) Existe una regla positiva cuasi-Gauss de
orden n con abscisa 0 paran > 1 si y solo si

n

U T Tngen) \ {2}

(b) Existe una regla positiva cuasi-Radau por la izquierda de
orden n con abscisa 0 para n > 2 si y solo st

n—1
NS U (wrro T ) \ {2n]
=0

(¢) Eziste una regla positiva cuasi-Radau por la derecha de
orden n con abscisa 6 paran > 2 si y solo si

n—2
0 e U ($5_1,j7$§—1,j+1) \ {xr}i];

=0

(d) Existe una regla positiva cuasi Lobatto de orden m con
abscisa 0 para n > 3 si y solo si

HEU n1j7 n1]+1>\{$d}

(e) Poniendo w(x) € {1,x+ 1,1 —x,1 — x*} respectivamente
y v =mn — deg(w), tenemos que un polinomio generador para
cualquier formula de cuadratura estd dada por la ecuacion

(2.16).
Demostraciéon. (a). Pongamos w(z) = 1 y v = n. Supon-
gamos que

HEU TLL?’ fzﬂfﬂ \{‘T ,J}

En particular, p, (6, cr) # 0.
Por otro lado, como

pa(z,0)

fn($7 0) - pn—1<x7 U) 7
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Pn-1(6,0) # 0. Luego
Pn-1(0,0)pu(0,0) # 0.

Ahora sabemos que el polinomio w,, dado en (2.16) esta bien
definido.
Por el Lema 2.10 con

.Tn_Lj_l(w_lO') = xﬁ? < .fl?'mj(U) = l’ﬁj < $n_17j(W10')
=Ty

las raices (x,,;)i; de w, son simples y estan en (—1, 1). Por el
Lema 2.5 inciso (iii), existe una tunica formula de cuadratura
de orden n, con grado de precisiéon 2n — 2 que posee como
abscisa prefijada a 0. Esto es, existen escalares A, ; tales que

1 n
/Q(m)da:zg M jQ(xn;), para todo @ € Py, s.
-1 =

Por la Definicion 2.2 (inciso (i)) ésta es cuasi-Gauss. Veamos
que es positiva.
Para 1 <i <n, sea

st = 1 ()’

jolggi T T g

Notemos que g; es un polinomio de grado 2n — 2. Luego

1 n
0 < / gz(l’)dl’ = Z An,jgi(xn,j) = >\n,i-

1 i
Reciprocamente, supongamos que existe una regla positiva
cuasi-Gauss de orden n y con abscisa . Luego por el inciso
(i) de la Definicion (2.2), ésta tiene grado de precision 2n — 2.
Pongamos w(xz) = 1 y v = n. Por el inciso (i) del Lema
2.5, P,_1(0,0) # 0. Asi, el polinomio w,(z) dado por (2.16)
esta bién definido.
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Si P,(0,0) = 0, se sigue de la demostracion de (ii) en el
Lema 2.5 que P,(z,0) es un polinomio generador. Pero en
tal caso, segun en el Teorema 2.1 la formula tendria grado de
precision 2n — 1 y esto es una contradiccion. Ademas, como la
formula tiene grado de precision 2n — 2, ésta no es la Gauss
(ver Teorema 2.1), luego P, (6,0) # 0.

Hemos obtenido que P,(0,0)P,_1(0,0) # 0. Por el inciso
(iii) del Lema 2.5, w, es un polinomio generador. Por lo que
sus raices son simples. Dado que la féormula es cuasi-Gauss
todas las raices estan en (—1,1). Por el Lema 2.9 (ver (2.21)),

fu(=1,0) < fu(0,0) < fu(1,0),

donde (.0)
Pn\Z, 0
falz,0) = ——=.
( ) Pn—1 (ZL’, 0)
Como las raices de w,, son simples y estan en (—1, 1), segtin
el Lema 2.10 se tiene que

n
yLR L RE
n,j’ nJ+1

(b). Pongamos w(x) = x + 1, v = n — 1. Supongamos que

n—2
RS U (ngl,jaxfz;l,]ﬂrl) \ {zny
=0

En particular, p,—1(6, (z + 1)o) # 0.
Por otro lado, como

Pn-1 (ZE, U)

fn*1<x7 U) = pn—2(x, O') 9

pn72(9, (l’ + 1)0> 7é 0.
Luego

P28, (z + 1)o)pns(f, (x + 1)o) # 0.
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En este caso, aplicando los Lemas 2.10 y 2.5 con

w(r)=1+=x, v=n-—1

n(0) = li) (presono) = G (o)),

pan(ea wa)

concluimos que las rafces (z,;)}~} de w,/w son simples y
estan en (—1,1). Ademas, existe una tunica féormula de cua-
dratura de orden n, con grado de precision 2n — 3 que posee
como abscisa prefijada a las raices de (z — 0)w(x): es decir,
existen escalares ), ; tales que para todo Q) € Py,_s,

/ Qz)(z+ 1)dz = X\, 0Q(— —l—ZAMQ T j)-

Segtn la Definicion 2.2 (inciso (ii)) ésta formula es cuasi-
Radau por la izquierda.
Veamos que es positiva. Para 1 <7 <n —1, sea

n—1
I+ T — Tp;j )2
g ( ) 1 + xn,i j=1 . <xn,i - xn,j

— 5,

Notemos que g; es un polinomio de grado 2n — 3. Asi,
1
0< / gi(x)(z + 1)dz = A\ ogi(—1) + Z)\ 9i(Tnj) = A
-1

Por otra parte, como w(—1) =0y para 0 < j < n —2
Tn_1;(@_10) = x5, ; < 0, por el inciso (i) del Lema 2.11, el
peso A, o es positivo.

Reciprocamente, supongamos que existe una regla positiva
cuasi-Radau por la izquierda de orden n con abscisa 6. Pon-
gamos w(x) = x + 1y v =n — 1. Luego por el inciso (ii) de
la Definicion (2.2), ésta tiene grado de precision 2n — 3. Por
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el inciso (i) del Lema 2.5, P,_5(0,wo) # 0. Asi, el polinomio
wy(z)/w(x) dado por (2.16) esta bién definido.

Si P,—1(6,wo) = 0, se sigue de la demostracion de (ii) en
el Lema 2.5 que P,_1(z,wo) es un polinomio generador. Pero
en tal caso, segun en el Teorema 2.3 la formula tendria grado
de precision 2n —2 y esto es una contradiccion. Ademés, como
la formula tiene grado de precision 2n — 3, ésta no es la de
Radau (ver Teorema 2.3), luego P,(0,wo) # 0.

Hemos obtenido que P,_5(0,wo)P,—1(0,wo) # 0. Por el
inciso (iii) del Lema 2.5, w,/w es un polinomio generador.
Por lo que sus raices son simples. Dado que la férmula es
cuasi-Radau por la izquierda todas las raices distintas de —1
estan en (—1,1). Por el Lema 2.9 (ver (2.21)),

fn<_1aa) < fn(970> < fn(170>7
donde
pn—l(xu U)
pn—2(x7 U) .
Como las raices de w,/w son simples y estan en (—1,1),
segtin el Lema 2.10 se tiene que

fn—1<‘r7a) =

n—1
0 € U (xsfl,juxfz;l,]ﬁrl) \ {mﬁlj
j=0
¢). Pongamos w(xr) =1 —z, v =n — 1. Supongamos que
g g

n—2
0 e U (zr 1wy ) \
=0

En particular, p,_1(0, (1 — x)o) # 0.
Por otro lado, como

Pn—1 (IE, O')

fua (o) = R,

pan(ea (1 o ZC’)O’) 7£ 0.
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Luego

pn—2(07 (1 - x>a)pn—1(07 (1 - l‘)O’) 7& 0.
En este caso, aplicando los Lemas 2.10 y 2.5 con

w(z)=1-uz, v=n-—1

wy(x) = w(z) (pnl(x,wa) - %png(x,wa)) )

concluimos que las rafces (z,;)}~; de w,/w son simples y

estan en (—1,1). Ademas, existe una tunica férmula de cua-
dratura de orden n, con grado de precision 2n — 3 que posee
como abscisa prefijada a las raices de (z — 0)w(x): es decir,
existen escalares A, ; tales que para todo Q) € Py,_3,

/_ Q)1 = a)dr = X1 Q) + 3 Ay Q)

Segtn la Definicion 2.2 (inciso (iii)) ésta formula es cuasi-
Radau por la derecha.
Veamos que es positiva. Para 1 <7 <n —1, sea
-2z Yy /a- T j

ao)= = T ()

11—, Tni — Tnj
n,i =1, n,i n,j

Notemos que g; es un polinomio de grado 2n — 3. Asi,

1 n
0< / gZ(ZL’)(]_ — ZE)d[E = /\n,n—i-lgi(l) + Z )\n’jgi(xw) = )‘n,i-
~1 =

Por otra parte, como w(l) = 0 y para 0 < j < n — 2
Tno1;(@10) = x5, ;.1 >0, por el inciso (i) del Lema 2.11, el
peso Ay, n41 €s positivo.
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Reciprocamente, supongamos que existe una regla positiva
cuasi-Radau por la derecha de orden n con abscisa 6.

Pongamos w(z) = 1—z y v = n—1. Luego por el inciso (iii)
de la Definicion (2.2), ésta tiene grado de precision 2n —3. Por
el inciso (i) del Lema 2.5, P, 5(0,wo) # 0. Asi, el polinomio
wy(z)/w(x) dado por (2.16) esta bién definido.

Si P,_1(0,wo) = 0, se sigue de la demostracion de (ii) en
el Lema 2.5 que P,_1(z,wo) es un polinomio generador. Pero
en tal caso, segin en el Teorema 2.4 la formula tendria grado
de precision 2n—2 y esto es una contradiccion. Ademés, como
la formula tiene grado de precision 2n — 3, ésta no es la de
Radau (ver Teorema 2.4), luego P, (0, wao) # 0.

Hemos obtenido que P, _5(0,wo)P,_1(0,wo) # 0. Por el
inciso (iii) del Lema 2.5, w,, /w es un polinomio generador. Por
lo que sus raices son simples. Dado que la féormula es cuasi-
Radau por la derecha todas las raices distintas de 1 estan en
(—1,1). Por el Lema 2.9 (ver (2.21)),

fN(_170) < fn(Q,O') < fn(lvo-)’

donde ( )
Pn—1\Z,0

noilx,0) = /M.
f 1< ) pn—2(x7 U)

Como las raices de w,/w son simples y estan en (—1,1),
segun el Lema 2.10 se tiene que

n—2
0 e U (wﬁ_m,xf_lﬁl) \ {xi]j%
j=0

(d). Pongamos w(x) = (x 4+ 1)(1 — z), v = n — 2. Supon-
gamos que existe j € {1,...,n — 3}, tal que

RR LR L
0 (xn—l,j’xn—l,j-&-l) y 0F

En particular, p,_2(0, (1 — z)(1 4+ z)o) # 0.
Por otro lado, como

pn—Z(Ia U)

fn—2<x7 U) = pn_g(:t, 0_) )
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pn—3(9a (1 - $)<1 + 'CE)O—) 7& 0.
Luego

Pu—2(0, (1 — 2)(1 + 2)o)pn—3(0, (1 — 2)(1 + z)0) # 0.
En este caso, aplicando los Lemas 2.10 y 2.5 con

wz)=(1-2)1+x), v=mn-—2

wy(x) = w(z) (png(x,wa) - %png(m,w@) )

concluimos que las rafces (z,;)}~{ de w,/w son simples y

estan en (—1,1). Ademas, existe una tnica féormula de cua-
dratura de orden n, con grado de precision 2n — 4 que posee
como abscisa prefijada a las raices de (z — 0)w(z): es decir,
existen escalares A, ; tales que para todo @) € Py,,_4,

/_1 Q)1 —x)(1+z)dr = A\ oQ(—1) + Xy nt1Q(1)

+ Z )\n,jQ(mn,j)'
j=1

Segun la Definicion 2.2 (inciso (iv)) ésta formula es cuasi-
Lobatto.
Veamos que es positiva. Para 1 <i <n — 2, sea

(1—2)1+x) n? T — Tpj )2.

(1 + xn,z)(l - xn,i) =1, xn,i - xn,j

g9i(z) =
Notemos que g; es un polinomio de grado 2n — 4. Asi,

0< / 0s(@)(1 — 2)(1+ 2)dr = Anogal—1) + Aunsrg:(1)

1
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+ Z )\n,jgi(xn,j) = )\n,i~
=1

Por otra parte, dado que w(—1) = 0, w(1) = 0 y para

G
n—1,5

In,QJ(&,lU) = < 9, In,Q’j(&10> = ngl,j+1 > 6,
por los incisos (i) y (ii) del Lema 2.11, los pesos Ao ¥ Annt1
son positivos.

Reciprocamente, supongamos que existe una féormula de
cuadratura positiva cuasi-Lobatto de orden n, con abscisa 6.

Pongamos w(z) =1 — 2% y v = n — 2. Luego por el inciso
(iv) de la Definiciéon (2.2), ésta formula tiene grado de preci-
sion 2n—4. Por el inciso (i) del Lema 2.5, P, _3(0,wo) # 0. Asi,
el polinomio wy,(x)/w(x) dado por (2.16) esta bién definido.

Si P,_2(0,wo) = 0, se sigue de la demostracion de (ii) en
el Lema 2.5 que P,_s(z,wo) es un polinomio generador. Pero
en tal caso, segin en el Teorema 2.2 la férmula tendria grado
de precision 2n—3 y esto es una contradiccion. Ademés, como
la formula tiene grado de precision 2n — 3, ésta no es la de
Lobatto (ver Teorema 2.2), luego P, _2(0,wo) # 0.

Hemos obtenido que P,_5(0,wo)P,_3(0,wc) # 0. Por el
inciso (iii) del Lema 2.5, w,/w es un polinomio generador.
Por lo que sus raices son simples. Dado que la féormula es
cuasi-Lobatto todas las raices distintas de —1 y 1 estan en
(—1,1). Por el Lema 2.9 (ver (2.21)),

fn(_lvg) < fn(670> < fn<170>7

donde

T.0 :pn72($,0>
sl ) = o)

Como las raices de w,/w son simples y estan en (—1,1),
segtin el Lema 2.10 se tiene que existe 7, 0 < 5 < n — 3 tal

que

RR LR L
AS (:cn,l,j,:cn,LHl) y 0#F ;.
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(e). Se sigue del Lema 2.5 inciso (iv). O

Dado que los intervalos considerados en el Teorema 2.12
incisos (b) y (c) son distintos y la unién de sus clausuras da
el intervalo [—1,1] (y de manera similar los incisos (a) y (d)
cuando n es reemplazado por n — 1), se sigue que podemos
obtener dos conclusiones diferentes para cualquier abscisa pre-
fijada 6 € [—1, 1].

Corolario 2.13. Supongamos que 6 € (—1,1).
(i) Sin>3y

n n—1
0 e\ J{znfanlfanyulJ L=}
j=1 Jj=1

entonces existe una regla positiva de cuadratura con abscisa 6

que puede ser de Gauss de orden (n—1), de Radau de ordenn

o de Lobatto de orden n. St 6 no estd en el conjunto anterior,

existe una regla positiva de orden n con abscisa 6 que puede

ser cuasi-Radau por la izquierda o cuasi-Radau por la derecha.
(i) Sin >3y

n n—1
9 € U{xﬁ,j} U U {ngl,]ﬁ xgljl,ja ngzl,j}a
j=1 j=1

entonces existen ya sea una regla positiva con abscisa 0 que
puede ser de Gauss de orden (n — 1), de Radau de orden n o
de Lobatto de orden m. Si 6 no estd en el conjunto anterior,
existe una regla positiva con abscisa 6 que pueder cuasi-Gauss
de orden (n — 1) o cuasi-Lobatto de orden n.

Observacion 2.1. Con el fin de comprender mejor las res-
tricciones del parametro 6, analizemos la regla cuasi-Radau
por la izquierda enunciada en el Teorema 2.12.

Cuando 6 se acerca al punto x{;?ﬂ, nuestra formula de
cuadratura se convierte en la regla clésica de Radau por la
izquierda de orden n, con grado de precision 2n — 2 y no
2n — 3 como se requiere para una regla cuasi-Radau.
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Por otra parte, si 6 se acerca por el lado izquierdo al punto
x$_ ;, obtenemos la regla clasica de Gauss de orden (n — 1)
(con grado de precision 2n — 3), puesto que el peso correspon-
diente a la abscisa —1 se anula, como se vio en la demostracion
del Lema 2.11.

Finalmente, cuando 6 se acerca al punto xij 41 por el lado
derecho, el nodo mayor de nuestra formula de cuadratura se
aproxima a 1 (ver Lema 2.9); asi obtenemos la formula clésica
de Lobatto de orden n (con grado de precision 2n — 3).

Fenomenos similares ocurren para las otras tres formulas
de cuadratura del Teorema 2.12.

2.2. Cuadraturas con un nodo fijo

Estamos en condiciones de demostrar los Teoremas prin-
cipales de esta seccion, a saber los Teoremas 2.14, 2.15, 2.16
y 2.17. Estos resultados seran de utilidad para identificar to-
dos los puntos donde los polinomios de la mejor aproximacion
unilateral interpolan a la funcion Gy.

Para a,3 € {0,1} y n € N, denotemos por (&P

n,t

a los

ceros del polinomio de Jacobi ples ), 1<i<n.

Teorema 2.14. Para 0 € (—1,1) yn > 3, existe una formula
de cuadratura positiva cuasi-Gauss con abscisa 0 de orden n
y grado de precision 2n — 2 si y solo si

0,1 1,0 0,0
0 € QG, = U ("L‘gz—l),j—hxfl—l),j) \ {x,(” )} :

i=1

Si existe, la formula de cuadratura es inica y

n

wy(x) = (P(O’O) (x) —

es un polinomio generador.
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Demostracion. Supongamos que 0 € QG,,. En particular,
P (9) # 0.
Por otra parte, dado que

(o)
fh($,0):: - )
P (2, o)

(0,0)
n—1

se sigue que p, "{ (z,0) # 0. De aqui que

P2V (0)PO(0) # 0.

Luego el polinomio w,, dado en (2.26) esté bién definido.
Por el Lema 2.10 con

Tno1j1(w10) = xizoill),j—l < (o) = xg}‘())

(1,0)

< Tpoy,j(wio) = Ty s

] 0,0\" . .

las raices (:Ug” )> - de w,, son simples y estéan en (—1,1). Por
1=

el Lema 2.5 inciso (iii), existe una tnica férmula de cuadratura

de orden n, con grado de precisiéon 2n — 2 que posee como

abscisa prefijada a 0. Esto es, existen escalares A, ; tales que
1 n
/ Q(z)dx = Z )\n,jQ(xfg}o)) para todo @ € Py, _s.
-1 -
7=1

Por la Definicion 2.2 (inciso (i)), ésta es cuasi-Gauss. Veamos
que es positiva.
Para 1 <i <n, sea

n m@)

B rT—T,; 2
9i(x) = H ( (0,0) x(o,p)) :

j=1j#i Tnji n,j

Notemos que g; es un polinomio de grado 2n — 2. Luego

1 n
0< / gi(z)dx = Z An.j i <x,(33-0)) = A
—1 =1
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Reciprocamente, supongamos que existe una férmula de
cuadratura positiva cuasi-Gauss de orden n con grado de pre-
cision 2n — 2 y abscisa 6.

Pongamos w(z) = 1y v = n. Por el inciso (i) del Lema
2.5, P%Y(6) £ 0. Luego el polinomio w,(z) dado por (2.26)
esta bién definido.

si p*Y (#) = 0, se sigue de la demostracion de (ii) en el
Lema 2.5 que pioo () es un polinomio generador. Pero en
tal caso, segiin en el Teorema 2.1 la férmula tendria grado de
precision 2n — 1 y esto es una contradiccion. Ademés, como la
formula tiene grado de precision 2n — 2, ésta no es la Gauss
(ver Teorema 2.1), luego P,EO’O)(Q) # 0.

Hemos obtenido que P,EO’O)(Q)P}L??(H) # 0. Se sigue de
(iii) en el Lema 2.5 que w, es un polinomio generador. Por
lo tanto sus raices son simples. Dado que la férmula es cuasi-

Gauss todas las raices estan en (—1,1). Por el Lema 2.9 (ver
(2.21)),
fn(_l) < fn(e) < fn(1>7
donde 00)
fule) = g 0.9
P (o)
Como las raices de w,, son simples y estan (—1,1), segin
el Lema 2.10 se tiene que

]

Teorema 2.15. Para 0 € (—1,1) yn > 3, existe una regla de
cuadratura positiva cuasi-Radau por la izquierda con abscisa
0 de orden n y grado de precision 2n — 3 si y solo si

n—1
0,0 1,1 0,1
e QLR, = U (36272),];1’ xiz—%j) \ {xi,l),j} :

J=1
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Si existe, la formula de cuadratura es unica y
07

07

()

n

n

wa(w) = (1+2) (P (@) - PY@)  (227)

es polinomio generador.
Demostracién. Supongamos que 0 € QLR,. Se sigue que
P(O’l)(é) # 0. Ademas, como

n—1

P%)(z.5) # 0. De aqui que
PEV(O) P23 (0) # 0.
Luego el polinomio w, /w dado en (2.27), esta bién definido.

Por el Lema 2.10 con w(z) =14z, v=n—1y

Tp—2j-1(W_10) < Tp_1;(W_10) _a:fl‘)(;’] L < Tyt (wo)

(1,1)

n_27j’

(0,1)

=2, {; < Ty pj(wio) =2

(0,1) n—1

concluimos que las raices (xn’j )j—l de w, /w son simples y

estdan en (—1,1). Ademas, existe una tnica férmula de cua-
dratura de orden n, con grado de precisiéon 2n — 3 que posee
como abscisa prefijada a las raices de (z — 0)w(z): es decir,
existen escalares A, ; tales que para todo @) € Py,,_3,

/ Qx)(z + 1)dr = X\, 0Q(— +Z/\JQ< (01>.

Segtn la Definicion 2.2 (inciso (ii)) ésta formula es cuasi-
Radau por la izquierda.
Veamos que es positiva. Para 1 <i <n —1, sea

(0,1)

n—1
1+l’ r—x n,j 2
gi(x) = — 0,1) H < 0,1 701)'
Lo i ) — oy
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Notemos que g; es un polinomio de grado 2n — 3. Asi,

1
o</ 6:(2) (& + 1)dz = Auogi(— +ZAm%( )

1

= A\

Por otra parte, como w(—1) = 0y para 0 < 7 < n — 2
Tpo1j(W_10) = xilogol)’j < 0, por el inciso (i) del Lema 2.11, el
peso A\, es positivo.

Reciprocamente, supongamos que existe una férmula de
cuadratura positiva cuasi-Radau por la izquierda de orden n,
con abscisa 6 y grado de precision 2n — 3.

Se sigue del Lema 2.5 (con w(z) =2+ 1, v =n —1) que
P,(L(E)(Q) # 0. Luego el polinomio w,(z) dado por (2.27) esta
bién definido.

Si Pn((ﬁ) () = 0, se sigue de la demostracion de (ii) en el
Lema 2.5 que Pgﬁ) () es un polinomio generador. Pero en
tal caso, segiin en el Teorema 2.3 la formula tendria grado de
precision 2n — 2 y esto es una contradiccién. Ademaés, como
la formula tiene grado de precision 2n — 3, ésta no es Radau
por la izquierda (ver Teorema 2.3), luego P (© 1)( ) # 0.

Hemos obtenido que P(0 1)((9)]3( () # 0. Por el Lema
2.5 inciso (iii), w, es un polinomio generador. Por lo tanto
sus raices son simples. Dado que la féormula es cuasi-Radau

por la izquierda todas las raices estan en (—1, 1). Por el Lema
2.9 (ver (2.21)),

fn(_l) < fn(e) < fn(1)7
donde o)
Pn
fnlz) = #H
pn—l(x)
Como las raices de w,, son simples y estan en [—1, 1), segiin
el Lema 2.10 se tiene que

n—1
0,0 1,1
NS U <x§h2),jflax£k2),j)'
j=1
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]

Teorema 2.16. Para 0 € (—1,1) yn > 3, existe una formula
de cuadratura positiva cuasi-Radau por la derecha con abscisa
0 de orden n y grado de precision 2n — 3 si y solo si

n—1
1,1 0,0 1,0
0 € QRR, = U (l';_Q),j—lﬂ x;-%j) \ {xfz—l),j} :
j=1

Si existe, la regla de cuadratura es unica y

) B ) o
wn(w) = (1= 2) (P (@) - Pt () (228)

es polinomio generador.

Demostracién. Supongamos que 0 € QRR,,. En particular,

ple 01 (0,0) # 0.
Por otro lado, como

fn_1<l' O') _ Prn—1 (‘T7 J)

ple 02 (0,0) # 0.
Luego

P (0, 0)p (0, 0) # 0.

En este caso, aplicando los Lemas 2.10 y 2.5 con

w(r)=1-—uz, v=n-—1

(1,0) PS 01)(9 wo) (1,0)
wn(w) = (,U( ) Prn—1 (I CUO') m—pn—2 (Ia wg) ’

L0 g

n—2 ( ) LUO')

n—1
concluimos que las raices <xfj;°)> de w,/w son simples y

I le

estan en (—1,1). Ademas, existe una tunica férmula de cua-
dratura de orden n, con grado de precision 2n — 3 que posee
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como abscisa prefijada a las raices de (z — 0)w(z): es decir,
existen escalares A, ; tales que para todo @) € IPy,_3,

1 n
[ @ -t = nnaQ) + 3 AQ ().
-1 —

Segin la Definicion 2.2 (inciso (iii)) ésta formula es cuasi-
Radau por la derecha.
Veamos que es positiva. Para 1 <i<n — 1, sea

n—1 (1,0)

1 — X Tr— xn ] 2
9:() = —5 H (10—]10> '
1- xgzz ) G=1,j#i xEm - xfw)

Notemos que g; es un polinomio de grado 2n — 3. Asi,

1

1 n
0< [ g@)1 = 2)ds = Annagi() + Y- Ao (w11
]

= )\n,i-

Por otra parte, como w(l) = 0y para 0 < j < n — 2
21;01),].(@10) = xff;ol{j > 0, por el inciso (i) del Lema 2.11, el
peso A, n41 €s positivo.

Reciprocamente, supongamos que existe una férmula de
cuadratura positiva cuasi-Radau por la derecha de orden n,
con abscisa 6 y grado de precision 2n — 3.

Se sigue del Lema 2.5 (con w(z) =1—2, v =n — 1) que
P,Eig)(e) # 0. Luego el polinomio w,(z) dado por (2.28) esté
bién definido.

Si P,gi?(@) = 0, entonces de la demostracion de (ii) en el

Xz

Lema 2.5 que Pﬁ?) () es un polinomio generador. Pero en
tal caso, segiin en el Teorema 2.4 la férmula tendria grado de
precision 2n — 2 y esto es una contradiccion. Ademas, dado
que la féormula tiene grado de precision 2n — 3, ésta no es
Radau por la derecha (ver Teorema 2.4), luego Pé&?(@) # 0.

Hemos obtenido que P,EE?) (G)P&g) (0) # 0. Se sigue de (iii)
en el Lema 2.5 que w,, es un polinomio generador. Por lo tanto
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sus raices son simples. Dado que la férmula es cuasi-Radau por
la derecha todas las raices estan en (—1,1]. Por el Lema 2.9
(ver (2.21)),

fn<_1) < fn(e) < fn(1>,
donde

Como las raices de w,, son simples y estan en (—1, 1), segin
el Lema 2.10 se tiene que

n—1
1,1 0,0
0 e U (‘/L‘7(172),j717x1(172),j)‘
j=1
]

Teorema 2.17. Para 0 € (—1,1) y n > 3, existe una regla
de cuadratura positiva cuasi-Lobatto de orden n, con abscisa
0 y grado de precision 2n — 4 si y solo si

- 1,0 0.1 1,1
QL = U <x1(173),j717$5173),j> \ {53272)3} :
j=1
S1 existe, la formula de cuadratura es unica y

wn(@) = (1= 2%) (P (0) - — = P(@)). (2:29)

es polinomio generador.

Demostraciéon. Sea 0 € QL,, existe j € {1,...,n — 2} tal
que
(1,0)
n—3,j—1
En particular, p,(llfg) (0,0) # 0.
Por otro lado, como

0,1 1,1
<0< xifg)’j y 0 # 375172),]'-

fn2(7,0) = A,



Cuadraturas con un nodo fijo 61

pﬁLl;l;(H, o) # 0.
Luego

Py (0, 0)pl (8, 0) # 0.

En este caso, aplicando los Lemas 2.10 y 2.5 con
w(z)=1—-2)(1+ ), v=n-—2

y

(1,1)
1,1 Pn’2(0,wo) (11
wa(x) = w(@) (zo;_;(x,wa) — S p;_g@,wg)) ,
Pus (0, wo)

n—

. . 1,1\ 2 .
concluimos que las raices |z, de w, /w son simples y
) jzl

estan en (—1,1). Ademas, existe una tunica férmula de cua-
dratura de orden n, con grado de precision 2n — 4 que posee
como abscisa prefijada a las raices de (z — 0)w(x): es decir,
existen escalares A, ; tales que para todo @) € IPy,,_4,

/ QL)1 = 2)(1 4 )dz = Ao Q1) + Aur Q)

300 ().
J=1

Segin la Definicion 2.2 (inciso (iii)) ésta formula es cuasi-
Lobatto.

Veamos que es positiva. Para 1 <i <n — 2, sea
(1—2)(1+ ) ﬁ ( z— i) )2
(1 + x(lvl))<1 _ x(1{1)> x‘(l’.l) _ Qj(l’.l) )

n,t j=1,j#1¢ n,1 n,J

gi(z) =
Notemos que g; es un polinomio de grado 2n — 4. Asi,

0< / 0s(@)(1 = 2)(1+ 2)dr = Anogal—1) + Aunsrg:(1)

1
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+ Z )\n,jgi (wn,j> = /\n,i-
=1

Por otra parte, dado que w(—1) = 0, w(l) = 0 y para
o (@a0) =200, <0, @ (@0) =2 >0,
por los incisos (i) y (ii) del Lema 2.11, los pesos Ao ¥ Annt1

son positivos.

Supongamos que existe una férmula de cuadratura positi-
va cuasi-Lobatto de orden n, con abscisa 0 y grado de precision
2n — 4.

Se sigue del Lema 2.5 (con w(z) = (1—z)(1+z), v = n—2)
que P&?(Q) # 0. Luego el polinomio w,(x) dado por (2.29)
esta bién definido.

Si P{"Y(6) = 0, se sigue de la demostracién de (i) en el
Lema 2.5 que P&;) () es un polinomio generador. Pero en
tal caso, segiin en el Teorema 2.2 la féormula tendria grado de
precisiéon 2n — 3 y esto es una contradiccion. Mas atin, como

la féormula tiene grado de precision 2n — 4, ésta no es Lobatto
(ver Teorema 2.2), luego P (*, 1)( ) # 0

Hemos obtenido que P, (. PO)PY(8) # 0. Se sigue de (i)
en el Lema 2.5 que w,, es un pohnornlo generador. Por lo tanto
sus raices son simples. Dado que la féormula es cuasi-Lobatto

todas las raices estan en (—1,1). Se sigue del Lema 2.9 (ver
(2.21)) que

fn<_1) < fn(e) < fn(1)7
donde

po (2)
fn( ) pg 11)( )

Como las raices de w,, son simples y estan en [—1, 1], segiin

el Lema 2.10 se tiene que 6 € U;:f <x7(11_’%)7j_1, xﬁ?_’%{j).
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Proposicion 2.18. Para cadan > 2, sean QG,,, QL,, QRR,,
QLR, los conjuntos dados anteriormente y

A Z<P£0’0)> U Z(P,,El’o)> U Z(Pﬁ?) U Z<P£1,1)>7
donde
Z(P(a’ﬂ)) = {l‘ c [—1, 1] : Pé%ﬁ)(x) = O}

Tenemos que
QG,NQL,11 =0, QRR,NQLR, =1,
QG,UQL,.1 =A° vy  QRR,UQLR, =AC
con A =[-1,1]\ A.

Demostraciéon. Supongamos que QG, N QL,.1 # 0 y sea
te€QG,NQL,. Existe j € {1,...,n— 1} tal que

(0,1) (1,0) (0,0)
1o <E<Typlig tF T
Y (1,0) (0,1) (1,1)
Ty o <U<m’5: tFx,7].
Pongamos m = n — 1. Entonces existe j € {1,...,m} tal
aue (0,1) (1,0) (0,0)
0,1 1,0 0,0
Ty ity <t <z, tF T4
Yy

(1,0) (0,1) (1,1)
Ty <t <@y, 15, t#F3,70

Luego,
1,0 0,1 0,1 1,0
(-731(717)1,3'717331(%7)1,3‘) N <$1(n,j)717x£n,j)) #0,

1,1 0,0
t# xfw-) y t# x£n+)1’j.
Lo cual nos da una contradiccién.
Verifiquemos que QG,, UQL,+; = A°. Sit € A, entonces

te[-1,1]\ Z(P,gov())), te-1,1]\ Z(P,gl’o)>,
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e [-1,1]\ Z<P7(LO’1)> y tel-1,1]\ Z(P,El’l)).

Se sigue que
tel-1,1], PO £0, PO £0,

POV £0 y POMU(E) #£0.

De aqui que
e [-1,1], t#x;%o), t#xlo) y t%x(m.

Sin perder generalidad, supongamos que existe j € {1,...,n}

tal que
(0 1) (1 0)

0,0
<t<uwm, y t;«éxq(w)

Se sigue que, t € QGn.
Reciprocamente, sea t € QG,, U QL,1. Sit € QG,, en-

tonces existe un j € {1,...,n} tal que
0,1 1,0 0, 0
$£—1),j—1 <t< xi_ﬂj, t#z, (
Es decir,

tg Z(PY), t¢ Z(PM) v t¢ Z(PPY).

Luego,
C
te (Z(RO") U Z(PIM) U Z(PPY) L Z(PM))

Similarmente se demuestra las otras igualdades. O]



Capitulo 3

Aproximacion en L de la
funcién de Heaviside

En este capitulo, consideramos el problema de encontrar
expresiones explicitas para los polinomios que dan la mejor
aproximacion unilateral de las funciones de Heaviside, en la
métrica de L;[—1, 1]. Para tal fin, consideramos secciones que
a continuacion detallamos. En la seccién 3.1, mencionamos
la relacién que guardan los polinomios para la mejor aproxi-
maciéon unilateral de las funciones de Heaviside y Signo. La
seccion 3.2 (ver Teorema 3.5) caracterizamos los polinomios
P € P, (Gy). Mostramos que estos polinomios interpolan a la
funcién Gy en algunos puntos y, ;. Asi, para obtener una des-
cripcion completa de los polinomios identificamos los puntos
Yn,i- Se prueba que estos puntos son precisamente los ceros de
un polinomio de Jacobi. Finalmente, en la secciéon 3.3 damos
expresiones explicitas para los polinomios en P, (Gy). Para
este problema fue fundamental considerar las ideas dadas por
Pinkus (ver [29]). El da una descripcién detallada de algunos
resultados relacionados con la existencia, unicidad y caracte-
rizacion de la mejor aproximacion unilateral.

65
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3.1. Funciones Signo y Heaviside

En este apartado, mostramos la relacion que guardan los
polinomios para la mejor aproximaciéon unilateral de la fun-
ciones de Heaviside y Signo. Estas se definen de la manera
siguiente:

Definiciéon 3.1. Para cualquier 6 € (—1,1), sean
Gy : [—1, 1] — R
la funcion de Heaviside definida como

0, si —1<x<4,
Ge(m)_{l, si O<a<l,

y Sp:[—1,1] = R la funcion Signo dada por

-1, ze€[-1,0),
So(x) := 0, x =20,
1, x € (0,1],

Los polinomios para la mejor aproximacion unilateral de
las funciones Gy y Sy estan relacionados de la forma siguiente.

Proposicion 3.1. Para cada 0 € (—1,1) y P € P, se tiene
que P € P, (Gy) si y solo si 2P —1 € P, (Sy).

Demostracion. Noétese que Sy(x) = 2Gy(x) —1, casi-donde-
quiera. Luego, para todo polinomio R

/_1 | So(v) — R(z) | dac:/_l | 2Gy(z) — 1 — R(z) | da.

Supongamos que P € P, (Gy), como 2P —1 < 2Gp—1en
[_17 1]7

1

E. (S < / (So(z) —2P(z) + 1) dx

-1
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_ 2/_ (Go(x) — P(2)) dz = 2E=(Go)r.

1
Si Q € P, (S9), entonces

1

26, (Go)r < | (26a(a) - Qo) ~ 1) d

-1

_ /_ (So(z) — Q(z)) dz = E- (Sy)1.

1

Hemos verificado que

1

2E;(G9)1 = E;(Sg)l = / (Sg(m) — 2P($) + 1) dx

-1

:/_ (2G(z) — Q(x) — 1) da.

1

3.2. Caracterizacion de la mejor
aproximacion

En esta Seccién presentamos una caracterizacion de los po-
linomios P € P, (Gy). Veremos que estos interpolan a la fun-
cién Gy en ciertos puntos ¥, ;. Probaremos que dichos puntos
son los ceros de algun polinomio de Jacobi. Para lograr tal ob-
jetivo, mostramos con algunas propiedades y una proposiciéon
util para obtener la caracterizacion.

Proposicion 3.2. Para cada 0 € (—1,1) yn € N, existe una
constante M, = M(0,n) tal que

| P [|oe< n*M,,. (3.1)

para todo P € P, (Gy),
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Demostraciéon. Si P € P, (Gy), de la desigualdad triangu-
lar se sigue que

1

||P||1s/ |P<x>—Ge<x>rdx+/1|Ge<x>|dx

1 —

- / 1 (Goler) — Pa))do + / Gola)de < E, (Go) +1 6.

1 —
Se sabe que en los espacios normados de dimension finita,
todas las normas son equivalentes. Luego, para cada n € N
existe una constante C), tal que

1Qlloc < Cu [l @ I1,
para todo @ € P,,. En particular, si P € P, (Gy), entonces

1Pl < Co || P 1< Ch (E,j(Gg) t1— 9).

Finalmente, de la desigualdad de Markov (ver [22], p. 40),
obtenemos que

| P |[< Cy (E;(Gg) F1- e) n?.

]

Para cada h € (0,1 —#6), sea L;, : [—-1,1] — R la funciéon
dada por

0, x € [—1,0],
Ly(z) =% (x—60)/h, x€(6,0+h],
1, x € (0+ h,1].

Proposiciéon 3.3. Para cada § € (—1,1) y n € N, existe
ho € (0,1 —0) tal que, si P € P, (Gg) y h € (0,hg), entonces
PeP (L) y

P(x) < Ly(z), = € (6,0 + h]. (3.2)
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Demostracién. Sea
A =sup{|R'(z)|: xz € [0,1], R € P, (Gy)}.

Por (3.1), A < oc.
Pongamos

1
hgzmin{m,l—e}

Fijemos P € P, (Ggy) y h € (0, hg). Es claro que P < Ly,

n [—1,1] \ (4,0 + h). Veamos que se tiene la desigualdad

estricta en (0,0 + h). Notese que —P(0) > 0. Sixz € (6,0+h),
por el Teorema del Valor Medio, existe « € (6, x) tal que

P(z) < P(x) = P(0) = P'(e)(x — 0)

Se concluye que, para cada P € P, (Gy), h € (0, ho] y cada
e |[-1,1],

< ANz —0) <

P(z) < Lp(z) < Go(z).

Luego E, (Gy) < E. (Lp) y es claro que E (L) < E- (Gy),
lo cual prueba la relacion P, (Gy) C P, (Ly). O

El teorema siguiente es un resultado bien conocido de la
teoria de aproximaciéon en el espacio L;. Su demostracion se
puede consultar, por ejemplo, en el libro de Pinkus, [29] [Teo-
rema 5.2, p. 103-104].

Sean K un conjunto compacto en R" con K = int(K), U
un subespacio de C[K], U(f) ={u € U : u < f} y para cada
ueU(f),

Puipy = {u" € U(f) - |If = wle < I = ull}-

Teorema 3.4. [29| Sean U, C[K|, U(f) y Puc como antes.
Supongamos que existe u € U tal que fK udp # 0, donde 1 es
una medida. Sea f € C[K] tal que existe v € U que satisface
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v < f en K. Entonces u* € Py, si y solo si, u* € U(f)
y existen puntos distintos {x;}¥_, en K, con1 < k < n y
nimeros positivos {\;}%_, tales que

(f —u*)(x;) =0, con 1 <i<k

k
/ udp = Z Aiu(z;), para toda u € U.
K i=1

Para el caso de la recta real R,

n

Ahora, con la ayuda del Teorema 3.4 y la Proposicion 3.3
obtenemos la caracterizacion siguiente.

Teorema 3.5. Fijemos unn € Ny € (-1,1). Para P, €
P,, se tiene que P, € P, (Gy) si y sdlo si P, < Gy y existen
un entero positivo ¢, puntos —1 < y,1 < -+ < Ypg, <1y

numeros positivos {\,;}ir,, tales que:

G9<yn,i) = PN(yn,i)7 1 <1< gp, (3'3)

y para cada Q) € P,
1 qn
/ 1 Q(z)dz = " M\ iQ(yns). (3.4)
- i=1

Ademds, Q@ € P, es otro polinomio en P, (Gg) si y sdlo si,
Q < Gy en el intervalo (—1,1) y

Q(yn,i) = Pn(yn,i)a 1< < Qn- (35>
Demostraciéon. Supongamos que P, € P, (Gy). Es claro
que P, < Gy en [—1,1].

Por la Proposicion 3.3, existe hg € (0,1 — ) tal que, si
P, € P, (Gy) y h € (0,he], entonces P, € P, (Ly). Dado
que L, € C[—1,1], por el Teorema 3.4, existen enteros ¢, con
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1<g, <n+1, puntos -1 < y,1 <... <yYpg, <1ynumeros
positivos {\,;}", tales que

Lh(yn,i) - Pn(yn,i)a 1 S ? S An

y para cada @ € P,

1 qdn
| Qs =3 A,
- =1

Esta ultima igualdad nos proporciona (3.4). Ahora, por (3.2),
Yni ¢ (0,0 + h], parai=1,...,¢q,. Pero, para tal caso

Lh(yn,i) - G0 (yn,z> .

Reciprocamente, supongamos que P, < Gy en [—1,1],
existen un entero positivo q,, puntos

1< Y1 <... <Yng, <1

y ntumeros positivos {\,;}¥", tales que se satisfacen las con-
diciones (3.3) y (3.4).
SiQ eP, con @ <Gyen [—1,1], entonces

1 qn dn
/ QUe)dr = 3 0iQUns) € 3 MiGoltn)  (39)
- i=1 i=1

1

— i)\n,iPn(yn,i) = /_ P(z)dz. (3.7)

Por la Proposicion 1.8, P, € P, (Gy).
Para verificar (3.5), sea @ € P, (Gy) y supongamos que

existe ig € {1,...,¢n} tal que P,(Yni) # Q(Ynyi,). Como
Go(Yni) = Pu(yni), para 1 < i < g,; en particular, para

L= iO? G9 (yn,io) - Pn(ynﬂb)‘ Lueg07 Gﬁ(ynﬂb) 7£ Q(yn,io) y asi

qn

dn
> AniQWni) # Y AniGoyni).
=1 =1
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Pero, esto contradice a (3.6) y (3.7). O

Para una funcion f € L[—1, 1], denotemos

Z(f) = {x € [-1,1]: f(x) = 0}.

Sean n € N fijoy P, € P, (Gy) (en el caso, n = 1 asumi-
remos que P, # 0 véase Seccion ?7?). Observe que Z (P, —Gy)
es un conjunto finito. En caso contrario P=00 P = 1.

Sean —1 < 2,1 < ... < 2, <1 las raices distintas de la
funcion P, — Gy en [—1,1].

wy, (x) = H(rc — Znj)- (3.8)

Definicién 3.2.

1, si w,,(1)=0, 1, si w,, (-1)=0,
a= y b=
0, si w, (1)#0 0, si w,(—1)#0.
Pongamos
wle, (o) = el (3.9)

(1 —z)*(1+ )"

Corolario 3.6. Fijemos 0 € (—1,1), n > 2 y supongamos
que P, € P, (Gy). Sean a, b, w,, y wfui’?a_b
(3.8) vy (3.9). Entonces:

(i) Para cada Qp—r, € Pp_,,

definidos como en

1
/ On . (2)wy, (2)d = 0. (3.10)
—1
(ii)
2rp,—2—a—b<deg(P,) <n<2r,—1—a—->b (3.11)

y, en particular, r, < n.
(iii) w,, () = 0.
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Demostracion. (i) Sean ¢,, 4, = {yn; : 1 < i < g} ¥y
{A\ni}i, como en el Teorema 3.5. Por (3.3), A, C Z(P,—Gy).
Sea Q = @, w,, . Notemos que @ € P,; asi, por (3.4),

1 qn
| Qs =3 A,
- =1

Esto es,

1 qn
[ Qo (@) = 30 A Qo i), o)
- =1

Pero, wy, (yn;) = 0, para 1 < i < g,. De aqui, obtenemos la
relacion de ortogonalidad (3.10).
(i) Por (3.9),
wr, () = wl_y(0)(1 = 2)"(1+ )"

rn—a—b

sustituyendo en (3.10) obtenemos, para cada Q,_,, € P,_,, ,
1
Qn_r, (x)wii’f)a_b(x)(l —x)*(1+ x)bdx =0. (3.12)
-1

Puesto que deg (wﬁi’ﬁ)a_o =rp,—a—by

/_11 (wﬁi’f)a—b(f“’))? (1—2)*(1+ z)’dz # 0,

se sigue wii’f)a_b ¢ P, . Esto implica que n—r, <r,—a—0,

es decir, n < 2r,—a—>b. Como n es un entero positivo, entonces
n+1<2r,—a—">b. Asi,n < 2r, —a—0b— 1. Esto proporciona
la altima desigualdad de (3.11).

Para verificar que 2r, — a — b — 2 < n; empecemos por
suponer que, para cada 1 < i < r,, z,; € (—1,1) \ {#}. De
aqui que, para cada 1 <i <r,,

—1<2z,:,<0 o 0<z,;<l
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Sin perder generalidad, supongamos que —1 < z,; < 0, en-
tonces P'(z,;) = 0, puesto que la funciéon P, — G posee un
maximo en cada uno de estos puntos. Asi, z,; son raices dis-
tintas del polinomio P’. Esto nos da al menos r,, —a — b —1
ceros del polinomio P en el conjunto

Z(P, — Gy)\ {—1,1,0}.

Por otra parte, si z,; € (—1,1), para algin 1 < i < 1,
entonces z, ;41 < 0 00 < z,; < z,,,. Luego,

Pn<zn,i> = Pn(zn,iJrl);

ya que suponer lo contrario, nos induce a concluir que P,
es estrictamente creciente o estrictamente decreciente en una
vecindad de z,; y, esto contradice el hecho de que

Pn < GO y Pn<zn,i> = GG(zn,i)-

Por Teorema del Valor Medio, existe 2 ; € (2, Zni11) tal
que P} (z; ;) = 0. Esto nos provee otros 7, — 2 ceros distintos
del polinomio P/ en el intervalo (—1,1). En resumen, P/ tiene
al menos 2r, —a — b — 3 ceros en (—1,1), y como

2r,—a—b—3<2r,—a—>b—2,
se sigue que
2r, —a—b—2 <deg(F,) <n.

En particular, paraa =1y b = 1, tenemos 2r, < n+4. Como
rn < 2r,, se sigue que r, < n+4; es decir r, —4 < n y, dado
que 7, — 4 es un entero, entonces r, < n para n > 2. Esto
implica la primera desigualdad de (3.11).

(iii) Supongamos que

Z(Py—Gg)N(=1,0) £0 v Z(Py— Gg) N (0,1) £ 0.

Dado que {z,; : 1 <i < r,} es un conjunto finito, podemos
garantizar la existencia del méaximo. Sea

Zpj = max{z,; : zn; < 0}.
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Si para cualquier 1 < j <r,, 2, ; # 0, entonces
—1<z,;<0 o 0<z,;<1, para cada 1<j<r,.

Supoéngase que, para cada 1 < 7 < r,, =1 < z,; < 0. Se
sigue que P,(z,;) =0, ya que Z(P, — Gg) N (—1,0) # 0. Asi,
obtenemos j raices distintas. También, como Gy es continua en
el intervalo cerrado [z, ;_1, 2, ], diferenciable en cada punto
del abierto (2, -1, Zn;) ¥

GG(Zn,j—l) = GG(Zn,j) =0,

entonces por el Teorema de Rolle, existen ¢;_1 € (2,,j-1, %n;)
tales que
F(cj1) = Gyle;) = 0.

Es decir, ¢j_; son raices distintas del polinomio P). Para este
caso, P! debe poseer j—1 raices distintas; en suma se obtienen
2j — 14 b ceros en el intervalo (—1,6).

Por otra parte, si 0 < z,,; < 1 para cada 1 < 5 < 1y,
entonces P, (z,;) = 0. De aqui, se obtienen 2(r, —a — j —
b) — 1+ a ceros en (A,1) y un cero adicional en el intervalo
(2n,j, Znj+1)- En total nos da 2r, —1 —a — b ceros distintos en
(—=1,1); como

2r,—1—a—b<2r, —a—0b,

entonces 2r, —a—0b < deg(P,). Pero, esto contradice a (3.11).
Asi, existe 1 < j < 1, tal que z,; = 0y, dado que z,;,
con 1 < i < 7, son raices del polinomio w,,_, se sigue que
wy, (0) = 0.

Con argumentos similares se demuestra los casos
Z(P,—Go)N(=1,0)=0 vy Z(P,—Gs)N(6,1)=0.
O

En las proposiciones siguientes, identificaremos todos los
puntos donde los polinomios de la mejor aproximaciéon unila-
teral interpolan a la funciéon Gy de acuerdo con la Proposicion
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2.18. Pero, primero recordemos que, para cada n € N (n > 2)
existe un tnico k € N tal quen =4k —2on =4k —1o0
n =4k on =4k + 1.

Proposicion 3.7. Fijemos 0 € (—=1,1), k € N y sea n = 4k.
Supongamos que P, € P, (Gy) y el polinomio w,, (x) estd
dado por (3.8). Entonces existe una constante C,, # 0 tal que
una y solo una de las afirmaciones siguientes se satisface:

(i) Si 6 € Z(PQ(;’O)), entonces wy, (x) = C,(1 — x)PQ(,i’O) (x)
y la formula de cuadratura (3.4) contiene exactamente 2k + 1
nodos.

(ii) Si 6 e Z(Pz(,g’l)), entonces

wy, (x) = Co(1 +2) PR ().
(iii) Si 0 € Z(PQ(;’D), entonces
w,, (@) = Co(1 = 2*) PV (a).
(iv) Si 0 € Z(PQ(,S’E%), entonces w,, (r) = Can(gfi (x).
(v) Si 0 € QGaxy1, entonces
Py (0) 0.0
w,, () = C, (Pé,‘ifi(x) — P (@) |-
PR (6)
(vi) Si 0 € QLoy42, entonces
Pyt (6
w,, (1) = Cu(1 — 2%) (Pé;i%) OO pan)
Py, 71 (0)
Demostraciéon. Analizaremos varios casos de acuerdo con

las condiciones a +b=0,a+b=10a+ b= 2.
a) Si a+ b =1, entonces por (3.11),

4k = 2r, — 2, r, =2k +1 y n—r, =2k—1.

Notemos que, para a = 1 la expresion (3.10) puede ser
escrita como

1
/ Q(z)wak()(1 —z)dr =0, para cada @Q € Py,
-1
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donde woi(z) = w,, (x)/(1 —z). De aqui que, existe una cons-
tante C tal que

waps1(x) = C(1 — 2) Py (x).
Por el Corolario 3.6 inciso (iii), wor+1(0) = 0. Asi,
c(1—-0)P3V0) =o.

Pero, (1 — ) # 0 implica que C’PQ(;’O)(G) = 0. Luego, C' # 0.

Para verificar que la formula de cuadratura dada en (3.4)
contiene exactamente 2k + 1 nodos, observemos que, esta es
positiva con nodos ¢, y grado de precision n. Por otra par-
te, segiin la teorfa clasica, existe una féormula de cuadratura
positiva de tipo Radau por la derecha (RR,,), con grado de
exactitud n tal que, los nodos distintos de 1 son los ceros del
polinomio de Jacobi PZ(;’O) (n =4k = 2(2k+1)—2 ) ver Teore-
ma 2.4. Mas aun, existe tnica féormula de cuadratura de este
tipo. De este modo, concluimos que ¢, = 2n + 1, donde ¢, es
dado por (3.4). Hemos probado el inciso (i).

Para ver el inciso (ii). Supongamos que b = 1, entonces la
expresion (3.10) puede ser escrita como

1
/ Q(z)we(z)(1 + x)de =0, para cada Q) € Py,
—1

donde wy(x) = w,, (z)/(1 + x). Luego, existe una constante
C tal que
war 1 (z) = C(1+ 2) P ().

Por el Corolario 3.6 inciso (iii), wax41(0) = 0. Es decir,
C(1+0)PYM(6) =o.

Pero, (1 + 6) # 0 implica que C’PQ(,S’U(H) = 0. Se sigue que
C #0.

Los argumentos presentados anteriormente muestran que,

0¢ z(P")uz(Pgh),

si
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entonces a + b # 1. De aqui que, a+b=00a+ b= 2.

b) Si a + b = 0, entonces al sustituir en la desigualdad
(3.11), 2r, — 2 = 4k y r, = 2k + 1. Ahora (3.10) puede
expresarse Como

1
/ Q(z)wogi1(z)dr = 0, para cada @Q € Poy_;.
-1

Por la Proposicion 1.7, existen constantes Ay B, con A #
0 tales que

o (x) = AP () + BPR" (a).
Dado que wor11(0) = 0, se sigue que
AP ©0) + BPY(0) = 0.

Por hipotesis 0 € Z <P2(2fi>, se sigue que 0 ¢ Z <P2(2’0)), ya
que P;,Sﬂ y PQ(,S’O) no poseen ceros en comun y A # 0. Pero,

esto implica que B = 0 y por lo tanto
0,0
wr, (x) = AP (x).

Hemos demostrado (iv).
Sif¢Z (PQ(,S’O)) uz (Pé,gfi), entonces el polinomio cuasi-
ortogonal

(0,0) Pz(;?’oi(e) (0,0)
Wak1(2) = A<P2k7+1($) - mec, (ZB)>,
Py (0)

genera una féormula de cuadratura de tipo Gauss la cual con-
tiene 2k + 1 nodos y es exacta para polinomios de grado n.
Luego, por el Teorema 2.14, esto es posible tinicamente si
0 € QGay1 (n = 4k = 2(2k + 1) — 2). Esto demuestra el
inciso (v).
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c) Sia+ b = 2, al sustituir en (3.11), nos queda que
2r, —4 = 4k. Estoes, r, =2k+2yn—r, =2k — 2. La
formula (3.10), puede expresarse como

1
/ Q(z)Wor(z)(1 — 2*)dxr =0, para cada Q € Py,
-1

donde Wy (z) = w,, (x)/(1—2?). Por lo que existen constantes
Ay B, con A # 0 tales que

wnrea () = AL = 2*) Py (2) + By (1),
Dado que wor12(0) = 0, se sigue que
A(1 = 6%)Py " (8) + BPG (6) = 0.

Como 0 ¢ Z(Pz(,i_l%), puesto que PQ(;_Ii y PQ(;’I) 1O poseen ceros
en comun y A # 0, se sigue que B = 0. Luego,

woya(w) = A(1—2?) Py () siempre que 6 € Z(Py").

Hemos verificado el inciso (iii).
Sif¢Z <P2(,1J3) Uz (Pé,i’”) , entonces el polinomio cuasi-
ortogonal

2y ( pih) Py (0) p
wop2(x) = A(l — 2 )(P% (z) — P(T)(Q)P%—l@)}
2k—1

genera una formula de cuadratura positiva de tipo Lobatto
con 2k + 2 nodos (n = 4k = 2(2k + 2) — 4), si y solo si,
0 € Q Lok vea Teorema 2.17. Hemos obtenido (vi). O

Proposicion 3.8. Fijemos 6 € (—1,1), k € N y supongamos

que n = 4k 4+ 1. Sean P, € P, (Gy) y w,, () el polinomio

dado por (3.8). Entonces existe una constante C,, # 0 tal que:
(i) Si 0 € Z(Pégfi), entonces w,, (x) = CHPQ(,S’JS% (x).
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(i) Si 0 € Z(PQ(;;?%), entonces

wr, (#) = Ca(1 = 2) Py} (@),
(iii) Si 6 € Z(Pé,gﬂ), entonces

wr, (#) = Call 4+ 2) Py (2).
(iv) Si 6 € Z(Pz(,i’l)), entonces

w, (1) = Ca(1 = %) Py ().

(v) Si 0 € QRRok11, entonces

(1,0) Pz(zifi(e) (1,0)
wr, (1) = Co(1 =) | Py () — POTP% (z) |-
(vi) Si 0 € QLRsy.1, entonces
Pyl (0
() = Cul1 4 2) (Péfiii (@) - 2@ pon ).

Py (0)

Demostracion. Analicemos los casos a+b=0,a+b=1y
a+b=2.

Caso I. Si a+b =0, entonces por (3.11), 4k +1=2r, — 1
y rn = 2k +1, asi n —r, = 2k. Ahora (3.10) puede expresarse
como

1
/ Q(x)w,, (xr)dr =0, para cada @ € Py.
-1
De aqui que, existe una constante C), tal que
0,0
wr, (x) = Cu Pyl ().

Si C, = 0, entonces para cada x € [—
particular, para r = 1y z = —1, w,,

—~ =
—_
~— =
I
I
S
<
3
—~
—_
~—
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Asi, por la Definiciéon 3.2, a + b = 2. Lo cual nos da una
contradiccion. Luego,
0,0
wr, (2) = CuPy {3 (),

siempre que 6 € Z (PQ(,SE%) Esto prueba (i).

Caso II. Supongamos que a + b = 1. De la desigualdad
(3.11),2r, —3=4k+ 1. Asi, r, =2k+2yn—r, =2k — 1.

Notemos que la condiciéon a = 1 implica que la férmula
(3.10) puede ser escrita como

1
/ Q(z)Wak1(2)(1 — x)dr = 0, para cada @Q € Poy_1,
-1

donde wogy1(x) = w,, (z)/(1 — z). De aqui que
_ (1,0) (1,0)
warto () = Al — 2) Py (1) + BPy W (z), (A #0).
Como woy2(#) = 0, se sigue que
AL =) Py 1 (0) + BP," (6) = 0.

Como antes 6 € Z(PQ(,;O%) implica que 0 ¢ Z(PQ(;’O)>, ya que

PQ(;’O) y PQ(;E no poseen raices comunes y A # 0. Asi, B =10
y obtenemos (ii).

Sifé¢ Z(PQ(;J?D U Z(PQ(;’O)>, entonces el polinomio

(1,0) PQ(;’O}(H) (1,0)
wy, (x) = A(l —z) | Py/py(z) — #sz’ () |,
Py (0)

genera una féormula de cuadratura positiva cuasi-Radau por
la derecha con nodos 2k + 1, si y so6lo si, # € QRRo,1 vea
Teorema 2.16 y uno tiene el inciso (v).

Por otra parte, si b = 1, entonces la formula (3.10) puede
ser escrita como

1
/ Q(z)Wakt1(z)(1 + x)dr =0, para cada @Q € Poy_1,
-1
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donde way11(x) = w,, (z)/(1 + x). De aqui que
Wopta(z) = A(L+ 2) Pyl (x) + BRYV (2), (A #0).
Como wyy42(0) = 0, se sigue que
A(L+0) P (6) + BPYV(0) = 0,

Como antes 0 € Z(Pégﬂ) implica que 6 ¢ Z(PQ(,S’I)), ya que
Pz(gﬂ, Pz(g’l) no poseen raices comunes y A # 0. Asi, B=0y
obtenemos (iii).

Sif¢ Z<P2(1342) U Z(PQ(,S’I)), entonces el polinomio

(0,1) fégli(e) ©0,1)
wr, (z) = A(l+z) | Pyyy(x) — ﬁpzlé () ] .
Py (0)

genera una féormula de cuadratura positiva cuasi-Radau por
la izquierda con nodos 2k + 1, si y sélo si, 0 € QQLRo1 ver
Teorema 2.15, y uno tiene el inciso (vi).

Caso III. Si a + b = 2, entonces al sustituir en (3.11),
4k +1=2r,—3. Asi, r, =2k+2yn—r, =2k —1. En este
caso

1
/ Q(z)Wor(x)(1 — 2*)dx = 0, para cada Q € Poyp_y,
-1
donde Wy, (z) = w,, (z)/(1 — x*). Por lo tanto
waa(2) = Co(l = 2%) Py (x).

Pero esto puede suceder si y soélo si § € Z (Pé,i’l)). Esto de-
muestra el inciso (iv). O
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Proposicion 3.9. Fijemos 0 € (—1,1), k € N y supongamos
quen = 4k—1. Sean P, € P, (Gy) y w,, (z) el polinomio dado
por (3.8). Entonces, existe una constante C,, # 0 tal que:

(i) Si 0 € Z(PQ(,S’O)), entonces w,, (x) = CnPég’O) (x).

(i) Si 0 € Z(PQ(;’O)), entonces

wy, (@) = Cu(1 = 2) P ().
(iii) Si 0 € Z(PQ(,g’l)), entonces
w, (x) = Co(1+2) PR ().
(iv) Si 6 € Z(PQ(,i_li), entonces
wr, (x) = C(1 = 2*) P (a).
(v) Si 0 € QRRok 11, entonces
P(l,O) (9) Lo
w,, (x) = Cu(1 — ) (Péé”’@) - PR () |
()
(vi) Si 0 € QLRoy.1, entonces
Pyl (0)
Wy, (x) = Co(1 + 7) <P§2’”<m> - L O pong)).
Py, Z1(0)

Demostraciéon. a) Supongamos que a + b = 0. Se sigue de
(3.11) que 4k — 1 = 2r, — 1. Es decir, r, = 2k. En este caso

1
/ Q(z)w,, (r)dr =0, para cada @ € Py_1,
-1

asi, existe una constante A tal que

w,, (x) = AP (x).
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Si A = 0, entonces para cada x € [—1,1], w, (z) = 0. En
particular, paraz =1y z = —1, w,, (1) = 0 = w, (—1). Por
la Definiciéon 3.2, a + b = 2, lo cual nos da una contradiccion.
Luego, w,, (r) = APQ(,S’O)(x), si y solo si, 0 € Z(PQ(,S’O)). Esto
prueba el inciso (i).

b) Supongamos que a+b = 1. En tal caso 4k—1 = 2r,, — 3.
Esto es r,, = 2k + 1.

Si a = 1, entonces

1
/ Q(x)Wox(z)(1 — z)dx = 0, para cada @) € Py_o,
-1

donde wo(z) = w,, (z)/(1 — z). Por lo tanto
w1 (z) = A(L — 2) Py (x) + BPy ) (x),  (A#£0).
Por el Corolario 3.6 inciso (iii), wag4+1(6) =0y
0 e Z(PQ(;’O)> implica que 6 ¢ Z(PQ(;,O%)

Asi, B =0y obtenemos (ii).
Sif ¢ Z (P;;’O)) uz (PQ(;_OD, entonces el polinomio cuasi-

ortogonal

P(I’O)(G)
w, () =A(l —x P(l’o)x _ 226 V) p(10) ),
(@) = A0 = 2) (P (@) i) (@)

genera una formula de cuadratura positiva de tipo cuasi-Radau
por la derecha si y solo si, § € QRRy,41(n = 2(2k + 1) — 3)
vea Teorema 2.16 y asi el inciso (v) se satisface.

De manera similar, si b = 1, obtenemos (iii) y (vi).
c)Sia+b=2, entonces r, =2k + 1y

1
/ Q(x)Wak—1(x)(1 — 2*)dx = 0, para cada Q € Py, o,
1

donde Wy, _1(x) = w,, (x)/(1 — 2?). En tal caso, existe una
constante C,, tal que w, (z) = C,(1 — xQ)PQ(;_li(:z:)
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Pero esto ocurre, solo si 6 € Z (P;,i_l%) Hemos obtenido
(iv). O
Proposicion 3.10. Fijemos6 € (—1,1), k € N y supongamos
que n = 4k—2. Sean P, € P, (Gy) y w,, (z) el polinomio dado
por (3.8). Entonces, existe una constante C,, # 0 tal que:

(i) Si 0 € Z(Pz(g’o)), entonces wy, (x) = C’nPZ(,S’O) ().
(i) Si 6 € Z(Pé,if%), entonces

wy, () = Cu(1 = 2) P ().
(iii) Si 0 € Z(Pégﬂ), entonces
wy, () = Col(1+ 2) PR ().
(iv) Si 0 € Z(PQ(;E), entonces
wr, (x) = Ca(1 = %) Py (a).
(v) Si 0 € QGay, entonces
P(OVO)(Q) 0,0
w,, () = C, (Péﬁi“ (x) = 2Pyt () | -
P\ (0)
(vi) Si 0 € QQLayy1, entonces
(1,1)
P 0
).
Py 5(0)

Demostraciéon. a) Supongamos que a + b = 0. Se sigue de
(3.11) que 7, = 2k. En este caso

wy, () = Cp(1 - a?) (Pé,ifi@)

1
/ Q(x)w,, (r)dr =0, para cada @ € Po_o
-1

w,, () = AP (z) + BPLO)(z), (A #0).
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Como antes 0 € Z<P2(,2’0)> implica que 0 ¢ Z(Pégﬂ), asi
B = 0. Esto prueba el inciso (i).

Sig ¢ Z <P2(2’0)) Uz (Pz(,gf)i), entonces por el Teorema
2.14

Y

Py (0)
wy, () = C, PO (5 - 226 7 pO0) ,

genera una féormula de cuadratura positiva cuasi-Gauss, si y
solo si, 0 € QG (n = 2(2k) — 2) y el inciso (v) se satisface.
b) Supongamos que a + b = 1. Se sigue de (3.11) que
r, = 2k.
Si a = 1, entonces

1
/ Q(z)waog—1(z)(1 —x)dx =0, para cada @ € Poy_o,
-1

donde wyy,_1(x) = w,. (z)/(1 — ). Asi,
wy, (z) = A(1 - 2)PR") (x).

Si A = 0, entonces w,, (z) = 0, para cada x € [—1,1]. En
particular, para r = —1, w,, (—1) = 0. Asi, por la Definicion
3.2, b=1. Luego, a + b = 2 el cual es una contradiccion. Por

lo tanto,
1,0
wr, () = AL = 2) Py 3 (@),
siy solo si, 0 € Z(Pz(,i_O%) Esto prueba (ii).
Similarmente, si b = 1, obtenemos el inciso (iii).
c)Sia+b=2, entonces r, =2k + 1y

1
/ Q(2)Wop_1(7)(1 — 2%)dz = 0, para cada Q € Py,_3,
-1

donde wyy,_1(x) = w,, (z)/(1 — 2?). Por lo tanto

w1 () = A(1 — 2?) Py () + BPY (), (A #£0).
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Por el Corolario 3.6 inciso (iii), wor—1(#) = 0. Por otra
parte, 6 € Z(Pé;ﬂ) implica que 6 ¢ Z(P;;j%) Se sigue que,
B = 0 y asi, obtenemos el inciso (iv).

Sif ¢ Z(P;;ﬂ) U Z(PQ(;E%), entonces por el Teorema
2.17,

2y [ pLD) Py 0)
wy, () = Cp(1 — %) | Py y(x) — TP%_z(x) :
Py, 5(0)

genera una formula de cuadratura positiva cuasi-Lobatto, si

y solo si, 6 € QLoky1 (n = 2(2k + 1) —4) y el inciso (vi) se
satisface. O

Los casos para n = 1 y n = 0 se comentan en la observa-
ciéon que sigue.

Observacion 3.1. No es dificil demostrar que
Pr(Gy) ={ z+p:Xe€(0,1]}.

Por otra parte, Py (Gg) es un conjunto singular.

3.3. Identificaciéon de los polinomios

En las ultimas cuatro proposiciones hemos identificado to-
dos los puntos donde los polinomios de la mejor aproximacion
unilateral interpolan a la funciéon Gy. Con estos resultados po-
demos construir polinomios P, que satisfacen las ecuaciones
(3.3) y (3.4) del Teorema 3.5. Pero también necesitamos de la
desigualdad P, < Gj.

Fijemos ¢ € N y sean

a,B
q,1

76 a?/B

—_— « Oé?/B
IL<wz)y <wxgh <...<w g <z, <l

los ceros del polinomio de Jacobi Pq(a’ﬁ ).
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Fijemos 7, con 1 < j < ¢q y sea M;ff € Py,—» el tnico
polinomio que satisface las condiciones de interpolacion

Oé,ﬂ avﬁ S Oé,ﬁ « B . .
M&P e =1, (MY (@Sf)=0, j<i<gq, (3.13)

Maﬂ( q, ) o O’ (Ma"ﬂ)/( q;ﬁ) 07 1 S 1< j, (314)
76
Mg (a5) = 0. (3.15)

Denotemos por N;f al inico polinomio en Py, que satis-
face las condiciones siguientes

a,B By _ a,f a,B . .
Not(@g) =1, (Ngp)(zg)) =0, j<i<gq, (3.16)

q,? qt

NeP(ely =0, (N&MY(@SP)=0, 1<i<j, (3.17)

q,1

B .op a,B _ ., _
N, ( py ) =0, N, (-=1)=0 vy N; (1)=1. (3.18)

Sea R;’J’TB el Gnico polinomio en Py, 1 que satisface estas
condiciones

ROV(aol) =1, (RO (alf)=0, j<i<gq, (3.19)

qz

B, .a,8Y oz,B . .
RQ:j (:Bq,i ) - 07 (R ) ( qz ) - 0 1 S 1< 71, (320)
Ry (xg)) =0, vy RgJ(1) =1, (3.21)

y, por tltimo, L 5 denota al tinico polinomio en Py, _; que
satisface las condlclones de interpolacion

Loty =1, (LoPY(@2))=0, j<i<gq (322

q,?

Lof(ae)y =0, (L&) (@) =0, 1<i<j,  (3.23)

a,B B\ _ ) _
Loi(eg)) =0, 'y Lq,j (—=1)=0. (3.24)
Ademés, sea
q aﬁ
(a,5) T
gq,J (z) = H x,{i_xa/o"

i=1,i#j 7 q.J q,8
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Asociemos a M f , N, J’B , Ra’ﬂ y LO‘”B otros polinomios co-

mo sigue. Para cada p € R, sean

2
My (@, p) = My (@) + pla — ) (657(@)) ", (3.25)

a9, 9]

2
Nz, p) =Ni}ﬁ(x)er(l—xQ)(x—x“’@)(ﬁ(‘j;’ﬁ’(:c)) . (3.26)

q,] q

R (. p) = B (@) + pl1— 2o — 230 (157(@)) ", (3:27)
y

2
L2, p) = Lo (@) + p(1 + ) ( —ng)(ggﬂ(x)) . (3.28)
Tenemos que

M;}B(xu p) € ]P)qulu Nqof;ﬁ(x,p) S P2q+1.

R;}B(ZE’ p) € Pqu y Lgf(l’, p) € qu.

Més atin, M;f }'8 (x, p) satisface las condiciones de interpo-
lacion (3.13)—(3.15), puesto que

Maﬁ( qz ’p) 17 (Maﬁ)( q,z 7p) 07 ]<Z§q7

MRl p) =0, (MPPY (sl p)=0, 1<i<],
a7/3
M (x5, p) = 0.

Cada polinomio en Py, que satisfaga estas condiciones puede
ser expresado en la forma dada en (3.25) para algun p € R.
Afirmaciones similares se satisfacen para los polinomios

a’/B a7/3 a?IB
Nq,j (Iap)a Lq,j (va) y Rq,j (‘Tup)
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Proposicion 3.11. Sean

OC,B O‘aﬁ Oé,ﬁ a’ﬁ O‘vﬁ
P( )7 Mq,j ($,p>, Nq,j (fE,p), Rq,j (l‘7p) Yy Lq,j (l’,p)

q

los polinomios definidos anteriormente y 6 = x4 ;. Entonces

(i) Para cada x € [—1,1], tenemos que

max { Mg (2), N (), Ryl(), L3 ()} < Gola).
(ii) En los puntos —1 y 1,
M (-1) <0, MMP(1) <1,
(NSPY(-1) <0, (N&FY(1) >0,
Ry (-1) <0, (R (1) >0,
(Lg)) (1) <0y Lgf(1) <1.

(iii) Para cada p € R y cada x € [—1,1], M;ff(x, p) < Gy(x)
sty solo si

MPP) LMo
A+ ne = T a— e Pae

(iv) Para cada p € R y cada x € [—1,1], NZ}'B(Z',p) < Gy(x)
sty solo si

oY) WY

q:J q.J

A+ (01 = T - eI

q.J

(3.30)
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(v) Para cada p € R y cada x € [—1,1], R;’jﬁ(az,p) < Gy(z)
sty solo si

Uil (RePY(1)
aroECor S imodar

(vi) Para cada p € R y cada x € [—1,1], L;’f(x, p) < Gy(x)
sty solo si

(L&2Y(~1) <)< 1 - LP(1) 3.3
L+O)CS(=1))2 ~ 7 7 21— 0) (7 (1)2 '

Demostraciéon. (i) La derivada del polinomio dado en la
ecuacion (3.25) es

(Mg’ (&, p) = (M) (2)

ol () (6 () + 2 — ) (Y (@)
Asi, por las condiciones (3.13)-(3.15), para cada 1 < i < ¢
con i # j,
(MeY (@57, p) = (M) (257) = 0.

Entonces los puntos xg"f son raices distintas del polinomio

(ch“;ﬁ)’, cont=1,2,...,¢; dindonos ¢ — 1 raices.
Por otra parte, también obtenemos al menos un cero en

algiin punto

ti € (a:g"’i’g,xzﬁl), conl<i<j-—1,

y otro en algin punto

tre (a2 ah), para j <i<q-—1,

obteniéndose (j — 1) + (¢ — 1 — j) raices.
En total, (M, Z 3-5 )’ posee al menos 2¢—3 ceros distintos en el
intervalo (—1,1). En particular, para p = 0, (M;;B)’ € Py, s
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tiene exactamente 2q — 3 ceros distintos en (—1,1). Luego
estos ceros son simples y (M, f )’ no tiene otros ceros. Por lo
tanto, las condiciones de interpolacion (3.13)-(3.15) implican
necesariamente que, para cada x € [—1,6), chff(x,p) <0y

para z € [0,1], M;jf(x,p) < 1. De acuerdo con la definicion
de la funcién Gy,

Mqoff(a:,p) < Gy(x), para cada z € [—1,1].

La demostracion para los otros polinomios se obtiene de
forma similar.
(ii) En el inciso (i) se ha demostrado que

M;f(x,p) < Gy(x), para cada x € [—1,1].

. o, a,B : o, _

De aqui, M7 (1,p) <1y M7 (=1,p) <0.Si M 5(1,p) =1,
entonces (M’ f )', debe tener un cero adicional en el intervalo
(z27,1), 1o cual nos da una contradiccion. Asi, chff(l, p) < 1.
También, si M;ff(—l,p) = 0, entonces (chff)’ tiene un cero
adicional en el intervalo (—1, x?f ) y esto es una contradiccion.
Luego, M:}’B(l,p) < 0.

La demostracién para los otros polinomios es similar.

(iii) Supongamos que, para cada = € [—1,1],

Mg (2, p) < Gy(a).

Sustituimos = 1 y x = —1 en (3.25), para obtener

a,8 _ B @8 1v)>
Mg (1, p) = M (1) + p(1 = 0) (€57 (1))

2
«, «, Oé,ﬁ
M2 (=1, p) = M2 (—1) = p(1 4 6) (ﬂé,j )(—1)) :
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Por hipoétesis,
a,B a,
Mq,j (lap) <1 y Mq,j (_17p) <0.

Se sigue que

2
Mg () + (1= 0) (457 (1) <1

y
2
a, o,B
Mg (=1) = p(1+0) (57 (-1)) <0,
A su vez
2

p(1—0) (457 (1)) < 1- Mg (1)

y

qJ

Jw%%—4>§,x1+9)@$fk—1»%

Al dividir la primera y la segunda desigualdad por los fac-
tores

2

-0l W)y aro(d ),

obtenemos (3.29). Es decir,

MpP(-Y) 1M
Qo2 T AP )e

Para ver el reciproco, supongamos que (3.29) se satisface
y pongamos

(m) = MP(-1) ) = 1— MMP(1)
R I T N O T VICRIC Bl
Dado que

M (=17 (m) = M (-1) —r(m) (1+6) (€57 (-1)) " =0,
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se sigue que (M, 3?8 ) tiene un cero adicional en el intervalo
(-1, xjf ). Como en el inciso (i), podemos deducir que (M, f )
tiene exactamente 2¢ — 3 ceros distintos en (—1,1). Asi,

M;;ﬁ(x,T(m)) < Gy(x), para cada x € [—-1,1].  (3.33)

Por otra parte, Mi}ﬂ(l,T(M)) = 1 implica que (M>PY

q,J

tiene un cero adicional en (2¢;7, 1). Por el inciso (i), deducimos

que (M;ff)’ tiene exactamente 2g—3 ceros distintos en (—1, 1).
Luego,

M;}'B([)E,T(M)) < Gy(z), para cada x € [-1,1].  (3.34)
Finalmente, para cada p € R con
a,B
M5 (=1)
(1+6)(¢5" (1))

1— MMP(1)
(1—0)((%P (1))

IN

p=

existe A € [0,1] tal que
p=A7(m)+ (1 —=N)T1(M).
Ademés, por (3.25), para cada x € [—1, 1]
a,B o o, .,

M5 (x, p) = AM (v, 7(m)) + (L= A) M5 (z, 7(M)). (3.35)
Por lo tanto, las desigualdades (3.33) y (3.34) implican que
M;)ff(a:,p) < Gy(z), para cada = € [—1,1].

(iv) Supongamos que, para cada p € Ry cada = € [—1, 1],
N (x,p) < Go(a).

Como la derivada del polinomio dado en (3.26) viene dada
por

a,By/ _ a,By/ a,By [ ple,B)
(Ngs) (2, p) = (Ngo)' () = 2p(w — gy ) (6,57 (2))?

+o(1 = 2){(457 (@) + 2 — 25)) 657 (@) (657) (@)},

q,J q.J q,j
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se sigue que, parax =1y z = —1,

(NSPY(L,p) = (NSPY (1) = 2p(1 — 220) (€157 (1))?

9, q,)

NEPY (=1, p) = (NSPY (1) — 2p(1 + 227) (697 (—1))2.

@ J 0.
Pero, por hipotesis,
(NS (=1,p) <0y (NOFY(1,p) > 0.
Entonces

a,By/ a,f (a,8)
(NP (1) =21+ 257 )p (6,57 (-1))* <0

q.J

y
OC,B O‘vﬁ (OL,IB) 2
Es decir,
(NZLY(=1) < 201+ 207)p (657 (—1))?
y

(NEPY (1) > 2(1 — 220)p (€457 (1))2.

q,J q,J

Las tultimas desigualdades implican (3.30). En otras pala-
bras,

DG N € /YR )
201+ ag )P (=1))2 T T 201 — a7 (1)

Reciprocamente, supongamos que se satisface (3.30) y de-
notemos

(N2 (-1)

M) = 2(1+ 227) (0P (-1))2
Y a,Byr
A(M) = (Ng )'(1)

21— ag) ) (07 (1))

a.J
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Notemos que (N:f)’(—l,)\(m)) = 0. Entonces (N:}-’B)’ tiene
un cero adicional en # = —1. Por el inciso i), deducimos que
(chff)’ tiene exactamente 2¢ — 1 ceros distintos en (—1,1) y
podemos proceder como antes para concluir que

N;}B(x, A(m)) < Gy(z) para cada = € [—1, 1]. (3.36)

Los mismos argumentos son vélidos para N;' f (x, \(M)),
ya que
(Ng)'(1,A(M)) =0

y esto nos proporciona un cero adicional de (N, f ) enx=1.
Asi,

sz(a:, AMM)) < Gy(zx) para cada z € [—1,1]. (3.37)
Para finalizar con este inciso, supongamos que p € R sa-
tisface (3.30), entonces existe p € [0, 1] tal que
p = pA(m) + (1= p)AM).
Ademas, por (3.26),
a, _ a3 a,
NP p) = g M) + (1 - NG (. MM)). (338)
Por lo tanto, por (3.36) y (3.37),

Nqof;-ﬁ(x,p) < Gy(x), para cada x € [—1,1].

(v) Asumamos que R;’f(x,p) < Gy en [—1,1]. En parti-
cular,
. a,
Rq,j (_17p) S 0 y (Rq,j )/(1710) Z 0.

Dado que

(REDY (1, p) = (REDY (1) — (1 — a20)p (£247 (1))
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a,B _ paf a,B (e.B)
Ref(=1,p) = Ry (1) = 21+ a5 (157 (1))

9] )

se sigue que,

(ReY (1) = (L= a3))p (657 (1) = 0

9,3 q.J
' B B (e,B)
Q, «, «, 2
Ry7(=1) =21+ 27 )p (6,77 (=1))" < 0.

De aqui,

RyCD )

By ( pla.B) - = a8y ( (e, B)

214z, 7)(lg; 7 (=1))? (1 =gy )l (1))?

y esto nos proporciona (3.30). Considerando los argumentos
dados anteriormente se obtiene la demostracion.

(vi) La demostracion para este inciso, es similar a la del
V). O

Observacion 3.2. Como M;ff(—l) <0y Mqoff(l) < 1, se
sigue que (3.29) define un intervalo no vacio. Similarmente
(3.30), (3.31) y (3.32) definen intervalos no vacios.

En el teorema siguiente se muestran explicitamente los ele-
mentos de la mejor aproximacion para la funcion Gy de acuer-
do con las proposiciones (3.7), (3.8), (3.9) y (3.10) cuando 6
es raiz de algin polinomio clésico.

Teorema 3.12. Para cada r € N, sean {xf«i’ﬁ)}gzl los ceros

del polinomio de Jacobi P,ga’ﬁ), con a, € {0,1}.
Fijemos k € N, para cada j € {1,...,2k + 1} y cada
i € {1,...,2k}, sean M;‘,ﬁu(z,p), N;‘k’,ﬁj(x,p), R;’jﬁ(x,p) Y

., . . .
Ly (z,p) los polinomios definidos en (3.25), (3.26), (3.27) y

(3.28) respectivamente.
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i)

i)

iii)

iv)
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Sin =4k y@zxé%’o) conj€{l,...,2k+ 1}, enton-

+1,57

0,0 Py o -
ces My, ;(x,p) es el unico polinomio en P, (Gg).

Sin =4k +1 y@:xé?ﬁm con j € {1,...,

2% + 11,

entonces P, € P, (Gy) si y sdlo si existe p que satisface

(3.29) tal que

P (z) = M2ol£|-1,j(x7 p)-

Sin =4k y 0 = x&’?, con j € {1,...,2k},
P, € P, (Gy) siy solo si

Po(x) = Ry (@, p),
para algin p que satisface (3.31).
Sin=4k—1y0=a3", conje{l,... 2k},
Rg};f;) es el unico polinomio en P, (Gy).

Sin =4k y 0 = :Bg,l’;), con j € {1,...,2k},
P, € P, (Gy) siy sdlo si

0,1
Py(x) = LY (2, p),

para algin p que satisface (3.32).
Sin=4k—1y0 :$§?€7,1j), conje{l,..., 2k},

Lg])v’;) es el unico polinomio en P, (Gy).

Sin=4k+1 yﬁzx%’y, conje€{l,...,2k},

P, € P, (Gy) siy solo si
1,1
Pn(x) = N2(k7j)($7p)7

para algin p que satisface (3.30).
Sin =4k y 0 = xéﬁ), con j € {1,...,2k},

Né;;) es el inico polinomio en P, (Gy).

entonces

entonces

entonces

entonces

entonces

entonces
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v)

vi)

vii)

viii)

Sin=4k+1y0 = x%’i)lyj, con j € {1,...,2k + 1},
entonces P, € P, (Gy) si y solo si existe p que satisface

(3.31) tal que
Py(x) = Réﬁ)l,j(% p)-

Sin=4k—2 y 60 = x%’g)m, con j € {l,...,2k — 1},
entonces P, € P, (Gy) si y sdlo si existe p que satisface

(3.31) tal que

Pu(x) = RGY, (x,p)

Sin=4k+1y0=al} ,, conje{l,. .. 2k+1},

entonces P, € P, (Gy) si y sdlo si existe p que satisface
(3.32) tal que

0,1
Pu(x) = RYY, (x,p)

Sin=4k -2y 0 :xg;f’i)l’j, con j € {1,...,2k — 1},

entonces P, € P, (Gy) si y sdlo si existe p que satisface
(3.32) tal que

P(x) = Ry (@, p)

Sin=4k—1y0 :xéﬁ)l’j, con j € {1,...,2k — 1},

entonces P, € P, (Gy) si y sdlo si
11
Pa(w) = Nty (. ),
para algin p que satisface (3.30).

Sin=4k -2y 0 :xgi)l’j, con j € {1l,...,2k — 1},
(

1,1) . , ‘ .
entonces Ny, "y ;(x) es el dnico polinomio en P, (Gy).

Sin=4k—1y0 = mé%g.), conj € {l,...,2k}, entonces
P, € P, (Gyg) siy sdlo si

0,0
Pn(x> = Mék,j)(x7p)7
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para algin p que satisface (3.29).
Sin=4k—-2 y0 = .rg,l’?j), conj€{1,...,2k}, entonces
MQ(Z(J))(I‘) es el inico polinomio en P, (Gy).
Demostraciéon. (i) Supongamos que n =4kon=4k+1y
sea 0 = mg%’?r)l, ;- Fijemos P, € P, (Gy). Por la Proposicion 3.7
inciso (iv),
oy Y C Z(P, — G).

Dado que P, < Gy en [—1, 1], se sigue que P, debe satisfacer
las condiciones interpolantes (3.13)-(3.15). Asi, si n = 4k,

entonces P, = Mz(,gf)l ; ¥, dado que P, es un elemento de la

. . ., . . (0,0
mejor aproximacion unilateral para Gy, se sigue que M, y

es tnico en P~ (Gy). Ahora, si n = 4k + 1, entonces por la
Proposicion 3.11 inciso (iii), existe p € R que satisface (3.29)
tal que Mégf)lvj(x, p) < Go(z) en [—1,1]. De aqui,

Pa(w) = My, (. p).

Esto demuestra las condiciones necesarias de la primera y la
segunda parte de las afirmaciones del inciso (i).

Veamos la suficiencia de la segunda parte.

Supongamos que el polinomio MZ(,SJ?)l j (x, p) esta dado por
(3.25), para algun p que satisface (3.29) y pongamos

0,0
Py(x) = My (@, p).

Se sigue de la Proposicion 3.11 inciso (iii) que P, < Gy en
[_17 1]
Pongamos

Yni = Toppy» con 1<i<2k+1.

Como P, satisface las condiciones (3.13)-(3.15),

P,(Yni) = Go(Yns), para i=1,...,2k+ 1.

Esto nos proporciona (3.3). Ademas, dado que ngﬂ genera

una féormula de cuadratura positiva de tipo Gauss en Pgiq
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con nodos y,; (ver Teorema 2.1), se sigue que (3.4) también
se satisface. Luego, por el Teorema 3.5, P, € P, (Gy). Para el
caso p = 0, tenemos que MQ(,SJ?)U(Q:) € Pu(Go).

(ii) Supongamos que n =4k on =4k —1 y sea 0 = xé}cg)
Fijemos P, € P, (Gy), entonces por la Proposicion 3.7 inciso
(1),

) Y U {1} € Z(P, — Gy).

Dado que P, < Gy, se sigue que P, satisface las condi-

ciones interpolantes (3.19)-(3.21). Luego, si n = 4k, entonces
(1,0)
Py = Ry 5.

Por otro lado, si n = 4k — 1, entonces por la Propo-

sicion 3.11 inciso (v), existe p que satisface (3.31) tal que

Rék’g)(%p) < Go(x) en [—1,1]. Asi,
Py(z) = Ry, (x. p).

Hemos verificado las condiciones necesarias de las afirmacio-
nes del inciso (ii).

Veamos la suficiencia. Supongamos que Rgi,’g) (x,p) esta
dado por (3.27) para algin p que satisface (3.31) y pongamos

P(x) = Ry (w, p).
Por (v) en la Proposicion 3.11, para x € [—1,1],
Ry (x,p) < Giola).

Es decir, P, < Gy en [—1, 1]. Ademas, considerando las condi-
ciones (3.19)-(3.21), tenemos que (3.3) se satisface. Finalmen-
te, como PQ(;’O) genera una formula de cuadratura positiva de
tipo Gauss en Py, con nodos

Yn,i = xéﬁ), para 1 <i<2k y yopy1=1

(ver Teorema 2.4), se sigue que (3.4) también se satisface.
Luego, por el Teorema 3.5, concluimos que P, € Py, (Go).
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En el caso p = 0, tenemos que Ré}gg)(x) € Py_1(Gy).
(iii) Supongamos que n =4k on =4k—1ysea f = xg,)fb)
Fijemos P, € P, (Gy), entonces por la Proposicion 3.7 inciso

(ii), tenemos que
{ri i U {1} € Z(P = Go).

Dado que P, < Gy en [—1, 1], se sigue que P, satisface las con-
diciones interpolantes (3.22)-(3.24). Asi, si n = 4k, entonces
0,1
Po(w) = L§ ) (w, p).
Ahora, si n = 4k — 1, entonces por la Proposicion 3.11
inciso (vi), existe p que satisface (3.32) tal que

LYD(x, p) < Gy(x)

para z € [—1,1]. Asi, P,(z) = L;%,? (x,p).

Hemos verificado que las condiciones en inciso (iii) son
necesarias.

Veamos la suficiencia.

Sea Lg,)e’? (x, p) el polinomio dado por (3.28) para algun p
que satisface (3.32) y pongamos

0,1
Pu(z) = Ly (x, p).
Por la Proposicion 3.11 inciso (vi),
LG (w,p) < Gylo), x€[-1,1].

Ademas, las condiciones (3.22)-(3.24), implican que (3.3) se
satisface. Finalmente, dado que PZ(,S’D genera una regla de cua-
dratura positiva de tipo Gauss en Py, con nodos

n=—-1Yy Yniy1= xé?;,li), 1< <2k

(vea Teorema 2.3), se sigue que (3.4) también se satisface.

Asi, por el Teorema 3.5, concluimos que Lg,)e’? (x,p) € P, (Gy).

Notemos que, para el caso p = 0, Lg;’}j) () € Pp_1(Go).
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(iv) Supongamos que n = 4k+1o0n =4k y sea § = xé}clj)

Si P, € P, (Gy), entonces por la Proposicion 3.8 inciso (iv) o
por la Proposicion 3.7 inciso (iii),

T Y U{=1,1} € Z(P, — Gl).

Como P, < Gy en [—1, 1], se sigue que P, satisface (3.16)-
(3.18). Si n = 4k, entonces P, = NQ(;JI) Ahora, sin =4k +1,
entonces por la Proposicion 3.11 inciso (iv), existe un p que
satisface (3.30) tal que

Py(z) = Ng;;y@, p).

Luego las condiciones del inciso (iv) son necesarias.

Para ver la suficiencia, asumamos que Né;;)(x, p) esta da-
da por (3.16) para algtin p que satisface (3.30) y pongamos

1,1
Pu(a) = Ny i (@, p).
Por la Proposicion 3.11 inciso (iv),
(1,1)
NQk,j (:L‘,p) < Ga(l‘), S [_17 1]'

Ademas, las condiciones interpolantes (3.16)-(3.18) implican

que (3.3) se satisface. Como PQ(,i’l) genera una formula de cua-
dratura positiva de tipo Gauss en Py, con nodos

Y1 ==L Ynit1 = QU;C?, 1<i<2k y Yug2=1

(vea Teorema 2.2), se sigue que (3.4) también se satisface. Lue-
go, por el Teorema 3.5, concluimos que Nz(,i;)(x, p) € P (Gy).
En el caso p =0, NQ(,IWI) (z) € Py.

(v) Sean n = 4k + 1y 6 = x%ﬂ,j. Si P, € P, (Gy),
entonces por la Proposicion 3.8 inciso (ii), tenemos que

xgc?r)lz}?ffl U{l} € Z(P, — Gy).
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Ahora, por la Proposicion 3.11 inciso iii), existe p € R que
satisface (3.31) tal que Rgﬁ)l(a:,p) < Gy(x), © € [-1,1]. Por
lo tanto,

Po= By ().

Por otra parte, supongamos que Réz’?r)m(x, p) esta dado
por (3.27) para algin p que satisface (3.31) y pongamos

1,0
P, = R;k—i—)l,j'

Podemos repetir los argumentos utilizados en el inciso (ii),

para concluir que Ré}ﬁ’?r)l i € P, (Gg). La demostracion, para

(1,0)

1, .
el caso, n =4k — 2y 0 = xy, " ; es similar.

(vi) Supongamos que n = 4k + 1y a:g%}r)l’j = 6. Fijemos

P, € P, (Gy), entonces por la Proposicion 3.8 inciso (iii),
{wg?a}r)u}fgrl C Z(P, — Gy).

Por la Proposicion 3.11 inciso iii), existe p € R que satisface
(3.31) tal que Rg%i)l?j(x,p)(x,p) < Gy(x), x € [-1,1]. Por lo
tanto,

0,1
Py(x) = Rék-i-)l,j(‘r? p)-

Como antes, podemos demostrar que
0,1 _
P, = Ry € Py (Gy),

siempre que Rgl)ﬂi)l,j esté definido por (3.27) y p satisfaga

(3.31). La prueba, para el caso, n = 4k — 2 y 6§ = xé%i)l’j

es similar.
(vii) Supongamos que n = 4k—1y sea a:gi)ld = 0. Fijemos
P, € P, (Gy), entonces por las Proposiciones 3.9 y 3.10 inciso
(iv),
{a Y U {11} € 2P~ Go).
Por la Proposicion 3.11 inciso iv), existe p € R que satisface

(3.30) tal que Nz(,i_l)lj(x, p) < Gy(x), x € [—1,1]. Por lo tanto,

1,1
P (x) = Nyh (x, p)
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Hemos obtenido la condicién necesaria.
Veamos la condicion suficiente. Si Néi_l)l ;i(z,p) estd dado
por (3.26) para algun p que satisface (3.30), pongamos

11
P, =Ny .
De la Proposiciéon 3.11 inciso (iv), se sigue que
Ny j(w.p) < Gol),  w € [=1,1].
Ademas, las condiciones (3.16)-(3.18) implican (3.3). Dado

que PQ(;_li genera una férmula de cuadratura positiva de tipo

Gauss en P41 con nodos
(171) ;
y1 = _17 Yit1 = Top_1 4 1<e<2k Y Yok42 = 1

(ver Teorema 2.2), entonces (3.4) también se satisface. Asi,
por el Teorema 3.5, concluimos que N2(11€_1)1] € P, (Gy). La

. 1,1 o
demostracion, para el cason = 4k—2y 0 = xgk_)l ; es similar.

Como NQ(;E)IJ € Py,_o para p = 0, se sigue que Néiﬂj es

el tnico polinomio en Py, ,(Gy).
(07

(viii) Supongamos que n = 4k —1 y sea %k?j) — 6. Fijemos
P, € P, (Gy). Por las Proposiciones 3.9 y 3.10 inciso (i),
{xgl)c{)l,i}?izl C Z(P, — Gy).

Por la Proposicion 3.11 inciso iii), existe p € R que satisface
(3.29) tal que Mz(,?::?) (z,p) < Go(x), z € [-1,1]. Por lo tanto,

0,0
by = MQ(k,j)(‘ra /0)-

Por otra parte, supongamos que MZ(ZZ(;)(x, p) esta dado por
(3.25) para algtin p que satisface (3.29) y sea

0,0
Po(x) = My (. p).
Ahora, por la Proposicion 3.11 inciso (iii),

Mg(gf)(x,p) < Gy(x), para cada x€[-1,1].
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Las condiciones (3.13)-(3.15) implican que (3.3) se satisfa-
ce. Finalmente, como PQ(IS’O) genera una féormula de cuadratura
positiva de tipo Gauss en Py;_; con nodos

y1=—1, Y1 = 35;?52)7 1<i<2k y yorro=1

(ver Teorema 2.1), tenemos que (3.4) también se satisface.
Luego, por el Teorema 3.5, Mégzg) € P, (Gy).

Dado que My, € Py para p = 0, se sigue que My,

es el tnico polinomio en P, ,(Gy). La prueba para el caso
n = 4k — 2 es similar. O]

Observacion 3.3. Para n = 4k + 1, tenemos que P, (Gy)
no es un conjunto singular. Las ecuaciones (3.35) y (3.38)
implican que M (z, 7(m)), M (v, 7(M)), N3P (2, A(m))
y N, q(zfﬁ ) (x, \(M)) son precisamente los puntos extremales de

la familia P, (Gy).

Similarmente, toca ahora analizar los elementos de la me-
jor aproximacion unilateral en el caso en que 6 no coincide
con un cero de algin polinomio clasico.

Para ¢ > 1y 6 € (—1,1), consideremos los siguientes
polinomios:

Ay o(x) = PO () — P;O’O)(Q)P(op)(w) 0 ¢ Z(P(O’O)>
a9 q P(O’O)(Q) q—1 ) q-1 )>
q—1
P (6)
Byo(x) = Pq(l’l)(x) pq(1,1)(0)P‘1(111)($)’ 0 ¢ Z(Pq(i’ll))’
qg—1
P(l’o)(g) 1,0 1,0
ng(x) = Pq(l 0)(I) - Pq(T)(qu(&)(x)? 0 ¢ Z<Pq(*71)>7
q—1
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F"V(0)
P (o)

q—1

0,1 0,1
Dyo(x) = POV (x) - POV(@), 0 z(P2)).

Nos interesan sélo los casos cuando todos los ceros de estos
polinomios son reales, diferentes y se encuentran en el interior
del intervalo (—1,1).

Denotemos por y(070)

qi @ los ceros del polinomio Ay (7). Fi-

jemos j, con 1 < j < ¢y sea Agj € Py,_2 el tinico polinomio
que satisface las condiciones de interpolacion

A Oy =1, (A Y)Y =0, j<i<q, (3.39)

q,t
0 (0,0) 0 (0,0) . .
Ag i) =0, (4, )’(yql )=0, 1<i<yj, (3.40)

A () =0, (3.41)

Sean los puntos yé}i’

mos j, con 1 < 5 < gy denotemos por Bg ; al anico polinomio
en Py, que satisface las condiciones

los ceros del polinomio B, g(x). Fije-

6 ¢, (11) 0 (1,1) . .
B, (i) =1, (B, )'(y% )=0, j<i<gq, (3.42)

B (M =0, (BY)Y(My =0, 1<i<j (343)

By =0, BI(-1)=0 y Bl,(1)=1 (3.44)

7-]

(1,1)
q;t
mos j, con 1 < j < gy sea C'g’j el tinico polinomio en Py,

que satisface las condiciones de interpolacion

Sean los puntos y los ceros del polinomio C, 4(z). Fije-

Oyt =1, €y =0, j<i<q (3.45)

oy =0, (€YW) =0, 1<i<j,  (3.46)

6 ¢, (1,0) 0 _
My =0 y Cl.(1)=1. (3.47)
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Sean los puntos yé?i’l) los ceros del polinomio D, (). Fije-
mos j, con 1 < j < gy denotemos por Df; ; el tnico polinomio
en Py,_1 que satisface las condiciones

DY (yOy =1, (D! .y<y;°;>> =0, j<i<gq, (3.48)

DE Yy =0, (DLW =0, 1<i<j, (349
0 (0,1)y __ 0 _

Dq’j(yq’j ) =0 vy DqJ(—l) = 0. (3.50)

Ademés, sea

5 q r— ya,ﬂ

@, _ q,?

é‘l,j ((L’) - H af a8
i=1i4j Yai T Yai

Asociemos a A’ C’9 ; otros polinomios. Para

q.J° q J?
cada p € R, definamos

A (@, p) = A () + pl — 5,0]0))(4;?;%))2, (3.51)
B (w.p) = oy (@) +p(1 ) o =) (6@, (352)

2
Co (. p) = Coy(@) + p(1 = @) — ") (60 () (3.53)
y

D! D’ 1 — 2Oy (D)’ (354
i@, p) =Dy (x) + p(L+x)(x — ;) Le; () - (3.54)
Notemos que

A i(x, p) € Pag, B (x,p) € Pagy1.

Coi(x,p) €Pyy y Di.(x,p) € Py

Mas ain, A9 (@, p) satisface las condiciones de interpo-
lacion (3.39)—(3. 41) y cada polinomio en Py,_; que satisfaga
estas condiciones puede ser escrito como en (3.51). Afirma-
ciones similares se satisfacen para los polinomios Bgyj(:c, 0),

Cl iz, p) y DS (z, p).
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Teorema 3.13. Para cada r € N, sean {xﬁf‘ﬁ)}gzl los ceros

del polinomio de Jacobi PT(Q’B), con o, B € {0,1}. Fijemos
k e N.

i)

ii)

iii)

Sin=4k y 0 € GQoxy1, entonces
Afpirs con 1<j<2k+1

es el inico polinomio en P, (Gy).
St n=4k —2 y 0 € GQo, entonces
Ag,w-, con 1<j5<2k

es el inico polinomio en P, (Gy).
Sin =4k y 0 € QLog,o, entonces

BYy.;. para 1< j<2k+2
es el unico polinomio en P, (Gy), con 8 = yé}ci)
Sin=4k —2 y 0 € QQLok+1, entonces

ng—lu” con 1<j<2k+1

es el unico polinomio en P, (Gy) y 0 = yé}c’i)m.

Sin=4k+1 y 0 € QRRo,1, entonces
CngJ, para 1<j<2k+1
es el unico polinomio en P, (Gy), con § = yé}cﬂ,j.
Sin=4k —1 y 0 € QRRo1, entonces
Cjy con 1<j<2k+1

es el unico polinomio en P, (Gy), y 0 = yé}cg)
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iv) Sin=4k+1 y 0 € QLRy1, entonces
ngJrLj’ para 1<j<2k+1

. , , _ 0,1
es el inico polinomio en P, (Gy), con 0 = yékJr)lj.

Sin=4k —1 y 0 € QLRo1, entonces
ng’j, para 1<j<2k+1

es el unico polinomio en P, (Gy), con § = yé%?

Demostraciéon. (i) Supongamos que n = 4k y sea

0=yl para 1<j<2k+1.

Fijemos P, € P (Gy). Por la Proposicién 3.7 inciso (v),
{2 Y C Z(P, — Gy).

Dado que P, < Gy en [—1, 1], se sigue que P, debe satisfacer
las condiciones interpolantes (3.39)-(3.41). Asi, existe p € R
tal que

Pn(.CL') = Ag,j(xa P)-

Como deg(P,) < n = 4k, se sigue que p = 0.
Ahora, supongamos que n = 4k — 2 y sea 0 € QGoqy.
Fijemos P, € P, (Gy). Por la Proposicion 3.10 inciso (v),

(Y2 C Z(P, — Gy).

Como P, < Gy en [—1,1], entonces P, debe satisfacer las
condiciones interpolantes (3.39)-(3.41). Asi, existe p € R tal
que

Pn(.CL') = Ag,j(xa P)-

Dado que deg(P,) < n =4k — 2, se sigue que p = 0.
(ii) Supongamos que n = 4k y sea 6 € Lok, 2. Fijemos
P, € P, (Gy). Por la Proposicion 3.7 inciso (vi),

yrVYE, € Z(Py — o).
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Como P, < Gy en [—1,1], se sigue que P, debe satisfacer las
condiciones interpolantes (3.42)-(3.44). Asi, existe p € R tal
que

Dado que deg(P,) < n = 4k, se sigue que p = 0.
Ahora, supongamos que n = 4k — 2 y sea 0 € QLogi1.
Fijemos P, € P, (Gy). Por la Proposicion 3.10 inciso (vi),

{3/2k 11}% e Z(P, — Gy).

Dado que P, < Gy en [—1, 1], se sigue que P, debe satisfacer
las condiciones interpolantes (3.42)-(3.44). Asi, existe p € R
tal que

Po(z) = By, (, p)-

Como deg(P,) < n =4k — 2, entonces p = 0.
(iii) Supongamos que n = 4k + 1 y sea 0 € QRRoxi1.
Fijemos P, € P, (Gy). Por la Proposicion 3.8 inciso (v),

{y2kz+1z}2k+1 C Z(P, — Go).

Dado que P, < Gy en [—1, 1], entonces P, debe satisfacer las
condiciones interpolantes (3.45)-(3.47). Luego, existe p € R
tal que

Py(z) = Cgkﬂ,j(%ﬂ)-
Tomando en cuenta que deg(P,) < n, se sigue que p = 0.

Ahora, supongamos que n = 4k — 1 y sea 6 € QRRoy.1.
Fijemos P, € P, (Gy). Por la Proposicion 3.9 inciso (v),

{y2k }% C Z(P, — Gy).

Dado que P, < Gy en [—1, 1], entonces P, debe satisfacer las
condiciones interpolantes (3.45)-(3.47). Luego, existe p € R
tal que

Po(x) = Cyy (=, p).-
Como deg(P,) <n =4k — 1, se sigue que p = 0.



112 Aproximaciéon en Ly de la funcién de Heaviside

(iv) Supongamos que n = 4k + 1 y sea 0 € QLRojy1.
Fijemos P, € P, (Gy). Por la Proposiciéon 3.8 inciso (vi),

(s YL C Z(P, — Go).

Dado que P, < Gy en [—1, 1], se sigue que P, debe satisfacer
las condiciones interpolantes (3.48)-(3.50), con ¢ = 2k + 1.
Asi, existe p € R tal que

Pu(z) = ngJrl,j(va)’

Considerando que deg(P,) < n, concluimos que p = 0.
Ahora, supongamos que n =4k — 1y 0 € QLRo1. Fije-
mos P, € P, (Gyp). Por la Proposicion 3.9 inciso (vi),

{yse V2 C Z(P, — Gy).

Como P, < Gy en [—1,1], se sigue que P, debe satisfacer las
condiciones interpolantes (3.48)-(3.50). Luego, existe p € R
tal que

Py(x) = Cyy, 5w, p)-

Dado que deg(P,) < n =4k — 1, entonces p = 0. O



Capitulo 4

Operadores polinomiales
para la aproximacion
unilateral en W70, 1]

Para 1 < p < oo, denotamos por
Wyl0,1] = {f: f"V € AC[0,1] y f) € L,[0,1]}.

En este tltimo capitulo construiremos operadores polino-
miales para la aproximacion unilateral en el espacio W] [0, 1].
En particular queremos resolver los problemas siguientes.

1: Construir dos sucesiones de operadores

Any Ny W10, 1] — P,
tales que, para toda f € W0, 1], se tiene que

An(fr2) < f(2) < Anlf,2), 2 €0,1],

||An(f) - )‘n(f)||p7[071} — 0.

2: Encontrar buenos estimados para el error

1A (f) = AP lp.j0. -

113
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Para resolver los problemas anteriores, necesitamos: a) co-
nocer aproximantes unilaterales para la funcién de Heaviside,

0, si te[-1,0]
G(t) = (4.1)
1, si te(01].

Notese que G = G, donde Gy esta dada como en la Definicién
3.1. b) Tener funcionales adecuadas para estimar la velocidad
de convergencia.

En la Seccién 4.1 se presentan algunos resultados relacio-
nados con moédulos de continuidad locales. Dichos moédulos
seran utilizados para estimar la velocidad de convergencia.
En la Seccién 4.2 se construyen polinomios algebraicos para
la mejor aproximacion unilateral de la funcion de Heaviside.
El resultado principal de la secciéon es el Teorema 4.5. En la
Seccion 4.3 construimos operadores A, y A, que resuelven el
primer problema y, ademés, se dan estimados superiores para
el error ||[An(f) = An(f)|lpo,1)- En la Seccion 4.4 presentamos
algunas generalizaciones. En la Secciéon 4.5 comparamos nues-
tros resultados con los dados por Lenze y Hristov e Ivanov
(ver [20], [14] y [15]).

4.1. Mobdulos de continuidad locales

Para t > 0, el moédulo local de continuidad de una funcién
2m-periddica g, en un punto x, se define como

w(g, x,t) =sup{lg(r) —g(s)| :r,s € [x —t,z+t]}. (4.2)

Este modulo esta bién definido siempre que g sea una funcion
acotada.

Los mo6dulos locales de continuidad han sido utilizados por
distintos autores para estimar la velocidad de convergencia
de algunos procesos de aproximacion (por ejemplo, ver [15]

y [33]).
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Sea F': R — R la funcién 2m-periddica tal que

1, si xr € (—7/2,7/2),
F(x) = (4.3)
0, si ze€|-mnl\(—7/2,7/2).

En toda la seccion asumimos que F' esta definida como en
(4.3).

Para los resultados de esta seccidén necesitamos las nota-
ciones siguientes:

J= (—%%) [=[-mx]\J

Para t > 0, pondremos

2 2
0
I(t) = [—7?,—5—1-25} U |:—t—|——,71':| )
1, si xe€l(t),
i(x,t) =
0, si z¢I(t)
Yy
1, si xzeJ(t),
j(x,t) =
0, si =¢J(t).
Como es usual, denotaremos
Bs(z) = {yeR:[z—y|<d}
y

dist(A,B) = inf{|z —y|:x € A, y € B}.

Observacion 4.1. Parat =0, [(0) C Iy J = J(0).
Parat>0,1 CI(t)y J C J(t).
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Proposicion 4.1. Six € [—m, 7] yt > 0, entonces

w(F,z,t) =w(F, —x,t) (4.4)

w(F,z,t) = j(x,t) i(x,0) +i(z,t) j(x,0). (4.5)

Demostraciéon. Como F' es una funciéon par, es claro que
w(F, —x,t) = w(F, z,t).

Para ver (4.5) consideraremos varios casos.
Caso 1. Supongamos que = € I. Si x € [—7, —7/2], enton-
ces
T
t—7r§x—|—t§t—§<t.

Asi,
0, si t<dist(x,J),
w(F,z,t) =
1, si t>dist(x,J),

0, si t<dist(z,J),

1, si ¢ <dist(zx,J),

{1, si t > dist(z, J),

0, si t>dist(x,J),

jla,t) =

i(x,t) =
(z,0) =1 y j(z,0) =0.

Esto prueba la igualdad.

Caso II. Supongamos que x € J. Como = ¢ 1(0), de acuer-
do con la definicion de la funcion 4, i(z,0) = 0. Asi, solo resta,
verificar que

w(F,x,t) =i(z,t) j(z,0).

En caso que 0 < x < %, entonces

)

<o —t<l 4o
— x_ —_— — —
= =7 2
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0<t§x+t§g—|—t.
Asi, x € J(t)

0, si t<dist(x,I),

w(F,x,t) =
1, si t>dist(z, 1),
0, si t<dist(x,1),
i(x,t) =
1, si t>dist(z,]),
y j(z,0) =1

Por lo tanto w(F, x,t) = j(x,t)i(z,0)+i(z,t)j(x,0). O

Proposicion 4.2. Para cualesquiera x,y,u € R,

[F(z) = F(y)| < w(F,y, |ul) + w(F,z +u, |z —y|). (46)

Demostracion. Como F' es una funcién 27-periddica, po-
demos suponer que x,y € [—m, 7.

Como F(z) =10 F(z) =0, para todo z € R, es claro que
| Pla) - F(y) |< 1

Por otro lado, segtn la definicion de w(F), -, -), cualquiera
seaz € Ryv>m/2

w(F, z,v) = 1.

Consideraremos dos casos: si € J (respectivamente ),
entonces y € I (respectivamente J).

Caso I. Asumamos quex € Jyy e [

Si |u| > dist(y, J), se sigue de la definicion de w que
w(F,y,u|l) = 1, luego se cumple (4.6). Si |u| < dist(y, J),
entonces w(F,z + u,|z — y|) = 1. Verifiquemos esta afirma-
cion. Notese que y+u €l y

r4+u—|r—yl <yt+turtut|v—y
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Ademas, como |u| < dist(y, J) < |z — y|, tenemos que
rtu—|r—yl<zx<z+u+|r-—y
Segun lo anterior,
rytue{zeR:|z—(z+u)| <|z—yl}

y, por definicion, concluimos que w(F,z + u, |z —y|) = 1.

(b) Supongamos que x € [ y y € J.

Si |u| > dist(y, I), como antes, sabemos que se cumple
(4.6).

Veamos que w(F,z + u, |z —y|) = 1, si |u] < dist(y, I).
Notese que y +u € Jy

r4u—|r—yl <yt+tur+ut|z—y
Ademas, dado que |u| < |z — y|, también se tiene que
r+u—lz—yl<z<zt+u+|z—yl
Luego
rytue{zeR:|z—(z+u)| <|zx—yl}

y, por definicion, concluimos que w(F,z+u, |r—y|) =1. O

4.2. Aproximantes unilaterales para
la funcién de Heaviside

En esta seccion construimos polinomios algebraicos de gra-
do no mayor que n para la aproximacion unilateral de la fun-
cién de Heaviside G definida en (4.1). El resultado principal
se da en el Teorema 4.5.

Para cada n € N, sea

2si 2( 8 ) (n+2)t 2
Kn(t) = i TL+2 < COS(T) ) )

n+ 2 cos(;35) — cost
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sit#+r/(n+2),y

K, (+ s :n—i—2.
n+ 2 2

La funcién K, se conoce como el nucleo de Fejér-Korovkin.
Se sabe que K, es un polinomio trigonométrico positivo
par de grado n que puede ser escrito en la forma

K,(t)=1+2 Zn: 0, (k) cos kt, (4.7)

donde, para 1 < k < n,

. 7r(k+1) . 7T(k—1)
Hn(kf> _ (TL —k+ 3) Sln(n—+2) - (n —k+ 1) Sln(n—JrQ> |

2(n+2) sin(nLH)

En particular,

0,(1) = cos ( T ) (4.8)

n-+ 2

1 s
2 ) .

Ko (f)dt = % / "R (t)dt = 1. (4.9)

El lector puede encontrar en (ver [9, p. 79-80]) las demos-
traciones de las propiedades de K, indicadas més arriba.

Mas adelante necesitaremos el resultado siguiente.
Proposicion 4.3. Para cada n € N, se tiene que

7T2

% /0 LK (1)dt < et (4.10)

Demostraciéon. Se conoce que, para t € [0, 7],

t<_ t
— <sin|-—-|.
T 2

Utilizando la desigualdad de Hoélder y (4.9), obtenemos

%/OW LR (1)t < /Oﬂ sin (g) Ko (t)dt
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“sin (
< (/Oﬂ sm< )2Kn(t)dt> " (/OW Kn(t)dt) v
_ <7T /0 “sin (%)QKn(t)dt> "

Por otra parte, considerando (4.7), (4.9), el hecho que los
cosenos son ortogonales y (4.8), se tiene que

\/w/owsinQ(g)Kn(t)dt: \/g /Oﬁ(l—cost)Kn(t)dt

) VELOVE,{#)dt

N | —+

S—

DN |

Teorema 4.4. Para x,u,t € [—m, 7| yn € N, definamos

Uz, t,u) =w(F,z+t,|u]) +w(F z+u,l|t]),

T, (F,x) = 4%# /_7r /_7r [F(x+t)—U(z, t,u)] K, (t) K, (u)dtdu

Yy

TH(F,z) = 4%2 / i / :[F(x+t)+U(x,t,u)]Kn(t)Kn(u)dtdu.
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Se tiene que T, (F),T.F(F) € T, y son funciones pares
tales que

T (F,x) < F(z) <TH(F, x), x € [—m, 7] (4.11)

Y
ITHE) =Ty (Pl € . (412
n n 1,[—7’(,71'] f— n+ 2 *
Demostracion. Como, para k € Z,
w(F, z,t) = w(F, z+ 2km, t), (4.13)

tenemos que
™

4T (F.2) = 2 / Flo+ ) Ky (6)dt

—T

_ /” (/W Ww(F,z+1, \u|)Kn(t)dt) Ko (u)du

_ /: </W w(F,z+u, |t|)Kn(t)dt) K (u)du
P /_ : Fla+ t) K, (£)dt—
9 /_ﬂ (/_i w(F,z+1, |u|)Kn(u)du> K (t)dt.

No es dificil verificar que

2 /7r F(z +t)K,(t)dt = 2r* + SWi (—1)’“(—2;91(21/; —1)

—Tr

y_2/7r (/W w(F.z +1, |u])Kn(u)du) Ko (t)dt =

—T —Tr

—Tr

= —47r/ w(F, x, |ul) K, (u)du — BWZAan(kJ) cos kx
k=1
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—8m Z B0, (k) sin kx,
k=1
donde
T+
Ak:/ w(F,y, |u]) cos kydy
Yy

T+
Bk:/ w(F,y, |ul) sin kydy.

—T

Asi, concluimos que T, (F) € T,,.
De manera similar se verifica que T,/ (F) € T,,.
Por (4.4), w(F,x —t, |u|) = w(F,—x + t,|u|) y dado que

Fr—t) = F(-z+1),
se sigue que
T, (Fz) =T, (F,—z) y T,(Fz)=T/(F ~x).

Esto es, la funciones anteriores son pares.
De la Proposicion 4.2 se sigue que

Fz) < Flo+t) + w(F, z +t, |ul) + wF, @+ u, [t])

=F(x+1t)+ Uz, t,u).

De aqui que

F(z) = ﬁ /W (/W F(m)Kn(t)dt> K, (u)du

—T —T

~ 4r2 |

=TH(F, )

™ —T

< L[ UW (Flz+1) + U(x,z,u))Kn(t)dt] Koy (u)du

y esto prueba la segunda desigualdad en (4.11).
La primera se demuestra de forma similar.
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Procedamos a estimar ||T,] — T}, ||1,(—r . Por la Proposi-

cion 4.1,

/ w(F,x,\t|)dazz2/ w(F,z, |t])dz
0

—T

_ 2/{: (3] £ 1) iC.0) + G| ) G, 0))

/24|t
2/ de —4)t). (4.14)

/21t

Por otra parte,

L Uﬁ w(F.z +u, !t|)Kn(t)dt] Ko (u)du

_1r (/ w(F.x +u, |t|)Kn(t)dt) Ko (u)du.

us - —m
Considerando el Teorema de Fubini, (4.9),(4.13) y (4.14),

obtenemos
N, =Ty |1, j=mom

L (L ([ s maon) o)
L (i) o] o
J (] o] s
P / ( / :@U(F,x, |t|)dx> K, (t)dt
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- 167r/ tK,(t)dt.
0
Luego, por (4.10),
16 (7 872
T =T hicem = — [ tK,(t)dt < .
[
Para £ =0,1,..., sea
Cr(x) = cos(karccos(x)), (4.15)

el k-ésimo polinomio de Chebyshev. Para las propiedades de
los polinomios de Chebyshev (ver [22, p. 30-32]).

Teorema 4.5. Sea G dada por (4.1). Si para cada n € N y
cada x € [—1,1], definimos

P (G,x) =T, (F,arccosx)

P (G,x) =T} (F,arccosx),
entonces P, (G), P (G) € Py,

Py (G2) £Gla) < PI(Goa), w€[-11] (416)
Yy 42
IPHE) = P (@)l <

Demostraciéon. Para cada z € [—1,1], sea
t =arccosz, te€l0,m7].

Como
P, (G,x) =T, (F,t)

y, segtn el Teorema 4.4, T, (F) es un polinomio trigonomé-
trico par de grado no mayor que n. Si ponemos

T, (Ft) =ao+ Z ay cos(kt),
k=1



Aproximacion de funciones diferenciables 125

y t = arc cos x, entonces

P (G,x) =T, (F,arccosz) = ag + Z ay, cos(k arc cos x)
k=1

= Qo -+ Z aka(a:),
k=1

donde CY es el denominado polinomio k-ésimo de Chebyshev.
Luego P, (G) € P,,.

De forma similar se verifica que P/ (G) € P,,.

Por otro lado se sigue de (4.11) que

P (G,x) =T, (Ft) < F(t) = G(z) < T, (F,t) = P (G, z).
Esto demuestra (4.16).

Finalmente, como los polinomios 7= son pares (ver Teo-
rema 4.4), considerando el cambio de variables x = cost, de
(4.12) obtenemos

|PA(G) = Py (G110 = / |TH(F,t) — T (F,t)| sin tdt
0
1 ™
< 5/ |TH(E,t) — T, (F,t)|dt
A7
< .
T n+2

4.3. Aproximacion de funciones
diferenciables

En este apartado, construiremos nuevos operadores poli-
nomiales para la aproximacion unilateral de funciones diferen-
ciables y presentaremos un estimado superior para el error del
proceso aproximativo.
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En el Teorema 4.5 vimos que, dada la funciéon de Heaviside
G (ver (4.1)), podemos fijar dos sucesiones de polinomios { P, }
y {Qxn}, con P,,Q, € P, tales que

Po(t) < G(t) < @n(t),  tel-1,1] (4.17)

= ||Qn — Pall1,-11) — 0. (4.18)

Para cada n, utilizando los polinomios P, y (), vamos a
construir dos operadores de la manera siguiente.
Paran € N, f € W}[0,1] y € [0,1], sean

M(foa) = £0)+ [ (Pale =010~ Que — 0107 ())
’ (4.19)

Alfia) = FO)+ [ (@ulo =00~ Pale = 0f () d
’ (4.20)

donde, como es usual,

g+(x) =max{0,g9(x)} y g-(2)=max{0,—g(x)}.
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El teorema que sigue es el resultado principal de esta sec-
cion.

Teorema 4.6. Fijemos p € [1,00), n € Ny P,,Q, € P,.
Supongamos que P, y Q, satisfacen (4.17)-(4.18).

Sif € WPI[O, 1] y las funciones A\, (f) y An(f) estdan defi-
nidas como en (4.19) y (4.20), entonces

M) An(f) € P,
M) < f(2) € Alf,2), € 0,1]
Y
mas{ 1 = (Dl 1 = AnlF)llpion b < allFllons

donde o, = ||Qn — Fyl[1,1-1,1]-
Demostracion. Es facil verificar que
An(f), An(f) € Py
Verifiquemos la desigualdad A\, (f,x) < f(z). De (4.17) se

sigue que

%M@§f®+ACWHﬂﬁ@ﬁ—ACWHOﬂ®ﬁ

=ﬂ®+AG@—Mﬁ®—f®W
= f(0) + /1 G(r — t)f’(t)dt

=ﬂ®+(ff®ﬁ=f@)

Con argumentos similares se verifica que f(z) < A, (f, z).

Para estimar la norma, empecemos con algunos calculos.
Utilizaremos la funcién G definida en (4.1). Se tiene que, para
cada x € [0, 1],

[f(@) = Aa(fs2)] = f2) = An(f )
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/ F(t)dt — / (@ — 0)F () — Qule — ) (1)]dt
_ / (Gl = 1) (1) = Palx = ) f1 (1) + Qulx — ) f (1))t
/0 (Gl — 1) — Pl — 1) £4(8)

H(Qulz — 1) — Gz — ) f (D)t
< / (Qulz — 1) — Py — 1) £/(D)dt.

Para simplificar, denotamos por

Ri(y) = Qnly) — Paly) 2 0.

Si p = 1, utilizamos el Teorema de Fubini para obtener la
desigualdad

15 =2l < [ ([ @R~ i) do
[ri([ -
/If </ Ry ( )dy)dt

< [1r0r( [ Rty a
(o) ([ o)

= 1 Ballv -1y 1o = e (1 1.
Lo cual prueba la desigualdad deseada

Sil < p< oo, se sigue de la desigualdad de Holder y el
Teorema de Fubini que

(17 = 2Dlson)” < [ (/ PR - t)dt)pdx
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- [ ([ - siria) a
([ raonin) (] i)
[ mwaw)” [ ([ 1rerne - ) w
)" [rer ([ ne )
[ Rn<y>dy)p_1 e ([ r)
(f rwa)™ [rer ([ rwa)a:

IN

Por lo tanto,
1f = Aa(Dllpoa) < nllfl]po,11-
Similarmente se calcula el estimado para la expresion
L = A ()l o
O

En el teorema anterior los polinomios P, y @), eran arbi-
trarios. En particular, podemos utilizar a los aproximantes de
la funcién de Heaviside que construimos anteriormente.
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Corolario 4.7. Fijemos p € [1,00), n € N y consideremos
los polinomios P, (G), Pf(G) definidos como en el Teorema
4.5.

Si f € W}[0,1] y los polinomios \,(f), An(f) estdn de-
finidos por (4.19) — (4.20) con P, = P, (G) y Q. = P (G),
entonces

47

max{]1 = Mn(Pllpsoass I1f = Ao} <~ 1 pjo

Demostracion. Se sigue del Teorema 4.5 que P,,Q, € P,,

P,(z) < G(x) < Qn(x), x € [-1,1]
472
- P i < .
HQn nHl,[ 1,1] > n+2
Como f € VVp1 [0, 1], se sigue del Teorema 4.6 que
An(f)s An(f) € Py,
Ml frz) < flo) < An(f, ), ©€0,1]

y

472

n+2

max{||f — An(F)llpo.0); [1f = A (F)lp o} < £ 1p.10.11-

]

Observacion 4.2. El método de construccion dado en el Co-
rolario 4.7, proporciona un estimado de la velocidad de conver-
gencia que es similar al que se puede lograr utilizando la mejor
aproximacion de la funcién de Heaviside (salvo una constan-
te). Notemos que, esta tltima elecciéon tinicamente mejora la
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constante en el estimado. Pero, encontramos algunos proble-
mas. Los polinomios de la mejor aproximacion unilateral en
el espacio L;[—1,1] no son unicos. Ademas, como se demos-
tré en el Capitulo 3, estos polinomios se obtienen mediante el
proceso de interpolaciéon de Hermite en los ceros de algunos
polinomios de Jacobi. Luego, una construccion de este tipo es
mas complicada que la propuesta en el corolario.

4.4. Algunas extensiones

En esta seccién, construiremos un teorema para aproximar
funciones con derivadas de orden superior. Por ello considera-
remos el espacio W0, 1].

Definamos los operadores siguientes: para cada f € L[0, 1],
sea

I(f,a:):/:f(s)ds, x € [0,1].

Si f € WE0,1] y el operador A, : W}[0,1] — P, esta dado
como en (4.19), definimos

Voo(f,z) = I(An(f’),x> A (f — I(An(f’)),a:>, € [0,1].

Notese que f/ € WH0,1] y f — I(A\.(f")) € W0,1], luego la
funcion V,, »(f) esta bien definida.
Ahora, para r > 2, si f € WJ[0,1] y « € [0, 1], definimos

Vr(F:2) = 1(Vira (), 2) + M (f = 1(Visa (1), ).

Teorema 4.8. Sean p € [1,00) y r > 1 fijos. Para cada
feWr0,1], se tiene que V,, . (f) € Prypy,

Vor(f,x) < f(x), para cada z € ]0,1]

f = Var (I)pj0,1 < (an)er(T)“pJO,l]a
donde o, estd definido por (4.18).
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Demostracion. Para demostrar este hecho, aplicaremos el
principio de induccién matematica.
Caso r = 2. Fijemos f € W2[0,1] y sea

h(z) = f(x) — I[\(f",x)], para x€]0,1].

Como f € WZ[0,1], f € W}[0,1]. Luego A\, (f") € Py
h € W10,1]. Se sigue que \,(h) € P,.

Por otro lado, como A\, (f") € P, y I(A.(f')) € Ppyq. He-
mos verificado que V;,2(f) € Pp11.

Segiin el Teorema 4.6

M (F =10 ) < f@) = I(A(f)ox), zeo1)
Luego, para z € [0, 1],

Vaal£.2) = I(Aa(f),2) + M (f = IOW()), @) < f(2).
Del Teorema 4.6, se sigue

1f = Va2 (Dllpoa) = [[h = A (R)]]pjo1]
S Oéth/Hp,[O,l]
< | f = A () pjo1]
< ()1 |p0.11-

Hemos demostrado el Teorema en el caso r = 2.
Caso general. Supongamos que el resultado es cierto para
algin r, con r > 2. Esto es, V,,.(f) € Ppyr_1,

Vor(fox) < f(x), para =z €][0,1]

1 = Var (Dllpoy < (@) 170

Segiin el Teorema 4.6, tenemos que

Mo(f = 1Var(F))o2) < fla) = 1(Var (F),2), @€ 0.1]
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Luego
Vrsa(£.2) = IV (£ @) 4+ 2 (f = 1(Van () @)
< flx), xel01]
1],

Para cada = € [0, 1], sea

H(z) = f(@) = I(Vao (/). ).
Por el Teorema 4.6 y la hipotesis de induccioén,
1 = Vara(Dllpjoa) = [H = Xa(H)[p o1
< an|[H'l[p,o.1
< anl[f" = Var (F) o,

< () M o,
O

Ahora, presentamos otra construccion de operadores. Pe-
ro, para simplificar, inicamente lo haremos para el caso de la

segunda derivada.
Consideremos la funciéon G* : R — R dada por

0, t>0
—t, t<0

y fijemos dos sucesiones de polinomios {P,1} y {Qn1} con
Po1,Qna € P, tales que

Poa(t) < G*(t) < Qualt), te[-1,1] (4.21)

y
Bn = ||Qn1 - Pn,1||1,[—171} — 0.

Para cada z € [0,1] y f € W7[0, 1], definamos

At (f, ) = F(0) + f'(0)z + /0 Poa(t — )P (t)dt
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- / 1 Qui(t — z) P (t)dt
0

Aa(foz) = F0) + F(0) + / Qua(t — 2) 12 (1)t

- / 1 Por(t — 2)f@ (t)dt.
0

Verifiquemos la desigualdad A, 1 (f,z) < f(x). Se sigue de
(4.21), utilizando integracion por partes, que

Malf2) < £0) + FO) + [ 6 (= )P oy

- /1 G*(t — 2) fP(t)dt
= £(0) + f(0)z + / Gt — o) (f2 (1) — fO )t

— F(0) + F(0) + / G (t — ) fO(t)dt

0

= 5O+ O~ [ (=)0

— £(0) + / "t = fa).

Con argumentos similares se verifica que f(z) < A, 1(f, z).
Como en la Seccion 4.4 se puede demostrar que

p

1F = Aa(F) oo = ( [ 1w =2tz x>|pdx)

< Ball £ lpo.1-
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4.5. Comparacion de resultados

En esta ultima secciéon vamos a exhibir otras sucesiones
de polinomios que satisfacen las condiciones (4.17) y (4.18)
y comparar nuestros resultados con los dados por Lenze y
Hristov e Ivanov.

4.5.1. Operadores de Lenze

Sea BVa,b] la familia de las funciones ¢ : [0,1] — R
de variacion acotada. Para g € BV|a,b], V (g, [a, b]) denota la
variacion total. Cuando [a,b] = [0, 1], consideramos la funciéon

V(g,x) =V(g,|0,z]), x € [0,1]. (4.22)

En [20], Lenze construy6 una sucesion de operadores pa-
ra la aproximacion unilateral como sigue: Para t € [—1,1],
definamos

hn(t) = ay, /_t (1— &))" td¢ — %(1 — " (4.23)

1

H,(t) = a, /t (1—&)1de + %(1 — )", (4.24)

-1

donde a,, = (f_ll(l — 52)”*1d§> 71.

Se verifica que, si G es la funcion en (4.1), entonces
hi(t) < G(t) < Hp(t) y Iy, Hy, € Poy,
Para f € BV|0,1], se definen
1 1
eullie) = FO)+ [ oo = 05t = [ Hoa - (1)
0 0

y

o, (f, ) = f(0) +/01 H,(z — t)dfa(t) — /01 ho(z — £)df (2),
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donde

folw) = V() + F@) o) = 5V(F2) — F(@)

y las integrales se consideran en el sentido de Reimann-Stielt-
jes.

Para presentar el resultado fundamental de Lenze necesi-
tamos definir el moédulo promedio de continuidad. Dada una
funcion acotada g : [0, 1] — R, para x € [0,1] y t > 0 se define

(g, 1)p = (/01 (w(g, M))pdw) l/p,

donde w(g, z,t) esta definido en (4.2).

Teorema 4.9. Sea f € BV[0,1]. Si o, (f,z) y ©,.(f, x) estin
definidas como mds arriba, entonces

on(f, ) < flo) < Ou(f, @), z €[0,1],

y existen constantes positivas Cy y Cy tales que si 1 < p < 00
yn > 2, entonces

e (Vi) %) < 19,(7) = n(Dlly < Cor (V) %)

donde V(f) estd definida como en (4.22) y la norma se con-
sidera en L,[0,1].

Dado que las funciones h,,, H, satisfacen (4.17) y (4.18),
estas se pueden utilizar en la definiciéon de los operadores pre-
sentados en (4.19) y (4.20). Mostraremos que, en este caso, la
velocidad de convergencia dada en el Teorema 4.6 es similar
a la obtenida por Lenze.

Corolario 4.10. Sean p € [1,00) fijo y n € N. Para cada
f € W}0,1], consideremos los polinomios Aan(f) y Aan(f)
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definidos por (4.19) y (4.20) con Py, = hy, y Qo, = H,, res-
pectivamente. Se tiene que Ao (f), Aon(f) € Pan,

>‘2n(f> .CE) < f(ilj’) S A2n(f7 ZL’), YIS [O’ 1]7

T
4n + 2

max{ |1 = Aaa(llps I1f = Aol DIy} < 17115

donde la norma se considera en L,|0,1].

Demostracion. Por Teorema 4.6 Ginicamente necesitamos
un estimado para am,. Por (4.23) y (4.24) tenemos

1

1
Qop = ||Hn - hn”l,[fl,l} = / (1 - ?f)ndy = 2/ (1 - yz)ndy
0

-1

_ /01(1 - z)"%.

In:/ol(l—z)”%.

Pongamos

Notemos que

[a-orfe [a-ama-0%
=1, 1— /01 Vz(1—2)" dz
1

=dp_1+ §[n

De aqui que, para cada n € N,

2n
n - —]n—l-
(2n+1)
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De forma similar se verifica que, para cada n > 2,

(2n — 2)

Ly =2
T 2n—-1)

I, .

Repitiendo este proceso, concluimos que
2n(2n —2)(2n —4)...2 s
Qop = S .
2n+1)(2n—1)...3 dn + 2

Observaciéon 4.3. Se conoce que si f € €0, 1], entonces
f € BVI[0,1]. Por otro lado, si 0 < s <r < s+,

[ V() =V(Es) =LV s D) [ e = s) < e

Luego

O

w(V(f),z,t) < [If][t

T(V(f), ), < If]IE.
Del teorema de Lenze obtenemos

19.(F) = (Pl < Cor (v<f>, %) <Gl

Este estimado es comparable al dado en el Corolario 4.10.

Observacion 4.4. Hay algunas diferencias entre el Teorema
4.6 y el resultado de Lenze.

1.- El Teorema 4.6 se aplica en el espacio VVp1 0,1] y el
Teorema 4.9 se aplica a funciones en BV[0,1]. Esto es, los
dominios de los operadores no coinciden.

2.- Lenze incluye un resultado inverso. Nosotros no hemos
encontrado, hasta ahora, resultados inversos.

3.- Para nuestra construcciéon necesitamos conocer las par-
tes positivas y negativas (ff y f.) de las derivadas de las
funciones. En la construccion de Lenze se necesita calcular la
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funcion variacion total V(f, x). Para funciones con derivadas
continuas y pocos cambios de signo, las funciones f', f’ y
V(f, ) se calculan de forma similar. Recuérdese que, si f’ no
cambia de signo en el intervalo [a, b], entonces

b
V(£ [a.b]) = / | F2) | da.

4.- ;Qué ventajas tienen nuestros resultados comparados
con los de Lenze? Cuando se aproximan funciones con deriva-
das continuas, los operadores de Lenze dan un estimado del
order 1/4/n, mientras que, como se aprecia en el Corolario
4.7, nuestros resultados dan el orden 1/n.

4.5.2. Construccion de Hristov e Ivanov

Hristov e Ivanov en [14] construyeron operadores para la
aproximacion unilateral. En particular, se di6 una construc-
cion para el caso periddico y se incluydé una nota donde se
dice que las ideas utilizadas por los autores se pueden modi-
ficar para construir operadores en el caso no periédico. Pero
no se realiza la construccion especifica (ver la observacion 5.4
en [14]).

En [15] Hristov e Ivanov propusieron otra construccion.
Para presentar estos resultados necesitamos algunas notacio-
nes previas.

Fijemos un entero n. Para 7 =0,...,n — 1, sea

T— (27 + Dm
un = —
5J 2/’7/
y

.4 .4
oy ) (sm n(u— ;)  sin®n(u+ uy,,)
#ng(1) = sin (4n sin(u — u,;)/2  sin*(u+ u,;)/2

Es claro que cada funcién ¢, ; es un polinomio trigonomé-
trico positivo par de grado 4n — 2. Se puede verificar que

png(0) 2 1, para we [TUEDT ToiT)
n n
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Para « € [—1, 1], definamos
F, ;(z) = pn j(arccos z). (4.25)

Sea C,, el n-ésimo polinomio de Chebyshev (ver (4.15)).
Se conoce que los ceros de C), son

Typ,j = COSUp j, 0<y3<n—1

En lo que sigue fijamos un entero positivo r. Se desean
construir operadores que permitan obtener acotaciones en tér-
minos del médulo 7 de orden r.

Para simplificar, pongamos k = 2r + 1. Sea

1 2k -1
%:</ ((Jn(U)) du) : 0<j<n-—1.
-1 U—an,j

Ahora, definamos

Puorle) = 1= [ (O—“‘)> i

-1 U—Tna

)

Paral <j<n—2, sea

P . = i\
e = [ (2 ) "

v Ch(u ok
e [ (5 Y
-1 \U = Tnj+1
Finalmente, sea

. C (u 2%
Pn,nfl,r<x) = Tn-1 / <#) du.
—1 U — Tpn-1

Denotemos por BM|0, 1] el espacio de todas las funciones
f :[0,1] — R medibles y acotadas.
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Dada una funcién f € BM[0,1]y 0 < j <n—1, sea R;(f)
el polinomio de grado r — 1 de la mejor aproximaciéon para f
en [, ;, Tnj+1] (en norma uniforme). Esto es,

Hf - Rj(f)H[wn,j,wn,jH} - pl,er]le;L Hf - PH[ﬂﬁn,jwn,jH]' (4'26)

Pongamos

n—1
Qur(f. ) =Y Pojs(®)R(f, ). (4.27)
7=0

Definicién 4.1. Fijemos r € N. Para n € N se define los
operadores

f;T : BM[0,1] — C[0,1]

mediante la expresion

n—1
e (F2) = Qoo (fr2) £ Foi (@) = QualHlliwn o]
7=0

para f € BM[0,1], donde las F, ; estan definidas en (4.25).
En [15] se demuestra los resultados siguientes.

Teorema 4.11. Sir € Ny f € BMI0,1], para cada n € N
se tiene que Q (f) € Parin)n-1)+r ¥

Qu,(fi2) < fl2) < Q,(fi2), w€l01].

Teorema 4.12. Para cadar € N y 1 < p < o0, existe una
constante C(r,p) tal que, si f € BM[0,1] yn € N, entonces

15 () — Qs (D)llpioy < Clrp), (ﬁ 1) .
p,[0,1]

n

Observacion 4.5. El resultado fundamental de [15] es pa-
ra funciones de varias variables. Aqui hemos presentado una
version simplificada para funciones de una variable.
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Observacion 4.6. En la tesis no demostramos resultados
nuevos con moédulos de orden superior. Pero el Teorema 4.8, se
puede utilizar para tales fines (mediante técnicas de interpo-
lacién). Por otro lado, para funciones f € W;[0, 1], se conoce
que

1 1
- ( / _> < O£ o
n p,[0,1] n

Para estas funciones el estimado presentado en el Teorema 4.8
es similar al dado por Hristov a Ivanov.

Observacion 4.7. Desde nuestro punto de vista, los opera-
dores construidos aqui son mas simples que los de Hristov e
Ivanov. De hecho, segtn las ecuaciones (4.27) y (4.26), para
conocer los polinomios Q;f,.(f) es necesario determinar previa-
mente ciertos polinomios de la mejor aproximacion uniforme.
Como se sabe, esto tultimo es una tarea muy dificil.
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En el trabajo, damos condiciones necesarias y suficientes
para garantizar la existencia de féormulas de cuadratura po-
sitivas con un grado maximo de precisién. Estas nos son de
utilidad para identificar todos los puntos donde los elementos
de la mejor aproximaciéon unilateral interporpolan a la fun-
cion de Heaviside Gy. En particular, para § = 0 (G = Gy)
construimos dos sucesiones de operadores polinomiales para
la aproximacion unilateral de funciones diferenciables via po-
linomios algebraicos en el espacio L,. El estimado para el error
de aproximacién es dado con una constante explicita.

Los aportes fundamentales en esta tesis se pueden resumir
como sigue:

(i) Se obtuvo un resultado que resume o da respuesta al
Problema 3 véase el Teorema 2.12. Los Teoremas 2.14, 2.15,
2.16 y 2.17 junto con 2.18 nos ayudan identificar todos los
puntos en (—1, 1) donde los polinomios de la mejor aproxima-
cién unilateral interpolan la funciéon de Heaviside.

(ii) En el Teorema 3.12, se muestran explicitamente los
elementos de la mejor aproximaciéon para la funcion Gy de
acuerdo con las proposiciones (3.7), (3.8), (3.9) y (3.10).

(iii) En el Teorema 4.6 exhibimos los operadores polino-
miales para la aproximacion unilateral de la funcién de Hea-
viside. Por otra parte, el método de construccion dado en el
Corolario 4.7, proporciona un estimado de la velocidad de
convergencia que es similar al que se puede lograr utilizando
la mejor aproximacion de la funcion de Heaviside (salvo una
constante).

143
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Parte de los resultados presentados aqui se publicaron en
los trabajos [2], [7] v [8].

Por supuesto, quedan algunas preguntas por responder.
Por ejemplo, si denotamos por R|0, 1] a la familia constituida
por las funciones Riemann-integrable en [0, 1].

Problema: Encontrar, de forma explicita, aproximantes
unilaterales para las funciones en el espacio R[0,1]. En otras
palabras, construir dos sucesiones de operadores

Ay Ay R[O, 1] — P,

tales que, para cada f € R[0,1],

(1)
M (f,2) < f(z) <A (f,z), para todo z € [0,1],

(i)
T [[An(f) = (Do) =0

Problema: Construir buenos aproximantes unilaterales
para las funciones truncadas. Para § € (—1,1) y r € Ny,
la funcién truncada de order r se define como

(x—=0)", si x>0,
0, siox <.

Notese que (z — 0) es la funcion de Heaviside.
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