BENEMERITA UNIVERSIDAD AUTONOMA DE PUEBLA

FACULTAD DE CIENCIAS FISICO MATEMATICAS

POSGRADO EN CIENCIAS MATEMATICAS

ALGUNAS CARACTERIZACIONES DE
LOS OBJETOS DE LAS CATEGORIAS DE
ACCIONES SOBRE MONOIDES

T E S I S
QUE PARA OBTENER EL GRADO DE:

MAESTRO EN CIENCIAS
MATEMATICAS

PRESENTA!:

LUIS ANTONIO HUERTA SANCHEZ

ASESORADO POR:

DR. CARLOS ALBERTO LOPEZ ANDRADE

PUEBLA SEPTIEMBRE 2025







DR. SEVERINO MUNOZ AGUIRRE
SECRETARIO DE INVESTIGACION Y
ESTUDIOS DE POSGRADO, FCFM-BUAP
PRESENTE:

Por este medio le informo que el C:
LUIS ANTONIO HUERTA SANCHEZ

estudiante de la Maestria en Ciencias (Matematicas), ha cumplido con las
indicaciones que el Jurado le sefial6 en el Coloquio que se realizé el dia 29 de agosto
de 2025, con la tesis titulada:

ALGUNAS CARACTERIZACIONES DE LOS OBJETOS DE LAS CATEGORIAS
DE ACCIONES SOBRE MONOIDES

Por lo que se le autoriza a proceder con los tramites y realizar el examen de grado
en la fecha que se le asigne.

ATENTAMENTE.
H. Puebla de Z. a 3 de septiembre de 2025

T2 NSedk

DR. RAUL ESCOBEDO CONDE
COORDINADOR DEL POSGRADO

EN MATEMATICAS.
Facultad Av. San Claudio y 18 sur, edif. FM1
de Ciencias Ciudad Universitaria, Col. San
Fisico Matematicas Manuel, Puebla, Pue. C.P. 72570

(222) 229 55 00 Ext. 7550 y 7552




II



A mi pequefia familia: José Luis, Maria Dolores , Guillermina, Karina, Eduardo y Enrique...

“El hombre que tiene conciencia sufre mientras reconoce su pecado. Ese es su castigo”
-Fiodor Dostoievski.



v



AGRADECIMIENTOS

Durante estos dos ultimos afos he experimentado una de las etapas mas complicadas de mi
existencia. Sin embargo, también tuve la fortuna de coincidir con personas que permitieron
que no transitara por todo esto yo solo. Todos aquellos a quienes a continuacién menciono
me regalaron experiencias Unicas e increibles, y gracias a ellos es que estoy aqui. Asi que
este trabajo, y el esfuerzo que implico llevarlo a cabo, esta dedicado con afecto a ustedes:

= Antes de todo, agradezco a mis padres José Luis y Maria Dolores, y a mis hermanos
Karina y Eduardo, por el soporte que me han brindado durante toda mi vida.

s A Cristina Medel y Daniela Torres, gracias por su amistad desde el primero hasta el
ultimo dia de esta travesia. Sin duda, su presencia suavizo este dificil recorrido. Son
las personas mas amables y empaticas que he podido conocer. Gracias por habernos
apoyado mutuamente y gracias por ensefiarme, con su ejemplo, a comportarme mejor
con las demas personas. Aprecio profundamente la confianza que han depositado en
mi y gracias por refrendarme que yo también puedo confiar en ustedes. En especial,
agradezco enormemente a Cristina Medel por su amistad y apoyo durante el ultimo
semestre, y sobre todo por haber escuchado, con empatia y respeto, mis problemas una
y otra vez casi hasta el hartazgo sin juzgarme aun cuando ella lidiaba con sus propios
asuntos. Quiero que sepan que les deseo lo mejor de la vida y ojala mantengamos una
larga amistad. Gracias por todo, siempre pueden contar conmigo.

= A Adriana Gonzalez Quiroz, quien fue alguien mas que especial en algin momento de
este periodo de mi vida, y aunque su presencia ya no forma parte de mis dias, seria un
acto injusto omitir aqui su nombre. A ella, le agradezco profundamente por cada una
de nuestras experiencias compartidas, por haberme hecho compaiiia, por mostrarme
su mundo y compartirlo conmigo, por dedicarme bastante de su tiempo, por las tardes
de videojuegos, aventuras, comida y helados, por los paseos en su vehiculo motoriza-
do, por ensefiarme que mi cumpleafios siimporta, por los actos genuinos y lindos hacia
mi persona, por pintar de color verde mis dias mas grises y por ser el rayo de sol que
apareci6 después de la tormenta. Con toda certeza, este fue uno de los vinculos mas
significativos que pude construir durante esta etapa, y a pesar de su inexorable final
guardaré con mucho carifio, y como tesoros invaluables, a todos nuestros recuerdos
juntos. jMil millones de gracias Adri, eres una maravillosa persona!

A%



CAPITULO 0. AGRADECIMIENTOS

A Juan Ortiz y Wenceslao Leén. Amigos, gracias por todas las aventuras nocturnas,
por tomarme en cuenta y por las platicas sobre la vida. Son los mejores.

A los profesores Juan Alberto Escamilla y Carlos Guillén, les agradezco por su noble
labor como docentes y por habernos tratado a todos sus alumnos con amabilidad y
respeto. Infinitas gracias por sus palabras de aliento y por su apoyo cada vez que lo
he requerido. Son una gran fuente de inspiracion para mi y para muchos estudiantes.

A aquellos amigos con los que por una u otra razén no fue posible convivir como yo
hubiera deseado, pero que sin embargo, cada vez que los encontraba manteniamos
conversaciones interesantes. En particular agradezco a Javier Meneses, José de Jesus
Saez Macegoza y Netzalin Sarabia Ramos.

A mi asesor Carlos Alberto Lopez Andrade, le agradezco por todos estos afios de tra-
bajo académico, pero mas que eso, gracias por las platicas en su cubiculo sobre varios
aspectos de la vida cotidiana y por animarme a creer mas en mi mismo y en mis ha-
bilidades. Gracias por las galletas, por la confianza depositada, por los consejos, por
compartirme su experiencia, por la amistad, por la guia y por darme en todo momento
la libertad de estudiar y explorar sobre aquellas cosas que a mi me parecen dignas e in-
teresantes en lugar de adoctrinarme en cosas que no me atraen. Gracias por atreverse
a indagar sobre mis ideas aunque a veces los temas que involucran no formen parte de
su experticia. Ha sido muy divertido aprender juntos sobre la marcha. Muchas gracias
por todo profesor.

A cada uno de los miembros del jurado revisor de esta tesis: Fernando Vilchis, Juan
Angoa, César Cejudo y Agustin Contreras, muchas gracias por sus acertadas observa-
ciones hacia mi trabajo y por el interés hacia este. También, les ofrezco una disculpa
por el tedio que les pudo generar leer tanta cantidad de texto. Particularmente, agra-
dezco al Dr. Fernando Vilchis por todas las preguntas que hizo con respecto a mi
trabajo, y de las cuales han surgido interesantes problemas.

Al CONAHCYT, hoy SECIHTI, gracias por la beca otorgada durante mis estudios de
maestria. Ojala que las instancias gubernamentales de este pais se hagan realmente
conscientes de que las ciencias son un pilar fundamental de cualquier sociedad.

VI



INTRODUCCION

Dado un anillo R con unidad 1z, un R—moédulo izquierdo es un grupo abeliano M para el
que hay una funcién - : R x M — M tal que para cadar,s € Ry m,n € M se verifica
que:

L. r(m+n)=rm+rmn
2. (r+s)m=rm+sm
3. (rs)m =r(sm)

4. Ilpm=m

Es bien sabido que el anillo R induce un par de categorias, a saber las categorias 7—mod
y mod— R compuestas de todos los R—mddulos izquierdos (derechos) junto con todos los
R—morfismos de modulos izquierdos (derechos) respectivamente. Las propiedades de los
objetos de estas categorias estan estrechamente relacionadas con las propiedades del anillo
R, de hecho, pueden plantearse preguntas del tipo: ;como tiene que ser un anillo R para
que todos los objetos de R—mod cumplan con tal propiedad? y viceversa, ;jqué propiedades
deben tener todos los objetos de R—mod para que el anillo R cumpla con tal propiedad? Las
respuestas a tales cuestionamientos se concretan a menudo obteniendo resultados como los
siguientes:

Teorema. 0.0.1. (Proposicion 5.2.16. de [11]) Los siguientes enunciados son equivalentes para
un dominio entero R:

1. R es de ideales principales.
2. Todo subméddulo de un R—médulo libre es libre.

Teorema. 0.0.2. (Proposicion 5.2.15. de [11]) Los siguientes enunciados son equivalentes para
un anillo R:

1. R es hereditario izquierdo.

2. Todo submoédulo de un R—madulo proyectivo es proyectivo.
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CAPITULO 0. INTRODUCCION

Teorema. 0.0.3. (Proposicion 6.4.7. de [11]) Los siguientes enunciados son equivalentes para
un anillo R:

1. R es semisimple.
2. Todo R—moddulo es semisimple.

etcétera. Lo anterior deja en claro que el uso de los mddulos es una herramienta importante
para deducir propiedades de un anillo, a la vez que ayudan a definir nuevas clases de ani-
llos. Por otra parte, dentro del marco de la Teoria de Grupos se encuentra el concepto de
(G—conjunto. Mas precisamente, dado un grupo GG, un G—conjunto es un par (X, *) com-
puesto de un conjunto no vacio X y una funciéon * : G x X — X tal que para cada
g,h € Gycadazr € X,exxz = xygx(h*xx) = (gh)* x. Los G—conjuntos son ob-
jetos utiles desde luego en el algebra, como por ejemplo, son ttiles para exhibir resultados
fundamentales sobre grupos finitos, como los Teoremas de Sylow. Estos objetos no solo son
utiles en el algebra, también resultan interesantes dentro de otras areas de las matematicas
como la topologia, donde se explora el concepto de grupo topoldgico de transformaciones.
Ahora bien, después de todo este preambulo podemos formularnos la siguiente pregunta:
;qué obtenemos si en lugar de hacer accionar a un anillo sobre un grupo abeliano o a un
grupo sobre un conjunto hacemos accionar a otra estructura algebraica mas débil, como un
monoide, sobre un conjunto no vacio? Lo que se obtiene, desde luego, es un objeto al que
se le llamara S'—accion, y que de hecho, seran los objetos de estudio del presente trabajo.
Asi, una S—accion es una especie de generalizacion de los conceptos de modulo sobre un
anillo y el de accion de un grupo sobre un conjunto, donde reemplazamos a un anillo o gru-
po por un monoide y a un grupo abeliano por un conjunto no vacio. Al igual que con los
anillos, resulta que un monoide S inducira un par de categorias cuyos objetos seran todas
las S—acciones izquierdas y todas las S—acciones derechas, respectivamente, y en analogia
con el caso de los anillos y sus moédulos las propiedades de las S—acciones estaran estre-
chamente relacionadas con las propiedades del monoide S.

Con respecto a los objetivos por los que este trabajo nacié se puede decir lo siguiente: pre-
tendemos continuar con el estudio algebraico de los semigrupos y monoides iniciado en la
licenciatura, donde se tuvo la oportunidad de estudiar a este tipo de objetos a través de su
estructura interna (véase [8]). Asi que este trabajo de tesis tiene como primer objetivo llevar
a cabo un estudio de los monoides pero ahora por medio de la estructura de sus acciones,
en realidad, segin [3], el problema de clasificar monoides a partir de la estructura de sus
acciones se conoce como clasificacion homoléogica de monoides. Por lo tanto, el enfoque del
presente trabajo queda enmarcado dentro de este contexto. Como objetivo secundario se
pretende ofrecer un texto donde las personas interesadas en estos temas puedan consultar
informacion que les pueda ser de utilidad. De hecho, parece ser que hay poca literatura de
facil acceso sobre la materia, a excepcion de la referencia [3]. Creemos que hemos alcanzado
tales objetivos.

En cuanto a los resultados obtenidos podemos mencionar lo siguiente: una parte de este
trabajo esta basado en la referencia [3], de manera que algunos resultados que aqui se en-
cuentran fueron tomados de ahi. Por otra parte, una rapida mirada a la bibliografia hara
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CAPITULO 0. INTRODUCCION

notar que la mayoria de libros consultados son sobre anillos y sus médulos. Como se men-
ciono antes, parece ser que existen pocos libros de texto que traten con monoides y sus
acciones, asi que hemos superado esta carencia encontrando inspiracion en resultados exis-
tentes sobre anillos y moédulos para después, tratar de establecer si algunos de estos siguen
siendo validos también para el caso de los monoides y sus acciones, por lo que muchos de
los teoremas obtenidos en esta tesis han encontrado su origen de los existentes para anillos
y moédulos. Los resultados restantes han sido producto de la investigaciéon y necesidades que
escribir este trabajo requiri6. Por otro lado, el trabajo esta compuesto por 10 capitulos de
los cuales el primero ofrece todos los conceptos y resultados sobre categorias y monoides
que son utilizados con mas frecuencia a lo largo de la tesis, y que si bien tal capitulo podria
haberse omitido, se incluye para hacer del escrito lo mas autocontenido posible. El segundo
capitulo sirve como una introduccion en si a la materia principal del trabajo. Destacamos a
los capitulos 3, 4, 6, 7y 8, y los describimos brevemente a continuacion: en el tercero, explo-
ramos el concepto de sucesion exacta de morfismos de acciones y tratamos de establecer si
algunos resultados sobre sucesiones exactas de morfismos de modulos son también validos
cuando se trata sobre morfismos de acciones, encontrando que mientras algunos se replican
sin dificultad, otros son mucho méas complicados de establecer o resultan no ser validos. En
el cuarto, estudiamos a las acciones completamente reducibles, que son el analogo, en accio-
nes, a los moédulos semisimples. Aqui replicamos con éxito, al caso de las acciones, algunos
de los teoremas existentes para modulos semisimples. En el sexto, basandonos en los con-
ceptos de modulo Noetheriano y Artiniano, definimos el concepto de acciéon Noetheriana
y Artiniana, e igual, tratamos de reproducir para las acciones, algunos teoremas existentes
para esta clase de modulos. El séptimo capitulo lo dedicamos a las acciones libres, destacan-
do a los Teoremas 7.2.2 y 7.4.13. Por ultimo, en el octavo capitulo, se establece el concepto
de accion simétrica, las cuales son acciones donde de cierta forma, se verifican teoremas
como el orbita-estabilizador y el Teorema de Frobenius. Cabe mencionar que la gran parte
de resultados que se encuentran en los capitulos mencionados son propios del autor, y se
desconoce si ya se encuentran publicados o establecidos en otras fuentes bibliograficas.
Los capitulos 9 y 10 estan basados en [3], y lo que hacemos nosotros es ofrecer pruebas pro-
pias y detalladas sobre los resultados que ahi se encuentran, ademas de agregar una buena
cantidad de resultados propios, entre los que destacamos a los teoremas de las secciones so-
bre otros criterios de proyectividad y monoides hereditarios. También, se ofrece una prueba
completa y detallada sobre un resultado de Isbell con respecto a monoides perfectos, y ade-
mas se afiaden resultados propios sobre como construir monoides perfectos. Vale la pena
destacar que todos los ejemplos (o contraejemplos) que se ofrecen en todo el texto son pro-
pios del autor. Mencionamos también que en varios de los resultados obtenidos hacemos
uso del Lema de Zorn, por lo que se supone valido el Axioma de Eleccion. Para concluir, es
preciso destacar que a pesar de que este trabajo ha sido revisado exhaustivamente por un
comité de sinodales, debe ser claro que todos los errores que aun pudieran permanecer en
el presente escrito son responsabilidad entera del autor.

IX



CAPITULO 0. INTRODUCCION




NOTACION

A continuacion se ofrece una lista con la notaciéon que sera usada con mas frecuencia a
lo largo del trabajo. Para obtener la definicién precisa de alguno de estos simbolos puede
recurrirse al indice alfabético.

SaS

numeros naturales.

numeros naturales incluyendo al cero.

numeros enteros.

numeros racionales.

numeros reales.

enteros modulo n.

cardinalidad del conjunto X.

monoide.

el monoide S al que se le ha afiadido un cero.

en general, denotara al neutro de un monoide S.
inverso de a.

conjunto de idempotentes de un monoide.

ideal izquierdo generado por a.

ideal derecho generado por a.

ideal bilatero generado por a.

conjunto de funciones de X en si mismo.
S—accion izquierda.

S—accion derecha.

S—accion regular izquierda.

S—accion regular derecha.

(S, T')—biaccion.

A es isomorfa a B.

coleccion de todas las posibles S—acciones sobre X.
representaciones de S por transformaciones de X.
representaciones unitarias de S por transformaciones de X.
B es subaccion de A.
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Stab(z)

Hom(A, B)
TTB(A)
Cotrp(A)
Hom(A,_)
Get

Set*

S — Act
Act — S

subaccion generada por X.
subaccion ciclica generada por a.

morfismo, S—morfismo o funcidn.

inclusiéon de A en B.

imagen de la funcién f.

S—congruencia Kernel.

S—congruencia imagen.

diagonal en X.

S —congruencia inducida por la subaccion X.
coleccion de todas las S—congruencias en A.
S—accién cociente.

S—congruencia generada por X.

S—accion cero.

elemento cero de A.

nucleo de f.

X (0Y) es sumando directo de A.

coleccion de todas las subacciones simples de A.
coleccion de todas las subacciones 0—simples de A.
zoclo de A.

zoclo subcero de A.

S—accion libre.

S—accioén colibre.

rango de la accion libre A.

S—accion producto.

S—accion coproducto (o suma directa).
producto de morfismos.
coproducto de morfismos.

soporte de f.

elementos de [[ A; cuyo soporte tiene a lo mas un elemento .
iel

oOrbita de x.

estabilizador de .

puntos fijos de s.

coleccion de todos los morfismos de A en B.

traza de A en B.

cotraza de A en B.

funtor Hom inducido por A.

la categoria de conjuntos.

la categoria de conjuntos no vacios.

la categoria (o la clase) de todas las S—acciones izquierdas.

la categoria (o la clase) de todas las S—acciones derechas.
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(S — Act)y — lacategoria (olaclase) de todas las S—acciones izquierdas con un unico
elemento cero.

S — Acty — lacategoria (o la clase) de todas las S —acciones izquierdas con un Gnico
elemento cero y un elemento anulador.

Rep(S, A) — lacategoria de representaciones de S por objetos de A.
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CAPITULO 1
PRELIMINARES

1.1. Categorias

Se presupone que el lector conoce el concepto de categoria, categoria opuesta, diagrama con-
mutativo, funtor, monomorfismo, epimorfismo, seccidn, retracciéon, productos, coproductos
etc. A partir de eso, y con el fin de hacer de este escrito lo mas autocontenido posible, en
el presente capitulo se introducen las definiciones y resultados categéricos que seran esen-
ciales en la parte principal del trabajo. Sobre la notacidn, en todo el texto Ob(A) y Mor(.A)
denotaran, respectivamente, las clases de objetos y morfismos de una categoria dada A y
Hom(A, B) denotara la coleccion de todos los morfismos de A en B. Ademas, la composi-
cion de dos morfismos f y g (siempre que tenga sentido) se denotaréa por g f. Se supondra a
lo largo de todo este capitulo que los objetos y morfismos de los que se haga mencién per-
tenecen a una misma categoria dada .A. Para mas informacion sobre Teoria de Categorias,
el lector interesado puede consultar la referencia [7] sobre cosas no definidas aqui.

1.1.1. Igualadores y coigualadores

«
Definicion 1.1.1. Un igualador para los morfismos X Y es un morfismo E—= X

g
con las siguientes propiedades:

1. am = PBm

2. Para cada morfismo E' —— X tal que ax = (B existe un tinico morfismo B/ —— E
que hace conmutativo al diagrama




CAPITULO 1. PRELIMINARES

El concepto dual al anterior es el siguiente:

(0%
Definicion 1.1.2. Un coigualador para los morfismos X Y esun morfismo Y —— D

con las siguientes propiedades:

1 eax=ef3

2. Para cada morfismo Y —2= D' tal queyor = yf3 existe un iinico morfismo D —> D'
que hace conmutativo al diagrama

Todo igualador es cancelable por la izquierda y todo coigualador es cancelable por la derecha.

Proposicién 1.1.3. Si un morfismo E —"= X es igualador (coigualador) de algin par de
morfismos, entonces este debe ser un monomorfismo (epimorfismo).

(0%
Demostracion. Suponga que el morfismo m es igualador de los morfismos X Y ysean

u
A E un par de morfismos tales que mu = muv. Puesto que m es igualador de o y
v

se tiene que a(mu) = a(mv) = (am)v = (Bm)v = B(mw) ie, a(mu) = B(mv). De esta
tultima igualdad se desprende que existe un tinico morfismo A —— E que hace conmutar
al diagrama

Observar que ambos morfismos u y v hacen conmutativo al diagrama anterior y en con-
secuencia, de la unicidad de r se sigue que u = r = v. Puede concluirse asi que m es un
monomorfismo. Para exhibir que un coigualador debe ser un epimorfismo se procede de
manera analoga. O

Proposicion 1.1.4. Suponga que los morfismos Y —== D son coigualadores de los mor-

e/

D/

(e

fismos X Y . Entonces existe un unico isomorfismo D oD tal que ¢’ = 1e. En
B

particular D = D'
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Demostracion. Puesto que e y ¢’ son coigualadores de a y 3, entonces existen tinicos mor-
fismos 1 y ¢ que hacen conmutativos a los siguientes tridngulos:

Dy Y ¢ D'

Esto es, e = ¢¢’ y €/ = te. De ahi que idpe = ¢ = (¢py)e y idpe’ = ¢ = (Yo)e ie,
idpe = (py)e y idpe’ = (1@)e’. De esto tltimo y de que e y ¢’ son epimorfismos (pues
son coigualadores) se concluye que idp = ¢ y idp: = ¢. Por consiguiente ¢/ es un
isomorfismo y el resultado se sigue. ]

Un resultado similar también se verifica para igualadores:

Proposicion 1.1.5. Suponga que los morfismos E  son igualadores del par de mor-
El — X

(0%

fismos X Y . Entonces existe un unico isomorfismo E S que m = m/vy. En
g

particular E = F'.

Demostracion. Analoga a la demostracion de la proposicién anterior. [

f
Ejemplos 1.1.6. 1. Sea Get la categoria de conjuntos y sea X Y un par de fun-
9

ciones. Si E := {x € X | f(z) = g(x)}, entonces la funcién inclusion E—— X es
igualador de [ y g. En efecto, esta claro que fu. = gu. Por otra parte, si F’ o X es
una funcion tal que fh = gh, entonces para cada a € E' sucede que f(h(a)) = g(h(a))

y por lo tanto h(a) € E. De ahi que tiene sentido considerar a la funcion E' —— E
definida por r(a) := h(a). No es dificil ver que el diagrama

es conmutativo. Ahora bien, si E' —— F es una funcién tal que h = ul, entonces
para cada a € E', r(a) = h(a) = «(t(a)) = t(a) ie r(a) = t(a). Por consiguiente
r=tyasi E“~= X es igualador de f y g. Para construir un coigualador, sea R :=
{(f(z),g9(x)) |z € X} ysea pg la relacién de equivalencia sobre Y generada por R ie,

7



CAPITULO 1. PRELIMINARES

pr es la interseccion de todas las relaciones de equivalencia sobre Y que contienen a R.
Denotemos por [a] a la clase de equivalencia dea € Y con respecto de la equivalencia pg

y considere a la funcion Y —— pLR definida por w(a) := [a]. Entonces 7 es coigualador

de f y g. En efecto, si x € X, entonces (f(z),g(x)) € R C pgr y por consiguiente
[f(z)] = [g(x)], o lo que es lo mismo w(f(x)) = 7(g(x)). Por lo tanto 7f = mg.
Sea Y —= 7 wuna funcién tal que sf = sg. Entonces para cada v € X, s(f(x)) =
s(g(x)) y en consecuencia R C Ker(s) '. De ahi que pr C Ker(s) y asi del Teorema
de homomorfismo para funciones (véase Teorema 1.4.35. de [8] ) se sigue que existe una
unica funcion s que hace conmutar al diagrama

Por lo tanto 7 es coigualador de [ y g.

f
2. Sea Brp la categoria de grupos y G H un par de morfismos de grupos. Sea £/ :=
g

{r € G| f(x) =g(x)} y E¥—=G la funcion inclusion. No es dificil ver que E es un
subgrupo de G (y por lo tanto un grupo) y que v es un morfismo de grupos. Se tiene que
ft = gty ademas, si E' "~ G esun morfismo de grupos tal que fh = gh, entonces
puesto que f, g, h e v son en particular funciones, del ejemplo anterior se deduce que
existe una unica funciéon E'—— E que hace conmutativo al diagrama

Tal funciénr esta dada porr(a) := h(a). Observar que como h es un morfismo de grupos,
entonces r es también un morfismo de grupos. En consecuencia ¢ es igualador de f y g.

f
3. Sea b la categoria de grupos abelianos y G H wun par de morfismos de grupos
9

abelianos. Se definen las funciones G g y G—2H por medio de las reglas

(f+9)(x) = f(x)+g(x) y(—g)(x) := —g(x) respectivamente. Se tiene que f + g y
—g son morfismos de grupos, pues si x,y € Gz, entonces

!Si f : A — B esuna funcion, el Kernel de f se define como Ker(f) := {(x,y) € AxA| f(z) = f(y)}.
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De lo anterior, tiene sentido considerar al morfismo de grupos f —g. Se tiene que Im(f—g)
es un subgrupo de H, mas aiin, puesto que H es abeliano, entonces Im(f — g) < H

y por lo tanto puede considerarse al grupo cociente %f_g) y al morfismo de grupos

T H— % dado porm(h) := Im(f — g) + h. Veamos que 7 es coigualador de f

y g: observe que para cada x € G, f(x) —g(z) = (f — g)(x) € Im(f — g). Por lo tanto
Im(f = g) + f(z) = Im(f = g) + g(«) ie 7(f(z)) = 7(g(x)). De ahi que 7 f = 7g.
Sea H —= K un morfismo de grupos abelianos tal que sf = sg. Entonces para cada
x € G ocurre que s(f(x) — g(x)) = 0, o lo que es lo mismo s((f — g)(x)) = 0. Por lo
tanto Im(f —g) < Nu(s)?, y como Im(f — g)< H, del primer teorema de isomorfismo

de grupos se sigue que existe un unico morfismo de grupos 5 que hace conmutativo al
diagrama

Por consiguientew : H —» ﬁ es coigualador de f y g.

%Si f : G — H es un morfismo de grupos, al conjunto Nu(f) := {z € G| f(x) = 0} se le llama niicleo

de f.
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1.1.2. Pullbacks y Pushouts

Definicion 1.1.7. Un pullback (o jalador) para los morfismos A es un par de mor-
f
fismos E —"= A con las siguientes propiedades:

v

B

1. El diagrama

E 2 A
v f
B X

es conmutativo.

2. Para cada par de morfismos E'—2—= A tales que fp = gq existe un tinico morfismo

)

E'—~ F que hace conmutativo al diagrama

£’ P
N
Nt
N
) u
E A
q
v f
B X

El concepto dual de pullback es el pushout y es definido como sigue:

10
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Definicién 1.1.8. Un pushout (o empujador) para los morfismos X LA esun par de

|

B
morfismos A con las siguientes propiedades:
u
1. El diagrama
x—L .4
g u
B - D
es conmutativo.
2. Para cada par de morfismos A tales que pf = qg existe un tinico morfismo
p
B —q> D,

D —>= D' que hace conmutativo al diagrama

x— 7 .4

Proposicion 1.1.9. Supongaque FE—— A y E'—= A son pullbacks para los morfismos

|
B B
A . Entonces existe un tnico isomorfismo E' —— FE tal que o« = ur y 3 = vr. En

|+
particular E = F'.

11



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Demostracién. Puesto que F—— A y E'—*= A son pullbacks para f y g, se siguen

I

entonces un par de hechos: el primero, que existen Unicos morfismos r y s que hacen con-
mutativos a los siguientes diagramas:

/
E\ o y E\ u
\\r \\s
AN AN
E - A E' = A
B
v f B f
B 7 X B 7 X

El segundo, que los morfismos idg e idg/ son los tnicos morfismos que hacen conmutativos
a los diagramas:

1) U y £’ a
\\—Zd’f\ \N
AN AN
N N
E z A E' = A
v f B !
B— B— X

Ahora bien, de la conmutatividad del primer par de diagramas se sigue que u(rs) = (ur)s =
as = u mientras que v(rs) = (vr)s = s = v, ademas, a(sr) = (as)r = ur = ay

B(sr) = (Bs)r = vr = B ie, los diagramas

/
E\ u Yy E\ «
N\ Ts N ST
N N
h u X (6%
— A E' A
v B
v f B f
—FX B———X

son conmutativos. Por consiguiente rs = idg y sr = idg/. Asi r es un isomorfismo y la
proposicion se sigue. O

12
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Teorema. 1.1.10. Suponga que cualesquiera dos objetos de A tienen un coproducto y que
cualesquiera dos morfismos con el mismo dominio y codominio tienen un coigualador. Entonces
cualquier par de morfismos con el mismo dominio tiene un pushout.

Demostracion. Sea X ——= A un par arbitrario de morfismos en .A. De la hipétesis se tiene
:
B
que los objetos Ay B tienen un coproducto, asi, sea { A —> P, B —>— P } un coproducto
i1 f
para A y B. Ahora bien, el par de morfismos X P tiene un coigualador, digamos
i2g

P —"=(@Q . De que w es coigualador de i, f e i5g se sigue que w(i; f) = w(izg), o bien que
(wiy) f = (wis)g. De ahi que el diagrama

x—1 4 (1.1)
g wiy
B Q@

wiz

es conmutativo. Veamos que el diagrama (1.1) es un diagrama pushout: en efecto, suponga
que los morfismos v : A — Rywv : B — R son tales que uf = vg. Puesto que

{A—"-P B-2- P} es coproducto para A y B, existe un tnico morfismo ¢ que hace
conmutativos a los diagramas

A L R y B d R (1.2)

e, u = @iy y v = @ig. De esto se desprende que uf = (pi1)f y vg = (pi2)g, pero
uf = vg, luego ¢(i1f) = ¢(iag). Ahora bien, de esta ultima igualdad junto al hecho de
que w es coigualador de 71 f e 729 se desprende que existe un tinico morfismo ) que hace
conmutativo al diagrama

P d R (1.3)

ie, ¢ = Yw. Entonces y(wir) = (Yw)ir = pis = uy P(wiz) = (Yw)i = piz = vy por
consiguiente el diagrama

13
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wig

es conmutativo. Finalmente, sea {2 : () — R un morfismo tal que u = 2(wi;) y v =
2(wis). Entonces u = (2w)iy y v = (2w)iy y por consiguiente 2w hace conmutativos a
los diagramas (1.2). Asi, la unicidad de ¢ implica que ¢ = (2w, pero de esto ultimo se sigue
que {2 hace conmutativo al diagrama (1.3) y en consecuencia, la unicidad de ¢/ garantiza que
{2 = 1. Por lo tanto el diagrama (1.1) es un diagrama pushout. O]

1.1.3. Generadores y cogeneradores

Definicion 1.1.11. Si A es una categoria, se dice que G € Ob(.A) es un generador si para

f

cada par de morfismos A B con f # g, existe un morfismo G M A tal que fh #
g

gh. Dualmente, se dice que C' € Ob(A) es un cogenerador si para cada par de morfismos

!
A B con f # g, existe un morfismo B L C tal que hf # hg.
9

Teorema. 1.1.12. Sea A una categoria.

1. Si A tiene coproductos, entonces G € Ob(.A) es generador si y solo si para cada objeto A

existe un conjunto I y un epimorfismo [[G—— A.
iel

2. Si A tiene productos, entonces C' € Ob(.A) es cogenerador si y solo si para cada objeto A

existe un conjunto I y un monomorfismo A——[[C .
iel

Demostracion. Solo se probara el primer inciso, debido a que el segundo se sigue por dua-
lidad. Suponga que G es un generador y sea A € Ob(.A) arbitrario. Considere al conjunto
I := Hom(G,A) y para cada i € I hagase G; := G. Como A tiene coproductos, sea

{ G— [IG }f , coproducto para la familia (G;);c;. De esto se sigue que para la fa-
i€l €

milia de morfismos { G-1-4 } existe un unico morfismo ¢ tal que para cada f € [
fel
el diagrama

14
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G f A (1.4)

of ©

/
[1G
iel
es conmutativo i,e, para cada f € I, f = pos. Veamos que ¢ es un epimorfismo: en efecto,

u
—_— . .
sean A B un par de morfismos tales que uy = vp. Si ocurriera que u # v, entonces
v

como GG es generador, existe un morfismo » : G — A tal que uh # vh. Ahora bien,
observe que h € I := Hom(G, A), y ademas el diagrama (1.4) es conmutativo para cada
elemento de I, en particular, para h ocurre que h = @oy,. Asi, de la igualdad up = v se
sigue que u(poy) = v(poy) y por consiguiente uh = wvh, lo que contradice que uh # vh.
Por lo tanto © = v y en consecuencia ¢ es un epimorfismo. Y viceversa, suponga que para
cada A € Ob(A) existe un conjunto / y un epimorfismo [[G —— A . Veamos que G es un
il
f

generador: sean A B un par de morfismos con f # g. Suponga, a manera de llegar a
g

un absurdo, que para cada h € Hom(G, A), fh = gh. Ahora, por hipoétesis, para el objeto
A existe un conjunto / y un epimorfismo [[G ——— A . Para cada i € I hagase G; := Gy
iel

sea { G—2 [1G } un coproducto para la familia (G;);c;. Observe que para cada j € [
i€l Jel

el morfismo composicion G & []G —— A pertenece a Hom(G, A) y por consiguiente
i€l
para cada j € I ocurre que f(po;) = g(po;) o bien, que (fy)o; = (gp)o;. A partir de esto,

W)Uj—WB} .Deque{GLHG} es
jeI jer

considere a la familia de morfismos { G
icl

un coproducto para (G;);c; se sigue que existe un Gnico morfismo ¢ tal que para cada j € 1
el diagrama

a (fe)oj=(gp)o; B (1.5)

gj /1/;
/
111G
1€l

es conmutativo. Por otra parte, es claro que los morfismos f¢ y gy hacen conmutativos a
cada uno de los diagramas (1.5), de forma que la unicidad de ) implica que fo = 1 = gy

15
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i,e, fo = gy, y al ser ¢ un epimorfismo, entonces f = g, pero esto contradice a que f # g.
Este absurdo surgié del hecho de suponer que para cada h € Hom(G, A), fh = gh. Por lo
tanto existe h € Hom(G, A) tal que fh # gh 'y en consecuencia GG es un generador. ]

1.1.4. Categorias concretas

Definicion 1.1.13. Si X es una categoria, una categoria concreta sobre X es un par (A,U),
donde A es una categoria yU : A — X es un funtor fiel. Una categoria concreta sobre Get
es llamada constructo.

Definicion 1.1.14. Sean (A, U) una categoria concreta sobre la categoria X y X € Ob(X).

1. Un morfismo estructurado con dominio X es un X —morfismo X —f>Ll(A) con A un
objeto de A.

2. Un morfismo universal sobre X es un morfismo estructurado con dominio X, digamos
U: X — U(A), con la siguiente propiedad:

Para cada morfismo f : X — U(DB), existe un tinico A—morfismon : A — B que
hace conmutativo al siguiente diagrama:

3. Un objeto libre sobre X es un objeto A € Ob(A) para el cual existe un morfismo universal

U:X — UA).

1.1.5. Objetos proyectivos

Definicién 1.1.15. Se dice que un objeto P de una categoria A es proyectivo si para cada epi-

morfismo B —2~C' ycada morfismo P —2~ C existe un morfismo (3 que hace conmutativo
al diagrama

P
s
v
/3//
Y o
v
v
¥
B C
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Teorema. 1.1.16. Los siguientes enunciados son equivalentes:
1. El axioma de eleccion.
2. Todo conjunto es un objeto proyectivo en Get.

Demostracion. 1) =—> 2) Suponga el axioma de eleccion y sea P un conjunto arbitrario. Si

.. . g .z ’
P = (), entonces es claro que para cada funcion sobreyectiva B —— C' la funcién vacia ¢
hace conmutativo al diagrama

De ahi que P = {) es proyectivo. Si P # (), sean B—2~C y P —%>(C funciones con g
sobreyectiva. Para cadap € P sea X, := {b € B|g(b) = a(p)}. Observar que como a(p) €
C'y g es sobreyectiva, entonces existe b € B tal que g(b) = a(p), y en consecuencia cada X,

es no vacio. Asi que por el axioma de eleccidn, existe una funciéon 5 : P — [J X, tal que
peP
para cada p € P, f(p) € X,. Ahora bien, como | J X, C B, entonces puede considerarse a
peEP
3 como funcién de P en B. M4s atin, como para cadap € P ocurre que $(p) € X, entonces

9(B(p)) = a(p) y por lo tanto o = gf3. De ahi que el diagrama

es conmutativo y por consiguiente P es proyectivo.

2) = 1) Suponga que todo conjunto es un objeto proyectivo en Set y sea F una familia no
vacia de conjuntos no vacios y disjuntos por pares. De que los elementos de F sean disjuntos
por pares se sigue que para cada = € | J F existe un tinico A € F tal que x € A. Denotemos
a este conjunto por A, y considere a la funcién g : |JF — F dada por g(x) := A,.
Observe que si A € F es arbitrario, entonces A = g(x), siendo x cualquier elemento de A.
De ahi que g es sobreyectiva. Ahora bien, como todo conjunto es un objeto proyectivo en
Get, entonces en particular F es proyectivo y asi existe una funcion g que hace conmutativo
al diagrama

17
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ie, g8 = idr. De esto Gltimo se sigue que para cada Z € F, g(8(2)) = idx(Z) = Z,
pero también se tiene que g(3(Z)) := Ap(z), donde Agz es el tnico elemento de F tal
que $(Z) € Ap(z). Asi que entonces Ag(z) = Z y por consiguiente 5(Z) € Z. Se concluye
que 3 es una funcién de eleccion para la familia F y por lo tanto se verifica el axioma de
eleccion. O]

Teorema. 1.1.17. Sea (A,U) una categoria concreta sobre Set y suponga que el funtor U
manda epimorfismos en epimorfismos. Si P € Ob(A) es un objeto libre sobre el conjunto X,
entonces P es un objeto proyectivo en A.

Demostracion. Si P € Ob(.A) es un objeto libre sobre el conjunto X, entonces existe un
morfismo en Get (una funcién) U : X — U(P) que es universal (véase Definicion 1.1.14).

Ahora, sean B—~(C y P—2>(C A—morfismos con g un epimorfismo. Como {/ manda

epimorfismos en epimorfismos, entonces U(B) U9y (C) es un epimorfismo en Get. Por

otra parte, si asumimos el axioma de eleccion, entonces del Teorema 1.1.16 se sigue que
X es proyectivo en Get y por consiguiente existe una funcion S que hace conmutativo al
diagrama

ie, U(g)p = U(a)U. Ahora bien como U es universal, para la funcién /3 existe un unico
A—morfismo n : P — B que hace conmutativo al diagrama

18
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ie, 8 = U(n)U.Estaltima igualdad junto con que U (g) 8 = U(a)U implican que U (g)U(n)U =
U(a)U y por lo tanto U (gn)U = U(a))U. Por otro lado, al ser U universal, para la funciéon
U(gn)U = U(a)U existe un tnico A—morfismo f que hace conmutativo al diagrama

X U(gn)U=U(a)U

Pero claramente o y gn son dos A—morfismos que hacen conmutativo al diagrama anterior,
de manera que la unicidad de f implica que o = g7 y por lo tanto el diagrama

es conmutativo. Por consiguiente P es proyectivo. U

1.2. Monoides y sus ideales

A continuacion se ofrecen algunas definiciones y resultados basicos sobre monoides, so-
bre elementos especiales y sobre el concepto de ideal. Todo esto sera utilizado con bastante
frecuencia a lo largo de la parte central de esta tesis. Mencionamos que para obtener mas
informacion sobre Teoria de Semigrupos (monoides) y para una discusién mucho mas or-
denada y detallada, el lector interesado puede consultar la referencia [8].

1.2.1. Semigrupos, monoides y elementos especiales

Definicién 1.2.1. Si X es un conjunto, una operacion binaria sobre X es simplemente una
funcion de X x X en X. Ademas, si - es una operacion binaria sobre X, se dira que - es:

1. asociativa, si para cada a,b,c € X se verifica que a(bc) = (ab)c.
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2. conmutativa, si para cada a,b € X se verifica que ab = ba

Definicion 1.2.2. Un semigrupo es un par ordenado (S, -) donde S es un conjunto no vacio
y - es una operacion binaria asociativa sobre S. Ademas, se dice que el semigrupo (S,-) es
conmutativo (o abeliano) si - es una operacion binaria conmutativa.

En la practica, un semigrupo es denotado a través de su conjunto subyacente, asi, la frase sea
S un semigrupo significa que hay una operacion binaria sobre S, digamos -, de tal manera
que (S, -) es un semigrupo.

Definicidén 1.2.3. Si S es un semigrupo, se dice quee € S es:
1. neutro izquierdo (o identidad izquierda) si para cada x € S ocurre que ex = x.
2. neutro derecho (o identidad derecha) si para cada x € S ocurre que xe = x.

3. neutro (o identidad ) si para cada v € S ocurre que ex = x = xe.

Proposicion 1.2.4. Sea S un semigrupo y suponga que e € S es neutro izquierdo y quee’ € S
es neutro derecho. Entonces e = ¢€’.

Demostracion. Como e es neutro izquierdo, entonces e¢’ = ¢’. Por otra parte, como ¢’ es
neutro derecho, entonces ee¢’ = e. De ahi que e = €. O]

Corolario 1.2.5. Todo semigrupo tiene a lo mas un elemento neutro.

Demostracion. Directa de la Proposicion anterior. [
Definicion 1.2.6. Un monoide es un semigrupo que tiene un elemento neutro.

Definicion 1.2.7. Sea S un semigrupo. Decimos que z € S es:
1. cero izquierdo si para cada x € S ocurre que zx = Z.
2. cero derecho si para cada x € S ocurre que rz = 2.

3. elemento cero si para cada v € S ocurre que zx = z = T2

Proposicion 1.2.8. Sea S un semigrupo y suponga que z € S es cero izquierdo y que z' € S
es cero derecho. Entonces z = 2.

Demostracién. Como z es cero izquierdo, entonces 2z’ = z. Por otra parte, como 2’ es cero
derecho, entonces 2z’ = 2. De ahi que z = /. O
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Corolario 1.2.9. Todo semigrupo tiene a lo mas un elemento cero.

Demostracion. Directa de la Proposicion anterior. U

Definicion 1.2.10. Sea S un monoide con elemento neutroe € S yseanz,y € S. Se dice que
yes:

1. inverso izquierdo de x, siyr = e.

2. inverso derecho de x, si xy = e.

3. inverso de x, siyr = e = xy.
Ademas, se dice que x es:

1. invertible izquierdo, si x tiene al menos un inverso izquierdo.
2. invertible derecho, si x tiene al menos un inverso derecho.

3. invertible, si x tiene un inverso.

Proposicion 1.2.11. Sea S un monoide con elemento neutro e € S. Entonces todo elemento
de S tiene a lo mas un inverso.

Demostracion. Suponga que u,v € S son ambos inversos de € S. Entonces u = ue =
u(zv) = (uz)v = ev = v, O

Si S es un monoide y a € S es invertible, escribiremos a~! para denotar a su inverso.

Definicién 1.2.12. Un grupo es un monoide en el que cada elemento es invertible.

Teorema. 1.2.13. Sean GG un semigrupo y e € G un neutro izquierdo. Suponga que para cada
g € G existex, € G tal que x,9 = e. Entonces G es un grupo.

Demostracion. Veamos que para cada g, z,y € G laigauldad gr = gy implica que z = y:
en efecto

gr = gy = 14(97) = 24(9Yy)
- (:L’gg):L’ = (xgg)y
—er =ey
== =y.

Ahora, si g € G es arbitrario, entonces ocurre que z,(ge) = (z,9)e = ee = e = x,g. Por lo
tanto x,(ge) = x,9 y en consecuencia ge = g. De ahi que e es también neutro derecho y por
consiguiente elemento neutro. De lo anterior se sigue que GG es un monoide con elemento
neutro e. De nuevo, si g € G es arbitrario, entonces se tiene que z,(gz,) = (z,9)r, = ex, =
x4 = x4e. Por lo tanto z4(gx,) = x4e y por consiguiente gz, = e. Esto tltimo aunado a que
r,9 = e permite concluir que z, es un inverso para g. En consecuencia todo elemento de G
es invertible y por consiguiente G es un grupo. [l

21



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Del Teorema anterior se sigue en particular, que si un monoide es tal que cualquiera de sus
elementos tiene inverso izquierdo, entonces tal monoide es un grupo.

2

Definicion 1.2.14. Si S es un semigrupo, se dice que o« € S es idempotente si «® = «. Se

denota por E(S) a la coleccion de todos los elementos idempotentes de S.

Definicion 1.2.15. Se dice que un semigrupo S es:
1. cancelativo izquierdo si para cada a,x,y € S la igualdad ax = ay implica que v = y.
2. cancelativo derecho si para cada a,x,y € S la igualdad xa = ya implica que v = y.

3. cancelativo si S es a la vez cancelativo izquierdo y derecho.

Definicion 1.2.16. Si S es un semigrupo, un subsemigrupo de S es un subconjunto no vacio
de S, digamos T, tal que para cada s,t € T ocurre que st € T. Ademas, si S es un monoide
con neutro e, un submonoide de S es un subsemigrupo de S, digamos T, tal quee € T.

Definicion 1.2.17. Si S yT' son semigrupos, un morfismo de semigrupos es una funcion f :

S — T tal que para cada a,b € S se verifica que f(ab) = f(a)f(b). Si ademas S y T son

monoides con neutros eg y e, respectivamente, un morfismo de monoides es un morfismo de

semigrupos f : S — T tal que f(es) = er.

1.2.2. Ideales

Definicion 1.2.18. Sea S un semigrupo e I un subconjunto no vacio de S. Se dice que I es un
1. ideal izquierdo, si para cadax € S y cada a € I ocurre que xa € I.

2. ideal derecho, si para cada x € S y cada a € I ocurre que ax € 1.

3. ideal bilatero (o simplemente ideal), si I es un ideal izquierdo y un ideal derecho.

Definicion 1.2.19. Un ideal izquierdo maximal de un semigrupo S es un ideal izquierdo I de
S tal que I # S y para cada J ideal izquierdo, I C J implica que I = J. De manera similar
se define ideal derecho maximal e ideal maximal.

Definicion 1.2.20. Un ideal izquierdo minimal de un semigrupo S es un ideal izquierdo I de
S tal que para cada J ideal izquierdo de S, la contencion J C I implica que J = 1. De manera
similar se define ideal derecho minimal.
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Proposicion 1.2.21. Si S es un semigrupo y a € S, entonces los conjuntos
Sa:={za|xr € S}, aS = {ax|z € S} ySasS = {zay|x,y € S}
son un ideal izquierdo, ideal derecho e ideal bilatero respectivamente.

Demostracion. Veamos que Sa es un ideal izquierdo: para cada x,y € S se tiene que z(ya) =
(xy)a € Sa.Por consiguiente Sa es un ideal izquierdo. Ahora bien, para ver que SaS es un
ideal bilatero solo basta con observar que para cada x,y, z € S, z(zay) = (zx)ay € SaS'y
(xay)z = za(yz) € SaS. El argumento para verificar que a.S es un ideal derecho es similar
a los anteriores y se omite. 0

Si S es un semigrupo y a € S, sera usual también denotar al ideal izquierdo Sa por (a).

Definicion 1.2.22. Se dice que un semigrupo S es de ideales principales izquierdos si todo
ideal izquierdo de S es de la forma (a) para algiin a € S. De manera similar se define un
semigrupo de ideales principales derechos y de ideales principales bilateros.
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CAPITULO 2
S-ACCIONES

De forma imprecisa, un R—modulo es un grupo abeliano en el que se hace accionar de ma-
nera conveniente, a los elementos de un anillo dado R. Observe que los modulos, por defini-
cién, deben involucrar a dos estructuras algebraicas (un anillo y un grupo abeliano). Existe
una cantidad considerable de resultados acerca de médulos. En particular, es bien sabido que
un anillo dado R induce una categoria denotada por R—mod cuyos objetos son todos los
R—mobdulos. Hay teoremas del tipo: un anillo R cumple con tal propiedad si y solo si todos
los objetos de R—mod cumplen con tal propiedad. Inspirandonos en lo anteriormente dicho,
este trabajo de tesis tiene por objetivo estudiar a cierto tipo de estructuras mas generales a
las que llamaremos acciones y que, a diferencia de los médulos, solo consideran a un tipo de
estructura algebraica, a saber, un semigrupo o un monoide. A grosso modo, una accién so-
bre un monoide S sera un conjunto en el que se hace accionar de manera conveniente, a los
elementos del monoide dado S. De igual forma que con los mddulos, trataremos de carac-
terizar a los monoides a través de las propiedades de su categoria de acciones. Asi las cosas,
en este capitulo se establecen las primeras definiciones y resultados basicos sobre acciones
que permitiran profundizar en la teoria referente a esta clase de objetos. Mencionamos que
a partir de ahora, seria conveniente que el lector tenga nociones sobre Teoria de anillos y
modulos, sin embargo, y a pesar de que estos temas no seran abordados en el trabajo, el
lector interesado puede consultar, por ejemplo, las referencias [1], [10] y [11].

2.1. Acciones sobre monoides
Si X es un conjunto no vacio, se define
7(X) :={f: X — X | f es funcién}

A los elementos de 7(X) se les conoce como transformaciones de X. Observe que 7(X) es
un monoide con la composicion usual entre funciones y cuyo elemento neutro es la funcion

identidad.
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Definicion 2.1.1. Si S es un semigrupo y X es un conjunto no vacio, una representacion de
S por transformaciones de X es un morfismo de semigrupos f : S — 7(X). Si ademas S es
un monoide y f es un morfismo de monoides, entonces a f se le llama representacion unita-
ria. Se denota a la coleccion de todas las representaciones de S por transformaciones de X por
Rep(S, X), y si S es un monoide, Rep, (S, X') denota a la coleccién de todas las transforma-
ciones unitarias de S.

Definicion 2.1.2. Si S es un monoide con elemento neutro e, una S-accion (izquierda) es un
par (X, *) donde X es un conjunto no vacio y x : S x X — X es una funcién que satisface
lo siguiente para cadax € X ys,t € S:

lL.exx==x

2. sx(txx)=(st)xx

Observacion 2.1.3. En el caso en que S solo sea un semigrupo (sin elemento neutro), una
S-accion (izquierda) es un par (X, ) donde X es un conjunto no vacioy* : S x X — X es
una funcion que satisface solo el inciso 2 de la Definicion 2.1.2.

Advertencia: en lo sucesivo, S denotara un monoide con neutro e y todas las S—acciones
seran aquellas que satisfacen la Definicion 2.1.2 a menos que se especifique otra cosa.

Para cada conjunto no vacio X se define

(S —act)x :={*: 5 x X — X|(X,*)es S—acciéon}

Proposicion 2.1.4. Para cada conjunto no vacio X existe una correspondencia biyectiva entre

(S — act)x y Rep, (S, X).

Demostracion. Si f € Rep, (S, X) se define x; : S x X — X como s *; z := f(s)(z).
Observe que e xy x = f(e)(z) = idx(v) = z, ademas de que s *f (t ¥ x) = s*; f(t)(z) =
F)(f) () = (F(s)f(0)(x) = f(st)(x) = (st) *; x. De esto se sigue que (X, xf) es
una S-accion. A partir de esto tiene sentido considerar a la funcion I' : Rep, (S, X) —
(S — act) x definida por I'(f) := *;. Veamos que I es una biyeccion: si f, g € Rep, (S, X)
son tales que *; = *,, entonces para cada s € Sy x € X se tiene que f(s)(x) = s*pz =
s*,x = g(s)(x) ie, f(s)(x) = g(s)(x). De ahi que para cada s € S, f(s) = g(s) y por
consiguiente f = g. Luego I debe ser inyectiva. Ahora, si x € (S — act) x, para cada s € S
se define a la funcién f; : X — X como fy(z) := s * 2. Tomando en cuenta lo anterior
se definea F' : S — 7(X) como F(s) := f,. Notese que si s,t € S, entonces para cada
r € X ocurre que fu(z) = (st) xx = sx (t xx) = f(fi(x)) = (fsft)(x), de donde
fst = fsfi- Mas aun, para cada z € X, f.(z) := exx = v = idx(z), luego f. = idx y
por consiguiente I’ debe ser un morfismo de monoides ie, F' € Rep, (S, X) . Finalmente,
se tiene que s g x := F'(s)(z) = fs(x) = s*z.Porlo tanto * = xr = ['(F), lo cual exhibe
que [" es sobreyectiva. 0
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En la practica, una S—accion es denotada a través de su conjunto subyacente, asi, la frase
"Sea X una S—accion" significara, en lo sucesivo, que hay una funcién * : S x X — X de
tal manera que (X, *) es una S—accion izquierda. Ademas, de ahora en adelante no se hara
énfasis en la funcion * (a menos que sea necesario) y escribiremos sz en lugar de s * x. Sera
también comun escribir ¢ X para indicar que X es una S'—accion izquierda.

2.1.1. Ejemplos

1. Si S es un monoide con operacién binaria * : S x S — S, entonces el par (5, ) es
una S —accion izquierda. Se le llama a esta accién la S—accion regular y se le denota
por sS. Observar que aqui, la acciéon de los elementos del monoide .S en los elementos
del conjunto S es simplemente la operacion en el monoide S.

2. Si X esuna S—accion, paracada A C X y cada s € S se define
sA:={sa|a € A}

Con esto, el conjunto P(X) es una S—accién izquierda.

3. Si(R,+,-) esunanillo con unidad y A es un R—mddulo izquierdo con accién de R en
A dada por *, entonces (A, *) es una (R, -)—accidn, ademas si A no es el R—moddulo
cero, entonces (A, x) no puede ser una (R, +)—accidn.

4. Si S escualquier monoide y X cualquier conjunto no vacio, entonces X esuna.S—acciéon
haciendo sx := z paracadas € Sy z € X.

5. Si X es cualquier conjunto no vacio, entonces X es una (7(X), o)—accién haciendo
paracada f € 7(X)yz € X, fxx := f(x).

6. Si Ay B son S—acciones, el conjunto A X B es una S—accioén haciendo s(a,b) :=
(sa, sb).

7. Si Aesuna S—accidony ¢ : T' — S es un morfismo de monoides, entonces A es una
T—accién haciendo ta := ¢(t)a paracadat € T'y cada a € A.

2.2. Subacciones
Definicion 2.2.1. Si A es una S—accién, una subaccion es un subconjunto B no vacio de A

tal que para cada s € S ycadab € B, sb € B. Se escribira B < A para indicar que B es una
subaccion de A.

Ejemplo 2.2.2. Toda subaccion de la accion regular ¢S debe ser un ideal izquierdo del monoide
S, y viceversa, todo ideal izquierdo del monoide S es una subaccion de gS.
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Lema 2.2.3. Sea A una S—accion y F una familia no vacia de subacciones de A. Entonces
U F ¥y F son subacciones de A (siempre que [ | F sea no vacio).

Demostracion. Sis € Sy a € |JF, entonces hay una subaccion B € F con a € B, luego
sb € B con B C |JF.Porlo tanto sb € | J F y asi | F es subaccién. Que (] F es subaccion
se exhibe de manera similar. [

Si gA es una S—accion y X es un subconjunto no vacio de A, entonces puede considerarse
a la familia

Fx={B<A|XC B}

Observe que Fx es una familia no vacia pues A € Fx. Ademas segin el Lema 2.2.3 (| Fx
es una subaccion.

Definicion 2.2.4. Si A es una S—accion y X es un subconjunto no vacio de A, entonces a la
subaccion (| Fx se le llama subaccién generada por X y se le denota por (X)

Teorema. 2.2.5. Si A es una S—accion y X es un subconjunto no vacio de A, entonces
(X)={sx|se S zeX}

Demostracion. Considere al conjunto B := {sz|s € S,z € X}. No es dificil ver que B
es una subaccion de A. Ahora bien, si x € X, entonces x = ex € B y por consiguiente
X C B.De ahi que B € Fyx y en consecuencia (X) C B. Por otra parte, para s € S'y
x € X, sea D € Fx arbitraria. Puesto que D € Fy, entonces X C D yasix € D.Luego
st € D.De ahi que sz € D para cada D € Fx y por consiguiente sz € (X). De esto se
deduce que B C (X) y por consiguiente (X) = B. O

Proposicion 2.2.6. Sea A una S—accion y X,Y C A no vacios. Entonces:
1. X < Asiysolosi X = (X).
2. X CY implica que (X) C (Y).
3 (XUY)=(X)u ().

Demostracion. 1) Recordar que (X)) es la interseccion de todas las subacciones que contie-
nen a X. En particular (X) estd contenida en cualquier subaccién que contenga a X. Asi
que cuando X < A, de que X C X se desprende que (X) C X C (X) y por consiguiente
X = (X). El reciproco es inmediato.

2) Como X CYyY C (Y), entonces X C (Y) ie, (Y) es una subacciéon que contiene a
X. Por lo tanto (X) C (V).

3)Deque X C XUY yY C XUY sesigue que (X) C (XUY)y(
Por consiguiente (X) U (Y) C (X UY'). Ahora bien, de que X C (X)
sigue que X UY C (X) U (Y) y en consecuencia (X UY) C (X) U (Y). Po
(XUY) =(X)u(Y). O
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2.3. S-morfismos

Definicion 2.3.1. Si A y B son S—acciones, un S—morfismo es una funcion f : A — B tal
queparacadas € S ya € A, f(sa) = sf(a).

Observacion 2.3.2. No es dificil ver que la composicion de dos S—morfismos es de nuevo un
S—morfismo, y que si A es una S—accion, entonces id 4 es un S—morfismo.

Proposicion 2.3.3. Los siguientes enunciados son equivalentes para un S—morfismo A . B
1. f es una funcion biyectiva
2. Existe un S—morfismog: B — Atalque gf =ids y fg = idp.

Demostracion. Suponga que f es biyectiva y sea g : B — A la funcion inversa de f.
Entonces gf = idsy fg = idp. Elijanse s € Sy b € B arbitrarios. Para b existe a € A
tal que b = f(a). Ademas, de la igualdad gf = ida se sigue que a = ¢(b). Ahora bien,
g(sb) = g(sf(a)) = g(f(sa)) = sa = sg(b) y por consiguiente g es un S—morfismo. La
implicacion restante es inmediata. [

Definicion 2.3.4. Un isomorfismo de S—acciones es un S—morfismo que satisface alguna
de las condiciones de la Proposicion 2.3.3. Ademas, diremos que dos S—acciones A y B son
isomorfas si existe un isomorfismo entre ellas, en cuyo caso se escribira A = B.

Lema 2.3.5. Sea f : A — B un S—morfismo.
1. Si X < A, entonces f(X) < B.

2. SiY < B, entonces f}(YV) < A.

Demostraciéon. Sean s € S, x € X ya € f~'(Y) arbitrarios. Se tiene que sf(x) = f(sz)
con sz € X.Luego sf(x) = f(sz) € f(X)y en consecuencia f(X) < B. Por otra parte,

como f(a) € Y, entonces sf(a) = f(sa) € Y y con ello sa € f~'(Y). Por consiguiente
fHY) < A O

2.4. S-congruenciasy acciones cociente
Definicion 2.4.1. Si A es una S—accion, una S—congruencia es una relacion de equivalencia

en A, digamos p, tal que que para cadas € S yx,y € A, (x,y) € p implica que (sz, sy) € p.
A la coleccion de todas las congruencias sobre A se le denota por Cong(A).
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Ejemplos 2.4.2. 1. Todo S—morfismo f : A — B induce dos S—congruencias, una
sobre su dominio y otra sobre su codominio:

Ker(f) :={(z,y) € Ax A|f(x) = f(Y)} ¥y Kim(p) := (im(f) x im(f)) UAp "

No es difiicil mostrar que Ker(f) y Kin(s) son equivalencias en A. Solo se exhibira que
Kim(y) es una S—-congruencia:

Sea s € S arbitrario. Si (x,y) € Kin(y), entonces (x,y) € (im(f) x im(f)) o bien
(x,y) € Ap. En el primer caso existen u,v € A tales que (z,y) = (f(u), f(v)). Lue-
go (sz,sy) = (sf(u),sf(v)) = (f(su), f(sv)) € (im(f) x im(f)) y por lo tanto
(sx,5Yy) € Kim(s)- En el segundo caso se tiene que x = y, y asi (sx, sy) = (sx,sz) €
Ap. Por consiguiente (s, sy) € Kim(y) y en consecuencia Ky, sy es una S—congruencia.
A Ker(f) selellama Kernel de f y a KCi(y) se le llama congruencia imagen de f.

2. Si A esuna S—accion y X < A, entonces
px ={(z,y) e AxAlz,ye X}UA,=(X X X)UA,

es una S—congruencia. A px se le llama S— congruencia inducida por X .

3. Si A es una S—accién y a € A, entonces la funcion f, : S — A dada por f,(s) := sa
es un S—morfismo. A Ann(x) := Ker(f,) se le llama anulador de a.

Observacion 2.4.3. Si A es una S—accion, sobre el conjunto A x A se define para cada s € S
y(z,y) € Ax A, s(x,y) := (sz,sy). Conesto A x A es una S—acciéon. Mas atin, si p es una
congruencia sobre A, entonces de acuerdo con las propiedades de p se tiene que p < A x A ie,
toda congruencia en A es subaccion de A x A.

Lema 2.4.4. Sea A una S—accién y (p;)ic; una familia no vacia de congruencias sobre A. Si
(p: # 0, entonces [ p; es una congruencia sobre A.

iel iel

Demostracion. Considerar a cada p; como subaciéon de A x A, entonces del Lema 2.2.3 se

sigue que (|p; < Ax A.Deahiquesis € Sy (z,y) € [)pi, entonces (sz, sy) = s(z,y) €
i€l i€l

() pi- Finalmente, de que la interseccion de equivalencias sea de nuevo una equivalencia el

i€l

resultado se sigue. [

Definicioén 2.4.5. Sea A una S—accion. Para X C A x A se define

Gx == {p € Cong(A) | X C p}

'Para cada conjunto X, Ax := {(z,y) € X x X |z = y}. A Ax se le llama diagonal en X.
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Observe que Gx es no vacia, pues A x A € Gx. A la congruencia p(X) := (Gx se le llama
congruencia generada por X .

Sea A una S—accion y p una S—congruencia en A. Se define la siguiente operacioén entre

elementos de S y elementos del conjunto cociente —:

sla] := [sd
Tal operacidn esta bien definida, pues si [x] = [y], entonces (x,y) € py al ser p una
S—congruencia se tiene que (sz,sy) € p, ie, s[xr] = s[y]. Ahora bien, con esto, es cla-

ro que — es una S—accion a la que se le llamara S—accién cociente. Mas atn, la funcion
T, A— % dada por 7,(a) := [a] es un S—morfismo sobreyectivo al que se le denomina
S—morfismo canodnico.

Con respecto a las congruencias definidas en el primero de los Ejemplos 2.4.2 se tiene el
siguiente par de resultados:

Proposicion 2.4.6. Sea f : A — B una funcion. Entonces f es inyectiva si y solo si
Ker(f) = Aa.

Demostracion. Suponga que [ es inyectiva. Como Ker(f) es una equivalencia, entonces
Ay C Ker(f). Sea (a,b) € Ker(f), luego f(a) = f(b), asi que de la inyectividad de f se
sigue que @ = by por consiguiente (a,b) € A,4. De ahi que Ker(f) C A4y por lo tanto
Ker(f) = Ay4. Suponga ahora que Ker(f) = Ay y sean a,b € A tales que f(a) = f(b).
Entonces (a,b) € Ker(f) = A4, de donde a = by por consiguiente f es inyectiva. O

Proposicion 2.4.7. Sea [ : A — B una funcion. Entonces f es sobreyectiva si y solo si
’Cim(f) =B x B.

Demostracion. Si [ es sobreyectiva, entonces im(f) = B'y por lo tanto /.5y = (B x B)U
Ap = B x B. Ahora, suponga que K;,,(y) = B X B yseab € B arbitrario. Tome a € A
y observe que (b, f(a)) € B x B = K. Luego (b, f(a)) € im(f) x im(f) 6 b = f(a).
Note que en ambos casos se desprende que b pertenece a la imagen de f. Por consiguiente
f es sobreyectiva. [

2.5. Acciones con cero

Definicion 2.5.1. Se dice que 6 € A es un elemento cero de la S—accion A si para cada s € S
ocurre que st = 6.
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Observacion 2.5.2. Si A es una S—accion, § € A es un elemento cero si y solo si {0} es
subaccion de A.

Una S—accion puede tener mas de un elemento cero. En efecto, sea X una S—accioén cons-
truida como en el cuarto de los Ejemplos 2.1.1. Entonces cualquier elemento de X es un
elemento cero.

Lema 2.5.3. Si 0 € S es un cero derecho del monoide S, entonces toda S—accion tiene al
menos un elemento cero.

Demostracion. Sea A una S—acciéon y a € A arbitrario. Entonces O, := 0Oa es elemento
cero de A. En efecto, para cada s € S, s6, = s(0a) = (s0)a = Oa = 6,,. H

Corolario 2.5.4. Sea 0 € S un cero derecho del monoide S. Si A es una S—accion con un
tnico elemento cero digamos 0, entonces para cadaa € A,Oa = 6 i,e, 0A = {0}. En particular,
si B < A, entonces € B.

Demostracion. De acuerdo a la demostracion del Lema anterior, para cada a € A, Oa es
elemento cero de A. Asi, de la unicidad de 6 debe ser entonces que Oa = 6. Ahora bien, si
B < Aybe B, entonces § =00 € B. O

Ejemplo 2.5.5. Sea A una S—accion y X < A. Considere a la congruencia px del segundo de
los Ejemplos 2.4.2. Entonces X es elemento cero de la S—accion %. En efecto, para cadax € X
se tiene que

2] ={ycAlye X 6y =z}

=X
Luego parax € X y s € S ocurre que sX = s[z] = [sx] = X. Por lo tanto X es elemento
cero de pix.

Definicion 2.5.6. Se define a la clase (S — Act)o como aquella cuyos elementos son todas las
S—acciones que tienen un tinico elemento cero.

Definicion 2.5.7. Se define a la clase S — Acty como aquella cuyos elementos son todas las
S—acciones A que satisfacen lo siguiente:

1. A tiene un tinico elemento cero, digamos 6.

2. Existe s € S tal que para cadaa € A, sa = 0.
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Proposicion 2.5.8. Para un monoide S con al menos un cero derecho se tiene que S — Acty =
(S — Act)o. Mas atn, si S es un monoide con cero ie, que tenga un elemento que sea tanto cero
izquierdo como cero derecho, entonces sS € S — Acty.

Demostracion. Es claro que S — Act es subclase de la clase de todas las S—acciones con un
unico elemento cero. Ahora, si A es una S—accidn con un unico elemento cero, el Corolario
2.5.4 implica que si 6 es el elemento cero de A, entonces 0 € S (con 0 un cero derecho
de S) es tal que para cada a € A, Oa = 6. Por consiguiente A € S — Acty. Ahora bien,
suponga que 0 € S es cero del monoide S i,e, suponga que 0 es tanto cero izquierdo como
cero derecho de S. No es dificil ver que entonces 0 es elemento cero de la S—accioén regular
55. Si es (' otro elemento cero de la S—accidén g5, entonces para cada s € S, s0' = 0,
de donde se sigue que 0’ es cero derecho del monoide S. Asi que por un lado, como 0 es
cero izquierdo de S, entonces 00’ = 0, y por otro, como 0’ es cero derecho, 00’ = 0. Por
consiguiente 0 = 0/ i,e, la S—accién ¢S tiene un unico elemento cero. En consecuencia

SS € (S — ACt)O =5 - ACto. [

Lema 2.5.9. Si A es una S—accion con un tuinico elemento cero, entonces para cada B < A tal

A
que 04 € B, la S—accion cociente — también tiene un tinico elemento cero.
PB

Demostracion. Suponga que B < A es tal que 84 € B. Del Ejemplo 2.5.5 se sigue que B
A

es elemento cero de la accién cociente —, y mas atn, para cada b € B, [b] = B. Ahora, si
PB

[a] € 4 es otro elemento cero de i, entonces para cada s € S ocurre que s[a] = [a]. De
esto ﬁlt?mo se deduce que o bien a EBB o bien a = 0 4. En efecto, suponga, por el contrario,
que a ¢ By que a # 04. Entonces debe existir t € S para el cudl ta # a y por lo tanto
(ta,a) ¢ A 4.Por otro lado, laigualdad t[a] = [a], implica que (ta,a) € pp := (Bx B)UAy,
pero que (ta,a) ¢ A4 obligaaque (ta,a) € B x By en consecuencia a € B, contradiccion.
En definitiva a € B 6 a = 0,4. Finalmente, como 04 € B, cualquiera de estos casos implica

que a € B. Por consiguiente [a] = B i,e, B es el Gnico elemento cero de —. O]
PB

Teorema. 2.5.10. 1. SiA e S—Acty yB < A, entonces B € S — Acty ie, la clase
S — Actq es cerrada bajo subacciones.

2. SiAe S — Acty y B < A, entonces ;% € S — Acty ie, la clase S — Acty es cerrada
bajo cocientes inducidos por subacciones.

3. SiA e S— Acty y B es una S—accion tal que A = B, entonces B € S — Acty ie,
S — Acty es cerrada bajo isomorfismos.

Demostracion. Sea A € S — Actoy B < A. Como A € S — Acty, existe s € S tal que
para cada a € A, sa = 04 (donde 64 es el Gnico elemento cero de A). Sea b € B arbitrario,
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entonces sb € B, pero sb = 4. Por consiguiente 84 € B. Ademas, es claro que 64 es
elemento cero de B. Suponga que 6 € B es otro elemento cero de B, entonces tf =  para
cadat € S,y en particular para ¢t = s se tiene que s = 0, pero s = 0,4, luego 6 = 04.
De lo anterior se sigue que 04 es el unico elemento cero de B. Ahora bien, que la igauldad
sa = 64 se verifique para cualquier elemento de A, implica entonces que para cada b € B,
sb = 04. Por lo tanto B € S — Act,. Ahora bien, como 4 € B, el Lema 2.5.9 implica que
B es el tnico elemento cero de la accién cociente i Por otro lado, observar que para cada

PB
a € A, sla] = [sa] = [04] = B. Por consiguiente AB € S — Acty. Suponga ahora que B es

una S—accion tal que A = Bysea f : A — B un isomorfismo de acciones con inverso
g : B — A. Observe que para cada t € S se tiene que tf(04) = f(t04) = f(6a). Por
consiguiente f(f4) es elemento cero de B. Ahora bien, si § € B es otro elemento cero de
B, entonces para cada t € S se tiene que tg(f) = g(t0) = g(0) i,e, g(f) es elemento cero de
A, luego de la unicidad de 04 se sigue que g(f) = 04 y por lo tanto 6 = f(g(0)) = f(0a).
De ahi que f(64) es el Gnico elemento cero de B. Para concluir, recordar que s € S tiene
la propiedad de que para cada a € A, sa = 04, asi que para cada b € B, sb = sf(g(b)) =
f(sg(b)) = f(04) = 0. Por consiguiente B € S — Acty. O

Teorema. 2.5.11. Para cada S—accion A existe una S—accion A° con al menos un elemento
cero tal que A < AC ie, toda S—accion es subaccién de una S—accién con cero.

Demostracion. Sea A una S—accioén y sea 0 tal que 0 ¢ A. Se define A° := A U {0} y para
cada s € S hagase
{ 0 si x=40.
Sk =

st si x € A.

Es claro que con esto A° es una S—accién para la cual 6 es elemento cero. Més atn, es
también claro que A < A°. O

Proposicion 2.5.12. Si A es una S—accion que carece de elementos cero, entonces A tiene
un tnico elemento cero ie, A° € (S — Act).

Demostracion. Siguiendo la linea de la demostracion del Teorema 2.5.11, sea 0 otro elemento
cero de A° y suponga que 0 # . Como 0 € A° := AU {6}, entonces 0 € A, y por lo tanto
paracadas € 5,0 = sx0 = s01i,e, 0 es elemento cero de A, contradiccién. Por consiguiente

0=40. [l

El reciproco de la Proposicion 2.5.8 también se verifica:
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Proposicion 2.5.13. Si S es un monoide tal que S — Acty = (S — Act)o, entonces S tiene al
menos un cero derecho.

Demostracion. Se hara una prueba por contraposicion i,e, probaremos que si S no tiene
elementos cero derechos, entonces ocurre que S — Acty C (S — Act)y : primero, no es dificil
ver que 0 € S esun elemento cero de la S—accioén regular ¢.5 siy solo si 0 es un cero derecho
del monoide S. Asi, si S no tiene ningiin elemento cero derecho, entonces la S—acciéon g5
no tiene elementos cero y por lo tanto la Proposicién 2.5.12 garantiza que la S—accién S°
construida en la demostracion del Teorema 2.5.11 tiene un Unico elemento cero. Recordar

que S := SU {0} donde § ¢ Sy paracadas € S :

{ 0 si x=20.
S*T = .
st st x€S.

Es claro que el tnico elemento cero de S° es . Veamos que S° ¢ S — Acty : en efecto, si
SY € S — Actg, entonces S satisface la propiedad 2 de la Definicién 2.5.7. Luego, existe
0 € S tal que para cada x € S% 0% x = 0. En particular, para = ¢ (el neutro del monoide)
ocurre que § = Oxe = 0e = 0 € S'i,e, 0 € S, contradicciéon. Por consiguiente S° ¢ S — Acty.
Lo anterior exhibe que S — Acty C (S — Act)o. O

Corolario 2.5.14. Los siguientes enunciados son equivalentes para un monoide S :
1. S tiene al menos un cero derecho.
2.5 — ACtO = (S - ACt)O.

Demostracion. Se sigue de las Proposiciones 2.5.8 y 2.5.13. [
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CAPITULO 3

MAS SOBRE S-MORFISMOS

En este capitulo se desarrollan resultados adicionales sobre S—morfismos. En particular, se
definira aqui lo que se entiende por sucesion exacta y sucesién exacta corta de Rees. Cabe
mencionar que la definicién de sucesién exacta para morfismos de acciones fue tomada de
la referencia [13].

3.1. Teorema de isomorfismo para acciones

Teorema. 3.1.1. Sea f : A — B un S—morfismo y p una S—congruencia en A tal que p C
Ker(f) (véanse Ejemplos 2.4.2). Entonces existe un tinico S— morfismo f que hace conmutativo

al diagrama
A
/
x / /¥

Mas atn si p = Ker(f), entonces f es inyectiva, y si | es sobreyectiva, entonces f es sobre-
yectiva.

SYES

Demostracion. Por el Teorema 1.4.35. de [8], para la funcién f : A — B existe una tnica
funciéon f que hace conmutivo al diagrama

f

4
/
s /=
P /f

A
p

A B
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Tal funcién viene dada por f([a]) := f(a). Ademas, si p = Ker(f), entonces f es inyectiva,

y si f es sobreyectiva, entonces f es sobreyectiva, por lo que solo resta exhibir que f es un
S—morfismo:

= f(sa)
= sf(a)
= s/([a])
N
Corolario 3.1.2. Para cada S—morfismo f : A — B se tiene que A =~ f(A).
Ker(f)

Demostracion. La funciéon F' : A — f(A) dada por F(a) := f(a) es un S—morfismo
sobreyectivo con

Ker(F):={(z,y) e Ax A|F(x) = F(y)}
={(z,y) e Ax Al f(z) = f(v)}

— Ker(f)

Asi, el Teorema 3.1.1 asegura la existencia de un S —morfismo biyectivo F : ﬁ(f) — f(A)
A

y por consiguiente Ker(f) = f(A). O

Corolario 3.1.3. Para cada S—accion A se tiene que AL = A
A

Demostracion. Para el S—morfismo id, se tiene que Ker(ida) = Ay yida(A) = A. Por
A

consiguiente — = A O

A - Ker(ida)

Un resultado mas general que el Teorema 3.1.1 es el siguiente:

Teorema. 3.1.4. Sean A—'~ B y A—L>C un par de S—morfismos. Si g es sobreyectivo y

siKer(g) C Ker(f), entonces existe un tinico S—morfismo C'—~ B que hace conmutativo
al siguiente triangulo:

Demostracion. Sea p := Ker(g) y considérese al S—morfismo f : A — B. Puesto que
p C Ker(f), del Teorema 3.1.1 se sigue que existe un S—morfismo f : % — B que hace
conmutativo al triangulo:
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f B
N A

A

p

Aplicando ahora el Teorema 3.1.1 al S—morfismo g : A — C se tiene que existe un
S—morfismo 7 : % — (' que hace conmutar al diagrama:

! C
N A

A

P

En este caso, como g es sobreyectiva entonces g también lo es, y como se tomé p = Ker(g),
entonces g debe ser inyectiva y en consecuencia un S—morfismo biyectivo. Asi, la funciéon
inversa de g, que se denotara por e, es un S—morfismo.

Veamos que el siguiente cuadrado es conmutativo:

A

A

A f

|

C

blme

e

De la conmutatividad del segundo tridngulo se tiene que g = gm,, y por lo tanto eg =

e(gr,) = (eg)m, = idsm, = m,. Asi que (fe)g = f(eg) = fm,, pero de que el primer
P —_— —_—

tridngulo conmute se obtiene que f = f, y por consiguiente f = (fe)g como se requeria.

Definase h := fe. De lo anterior se sigue que el triangulo

NA

C

es conmutativo. Finalmente, observe que debido a que las funciones sobreyectivas son can-
celables por la derecha, cualquier otro morfismo que haga conmutativo al triangulo anterior
debe ser el S—morfismo h. ]

3.2. Sucesiones exactas

Definicion 3.2.1. Una sucesion de S— morfismos

At .p_ 9. ¢
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se dice que es Rees-exacta en B si Ky, 5y = Ker(g) (véase el primero de los Ejemplos 2.4.2).
Mas generalmente, una sucesion de S—morfismos

fn+1 A

.%A’I’L-‘rl n_lé.--

se dice que es Rees-exacta si lo es en cada A,,.

Proposicion 3.2.2. Si la sucesion de S—morfismos A . B9 esRees-exacta en B,
entonces para cada x,y € A ocurre que g(f(x)) = g(f(y)) ie, gf debe ser una funcién
constante.

Demostracion. Para cada x,y € A se tiene que (f(z), f(y)) € Kin) = Ker(g) y en
consecuencia g(f(x)) = g(f(y)). O

Un reciproco parcial de esta Proposicion es el siguiente.

Proposicion 3.2.3. Sea A I B2 C unasucesion de S— morfismos. Si g f es una fun-
cion constante, entonces KC;mr) C Ker(g).

Demostracion. Si gf es una funcién constante, entonces para cada z,y € A ocurre que
g(f(x)) = g(f(y)). De ahi que im(f) x im(f) C Ker(g). Ademas, es claro que Ag C
Ker(g), luego Kins) == im(f) x im(f) U Ap C Ker(g). O

A continuacidn se enuncia una serie de resultados sobre sucesiones Rees-exactas y diagra-
mas de S—morfismos. Cabe mencionar que las demostraciones de estos resultados emplean
todos una misma técnica comin denominada caceria de elementos.

Teorema. 3.2.4. (Lema 4) Suponga que el siguiente es un diagrama conmutativo de S— morfismos
con filas Rees-exactas:

1. Si« es sobreyectivo y 3,6 son inyectivos, entonces 7y es inyectivo.

2. Sia,y son sobreyectivos y 0 es inyectivo, entonces 3 es sobreyectivo.

Demostracién. Para el primer inciso, sean x,y € C tales que y(z) = 7y(y). Es necesario
exhibir que = = y. Para ello, la dltima igualdad implica que g3(v(x)) = g3(7(y)). De esto
)

3
y de la igualdad 0 f3 = g3, se obtiene que 0(f3(x)) = g3(v(x)) = g5(7v(y)) = 6(f3(vy))

(
e, 0(fs3(x)) = d(f3(y)). Asi, la inyectividad de 0 implica que f3(x) = f3(y) o lo que es
lo mismo (x,y) € Ker(fs). Ahora, puesto que las filas del diagrama son Rees-exactas,
entonces [Cin(r,) = Ker(f3) y por consiguiente (x,y) € Kin(s,). En consecuencia (z,y) €
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im(f2) x im(fy) 6 © = y. Si * = y habremos terminado. Si (z,y) € im(fy) x im(fs),
entonces existen u,v € B para los cuales x = fo(u) y y = fo(v). Ahora, la igualdad
vfo = gof implica que g2(B(u)) = v(f2(u)) = ~(z) = v(y) = 7(f2(v)) = g2(B(v)) ie,
02(8(w) = ga(B(0)). Asi (B(u), B(v)) € Ker(g2) = Kinyy) ¥ por 1o tanto A(u) = B(v) 0
bien (5(u), 5(v)) € im(g1) % im(g1). En el primer caso, la inyectividad de ( implica que
u = v, luego v = fo(u) = fo(v) = y y habremos concluido. En el segundo caso, existen
p,q € A tales que S(u) = g1(p) y B(v) = g1(q). Ahora bien, puesto que « es sobreyectiva
puede escribirse p = a(m) y ¢ = a(n) para algunos m,n € A. La igualdad ff; = g1«
implica entonces que 3(fi(m)) = gi(a(m)) = gi(p) = B(u) y B(f1(n)) = gi(a(n)) =
91(q) = B(v). Por consiguiente 3(f1(m)) = B(u) y B(fi(n)) = B(v), de manera que al ser
{ inyectiva se deduce que u = fi(m) y v = fi(n) y por lo tanto (u,v) = (fi(m), fi(n)) €
Kim(,y = Ker(fs). De ahi que v = fy(u) = f2(v) = y, concluyéndose asi que y debe ser
inyectiva. Para el inciso 2 se razona de manera similar. [

Teorema. 3.2.5. (Lema 5) Suponga que el siguiente es un diagrama conmutativo de S— morfismos
con filas Rees-exactas:

Alef2Cf3Df4E

L R

A B’ C’ D’ E'

91 g2 g3 94

Si 3,6 son isomorfismos, cv es sobreyectivo y ¢ es inyectivo, entonces 7y es isomorfismo.

Demostracion. Considerar a los diagramas

A f1 B f2 C f3 D y B f2 C f3 D fa E
S I I
A’ g1 B’ 92 ¢ 93 D’ B 92 ¢’ g3 D 94 £

El primero de ellos satisface el primer inciso del Lema 4 (3.2.4) y el restante el segundo.
Por lo tanto y debe ser tanto inyectivo como sobreyectivo y en consecuencia 7y debe ser un
isomorfismo. O

3.3. Sucesiones exactas sobre acciones con cero

Supondremos que todas las S—acciones que aparecen a lo largo de esta seccion tienen un
unico elemento cero. Si A es una de tales S—acciones, denotaremos por 64 a su elemento
cero.

Lema 3.3.1. Si f : A — B es un S—morfismo, entonces f(04) = 0p.

Demostracion. Paracada s € S se tiene que sf(64) = f(s04) = f(04) Le, f(04) es elemen-
to cero de B. Por consiguiente f(04) = 0. O
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Sea © = {f} un conjunto con un solo elemento y para cada s € S hagase s := 6. Con
esto © es una S—accion llamada S—accion cero. No es dificil ver que © € S — Acty y que
cualquier otra S—accion con un unico elemento debe ser isomorfa a O.

Proposicion 3.3.2. Para cada S—accion A existe un tinico S—morfismo de © en A y un iinico

S—morfismo de A en ©.

Demostracion. Debido a que O solo tiene un elemento, la tinica funcién de A en O es la
que asocia a cada elemento de A con el Gnico elemento de O. Tal funcion es claramente un
S—morfismo. Ahora bien, puesto que © solo tiene un elemento, cualquier funciéon de © en
A queda completamente determinada por su valor en el Gnico elemento de ©. Asi, el Lema
3.3.1 implica que el Gnico S—morfismo de © en A es el que manda al tnico elemento de ©
en el elemento cero de A. ]

Definicion 3.3.3. Sea A una S—acciéon. Llamamos S—morfismo cero al inico S—morfismo
de © en A y también al uinico S—morfismo de A en ©. Se usa la notacion 0, © —= A y
A —— O para denotar a estos morfismos. Ademas, para cualquier otra S—accion B también
llamamos morfismo cero al morfismo A——© — B..

Observacion 3.3.4. Para cada S—morfismo f : A — B se tiene que © — A J.B y

AL-B— 0 sonel S—mofismo cero.

Proposicion 3.3.5. Los siguientes enunciados son equivalentes para un S—morfismo f :
A — B:

1. La sucesion © —= A . B es Rees-exacta.
2. f es inyectiva.

Demostracion. Debido a que el S—morfismo © —— A solo toma el valor 64, se tiene que
im(0) = {04} y porlo tanto Kjp0) = {(04,04)} UA 4 = Ay Asi, suponga que la sucesion

© —— A—L. B esRees-exacta. Entonces K er(f) = Kimo) = Aa y en consecuencia f
es inyectiva (ver Proposicion 2.4.6). Y viceversa, si f es inyectiva, entonces Ker(f) = Ay =

Kim(0) Y por consiguiente la sucesion © — A L B es Rees-exacta. ]

Proposicion 3.3.6. Los siguientes enunciados son equivalentes para un S—morfismo f :
A — B:

1. La sucesion A . B —— © es Rees-exacta.

2. [ es sobreyectiva.
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Demostracion. Como el S—morfismo B —— O toma siempre el mismo valor ¢ para cada

elemento de B se sigue que Ker(0) = Bx B. Asi, suponga que la sucesiéon A .o
es Rees-exacta. Entonces KC;p,(s) = Ker(0) = B x By en consecuencia f es sobreyectiva
(ver Proposicién 2.4.7). Y viceversa, si f es sobreyectiva, entonces K;,,,(py = Bx B = Ker(0)

. .y f
y en consecuencia la sucesion A —— B —— O es Rees-exacta. ]

Proposicion 3.3.7. Si la sucesion A LB e Rees-exacta, entonces gf = 0.

Demostracion. De la Proposicion 3.2.2 se sigue que ¢ f debe ser una funcién constante. Asi,
para exhibir que gf = 0 solo es necesario hallar un « € A tal que g(f(x)) = 6. Tomando

x = 0, se tiene que g(f(04)) = g(0p) = Oc. O

Corolario 3.3.8. Si © A ! B-2-C © es una sucesion Rees-exacta, entonces
gf =0, f esinyectivo y g es sobreyectivo.

Demostracion. Se sigue de las tres proposiciones anteriores. [

Definicion 3.3.9. Una sucesion exacta corta de Rees es una sucesion Rees-exacta de la forma

O—=A-lopB .00

Ejemplo 3.3.10. Si A es una S—accion y B < A, entonces la sucesion

A
PB

) B—=A—= )

es una sucesion Rees-exacta corta. En efecto, se tiene que

Ker(m) : =
) € Ax Alla] =[]}
)€ Ax Al(a,b) € pp}

—~ o~
8
SRR

mientras que Ky = (im(r) x im(1)) U Ay = (B x B) U A4 = pp. Por consiguiente
Kim@y = Ker(n). Finalmente, de que la inclusion sea inyectiva y m sobreyectiva se concluye
lo deseado.
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Teorema. 3.3.11. (Lema 5 corto) Suponga que el siguiente es un diagrama conmutativo de
S—morfismos con filas Rees-exactas:

1. Si« y~y son inyectivos, entonces [3 es inyectivo.

2. Siayy son sobreyectivos, entonces [3 es sobreyectivo.

Demostracion. 1) Es claro que el morfismo © —— © es sobreyectivo, de hecho debe ser la
identidad. Considerar ahora al diagrama

@ A fl B f2 C

R

) A B’ C’

9 92

Este es un diagrama conmutativo que satisface el primer inciso del Lema 4 (3.2.4). Por con-
siguiente [ es inyectivo.
2) El morfismo © — © es inyectivo y ademas

Alefzc, o)

N

A B’ C’ S)

g1 g2

es un diagrama conmutativo que satisface el segundo inciso del Lema 4 (3.2.4). Por consi-
guiente [ es sobreyectivo.
O]

Observacion 3.3.12. Si A es una S—accion y X < A, se escribira X para denotar a la

A
S—accion cociente — (véase el segundo de los Ejemplos 2.4.2).
Px

Definicion 3.3.13. Si f : A — B es un S—morfismo se define
Nu(f) :={a € Al f(a) =05}

No es dificil ver que Nu(f) < A y que la inclusion Nu(f)—— A es un S—morfismo al que

se le llama niicleo de f. Por otro lado, al S—morfismo canénicon : B —» se le llama

B
f(4)

conticleo de f. Denotamos al niicleo de f por Ky y al coniicleo de f por C;.
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Teorema. 3.3.14. (Propiedad universal del niicleo) Si f : A — B es un S—morfismo, en-
tonces la inclusion v - Nu(f) — A satisface lo siguiente:

= f1=0

» Para cada S—morfismo k : E — A tal que fk = 0 existe un unico S—morfismo
h: E— Nu(f) que hace conmutativo al diagrama

Demostracion. De la definicion de Nu(f) es claro que ft = 0. Ahora, sea k : £ — A un
S—morfismo tal que fk = 0. Entonces para cada © € E se tiene que f(k(x)) = 05 ie,
k(x) € Nu(f). A partir de esto se define h : E — Nu(f) por h(z) := k(x). Es claro que h
es un S—morfismo, ademas para cada x € E ocurre que t(h(z)) = h(z) = k(x), de donde
k = uh. Finalmente, suponga que b’ : £ — Nu(f) es un S—morfismo tal que k = (h'.
Entonces para cada x € E, h/'(z) = «(h/(x)) = k(z) = h(x) y por consiguiente ' = h. [

Teorema. 3.3.15. (Propiedad universal del conticleo) Si f : A — B es un S—morfismo,
entonces el S—morfismo canénicon : B — % satisface lo siguiente:

= 7f =0

» Para cada S—morfismoc : B — C tal que cf = 0 existe un unico S—morfismo
h - % — C que hace conmutativo al diagrama

B - C
7
/
N
_B_
f(4)
Demostracion. Para cada a € A se tiene que 7(f(a)) := [f(a)] = f(A), que es el elemen-

to cero de (ver Ejemplo 2.5.5). Por lo tanto 7f = 0. Ahora, seac : B — (' un

B
f(A)
S—morfismo tal que c¢f = 0. Si (z,y) € pya), entonces z,y € f(A)6x =y.Siz =yes
claro que ¢(z) = ¢(y) y asi (z,y) € Ker(c).Siz,y € f(A) puede escribirse x = f(u) y
y = f(v) para algunos u,v € A, de manera que c¢(z) = c¢(f(u)) = 0c = c(f(v)) = c(y) y
en consecuencia (z,y) € Ker(c). Por consiguiente pr4) C Ker(c). Asi, del Teorema 3.1.1

se sigue que existe un inico S—morfismo A : % — (' que hace conmutativo al diagrama
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B

f(A

N

Proposicion 3.3.16. Para cada S—morfismo f : A — B la sucesion

At .p_= S

es Rees-exacta.

Demostracion. Como 7 es sobreyectivo, solo hace falta verificar que la sucesion es Rees-
exacta en B : se tiene que

Ker(n) : = {(a,b) € B x B|(a) = 7(b)}
= {(a,b) € B x Bl[a] = [0]}
= {(a,b) € B x B|(a,b) € py(a)}
= Pra)
= (im(f) x im(f)) U Ap
= Kim(s)

Corolario 3.3.17. Para cada S—morfismo inyectivo f existe un S—morfismo sobreyectivo g

! B-.(C © es Rees-exacta.

tal que la sucesion © A

Demostracion. De que f es inyectivo y de la Proposicion anterior se tiene que la sucesion

B
B3 —°

es Rees-exacta. Asi haciendo g = 7 se obtiene lo buscado. 0

) At

Asi, todo S—morfismo inyectivo es parte de una sucecién exacta corta de Rees.

Observacion 3.3.18. Si f : A — B es un S—morfismo, entonces en general la sucesion

Nu(f)— Ao B
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no es Rees-exacta. En efecto, sean Ny := N U {0} y S := {2"|n € Ny} U {0}. Con la
multiplicacion usual de enteros S es un monoide con neutro 1 y con elemento cero 0. Sea p un
niimero primo con p > 2 y considerar al conjunto 7, de enteros modulo p. Para cada s € S
y la] € Z, se define s[a] := [sa]. Esta operacion esta bien definida, pues si [a] = [b], entonces
p|a—0by en consecuenciap | s(a —b) = sa — sb, de donde s[a] = s[b]. Con esto es claro
que Z,, es una S—accién finita con exactamente p elementos. Ahora bien, es claro que [0] es
elemento cero de Z,, mads aun si [a] es elemento cero de Z,, entonces para cada s € S debe ser
que s|a] = [a] y por lo tanto para cada s € S, p | sa —a = (s — 1)a. En particular, para s = 2
se tiene que p | a y por consiguiente [a] = [0], concluyendo asi que [0] es el iinico elemento cero
de Z,,. Por otra parte, debido a que p es un niimero primo mayor que 2 y a que los elementos de
S son o el cero o potencias de 2 se deduce que el unico elemento de S que es divisible por p es
s = 0. Esto ultimo junto al hecho de que p t p — 1 permite concluir lo siguiente para s € S:

slp—1]=[0] <= p|s(p—1)
= pls
<— s=0

Considerar a la S—accién regular 3S y sea f : S — Z, el S—morfismo dado por f(s) :=
s[p — 1] (véase el tercero de los Ejemplos 2.4.2). De que S sea un conjunto infinito y Z,, uno
finito se sigue que f no puede ser una funcion inyectiva, asi existen s,t € S con s # t tales
que f(s) = f(t) ie s[p— 1] = t[p — 1]. Como s # t, entonces s[p — 1] = t[p — 1] # [0] (pues
de lo contrario se implicaria que s = 0 = t), de donde se sigue que s,t ¢ Nu(f). Ahora, para
el S—morfismo inclusion 1 : Nu(f) — A se tiene que KCin(y = (im(e) X im(1)) U Ay =
(Nu(f)x Nu(f))UAy4 yporlotanto (s,t) & Kip,). Finalmente, como f(s) = f(t), entonces

(s,t) € Ker(f)yasiKin) # Ker(f). Por consiguiente la sucesion Nu(f)——=S 7. Ly
no es Rees-exacta.

Proposicion 3.3.19. Si la sucesion de S—morfismos A B s Rees-exacta, en-
tonces im(f) = Nu(g).

Demostracion. Como la sucesion A . B—2-C es Rees-exacta, entonces gf = 0, asi
para cada x € A debe ser que g(f(z)) = 0y por lo tanto f(z) € Nu(g). De ahi que
im(f) C Nu(g). Ahora, si z € Nu(g), entonces g(z) = 0c = g(fp) y por consiguiente
(2,0B) € Ker(g) = Kin(y)- De esto se sigue que (2,0p) € im(f) x im(f) 6 z = 0. Como
0p = f(0a) € im(f), en cualquiera de los casos anteriores se sigue que z € im(f). Por lo
tanto Nu(g) C im(f) y en definitiva im(f) = Nu(g). O

Observacion 3.3.20. El reciproco no se verifica. En efecto, para la sucesion de la Observacion

3.3.18 se tiene queim(t) = Nu(f) pero la sucesion Nu(f)—— A . B noesRees-exacta.
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Observacion 3.3.21. Si f : A — B es un S—morfismo tal que Nu(f) = {04}, entonces
f no necesariamente es inyectivo. En efecto, para el S—morfismo f de la Observacion 3.3.18 se
tiene que Nu(f) = {0} pero f no es inyectivo.

Observacion 3.3.22. Si f : A — B es un S—morfismo, entonces no necesariamente

A
Nu(f) = f(A). En efecto, considerar al S—morfismo de la Observaciéon 3.3.18. En este ca-
) gNu(f) = (Nu(f) x Nu(f)) UAg = ({0} x {0}) UAg = Ag y por consiguiente
Nu(f) = Ag >~ S. Por otra parte, f(S) es una subaccién de Z, y por lo tanto f(S) tiene

que ser un conjunto finito. Debido a esto ultimo y a que S es un conjunto infinito se tiene que
——— 2 f(95). Finalmente, es importante notar que lo anterior no contradice al Corolario

Nu(f)

3.1.2, pues este considera a la congruencia Ker(f) y no a pyy(p)-

Proposicion 3.3.23. Sea g : B — C un S—morfismo sobreyectivo. Entonces existe un

S—morfismo [ tal que la sucesion © Al.pt.¢ O es Rees-exacta si y solo
st pNu(g) = Ker(g)-

Demostracion. Suponga que f es un S—morfismo tal que la sucesion

o Al .p . ¢ o

es Rees-exacta. Entonces Ker(g) = Kin(s), y ademas, la Proposicion 3.3.19 implica que
im(f) = Nu(g). Por consiguiente pnuig) = pim(r) = Kim(s) = Ker(g). Y viceversa, ob-
servar que para el S—morfismo inclusion ¢ : Nu(g) — B siempre se tiene que K;y,(,) =
(im(e) xim())UAp = (Nu(g) X Nu(g)) UAB = pnu(g)- Asi, si pnu(g) = Ker(g), entonces
Kim@)y = Ker(g) y en consecuencia la sucesion

© — Nu(g)— B—1=C S)

es Rees-exacta. Luego, haciendo f = ¢ se obtiene lo pedido. [

Observacion 3.3.24. A diferencia de los inyectivos, no todo S— morfismo sobreyectivo es parte
de una sucesion exacta corta de Rees. En efecto, parap = 3 sea f el S—morfismo de la Observa-
cién 3.3.18. En este caso, f : S — 73 esta definido por f(s) := s[2]. Se tiene que [0] = f(0),
[1] = f(2) y[2] = f(1), en consecuencia f es sobreyectivo. Ademas, de que la sucesion

Nu(f)—s S —L~ 17,

no es Rees-exacta se tiene que KC;n,) # Ker(f), pero Kin)y = pnu(r), en consecuencia
pnu() 7 Ker(f). Porlo tanto de la Proposicion 3.3.23 se deduce que no existe un S—morfismo
« tal que la sucesion
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es Rees-exacta.

Aquellos S—morfismos que cumplen alguna de las condiciones de la Proposicion 3.3.23 sa-
tisfacen el siguiente Teorema de correspondencia:

Teorema. 3.3.25. (De correspondencia.) Si g : B — C' es un S—morfismo sobreyectivo tal
que Ker(g) = pnu(g), entonces existe una correspondencia biyectiva entre los conjuntos

X:={U<B|Nu(g) CU} y Y:={V<C|O:€V}

Demostracion. Si U € X, entonces por definiciéon, U < By Nu(g) C U. Luego, del Lema
2.3.5 se sigue que g(U) < C,y ademés, como 0 € Nu(g), entonces g € Uy en consecuen-
cia 0o = g(0p) € g(U). Por lo tanto g(U) € Y vy tiene sentido asi considerar a la funciéon
Q: X — Y dada por Q(U) := g(U). Ahora, sean U, U’ € X tales que g(U) = g(U’). Para
u € U arbitrario, como g(u) € g(U) = ¢g(U’), entonces existe u’ € U’ tal que g(u) = g(u’)
y por lo tanto (u,u’) € Ker(g) = pnu(g)- De ahi que u, v’ € Nu(g) 6 v = u’. Ahora bien,
como Nu(g) C U’y € U’, cualquiera de los dos casos anteriores implica que u € U’ y en
consecuencia U C U’. De manera analoga se exhibe que U’ C U y por lo tanto U = U’. Se
deduce de todo esto que 2 es inyectiva. Por otra parte, para V' € Y se tiene que g~ (V) € X.
En efecto, el Lema 2.3.5 implica que gil(V) < By ademas, como V' € Y, entonces 0o € V'
y asi para cada b € Nu(g), g(b) = ¢ € V, lo cudl conlleva a que g(Nu(g)) C V yen
consecuencia Nu(g) C g~!(V). Por consiguiente g~' (V') € X. Esto ultimo aunado a que g
es sobreyectiva permiten concluir que V' = g(¢g=}(V)) = Q(g71(V)) i,e, 2 es sobreyectiva.
Por consiguiente (2 es una biyeccion. [

Corolario 3.3.26. Sea A una S—accién y B una subaccién de A tal que 04 € B.Si Sub(%) =
{v < 41Be V'}, entonces

Sub(g) ={%|X <AyBC X}
donde % := {[z] |z € X}.
Demostracién. Considerar al S—morfismo canénico 7 : A — 4 dado por 7(z) := [z].
Como 04 € B, de acuerdo con la demostracion del Lema 2.5.9, B es el inico elemento cero
de 4 y ademas para cada z € B, [z] = B. Asi que
Nu(m):={x € A|n(xz) = B}

—{reA|fs] = B}

={re€A|lre B}

=B

Ahora, como Ker(m) = pp (véase 3.3.10), entonces Ker(m) = pyy(x), ¥ asi como 7 es
sobreyectiva, del Teorema 3.3.25 se deduce que existe una biyeccion entre los conjuntos
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X:={X<A|BCX} y Y={V<4|BeV}

Mas aun, la funciéon 2 : X — Y dada por (X) := m(X) es una biyeccion. De esto
Gltimo se sigue que Y = im(Q) = {m(X) | X € X}. Ahora bien, observar que Y = Sub(4)
y ademas m(X) = {[z]|z € X} = &. Por consiguiente se tiene la igualdad Sub(4) =
{Z|X <AyBCX}. O

Teorema. 3.3.27. Suponga que el siguiente es un diagrama conmutativo de S—morfismos con
primera fila Rees-exacta y g, inyectivo:

AT A, B A,
S Y

By =5 By =5~ By

Entonces existen S—morfismos unicos my, ms, €1 y ey tales que el siguiente diagrama es con-
mutativo, tiene la primera fila Rees-exacta y ese; = 0. (véase la Definicion 3.3.13):

Nu(ar) === Nu() == Nu(7)

Ka Kg K,
Al fl A2 f2 A3
e B8 Y
Bi—g =B B3
Ca Cp Cy
B Bs B3
im(a) el im(B) €2 im(7y)

Demostracién. Observar que S(fi1K,) = (Bf1)Ka = (g1a)Ky = g1(aK,) = 10 = 0
ie, B(f1Kq) = 0,y también (f2K5) = (v/2)Kp = (928)Kp = g2(BKp) = 920 = 0
ie, v(f2/3) = 0. Por lo tanto del Teorema 3.3.14 (Propiedad universal del nicleo) se sigue
que existen unicos S—morfismos m; y my tales que fiK, = Kgmiy foKg = K ma.
Por otra parte se tiene que (Cgg1)a = Cg(grr) = Cs(Bf1) = (CsB)fi = 0fi =0y
ademas (C,g2)3 = Cy(g28) = Cy(vf2) = (Cyy)fe = 0fy = 0, luego por el Teorema
3.3.15 (Propiedad universal del conucleo) existen Gnicos S—morfismos e; y eo tales que
Csg1 = e1Cy y C, g2 = e2C3. De todo lo anterior se sigue que los S—morfismos m, ms, e,
y e hacen conmutativo al diagrama
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Nu(a) == Nu(f) = Nu(7)

Ko Kpg Ky
Al L AQ f2 A3
@ B8 Y
Bl a B2 92 B3

Co Cp Cy
Bl B2 B3

im(a) el im(B) €2 im(7)

Veamos que la sucesion Nu(a) ——> Nu(f) —=> Nu(y) es Rees-exacta: recordar que si
f es un S—morfismo, entonces Ky denota a la inclusién de Nu(f) en el dominio de f, de

esta manera el par de igualdades fi K, = Kgm; y foKg = K,my asegura que para cada
u € Nu(a) ycadav € Nu(p)

filw) =m(u) y  fo(v) = may(v) (3.1)

Asi que para u € Nu(«) arbitrario la primera de las identidades (3.1) implica que f;(u) =
m1(u) y por consiguiente ma(mq(u)) = mo(fi(u)). Ademas observe que fi(u) = m(u) €
Nu(f), luego para v = fi(u) la segunda de las identidades (3.1) asi como la Proposicién
3.3.7 garantiza que may(fi(u)) = fo(fi(u)) = 04, y por lo tanto my(ms(u)) = 6a,. De
ahi que mom; = 0y en consecuencia Ky, ;) € Ker(ms) (ver Proposicion 3.2.3). Tomese
(z,y) € Ker(ms) C Nu(8) x Nu(p), entonces z,y € Nu(f) y ma(x) = ma(y). Luego, la
segunda de las igualdades (3.1) implica que fao(z) = ma(x) = ma(y) = fa(y) Le, (z,y) €
Ker(fa) = Kin(s,), por consiguiente (x,y) € im(f;)xim(f1) 6z = y.Siz = y, entonces es
claro que (z,y) € Kipmm,)-Si(z,y) € im(f1)xim(f1), existenp, q € A; talesque z = f(p)
yy = fi(q). Ahora, la identidad 8f; = g1 implica que 3(z) = B(fi(p)) = gi1(a(p))
y Bw) = B(A(@) = m(ale)), pero 2,y € Nu(B), luego gi(alp)) = B(z) = 6, y
g1(a(q)) = B(y) = 0p,, de manera que al ser g; inyectiva se sigue que a(p) = 65, = a(q)
ie, p,q € Nu(«). Asidela primera de las identidades (3.1) se sigue que x = fi(p) = my(p)y
y = fi(q) = mi(q) y en consecuencia (z,y) € Kipn(m,). Por lo tanto Ker(ms) C Kinm,) ¥

en definitiva iy (n,) = Ker(ms) ie, lasucesion Nu(a) ——= Nu(8) —=> Nu(7) esRees-
exacta. De nuevo, recordar que si f es un S—morfismo, entonces C'; denota al S—morfismo
que asocia a cada elemento del codominio de f su clase de equivalencia con respecto de la
relacion pj, (). Asi, el par de identidades Cgg; = e1C, y C, g2 = €2C afirma que para cada
w € Byycadaz € By

[r(w)] = ex([w]) 'y [92(2)] = ea([2]) (3.2)

Si[w] € - es arbitrario, la primera de las igualdades (3.2) implica que e; ([w]) = [g1(w)]
im (o

y en consecuencia es(e1([w])) = ez([g1(w)]). Ahora bien, como g;(w) € Bs, entonces de
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la segunda de las identidades (3.2) se sigue que es([g1(w)]) = [g2(g1(2))] = [0B,] = im(7)
(ver Ejemplo 2.5.5), por lo tanto ey (e ([w])) = im(7) y en consecuencia ese; = 0.
0

Definicion 3.3.28. Si A es una S—accion, se dice que X < A es sumando directo de A si
existeY < Atalque A=XUY y X NY = {04}. En este caso se escribe A = X &Y.

Lema 3.3.29. Suponga que © AL.p2.¢ © es una sucesion Rees-exacta.
Si B = f(A) W X, entonces existec : X — C un isomorfismo tal que ¢ = gux (con tx la
inclusion de X en B). En particular X = C.

Demostracion. Se define a la funcién ¢ : X — C como ¢(x) := g(x). Observar que si
tx denota a la inclusiéon de X en B, entonces € = gix. Es claro que € es un S—morfismo.
Ademés, si x,y € X son tales que (x) = £(y), entonces g(z) = g(y) y por consiguiente
(z,y) € Ker(g) = Kin(y). Luego z,y € im(f) 6 x = y. En el segundo caso es evidente
que * = y. En el primero se tendria entonces que z,y € X N f(A) = {0} y por lo
tanto © = y. Se deduce asi que ¢ es inyectiva. Por otra parte, si ¢ € C, debido a que g es
sobreyectiva existe x € B tal que ¢ = ¢(b), pero B = f(A) U X. Asi, si b € X se tiene
que ¢ = g(b) = €(b). Sib € f(A), entonces b = f(a) para algiin a € A y en consecuencia
c=g(b) =g(f(a)) =0c = g(0p),y como g € X, entonces ¢ = £(0p). De todo lo anterior
se sigue que € es sobreyectiva y por lo tanto un isomorfismo. [

A
Corolario 3.3.30. Si A = X WY, entoncesY = <

Demostracion. De acuerdo con el Ejemplo 3.3.10 la sucesion

A
X AT =
) e S

es Rees-exacta. Ademas, como ((X) = X, la identidad A = X WY toma la forma A =
A

1(X)WY. Luego, del Lema 3.3.29 se sigue que Y = <
]

Teorema. 3.3.31. Los siguientes enunciados son equivalentes para la sucesion Rees-exacta
o—A-1-Bc—0:

1. Existe un S—morfismo 3 : C' — B tal que g3 = idc¢.

2. f(A) es sumando directo de B.
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Demostracion. 1) = 2). Sea f : C' — B un S—morfismo tal que g3 = id¢ y definase
X := [(g(B)). Es claro que X < B. Ahora, para b € B arbitrario se tiene que ¢g(b) € C,
y como g3 = idc, entonces g(3(g(b))) = g(b). De ahi que (b, 8(g(b))) € Ker(g) = Kim(y)
y por lo tanto (b, 5(g(b))) € im(f) x im(f) 6 b = 5(g(b)). En el primer caso se sigue que
b € f(A) y en el segundo se implica que b € X. Por consiguiente b € f(A) U X y en
consecuencia B = f(A) U X.Sib € f(A) N X, entonces b = f(a) y b = p(g(u)) para
algunos a € Ay u € B. Luego f(a) = f(g(u)) y asi 0c = g(f(a)) = g(B(g(u))) = g(w),
de donde se ve que u € Nu(g) = im(f) (véase Proposicion 3.3.19) y por lo tanto u = f(x)
para alguin x € A. Asi que b = [B(g(u)) = B(g(f(z))) = B(0c) = Op. Por consiguiente
f(A)YNX ={0p} yconello B= f(A)W X.

2) = 1). Si f(A) es sumando directo de B, existe X < B tal que B = f(A) W X.
Por el Lema 3.3.29 existe ¢ : X — (C un isomorfismo tal que ¢ = gty (donde tx es

la inclusién de X en B). Para el S—morfismo 3 := txyc~! se tiene que como £ = giy,
entonces idc = guxe ! = gp. [
Teorema. 3.3.32. Suponga que © A-l.p 2. ¢ © es una sucesion exacta

corta de Rees. Si f(A) es sumando directo de B, entonces existe un S—morfismoa : B — A
tal que of = id 4.

Demostracién. Suponga que existe X < Btal que B = f(A)WX.Puesto que f es inyectiva,
entonces para cada b € f(A) existe un unico a, € A tal que b = f(a;). A partir de esto se
define a la funciéon o : B — A como

_foay st be f(A).
O‘<b>'_{ez si be X.

Sean s € S'yb € B arbitrarios. Sib € f(A), entonces b = f(a,)yasisb = sf(ap) = f(sap),
de manera que ag, = sap. Luego a(sb) = ag, = sa, = sa(b). Sib € X, entonces sb € X'y
a(b) = 04.Por lo tanto a(sb) = 04 = sa(b). Se deduce asi que o es un S—morfismo. Ahora,
para cada a € A es claro que f(a) € f(A) y que aj,) = a. Luego, a(f(a)) :== asu) = ay
en consecuencia o f = id 4. [

Teorema. 3.3.33. Los siguientes enunciados son equivalentes para la sucesion Rees-exacta

) AL.B 2. ¢ o :

1. Existe un S—morfismo« : B — A tal que af = id 4.

2. Existe un S—morfismo inyectivo w que hace conmutativo al diagrama

f

0 A B—% -C 0
idAl wj idct
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Dondei(a) := (a,0c) yp(a,c) = c.

Demostracion. 1) = 2). Sea o : B — A un S—morfismo tal que af = id4. Con ayuda
de « se define a la funcion w : B — A x C como w(b) := («a(b), g(b)). Puesto que
w esta definida en términos de o y g los cuéles son S—morfismos, se sigue que w es un
S—morfismo. Suponga que x,y € B son tales que w(z) = w(y). Entonces («(z), g(z)) =
(a(y), g(y)) y por lo tanto a(z) = a(y) y g(x) = g(y). De la segunda identidad se sigue que
(z,y) € Ker(g) = Kim() yluego z,y € im(f) 6 x = y. Siz,y € im(f), puede escribirse
r = f(a) yy = f(a,) para algunos a,, a, € A. Asi, la identidad af = id4 implica que
a(w) = a(f(a,)) = av y aly) — a(f(ay) = a,, pero alz)  aly), luego a, — a, y por
lo tanto x = f(a,) = f(a,) = y, concluyéndose asi que w es inyectiva. Finalmente, para
cadaa € Ay cadab € B se tiene que w(f(a)) := (a(f(a)),g9(f(a))) = (a,0c) = i(a) y
p(w(b)) = p(a(b), g(b)) := g(b) i,e, el diagrama

O—>A—t . p_ ¢

J

A AxC—o—>C

©

es conmutativo.
2) = 1). Suponga que w es un S—morfismo inyectivo que hace conmutativo al diagrama

I . p— 9% 0.0

A
idAj wj idct
A

> AxC—5—>C

©

Considere al S—morfismo ¢ : A x C' — A dado por ¢(a,c) := a. Se tiene que para cada
a € A, q(i(a)) = q(a,0c) = aie, gi = idy. Ahora bien, como wf = i, entonces para
a = qu se tiene que of = quf = qi = id 4. O

Definicion 3.3.34. Se dice que la sucesion Rees-exacta © Al.pt.¢ O se
escinde (divide, factoriza 6 parte) a la derecha si satisface alguna de las condiciones del Teorema
3.3.31.

Definicion 3.3.35. Se dice que la sucesion Rees-exacta O A-L.p2.¢ )

se escinde (divide, factoriza 6 parte) a la izquierda si satisface alguna de las condiciones del
Teorema 3.3.33.

Observacion 3.3.36. De acuerdo al Teorema 3.3.32, toda sucesion Rees-exacta corta que se
escinde a la derecha también se escinde a la izquierda. Sin embargo, y a diferencia de lo que
sucede con sucesiones exactas cortas de morfismos de médulos, no es cierto que toda sucesion
Rees-exacta corta que se escinde a la izquierda también se escinde a la derecha. En efecto,
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exhibiremos que existe una sucesion exacta corta de Rees que se escinde a la izquierda pe-
ro no a la derecha. Para tal fin suponga que S es un monoide con cero 0 para el que exis-
ten tres elementos w,a,b € S ninguno de ellos igual a O tales que wa # 0 y wb = 0.
Bajo estas condiciones gS es una S—accion cuyo unico elemento cero es 0 (véase la Propo-
sicion 2.5.8) y ademas podemos darle al conjunto S x S estructura de S—accion haciendo
s(z,y) = (sz,sy). No es dificil verificar que en este caso, (0,0) es el tinico elemento cero
de la S—acciéon S x S. Considerar ahora a X := {(x,0) |z € S}. Observar que para cada
s,z € S se tiene que s(x,0) := (sx,s0) = (sz,0) € X, y en consecuencia X < S x S.
Afirmamos que X no es un sumando directo de S x S: en efecto, suponga por el contra-
rio, que existe Y < S x S tal que S x S = X WY, entonces de que b # 0 se sigue
que (a,b) ¢ X, pero S x S = X UY, luego debe ser que (a,b) € Y. Asi que como
Y es una subaccién, entonces w(a,b) € Y, pero w(a,b) = (wa,wdb) = (wa,0) € X,
por lo tanto (wa,0) € X NY = {(0,0)} y en consecuencia (wa,0) = (0,0). De ahi
que wa = 0, lo cual es una contradiccion, pues wa # 0. Por consiguiente X no es un su-
mando directo de S x S. Considerar a la funcion f : S — S x S dada por f(x) =
(x,0). Es facil ver que f es un S—morfismo inyectivo, y ademas f(S) := {f(z) |z € S} =
{(z,0)|x € S} = X. Ahora bien, como f es inyectiva, el Corolario 3.3.17 implica que exis-

te un S—morfismo sobreyectivo g tal que la sucesion © — S —Lgxst0c—s0
es Rees-exacta. Por otra parte, la funcion o : S x S — S dada por a(x,y) := x es un
S—morfismo, y mas aun, para cada x € S, a(f(z)) = a(z,0) = x. De ahi que af = idg
y por consiguiente la sucesion © — S L% S o0 seescindeala izquier-

da. Finalmente, como f(S) = X y X no es sumando directo de S x S, entonces la sucesion

0 —— S—f> SxS-2L (O ——-0O noseescinde a la derecha.

Observacion 3.3.37. Para construir a la sucesion de la Observacion anterior nos basamos en
el supuesto de que S es un monoide con cero 0 para el que existen tres elementos w,a,b € S
ninguno de ellos igual a O tales que wa # 0 y wb = 0. Un ejemplo de monoide con tales
caracteristicas es el monoide Ms(Z) de todas las matrices de tamafio 2 X 2 con coeficientes

enteros bajo el producto usual entre matrices. En este caso la matriz O = 8 8 es cero
del monoide My(Z), ademas para a = L (1) b = ? 8 yw = (1) 8 se tiene que

b )61 = (o 0) 53 )6 ) = (0 ) e

satisfacen que wa # O y wb

Proposicion 3.3.38. Suponga que el siguiente es un diagrama conmutativo de S—morfismos
cuya primera fila es Rees-exacta:
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Siw es un isomorfismo, entonces la segunda fila del diagrama anterior es Rees-exacta.

Demostracion. De la conmutatividad del diagrama se tiene que wf; = ¢1 y gow = fo. En
particular, como w es isomorfismo se tiene que go = fow™!. Asi, la identidad wf; = ¢,
implica que g; es composicion de dos funciones inyectivas y por consiguiente g; debe
ser inyectiva. Ademas, de la igualdad go = fow™' se desprende que g, es composiciéon
de dos funciones sobreyectivas y en consecuencia g» es sobreyectiva. Ahora bien, se tie-
ne que ¢g2g1 = fowlwfi = fofi = 0, luego la Proposicién 3.2.3 implica que Kimg) €
Ker(gy). Por otra parte, si (z,y) € Ker(gz), entonces go(x) = g2(y), pero go = fow™?,
luego fo(w™!(z)) = fa(w™'(y)) y asi (w™'(z),w™'(y)) € Ker(f2) = Kim(p,). De ahi que
w(z),w y) € im(f1) 6 w(z) = w(y). En el caso en que w!(z) = w!(y) la in-
yectividad de w implica que x = y y en consecuencia (z,y) € Kip(g,). En el caso restante
cuando w!(z), w ! (y) € im(f1), puede escribirse w(z) = fi(a.) y w(y) = fi(ay)
para algunos a,, a, € A, de manera que z = w(fi(a))y vy = w(fi(ay)), perowf; = g1,
luego © = ¢1(a;) y ¥y = gi(ay). Por consiguiente (z,y) € im(g1) X im(g1) € Kim(g,)- Se
concluye asi que Ker(ga) C Kin(g,) y en definitiva ICyp,(4,) = Ker(gz). De todo lo anterior

. o 9 92
se sigue que la sucesion O A B’ C O es Rees-exacta. O]

Corolario 3.3.39. Asumir que el siguiente es un diagrama conmutativo de S— morfismos con
primera fila Rees-exacta:

. . g 91 g2
Si a, By y son isomorfismos, entonces la sucesion O A B’ c’ O es
Rees-exacta.

Demostracion. Que el diagrama
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es conmutativo. Ahora bien, este ultimo tiene primera fila Rees-exacta y ademas (3 es un iso-

morfismo. Por consiguiente la sucesion © A2 prl i C © es Rees-exacta.
De ahi que g« es inyectiva, 7' g, es sobreyectiva y King0) = Ker(y 'ga). Asi, de las
igualdades g; = (gia)a'y g = v(7 1g2) se ve que g; es composicion de dos inyecti-
vas y que g» es composicion de dos sobreyectivas, de forma que g; es inyectiva y g so-
breyectiva. Ahora bien, de que « es sobreyectiva se sigue que im(gicr) = im(g;) y en
consecuencia Kin(g,0) = Kim(g,). También, de la inyectividad de =1 se desprende que
Ker(y 'gs) = Ker(go), luego Ker(gs) = Ker(y 'g2) = Kimgra) = Kim(gr)- Por con-

o iy g1 92
siguiente la sucesiéon O A B’ C’ © es Rees-exacta. O

57



CAPITULO 3. MAS SOBRE S-MORFISMOS

58



CAPITULO 4

ACCIONES COMPLETAMENTE
REDUCIBLES

Recordemos que un R—modulo es semisimple si este puede ser escrito como suma de sub-
moédulos simples. Existe una serie de propiedades que caracterizan a este tipo de modulos.
Ademas, se dice que un anillo R es semisimple si el R—modulo zR es semisimple. Tam-
bién, hay una serie de propiedades que caracteriza a este tipo de anillos. Basandonos en lo
anterior, en este capitulo se define lo que entenderemos por S—accion semisimple (que en
realidad seran llamadas acciones completamente reducibles) y damos algunas propiedades
que caracterizan a este tipo de acciones. También, si definieramos a un monoide semisimple
como aquel para el que la S—accién ¢S es semisimple, entonces exhibiremos en el Teorema
4.3.18 que los monoides semisimples son en realidad los grupos.

4.1. Acciones simples y 0-simples

Definicion 4.1.1. Se dice que una S—accion A es simple si la tinica subaccion de A es A.
Ademas, se dira que A es 0—simple si A tiene un uinico elemento cero y si sus tinicas subacciones

son A y{0a}.
Sera conveniente recordar ahora el siguiente resultado:

Proposicion 4.1.2. Si A € S — Acty, entonces cualquier subaccion X de A pertenece a
S — Acty. Mas atn, el elemento cero de X coincide con el de A. En particular, la interseccion
de cualesquiera dos subacciones de A es no vacia.

Demostracion. Ver la demostracion del Teorema 2.5.10. O]

Definicion 4.1.3. Se dice que una S—accion A es ciclica si existe a € A para el que A =
{sa|s € S}. En este caso se escribe A = (a).
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Proposicion 4.1.4. Toda accion simple (0—simple) es ciclica.

Demostracion. Sea A una S—accién simple y a € A arbitrario. Como (a) := {sa|s € S}
es subaccion de A, entonces A = (a) i,e, A es ciclica. Suponga ahora que A es 0—simple. Si
A tiene un solo elemento, digamos a, es claro entonces que A = (a). Si A tiene mas de un
elemento, sea a € A con a # 04. En este caso (a) := {sa|s € S} es una subaccion de A
distinta de {64}, luego A = (a). O

Proposicion 4.1.5. Sea A una S—accion simple. Entonces A tiene elemento cero si y solo si A
tiene un solo elemento.

Demostracion. Si 6 es elemento cero de A, entonces {6} < A, luego como A es simple debe
ser que A = {0}. Y viceversa, si A solo tiene un elemento, es claro que éste es elemento
cero. O

Observacion 4.1.6. De la Proposicion anterior se sigue que toda S—accioén simple con mas de
un elemento no puede tener elementos cero. En particular, ninguna accion 0—simple con mas
de un elemento puede ser simple.

Proposicion 4.1.7. Sea f : A — B un morfismo de S—acciones y X < A.
1. Si X es simple, entonces f(X) es simple.
2. SiA,B e S — Acty y X es 0—simple, entonces f(X) es 0—simple.

Demostracion. 2) Como A € S — Actyy X < A, entonces del Teorema 2.5.10 se sigue que
X € 5§ — Acty, y en particular X tiene un tnico elemento cero, el cual es el elemento cero
de A. Ahora, para Y < f(X) se verifica sin dificultad que Ay := {z € X | f(x) € Y} es
una subaccién de X, y como X es 0—simple, entonces Ay = {04} 6 Ay = X.En el primer
caso, cuando Ay = {64} se tiene que Y = {f0p}. En efecto, siy € Y < f(X), entonces
puede escribirse y = f(z) paraalginz € X,y asixz € Ay = {04}, de donde = 0, y por
lo tanto y = f(04) = Op. En consecuencia Y = {0p}. En el caso restante, cuando Ay = X
se tiene que Y = f(X), pues la igualdad Ay = X implica que para cada = € X ocurre que
f(x) € Y y por consiguiente f(X) = Y. En consecuencia f(X) es 0—simple. La prueba del
inciso 1) es analoga. O

Siempre pueden construirse acciones 0—simples sobre monoides con cero. Para verificar
este hecho se necesita primero establecer el siguiente resultado.

Teorema. 4.1.8. Todo monoide (no trivial) con cero tiene al menos un ideal izquierdo (derecho
o bilatero) maximal.

Demostracion. Solo se hara la prueba para ideales izquierdos, pues para ideales derechos y
bilateros se procede de manera analoga. Sea S un monoide no trivial con elemento cero 0y
considere a la familia
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F :={I C S|I esideal izquierdo de S'}

Es claro que {0} es un ideal izquierdo de S, y ademas como el monoide es no trivial, {0} # S.
De ahi que {0} € F y por lo tanto F es no vacia. Ahora bien, sea C C F arbitraria (no vacia)
y tomense s € Sy a € |JC arbitrarios. Para a existe I € C tal que a € I, luego, como los
elementos de C deben ser ideales izquierdos de .S, se sigue que I es ideal izquierdo de S
y por lo tanto sa € I C [JC. De ahi que sa € |JC y por lo tanto | JC es ideal izquierdo
de S. Observe que si S = | JC, entonces para e (el neutro) existe J € C tal que e € J, lo
que implica entonces que J = S, contradiccion, pues los elementos de C son subconjuntos
propios de S. Por consiguiente S # | JC y asi |JC € F. Si ordenamos a F mediante la
contencion, del argumento anterior se deduce que toda C —cadena de F tiene una cota
superior. Por lo tanto, del Lema de Zorn se sigue que existe [, € F que es C —maximal.
Veamos que /j es ideal izquierdo maximal de S: sea .J un ideal izquierdo de S tal que Iy C J.
SiJ # S, entonces J € F y asi la maximalidad de I, implica que I, = J. Por consiguiente
Iy es ideal izquierdo maximal de S. ]

Teorema. 4.1.9. Sea S un monoide (no trivial) con cero e I un ideal izquierdo maximal de S.

S . .
Entonces 7 esuna S—accion 0—simple.

Demostracion. El Teorema 4.1.8 asegura que existe / un ideal izquierdo de S' el cuél es ma-
ximal, ademas no es dificil ver que I es subaccion de la S—accion gS. Por otra parte, la
Proposicion 2.5.8 implica que la accién ¢S pertenece a la clase S — Acty. Por lo tanto, del
inciso 2 del Teorema 2.5.10 se sigue que la S—accién cociente % también pertenece a la cla-
se S — Acty. En particular cualquier subaccion de % debe tener a [ (que es el cero de %)
como elemento. Ahora bien, de acuerdo al Corolario 3.3.26 se tiene que S ub(%), la clase de
todas las subacciones de % que tienen a I como elemento (que como vimos son todas sus
subacciones) viene dada por Sub(2) = {4|J < Sel C J}. Asi, para K < 2 subaccién
arbitraria se tiene que K € Sub() y por lo tanto existe J < S con I C J tal que K = 7.
Ahora, puesto que las subacciones de ¢S son en realidad ideales izquierdos del monoide S,
entonces J debe ser un ideal izquierdo de .S tal que I C J. Asi, de que [ es un ideal izquierdo
maximal se sigue que ] = .J 6 J = S.Si] = J, entonces K = 7 =1 ={I},ysiJ =5,
entonces K = 2 = 2. Por consiguiente las tnicas subacciones de %I son {I}y 2. Por lo
tanto % es 0—simple. O]

4.2. Zoclo y acciones completamente reducibles
Definicion 4.2.1. El zoclo de una S—acciéon A, denotado por Zoc(A), se define como

Zoc(A) =] Simp(A),

donde Simp(A) := {X < A| X es simple} i,e, el zoclo de A se define como la unién de todas
las subacciones simples de A.
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Lema 4.2.2. Sea A una S—accién. Entonces, para cada X,Y € Simp(A) se tiene que X =Y
6XNY =0.

Demostracion. Sean X, Y € Simp(A).Si XNY = () la demostracion termina. Si X NY # (),
entonces XNY < Xy XNY <Y.Asi,como X yY sonsimples se sigue que X = XNY =
Y. ]

Definicion 4.2.3. Una S—accién A es completamente reducible si A = Zoc(A).

Observacion 4.2.4. El Lema anterior implica que la union que aparece en la definicion de
zoclo es una union disjunta. Asi, toda accion completamente reducible se puede expresar como
union disjunta de subacciones simples.

Ejemplo 4.2.5. Para cada monoide S siempre puede construirse una S—accion completamente
reducible. En efecto, Sea X una S—accion construida como en el inciso 4 de los Ejemplos 2.1.1.
SiY C X esno vacio, entonces paracadas € S yy € Y setiene que sy :=y € Y. Por lo tanto
Y es subaccion de X. De lo anterior se sigue que en este caso, cualquier subconjunto no vacio
de X es una subaccion. En particular, cada subconjunto de la forma {x} con v € X es una
subaccién, mas aun, es claro que {x} es una subaccioén simple. De esto se sigue que {{z} | x €
X} C Simp(X) y por consiguiente X = | J{{z} |z € X} C |JSimp(X) = Zoc(X). De
ahi que X es completamente reducible.

Proposicion 4.2.6. Si A y B son dos S—acciones tales que A = B y A es completamente
reducible, entonces B es completamente reducible.

Demostracion. Sea f : A — B un isomorfismo de acciones. Si A es completamente redu-
cible, entonces A = [J{X | X € Simp(A)} y por consiguiente B = f(A) = U{f(X) | X €
Simp(A)}. Ahora bien, del primer inciso de la Proposicion 4.1.7 se sigue que para cada X €
Simp(A), f(X) € Simp(B) Y en consecuencia se tiene que {f(X)| X € Simp(A)} C
Simp(B). Por lo tanto B = |J{f(X) | X € Simp(A)} C |JSimp(B) = Zoc(B) y asi B

es completamente reducible. [

Lema 4.2.7. Sea A una S—accion y B < A. Entonces
1. Simp(B) ={BNX|X € Simp(A) y BN X # (}
2. Zoc(B) = BN Zoc(A)

Demostracion. Sea F := {BNX | X € Simp(A) y BNX # (}.Suponga que X € Simp(A)
es tal que BN X # (). Entonces BN X < B. Ahora, si C' < BN X, se tiene que C < By
C' < X. Asi, debido a que X es simple se tiene que C' = X. Luego BNX = BNC < C'ypor
consiguiente BN X = C. Asi BN X es una subaccién simple de B i,e, BN X € Simp(B).

62



CAPITULO 4. ACCIONES COMPLETAMENTE REDUCIBLES

Por consiguiente F C Simp(B). Ahora, si C' es una subaccion simple de B, es claro que
C' es también una subaccion simple de A ie, C' € Simp(A). La igualdad C = BN C
implica entonces que C' € F. Por lo tanto Simp(B) C F y en definitiva Simp(B) = F.
De esto tltimo se desprende que Zoc(B) := |J Simp(B) = | {BN X | X € Simp(A)} =
BN UH{X|X € Simp(A)} = BN Zoc(A). O

Teorema. 4.2.8. 1. Toda S—accion simple es completamente reducible.
2. Una S—accion ciclica es completamente reducible si y solo si es simple.

3. Cualquier subaccion de una S—accion completamente reducible es completamente redu-

cible.

Demostracion. 1) Si A es una S—accién simple, entonces es claro que Simp(A) = {A}.
Luego Zoc(A) :=JSimp(A) = J{A} = A.

2) Sea A = (a). Si A es completamente reducible, entonces A = Zoc(A) := |J Simp(A).
Luego, existe X € Simp(A) tal que a € X. Como X debe ser una subaccién de A, entonces
sa € X para cada s € Sy por consiguiente A = X. Ademas X es simple, por lo tanto A
es simple. Inversamente, si A es simple, el inciso anterior implica que A es completamente
reducible.

3) Sea A una S—accién completamente reducible y B < A. Entonces A = Zoc(A). Luego
B =BNA=DBnNZoc(A) = Zoc(B) (véase Lema 4.2.7 inciso 2). Por consiguiente B es
completamente reducible. [

Corolario 4.2.9. Sea A una S—accion completamente reducible. Entonces B < A es simple
si y solo si B es ciclica.

Demostracion. De la Proposicion 4.1.4 se sigue que toda subaccién simple de A es ciclica.
Ahora bien, sea B < A con B = (x). Como A es completamente reducible, de que toda
subaccion de un acciéon completamente reducible es completamente reducible, se deduce
que B = (x) es completamente reducible. Por consiguiente, del segundo inciso del Teorema
4.2.8 se sigue que (x) es una subaccion simple. N

Teorema. 4.2.10. La S—accion regular ¢S es completamente reducible si y solo si S es un
grupo.

Demostracion. Observar que la accion 55 es una S—accion ciclica, de hecho S = (e). Asi,
si ¢S es completamente reducible, del segundo inciso del Teorema 4.2.8 se sigue que ¢S5 es
simple. Ademaés, para cada g € S el conjunto (g) := {sg|s € S} es una subaccién de 5S.
Por consiguiente para cada g € S debe suceder que S = (g). De ahi que para cada g € S,
e € (g) ie, para cada g € S existe s € S tal que sg = e. De esto se deduce que S es
un monoide en el que todo elemento tiene inverso izquierdo. En consecuencia S debe ser
un grupo (véase Teorema 1.2.13 ). Y reciprocamente, si S' es un grupo, entonces g5 es una
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accion simple. En efecto, si I <g S, entonces para g € [ se tiene que ¢ = glgel y
en consecuencia para cada s € S se tiene que s = se € I. De ahi que I = Sy asi ¢S es

simple. Por lo tanto, el primer inciso del Teorema 4.2.8 implica que ¢S es completamente
reducible. ]

Teorema. 4.2.11. Los siguientes enunciados son equivalentes para un monoide S:
1. Toda S—accion es completamente reducible.
2. S es un grupo.

Demostracion. 1) = 2) Si toda S—accion es completamente reducible, entonces en parti-
cular lo es la accion ¢S. Asi, del Teorema 4.2.10 se sigue que S es un grupo.

2) = 1) Suponga que S es un grupo y sea A una S—accioén. Si a € A es arbitrario, enton-
ces la subaccion (a) := {sa|s € S} es simple. En efecto, sea X < (a).Siz € X, entonces
r = sa paraalgin s € S. Asi que a = s~ 'z € X y por lo tanto (a) < X.Luego (a) = X y
con ello (a) es simple. De lo anterior se ve que para cada a € A existe X € Simp(A) tal que
a € X.Enconsecuencia A = | J Simp(A) = Zoc(A) i,e, A es completamente reducible. [

4.3. Zoclo subceroy acciones completamente 0-reducibles

Definicién 4.3.1. Si A es una S—accion con un unico elemento cero se define
Zoco(A) == Simpo(A),

donde Simpy(A) = {X < A| X es0—simple} i.e, el zoclo (subcero) de A se define como la
union de todas las subacciones 0—simples de A.

Lema 4.3.2. Si A € S — Acty (véase Definicién 2.5.7), entonces para cada X,Y € Simpo(A)
se tiene que X =Y 6 X NY = {0a}. En particular, Simp(A) = {{0a}} y por lo tanto
Zoc(A) = {04}

Demostracion. Suponga que A € S — Actyy sean X,Y € Simpy(A).Si X NY = {04} 1a
demostracién termina. Si X NY # {04}, como XNY < Xy XNY <Y,deque X yY son
0—simples se sigue que X = XNY = Y. Finalmente, es claro que {4} € Simp(A), ademas
si Z € Simp(A), entonces como 64 € Z (véase la Proposicion 4.1.2), la Proposicion 4.1.5
implica que Z tiene solo un elemento y por lo tanto Z = {04 }. Asi Simp(A) = {{04}}. O

Definicion 4.3.3. Si A es una S—accion con un unico elemento cero, se dira que A es comple-
tamente 0—reducible si A = Zocy(A).

Para los elementos de S — Act se tienen resultados analogos a la Proposicién 4.2.6, al Lema
4.2.7 y al Teorema 4.2.8. A saber:
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Proposicion 4.3.4. Sean A y B dos S—acciones tales que A = B.SiA € S — Acty y A es
completamente 0—reducible, entonces B € S — Acty y B es completamente 0—reducible.

Demostracion. Sea f : A —> B un isomorfismo de acciones. Del tercer inciso del Teorema
2.5.10 se desprende que B € S — Acty. Ahora bien, si A es completamente O—reducible,
entonces A = |J{X | X € Simpy(A)} y por consiguiente B = f(A) = J{f(X)| X €
Simpo(A)}. Ahora bien, del segundo inciso de la Proposicion 4.1.7 se sigue que para cada
X € Simpo(A), f(X) € Simpy(B), en consecuencia se tiene que { f(X) | X € Simpy(A)} C
Simpy(B) yporlotanto B = [J{f(X) | X € Simpo(A)} C |JSimpo(B) = Zocy(B). Lue-
go B es completamente 0—reducible. ]

Lema 4.3.5. Sea A € S — Acty. Si B < A, entonces
1. Simpo(B) ={BNX|X € Simpo(A)}
2. Zocy(B) = BN Zocy(A)

Demostracion. Sea F := {BNX | X € Simpo(A) } y X € Simpy(A).Es claro que BNX <
B. Ahora, si C' < BN X, se tiene que C' < By C < X. Asi, debido a que X es 0—simple se
tieneque C' = {0,} 6 C' = X.SiC = X, entonces BNX = BNC < C'y por consiguiente
BNX = C. Asi BNX esuna subaccién 0—simple de B i,e, BNX € Simpy(B).Por lo tanto
F C Simpo(B). Ahora, si C' es una subaccién 0—simple de B, es claro que C' es también
una subaccidén 0—simple de A i,e, C' € Simpy(A). La igualdad C' = BN C implica entonces
que C' € F. Por lo tanto Simpo(B) C F y en definitiva Simpy(B) = F. De esto ultimo se
desprende que Zocy(B) :=|J Simpy(B) = {BNX | X € Simpy(A)} = BNJ{X | X €
Simpo(A)} = BN Zocy(A) O

Teorema. 4.3.6. Suponga que A € S — Acty.
1. Si A es 0—simple, entonces A es completamente 0—reducible.
2. Si A es ciclica, entonces A es completamente O—reducible si y solo si A es 0—simple.

3. Si A es completamente 0—reducible, entonces cualquier subaccion de A es completamente
0—reducible.

Demostracion. 1) Si A es una S—accién 0—simple, entonces es claro que Simpy(A) =
{A,{04}}. Luego Zocy(A) :=|J Simpo(A) = {A} U {04} = A.

2)Sea A = (a).Si A es completamente 0—reducible, entonces A = Socy(A) := | Simpo(A).
Luego, existe X € Simpy(A) tal que a € X. Como X debe ser una subaccién de A, enton-
ces sa € X paracada s € Sy por consiguiente A = X. Ademéas X es 0—simple, por lo
tanto A es 0—simple. Inversamente, si A es 0—simple, el inciso anterior implica que A es
completamente 0—reducible.

3) Sea A una S—accién completamente 0—reducible y B < A. Entonces A = Zocy(A).
Luego B = BNA = BN Zocy(A) = Zocy(B) (véase Lema 4.3.5 inciso 2). Por consiguiente
B es completamente O—reducible. [l
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Corolario 4.3.7. Sea A € S — Acty completamente 0—reducible. Entonces B < A es simple
si y solo si B es ciclica.

Demostracion. De la Proposicion 4.1.4 se sigue que toda subaccion 0—simple de A es ciclica.
Ahora bien, sea B < A con B = (z). Como A es completamente 0—reducible, de que
toda subaccién de un accidon completamente O—reducible es completamente 0—reducible, se
deduce que B = () es completamente O—reducible. Por consiguiente, del segundo inciso
del Teorema 4.2.8 se sigue que (x) es una subacciéon 0—simple. O

Es importante observar ahora que no toda S—accion tiene elementos cero. En efecto, si
S es un monoide sin ningin elemento cero derecho, entonces la S—accién regular ¢S no
tiene elementos cero. Sin embargo, el Teorema 2.5.11 afirma que toda accidén es subaccion de
una que si tiene al menos un elemento cero. De hecho, el proceso para construir tal accion
con cero consta de anadir un nuevo elemento 6 (que sera el elemento cero) a una acciéon
dada Ay después extender la accidn de los elementos de S en A al conjunto A U {#}. Un
procedimiento similar puede realizarse para monoides que carezcan de elemento cero ie,
dado un monoide puede construirse otro monoide que tenga elemento cero y que contenga
como submonoide al monoide dado. En efecto, sea S un monoide con neutro e y sea 0 tal
que 0 ¢ S. Sobre el conjunto S(0) := S U {0} se define la siguiente operacion binaria:

e st st s, tes.
TETY 0 osios=0 6 t=0.

Notar que lo que se esta haciendo es dejar fija la operacion de S para sus elementos y definir
s-0=0=0-sparacadas € S(0). No es dificil ver que con esta operaciéon S(0) es un
monoide con neutro e y con elemento cero 0, ademas de que S es submonoide de S(0). Con
respecto a este monoide se tienen los siguientes resultados.

Teorema. 4.3.8. S(0) — Acty = (S(0) — Act)o. Ademas, S(0) € S(0) — Acty.

Demostracion. Se sigue de que S(0) es un monoide con cero y de la Proposicion 2.5.8. [

Teorema. 4.3.9. La S(0)—accion regular S(0) es completamente 0—reducible si y solo si S es
un grupo.

Demostracion. Observar que la S(0)—accion regular S(0) := S U {0} con 0 ¢ S es una
accion ciclica, de hecho S(0) = (e). Luego, si S(0) es completamente 0—reducible, del
segundo inciso del Teorema 4.3.6 se sigue que S(0) es 0—simple. Ademas, para cada g € S
el conjunto (9) := {s-g|s € S(0)} es una subacciéon de S(0). Asi que como S(0) es
O—simple, para g € S arbitrario debe suceder que (g) = S(0) 6 (g) = {0}, pero como
0 ¢ S, entonces debe ocurrir que (g) = S(0) y por lo tanto e € (g). De ahi quee = s - g
para algin s € S(0). Ahora bien, observar que s debe estar en S, pues de lo contrario s = 0,
y entoncese = s-g=0-g = 01ie, 0 =e € 5, lo cudl es una contradiccién. Por lo tanto
s € Sy en consecuencia e = s - g = sg. De lo anterior se deduce que S es un monoide
tal que cualquiera de sus elementos tiene un inverso izquierdo. Por consiguiente .S debe ser
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un grupo. Y reciprocamente, si S es un grupo, entonces S(0) es una accién 0—simple. En
efecto, si I < S(0) es tal que I # {0}, entonces para g € I con g # 0 debe ocurrir que
g€ Syconelloquee =g 'g=g!-g e I en consecuencia para cada s € S(0) se tiene
que s = s-e € I.De ahi que I = S(0) y asi S(0) es 0—simple. Por lo tanto, el primer inciso
del Teorema 4.3.6 implica que S(0) es completamente O—reducible. O]

Teorema. 4.3.10. Los siguientes enunciados son equivalentes para un monoide S':
1. Todo elemento de S(0) — Acty es completamente 0—reducible.
2. S es un grupo.

Demostracién. 1) = 2) Si todo elemento de S(0) — Act, es completamente 0—reducible,
entonces en particular lo es la S(0)—accion regular S(0). De esta forma el Teorema anterior
implica que S debe ser un grupo.

2) = 1) Suponga que S es un grupo y sea A una S(0)—accion. Si a € A es distinto de
64, entonces la subaccion (a) := {sa|s € S(0)} es 0—simple. En efecto, sea X < (a) con
X #{04}.Parax € X conx # 04, puede escribirse x = sa paraalgun s € S(0) := SU{0}.
Observe que si s = 0, entonces * = sa = 0a = 64, lo cual no es cierto. Por lo tanto s € S'y
asi la igualdad x = sa implica que a = s~'z € X y por lo tanto (a) < X.Luego (a) = Xy
con ello (a) es 0—simple. De lo anterior se sigue que para cada a € A existe X € Simpg(A)
tal que @ € X. En consecuencia A = |JSimpo(A) = Zocy(A) ie, A es completamente
O—reducible. O]

El axioma de eleccion (en su version Lema de Zorn) implica que toda subacciéon de una
accion completamente 0—reducible debe ser un sumando directo:

Teorema. 4.3.11. Si A € S— Act, es completamente 0—reducible, entonces para cada B < A
existe Fo C Simpo(A) tal que A = B W |JFo. En particular, toda subacciéon de A es un
sumando directo (véase Definicion 3.3.28).

Demostracion. Si A es completamente O—reducible, entonces A = | Simpo(A).Sea B < A
y definase

Y= {F C Simpo(A) | BNUF = {04}}

Observar que X es no vacia, pues F := {{04}} C Simpy(A) es tal que BN |YF =
B nJ{{0a}} = BN {04} = {0a}. Ordenemos ahora a > mediante la contencién y
sea C C Y arbitraria y no vacia. Afirmamos que | JC € 3 : en efecto, primero, obser-
var que por definicion, ¥ C P(Simpy(A)), luego C C P(Simpy(A)) y en consecuencia
UC C Simpg(A). Ahora, sib € BN J(JC), entonces b € Byb € J(JC), asi que
existe X € [JC tal que b € X. Por otra parte, como X € |JC, existe F € C para el cudl
X € F,peroC C ¥, asi que F € ¥ y por lo tanto BN |JF = {04}. Ademés, como
X € F, entonces X C [JF y en consecuencia BN X C BN|JF = {0a}. De ahi que
BNX = {0s},dedondeb € BNX = {04} yasib = 4. Se concluye de esta forma
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que BNUYWUJC) = {04} y por lo tanto | JC € X. De lo anterior se deduce que en parti-
cular, toda C —cadena de X tiene una cota superior en ., asi el Lema de Zorn garantiza
la existencia de Fy € ¥ que es C —maximal. Afirmamos ahora que BU | JFy = A :en
efecto, si por el contrario B U |JFy # A, seaa € Atal que a ¢ B U|JFy. Considerar
a la subaccién (a) := {sa|s € S}. Como A es completamente 0—reducible, entonces del
inciso 3) del Teorema 4.3.6 se sigue que (a) es completamente O—reducible, y asi el inci-
so 2) del Teorema 4.3.6 implica que (a) es O—simple ie, (a) € Simpo(A). Ahora bien, se
tiene que (a) ¢ Fo, pues si (a) € Fo, entonces (a) C |JFyyasia € BU|JFo, lo cudl
es una contradiccion. En consecuencia (a) ¢ Fo. Por otra parte, como (a) es 0—simple
y BN {(a) < (a), se tiene que BN (a) = {04} 6 BN {(a) = (a). Si BN (a) = (a),
entonces (a) C B y por consiguiente a € B U (JF, lo cual no sucede. Por lo tanto
B N (a) = {04}. Considere a la familia G := Fy U {{(a)}. Note que G C Simpy(A) y
ademas BNJG = BN (JFoU(a) = (BNYFo)U(BN{a)) ={04}U{0a} = {04}.De
ahi que G € X. Més aun, como (a) ¢ Fy, entonces Fy C G, lo cual contradice la maximali-
dad de Fy. Se concluye asi que B U | J Fy = A. De esto ultimo y de que B N |J Fo = {04}
se sigue que A = BW|J Fy i,e, B es sumando directo de A. O]

Corolario 4.3.12. Sea A € S — Acty una accion completamente 0—reducible. Entonces para
cada B < A existe F C Simpy(A) tal que B = |J F.

Demostracion. Si B < A, entonces del Teorema anterior se sigue que B es sumando directo
de Aie, existe C' < Atalque A = BW(C. Alavez, de acuerdo al Teorema 4.3.11, paraC < A
existe 7 C Simpo(A) tal que A = C' W |J F. Ahora, haciendo uso del Corolario 3.3.30, la

A A
igualdad A = B & C implica que B = oY la igualdad A = C W |J F que c =~ |JF. Por
consiguiente B = | J F. O

Corolario 4.3.13. Sea A € S — Acty una accion completamente O—reducible. Entonces para
cada B < A se tiene que % es completamente O—reducible.

Demostracion. Si B < A, entonces del Teorema 4.3.11 se sigue que B es sumando direc-
to de A, luego existe C < A tal que A = B W (. Asi, del Corolario 3.3.30 se sigue que
% = (. Ahora bien, como C' es subaccién de A la cual es completamente 0—reducible, del
tercer inciso del Teorema 4.3.6 se sigue que C' es completamente 0—reducible. Por lo tanto
la Proposicion 4.3.4 implica que % es completamente. 0—reducible ]
Lema 4.3.14. Sea A € S — Acty tal que cualquiera de sus subacciones es un sumando directo.
Entonces:

1. Toda subacciéon B de A tiene esta misma propiedad i,e, para cada X < B existeY < B
talque B=XWY.

2. Si A tiene mas de un elemento, entonces toda subaccién ciclica de A con mas de un
elemento es 0—simple.
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3. Si A tiene mas de un elemento, entonces toda subacciéon de A con mas de un elemento
contiene una subaccion 0—simple con mas de un elemento.

Demostracion. 1) Sea B < A.Si X < B, es claro entonces que X < A, luego existe Z < A
talque A = XWZ.Porlotanto B = BNA = BN(XUZ) = (BNX)U(BNZ) = XU(BNZ).
De esto ultimo se tiene que para Y := BN Z < B, B = X UY. Ahora bien como
XNZ=A{0a},entonces XNY =XN(ZNB)=(XNZ)NB={04}NB={604}.Por
consiguiente B = X WY

2) Para este inciso haremos uso del axioma de eleccién (en su versién Lema de Zorn). Su-
ponga que A tiene mas de un elemento y sea B := (b) una subaccion ciclica de A con mas
de un elemento. Entonces b # 6 4. Considerar a la familia

F={X<B|b¢ X}

Observar que F es no vacia, pues {04} < Byb ¢ {04}. Ordenemos a F mediante la
contencién y sea C C F arbitraria y no vacia. Como cada elemento de C es una subaccién
de B, entonces se sigue que | JC < B. Ahora, observar que b ¢ | JC, pues de no ser asi debe
existir X € Ctalque b € X, pero, por definiciéon de F, ningin elemento de C puede contener
a b, contradiccion. Por consiguiente b ¢ [ JC. De esto ultimo se deduce que | JC € F. El
argumento anterior implica que toda C —cadena de F tiene una cota superior en JF, asi
por el Lema de Zorn existe Xy € F el cual es C —maximal. Se afirma que Xy = {04} :
en efecto, si Xy # {04}, entonces existe a € X tal que a # 04. Es claro que (a) < X,
ademas como X, < B, entonces (a) < B. Por lo tanto del inciso 1) se sigue que existe
Y < Btalque B = (a) WY. Afirmamos que Y ¢ X : en efecto, si Y C X, como X, < B,
entonces B = (a) UY C X, yasib € X, lo cuél es una contradiccion. Por consiguiente
Y ¢ X,. Ahora bien, observe que b ¢ Y, pues si asi fuera, entonces B := (b)) = Y y en
consecuencia {64} = (a) NY = (a) N B = (a) i,e, (a) = {0}, de ahi que a = 04, pero
a # 04, contradiccion. Por lo tanto b ¢ Y. De esto tltimo se sigue que b ¢ X, UY, ademas
es claro que Xy UY < B. Por consiguiente XqgUY € F. Mas aun, como Y g Xy, entonces
Xo € XoUY, pero esto contradice la maximalidad de X,. Por consiguiente X, = {04}
Ahora bien, para X € F se tiene que {04} C X, luego la maximalidad de X, = {04} debe
implicar que X = {04} y por lo tanto F = {{04}}. Finalmente, sea Z < B arbitraria. Si
b € Z, entonces es claro que Z = (b) = B.Sib ¢ Z, entonces Z € F = {{0a}} yen
consecuencia Z = {f}. De ahi que B es 0—simple.

3) Sea B una subaccién de A con més de un elemento y sea b € B con b # 04. Es claro
que (b) < B < A. Ademas (b) es una subaccion ciclica de A con mas de un elemento, por
consiguiente del inciso 2) se sigue que (b) es 0—simple. N

El reciproco del Teorema 4.3.11 también se verifica:

Teorema. 4.3.15. Sea A € S — Acty . Si toda subaccién de A es un sumando directo, entonces
A es completamente 0—reducible.

Demostracion. Si A = {64}, no es dificil ver que A es completamente 0—reducible. Suponga
ahora que A # {04}.Sia € Aestal que a # 04, del inciso 2) del Teorema 4.3.14 se sigue
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que (a) es 0—simple. Lo anterior muestra que para cada a € A existe X € Simpy(A)
tal que a € X. Por consiguiente A = |J Simpo(A) = Zocy(A) ie, A es completamente
O0—reducible. ]

Corolario 4.3.16. Los siguientes enunciados son equivalentes para A € S — Acty :

1. A es completamente O—reducible.

2. Cualquier subaccion de A es un sumando directo.

Demostracion. Se sigue de los Teoremas 4.3.11 y 4.3.15. O]

Teorema. 4.3.17. Los siguientes enunciados son equivalentes para un monoide S:

1. S es un grupo.

2. Toda sucesion Rees-exacta

O—=A-loB .09

de S(0)—morfismos con A, B,C € S(0)— Acty se escinde a la derecha (véase Definicion
3.3.34).

Demostracion. 1) = 2) Suponga que S es un grupo y sea

O—=AJt.B . 0.0

una sucesion Rees-exacta de S(0)—morfismos con A, B,C € S(0) — Acty. Del Teorema
4.3.10 se deduce que B es completamente O—reducible, asi el Teorema 4.3.11 implica que
f(A) es un sumando directo de B y por lo tanto del Teorema 3.3.31 se sigue que la sucesion

S} A-l.pt.¢ © se escinde a la derecha.
2) = 1) Suponga que toda sucesion Rees-exacta

f

e) A B-2-C S}

de S(0)—morfismos con A, B, C' € S(0)— Act se escinde a la derecha. Sea A € S(0) — Acty
arbitraria y X < A. Del Teorema 2.5.10 se sigue que X, 4 € S(0) — Acty. Ademés, de
acuerdo con el Ejemplo 3.3.10 la sucesion de S(0)—morfismos

L T, =
O X A ~ )
es Rees-exacta. Asi, de la hipotesis se sigue que esta sucesion se escinde a la derecha, o lo
que es lo mismo (véase Teorema 3.3.31), que ¢(X ) = X es sumando directo de A. De ahi que
toda subaccion de A es un sumando directo, y en consecuencia del Teorema 4.3.15 se sigue
que A es completamente 0—reducible. Lo anterior exhibe que todo elemento de S(0) — Acty
es completamente 0—reducible y por lo tanto, el Teorema 4.3.10 implica que S debe ser un
grupo. [l
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Teorema. 4.3.18. Los siguientes enunciados son equivalentes para un monoide S:
1. S es un grupo.
2. La S—accion regular ¢S es completamente reducible.
3. Toda S—accion es completamente reducible.
4. La S(0)—accion regular S(0) es completamente 0—reducible.
5. Todo elemento de S(0) — Act, es completamente 0—reducible.

6. Toda sucesion Rees-exacta

O—>A-loB .00

de S(0)—morfismos con A, B,C' € S(0) — Act se escinde a la derecha.

Demostracion. Directa de los Teoremas 4.2.10, 4.2.11, 4.3.9, 4.3.10 y 4.3.17. O]

Observacion 4.3.19. Si definieramos a un monoide completamente reducible como aquel mo-
noide S para el que la S—accion ¢S es completamente reducible, entonces el Teorema anterior
nos conduciria a que los monoides completamente reducibles son en realidad los grupos.
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CAPITULO 5
ACCIONES INESCINDIBLES

Definicién 5.0.1. Sea A una S—accion.

1. Una descomposicion de A es un par de subacciones X yY talesque A = X UY y
XNy =9.

2. Se dice que A se descompone si admite una descomposicion.

3. Se dice que A es inescindible si no admite una descomposicion.

Observacion 5.0.2. Todo elemento de S — Acty es una S—accion inescindible. En efecto,
siA € S — Acty, entonces cualquier subaccion de A contiene a 04 (el elemento cero), y en
particular la interseccion de cualesquiera dos subacciones es no vacia. Debido a esto, A no
puede admitir una descomposicion.

Proposicion 5.0.3. Toda S—accion completamente reducible que no sea simple se descompo-
ne.

Demostracion. Sea A una S—accion completamente reducible y no simple. Entonces A =
|J Simp(A) y ademas Simp(A) (la coleccidén de todas las subacciones simples de A) debe
tener mas de un elemento, pues si Simp(A) tuviera un solo elemento, digamos B, entonces
A = JSimp(A) = |U{B} = B, de donde se sigue que A es simple, lo cual no es cierto.
Por consiguiente Simp(A) tiene mas de un elemento. De esto tltimo se sigue que para
X € Simp(A), el conjunto G := {Y € Simp(A) |Y # X} esno vacioy ademas, Z := |JG
es una subaccion de A. Ahora bien, no es dificil ver que Simp(A) = {X} UG, luego A =
U Simp(A) = J{X}UG) = X UJG = X U Z. Finalmente, del Lema 4.2.2 se sigue que
paracadaY € G, X NY = (),yporlotanto X N Z = X N|JG = 0. De ahi que X y Z
forman una descomposicion de A. O]
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Proposicion 5.0.4. Toda S—accion ciclica es inescindible.

Demostracion. Sea A = (a) una S—accidn ciclica y suponga que A se descompone. Entonces
existen subacciones X y Y talesque A = X UY y X NY = (). Luego, para a € A se
tiene que a € X 6 a € Y. Suponga sin pérdida de generalidad, que a € X. En este caso
como X es subaccion, entonces sa € X para cada s € Sy por lo tanto A = X. Asi que
) =XNY =ANY =Y, lo cudl es una contradiccién, pues por definicion, toda subaccién
es no vacia. De lo anterior se deduce que A = (a) no admite una descomposicion. O]

Teorema. 5.0.5. Sean A y B dos S—acciones con A = B. Si A es inescindible, entonces B es
inescindible.

Demostracion. Sea f : A — B un isomorfismo de acciones y suponga que B no es ines-
cindible i,e, suponga que B admite una descomposiciéon. Entonces B = X UY para algunas
X, Y <BconXNY ={.Entonces A= f~1(B)=f{(XUY)=fYX)Uf(Y)con
FYX)y f~YY) dos subacciones de A tales que f~*(X) N f~1(Y) = 0, pero esto no es
posible, pues A es inescindible. Por consiguiente B es inescindible. [

Lema 5.0.6. Sea A una S—accion y (B;);cr una coleccién de subacciones inescindibles de A.
Si (B; # 0, entonces | J B; es una subaccion inescindible de A.

iel i€l

Demostracion. Para llegar a una contradiccion, suponga que | J B; admite una descomposi-
i€l
cion. Bajo este supuesto, existen subacciones X y Y talesque | JB; = X UY yXNY = 0.
i€l
Témese a € (B;. Como (1B; C [UB; = X UY, entoncesa € X 6 a € Y. Puede
iel iel iel
suponerse, sin perder generalidad, que a € X. Asi, de que a € [ B; se sigue que para
iel
cadai € I,a € X N B; y en particular X N B; # () para cada i € I. Afirmamos que
paracadai € [,Y N B; = ) : en efecto, si para algin j € I ocurre que Y N B; # 0,
entonces Y N B; es subaccion de B;, ademas como X N B; # (), entonces X N Bj tam-
bién es subaccién de B;. Masaun (X N B;)N (Y NB;) = (XNY)NB;=0NnB; =0y
B; = B;,NJB; = B;N(XUY) = (XNB;)N(YNB,),de donde se sigue que XNB,; y Y NB,
iel
forman una descomposicion de B}, lo cual no es posible pues 5; es inescindible. Por consi-
guiente paracadai € [,Y N B; =(0.Deahique Y =Y NUB; =Y NnB;) = =0,
i€l i€l i€l
contradiccion, pues Y es una subaccion y las subacciones son, por definicién, no vacias. En
definitiva | J B; es inescindible. O

i€l

5.1. Un Teorema de descomposicion

No toda S'—accioén es inescindible, sin embargo toda S—accion puede ser escrita (de manera
Unica) como unién de subacciones inescindibles.
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Teorema. 5.1.1. Para cada S—accion A existe una uinica particion de A cuyos elementos son
subacciones inescindibles.

Demostracion. Existencia: Sobre la S—accion A se define la siguiente relacion:
x ~ y <= existe B < A inescindible tal que z,y € B

De su propia definicion, es evidente que ~ es simétrica i,e, v ~ y implica que y ~ x. Ahora
bien, siz ~ yyy ~ z, entonces existen subacciones inescindibles X y Y talesque z,y € X
yy,z € Y.Deahiquey € XNY yx,z € X UY. En particular X NY # () y por lo
tanto del Lema 5.0.6 se sigue que X U Y es inescindible. Por consiguiente x ~ z y asi ~
es transitiva. Mas aun, de acuerdo a la Proposicion 5.0.4, para cada = € A la subaccion (),
que tiene a x como elemento, es inescindible, de manera que para cada x € A, © ~ x. Por
consiguiente ~ es reflexiva y en consecuencia es una relaciéon de equivalencia. Para cada
r € A denotemos por [z] a la clase de equivalencia de = con respecto de ~ y definase
B, := |J{B < A| B esinescindible y z € B}. Observe que B, es unién de una familia
de subacciones inescindibles cuya interseccion no es vacia (pues cada una tiene a x), asi el
Lema 5.0.6 implica que cada B, es una subaccion inescindible de A. Afirmamos que para
cadax € A, [x] = B, : en efecto, si y € [z], entonces y ~ z y por lo tanto existe B’ < A
inescindible tal que z,y € B’, de ahi que B’ € {B < A|Besinescindibley x € B} y
asi y € B,. Por consiguiente [x] C B,. Si ahora z € B,, entonces existe X € {B <
A| B es inescindible y € B} tal que z € X, pero X es una subaccion inescindible para la
que € X, luego z,z € X y en consecuencia z ~ x. De ahi que z € [z] y por lo tanto
B, C [z]. En definitiva [x] = B,.De esto ultimo y de que ~ sea una relacién de equivalencia,
se sigue que la coleccion F := {[z] |z € R} (con R un sistema completo de representantes
de ~) es una coleccion de subacciones inecindibles que forma una particion de A. Unicidad:
Suponga que G es otra particiéon de A cuyos elementos son subacciones inescindibles de
A. Afirmacién: si X € G, entonces para cada x € X, X = [z]. En efecto, sean X € G
y x € X.Como X es inescindible, entonces X € {B < A|B esinescindible y x € B}
y por lo tanto X C B, = [z]. Ahora bien, para exhibir la otra contencién se tiene que
] = [z]NA=[zln UY = U(z]nY) = (z7]n X)U U ([z] NY) y ademas
Yeg

Yeg Yeg
Y#X
[z] N X # (), pues € [z] N X. Mas atn, observar que ([z] N X) N Y ([z] NY) =
Yeg
Y:X
U ([z]nXnY) = U ([z]n0) = |J @ = 0. Asi que como [z] es inescindible y [x]NX # 0,
Yeg Yeg Yeg
Y#X Y#X Y#X
debe suceder que |J ([z]NY") = 0 (pues de lo contrario ([z]NX)y |J ([z]NY) formarian
Yeg Yeg
YiX Yix
una descomposicion de [z]). De esto ultimo la igualdad [z] = ([z]UX)U |J ([z]NY) toma
Yeg
Yix
la forma [z] = [z] N X y por consiguiente [z] C X. De ahi que X = [z]. Lo anterior exhibe
que todo elemento de G es de la forma [x] y por lo tanto G C F. Para concluir, si x € R

es arbitrario, de la igualdad A = | J G se sigue que existe X € G para el cudl =z € X, pero
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como vimos, sucede en este caso que [z] = X y en consecuencia [z] € G. Por consiguiente

FCGyasiF=gG. O]

Observacion 5.1.2. El Teorema anterior asegura que dada una accion, siempre puede cons-
truirse una (inica) familia de subacciones inescindibles que son disjuntas por pares y cuya
union es toda la accion original. Precisamente, que los elementos de esta familia sean subaccio-
nes disjuntas por pares cuya union es el total, puede conducir a pensar que toda accion admite
una descomposicion, pero como vimos, no toda accion se descompone. Lo que sucede es que
para acciones inescindibles la familia que garantiza el Teorema 5.1.1 debe consistir de un solo
elemento, a saber, la accion dada.
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CAPITULO 6

ACCIONES F.G, NOETHERIANAS Y
ARTINIANAS

El presente capitulo es dedicado a aquellas acciones que satisfacen ciertas propiedades de
finitud con respecto a subacciones. Lo anterior esta en analogia con los conceptos de médulo
Noetheriano y Artiniano. Es importante mencionar que para acciones, existe también la
nocion de accion Noetheriana y Artiniana con respecto de congruencias (por ejemplo, véase
la referencia [2]), pero aqui no nos ocuparemos de esto, salvo de unos pocos resultados.

6.1. Acciones finitamente generadas
Definicion 6.1.1. Sea A una S—accion y X C A no vacio. Se dice que
1. X generaa A si A = (X) (véase Teorema 2.2.5).
2. A es finitamente generada (o f.g) si A es generada por un subconjunto finito.

3. A es ciclica si A es generada por un subconjunto de un solo elemento.

Lema 6.1.2. Sea f : A — B un S—morfismo.
1. Si A es f.g (ciclica), entonces f(A) es f.g (ciclica).
2. Si f es un isomorfismo y A es f.g, entonces B es f.g.

3. SiA=(X)yg: A— B esunS—morfismo tal que f(x) = g(x) para cada x € X,
entonces f = g.

4. Si f es sobreyectivo y A = (X)), entonces B = (f(X))
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Demostracion. 1) Si A = (X), entonces todo elemento de A es de la forma sx para algin
x € X ys € S.De ahique todo elemento de f(A) es de laforma sf(z) (conz € Xy s € 5)
y en consecuencia f(A) = (f(X)). Ahora, si X es finito debe suceder que f(X) es finito.
En consecuencia, la imagen homomorfa de una accion f.g es f.g.

2) Se sigue directamente del inciso anterior.

3) Suponga que A = (X)yseag : A — B un S—morfismo tal que f(z) = g(x) para
cada x € X. Todo elemento de A es de la forma a = sx paraalginz € X y s € .5, luego
fla) = f(sz) = sf(x) = sg(x) = g(sz) = g(a), de donde f = g.

4) Si A = (X), del primer inciso se sigue que f(A) = (f(X)), de manera que si [ es
sobreyectiva, entonces B = f(A) = (f(X)). O

Observacion 6.1.3. Si A es una S—accion y X es un subconjunto no vacio de A, entonces del
Teorema 2.2.5 se tiene que (X) = {sx|s € S,x € X}. Por otra parte, no es dificil ver que

{sx|se S,z e X} = | (x), luego(X) = | (2) ie lasubaccion generada por X coincide
zeX zeX
con la union de todas las subacciones ciclicas generadas por elementos de X .

Definicion 6.1.4. Si A es una S—accion, se dice que X < A es maximal si X # A y no existe
Y < Atalque X <Y < A, o equivalentemente, si X # A yparacaday < A, X <Y
implicaque X =Y oY = A.

Lema 6.1.5. Sea C una C —cadena de subconjuntos de un conjunto A y suponga que X es un
subconjunto finito (no vacio) de A con la propiedad de que para cada x € X hay un C € C tal
que x € C. Entonces existe Z € C para el que X C Z.

Demostracién. Procederemos por induccién sobre | X|: para | X| = 1 el resultado es inme-
diato. Suponga ahora que el resultado es valido para |[X| = nconn > 2y sea X' un
subconjunto de A con n + 1 elementos tal que para cadaxz € X’ hayun C € Cconz € C.
Témese x € X' arbitrario y sea X := X’ — {x}. Debido a que para cada elemento de X’ hay
un elemento de C que lo contiene, en particular lo anterior ocurre para cada elemento de X,
luego como | X'| = n, de la hipotesis inductiva se sigue que existe Z € C tal que X C Z. Por
otra parte, paraz € X' hayun C' € C con x € C, y como C es una C —cadena, entonces
Z CC6C C Z.Cuando Z C C,ocurre que X C C'y por consiguiente X' = XU{z} C C.
En el caso restante, cuando C' C Z se deduce de manera similar que X’ C Z. Por lo tanto
el resultado es valido para n + 1y con ello es valido para todo n € N. ]

Teorema. 6.1.6. Si A es una S—accion f.g, entonces toda subaccion propia esta contenida en
una subaccion maximal.

Demostracién. Suponga que A = (x1, 29, ...,2,) y sea B < A con B # A. Considere a la
familia

F={X<A|X#AyBCX}
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Es claro que B € F, luego F es no vacia. Ahora bien, sea C C F una C —cadena. Se tiene
que | JC < Ay ademas, como todo elemento de C contiene a B, entonces B C [ JC. Méas
aun, se tiene que | JC # A. En efecto, si por el contrario | JC = A, entonces para cada
i€{1,2,...,n} existe C' € C tal que x; € C, asi del Lema 6.1.5 se deduce que existe Z € C
tal que {x1,z9,...,2,} C Z, lo que implica que A = (z1,%2,...,x,) = Z, lo cuél es una
contradiccion, pues los elementos de C son subconjuntos propios de A. Por consiguiente
JC # AyasilJC € F. Siordenamos a F mediante la contencidn, del argumento anterior
se deduce que toda C —cadena de F tiene una cota superior. Por lo tanto, del Lema de Zorn
se sigue que existe Xy € F que es C —maximal. Veamos que X es subacciéon maximal
de A: sea Y una subaccién de A tal que Xy C Y.SiY # A, entonces Y € F y asila
maximalidad de X, implica que X, = Y. Por consiguiente X, es una subaccién maximal de
A que contiene a B. O

Corolario 6.1.7. Todo elemento f.g de (S — Act)q (véase Definicion 2.5.6) diferente de la accion
cero, contiene (al menos) una subaccion maximal.

Demostracion. Si A € (S — Act)y no es la accion cero, entonces el resultado se sigue de
aplicar el Teorema anterior a {04}, que es una subaccién propia de A. [

Ejemplos 6.1.8. 1. Toda S—accion finita es f.g, pues si A es una S—accion finita, entonces

la igualdad A = (A) implica que A es f.g.

2. Para cada monoide S existe una S—accion que no es f.g. En efecto, sea I un conjunto
infinito y sea A := | J (S x{i}). Paracadas € S y(x,i) € A sedefines(x,i) := (sx,1).
i€l
Con esto A es una g—accién. Ahora bien, sea X C A un conjunto generador para A
ie, tal que A = (X). Tomese i € [ arbitrario y considere al conjunto X; := {z €
S| (x,i) € X}. Como X genera a A, entonces existen s € S y (x,j) € X tales que
(e,i) = s(x,j) = (sx,j), lo que obliga a que i = j, y por lo tanto x € X;. De lo
anterior se deduce que para cada i € I el conjunto X; es no vacio. Luego, por el axioma
de eleccion, existe una funcion f : I — |J X, tal que para cadai € I, f(i) € X; olo
icl
que es lo mismo, para cada i € I, (f(i),i) € X. Ahora bien, la funcion o : I — X
dada por (1) := (f (i), 1) es claramente una funcién inyectiva, de manera que entonces
X tiene al menos tantos elementos como el conjunto 1, el cual es infinito. Esto exhibe que
todo conjunto generador de A debe tener una infinidad de elementos y por consiguiente

A no puede ser f.g.

3. Considere al monoide (7, -) donde - denota el producto usual entre enteros. El conjunto
Q de numeros racionales es una (Z,-)—accién mediante la multiplicacion usual. Afir-
macion: si X genera a Q, entonces para cada o € X el conjunto X — {x¢} también
genera a Q. En efecto, observe primero que X debe tener mas de un elemento, pues si
X = {w}, puede suponerse que w = ¢ con mcd(a,b) = 1, asi para un entero que no es

b
divisible por a, digamos z, debe existirn € Z tal que z = ny, luego na = bz y por lo
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tanto a divide a bz, pero que mcd(a,b) = 1 implica que a divide a z, contradiccién. Por
consiguiente X debe tener mas de un elemento. Asi, sea vy € X arbitrario. Si zy = 0,
entonces parax € X conx # 0, es claro que0 = Ox y porlotantoxy = 0 € (X —{xo}).
Sixzg # 0, para un enteron conn > 2 existenm € Z yx € X tales que %0 = mux,
y como xy # 0, entonces m # 0 y asi Tf—g@ = ¢ € X. Ademas, comon > 2, enton-
cesnm # 1y por lo tanto > #* x¢. De ahi que > € X — {x¢} y asi, la igualdad
ro = (nm)> implica que 1o € (X — {x¢}). De lo anterior se deduce que para ca-
daxy € X,x9 € (X — {xo}) y en consecuencia (o) < (X — {wo}). De ahi que
Q = (X) = (X = {zo}) U {mo}) = (X = {wo}) U (xo) = (X — {wo}), como se
afirmaba. Veamos ahora que Q no tiene subacciones maximales: en efecto, si H # Q
es subaccion maximal de Q, sea vy € Q tal que xy ¢ H y considere a la subaccion
K := H U (xo). Es claro que H # K y ademas H < K, luego de que H es maximal
se sigue que K = Q y por consiguiente Q = K = (K) = (K — {xo}) = (H) = H, lo
cual contradice a que H # Q. Por consiguiente (Q no posee subacciones maximales. En
particular, como {0} es subaccion propia de Q, el Teorema 6.1.6 implica que Q no es f.g.

Proposicion 6.1.9. Sea A una S—accion y B < A.

A
1. Si A es f.g, entonces 5 es f.g.

A
2. SiBy 5 son f.g, entonces A es f.g.

Demostracion. 1) Si A es f.g, el resultado se sigue de aplicar el primer inciso del Lema 6.1.2

al S—morfismo sobreyectivo 7w : A — —.

B

A
2) Suponga que B = (by,bs,...,0,) v B = ([x1], [%2], ..., [Tm]). Considere al conjunto
X :=A{by,bs, ..., 0, U{x1, 229, ..., x, }. Afirmamos que X genera a A: en efecto, paraa € A
arbitrario se tiene que [a] € 3 ypor lo tanto [a] = [z;] para algin 1 < i < m. De ahi que

(a,x;) € ppy porlotanto a,z; € B 6 a = x;. En el segundo caso se sigue que a = x; €
{x1, 29, ..., 2} C (X), y en el primero se sigue que a € B = (by, by, ..., b,) C (X). Por
consiguiente A = (X) y asi Aesfg. O

Teorema. 6.1.10. Sea A—'~ B %~ C' una sucesion Rees-exacta con f inyectivo y g so-
breyectivo. Si A y C' son f.g, entonces B es f.g.

Demostracion. De que [ sea inyectivo se sigue que A = im(f) y de que g sea sobre-

yectivo se sigue que C' = (véase Corolario 3.1.2). Ahora bien, como la sucesion

Ker(g)

ALoB 9. C es Rees-exacta, entonces K;,,,(yy = Ker(g) y en consecuencia =

im(f)
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B
K—()' Asi, de que Ay C son f.g, el segundo inciso del Lema 6.1.2 asegura que im(f) y
er(g

son también f.g, de manera que del segundo inciso de la Proposicion 6.1.9 se obtiene

im(f)
que Besfg. O]

6.2. Acciones Noetherianas y Artinianas

Definicion 6.2.1. Se dice que la S—accion A es:
1. Noetheriana si toda coleccién no vacia de subacciones de A tiene elementos C —maximales.
2. Artiniana si toda colecciéon no vacia de subacciones de A tiene elementos C —minimales.

3. Ademas, se dice que el monoide S es Noetheriano (Artiniano) izquierdo si la S—accion
55 es Noetheriana (Artiniana).

Definicion 6.2.2. Se dice que la S—accion A satisface

1. la condicion de cadena ascendente (CCA) si para toda cadena de subacciones de A de la
forma

B CB,CB3C---C ..

existe n € N tal que para todo j € N, B, = B, i.e, si toda sucesion creciente de
subacciones de A se estaciona.

2. la condicion de cadena descendente (CCD) si para toda cadena de subacciones de A de la
forma

By D2ByDBs2D---2 ...

existen € N tal que para todo j € N, B,, = B, ; ie, si toda sucesién decreciente de
subacciones de A se estaciona.

Teorema. 6.2.3. Los siguientes enunciados son equivalentes para una S—accion A:

1. A es Noetheriana.

2. A satisface CC A.

3. Toda subaccion de A es f.g.
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Demostracién. 1) = 2) Suponga que A es Noetheriana y sea (X,,),en una sucesion cre-
ciente de subacciones de A. Se tiene que F := {X,, |n € N} es una coleccién no vacia de
subacciones de A, y asi de que A es Noetheriana se sigue que existe N € N para el que
Xy € F es C —maximal. Veamos que la sucesion (X,,),ecn se estaciona en el N—ésimo
elemento: para j € N arbitrario se tiene que Xy C Xy ;, pues la sucesion es creciente. Por
otra parte, de que Xy es C —maximal, la relacion Xy C Xy ; implica que Xy = Xy y
por consiguiente (X,,),cn se estaciona en el N —ésimo elemento. De ahi que A satisface la
CCA.

2) = 3) Suponga que A satisface la CCA y sea B < A arbitraria. Es preciso exhibir que
B es f.g. Para tal fin, supongamos a manera de obtener una contradiccion, que B no es f.g.
Témese x; € B arbitrario. Como B no es f.g, entonces (1) < B y asi existe x5 € B tal
que xo ¢ (x1). De nuevo, como B no es f.g, se tiene que (x1,22) < By asi, existe 3 € B
tal que x3 ¢ (x1,x2). Y otra vez, como B no es f.g, entonces (xy, x5, x3) < By asi, exis-
te x4 € B tal que x4 ¢ (x1,x2,23). Continuando de esta forma podemos construir una
sucesion de elementos de B, digamos (x,,),en, con la propiedad de que para cadan € N,
Tpi1 ¢ (1,29, ..., T,). Ahora bien, no es dificil ver que

(x1) C (21,29) C (11,29, 23) C ... C ...

Asi, como A satisface la CCA, existe N € N tal que para cada j € N, (21,29, ...,xy5) =
(w1, 29, ...,xN+;). Luego, para j = 1 se tiene que (21,2, ..., xn) = (T1, T2, ..., Tn41) ¥ POI
consiguiente xy.1 € (1,9, ..., Zy), lo cudl es una contradiccion. Por lo tanto B es f.g.

3) = 1) Suponga que toda subaccién de A es f.g y sea F una coleccion no vacia de subac-
ciones de A. Tomese a C C F una C —cadena arbitraria de F. Puesto que los elementos de
C son subacciones de A, entonces | J C es subaccion de Ay asi | JC debe ser f.g. Luego, existe
X C |JC finito tal que | JC = (X). De ahi que para cada z € X existe C' € C conz € C,
pero como C es una C —cadena, el Lema 6.1.5 implica que existe Z € C parael cual X C 7,
de donde se sigue que | JC = (X) = Z. Ahora bien, de que Z € C y C C F, se deduce que
|JC € F.El argumento anterior muestra que si se ordena a F con la contencién, entonces
toda C —cadena de F tiene una cota superior en F, luego, el Lema de Zorn garantiza que
F tiene elementos C —maximales. Por consiguiente A es Noetheriana. O]

Con respecto a las acciones Artinianas tenemos el siguiente resultado.

Teorema. 6.2.4. Los siguientes enunciados son equivalentes para una S—accion A:
1. A es Artiniana.
2. A satisface CC'D.

Demostracion. 1) = 2) Suponga que A es Artiniana y sea (X,,),en una sucesion decre-
ciente de subacciones de A. Se tiene que F := {X,, |n € N} es una coleccién no vacia
de subacciones de A, y asi de que A es Artiniana se sigue que existe N € N para el que
Xy € F es C —minimal. Veamos que la sucesion (X, ),en se estaciona en el N—ésimo
elemento: para j € N arbitrario se tiene que Xy, ; C Xy, pues la sucesion es decreciente.
Por otra parte, de que Xy es C —minimal, larelaciéon Xy, ; € Xy implicaque Xy = Xy ;
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y por consiguiente la sucesion (X, ),en se estaciona en el N—ésimo elemento. De ahi que
A satisface la CCD.

2) = 1) Suponga que A satisface la CCD y sea G una coleccién no vacia de subacciones
de A. Suponga que G no posee elementos C —minimales y sea X; € G arbitrario. Entonces
para X; € § existe Xy € G tal que Xo C X;. Ahora bien, para X; € § existe X3 € §
tal que X3 C Xy, y alavez para X3 € § existe Xy € G tal que Xy C Xj3. Continuando
de esta manera podemos construir una sucesion decreciente de subacciones de A que no se
estaciona, pero esto contradice al supuesto de que A satisface la CCD. Por consiguiente ¢

tiene elementos C —minimales y asi A es Artiniana. 0

Lema 6.2.5. Sea f : A — B un S—morfismo sobreyectivo.
1. Si A es Noetheriana, entonces B es Noetheriana.
2. Si A es Artiniana, entonces B es Artiniana.
En particular, ser Noetheriana (Artiniana) es invariante bajo isomorfismo.

Demostracion. Suponga que A es Noetheriana (Artiniana) y sea G una coleccién no vacia
de subacciones de B. De acuerdo al Lema 2.3.5, para cada Y € G se tiene que f~1(Y) < A,
luego H := {f~'(Y)|Y € G} es una coleccién no vacia de subacciones de A, y asi como
A es Noetheriana (Artiniana) existe Y, € § para el que f~*(Yy) € H es C —maximal
(C —minimal). Ahora, si Y € G es tal que Yy < Y (Y < Yp), entonces f~(Yy) < f1(Y)
(fHY) < f74Yy) ), y asi de que f1(Y)) es C —maximal (C —minimal) se sigue que
YY) = f~Y(Yp), pero al ser f sobreyectiva esta tltima igualdad implica que Y = Y;. Por
consiguiente Yy € G es C —maximal (C —minimal). En consecuencia B es Noetheriana
(Artiniana). [

Usando ahora el hecho de que las acciones Noetherianas (Artinianas) son aquellas que satis-
facen la CCA (CCD), a continuacion se da otra caracterizacion mas para este tipo de accio-
nes. La demostracion del siguiente Teorema se hace simultaneamente tanto para las acciones
Noetherianas como las Artinianas, escrbiendo entre paréntesis la parte correspondiente a
las Artinianas.

Teorema. 6.2.6. Los siguientes enunciados son equivalentes para una S—accion A y B < A:

1. A es Noetheriana (Artiniana).

A
2 By 3 son Noetherianas (Artinianas).

Demostracion. 1) = 2) Suponga que A es Noetheriana (Artiniana) y sea F una coleccién
no vacia de subacciones de B. Puesto que toda subaccion de B es también subaccion de A,
entonces F es una coleccion no vacia de subacciones de A, y asi como A es Noetheriana (Ar-
tiniana) se sigue que F tiene elementos C —maximales (C —minimales ). Por consiguiente
B es Noetheriana (Artiniana). Ahora, aplicando el Lema 6.2.5 al S—morfismo sobreyectivo
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A A
T A— 3 se deduce que i Noetheriana (Artiniana).

A
2) = 1) Suponga que B y — son Noetherianas (Artinianas) y sea (X,,)ncn una sucesion

creciente (decreciente) de subacciones de A. Es preciso exhibir que esta sucesion se estacio-

na. Para ello, considere al S—morfismo canénicon : A — I Puesto que los S—morfismos

mandan subacciones en subacciones, se tiene que la sucesiéon (7(X,,)),en €s una sucesion

creciente (decreciente) de subacciones de —, la cual es Noetheriana (Artiniana), por lo tanto

existe M € N tal que para cada j € N, 7(X);) = m(Xps4;). Considerar ahora al conjunto
T :={n € N| X,, N B # (}}. Si ningin elemento de la sucesién (X, ),cy intersecta a B ie,
si ocurre que T = (), entonces la sucesion (Xn)nen se estaciona en el M —ésimo elemen-
to. En efecto, sea j € N arbitrario. Como la sucesion (X,,),en es creciente (decreciente),
entonces Xy C Xpry; (Xary; © Xar). Ahora bien, paray € Xy, (y € X)) arbitra-
rio se tiene que [y] = w(y) € 7(Xary;) = 7( X)) ([y] = 7(y) € 7(Xn) = 7(Xary;)
)y asi existe z € Xy (v € Xp4j ) tal que [y] = 7(z) = [z], luego (z,y) € Bx B 6
r =y, pero Xy N B =0 = Xyp4; N B, asiel caso (r,y) € B X B no puede ocurrir,
de tal forma que entonces x = y y por consiguiente y = x € Xy (y = ¢ € Xpyj).
De ahi que Xy/y; € Xy (Xar € Xy ) y en consecuencia Xy, = Xjr4j. Esto exhibe
que la sucesion (X,,),en se estaciona en el M —ésimo elemento. En el caso en que T # ()
i,e, cuando si hay elementos de la sucesion (X,,),en que intersectan a B se procede como
sigue: puesto que N es un conjunto bien ordenado y T es un subconjunto no vacio de N,
puede suponerse que T = {ki, ko, ...,kp,,...} con kg < ky < k3... < k, < .... Ahora
bien, debido a que los elementos de T son aquellos indices en los que la sucesion (X,,)nen
si intersecta a B, es claro entonces que para cada n € N, X} N B es una subaccion de
B, luego (X}, N B)nen es una sucesion de subacciones de B. Mas atn, como (X}, ),en €s
creciente (decreciente), entonces (X;, N B),en es creciente (decreciente), y por lo tanto
de que B es Noetheriana (Artiniana), se sigue que existe N € N tal que para cada i € N,
Xy N B = Xpy,, N B.Sea L := max{M, 1 + ky}. Afirmamos que la sucesion (X,,)nen
se estaciona en el L—ésimo elemento: en efecto, sea j € N arbitrario. Como (X, ),en €s
creciente (decreciente), entonces X; C X4, (Xry; € Xp). Paraz € X4 (2 € Xp) ar-
bitrario se tiene que como M < L < L + j, entonces (X)) = m(Xy) = m(Xp4;) y asi
(2] = 7(2) € 1(Xp4;) = 7(XL) ([2] = 7(2) € 7(XL) = 7(X+;) ), de manera que existe
r € X (r € Xp4;)paraelque [z] = 7(z) = [z]. De esto ultimo se sigue que (z,2) € Bx B
o bien x = z. Si ocurre que x = z, entonces z = v € X (x = € X4;)y por lo tanto
z € X, (2 € X14;). Parael caso en que (z,2) € B x B, se tiene que ambas intersecciones
X1+; N By XN B sonno vacias y por lo tanto L, L + j € T. De ahi que existen r,s € N
tales que L = k. y L + j = ky. Mas atn, como T = (k,,),en €s una sucesion creciente y
L < L + j, entonces r < s. Ademas tiene que suceder que N < 7, pues de lo contrario,
que r < N debe implicar que k, < ky ie, L := max{M,1 + ky} < ky, lo cuél es una
contradiccion. Por lo tanto /N < r < sy en consecuencia X;, N B = X;, N B = X;,, N B,
de donde X;NB = X, ;N B.De estatltima igualdady deque 2 € X, ;N B (z € X;NDB)
se sigueque z € X;NB(z € X ;NB)yasiz € Xy (¢ € X1y ). De todo lo anterior se ve
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que ya sea que (x, z) € B x B o bien que = z, ambas situaciones conducen a que z € X7,
(z € X14;). Por consiguiente X;,; C X (X, C Xp;)yasi X; = X ie, la sucesion
(X1)nen se estaciona en el L—ésimo elemento. De ahi que A satisface la CCA (CCD) y en
consecuencia A es Noetheriana (Artiniana). [

Teorema. 6.2.7. Toda S—accion Artiniana tiene al menos una subaccion simple.

Demostracion. Sea A una S—accién que no posee subacciones simples. Entonces, en parti-
cular A no es simple y por lo tanto existe B; < A tal que B; # A. Ahora bien, como B,
no puede ser simple, existe By < Bj tal que By # Bj. De nuevo, como B, no puede ser
simple, existe By < B, tal que By # B,. Continuando de esta manera puede construirse
una sucesion decreciente (B,,),cn de subacciones de A que no se estaciona, de forma tal que
A no es Artiniana. O

Lema 6.2.8. Sea A una S—accion y X,Y subacciones de A. Si X y Y son Noetherianas,
entonces X UY es Noetheriana. En particular, union finita de subacciones Noetherianas es una
subaccion Noetheriana.

Demostracion. Sea Z < X UY.Observarque Z = ZN(XUY) = (ZNX)U(ZNY),
luego, como Z # () se tienen los siguientes casos posibles:

LZNX#0yZNnY #0.
2. ZNX=0yZnY #0.
3. ZNX#A0yZnYy =40.

En el primer caso se tiene que Z N X < Xy ZNY <Y, asi que como X y Y son
Noetherianas, entonces ZN Xy ZNY sonfgyporlotanto ZNX = (U)y ZNY = (V)
para algunos conjuntos finitos U y V. De ahique Z = (ZNX)U(ZNY) =(U)U (V) =
(U U V) (véase la Proposicion 2.2.6) con U U V finito i,e, Z es f.g. En el segundo caso se
tiene que Z = Z NY y en consecuencia Z < Y, pero como Y es Noetheriana, entonces
Z debe ser f.g. En el ultimo caso se verifica de manera similar que Z es f.g. Lo anterior
exhibe que toda subaccion de X UY es f.g, y por consiguiente X UY debe ser Noetheriana.
Finalmente, un argumento inductivo muestra que union finita de subacciones Noetherianas
es una subaccion Noetheriana. ]

Con ayuda de los resultados anteriores podemos exhibir que sobre monoides Noetherianos,
cualquier accion f.g es Noetheriana.

Teorema. 6.2.9. Los siguientes enunciados son equivalentes para un monoide S
1. S es un monoide Noetheriano izquierdo.

2. Toda S—accion f.g es Noetheriana.
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Demostracion. 1) = 2) Suponga que S es un monoide Noetheriano izquierdo y sea A =
(1,29, ..., ;) una S—accién f.g. Para cada k € {1,2,...,n} considerar al S—morfismo
fr + S — (xx) dado por fi(s) := sxy. Es claro que fj es sobreyectivo, luego, como el
monoide S es Noetheriano del Lema 6.2.5 se deduce que cada (z},) es Noetheriana. De esto
ultimo y de que A = (1) U (z9) U ... U (x,,) se sigue que A es Noetheriana.

2) = 1) Si toda S—accidn f.g es Noetheriana, entonces de que ¢S = (e) se sigue que g5
es Noetheriana y por consiguiente el monoide S es Noetheriano izquierdo. [

Proposicion 6.2.10. Sea A J.p9. C' una sucesion Rees-exacta con f inyectivo y g

sobreyectivo.
1. Si B es Noetheriana (Artiniana), entonces A y C' son Noetherianas (Artinianas).
2. Si A y C son Noetherianas (Artinianas), entonces B es Noetheriana (Artiniana).

Demostracion. 1) Suponga que B es Noetheriana (Artiniana). Como g es sobreyectivo, del
Lema 6.2.5 se sigue que C' es Noetheriana (Artiniana). Ahora bien, de que f es inyectivo se
deduce que A = f(A), pero f(A) es una subaccién de B, la cual es Noetheriana (Artiniana).
Luego f(A) debe ser Noetheriana (Artiniana) y por consiguiente A es Noetheriana (Arti-
niana).

2) De que f sea inyectivo se sigue que A = im(f) y de que g sea sobreyectivo se sigue

(véase Corolario 3.1.2). Ahora bien, como la sucesion A J.p .

B B
im(f)  Ker(g)

que Ay C son Noetherianas (Artinianas), del Lema 6.2.5 se sigue que im(f) y W son
im

también Noetherianas (Artinianas), de manera que del Teorema 6.2.6 se obtiene que B es
Noetheriana (Artiniana). 0

queC:m

es Rees-exacta, entonces ICZ-m( = K er(g) y en consecuencia . Asi, de

Observacion 6.2.11. Toda S—accion simple (0—simple) es Noetheriana y Artiniana. En efec-
to, si A es una S—accion simple (0—simple), entonces la coleccion de todas las subacciones de A
viene dada por { A} ({{04}, A} ) que es claramente una coleccion finita. Por lo tanto cualquier
coleccion no vacia de subacciones de A tiene elementos maximales y minimales. De ahi que A
es Noetheriana y Artiniana.

Teorema. 6.2.12. Los siguientes enunciados son equivalentes para una S—accion completa-
mente reducible A (véase la Definicion 4.2.3):

1. Aesfg.

2. A es Noetheriana.

3. A es Artiniana.
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Demostracion. 1) => 2) Si A es f.g, entonces A = (21, T9, ..., x,) = (x1) U (x2) U...U(z},)
i,e, A es unioén finita de subacciones ciclicas, y al ser A completamente reducible, del Co-
rolario 4.2.9 se sigue que A es union finita de subacciones simples, pero como toda simple
es Noetheriana, entonces A es unidn finita de subacciones Noetherianas. De ahi que A es
Noetheriana.

2) = 3) Si A es Noetheriana, entonces es f.g. Asi A = (z1,29,...,2,) = |J (x;) con
i€ln
L, :=={1,2,...n}. Para B < A arbitraria, se define Tp := {i € I, | BN (x;) # (}. Se tiene
que B=BNA=BnN U (x;) = U (BN (z;)), ademas de esta unién pueden suprimirse
i€ly, i€l
aquellos indices i para los cuéles B N (x;) = (), de manera que B = |J (B N (z;)). Por
i€Tp
otra parte, para cada i € Tp se tiene que B N (x;) < (x;), y como toda ciclica es simple
(véase Corolario 4.2.9), entonces cada (x;) es simple y por lo tanto B N (z;) = (x;). De ahi

que la igualdad B = J (B N (x;)) toma la forma B = |J (x;) = ({x;i|i € Tg}) ie,
i€Tp 1€Tp

B = ({x;|i € Tg}). De esto tltimo se deduce que cada subaccion de A es de la forma (X)
para algin X C {z1, zo, ..., x, }. Mas atin, como solo hay una cantidad finita de subconjun-
tos de {1, xs, ..., z,, }, entonces solo hay una cantidad finita de subacciones de A. De ahi
que toda sucesion decreciente de subacciones de A es finita y por lo tanto se estaciona i,e,
A satisface la CCD. En consecuencia A es Artiniana.

3) = 1) Suponga que A es Artiniana y considere a la familia Simp(A) de todas las subac-
ciones simples de A. Del Lema 4.2.2 se sigue que Simp(A) es una colecciéon de conjun-
tos disjuntos por pares, luego, por el axioma de eleccion, existe R C A tal que para cada
B € Simp(A), |RN B| = 1. Veamos que Simp(A) = {(x)|x € R}: en efecto, como
A es completamente reducible, del Corolario 4.2.9 se sigue que toda subaccion ciclica de
A es simple y por lo tanto {(z) |z € R} C Simp(A). Ahora, si B es una subaccién sim-
ple de A, como |R N B| = 1, existe x5 € RN B tal que RN B = {zp}, en particular
rp € By porlo tanto (x5) < B. De ahi que como B es simple, entonces B = (xp) y
por consiguiente B € {(z) |z € R}. Asi que Simp(A) C {(z) |z € R} y en consecuencia
Simp(A) = {(z) |z € R}. Ahora bien, de que A es completamente reducible, la Gltima
igualdad implica que A = |JSimp(A) = U (z) = (R). Afirmamos que R es finito: en

T€ER
efecto, supongamos, a manera de obtener una contradiccion, que R es infinito y sea (z,)nen

una sucesion de elementos de R tal que paracadan € N, z,,.; ¢ {z1,22,...,x,}. Se tiene
que

R 2 R — {l’l} 2 R — {.l’l,lCQ} 2 R — {%1,1’2,1’3} 2 2

De esta sucesion decreciente de subconjuntos se obtiene la siguiente sucesion decreciente
de subacciones:

A= (R) 2 (R—{m}) 2 (R—A{a1,22}) 2 (R — {z1, 22,23}) 2 ...

V)

Pero como A es Artiniana, existe N € N tal que

(R—{x1,29,...,25}) = (R — {21, 29, ..., N, TN11})

87



CAPITULO 6. ACCIONES F.G, NOETHERIANAS Y ARTINIANAS

De ahi que

<R - {‘rhx% ,.TN}> U <$1,l’2, 7IN> = <R - {xlwx% ...,$N,$N+1}> U <-T1,SE'2, ,iCN>

y por consiguiente (véase Proposicion 2.2.6)

<R - {%1,.’132, ...,33]\7} U {1’17552, "'7xN}> = <R - {x17$27 "'7xN7xN+l} U {1'1,1'27 "'7xN}>

olo que eslomismo A = (R) = (R — {zn41}) = U  (y). De esto ultimo se sigue
yeR—{a:NH}
que n41 € (y) para algin y € R con y # xy41. Ahora bien, como (y) es simple (pues

es ciclica) y R intersecta a cada subacciéon simple en exactamente un elemento, entonces
RN {y) = {y}, pero znx+1 € RN (y), luego xy+1 = vy, lo cudl es una contradiccidén. Por
consiguiente R es finito y asi, de que A = (R) se deduce que A es f.g. ]

Proposicion 6.2.13. Sea f : A — A un S—morfismo con A Artiniana. Entonces f es
inyectivo si y solo si f es un isomorfismo.

Demostracion. Suponga que f es inyectivo y observe que

im(f) 2 im(f?) 2im(f3) D .. D ..

Asi, como A es Artiniana existe N € N tal que im(f") = im(f¥*1). De ahi que paraa € A
arbitrario, como f¥(a) € im(fY) = im(fN*!), entonces fV(a) = fN*!(x) para algin
x € A, 0loque eslomismo fV(a) = f¥(f(x)). Ahora bien, de que f es inyectivo se sigue
que fV también es inyectivo, y por consiguiente, la igualdad f"(a) = f™(f(z)) implica
que a = f(z). De ahi que f es sobreyectiva y por lo tanto un isomorfismo. El reciproco es
evidente. O

Corolario 6.2.14. Seana: A — B y 3 : B — A dos S—morfismos inyectivos. Si alguna
de las S—acciones A 6 B es Artiniana, entonces A = B.

Demostracion. Suponga, por ejemplo, que A es Artiniana. Como « y 3 son inyectivos, se
tiene que el S—morfismo S : A — A es también inyectivo. Asi, de la Proposicién anterior
se sigue que Ja es un isomorfismo. Luego, debe existir v : A — A un S—morfismo tal
que (Ba)y = id o bien f(ay) = ids. De ahi que [ tiene una inversa derecha y por lo
tanto [ es sobreyectiva, pero como también [ es inyectiva, entonces 3 es un isomorfismo.
En consecuencia A = B. ]

Proposicion 6.2.15. Sea f : A — A un S—morfismo con A una S—accion con un unico
elemento cero 0 4. Si A es Noetheriana y f es sobreyectivo, entonces Nu(f) = {04}

Demostracion. Observar que

Nu(f) C Nu(f?) C Nu(f3) C..C..
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Asi, de que A es Noetheriana se sigue que existe N € N tal que Nu(f") = Nu(f¥*1). Aho-
ra, como f es sobreyectiva, entonces f¥ es sobreyectiva, de manera que para a € Nu(f) ar-
bitrario puede escribirse a = f(z) paraalginz € A.Deahique 04 = f(a) = f(fV(z)) =
fNT(x) y por consiguiente x € Nu(f¥ ) = Nu(fV). De ahi que f"(x) = 04 y en con-
secuencia a = 0 4. Por lo tanto Nu(f) = {04}. O

6.3.

1.

Ejemplos

Toda S—accion simple (0—simple) es Noetheriana y Artiniana. Esto se sigue de la
Observacion 6.2.11. También, toda S—accion finita es Noetheriana y Artiniana, pues
toda S —accidn finita solo tiene una cantidad finita de subacciones.

. Todo grupo es un monoide Noetheriano y Artiniano izquierdo. En efecto, si S es un

grupo, del Teorema 4.2.10 se sigue que g5 es una S—accion completamente reducible.
Ahora bien, como ¢S = (e), entonces g5 es f.g y asi del Teorema 6.2.12 se sigue que
S es Noetheriano y Artiniano.

El monoide (Z, -) no es Noetheriano ni Artiniano izquierdo. En efecto, para cada m €
N considerar a (m) := {km |k € Z}. No es dificil verificar que (m) C (n) siy solo si
n | m. Luego

(22222922
es una sucesion decreciente de subacciones de Z que no se estaciona. Por lo tanto (Z, -)
no es Artiniano izquierdo. Ahora bien, sea [P la colecciéon de todos los nimeros primos

y sea B := (P) = | (p). Observar que 1 ¢ B, pues ningtin primo es divisor de —1
peP
y 1. Ahora bien, sea X C B un conjunto de generadores para By seap € [P arbitrario.

Puede escribirse p = nx para alginn € Zy x € X, de manera que z | p. De ahi que
r = +16x = +p, pero como +1 ¢ B, entonces x = £p y por lo tanto +p € X.
De ahi que X tiene al menos tantos elementos como ntimeros primos. Lo anterior
exhibe que todo conjunto de generadores para B es infinito y en consecuencia B es
una subaccion de Z que no es f.g. Por consiguiente (Z, -) no es Noetheriano izquierdo.

Como (Z, -) no es Artiniano ni Noetheriano izquierdo, entonces del Teorema 6.4.1 se
sigue que el monoide de matrices M,,(Z) no es Artiniano ni Noetheriano izquierdo.

Sea Ny :=NU{0} y B := Ny x Ny. Para cada (m, n), (p,q) € B se define:

(m,n)(p, q) := (m —n + méx(n, p),q — p + méx(n, p))

Con esta operacion binaria el conjunto B es un monoide con neutro (0, 0) que recibe
el nombre de monoide biciclico (para ver que B es un monoide pude consultarse el
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capitulo 10 de [8]). De acuerdo a la Proposicion 10.0.7. de [8], todo ideal izquierdo de B
(que eslo mismo que subaccion de yB ) es de la forma I,, := ((n,n)) conn € Ny. De ahi
que toda subaccion de gB es finitamente generada (de hecho ciclica) y en consecuencia
B es una accion Noetheriana. Por lo tanto B es un monoide Noetheriano izquierdo.
Ahora bien, la familia F := {I,, | n € Ny} consta de todos los ideales izquierdos de B
(todas las subacciones de gB). Més aun, la Proposicion 10.0.9. de [8] asegura que para
cadan € Ny ocurre que /,,,1 € I,,. Por consiguiente hay una sucesion decreciente de
subacciones de B que no se estaciona, de manera que gB no es una acciéon Artiniana.
Por lo tanto B no es un monoide Artiniano izquierdo.

6. Considerar al monoide (7(N), o) de todas las funciones de N en si mismo bajo la com-
posicion usual entre funciones. La funcién f : N — N dada por f(n) := 2n es una
funcién inyectiva pero no sobreyectiva. De la inyectividad de f se sigue que existe
una funcion ¢ : N — N para la cual gf = idy. Ahora bien, como f no es sobre-
yectiva, entonces fg # idy. Asi f y g son funciones tales que gf = idyy fg # idy.
Por consiguiente, del Teorema 6.4.4 se sigue que (7(N), o) no puede ser un monoide
Artiniano izquierdo.

7. Sea S := {2"|n € Ny}. Esta claro que bajo el producto usual de enteros, S es un
monoide conmutativo cuyo elemento neutro es 1 = 2°. Mas atin, S es un monoide
cancelativo. Sea I un ideal de S y considere al conjunto A; := {n € Ny |2" € I}.Si
« es el menor elemento de A;, entonces es claro que (2*) C I. Ahora bien, si 2" € I,
entonces n € A; yasi @« < n, de donde n = k + « para algin k£ € Nj. Luego
2n = 2kte = 9k9a € (2%) y en consecuencia I = (2%). Por consiguiente todo ideal de
S es de la forma [, := (2") para algun n € Nj. De ahi que S es un monoide de ideales
principales, y en particular, S es un monoide Noetheriano. Ademas, los ideales de S
forman la siguiente cadena estrictamente decreciente:

0 22H 2@ 2..22" D ... D ..

=

Por lo tanto S no es un monoide Artiniano.

8. Para cada a,b € Ny sea min(a, b) el minimo entre a y b. La igualdad
min(a, min(b, c)) = min(min(a,b), c)

implica que Ny es un semigrupo conmutativo bajo la operaciéon axb := min(a, b). Mas
aun, como 0 € Nj es el menor elemento de Ny, entonces a0 = 0 paracadaa € Ny y
asi0 es cero del semigrupo (N, ). Observe que como Ny no es acotado superiormente,
entonces ningin elemento de Ny puede ser neutro del semigrupo (Ny, *). Asi (Ny, *)
es un semigrupo que no es monoide. Ademas, es facil ver que para cada a € Ny ocurre
que a * a = a 'y por lo tanto todo elemento de Ny es idempotente i,e, F(Ny) = Np.
Calculemos a continuacion como es el ideal generado por cualquier elemento de Nj:
Sea a € Ny arbitrario pero fijo. Observar que
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n st n<a.
n*a:= :
a st n>a.

Luego, (a) := {n*xa|n € Ng} = {nxa|n < a}U{nxa|n >a} ={0,1,2,....,a—1,a}
i,e, para cada a € Ny

(a) ={0,1,2,....,.a — 1,a}

Se sigue facilmente que si a < b, entonces (a) C (b). Ahora, sea [ un ideal finito de
Ny y sea a el mayor elemento de I. Es claro que (a) C I. Més aun, como para cada
b € I ocurre que b < «, entonces paracadab € I,b = b*«a € («) y por consiguiente
I = {(a). Podemos deducir entonces que todos los ideales finitos de Ny son los de la
forma (a). Afirmamos ahora que el unico ideal infinito de Ny es Ny. En efecto, sea J
un ideal infinito de Ny y suponga, a manera de obtener un absurdo, que J # Nj. Bajo
este supuesto sea k € Ny tal que k ¢ J. Como J es infinito, entonces existe a € J tal
que k < a,yasik =kx*xa € Jie, k € J, contradiccion. Por consiguiente J = Nj.
De todo lo anterior se sigue que la coleccion de todos los ideales de (N, *) viene dada
porZ = {(a) |a € Ny} U {Ny}, y ademas estos forman la siguiente cadena:

0SS EC . Cla) S SNy

Ahora, sea e tal que e ¢ N y sobre el conjunto N} := Ny U {e} definase la siguiente
operacion:

axb si a,be Ny
a-b:= a si b=e.
b st a=e.

No es dificil ver que con esta operaciéon NJ es un monoide conmutativo con neutro e.
Ademas, esta claro que aquellos ideales propios de N} i,e, aquellos ideales de N} que
no contienen a e son ideales de (N, *) y viceversa, todo ideal de (N, %) es un ideal

de N}. De ahi que 7 = {(a) | a € Ny} U {Ny, N} } es la colecciéon de todos los ideales
de N(l], y ademas ellos forman la siguiente cadena:

0SSR G . Cla) S SN SN}

Observe que entonces todos los ideales de N} que son de la forma (a) con a € N
forman la siguiente sucesion estrictamente creciente:

Mclcc. . Clasc..c..
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Por consiguiente Nj no es un monoide Noetheriano. Por otra parte, sea F una colec-
cién no vacia de ideales de N}. Si F no contiene ideales finitos, entonces F C {Ny, N} }
y asi es claro que F tiene elementos C —minimales. Si F contiene ideales finitos, en-
tonces F contiene un ideal finito de cardinal minimo, y ademas esta claro que tal
ideal debe ser un elemento C —minimal de F. Por lo tanto toda coleccién no vacia de
ideales de Né contiene elementos C —minimales, de manera que Né es un monoide
Artiniano.

Observacion 6.3.1. Un resultado clasico en Teoria de anillos y modulos, conocido como Teo-
rema de Hopkins-Levitzki, afirma que sobre anillos Artinianos, todo modulo f.g es Noetheriano,
y en particular, todo anillo Artiniano debe ser Noetheriano (véase Teorema 2.27 de [12]). Asi,
todo anillo que satisfaga la condicion de cadena descendente automaticamente satisface tam-
bién la condicion de cadena ascendente. Sin embargo, cuando de monoides se trata, y a la luz
del ultimo de los ejemplos anteriores, existen monoides Artinianos pero no Noetherianos, por lo
que el Teorema de Hopkins-Levitzki no puede ser replicado para el caso de los monoides y sus
acciones.

6.4. Algunos resultados sobre monoides Artinianos

Teorema. 6.4.1. Sean (R, +, ) un anillo unitario y M,,(R) el monoide de todas las matrices
de tamarion X n (n > 2) con coeficientes en R bajo la multiplicacion usual entre matrices.
Si M,,(R) es un monoide Artiniano (Noetheriano) izquierdo, entonces (R, -) también es un
monoide Artiniano (Noetheriano) izquierdo.

Demostracion. Sea I; O I, O I3 O ... D ... una sucesion decreciente de ideales izquierdos
del monoide (R, -) y para cada n € N definase

I = U {(aij) € M,(R)|ain € (x) ya;; =0paraj > 1}

z€ly,

es decir, J,, consiste de todas las matrices de la forma

S11T oo .. .0
S$91T oo .. .0
ss12. 0 0 . . . 0
Spaz 00 . . .0

con s;; € Ry x € I,. Veamos que cada J, es un ideal izquierdo del monoide M, (R). En
efecto, parax € [, y s;1 € R, se tiene que
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a1y a2 a3 . . . Qip S11T Ooo0. . .0 blll’ 0 0 . 0
a921 Q29 dA23 . . . Q9p S$21T o0 .. .0 bgll’ 0 0 . 0
asp Qg dAzz . . . QA3p S31T 00 .. .0 bgll' 0 0 . 0
Apl Qp2 Qp3 - - . Qpn Sppiz 00 . . .0 bpiz 00 . . . 0

n

donde paracadai € {1,2,...,n}, by = Z a;xSk1- Observar que la matriz que aparece en el
segundo miembro de la igualdad anterior els una matriz que pertenece a .J,,. Por consiguiente
J,, es un ideal izquierdo del monoide M,,(R). Mas aun, recordar que por definicién, J,, es
la coleccién de todas las matrices cuyos coeficientes son todos iguales a cero a excepcion
de aquellos que se encuentren en la primera columna, los cuales deben pertenecer al ideal
izquierdo generado por algun elemento del ideal I,,. De ahi que como para cada n € N,
I,+1 C I,,entonces J,11 C J,yasiJ; O Jo O Js D ... D ... esunasucesion decreciente de
ideales izquierdos del monoide M,,(R) el cudl es Artiniano. Por consiguiente existe N € N
tal que para cada £ > 1, Jy = Jn4k. Veamos que la sucesion 1 DO I, D I3 O ... D ..
se estaciona en el N—ésimo elemento: en efecto, para k > 1, como la sucesion (1, ),en €s
decreciente, entonces I, C Iy. Ahora bien, para x € [ arbitrario, la matriz

z 00 . . .0
z 0 0 0
z 0 0 0
z 0 0 0

pertenece a Jy, pero Jy = Jni, luego existen y € Iy y si1 € R tales que

x 0 0 . . .0 sy 00 . . .0
z 00 . . .0 S21Y oo .. .0
z 0 0 0 s;iy 00 . . .0
x 0 0 . . .0 Smiy 0 0 . . . 0

De ahi que © = sy, pero como y € Iyyx e Iy es ideal izquierdo de (R, -), entonces
511y € Inyr ie, ¥ € Inig. Por consiguiente Iy C Iyi; vy en consecuencia Iy = Inyp.
Por lo tanto la sucesion I; O Io O I3 O ... D ... se estaciona en el N —ésimo elemento y
asi (R, -) satisface la CCD. De ahi que (R, -) es Artiniano izquierdo. La prueba para el caso
Noetheriano es analoga y por eso se omite. [
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Teorema. 6.4.2. Los siguientes enunciados son equivalentes para un monoide cancelativo de-
recho S (véase Definicion 1.2.15):

1. S es un grupo.
2. S es Artiniano izquierdo.
3. Todo S—morfismo inyectivo de 3.5 en ¢S es un isomorfismo.

Demostracion. 1) = 2) Si S es un grupo, que S sea Artiniano izquierdo se sigue del se-
gundo de los Ejemplos anteriores.

2) = 3) Se sigue de la Proposicion 6.2.13.

3) = 1) Para g € S arbitrario sea f : S — S el S—morfismo dado por f(s) := sg. De
que S es cancelativo derecho se deduce que f es inyectivo. Por consiguiente f es un isomor-
fismo, y en particular, f es sobreyectivo. Asi, para e € S existe s € S tal que e = f(s) := sg.
De ahi que todo elemento de S tiene un inverso izquierdo y por lo tanto S es un grupo (véase
Teorema 1.2.13). O

Lema 6.4.3. Sea S un monoide y x,y € S con x un elemento que no es invertible izquierdo
pero xy = e. Entonces para cadan € N, z" ¢ (x"*1).

Demostracién. Por induccién sobre n: paran = 1 se tiene que x ¢ (z?), pues de lo contrario,
existe s € S tal que v = sx?, y asi e = xy = sx’y = sx(zy) = sve = sz ie, T es invertible
izquierdo, lo cuél es una contradiccién. Por lo tanto = ¢ (x?). Suponga que el resultado es
vélido para n > 2 i,e, suponga que z" ¢ (x"*1). Si 2" € (2"?), entonces existe t € S
tal que 2" = tz"™? = (t2""!)x y por consiguiente z" = a"e = z"zy = 2"Tly =
(tz" Nzy = (tz")e = ta" ™ ie, 2" = t2"1. De ahi que 2" € (x" '), contradiccién. Por
lo tanto "1 ¢ (2"*?2) y asi el resultado es valido para n + 1. En consecuencia el resultado
se verifica para cadan € N. ]

Teorema. 6.4.4. Sea S un monoide Artiniano izquierdo yx,y € S tales que vy = e. Entonces
yr = e.

Demostracion. Si xy = e, entonces x es invertible izquierdo, pues de lo contrario, del Lema
anterior se sigue que para cadan € N, 2" ¢ (z"*1). De ahi que

()2 (0% 2 (2% 2. 2
y por lo tanto S tiene una sucesion decreciente de ideales izquierdos que no se estaciona,
pero esto no es posible, pues S es Artiniano izquierdo. Por consiguiente x es invertible
izquierdo y asi existe z € S tal que zx = e. De esto Gltimo se sigue que y = ey = (zx)y =
2(xy) = ze = z i,e, y = 2. En consecuencia yr = e. O
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6.5. Acciones Noetherianas y Artinianas con respecto a
congruencias

El concepto de accion Noetheriana y Artiniana tal como se establece en la Definicion 6.2.1
es equivalente a que un accion satisfaga ciertas propiedades de finitud con respecto a subac-
ciones, a saber, una accion es Noetheriana (Artiniana) si y solo si satisface la condicion de
cadena ascendente (descendente) en subacciones. Ahora bien, si en lugar de exigir que una
accion satisfaga la condiciéon de cadena ascendente (descendente) en subacciones pedimos
que la satisfaga en congruencias (véase Definicion 2.4.1), entonces llegamos a la siguiente
nocion:

Definicion 6.5.1. Se dice que la S—accion A es:

1. Noetheriana en congruencias, si toda coleccion no vacia de congruencias de A tiene ele-
mentos C —maximales.

2. Artiniana en congruencias, si toda coleccion no vacia de congruencias de A tiene elemen-
tos C —minimales.

Teorema. 6.5.2. Una S—accion A es Noetheriana (Artiniana) en congruencias si y solo si toda
sucesion creciente (decreciente) de congruencias de A se estaciona.

Demostracion. Suponga que A es Noetheriana (Artiniana) en congruencias y sea (p,)nen
una sucesion creciente (decreciente) de congruencias de A. Puesto que A es Noetheriana (Ar-
tiniana) en congruencias, la familia F := {p, | n € N} debe tener un elemento C —maximal
(€ —minimal), digamos py. Veamos que la sucesiéon (p,),en se estaciona en el N—ésimo
elemento: sea j € N arbitrario. Como la sucesion (p,,),cn es creciente (decreciente), enton-
ces pn C pn+; (pN+; € pn ), ademas, no puede ocurrir que py € pn+; (pPv+j S pn ), pues
esto va en contra de que py es C —maximal (C —minimal). Por consiguiente py = pn4; Y
asi la sucesion se estaciona en el N—ésimo elemento. Y viceversa, suponga que toda suce-
sion creciente (decreciente) de congruencias de A se estaciona y sea J una familia no vacia
de congruencias de A. Suponga que F no tiene elementos C —maximales (C —minimales),
y sea p; € JF arbitrario. Como p; no es maximal (minimal), existe po € F tal que p; C ps (
p2 C p1). A suvez, para po, existe p3 € F tal que po C p3 (p3 € po ). Para p3 existe p, € F
tal que p3 € p4 (ps S p3 ). Continuando de esta forma, se construye una sucesion creciente
(decreciente) de congruencias de A que no se estaciona, pero esto es una contradiccién. Por
consiguiente F tiene elementos C —maximales (C —minimales) y en consecuencia A es
Noetheriana (Artiniana) en congruencias. [

Si llamamos a una acciéon Noetheriana (Artiniana) en subacciones a aquella que satisfaga
la Definicion 6.2.1, entonces jhabra alguna relacion entre ser Noetheriana (Artiniana) en
congruencias y ser Noetheriana (Artiniana) en subacciones?
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Teorema. 6.5.3. Toda S—accion Noetheriana (Artiniana) en congruencias es Noetheriana (Ar-
tiniana) en subacciones.

Demostracion. Sea A una S—acciéon Noetheriana en congruencias y sea
B, C By CBgC...C ...

una sucesion creciente de subacciones de A. Para cada n € N considerar a la congruencia
pB, = (Bn x B,)UA 4. Como para cadan € N ocurre que B,, C B, 1, esté claro entonces
que

pB. C Py C Py C e C

Asi, (pg, )nen €s una sucesion creciente de congruencias de A, y por lo tanto existe N € N
tal que pp, = PBy,, Para cada j > 1. Veamos que la sucesion (B,,),cn se estaciona en
el N—ésimo elemento: para j > 1 se tiene que By C By}, pues la sucesion (B,,),en es
creciente. Ahora bien, suponga que By # Byijyseay € Byyj tal que y ¢ By. Para
x € By arbitrario se tiene que (2,y) € Bnyj X Bnyj C pBy,, = Py = (Bn X By)UAy
y por consiguiente (z,y) € By X By 6 x = y. Como y ¢ By y x € By, entonces
el caso x = y no sucede, asi debe ocurrir que (z,y) € By X By, pero esto implica que
y € By, contradiccién. Por lo tanto By = By, v asi la sucesion (B, ),en se estaciona en
el N—ésimo elemento. De ahi que A es Noetheriana en subacciones. La prueba para el caso
Artiniano es similar y por eso se omite. ]

Teorema. 6.5.4. Sea A una S—accion Noetheriana en congruencias y f : A — A un
S —morfismo. Entonces [ es sobreyectivo si y solo si f es un isomorfismo.

Demostracion. Suponga que f es sobreyectivo y para cadan € N considere a la congruencia
Ker(f™). Como la igualdad f"(x) = f"(y) implica que f""'(z) = f""!(y), entonces esta
claro que Ker(f") C Ker(f™). Asi (Ker(f™)),en €s una sucesion creciente de congruen-
cias de A, luego, existe N € N tal que Ker(f") = Ker(f¥*1). Sea ahora (z,y) € Ker(f).
De que f es sobreyectivo se sigue que f~ también es sobreyectivo y entonces puede escribir-
sex = fN(a)yy = fV(b) paraalgunos a,b € A.De ahique f(z) = f(f"(a)) = N (a)y
7(5) = F(FN(B) = FY(b), pero como (z,y) € Ker(f), entonces /() = £(y) y por con-
siguiente fVT!(a) = fVTL(D) ie, (a,b) € Ker(fN1) = Ker(f"). De esto dltimo se sigue
que f¥(a) = fV(b) y por lo tanto = y. En consecuencia f es inyectiva y por consiguiente
es un isomorfismo. El reciproco es evidente. ]

Teorema. 6.5.5. Sea A una S—accion Artiniana en congruencias y sea f : A — A un
S—morfismo. Entonces [ es inyectivo si y solo si f es un isomorfismo.

Demostracion. Si A es una S—accion Artiniana en congruencias, el Teorema 6.5.3 garantiza
que A también es Artiniana en subacciones, luego, la Proposicion 6.2.13 implica que si f es
inyectivo, entonces f es un isomorfismo. El reciproco es inmediato. OJ
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Definicidén 6.5.6. Decimos que una S—accion A es:
1. Hopfiana si todo S—morfismo sobreyectivo de A en A es un isomorfismo.

2. Cohopfiana si todo S—morfismo inyectivo de A en A es un isomorfismo.

Proposicion 6.5.7. 1. Toda S—accion Noetheriana en congruencias es Hopfiana.
2. Toda S—accion Artiniana (en cualquier sentido) es Cohopfiana.

Demostracion. El primer inciso se sigue del Teorema 6.5.4, y el segundo de la Proposicion
6.2.13 y del Teorema 6.5.5. [
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CAPITULO 7
ACCIONES LIBRES

Esta parte del trabajo esta destinada a estudiar a aquellas acciones que poseen conjuntos de
generadores con una propiedad especial, que son las llamadas bases. Veremos, entre otras
cosas, como construir acciones con bases, que cualesquiera dos bases deben tener el mismo
cardinal y la propiedad universal que define a estas.

7.1. Basesy propiedad universal

Definicion 7.1.1. Si A es una S—accion, se dice que X C A es una base para A si:
1. X esno vacio y genera a A ie, si A = (X) (véase Teorema 2.2.5).

2. Paracadas,t € S yx,y € X, laigualdad tx = sy implica quet = s yx = y.

Definicidén 7.1.2. Se dice que una S—accion es libre si admite una base.

A continuacion exhibiremos que el concepto de accion libre tiene sentido i,e, exhibiremos
que si existen acciones libres. Mas aun, para cada monoide S y cada conjunto no vacio X
construiremos una S—accidén que tenga una base de tamarfio | X|.

Teorema. 7.1.3. Sea X un conjunto no vacio. Sobre el conjunto S x X se define para cada
s € Sycada(t,z) € S x X, s(t,x) := (st,x). Entonces con esta operacién S x X es una
S—accion y X := {(e,z) |z € X} es una base para S x X.

Demostracion. Observar que la accion de los elementos del monoide S sobre cualquier pareja
ordenada (t, ) solo se produce en la primera entrada (que corresponde a un elemento del
monoide) dejando fija a la segunda (que corresponde a un elemento del conjunto). Asi, de
la asociatividad en el monoide S se deduce de inmediato que S x X es una S—accidén bajo
la operacion s(t,x) := (st,x). Ahora bien, para cada (¢,x) € S x X se tiene que (¢,x) =
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t(e, ) y por consiguiente X := {(e, )|z € X} generaa S x X. Finalmente, se tiene que
t(e,z) = s(e,y) siysolosi (t,z) = (s,y) siysolosit = sy x = y. Por lo tanto X es
una base para S X X. Ademas, esta claro que x — (e, ) es una correspondencia biyectiva
entre X y X, luego | X| = | X|. O

Definicién 7.1.4. Para cada conjunto no vacio X denotamos por S'X) a la S—accion cons-
truida en el Teorema anterior.

Observacion 7.1.5. Si para cada v € X se define S®@) := S x {x}, entonces no es dificil ver

que S©@ < SX) y ademas la funcién s — (s,x) es un isomorfismo de acciones entre ¢S y

S@) . Mas atin, se tiene que SX) = U S@) . donde S@ N SW = () six #+y. Asi SX) es una
zeX
union disjunta de acciones cada una de ellas isomorfa a sS.

Teorema. 7.1.6. (Propiedad universal de las bases) Sea X un conjunto no vacio. Entonces la
funcionnx : X — S dada pornx () := (e, x) tiene la siguiente propiedad universal: para
cada S—accion A y cada funcién f : X — A existe un tinico S—morfismo F' : S — A
que hace conmutativo al diagrama

nx , F

Demostracion. Sea f : X — A una funcidon con A una S—accién. A partir de f se de-
fine a la funciéon F : S — A dada por F(t,z) := tf(z). Observar que F(s(t,z)) =
F(st,z) := (st)f(x) = s(tf(x)) = sF(t,x)y por consiguiente F' es un S—morfismo.
Ahora, para cada © € X se tiene que F(nx(x)) = F(e,z) := ef(x) = f(z) y en conse-
cuencia f = Fny. Para terminar, si G : S) — A es un S—morfismo tal que f = Gy,
entonces G(t,x) = G(t(e,z)) = tG(e,x) = tG(nx(x)) = tf(x) = F(t,z) y por lo tanto
G=F. O

Lema 7.1.7. Suponga que A y B son S—acciones con A = B. Si A es libre, entonces B es libre.

Demostracion. Sea X unabase para Ay f : A — B un isomorfismo de S—acciones. Como
A = (X), entonces del Lema 6.1.2 se sigue que B = (f(X)). Ahora bien, sean s,t € S'y
u,v € f(X) tales que tu = sv.Puede escribirse u = f(z)yv = f(y) paraalgunosz,y € X.
Asi la igualdad tu = sv toma la forma tf(z) = sf(y) y por lo tanto f(tx) = f(sy), de
manera que al ser f inyectivo se sigue que tx = sy, pero como X es base de A, entonces
t = syx =y, de donde u = v. Se deduce asi que f(X) es una base para B y por lo tanto
B es libre. ]
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Existe otro concepto de base distinto al de la Definicion 7.1.1 y es el siguiente.

Definicion 7.1.8. Si A es una S—accion, una base categorica para A es un par (X,n) donde
X es un conjunto no vacio yn : X — A es una funcion con la siguiente propiedad universal:
para cada S—accion B y cada funcion f : X — B existe un tinicoS—morfismoF' : A — B
que hace conmutativo al diagrama

Observacion 7.1.9. De acuerdo con el Teorema 7.1.6 (Propiedad universal de las bases), para
cada conjunto no vacio X, el par (X, nx) es una base categérica para la S—accion S,

Teorema. 7.1.10. Los siguientes enunciados son equivalentes para una S—accion A:

1. A es libre.
2. Existe un conjunto X tal que A = SX),
3. A tiene una base categorica.

Demostracion. 1) = 2) Suponga que A es libre y sea X C A una base para A. Considere
a la funcién ¢ : S — A dada por (s, x) := sx. Observar que  es un S—morfismo,
pues p(t(s,z)) = @(ts,x) = (ts)z = t(sx) = tp(s,x). Mas ain, de que A = (X)) se sigue
que ¢ es sobreyectiva, ademas de que como X es base, entonces la igualdad tx = sy implica
que t = sy z = y, de manera que  es inyectiva y por consiguiente un isomorfismo de
acciones. De ahi que A = §(X),

2) = 3) Suponga que existe un conjunto X tal que A = S¥) ysea vy : S — Aun
isomorfismo de acciones. Veamos que el par (X, 9nx) es una base categérica para A: sea
f: X — B una funcién con B una S—accién. Como (X, 7x) es base categorica de SX),
para la funcién f existe un tnico S—morfismo F : S®) — B que hace conmutativo al
diagrama

B (7.1)

nx , F

i.e, f = Fnx. Ahora bien, considere al SA—morﬁsmo f = Fypt y observe que f¢nx =
Fy~Yynx = Fidgxynx = Fnx = fie, fyYnx = f. De ahi que el diagrama
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¢77X / f

es conmutativo. Finalmente, si g : A — B es un S—morfismo tal que f = gy, entonces
el S—morfismo g1 hace conmutativo al diagrama (7.1), pero F' es el inico S—morfismo con
tal propiedad, de manera que F' = gy yasig = Fy~! = f. Por consiguiente (X, ¢nx) es
una base categoérica para A.

3) = 1) Sea (X,1) una base categorica para A. Bajo este supuesto, exhibiremos que
A = SX): como (X, 1)) es base categérica para A, para las funciones ny : X — SNy
1 : X —> A existen Gnicos S—morfismos f y g que hacen conmutativos a los diagramas

X X S (7.2)
A
/
/
v Jr
/
/
A
y
X v A (7.3)
/41
/
¥ /9
/
/
A

Observar que 7d4 es un S—morfismo que claramente hace conmutativo al diagrama (7.3),
de manera que de la unicidad de g se sigue que g = id 4. Por otra parte, como (X, 7x) es
base categérica de S(X), para las funciones 1) : X — Ay nx : X — S existen tnicos
S—morfismos h y k que hacen conmutativos a los diagramas

X i A (7.4)

nx , h
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X i S0 (7.5)

nx sk

/

SX)
Note que idg(x) hace conmutativo al diagrama (7.5), y por lo tanto la unicidad de k£ implica
que k = idg(x). Ahora bien, a partir de que los diagramas (7.2) y (7.4) son conmutativos se
sigue que (hf)Y = h(fv) = hnx =1 ie, v = (hf)1. Por lo tanto h f hace conmutativo al
diagrama (7.3), pero g = id4 es el unico S—morfismo con tal propiedad, luego id4 = hf.
De manera analoga se muestra que fh = idgx), de forma que asi f : A — S es un
isomorfismo de acciones y por consiguiente A = S™X). Luego como S es libre, el Lema
7.1.7 garantiza que A es libre. ]

Recordemos que un anillo IBN es un anillo R con la propiedad de que cualesquiera dos bases
de un R—mobdulo libre tienen el mismo cardinal. Es posible encontrar anillos que no son
anillos IBN (véase Ejemplo 5 de la segunda seccion del capitulo 2 de [11]). En el caso de las
acciones sobre monoides, si intentaramos definir a un monoide IBN como aquel para el que
cualesquiera dos bases de una accion libre tienen el mismo cardinal, entonces resultaria,
como veremos a continuacion, que todo monoide es un monoide IBN, de manera que de
cuando monoides se trata, no tiene mucho sentido definir este concepto.

Teorema. 7.1.11. Si X yY son bases de una S—accion libre A, entonces | X | = |Y|.

Demostracion. Sea x € X arbitrario. Como Y es base de A, existen tGnicos s, € Syy, € Y
tales que = = s,y,. Afirmamos que s, es invertible (véase Definicién 1.2.10): en efecto, como
X esbase de A, para y, existen Gnicost € Sy z € X paralos cuales y, = tz. Asilaigualdad
r = SV, toma la forma v = s,(tz) = (s,t)z. Por otra parte, de que z = ex se sigue que
ex = (s,t)z, y como X es base de A, entonces e = s,ty x = z. Ahora bien, de lo anterior
se desprende que ey, = y, = tz = tx = t(S,¥s) = (t52)Yx 1,€, €Y = (tS4)Ysz, y como Y
es base de A, entonces ts, = e. Por consiguiente s, es invertible. Consideremos ahora a la
funciéon f : X — Y dada por f(z) := y,. Si x,2’ € X son tales que y, = y,/, entonces
T = Suly = Sulu 1,€, T = Sz Por otro lado como =’ = s,/y,/, entonces 1,, = S;,Ix’ y asila
igualdad = = s,%, se reescribe como = = (s,s,,')7/, pero x = ex, asi que ex = (s,s,,' )7’y
por consiguiente (ya que X es base de A) z = 2’. Por lo tanto f es inyectivay asi | X| < |Y|.
De manera similar puede construirse una funcién inyectiva de ¥ en X, de manera que
|Y| < |X]|. Finalmente, del Teorema de Cantor-Bernstein se concluye que | X| = |Y|. O
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Corolario 7.1.12. Sean X y Y conjuntos no vacios. Entonces S*) = S i y solo si | X| =
Y.

Demostracion. 1) = 2) Sea f : SX) — S() yn isomorfismo de acciones. Como X =
{(e,x) |z € X} es base para S, de la demostracién del Lema 7.1.7 se sigue que f(X) es
una base para S). Ahora bien, S) tiene una base de tamario |Y|, asaber, Y := {(e,z) |y €
Y'}. Asi, del Teorema anterior se desprende que |f(X)| = |Y], pero |X| = |X]| = |f(X)]y
|Y'| = |Y'|. Por consiguiente | X| = |V].

2) = 1) Suponga que | X| = |Y| y sea f : X — Y una funcién biyectiva. A partir de f
se define a la funcién ¢ : S — S dada por ¢(s,z) := (s, f()). No es dificil ver que
¢ es un isomorfismo de acciones. Por lo tanto S&X) = §(), O

Ahora que sabemos que cualesquiera dos bases de una accion libre deben tener el mismo
cardinal es que tiene sentido definir el concepto de rango (o dimension).

Definicion 7.1.13. Si A es una S—accion libre, se define el rango de A, denotado Rank(A),
como Rank(A) := | X| donde X es cualquier base de A.

Observacién 7.1.14. Para cada conjunto no vacio X se tiene que Rank(SX)) = | X|.

Teorema. 7.1.15. Sean A y B dos S—acciones libres. Entonces A = B si y solo si Rank(A) =
Rank(B).

Demostracion. Suponga que A = Bysea f: A — B unisomorfismo de acciones. Si X es
una base de A, de la demostracion del Lema 7.1.7 se sigue que f(X) es base de B. Ahora bien,
se tiene que Rank(A) := |X|y como f(X) es base de B, entonces Rank(B) = |f(X)].
Por otra parte, al ser f una biyeccion se tiene que | X| = |f(X)| y por lo tanto Rank(A) =
Rank(B). Y viceversa, suponga que Rank(A) = Rank(B) y sea X una base de A. Como
Rank(A) := |X|, entonces también Rank(B) := |X|y ademas de la primera parte de la
demostracién del Teorema 7.1.10 se sigue que A = S*), Como Rank(B) := |X|, entonces
B tiene una base de cardinal | X| digamos Y. Para esta base se tiene que B = S) y como
Y| = | X|, entonces S*X) = S(*) En consecuencia A = B. O

Proposicion 7.1.16. Si A es una S—accion libre, entonces |S| < |A|.

Demostracion. Si X es una base de A, de la primera parte de la demostracion del Teorema
7.1.10 se sigue que A =2 SX), Asi, sea f : S™X) — A un isomorfismo de acciones. Témese

ro € X arbitrario y considere a la funciéon o« : S — S dada por a(s) = (s,z).
Esta claro que « es una funcion inyectiva, luego como f también es inyectiva se sigue que
fa: S — A esinyectiva. De ahi que |S| < |A|. O
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Ejemplos 7.1.17. 1. Se tiene que {e} es una base para la S—accién regular gS. Por lo
tanto gS es libre con Rank(sS) = 1.

2. Sip > 2 es un entero, entonces el conjunto Z, de clases residuales médulo p es una

(Z,-)—accién haciendo para cadan € Z y cada [a| € Z,, n[a] := [na]. Como Z, es
finito y Z es infinito, de la Proposicién 7.1.16 se sigue que Z, no es una (Z, -)—accion
libre.

3. Sobre cualquier monoide no trivial S siempre pueden construirse S—acciones libres y
S—acciones que no son libres. En efecto, sea X := {x} un conjunto con exactamente un
elemento. La S—accion S es libre. Ahora bien, podemos dotar a X de estructura de
S—accion haciendo para cada s € S, sx := x. Como X tiene solo un elemento y S tiene
mas de uno, la Proposicion 7.1.16 implica que X no puede ser una S—accion libre. De
hecho, cualquier S—accién cuyo cardinal sea menor que |S| no puede ser libre.

4. Q no es una (Z, -)—accion libre. En efecto, si suponemos que X C Q es una base para Q,
enonces X debe tener exactamente un elemento, pues si 7,5 € X son tales que 7 #+ <
entonces al ser X una base, la igualdad (bc)§ = (ad)$ debe implicar que § = £, lo cual
no es cierto. Por consiguiente X debe tener exactamente un elemento, pero esto conlleva
a que Q es una (Z,-)—accioén f.g, lo cual es una contradiccion (véase el tercero de los
Ejemplos 6.1.8 ). Por lo tanto Q no es una (Z, -)—accion libre.

Los ejemplos anteriores dan muestra de que no toda accidn es libre, sin embargo, como en
el caso de los modulos, resulta cierto que cualquier accién es isomorfa a un cociente de una
accion libre.

Teorema. 7.1.18. Para cada S—accion A existe un conjunto X y un S— morfismo sobreyectivo

S(X)
¢ : SX) — A, En particular = A

ery

Demostracion. Sea A una S—accion. Viendo a A simplemente como un conjunto, considerar
a la S—accion libre S, Por la propiedad universal de las bases (Teorema 7.1.6), para la
funcién id, : A —g A existe un tinico S—morfismo ¢ : SV — A que hace conmutativo
al diagrama

A— A
A
/
/
nA / ¥
/
/
S(4)
De ahi que ¢n4 = id 4 y por lo tanto ¢ tiene una inversa derecha, lo que implica que ¢ es
S(4)
sobreyectiva. Finalmente, del Corolario 3.1.2 se concluye que 7 = A ]
ery
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Teorema. 7.1.19. Sea A una S—accién libre. Si A es Noetheriana, entonces Rank(A) es finito.

Demostracion. Suponga que A es una accion libre Noetheriana que no es de rango finito.
Luego, existe X unabase de A con una infinidad de elementos. Como X es infinito, es posible
construir una sucesion (z, ),y de elementos de X tal que si n # m, entonces x,, # T,.
Para tal sucesion afirmamos que paracadan € N, z,,.1 ¢ (x1, o, ..., x,): en efecto, suponga
que para algin n € N ocurre que =, € (21, X9, ..., T,). Entonces x,, .1 = sz; para algunos
s € Sei < n.Ahorabien, como los elementos de la sucesion (x,,),cn pertenecen a X, la cual
es una base, la igualdad x,,.; = sx; implica que x,,,; = x;, pero como n + 1 # ¢, entonces
Tpi1 # T4, contradiccion. Por consiguiente para cadan € N, 2,41 ¢ (x1, 29, ..., x,). Ahora
bien, de esto ultimo se sigue que

(x1) C (21,29) C (21, 29,23) T ... T ...

= = =

y asi, A tiene una sucesion creciente de subacciones que no se estaciona, pero esto no puede

ocurrir, pues A es Noetheriana. Esta contradiccion permite concluir que Rank(A) es finito.
]

Sobre un grupo, una accion libre es Noetheriana si y solo si es de rango finito.

Teorema. 7.1.20. Si S es un grupo y A es una S—accion libre, entonces A es Noetheriana si

y solo si Rank(A) es finito.

Demostracion. Sea A una S—accién libre. Si A es Noetheriana, que Rank(A) es finito se
sigue del Teorema anterior. Y viceversa, suponga que Rank(A) es finito. Como sobre un
grupo, toda accién es completamente reducible (ver Teorema 4.2.11), entonces A es comple-
tamente reducible. Mas atin, como A es de rango finito, A debe ser generada por un conjunto
finito i,e, A es f.g. Por lo tanto del Teorema 6.2.12 se sigue que A es Noetheriana. [

7.2. Acciones libres sobre monoides de ideales principa-
les

Observacion 7.2.1. No toda subaccion de una accion libre es libre. En efecto, considerar al
monoide Z, := {[0], [1],[2], [3]} de clases residuales mddulo 4 bajo el producto usual de cla-
ses. Se tiene que la Z4—accion regular 7, es una accion libre de rango 1. Ademas, cualquier
ideal izquierdo del monoide Z4 es una subaccion de 7,7Z,. En particular, el ideal izquierdo
([2]) = {[0],[2]} es subaccion de z,Z4, pero ([2]) no es una Z,—accion libre, pues si lo fuera,
la Proposicion 7.1.16 garantiza que ([2]) tendria al menos tantos elementos como Z,, pero esto
no sucede. Por consiguiente ([2]) no es una Z4—accion libre.

Recordar que cuando se trabaja con anillos y sus médulos, para un dominio entero R, que
R sea de ideales principales es equivalente a que todo submédulo de un R—modulo libre es
libre. Para el caso de los monoides y sus acciones se tienen resultados analogos.
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Teorema. 7.2.2. Sea S un monoide cancelativo derecho (véase Definicion 1.2.15). Si S es de
ideales principales izquierdos, entonces toda subaccion de una S—accion libre es libre.

Demostracion. Suponga que S es de ideales principales izquierdos. Como toda S—acciéon
libre es isomorfa a una de la forma S, bastara con realizar la demostracién para acciones
de este tipo. Dicho lo anterior, sea A una subaccién de .S (X), De acuerdo con la Observacién

7.1.5, se tiene que si para cada z € X se define S®) := S x {x}, entonces S*) = |J S@
zeX

con S@ N SW =(siz#y Deahique A=ANSK =An [JS® = |J (AN S@),
zeX rxeX
Si para cada x € X definimos Ax := AN S (*) entonces la igualdad anterior toma la forma

A = |J Az. Ahora, para Z := {x € X | Ax # 0}, es claro que A = |J Ax. Observe que si

zeX T€Z
v € Zy(s,y) € Av := AN S@, entonces (s,y) € S@ := S x {x} y por lo tanto y = z.
De lo anterior se sigue que Az = {(s, ) | (s,z) € A}. Veamos ahora que para cada z € Z
el conjunto I, := {s € S| (s,z) € A} es un ideal izquierdo de S: en efecto, como = € Z,
entonces Ax = {(s,z) | (s,x) € A} es no vacio y por consiguiente /, es no vacio. Asi, para
a € I, y s € S arbitrarios se tiene que (a, ) € Ay en consecuencia s(a,z) = (sa,z) € A.
De ahi que sa € I, y por lo tanto I, es un ideal izquierdo de S. Una vez establecido lo
anterior, debido a que S es de ideales principales izquierdos, para cada = € Z existe a, € [,
tal que I, = (a,) := {sa,|s € S}. Ahora bien, como cada a, € I,, entonces (a,,z) € A
y por consiguiente la colecciéon 8 := {(a,,z) |z € Z} es un subconjunto de A. Afirmamos
que [ es una base de A: en efecto, si (s,z) € A es arbitrario, entonces s € I, = (a;) y
asi s = ta, paraalgin ¢t € S. Luego (s,x) = (ta,,z) = t(a,, x) € () y por consiguiente
A = (f). Ahora bien, si x,y € Zy s,t € S son tales que t(a,,x) = s(ay,y), entonces
(tay,z) = (say,,y) y en consecuencia ta, = sa, y © = y. De esto ultimo la igualdad
ta, = sa, toma la forma ta, = sa,, pero como S es cancelativo derecho, entonces ¢t = s
y por lo tanto [ es base de A. De ahi que A es libre. Mas aun, esta claro que la funciéon
(az, ) — x es una biyeccién entre 5y Z. De ahi que |5| = |Z| < | X| y por consiguiente
Rank(A) < Rank(S™X)). O

Teorema. 7.2.3. Los siguientes enunciados son equivalentes para un monoide abeliano y can-
celativo S':

1. S es de ideales principales.
2. Toda subaccién de una S—accion libre es libre.

Demostracion. 1) = 2) Se sigue observando primero que para monoides conmutativos,
ideal izquierdo = ideal derecho = ideal, y cancelativo izquierdo = cancelativo derecho =
cancelativo. Después, aplique el Teorema anterior.

2) = 1) Suponga que toda subaccién de una S—accién libre es libre y sea I un ideal
arbitrario de S. Como g5 es libre de rango 1 y sus subacciones son precisamente los ideales
de S, entonces I es una S—accion libre. Asi, sea X una base de I. Para x,y € X, de que S
es abeliano, la igualdad xy = yx junto con que x y y pertenezcan a una base, implica que
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x = y y por lo tanto X debe consistir de exactamente un elemento. De ahi que I es una
subaccion ciclica de .5 i,e, I es un ideal principal de S. Por consiguiente S es de ideales
principales. [

Corolario 7.2.4. Sea S un monoide cancelativo derecho. Si S es de ideales principales izquier-
dos, entonces o 35 es simple o S tiene una infinidad de elementos.

Demostracion. Suponga que S es un monoide finito y que ¢S no es una accién simple. Enton-
ces existe [ un ideal izquierdo de S con I # S. Ahora bien, como S es cancelativo derecho
y de ideales principales izquierdos, entonces toda subaccion de una S—accién libre es libre.
En particular como g5 es libre, I debe ser una S—accion libre, de manera que el Lema 7.1.16
garantiza que |S| < |I|, pero como S es finito e I # S, entonces || < |S/|, lo cudl es una
contradicciéon. Por lo tanto ¢S es simple o S tiene una infinidad de elementos. [

7.3. Suma directa de acciones libres

Definicion 7.3.1. Sea (A;);c; una coleccion arbitraria de S—acciones. Sobre el conjunto

[TA; == U(Ai x {i})

i€l i€l
se define para cada (a,i) € [[A; ycadas € S, s(a,i) := (sa, ). No es dificil ver que con lo
iel
anterior [ [ A; es una S—accion llamada suma directa de la familia (A;)e;.
iel

Lema 7.3.2. Sean (A;)icr y (Bi)ier dos familias de S—acciones y suponga que para cada
i€l,A; = B;. Entonces [[A; = [ B:.
i€l il

Demostracion. Para cada ¢ € [ sea f; : A; — B; un isomorfismo y considere a la fun-
ciéon F : [[A; — []B; dada por F(a,i) := (fi(a),?). Como cada f; es una biyeccion,

i€l i€l
entonces esta claro que F' es también una biyeccion. Ahora bien, si s € 59, se tiene que
F(s(a,i)) = F(sa,i) := (fi(sa),i) = (sfi(a),i) = s(fi(a),i) = sF(a,i). De ahi que F es
un S—morfismo biyectivo i,e, F' es un isomorfismo. Por consiguiente [[A; = [[B:. ]

i€l i€l

A continuacién exhibiremos que la suma directa de una familia de acciones libres es de
nuevo una accion libre.

Teorema. 7.3.3. Sea I un conjunto no vacio de indices y para cada i € I sea X; un conjunto

]_[Xi>
no vacio. Entonces [ [ SX#) = S(M donde [1X; := |J(X; x {i}). En particular [[S*X?)

i€l i€l i€l i€l
es libre y Rank (HS(XZ')> = Z Rank (S%V).
iel il
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Demostracion. Observe que los elementos de [[S**) son parejas de la forma ((s,z),1)
iel
()
donde s € Sy x € X, Mientras que para S\’ /, sus elementos son parejas de la

11X,

forma (s, (7,i)) cons € Syz € X, Asi,sead : [[SE) — S\iE "/ dada por
i€l
i)

V[((s,x),1)] :== (s, (z,1)). No es dificil ver que ¥ es una biyeccién. Més aun, para cadat € S
y cada ((s,z),i) € HS(XZ') se tiene que V[t((s,x),7)] = I[(t(s,x),7)] = V[((ts,x),i)] :=

el
(ts, (x,7)) = t(s,(x,i)) = tI[((s,x),i)] y por lo tanto ¥ es un S—morfismo. En conse-

Xi>
cuencia 1 es un isomorfismo de acciones y por consiguiente [[SX?) =~ § <i€1 . De ahi
i€l

que [[S™¥ es libre. Finalmente, del Teorema 7.1.15 se desprende que Rank <]_[S (Xi )>

el iel

(1)
Rank | S\l

d=1Ux x (i ‘ D Xl =D Rank (8¢ O

=4 iel iel

il

Corolario 7.3.4. Si (A;)ics es una familia de S—acciones libres, entonces [ [ A; es libre y
iel
Rank ( ) Z Rank (A
el i€l

Demostracion. Si cada A; es libre, entonces para cada ¢ € [ existe un conjunto no vacio X;
tal que A; = S Asi, del Lema 7.3.2 se sigue que [[A; = J[S™%), pero por el Teorema

i€l iel
anterior, [[S™) es libre con Rank < ) Z Rank (S**)). De ahi que [[4; es
iel icl icl icl
libre y Rank (Hfh) — Rank < []S™ >) > " Rank ( = Rank(A O
el iel icl icl

7.4. Acciones fieles y fuertemente fieles

Recordar que sobre un anillo con divisién, todo médulo posee una base i,e, sobre este tipo
de anillos cualquier moédulo resulta ser libre. Para el caso de los monoides y sus acciones,
;como tiene que ser un monoide para que cualquier accién sobre este tenga una base?

Teorema. 7.4.1. Los siguientes enunciados son equivalentes para un monoide S:
1. S es el monoide trivial.

2. Toda S—accion posee una base.
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Demostracién. 1) = 2) Suponga que S = {e} i,e, suponga que S es el monoide trivial. Si
A es una S—acci6n arbitraria, entonces esta claro que la funcién ¢ : A — S dada por
¢(a) := (e, a) es un isomorfismo de acciones, asi A =2 S y por lo tanto A es libre. De ahi
que A posee una base.

2) = 1) Si toda S—accion posee una base, entonces el tercero de los Ejemplos 7.1.17
implica que S tiene que ser el monoide trivial. O]

De esto se sigue que cuando trabajamos con monoides con mas de un elemento (que es
lo més habitual), siempre pueden construirse acciones libres y acciones que no son libres,
sin embargo, cuando de grupos se trata, puede probarse que, para cierto tipo de acciones,
siempre es posible construir una base. Para tal fin se introducen las siguientes nociones.

Definicion 7.4.2. Sea A una S—accién y s,t € S. Se dice que el par (s,t) es:
1. A—fiel, si para cada a € A, sa = ta.

2. fuertemente A—fiel si existe a € A tal que sa = ta.

Observacion 7.4.3. Si A es una S—accion, es claro que si el par (s,t) es A—fiel (fuertemente
A—fiel), entonces el par (t, s) también es A— fiel (fuertemente A—fiel). Ademas, no es dificil ver
que para cada s € S el par (s, s) siempre es A—fiel (fuertemente A—fiel). Por otra parte, si los
pares (s,t) y (t,r) son A—fieles, entonces para cada a € A ocurre que sa = ta yta = ra, por
lo que sa = ra para cada a € A y asi (s,r) es A—fiel. De lo anterior se sigue que la relacion
s ~ t siysolosi(s,t) es A—fiel, es una relacion de equivalencia sobre S.

Definicion 7.4.4. Se dice que la S—accion A es:
1. fiel si para cada s,t € S, que el par (s,t) sea A—fiel implica que s = t.

2. fuertemente fiel si para cada s,t € S, que el par (s,t) sea fuertemente A—fiel implica
que s = 1.

Proposicion 7.4.5. 1. Sea A una S—accion y B < A. Si B es fiel, entonces A es fiel.

2. Si(A;)ics es una familia de S—acciones fuertemente fieles, entonces [ [ A; es fuertemente
i€l
fiel.

Demostracion. 1) Sea (s,t) un par A—fiel. Entonces paracadaa € A, sa = ta,y en particular
sb = tb para cada b € B. De ahi que (s,t) es B—fiel, pero como B es una subaccion fiel,
entonces s = t y por consiguiente A es fiel.

2) Sea (s,t) un par fuertemente | [ A;—fiel. Entonces existe (a, j) € [[A; tal que s(a,j) =
i€l i€l
t(a,j), de ahi que sa = ta con a € A;. Asi, el par (s,t) es fuertemente A, —fiel, pero A; es

una accion fuertemente fiel, por lo que s = ¢ y en conscuencia | [ A; es fuertemente fiel. [
i€l
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Ejemplos 7.4.6. 1. Es claro de la Definicion 7.4.2 que todo par A—fiel es fuertemente
A—fiel. De ahi que toda S—accion fuertemente fiel es fiel.

2. Para cada monoide S, toda S—accion libre es fiel. En efecto, sean A una S—accion libre y
X una base de A. Suponga que el par (s,t) es A—fiel. Entonces ocurre que sa = ta para
cada a € A. En particular, para x € X se tiene que sx = tx, pero como x es elemento
de una base, entonces s =t y por consiguiente A es fiel.

Teorema. 7.4.7. Los siguientes enunciados son equivalentes para un monoide S:
1. S es cancelativo derecho.
2. Toda S—accion libre es fuertemente fiel.

Demostracion. Suponga que S es cancelativo derecho y sean A una S—accién libre y X una
base de A. Si el par (s,t) es fuertemente A—fiel, entonces ocurre que sa = ta para algin
a € A.Por otra parte, como A = (X), puede escribirse a = rx paraalgunosr € Syx € X.
Asi la igauldad sa = ta se reescribe como s(rx) = t(rx), o bien (sr)xz = (tr)z. Ahora bien,
de esta ultima igualdad y de que x pertenezca a una base se desprende que sr = ir, pero
como S es cancelativo derecho, entonces s = ¢ y por consiguiente A es fuertemente fiel.
Y viceversa, si toda S—accidn libre es fuertemente fiel, entonces como ¢S5 es libre, ¢S es
fuertemente fiel. Veamos que S es cancelativo derecho: sean s,t,a € S tales que sa = ta.
Entonces el par (s, ) es fuertemente gS—fiel, pero como S es una accidn fuertemente fiel,
entonces s = t y en consecuencia S es cancelativo derecho. [l

De acuerdo con el Teorema anterior, sobre un monoide cancelativo derecho, toda accién
libre es fuertemente fiel, pero ;bajo qué condiciones se puede asegurar que toda accion
fuertemente fiel es libre?

Teorema. 7.4.8. Sea A una S—accion fuertemente fiel. Si ademas A es completamente redu-
cible (véase Definicion 4.2.3), entonces A es libre.

Demostracion. Sea A una S—accion fuertemente fiel y completamente reducible. Considere
a la familia Simp(A) de todas las subacciones simples de A. Del Lema 4.2.2 se sigue que
Simp(A) es una colecciéon de conjuntos disjuntos por pares, luego, por el axioma de eleccidn,
existe R C A tal que para cada B € Simp(A), |R N B| = 1. Veamos que Simp(A) =
{(z) |z € R}: en efecto, como A es completamente reducible, del Corolario 4.2.9 se sigue
que toda subaccién ciclica de A es simple y por lo tanto {(z) | x € R} C Simp(A). Ahora, si
B es una subaccidn simple de A, como |[RNB| = 1,existe x5 € RNBtalque RNB = {zp},
en particular zp € By por lo tanto (xp) < B. De ahi que como B es simple, entonces
B = (xp) y por consiguiente B € {(z) |z € R}. Asi que Simp(A) C {(z)|x € R} yen
consecuencia Simp(A) = {(x) | x € R}. Ahora bien, de que A es completamente reducible,

la ultima igualdad implica que A = [ Simp(A) = | () = (R) i,e, R genera a A. Veamos
TER
ahora que R es una base de A: tomense s,t € Sy x,y € R tales que tz = sy. Entonces
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tr = sy € (y)y sy =tz € (x),luego (x) N (y) # 0, pero como, en este caso, toda subaccion
ciclica es simple y las simples son disjuntas por pares, entonces (x) = (y) y por lo tanto
RN (z) = RN (y). Ahora bien, observe que x € RN (z)yy € RN (y), pero ademas recordar
que R intersecta a cada subaccidn simple en exactamente un elemento, luego RN (z) = {z}
y RN (y) = {y}, de manera que entonces {z} = {y} y asiz = y. De esto tltimo, la igualdad
tr = sy toma la forma tz = sz, pero esto implica que el par (s,t) es fuertemente A—fiel,
de tal manera que como A es una accion fuertemente fiel, entonces s = ¢. Por consiguiente
R es una base de A y en consecuencia A es libre. [

Corolario 7.4.9. Si S es un grupo, entonces la clase de todas las S—acciones libres coincide
con la clase de todas las S—acciones fuertemente fieles.

Demostracion. Considere a las clases
§ :={A| A esuna S—accion libre} y & := { B | B es una S—accion fuertemente fiel }

Como todo grupo es un monoide cancelativo derecho, del Teorema 7.4.7 se sigue que § C &.
Ahora bien, como sobre un grupo toda acciéon es completamente reducible (véase Teorema
4.2.11), entonces en particular todos los elementos de & son acciones completamente redu-
cibles y fuertemente fieles, de manera que el Teorema 7.4.8 conlleva a que todo elemento de
& es una accion libre y por lo tanto & C §. De ahi que § = &. O]

En resumen, sobre un monoide cancelativo derecho, accidn libre = accién fuertemente fiel,
pero cuando el monoide es ademas un grupo, entonces accioén libre = acciéon fuertemente

fiel.

Observacion 7.4.10. Una parte de la prueba del Corolario 7.4.9 depende de la prueba del
Teorema 7.4.8, la cual a su vez depende del axioma de eleccion. Si introducimos el concepto de
conjunto linealmente independiente, entonces podemos dar otra demostracion del Corolario 7.4.9
que también hace uso del axioma de eleccion y que recuerda a la técnica usada en modulos para
exhibir que sobre anillos con division, todo moédulo posee una base. A continuacion se establece
el concepto de conjunto linealmente independiente:

Definicion 7.4.11. Si A es una S—accion, se dice que X C A no vacio es linealmente inde-
pendiente si para cada s,t € S ycada v,y € X, la igualdad tx = sy implica quet = s y

T =Y.

Lema 7.4.12. Si A es una S—accion fuertemente fiel, entonces todo subconjunto de la forma
{a} es linealmente independiente.

Demostracion. Sea a € A arbitrario y s,t € S tales que sa = ta. Entonces el par (s, 1)
es fuertemente A—fiel, pero como A es una accién fuertemente fiel, entoces s = ¢ y en
consecuencia el conjunto {a} es linealmente independiente. ]
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Con lo anterior en mente, en seguida se ofrece una nueva demostracion del Corolario 7.4.9:

Demostracion. Considere a las clases
§ :={A| Aesuna S—accién libre} y & := { B| B es una S—accion fuertemente fiel }

Como todo grupo es un monoide cancelativo derecho, del Teorema 7.4.7 se sigue que § C
®. Sea ahora A € & ie, sea A una S—accion fuertemente fiel. Mostraremos primero que
si un conjunto de generadores de A contiene un subconjunto linealmente independiente,
entonces tal conjunto de generadores contiene una base de A. Para ello, suponga que X C A
es un conjunto de generadores para A tal que existe £ C A linealmente independiente con
E C X. Considere a la familia

F:={Z CA|E CZC Xy Z eslinealmente independiente }

Observe que F # (), pues £ € F. Sea ahora C C F una C —cadena. Como todo elemento
de C esta contenido entre £y X, entonces £ C | JC C X. Ahora bien, sean s,t € S'y
z,y € |JC tales que tx = sy. Para z y y existen 71,7y € C talesque x € Z, yy € Zo.
Como C es una C —cadena, puede suponerse que Z; C Z,, de manera que =,y € Z,.
Ahora bien, como Z; es linealmente independiente, la igualdad tx = sy implica que ¢t = s
y & = y. Por consiguiente | JC es linealmente independiente y asi | JC € F. De lo anterior
se sigue que si ordenamos a JF mediante la contencién, entonces toda C —cadena de F
tiene una cota superior, de modo que el Lema de Zorn garantiza la existencia de un 7, € F
el cual es C —maximal. Observe que por definiciéon de F, Z; es un conjunto linealmente
independiente tal que £ C Z; C X. Veamos que A = (Zj): en efecto, si por el contrario
A # (Zy), entonces existe a € A = (X) tal que a ¢ (Z). Puede escribirse a = syx( para
algunos Sy € Sy zp € X. Como a ¢ (Zp), entonces es claro que también =y ¢ (Zy) y
por lo tanto zy ¢ Z,. De ahi se desprende que Zy C Zy U {x}. Por otro lado, observe que
E C ZyU{xo} C X.Masatn, sean s,t € Syx,y € ZyU{xo} tales que tx = sy. Se tienen
los siguientes casos posibles:

1. z,y € Z.

2. x € Zyyy = xo.
3. x =20y Y € 2.
4. x =19 =Y.

En el primer caso, como 7 es linealmente independiente, la igualdad tx = sy implica que
t = sy x = y. El segundo caso no puede ocurrir, pues si x € Zyy y = x, entonces la
igualdad tx = sy toma la forma tx = sz, y como S es un grupo, entonces z( = sHx €
(Zy), contradiccion. Analogamente se deduce que el tercer caso no puede ocurrir. Finalmente
en el cuarto caso la igualdad tz = sy se reescribe como txy = sz, de donde el par (s, 1)
es fuertemente A—fiel, pero como A es una S—accion fuertemente fiel, entonces s = ¢.
En cualquiera de los casos posibles, la igualdad tx = sy implica que s = t y x = y. Por
consiguiente Zy U {x(} es linealmente independiente y por lo tanto Zy U {2y} € F con
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Zy © Zy U {xo}, pero esto contradice la maximalidad de Z,. Por lo tanto A = (Z;) y en
consecuencia Zj es una base de A. Esto exhibe que todo conjunto de generadores de A que
contiene un subconjunto linealmente independiente contiene también una base de A. Asi
que para hacer ver que A tiene una base, solo sera necesario exhibir que existe un conjunto
de generadores de A que contenga un subconjunto linealmente independiente, pero A es un
conjunto de generadores de A tal que cualquier subconjunto de la forma {a} es linealmente
independiente (ver Lema 7.4.12). De ahi que A posee una base y por lo tanto A es libre. En

consecuencia ® C §yasi§ = 6. ]

Teorema. 7.4.13. Si S es un grupo, entonces los siguientes enunciados son equivalentes para
una S—accion A:

1. A es libre.

2. Existe un conjunto X tal que A = SX),
3. A tiene una base categorica.

4. A es fuertemente fiel.

Demostracion. Se sigue del Teorema 7.1.10 y del Corolario 7.4.9. ]
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ACCIONES SIMETRICAS

Recordar que dado un grupo G, un G —conjunto es un par (X, x) donde X es un conjunto no
vacioy * : G X X — X es una funcioén tal que paracadag,h € Gycadax € X,exz =2
y g * (h*x) = (gh) * x. Esta nocién es estudiada dentro del marco de la Teoria de Grupos
y sirve, entre otras cosas, para exhibir resultados fundamentales referentes a grupos finitos,
como por ejemplo, los Teoremas de Sylow. Observe que, de acuerdo a la Definicion 2.1.2, un
(G—conjunto no es otra cosa mas que una accion sobre un grupo, de manera que todos los
resultados obtenidos hasta el momento sobre S—acciones son validos también claramente
para G —conjuntos. Sin embargo, las propiedades que un grupo posee permiten, para el caso
de los G—conjuntos, abordar conceptos tales como el de orbita, estabilizador, el Teorema de
Frobenius, etc. Dicho lo anterior, en este capitulo pretendemos generalizar, para el caso de
las S—acciones, algunas de las ideas clasicas existentes sobre G—conjuntos.

8.1. Acciones simétricas

Lema 8.1.1. Si A es una S—accion, entonces la relacion sobre A definida por
T~y <= y=srparaalgins € S
es una relacion reflexiva y transitiva.

Demostracion. Esta claro que para cada v € A, x = ex, de manera que asi x ~ x y por lo
tanto ~ es reflexiva. Ahora bien, siz ~ yyy ~ z, entonces existen s, ¢ € S talesque y = sz
y z = ty. De ahi que z = ty = t(sx) = (ts)x y por consiguiente x ~ z. En consecuencia ~
es transitiva. ]
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Observacion 8.1.2. 1. Queda claro de la definicion de ~, que v ~ y <= y € () (la
subaccion ciclica generada por x).

2. La relacion ~ no necesariamente es una relacion simétrica. En efecto, considerar al mo-
noide Z, := {[0],[1], [2], [3]} de clases residuales médulo 4 bajo el producto usual de
clases y también considerar a la 74— accion regular Z4. En este caso, ([2]) = {[0], [2]}.
Ahora bien, [1] ~ [2], pues [2] € ([1]) = Z4, sin embargo, [2] = [1], pues [1] ¢ ([2]).

A aquellas S—acciones para las cuales la relacion definida en el Lema 8.1.1 resulta ser una
relacion simétrica se les da un nombre especial.

Definicion 8.1.3. Se dice que una S—accion A es simétrica si la relacion definida en el Lema
8.1.1 es una relacion simétrica.

Ejemplo 8.1.4. Sea X un conjunto no vacio y para cada s € S yx € X hagase sx := z.
Con esto X es una S—accion. Mas aun, X es una S—accion simétrica, pues en este caso, para
cada x € X se tiene que (x) = {z}, y asi quey € (x) debe implicar que x = y, de donde
claramente se sigue que x € (y). De esto se desprende que para cada monoide, siempre pueden
construirse acciones simétricas.

En lo sucesivo, ~ siempre denotard a la relacion definida en el Lema 8.1.1.

Teorema. 8.1.5. Los siguientes enunciados son equivalentes para un monoide S:
1. S es un grupo.
2. Toda S—accion es simétrica.

Demostracion. 1) = 2) Suponga que S es un grupo y sea A una S—accion arbitraria. Si
x,y € A son tales que x ~ ¥, entonces y = sz para algin s € S, de donde x = s~ !y, y en
consecuencia y ~ x. Por lo tanto A es simétrica.

2) = 1) Si toda S—accidn es simétrica, en particular lo debe ser la S—accion regular 5S.
Esta claro que para cada g € S ocurre que g € (e) = S ie, e ~ g. Asi que como S es
simétrica, entonces para cada g € S se tiene que g ~ e, y por lo tanto para cada g € S
existe s € S tal que e = sg. De ahi que todo elemento del monoide S tiene un inverso
izquierdo, y por lo tanto el Teorema 1.2.13 garantiza que S es un grupo. [

Definicion 8.1.6. Sea A una S—accion yx € A.
1. Al conjunto O(z) :=={y € A|x ~ y} sele llama oérbita de x en S.

2. Al conjunto Stab(z) := {s € S| sx = x} se le llama estabilizador de x en S.
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Proposicion 8.1.7. Si A es una S—accion, entonces para cada x € A se tiene que:
1. O(z) = (z) (y por lo tanto toda érbita es una subaccion).

2. Stab(z) es submonoide de S. Mas atin, si S es un grupo, entonces Stab(x) es subgrupo

de S.
3. Si A es simétrica, entonces O(x) es una subaccion simple.

Demostracion. 1) Se tiene que

O(z): ={y € Al ~y}
={y € A|y = sz paraalgin s € S}
= {sz|s e S}
= (z)

2) Observe que Stab(x) es no vacio, pues claramente ¢ € Stab(x). Ahora bien, para s,t €
Stab(z) se tiene que (st)z = s(tx) = sx = x y por consiguiente st € Stab(x). De ahi
que Stab(zx) es submonoide de S. Més atn, suponga que S es un grupo. Entonces para
s € Stab(r) la igualdad sz = x implica que s 'x = x y por lo tanto s~! € Stab(z). En
consecuencia Stab(x) es un subgrupo de S.

3) Suponga que A es una S—accidn simétrica. Del primer inciso se sigue que O(z) = (x).
Ahora bien, sea B < (z) y seay € B arbitrario. Entonces y € (z), pero como A es simé-
trica, esto wltimo implica que x € (y), ademas, es claro que (y) < B, luego x € By en
consecuencia (r) < B.De ahi que B = (z) y por lo tanto (x) es simple. O

Del Lema 8.1.1 y de la Definicién 8.1.3, esta claro que para acciones simétricas, la relaciéon
T~y <=y =sxparaalgins € S

es una relacion de equivalencia. Mas aun, observar que la 6rbita de un elemento es simple-
mente su clase de equivalencia con respecto de la relacion ~. Asi, si A es una S—acciéon

simétrica, se tiene entonces que A = | J O(z) (unién disjunta de orbitas) donde R es un
z€ER
sistema completo de representantes de la relacion ~.

Teorema. 8.1.8. Toda S—accion simétrica es completamente reducible.

Demostracion. Sea A una S—accién simétrica. Como en este tipo de acciones la relacion ~ es

una relacion de equivalencia, entonces puede escribirse A = | J O(x) donde R es un sistema
TER
completo de representantes de la relacion ~. Ademas, del tercer inciso de la Proposicion 8.1.7

se deduce que cada oOrbita es una subaccién simple, por lo que {(x) |x € R} C Simp(A)
(véase Definicion 4.2.1). De ahi que A = |J O(x) C |J Simp(A) y por consiguiente A es
z€ER

completamente reducible. [
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8.2. El Teorema orbita-estabilizador

Lema 8.2.1. Si A es una S—accion y x € A, entonces la relacion en S definida por:
(s,t) € o <= sz =tx

es una relacion de equivalencia en S.

Demostracion. Se sigue de observar los siguientes hechos:

s Paracadas € S, sz = sx.
» Laigualdad sz = tz implica claramente que tx = sz.

» Lasigualdades sx = tx y tx = rx, implican claramente que sz = rz.

H
Teorema. 8.2.2. Si S es un grupo, A es una S—accion y x € A, entonces
(8,t) € 0, <> st € Stab(z).
Demostracion. Se tiene que
(s,1) € 0 <= sz =tz
— (s =2
<= st € Stab(z)
]

Veamos como son las clases de equivalencia con respecto de la relacion g,.:

Proposicion 8.2.3. Sea A una S—accion y x € A fijo. Para cada s € S denotemos pors a la
clase de equivalencia de s con respecto de la relacion o,. Entoncess = {t € S| sx = ta}. Mas
atn, cuando S es un grupo se tiene que s = sStab(x) := {sr|r € Stab(x)}.

Demostracion. Observe que
s={te S|(s,t) € 0.}
={t € S|sx=tx}
Ahora bien, si S es un grupo, entonces
s={teS|sr=tx}
={teS|(s't)r =1}
= {t € S|s 't € Stab(x)}
={te S|s 't =rrec Stab(z)}
={te S|t=srre Stab(x)}
= {sr|r € Stab(z)}
= sStab(x)
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S
Teorema. 8.2.4. Sea A una S—acciéon y x € A fijo. Entonces el conjunto — := {5|s € S}
0

T

_ S
es una S—accién haciendo para cada s,t € S, t5 := ts. Mas ain, O(z) = —.
Oz
Demostracién. Para cada s,t € S definase t5 := ts. Veamos que esta operacion esta bien

definida: sis = Fyt € S, entonces st = rz, de donde t(sz) = t(rz) y por lo tanto
(ts)z = (tr)z. De ahi que (ts,tr) € g, y asi tS = ¢T. En consecuencia, la operacion ¢35 := ts

. . , S
esta bien definida. Mas aun, es claro que con ella, el conjunto — := {5|s € S} es una
T

S
S—accion. Considerar ahora a la funciéon ¢ : O(x) — — dada por ¢(sz) := 5. Observar

T
que sx = tr < (s,t) € po, <= 5 = t. Esto implica que ¢ est4 bien definida y es
una funcién inyectiva. Ademas, esta claro que ¢ es sobreyectiva y por consiguiente ¢ es un

isomorfismo de acciones. De ahi que O(x) = —. En particular, la subaccién ciclica generada
x

por z (que coincide con O(x)) tiene tantos elementos como el conjunto cociente —. [
Oz

Recordar que todo subgrupo de un grupo S induce una relacion de equivalencia en S. Mas
precisamente, si /1 es un subgrupo del grupo 5, la relacion

(s,t) € py = s'te H

es una relacion de equivalencia en S tal que para cada s € S, sH := {sh|h € H} esla
clase de equivalencia de s con respecto de la relaciéon py. Al cardinal del conjunto cociente

S S
7= o= {sH|s € S} se le conoce como el indice de H en S y se le denota como

[S: H].
El siguiente resultado, clasico dentro de la Teoria de Grupos, muestra que hay una estrecha
relacion entre la orbita de un elemento y su estabilizador.

Teorema. 8.2.5. (Orbita-Estabilizador) Sean S un grupo, A una S—acciéon y x € A fijo.
Entonces |O(z)| = [S : Stab(z)).

Demostracion. Del Teorema 8.2.2 se deduce que la relacion o, y la relacion pgqp(,) inducida

por el subgrupo Stab(x) son iguales, de manera que entonces Stab(z) = E Ahora bien,
S
segln el Teorema 8.2.4, se tiene que O(z) = —, y por consiguiente |O(x)| = |—| =
z Oz
S [S @ Stab(x)] O
=[S : Stab(x)].
Stab(x)
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Corolario 8.2.6. Sea A una S—accion simétrica y finita. Si R es un sistema completo de
representantes de la relacion ~, entonces:

LAl =) 5.

zER

2. Al = Z[S’ : Stab(x)], si S es un grupo.

reER

Demostracion. Como A es una S—accion simétrica, entonces la relacién ~ es una relacion
de equivalencia en A, de manera que si R es un sistema completo de representantes de ~,

entonces puede escribirse A = |J O(z) (unién disjunta). Asi, de que A es finita se sigue que
zER

N LOEDY

zER rER

Al =

—|. Ahora bien, cuando S es un grupo la igualdad

= 0()| =[S : Stab(x)]. O

zER rzER

anterior toma la forma |A| =

xER

8.3. Un Teorema de Frobenius

Lema 8.3.1. Sea A una S—accion simétrica y finita. Si R es un sistema completo de represen-
tantes de ~, entonces:

1. Para cadax € A, Z
y€O(z)

1
2. —_— =
2100

Demostracién. Sea v € A arbitrario. Siy € O(x) = (z), de que A es simétrica se sigue que
<

z e (y) =0y )}iporlotanto< )1 (x) <y1> De ahi que (x >:1( y) ie, O(x) = O(y).
Asi que Z I00] = Z |(’)(x)\ o) Z 1 = )|]O( x)| = 1. Ahora

yeO(x) yeO(x) yeO(x

bien, suponga que R = {1, s, ...,2,}. Entonces A = U O(xy) (unién disjunta). Asi,
k=1

como la suma E

es sobre todos los elementos de A, podemos primero calcular la

b
= 10()]

1
suma sobre cada orbita y después sumar todos los resultados i,e, se tiene que Z | 0

(@)
Z Z 21_n—|R\ O

k=1 yeO xk)
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Definicion 8.3.2. Si A es una S—accion y s € S, al conjunto
A ={r € Alsx =z}

se le llama conjunto de puntos fijos de s.

Teorema. 8.3.3. Sea S un monoide finito. Si A es una S—accion finita, entonces

D 1A = [Stab()].

sES €A

Demostracion. La técnica principal a usar en esta demostracion consiste en calcular de dos

formas distintas al cardinal del conjunto T := {(s,z) € S X A|sz = x}. Hacer esto nos

conduciré al resultado deseado. Dicho lo anterior, la primera forma de calcular |T| es exhi-

biendo que T = J ({s} x A®). En efecto, si (¢, ) € T, entonces tx = x y por consiguiente
s

se
r € A'. Deahique (t,z) € {t} x A* C |J ({s} x A%) yporlotanto T C |J ({s} x A%).Por
ses seS
otra parte, para cada s € S ocurre que {s} x A* = {(s,z) |z € A*} = {(s,2)|sx =
x} C T. De ahi que |J ({s} x A®) C Ty en consecuencia T = |J ({s} x A®). No
seS ses
es dificil ver que la unién que aparece en esta igualdad es una unién disjunta, asi |T| =

U ({s} x As)‘ = Z [{s} x A%| = Z |A® T| = Z |A%|. La segunda manera de
€S8 ses s€S s€S

calcular a |T| es mostrando que T = |J (Stab(z) x {z}). Verificar esta igualdad es total-

€A
mente similar a exhibir que T = | J ({s} x A®) y por eso se omite. Ahora bien, es claro que
ses

la unién que aparece en la igualdad T = |J (Stab(x) x {z}) es una unién disjunta, luego
€A

ie,

IT| = | U (Stab(z) x {a})| =Y |Stab(z) x {}| = > [Stab(z)|ie, [T| =) [Stab(x)|.

s€S ‘ seS seS seS

Por consiguiente Z |A®| = Z |Stab(z)|. O

seS T€EA

Le,

El siguiente resultado es atribuido a F.G. Frobenius y establece una relacion entre el cardinal
de un grupo finito, el nimero de 6rbitas de una accion finita y los cardinales de cada conjunto
de puntos fijos.

Teorema. 8.3.4. (Frobenius) Sean S un grupo finito y A una S—accion finita. Si R es un
sistema completo de representantes de la relacion ~, entonces

1
5 > 1A =|R|.

seS
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CAPITULO 8. ACCIONES SIMETRICAS

Demostracion. Del Teorema 8.3.3 se sigue que Z |A®| = Z |Stab(x)|. Ahora bien, el Teo-

seS z€A
rema 8.2.5 (Orbita-Estabilizador) asegura que para cada z € A,

O(x)| =[S : Stab(x)], pero

S
como S es un grupo finito, esta Gltima igualdad toma la forma |O(z)| = m, de donde
ab(x
S
se desprende que |Stab(z)| = (9| | .De este modo se tiene que Z |A%| = Z |Stab(x)| =
O(z)] = v
5] 1 y NPT
— = |9 ———, pero como sobre un grupo toda accién es simétrica (véase
2o ~ ¥ o
Teorema 8.1.5), entonces del segundo inciso del Lema 8.3.1 se sigue que Z |A%| = |S||R).
s€S
Finalmente, al hacer un simple despeje obtenemos la igualdad deseada. ]
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CAPITULO 9
LA CATEGORIA S-ACT

En el presente capitulo consideramos a la clase de todas las S—acciones, que, junto con
los S—morfismos, daran lugar a una categoria que sera denotada por S — Act. Después,
estableceremos algunas de las propiedades que tal categoria posee.

9.1. Las S-acciones y los S-morfismos forman una cate-
goria

Considere lo siguiente:

» Denotese por S a la clase de todas las S—acciones.

» Paracada A, B € S sea

Hom(A,B) :={f: A— B]| f esun S—morfismo}
= Para cada A € S sea id 4 la funciéon identidad.
= Sea o la composicion usual entre funciones.
De que la composicién de dos S—morfismos es de nuevo un S—morfismo, de que la funcion
identidad es siempre un S—morfismo y de que la composicion usual entre funciones es
asociativa, se desprende que todo lo anterior da lugar a una categoria que sera denotada por
S — Act y que sera llamada la categoria de S—acciones.

Definicidén 9.1.1. Sea A una categoria. Una subcategoria B de A consiste de

» Una subclase Ob(B) de la clase Ob(A).
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CAPITULO 9. LA CATEGORIA S-ACT

» Para cada X,Y € Ob(B) un conjunto Homp(X,Y').
Ademas, para cada X, Y, Z € Ob(B) se ha de verificar que
1. Homg(X,Y) C Homy(X,Y).
2. idx € Homg(X, X).
3. Sif e Homp(X,Y)yg e Homp(Y,Z) entonces gf € Homp(X, Z)

Se prueba sin dificultad que las siguientes son subcategorias de S — Act:

1. (S — Act)o. En este caso, se considera a la clase de todas las S—acciones con un
unico elemento cero, y para cualesquiera A y B dos de tales acciones, se considera a
Hom/(A, B) tal como se definié en S — Act. Adicionalmente, el Lema 3.3.1 afirma que
cualquier S—morfismo de A en B manda el elemento cero de A en el elemento cero

de B.

2. S — Acty. Aqui, se considera a la clase de aquellas S—acciones con un unico elemento
cero para las cuales existe un s € S que anula a todos sus elementos i,e, se considera a
la clase de todas las S—acciones A con Gnico elemento cero, digamos 64, para las que
existe s € S tal que sa = 04 paracadaa € A.Si Ay B son dos de tales S—acciones,
Hom(A, B) se define como en S — Act. No es dificil ver que de hecho, S — Act es
una subcategoria de (S — Act)o.

9.2. Productos y coproductos en S-Act

El siguiente Teorema exhibe que toda familia no vacia de S—acciones tiene un producto en
S — Act.

Teorema. 9.2.1. Sea (A;);c; una familia no vacia de S—acciones y considere al conjunto

[TA: :={f:1T— UA:| f(i) € A; paracadai € I}

i€l =
Entonces:

1. []A; es una S—accién, definiendo para cada s € S y cada f € [[A; a la funciéon
il iel
sf: 1 — |JA; dada por (sf)(i) := sf(i).
il
2. Para cada j € I, la funcion m; : [[Ai — A; dada por w;(f) = f(j) es un
iel
S—morfismo.

3. La familia { [TA: RN A, } esun producto en S — Act para la familia (A;)ic;-
je

i€l
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Demostracion. 1) Sean s,t € S'y f € [[A;. Se tiene que sf € [[A;, pues para cadai € I,
iel i€l
f(i) € A;, luego sf(i) € A;yasi(sf)(i) € A;. Ahora bien, no es dificil ver que ef = f.
Mas atn, para cada i € [ ocurre que [s(tf)](1) = s((tf)(i)) = s(tf(i)) = (st)f(i) =
[(st) f1(7) ie, [s(tf)](i) = [(st)f](i). De ahi que s(tf) = (st)f y por consiguiente [[A; es
iel

una S—accion.

2) Sea j € [ arbitrario y considere a la funcién 7; : [[A; — A, dada por 7;(f) := f(j).

icl

Se tiene que 7;(sf) := (sf)(j) == sf(j) = sm;(f). En consecuencia 7; es un S—morfismo.

3) Sea { p-l. A, } una familia arbitraria de S—morfismos y para cada p € P definase
Jel

a la funcion ¢, : I — (JA; como ¢,(j) := f;(p). Esta claro que cada ¢, € [[A;. Ahora
icl icl
bien, considere a la funcién @ : P — [][A; definida por @(p) := ¢,,. Observe que si s € S
iel

y p € P, entonces para cada j € [ se tiene que ¢,,(j) := fi(sp) = sf;j(p) = spp(j) =
(s¢p)(J) Le, @sp(d) = (s¢p) (7). De ahi que g, = sp,. De esto se sigue que @(sp) = sP(p)
y por consiguiente ¢ es un S—morfismo. Mas ain, para cada j € [ y cada p € P se tiene
que 7;(2(p)) = m;(vp) == ¢,(7) = fi(p) Le, (7;2)(p) = f;(p). En consecuencia f; = ;9.
De esto se desprende que para cada j € [ el diagrama

i A

J

®\ 5

N\
[TA:

el

es conmutativo. Para concluir, suponga que ¥ : P — []A; es otro S—morfismo tal que
il

para cada j € I, f; = m;¥. Para p € P arbitrario se tiene que ¥(p)(j) = 7;(¥(p)) =

fi(p) = m;(2(p)) = @(p)(7) e, ¥ (p)(j) = ¢(p)(j) paracada j € I.De ahique ¥ (p) = &(p)

para cada p € Py por consiguiente ¥ = . En consecuencia { [TA: RN A, } es un
icl jel
producto en S — Act para la familia (A;);c;. O

Definicion 9.2.2. Si (A;);cs es una familia de S—acciones, a la S—accién [ [ A; definida en
i€l
el Teorema anterior se le llama S—accion producto, y a cada S—morfismom; : [[A; — A;
i€l
se le llama S—morfismo proyeccion.

Con respecto al coproducto de una familia de S—acciones tenemos el siguiente resultado.
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Teorema. 9.2.3. Sea (A;);cr una familia no vacia de S—acciones y sea [ [ A; la S—accién de
i€l
la Definicion 7.3.1. Entonces:

1. Para cada j € I, la funcion o; : Aj — [[A; definida como cj(a) := (a,j) es un

iel
S —morfismo.

2. La familia { A; —7, [TA: } esun coproducto en S — Act para la familia (A;);c;.
je

icl

Demostracién. Sea j € [ arbitrario y considere a la funciéon o; : A; — [[A; definida

iel
como o(a) := (a, j). Se tiene que 0,(sa) := (sa,j) = s(a,j) = so;(a) y por lo tanto o
es un S—morfismo. Ahora, sea { Aj i> Q } una familia arbitraria de S—morfismos.
jel
Definase a la funcién X' : [[A; — @ como X(a, j) := f;(a). Observar que X(s(a, j)) =

iel
Y(sa,j) == fj(sa) = sfj(a) = sX(a,j). Por lo tanto X' es un S—morfismo. Ahora bien,
sij € Iya € A, son cualesquiera, entonces X (o;(a)) = X(a,j) = f;(a), de donde
fj = Yoj. Asi, para cada j € [ el diagrama

i

A Q

93

/
[T A
iel
es conmutativo. Finalmente, sea {2 : [[A; — @ un S—morfismo con la propiedad de
iel
que para cada j € I, f; = f20;. Entonces se tiene que {2(a,j) = 2(0j(a)) = fj(a) =
Y(o;(a)) = X(a,j). De ahi que {2 = X'y por consiguiente la familia { A; A } '

iel jel
es un coproducto en S — Act para (A;);er- H

Teorema. 9.2.4. Sean (A;)ic; una familia de S—acciones y B una S—accién. Entonces hay
una biyeccion entre los conjuntos Hom(][A;, B) y [[Hom(A;, B).

i€l el

Demostracion. Sea f : HIAZ' — B un S—morfismo arbitrario. Note que para cada j € [, el
ic
S—morfismo composicion A; —%, ]_[IAi J . pertenece al conjunto Hom(A;, B). Con
ic
esto en mente, sea f : [ — U Hom(A;, B) la funcién definida por f(j) := fo;. Entonces
para cada j € I ocurre que %6(;) € Hom(A;, B) y por consiguiente f € [[Hom(4;, B).

iel
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Considere ahora a la funcion I' : Hom([[A;, B) — [[Hom(A;, B) dada por I'(f) := f.
i€l icl
Veamos que I es una biyeccion: suponga que f,g € Hom(][A;, B) son tales que I'(f) =
i€l
['(g). Entonces f = gy por lo tanto para cada j € I, f(j) = g(j) i.e, fo; = go;. Ahora

bien, como { A; —%, [TA: } es un coproducto para (A;);cs, entonces para la familia
= Jel
foj=go; . . . . .
{ A; 2B } existe un unico S—morfismo « tal que para cada j € [ el siguiente dia-
j€
grama es conmutativo:

A foj=go;

J

gj / «

/
1A
iel
Esta claro que f y g hacen conmutativo al diagrama anterior, de manera que la unicidad
de o implica que f = g. En consecuencia I es inyectiva. Ahora, para F' € [[Hom(A;, B)
i€l
arbitraria se tiene que para cada j € I, F'(j) € Hom(A;, B). Asi, puede tomarse en cuenta

a la familia { Aj Y g } , y de nuevo, al ser { A; —7 [TA: } un coproducto para
jGI ie[ jEI

(A;)ier, existe un unico S—morfismo f tal que para cada j € [ el diagrama

0j /f

/
[TA;:
i€l
conmuta i,e, F'(j) = fo;. De ahi que para cada j € I, I'(f)(j) := f(j) := fo; = F(j) y
por lo tanto I'(f) = F. Por consiguiente I" es sobreyectiva y con ello una biyeccion. [

Es de notar que la demostracion del Teorema 9.2.4 solo depende de la propiedad universal
que poseen los coproductos, asi, este resultado puede ser generalizado a cualquier categoria
que tenga coproductos. Un teorema similar puede establecerse para el caso de los productos,
como a continuacion se muestra.
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Teorema. 9.2.5. Sean (B;);c; una familia de S—acciones y A una S—accién. Entonces hay
una biyeccién entre los conjuntos Hom (A, [[B;) y [[Hom(A, B;).

il el

Demostracion. Sea f : A — [[B; un S—morfismo arbitrario. Note que para cada j € I, el
el

S—morfismo composiciéon A ! I_IIBi o B; pertenece al conjunto Hom(A, B;). Con
ic

esto en mente, sea f : [ — U Hom(A, B;) la funcién definida por f(j) := 7, f. Entonces

para cada j € I ocurre que 176(;) € Hom(A, B;) y por consiguiente f € [[Hom(A, By).

Considere ahora a la funcién T : Hom(A, [[Bi) — [[Hom(A, By) dadazlenlor Y(f):= f.

Exhibir que T es una biyeccion es totalmezflfte anéloggela lo hecho en la demostracion del

Teorema 9.2.4 pero ahora usando la propiedad universal del producto. ]

Probaremos a continuacién, que cualquier familia no vacia de acciones en (S — Act), tiene
un coproducto en (S — Act)g. De hecho, la manera de construir al coproducto para este tipo
de acciones, es, de cierta forma, similar al caso de los mddulos.

Teorema. 9.2.6. Sea (A;)ic; una familia no vacia de S—acciones en (S — Act)yy para cada

f € [1A; definase Sop(f) :={i € I'| f(i) # 04, }. Entonces:

el

1. T[A; € (S — Act),.

i€l

2. El conjunto (+)A; = {f € [TAi||Sop(f)| < 1} es subaccion de [ A;.
iel iel iel
3. Para cada j € I la funciong; : A; — LﬂAi que asigna a cada a € A;j a la funcion
iel

(@)(0) ::{% si i,

a stoi=7].
es un S—morfismo.

4. La familia { A; s H-JA,- } es un coproducto en (S — Act)q para la familia (A;);c;.
i€l

jeI

Demostracion. 1) Para cada i € I dendtese por 04, al Gnico cero de A; y considere a la
funciéon © : I — |(J A, dada por ©(i) := 04,. Esta claro que © € [[A;. Mas aln, no
i€l il
es dificil ver que Sop(©) = (). Ahora bien, para cada s € S y cada i € [ se tiene que
(sO)(i) := sO(i) = sba, = 04, = O(i) y por consiguiente s©® = 6. De ahi que O es
elemento cero de [ [ A;. Por otro lado, suponga que ©’ es otro elemento cero de [ [ A;. Veamos
i€l i€l
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que para cada i € I, ©'(i) = 0,,: en efecto, fijese ai € [ y sea s € S arbitrario. Como O’ es
elemento cero de [ A;, entonces s©" = O" y en consecuencia &' (i) = (sO')(i) := sO'(i)
ie, O'(i) = s@’(il)e.IDe ahi que ©'(7) es elemento cero de A; y por lo tanto O'(i) = 04,.
Se desprende de lo anterior que @ = O’ y asi HAZ» tiene un unico elemento cero. Por
consiguiente [JA; € (S — Act)o. “

2) Sean f € ﬁIIAz y s € S arbitrarios. Sii € Sop(sf), entonces sf(i) # 04, y por lo tanto
f(@) # 04, Dee ahi que i € Sop(f)y asi Sop(sf) C Sop(f). Ahora, observe que LﬂAi es
no vacio, pues para © : [ — 'UIA,- definida como O(i) := 04, se tiene que Sop(l@ei =0,
y asi [Sop(©)] = 0] = 0 < 1.€En consecuencia © € L—iin. Por otro lado, si suponemos

icl
que f € LﬂAi’ entonces Sop(sf) C Sop(f) con ]Sop(f)j < 1, luego |Sop(sf)| < 1y por
i€l

consiguiente sf € UA De ahi que UA < J[A;. Mas atin, como O es el tnico elemento

il i€l el

cerode [[A;y O € UA” esta claro entonces que © es también el tinico elemento cero de
el icl

L—_I—JAi. Por lo tanto |+HA; € (S — Act),.

iel iel

3) Sea j € [ arbitrario y considere a la funcién g; : A; — L—I_-JAZ- que asignaacadaa € A;

iel
a la funcion

(@) (i) ::{ Oac st 7]

a sio1=].

Observe primero que para cada a € A; la funcién Gj(a) es nula quiza excepto en el valor

J, asi Sop(sj(a)) € {j} y por lo tanto g;(a UA De ahi que ¢; esta bien definida, en
el
el sentido de que manda elementos de A; en elementos de H—JA,-. Ahora bien, sean a € A;,
i€l

s € S ei € [ arbitrarios. Sii # j, entonces g;(sa)(i) := 64, mientras que (sg;(a))(i) :=
sj(a)(i) = sfa, = 0a,. Por lo tanto ¢;(sa)(i) = (sg;(a))(i). En el caso en que ¢ = j se
tiene que 6;(sa)(j) i= 5 y (55;(a))(j) = 56,(a) () — 5a ke, s5(s0)() = (55;(a))(0). Por
consiguiente para cada i € [ se verifica que ¢;(sa)(i) = (ssj(a))(i) y asi ¢j(sa) = sgj(a).
Por lo tanto ¢; es un .S—morfismo.

4)Sea ) € (S — Act)yy { A; L Q } una familia de S—morfismos. Denotemos por ¢

al elemento cero de () y definase a la funcién ¢ : tl—JAZ- — () como sigue:
i€l
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o ) si. Sop(f)=10.
o(f) = { fj(f?j)) si Sop(f) =1{j}-

Veamos que ¢ es un S—morfismo: en efecto, seans € Sy f € H-JAZ" Si Sop(f) =0, de que
iel

Sop(sf) C Sop(f) se sigue que Sop(sf) = 0y porlo tanto p(sf) = g = sy = sp(f). Si
Sop(f) = {j} paraalgun j € I, de que Sop(sf) C Sop(f) se desprende que Sop(sf) = ()
6 Sop(sf) = {j}. Si ocurre que Sop(sf) = (), entonces sf(j) = 04, (pues de lo contrario
j € Sop(sf) = ). Asi que p(sf) = bg = [i(04,) = fi(sf(4)) = sfi(f(§)) = se(f).
Para el caso en que Sop(sf) = {j} se tiene que ¢(sf) := f;((sf)(J)) = [fi(sf(j)) =
sfi(f(j)) = sp(f). En cualquiera de los casos se verifica la igualdad p(sf) = sp(f) y
por consiguiente ¢ es un S—morfismo. Por otro lado, sean j € I y a € A; arbitrarios. Si
a = By4,, entonces Sop(s;(a)) = 0y asi p(sj(0a,)) = g = f;(04,). Sia # 04,, entonces
Sop(s;(a)) = {j} y por lo tanto ¢(sj(a)) := f;(s;(a)(j)) = f;(a). De todo lo anterior se
deduce que para cada a € A;, ¢(sj(a)) = fj(a) y en consecuencia f; = ¢g;. Tenemos
entonces que para cada j € [ el diagrama

T

A Q

/
o

iel

es conmutativo. Para terminar, suponga que 1 : L—lei — () es otro S—morfismo tal que
icl
fj = Ysjparacadaj € I.Sea f € L—iin. Si f = O (el elemento cero de L—IJAZ-), entonces
iel iel
U(f) = bg = o(f) ie, ¥(f) = ¢(f). Cuando f # O se tiene que Sop(f) # 0y por lo
tanto Sop(f) = {j} para algin j € I. Afirmamos que f = ¢;(f(j)): en efecto, tomese
i€ 1.Sii # j, entonces i ¢ Sop(f)y asi f(i) = 64,. Por otro lado ¢;(f(j))(¢) := 0a,.
Luego, en este caso f (i) = ¢;(f(j))(4). Si¢ = j, entonces ¢;( f(j))(j) := f(j). En definitiva,
ocurre que para cada i € I, f(i) = ¢;(f(j))(4) y por consiguiente f = ¢;(f(j)). Luego de
exhibir esto, se tiene que ¥ (f) = ¥ (s;(f(J))) = f;(f(J)) = ¢(f). Por lo tanto la igualdad
W(f) = p(f) se verifica para cada f € L—IjAZ- y asi 1) = . Se concluye de esta manera que
icl

{ A; — H‘JA" } es un coproducto en (S — Act), para la familia (A;);c;. O
el

Jjel

Definicion 9.2.7. Si f € [[A;, al conjunto Sop(f) := {i € I|f(i) # 04,} se le llama
i€l

soporte de f.
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Asi L-HAZ- es la coleccion de aquellos miembros de [ [ A; que tienen soporte con a lo més un
iel el
elemento.

9.3. Producto y coproducto de S-morfismos

Puede aprovecharse la propiedad universal que poseen los productos y coproductos en una
categoria para establecer lo que se entiende por producto y coproducto de una familia de
morfismos.

Teorema. 9.3.1. Sea { A; S B; } una familia de S—morfismos indexada por el con-
iel
junto no vacio I.

5 o’

1. Si { [TA: — A } y { [1B; — B, } son las familias de S—morfismos que

iel Jel icl jel

se construyen en el Teorema 9.2.1, entonces existe un unico S—morfismo @ tal que para
cada j € I el siguiente diagrama es conmutativo:

i€l el
5 w;
A; B;
J fi J

o o’

2. Si { A —=TTA } y { B, —>11B; } son las familias de S—morfismos que

i€l gel iel jel

se construyen en el Teorema 9.2.3, entonces existe un unico S—morfismo 1) tal que para
cada j € I el siguiente diagrama es conmutativo:

iel iel

Demostracion. Solo se exhibira el primer inciso, pues la prueba del segundo requiere un ar-

gumento analogo: considere a la familia de S—morfismos { [TA: b B; } . Puesto que
i€l gel
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{ [1B: A B; } es un producto para la familia (B;);e;, existe un tnico S—morfismo
il Jel
¢ tal que para cada j € I el diagrama

HAz‘ fim; B

1€l

N\
[1B;

i€l

es conmutativo, pero esto es lo mismo a que el diagrama

el el
5 7r;-
Aj B;
i

conmute. Mas aun, de esto se sigue que para cada f € [[A;ycadaj € I, o(f)(j) =
i€l

mi(e(f) = fi(mi(f)) = [ (f () be () (5) = fi(f(5))-

Definicion 9.3.2. Denotamos por [[f; y [ fi, respectivamente, a los S—morfismos ¢ y 1
i€l i€l

que aparecen en el Teorema anterior y los llamanos S—morfismo producto y S—morfismo

coproducto, correspondientemente.

Observacion 9.3.3. Suponga que { A; fi, B, 2>, } es una familia de S—morfismos
i€l

. . , . . ., fi gi
indexada por el conjunto no vacio I. Si para cada i € I la sucesion A;—— B, ——C; es

Rees-exacta, entonces no necesariamente la sucesion

0r e
[14: =~ [1B, =~ TIC
iel el el

. . , idy, 0
es Rees-exacta. Para ver esto, considere al monoide (Z, ) y a las sucesiones 7. —> 7. ——17
0 idg, . :
y Z—— 7 ——=17 de(Z,-)—morfismos. Estas sucesiones son Rees-exactas, pues se tiene que

Kim(ias) = Z x 7 = Ker(0) y Kim) = Az = Ker(idy). Ahora bien, considere a la sucesion

ZxT-1ot 727 x7 con f :=1dyzx0yg := 0xidy. En este caso, se tiene que para
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cada (a,b) € Z x Z, f(a,b) = (idz(a),0(b)) = (a,0) y g(a,b) = (0(a),idz(b)) = (0,0) ie,
f(a,b) = (a,0) y g(a,b) = (0,b). Asi, observe que ((5,3),(6,3)) € Ker(g), pues g(5,3) =
(0,3) = ¢(6,3), pero como (5,3) # (6,3) y ademas ninguno de los pares (5,3) y (6,3)
pertenece a la imagen de f, entonces ((5,3), (6,3)) ¢ Kin(p) ¥ por lo tanto Ky, 5y # Ker(g).

De ahi que la sucesion Z X 7 I T XZ—2~7 X T noesRees-exacta.

9.4. Pullbacks y pushouts en S-Act

A continuacién determinaremos condiciones necesarias y suficientes para que un par de
S—morfismos con el mismo codominio tenga un pullback en S — Act.

Teorema. 9.4.1. El par de S—morfismos A tiene un pullback en S — Act si y solo
!
B——C
si el conjunto E := {(a,b) € A x B| f(a) = g(b)} es no vacio.

Demostracion. Suponga que el siguiente es un diagrama pullback en S — Act:

E 2 A
8 f
B C

Entonces, en particular ocurre que fa = gf y asiparacadax € F, f(a(z)) = g(8(x)). Por
lo tanto {(«a(z),5(z))|x € E} C Ey en consecuencia E # (). Y viceversa, suponga que
E # (). En este caso E es subaccion de la S—accion producto A x B. En efecto, para cada
s € Sy (a,b) € E setiene que f(sa) = sf(a) = sg(b) = g(sb) y en consecuencia s(a, b) :=
(sa, sb) € E. Por consiguiente E < A x B. Ahora bien, no es dificil ver que las funciones
u:E — Aywv:E — B definidas por u(a,b) := a y v(a,b) := b son S—morfismos.
Mas aidn, para cada (a,b) € E se tiene que f(u(a,b)) = f(a) = g(b) = g(v(a,b)) y asi
fu = gv. Supongaquep : D — Ayq: D — B son dos S—morfismos tales que
fp = gq. Entonces para cada d € D ocurre que f(p(d)) = g(q(d)) y por consiguiente
(p(d),q(d)) € E. De esto se sigue que tiene sentido considerar a la funciéon ¢ : D — E
definida por (d) := (p(d), g(d)). Observe que p(sd) = (p(sd). g(sd)) = (sp(d), sa(d)) =

s(p(d),q(d)) = sp(d) y por lo tanto ¢ es un S—morfismo. Mas atn, para cada d € D se
tiene que u((d)) = u(p(d), ¢(d)) == p(d) y v(¢(d)) = v(p(d), ¢(d)) := ¢(d), de ahi que

v

)
= up y q = vp. Por consiguiente el diagrama
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D p
N
NP
N
R u
E A
q
v f
B C

g

es conmutativo. Ahora, si ¢ : D — E es otro S—morfismo para el que p = uy) y ¢ = v,
entonces parad € D se tiene que ¢)(d) es un par ordenado cuya coordenada en A viene dada
por u(1(d)) y cuya coordenada en B es v(¢)(d)). De ahi que ¢(d) = (u(¢(d)),v(¥(d))),

pero como p = uy y ¢ = v, entonces (d) = (p(d), q(d)) = ¢(d) y por lo tanto ) = ¢.
Se concluye asi que

E = A
v /
B 7 C
es un diagrama pullback. [

Ejemplo 9.4.2. Sea S cualquier monoide y X un conjunto con al menos dos elementos. To-
mense x,yy € X conx # y y considere a los S—morfismos f,g : S — SX) dados por
f(s) :=s(e,x) yg(t) :=t(e,y). En este caso no existen s,t € S para los cuales f(s) = g(t),
pues de ser asi, la igualdad f(s) = g(t) implicaria que (s,x) = (t,y) y por lo tanto x = y,
lo cual no es cierto. Asi, en este caso el conjunto E := {(s,t) € S x S| f(s) = g(t)} es vacio
y en consecuencia el Teorema 9.4.1 garantiza que el par de S—morfismos f y g no tienen un
pullback en S — Act.

Corolario 9.4.3. En (S — Act)y, cualesquiera dos S—morfismos con el mismo codominio
tienen un pullback.

Demostracion. Sea A un par de S—morfismos en (S — Act)y. Si 04,605 y Oc son
|1
los elementos cero de A, By C respectivamente, del Lema 3.3.1 se tiene que el par (64, 05)

pertenece al conjunto E := {(a,b) € A x B| f(a) = g(b)}, pues f(04) = 0c = g(05). Asi
[E es no vacio y por consiguiente f y ¢ tienen un pullback. [
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Con respecto a pushouts, la situacion es diferente al caso de los pullbacks, en el sentido de
que cualesquiera dos S—morfismos con el mismo dominio siempre tienen un pushout. Pero
para exhibir esto, mostraremos primero que cualesquiera dos S—morfismos con el mismo
dominio y codominio tienen siempre un coigualador.

/
Teorema. 9.4.4. Cualesquiera dos S—morfismos A B tienen un coigualador en S —

g
Act.

Demostracion. Considere al conjunto X := {(f(a),g(a))|a € A} y observe que X C
B x B. Ahora, sea p(X) la S—congruencia en B generada por X (véase Definicién 2.4.5).
Para cada b € B denotemos por [b] a la clase de equivalencia de b con respecto de p(X) y

seau : B —» el S—morfismo candnico dado por u(b) := [b]. Afirmamos que u es

X
coigualador de ?(y 27: en efecto, como X C p(X), entonces para cada a € A ocurre que
(f(a),g(a)) € p(X) y en consecuencia [f(a)] = [g(a)]. De ahi que u(f(a)) = u(g(a)) para
cada a € Ay por lo tanto uf = ug. Suponga ahora que v : B — (' es un S—morfismo
tal que vf = vg. Entonces para cada a € A ocurre que v(f(a)) = v(g(a)) y por lo tanto
X C Ker(v). Asi, como Ker(v) es una congruencia en By p(X) es, por definicién, la in-
terseccion de todas las congruencias en B que contienen a X, se sigue que p(X) C Ker(v).
Luego, del Teorema 3.1.1 se deduce que existe un Gnico S—morfismo T que hace conmuta-
tivo al diagrama

B . C
4
/
/
/
u /v
/
/
B
p(X)
Por consiguiente u es coigualador de f y g. ]

Corolario 9.4.5. Cualesquiera dos S—morfismos con el mismo dominio tienen un pushout en

S — Act.

Demostracion. De acuerdo al Teorema 9.2.3 y al Teorema 9.4.4, la categoria S — Act tiene la
propiedad de que cualesquiera dos de sus objetos tienen un coproducto y cualesquiera dos de
sus morfismos con el mismo dominio y codominio tienen un coigualador. Por consiguiente
del Teorema 1.1.10 se obtiene lo pedido. ]

Un resultado parecido al Teorema 9.4.1 puede establecerse para el caso de los igualadores.
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f
Teorema. 9.4.6. Dos S—morfismos A B tienen un igualador en S — Act si y solo si el
g

conjunto E := {a € A| f(a) = g(a)} es no vacio.

Demostracion. Siu : C — A esigualador de f y g, entonces en particular ocurre que fu =
gu. De ahi que para cada ¢ € C, u(c) € E y por lo tanto E es no vacio. Y viceversa, suponga
que el conjunto E := {a € A| f(a) = g(a)} es no vacio. Observe quesia € Eys € S,
entonces f(sa) = sf(a) = sg(a) = g(sa) yasisa € E.Porlotanto £ < A. Afirmamos que
el S—morfismo inclusion F—— A es igualador de f y g: en efecto, considerando a f,g e
¢ como funciones, el primero de los Ejemplos 1.1.6 asegura que la inclusion F—— A es
igualador en Get para las funciones f y g, de manera que sik : C — A es un S—morfismo
tal que fk = gk, de que en particular £ es una funcidn se sigue que existe una tnica funciéon
h que hace conmutativo al diagrama

C i A (9.1)

Tal funcién h viene dada por h(c) := k(c). Mas atiin, como k es un S—morfismo, esta claro
que también A lo es. Finalmente, la unicidad de h asegura que h es el tnico S —morfismo que
hace conmutativo al diagrama (9.1). Por consiguiente £~—— A esun igualador en S — Act

para f y g. ]

9.5. Monomorfismos y epimorfismos en S-Act

Teorema. 9.5.1. El S—morfismo f : A — B es un monomorfismo en S — Act si y solo si f
es una funcion inyectiva.

Demostracion. Suponga que el S—morfismo f : A — B es un monomorfismo en S — Act.
De la Observacion 2.4.3 se tiene que Ker(f) es una subaccion de la S—accién producto
Ax A.Enparticular, Ker(f)esuna S—accidén. Considerar a las funciones v : Ker(f) — A
y B : Ker(f) — B dadas por a(z,y) := xy (z,y) := y. Es facil ver que o y /3 son
S—morfismos. Mas aun, para cada (z,y) € Ker(f) se tiene que f(a(z,y)) = f(z) =
fy) = f(B(z,y)) y porlotanto fa = f[3. Asi que como f es un monomorfismo en S — Act,
esta ultima igualdad implica que o = 3. De ahi que para cada (z,y) € Ker(f) se tiene que
r = a(z,y) = B(z,y) = yy por consiguiente Ker(f) C A4. En consecuencia Ker(f) =
A 4y asi, la Proposicion 2.4.6 implica que f es una funcién inyectiva. E inversamente, como
toda funcion inyectiva es cancelable a la izquierda, es claro entonces que cualquier funciéon
inyectiva es un monomorfismo en S — Act. U
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Teorema. 9.5.2. El S—morfismo f : A — B es un epimorfismo en S — Act si y solo si f es
una funcion sobreyectiva.

Demostracion. Suponga que el S—morfismo f : A — B es un epimorfismo en S — Act.
Sea pim(s) la S—congruencia en B inducida por im(f) (véase el segundo de los Ejemplos

2.4.2). Se tiene del Ejemplo 2.5.5 que im(f) es elemento cero de la accién cociente -

im(f)’

B
asi, la funciéon 0 : B —» —— dada por 0(b) := im(f) es un S—morfismo. Ahora,

im(f)

considere al S—morfismo canénico 0 : B —

szE 7 definido por 7(b) := [b], donde [b]
denota a la clase de equivalencia de b con respecto de pj,(s). Se tiene que para cada a € A,
w(f(a)) := [f(a)] = im(f) = 0(f(a)). De ahi que 7f = 0f, y como f es un epimorfismo
en S — Act, entonces 7 = 0 y por lo tanto para cada b € B, [b] = w(b) = 0(b) = im(f).
De ahi que para cada b € B, b € [b] = im(f) y asi B = im(f). En consecuencia f es
sobreyectiva. Y reciprocamente, como toda funcién sobreyectiva es cancelable a la derecha,
es claro entonces que cualquier funcion sobreyectiva es un epimorfismo en S — Act. [

Teorema. 9.5.3. El S—morfismo f : A — B es un isomorfismo en S — Act si y solo si f es
una funcion biyectiva.

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 2.3.3. ]

De acuerdo con los resultados anteriores, a partir de ahora sera valido referirnos a un
S—morfismo inyectivo como monomorfismo y a un S—morfismo sobreyectivo como epi-
morfismo.

9.6. Objetos libres en S-Act

La categoria S — Act puede ser considerada como una categoria concreta sobre Get tomando
en cuenta que el funtor i : S — Act — Get que asocia a cada S—accion su conjunto
subyacente y a cada S—morfismo su funciéon subyacente es un funtor fiel. ¢/ es llamado
funtor olvidadizo. Resulta que toda S—accion libre es un objeto libre sobre cualquiera de
sus bases.

Teorema. 9.6.1. Considerar a la categoria concreta (S — Act,U) dondelU es el funtor olvida-
dizo. Entonces toda S—accién libre SX) es un objeto libre sobre el conjunto X.

Demostracion. Sea X un conjunto no vacio. De la Propiedad universal de las bases (véase
Teorema 7.1.6) se sigue que la funcién nx : X — S es un morfismo en Get que es
universal sobre X (véase Definicién 1.1.14). Por consiguiente S*) es un objeto libre sobre
el conjunto X. [
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9.7. Generadores y cogeneradores en S-Act

En esta seccion daremos condiciones necesarias y suficientes para que una S—acciéon G sea
un generador y una S—accién C' sea un cogenerador en S — Act (véase Definicion 1.1.11).

Definicién 9.7.1. Sean A y B dos S—acciones.

1. Al conjunto

Trp(A) = U 4

feHom(A,B)
se le llama traza de A en B.
2. Al conjunto
Cotrg(A) := N Ker(g)
geHom(B,A)

se le llama cotraza de A en B.
Algunas propiedades de la traza y la cotraza son las siguientes.

Proposicion 9.7.2. Sean A y B dos S—acciones.
1. Si Hom(A, B) # (), entonces Trp(A) es subaccion de B.
2. Tra(S) = A.
3. Cotrg(A) es subaccion de B x B, siempre que cotrg(A) # .

Demostracion. 1) Se sigue de observar que para cada f € Hom(A, B), f(A) es subaccién
de By de que unién de subacciones es subaccion.

2) Esta claro de la definicion, que Tr4(S) C A. Ahora, para a € A arbitrario considerar al
S—morfismo f, : S — A dado por f,(s) := sa. En este caso, se tiene que a = f,(e) €
fa(S) C Tra(S) yporlo tanto a € Tr4(S). De ahi que Tr4(S) = A.

3) De la Observacion 2.4.3 se sigue que para cada g € Hom(B, A) Ker(g) es subaccion de
B x B.De ahi que Cotrg(A) := (1  Ker(g) es subaccién de B x B. O

geHom(B,A)

Teorema. 9.7.3. Los siguientes enunciados son equivalentes para una S—accion G:
1. G es un generador en S — Act.

2. Para cada S—accion A existe un conjunto I y un epimorfismo [[G — A.
iel

3. TT’S(G) = 9.
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4. Existe un epimorfismo G — S.

1%

5. Existec € Hom(G,G) cone* = ¢ yx € G tales quec(G) = (z) = S.

Demostracion. 1) = 2) Se sigue del Teorema 1.1.12.
2) = 3) Es claro que Trs(G) C S. Ahora bien, suponga que para cada S—accion A existe
un conjunto / y un epimorfismo [[G — A. En particular, para la S—accién ¢S existe
i€l
un conjunto J y un epimorfismo ¢ : [[G — S. Sea s € S arbitrario. Como ¢ es un
JjeJ
epimorfismo, entonces puede escribirse s = (a,i) para algin i € J y a € G. Considere

ahora al S—morfismo composicion G —2> [[G - S donde 0;(g) := (g,7). Se tiene
jeJ
que po; € Hom(G, S) y ademés p(o;(a)) = ¢(a,i) = sie, s € im(po;) C Trg(G). Por
consiguiente s € Trg(G) y en consecuencia S C Trg(G). De ahi que Trg(G) = S.
3) = 4) Suponga que Trs(G) = S. Entonces, para e € S existe f € Hom(G, S) tal que
e € im(f). Asi, puede escribirse e = f(g) para algiin ¢ € G. Observe que si s € S es
arbitrario, entonces s = se = sf(g) = f(sg) y por consiguiente f es sobreyectivo i,e, f es
un epimorfismo.
4) = 5) Suponga que existe f : G — S un epimorfismo. Entonces ¢ = f(z) para algin
x € G. Considere al S—morfismo f, : S — G dado por f,(s) := sx yseae := f,f. Estd
claroquee € Hom(G, G). Ahora, paracada g € G se tiene quec(g) := f.(f(9)) := f(g)zy
en consecuencia %(g) = e(e(g)) = e(f(9)z) = f(g)e(x) = f(9)(f(z)x) = (f(9)f(x))x =
(f(g)e)x = f(g)r = (g). De ahi que £? = . Por otra parte, recordar que para cada g € G,
£(g) = f(g)x. Mas atn, de la sobreyectividad de f se sigue que todo elemento de S es de la
forma f(g) con g € G y por consiguiente (z) := {sz|s € S} = {f(g9)x|g € G} = ¢(G).
Finalmente, tomese en cuenta al S—morfismo F' : S — () dado por F(s) := sx. No es
dificil ver que F' es sobreyectivo. Mas aun, la igualdad sx = tx con s,t € S implica que
f(sz) = f(tx) y asi sf(z) = tf(x), pero como f(x) = e, entonces s = t y por lo tanto F’
es inyectivo. En consecuencia F' es un isomorfismo y por consiguiente ¢(G) = (z) = S.
5) = 1) Suponga que existen ¢ € Hom(G,G) cone? = ey x € G tales que ¢(G) =
(x) = S. A partir de esto, sea {2 : (x) — S un isomorfismo y restrinjase ¢ a su imagen
i,e, considere al S—morfismo sobreyectivo G — (z) dado por g — £(g). Esta claro que la
composicion de estos dos S—morfismos es sobreyectivo. Asi, obtenemos un S—morfismo

f
sobreyectivo ) : G — S. Veamos que G es un generador: sean A B un par de
9

S—morfismos con f # g. Entonces existe a € A para el que f(a) # g(a). Ahora bien,

sea f, : S — A el S—morfismo dado por f,(s) := say sea h la composicion de los
S—morfismos G —Y~ 8T 4 ie, sea h := f,1. Como 1 es sobreyectivo, se tiene que

e = ¢(z) para algin z € G. Luego f(h(z)) = f(fa(¥(2))) = f(fa(e)) = flea) = f(a),
mientras que g(h(z)) = g(fa(1(2))) = g(fa(e)) = g(ea) = g(a). Asi f(h(x)) # g(h(z)) y
por lo tanto fh # gh. Por consiguiente GG es un generador en S — Act. O]
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Corolario 9.7.4. Toda S—accion libre es un generador en S — Act.

Demostracion. Sea X un conjunto no vacio y considere a la S—accién libre SX). Esta claro
que la funcién SX) — S dada por (s, ) + s es un S—morfismo sobreyectivo. Asi S*)
satisface el inciso 4 del Teorema 9.7.3 y por consiguiente S*) es un generador en S —

Act. O

Observacion 9.7.5. Si A es una S—accion, no es dificil ver que el conjunto Hom(A, A) de
todos los S—morfismos de A en si mismo es un monoide bajo la composicion usual. Denotamos
a este monoide por End(A) y lo llamamos monoide de endomorfismos de A. Mas atin, A es
una End(A)—accion haciendo para cada f € End(A) ycadaa € A, f xa := f(a). Ahora
bien, con esta terminologia, el inciso 5 del Teorema 9.7.3 afirma que una S—accion G es un
generador en S — Act si y solo si existe un idempotente del monoide End(G) cuya imagen es
isomorfa a 5.

Con respecto a cogeneradores se tienen los siguientes resultados.

Proposicion 9.7.6. SiC esun cogenerador en S— Act, entonces C tiene al menos dos elementos

cero.
Demostracion. Sean © := {#} la S—accion con un tnico elemento y X := {a, b} un con-
junto tal que a # b. Para cada s € S hagase sa := ay sb := b. Con esto X es una .S—accion.

/
Ahora, considerar a los S—morfismos © X dados por f(0) := ay g(d) := b. Como
g

a # b, estd claro asi que f # g. Luego, de que C' es cogenerador, se sigue que existe un
S—morfismo h : X — C tal que hf # hg. De ahi que h(f(0)) # h(g(9)) ie, h(a) # h(D).
Finalmente, observe que para cada s € S, sh(a) = h(sa) = h(a)y sh(b) = h(sb) = h(b).
Por consiguiente h(a) y h(b) son dos elementos cero distintos de C'. O

Teorema. 9.7.7. Los siguientes enunciados son equivalentes para una S—accion C':

1. C es un cogenerador en S — Act.

2. Para cada S—accién A existe un conjunto I y un monomorfismo A — []C.
el

3. Para cada S—accion A se tiene que Cotr(C) = A4 (la diagonal en A).

Demostracion. 1) = 3) Suponga que G es un cogenerador y sea A una S—accion arbitra-
ria. Esta claro que para cada g € Hom(A, C') ocurre que Ay C Ker(g) y por lo tanto A4 C

(1 Ker(g) = Cotra(C). Ahora bien, sea (x,y) € Cotra(C) = N Ker(g)
geEHom(A,C) geEHom(A,C)
fx
y suponga que x # y. Considere a los S—morfismos S A dados por f.(s) := sz
Ty
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y fy(s) := sy. Como = # y, entonces f, # f,, y asi, de que C' es cogenerador, se sigue
que existe un S—morfismo h : A — C tal que hf, # hf,. Luego, existe s € S para
el que h(f.(s)) # h(f,(s)) o bien h(sx) # h(sy). Por lo tanto (sz,sy) ¢ Ker(g). Por
otra parte, debido a que h € Hom(A,C) y (z,y) € Cotra(C) = N Ker(g), en-
geEHom(A,C)

tonces (z,y) € Ker(h) y en consecuencia (sx, sy) € Ker(g), contradiccién. Por lo tanto
r = yyasi(z,y) € Aa. De desprende de esto que Cotr,(C) C A, y en consecuencia
Cotra(C) = Ay.

3) = 1) Suponga que para cada S—accién A se tiene que C'otr,(C) = A 4. Veamos que

f

C' es cogenerador: sean A B un par de S—morfismos con f # g. Entonces existe
g

a € Atal que f(a) # g(a). Ahora, suponga a manera de obtener un absurdo, que para
cada h € Hom(A,C) ocurre que hf = hg. Entonces para cada h € Hom(A,C) el par
(f(a),g(a)) pertenece a Ker(h) y en consecuencia (f(a),g(a)) € N Ker(h) =
heHom(A,C)
Cotr4(C'). Ahora bien, de la hipotesis se tiene que Cotr,(C') = Ay, y por consiguiente
(f(a),g(a)) € Aa, pero esto implica que f(a) = g(a), lo cual no es cierto. Por lo tanto
existe h € Hom(A, C) tal que hf # hgy asi C es cogenerador. Finalmente, la equivalencia
1) <= 2) se sigue del Teorema 1.1.12. O

Para ofrecer un ejemplo concreto de cogeneradores en S — Act, enseguida se introduce a
un tipo particular de acciones que seran llamadas acciones colibres y que son, en realidad,
el dual categorico de objeto libre.

Lema 9.7.8. Si X es un conjunto no vacio, entonces X° := {f : S — X | f es funcién} es
una S—accion definiendo para cada s € S y cada f € X° ala funcion sf : S — X dada

por (sf)(t) := f(ts).

Demostracién. Sea f € X° arbitraria. Entonces para cada t € S se tiene que (ef)(t) :
f(te) = f(t) y por lo tanto ef = f. Ahora, si r,s € S, entonces para cada t €
(r(sf)(#) := (sf)(tr) = f((tr)s) = f(t(rs)) = ((rs)f)(t) y por consiguiente r(sf)

(rs) f. De ahi que X es una S—accién.

On &

Definicion 9.7.9. Si X es un conjunto no vacio, a la S—accion XS definida como en el Lema
anterior se le llama S—accion colibre.

Las acciones colibres gozan de cierta propiedad universal, como veremos a continuacion.

Teorema. 9.7.10. Si X es un conjunto no vacio, entonces la funcion \x : X° — X dada por
Ax(f) := f(e) tiene la siguiente propiedad universal: para cada S—accién A y cada funcion
[+ A — X existe un unico S—morfismo F' que hace conmutativo al diagrama
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F\ Ax

Demostracion. Sean A una S—acciony f : A — X una funcion. Para cada a € A definase
a @, : S — X por p,(s) := f(sa). Ahora, considere a la funcién F' : A — X* dada
por F(a) := ¢,. Veamos que F' es un S—morfismo: si s € Sy a € A, entonces para cada
t € S se tiene que g, (t) := f(t(sa)) = f((ts)a) = @a(ts) = (spa.)(t) y por consiguiente
Vsa = Spq. De ahique F'(sa) = sF(a) yasi F' esun S—morfismo. Mas aun, para cadaa € A
se tiene que Ay (F'(a)) = Ax(pa) := pa(€) :== f(ea) = f(a) y por lo tanto f = Ax F. Para
concluir, suponga que G : A — X es otro S—morfismo tal que f = AxG. Entonces para
cadaa € Ay s € S setiene por unlado que G(sa)(e) = (sG(a))(e) := G(a)(es) = G(a)(s)
ie, G(sa)(e) = G(a)(s), y por otra parte, G(sa)(e) = Ax(G(sa)) = f(sa) = p.(s) =
F(a)(s) i,e, G(sa)(e) = F(a)(s). Por consiguiente G(a)(s) = F(a)(s) paracadas € S'y
asi G(a) = F(a) para cada a € A. De ahi que G = F. O

Corolario 9.7.11. Toda S—accién colibre X° con | X| > 2 es un cogenerador en S — Act.

Demostracion. Sea X un conjunto con al menos dos elementos y considere a la S—accion

colibre X°. Suponga que A B son un par de S—morfismos con o # . Entonces

B
existe a € A tal que a(a) # [B(a). Ahora, como | X| > 2, hay un par de elementos p,q € X
con p # q. Definase a la funcion f : B — X como sigue:

| p si b=ala).

1(b) = { q si b# afa).
De acuerdo al Teorema 9.7.10, para f existe un Gnico S—morfismo I’ que hace conmutativo
al diagrama

F\ >\X

ie, f = AxF. Veamos que Fa # Ff(: observe que p = f(a(a)) = Ax(F(a(a))) =
F(a(a))(e), mientras que ¢ = f(f(a)) = Ax(F(5(a))) := F(5(a))(e). Asi, como p # g,
entonces F'(«a(a))(e) # F(5(a))(e) y por lo tanto F'(a(a)) # F(5(a)). En consecuencia
Fa # FBy asi X° es cogenerador. ]
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9.8. La categoria de representaciones

Recordemos que si X es un conjunto no vacio, una representacion (unitaria) de .S por trans-
formaciones de X es un morfismo de monoides S — 7(X), donde 7(X) es el monoide de
todas las funciones de X en si mismo. En realidad, la Proposicion 2.1.4 afirma que hay una
correspondencia biyectiva entre la coleccion de todas las representaciones de S por trans-
formaciones de X y todas las posibles formas de darle estructura de S—accion a X. Esto se
encuentra en analogia con el hecho de que todo R—moédulo M se corresponde de manera
biunivoca con un morfismo de anillos R — End(M), siendo End(M) el anillo de endo-
morfismos del grupo abeliano M. A continuacion, dada una categoria A construiremos a la
categoria de todas las representaciones de S por objetos de A.

Definicion 9.8.1. Sea A una categoria.

1. Una representacion de S por un objeto de A es un par (X, ), donde X € Ob(A) y
0 : S — Hom(X, X) es un morfismo de monoides.

2. Si(X, ) y(Y,1)) son representaciones de S, un morfismo de representaciones de (X, ¢)
en (Y, 1) es un A—morfismo f : X — Y tal que para cada s € S el cuadrado

X w(s) X
f f
Y Y
¥(s)

es conmutativo.

La definicién anterior amerita hacer un par de observaciones. La primera de ellas, es que
para cada objeto X de A, Hom(X, X) es un monoide con respecto de la composicioén en
la categoria y cuyo neutro es el morfismo identidad. Asi, tiene sentido hablar de morfismos
de monoides de S en Hom(X, X). La segunda, que los morfismos de representaciones son,
por definicién, A—morfismos que satisfacen cierta propiedad, asi, tiene sentido definir a la
composicion de morfismos entre representaciones simplemente como la composicién en A.
Con esto en mente, podemos establecer el siguiente resultado.

Lema 9.8.2. Sea A una categoria.

1. Para cada representacion (X, @), el morfismo identidad idx es un morfismo de represen-
taciones.

2. Si (X,¢) L, (Y, 1)) —= (Z,w) son morfismos de representaciones, entonces
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(X.0) = (Z,w)
es un morfismo de representaciones.

Demostracion. 1) Si (X, ¢) es unarepresentacion, esta claro que paracada s € S el diagrama

X w(s) X
’LdX ldX
X
w(s)

es conmutativo. Por lo tanto idx es un morfismo de representaciones.
/

2) Suponga que (X, ) (Y, 1)) —= (Z,w) son morfismos de representaciones. Para
s € S arbitrario considere al diagrama

X @(s) X
f !
Y Y
¥(s)
g 9
Z Z
w(s)
De que el cuadrado superior sea conmutativo se sigue que fp(s) = ¥(s)f, y de que la
parte inferior conmuta se desprende que gu(s) = w(s)g. Por consiguiente (gf)p(s) =

g(fe(s)) = g((s)f) = (gv(s))f = (w(s)g)f = w(s)(gf) ie (9f)p(s) = w(s)(gf) De

ahi que para cada s € S el diagrama

X w(s) X

gf gf

w(s)
. . gf :
es conmutativo y en consecuencia (X, ¢) —— (Z,w) esun morfismo de representaciones.

]

Considere lo siguiente:
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Denotese por REP ala clase de todas las representaciones de .S por objetos de \A.

Si (X, ), (Y1) € REP definase

Hom((X, ), Y)):={X Ty | f es un morfismo de representaciones}

Para cada (X, p) € REP seaidy el morfismo identidad.
= Sea o la composicion en A.

De que la composicion entre morfismos de representaciones es de nuevo un morfismo de
representaciones, de que los morfismos identidad son morfismos de representaciones y de
que la composicién en A es asociativa, se desprende que todo lo anterior da lugar a una
categoria que sera llamada categoria de representaciones de S por objetos de A y a la que
denotaremos por Rep(S, A).

Proposicion 9.8.3. Sean A una categoria y (X, p) —— (Y, 1)) un morfismo de represen-
taciones. Entonces f es un isomorfismo de representaciones si y solo si f : X — Y es un
isomorfismo en A.

Demostracion. Suponga que (X,p)——(Y,9) es un isomorfismo de representaciones.

Luego, existe (Y,1) — (X, ) un morfismo de representaciones (que en realidad es un
A—morfismo) para el que gf = idx y fg = idy. Por lo tanto f es un isomorfismo en .A.
Y viceversa, suponga que f : X — Y es un isomorfismo en Ayseag : Y — X su
morfismo inverso. Esta claro que si verificamos que g es un morfismo de representaciones,
entonces este sera un inverso de f como morfismos de representaciones. Asi, veamos que

(Y,9) —2= (X, ) es un morfismo de representaciones: sea s € S arbitrario. Como el
diagrama

X w(s) X
f f
Y ¥(s) Y

es conmutativo, entonces f¢(s) = 1(s)f, pero como g es inverso de f, entonces ¢(s) =
g (s)f y por lo tanto ¢(s)g = gi)(s). De ahi que para cada s € S el diagrama

Y Y
f f
X X
w(s)
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es conmutativo y en consecuencia (Y, 1) —— (X, ) esun morfismo de representaciones.

]

Recordemos que la Proposicion 2.1.4 asegura que a cada representacion de S por transforma-
ciones de un conjunto X le podemos hacer corresponder, de manera Unica, una S—accion,
luego, dada una categoria .A podemos pensar en asociar a cada representacién de S por un
objeto de A una S—accidn, pero ;cémo logramos esto?. En lo sucesivo, Get* denotara a la
categoria de conjuntos no vacios.

Teorema. 9.8.4. Sea U : A — Set* un funtor.

1. Si (X,¢) € Rep(S,.A), entonces el par (U(X),*,) con x, : S x U(X) — U(X)
definida por s x, x := U(p(s))(x) es una S—accion.

2. Si (X, ) N (Y, %) es un morfismo de representaciones, entonces la fincion U(f) :
U(X) — U(Y) es un S—morfismo entre las acciones (U(X), *,) y (UY), *y).

» ¥
Demostracion. 1) SeanU : A — Set* unfuntory (X, ¢) € Rep(S, A). Se tiene que U (X)
es un conjunto, y ademas, como ¢ : S — Hom(X, X) es un morfismo de monoides, para
s € Ssetiene que p(s) : X — X esun.A—morfismo, luegoU(p(s)) : U(X) — U(X) es
una funcién. Asi, para cada = € U(X) ocurre que U(p(s))(x) € U(X). Esto permite consi-
derar ala funcién *, : S xU(X) — U(X) definida por s,z := U(p(s))(x). Veamos que
(U(X), *,) esuna S—accion: para cada x € U(X) se tiene que ex,z := U(p(e))(x). Ahora,
como ¢ : S — Hom(X, X) es un morfismo de monoides, entonces ¢(e) = idy, de manera
queU(p(e)) = U(idx) = idycx). Asiex, x = U(p(e)) () = idux)(r) = vie ex, o = .
Para s,t € S se tiene que s *, (¢ %, z) = s %, (U((t))(x)) = U(p(s ))(Z/{(gp(t))(a:)) =
U(p()U(p()) () = Ulp(s)p(t))(x) = Ulp(st))(x) = (st) %,  Le s, (E 5, 1) =

s)
(st) *, x. Por consiguiente (U(X), *,) es una S—accién.
(Y.

2) Suponga que (X, @) —— (Y,1)) es un morfismo de representaciones. Veamos que la
funcion U(f) : U(X) — U(Y) es un S—morfismo entre las acciones (U(X),*,) y
(U(Y),*y):seans € Sy x € U(X) arbitrarios. Entonces U (f)(sx,2) = U(f)(U(¢(s)(2))) =
UPUp(s))) (@) = U(fo(s)) (@) Le, U(f) (s %, 2) = U(fp(s))(x). Ademds, como [ es un

morfismo de representaciones, entonces el diagrama

X w(s) X
f f
Y Y
¥(s)

es conmutativo, de donde fy(s) =9 (s)f. Luego, la igualdad U (f)(s *, x) = U(fe(s))(z
toma Ia forma U(f)(s *, ) = U(b(s)F)(x), pero Uw(s)f)(x) = UWLEU(F)) () =

U(s))U(f)(x)) = sy U(f)(x). En consecuencia U (f)(s *, ) = s % U(f)(z) y por lo
tanto U(f) : U(X) — U(Y) es un S—morfismo. O
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Asi, cuando hay un funtor de una categoria dada A en la categoria de conjuntos no vacios,
el Teorema anterior nos dice como asociar a cada objeto de Rep(S,.A) una S—accién. Mas
aun, para el funtor i : A — Get” tome en cuenta a lo siguiente:

s Sea O la clase de todas las S—acciones A para las que existe X € Ob(A) tal que
A=U(X).

s Paracada A, B € O sea
Hom(A,B) :={f: A — B f esun S—morfismo}

Es facil ver que lo anterior forma una subcategoria de S — Act a la que indicaremos por

(S — Act)(U(A)).

Teorema. 9.8.5. Bajo las hipétesis y notacion empleadas en el Teorema 9.8.4, se tiene que

Rep(S, A) S (S = Act) (U(A))
(X, ¢) s U(X), *,)
f — u(r)
(Y, %) = U(Y), %)

es un funtor.

Demostracion. Del Teorema 9.8.4 se sigue que I, esta bien definido, en el sentido de que
manda objetos y morfismos de Rep(S,.A) en objetos y morfismos de (S — Act)(U(A)).
Ahora bien, observe que 'y, esta puesto en términos de U, el cual es un funtor. De ahi que
I';; también es un funtor. [

Cuando el funtor i : A — Get” tiene un funtor inverso, digamos V : Set® — A, es
posible construir un funtor de (S — Act)(U(A)) en Rep(S, A), pero para ello se necesita el
siguiente resultado.

U
Teorema. 9.8.6. Suponga que A Get* son funtores cada uno inverso del otro.
v

1. Sea (U(X),*) una S—acciéon con X € Ob(A) y para cada s € S considere a la funcion
s*_ : U(X) — U(X) dada por x — s x x. Entonces v(x) : S — Hom(X, X)
definida porv(x)(s) := V(s*_) es un morfismo de monoides y en consecuencia (X, v(x))
es una representacion.
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2. Si(U(X),*) y(U(Y),®) son S—acciones con X, Y € Ob(A) y f: UX) — U(Y)
es un S—morfismo, entonces V(f) : X — Y es un morfismo entre las representaciones
(X, v(x)) y (Y, v(®)).

Demostracion. 1) Sea (U(X),*) una S—acciéon con X € Ob(A)y paracada s € S considere
ala funciéon s x _ : U(X) — U(X) dada por = — s x x. Como V es un funtor de Set* en
A, entonces V(s * _) es un A—morfismo de X en X. Por lo tanto tiene sentido considerar
a la funcién v(*) : S — Hom(X, X)) definida por v(x)(s) := V(s % _). Veamos que v(*)
es un morfismo de monoides: primero, para la funcién e x _ : U(X) — U(X) se tiene que
para cada x € U(X), (e x _)(x) := exx = x y por lo tanto e x _ = idy(x). De ahi que
V(e x _) = V(idyx)) = idywu(x) = idx y en consecuencia v(x)(e) = idx. Ahora, para
s,t € Socurre que paracadax € U(X), ((st)x_)(z) := (st)xx = sx(t*xx) = (sx_)(txx) =

(sx_)((tx_)(x)) = ((sx_)(t*x_))(x) ie, ((st)x_)(x) = ((s*_)(t*_))(x). Por consiguiente

(st)*_=(s*_)(t*_)yporlotanto V((st)*_) =V((s*_)(t*_)) =V(s*_)V(t*_) ie,
v(*)(s ) v(*)(s)v(*)(t). En consecuencia v(x) : S — Hom(X, X) es un morfismo de
monoides y asi (X, v(x)) es una representacion.

2) Sean (U(X), *) y (U(Y),®) dos S—acciones con X,Y € Ob(A) y suponga que f :
U(X) — U(Y) es un S—morfismo. Considere al A—morfismo V(f) : X — Y y sea
s € S arbitrario. Veamos que el siguiente cuadrado es conmutativo:

UX) -~ > U(X) (9.2)
f f
UY) ———UY)

Para cada z € U(X) se tiene que (f(s* _))(x) = f((s*_)(x)) = f(s*xx) = s® f(x) =
(s® _)(f(x)) = ((s® _)f)(z) y en consecuencia f(s * _) = (s ® _)f. De ahi que el
diagrama (9.2) es conmutativo. Ahora, como los funtores envian diagramas conmutativos
en diagramas conmutativos, al aplicar el funtor V al cuadrado (9.2) se obtiene al siguiente
diagrama conmutativo:

X X
V(f) v(f)
Y Y

v(®)(s)

Finalmente, debido a que s € S fue elegido arbitrariamente, se deduce que V(f) : X — Y
es un morfismo entre las representaciones (X, v(x)) y (Y, v(®)). O]
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Teorema. 9.8.7. Bajo las hipétesis y notacion del Teorema 9.8.6 se tiene que

(S — Act)(U(A)) =i s Rep(S, A)
(U(X), %) — (X, v(*))

f = V(f)
UY),®) — Y, v(®))

es un funtor.

Demostracion. Del Teorema 9.8.6 se sigue que Xy esta bien definido, en el sentido de que
manda objetos y morfismos de (S — Act)(U(A)) en objetos y morfismos de Rep(S,.A).
Ahora bien, observe que Yy, esta puesto en términos de V), el cual es un funtor. De ahi que
>y también es un funtor. [

A continuacién mostraremos que los funtores de los Teoremas 9.8.5 y 9.8.7 son inversos uno
del otro y por lo tanto definen un isomorfismo entre categorias.

u
Teorema. 9.8.8. Suponga que A Get™ son funtores cada uno inverso del otro. Entonces
%

los funtores I'y, y Xy de los Teoremas 9.8.5 y 9.8.7 son inversos uno del otro. En particular,

Rep(S, A) = (S — Act)(U(A)).
Demostracion. Veamos que el siguiente diagrama de funtores es conmutativo:

Z.dRep(S,.A)

Rep(S, A)

Rep(S, A) (9.3)

(S — Act)(U(A))

Sea (X, ¢) una representacion arbitraria. Se tiene que I'y/(X, ¢) := (U(X), *,,), donde para
cadas € Syx € U(X), s *, x :=U(p(s))(z). Ahora bien, se tiene que Xy (I'y (X, ¢)) =
Yy(U(X), x,) == (X, v(xy,)), donde v(x,) : S — Hom(X, X) es el morfismo de monoi-
des dado por v(*,)(s) := V(s *, _) siendo s *,, _la funcién dada por (s *, _)(z) := s*, @
para cada v € U(X). Afirmamos que ¢ = v(*,): en efecto, para s € S arbitrario consi-

Sk

derar a las funciones U(X) U(X) . Para cada v € U(X) ocurre que (s *, _)(x) :=

—_—

Ulp(s))
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s %,z :=U(p(s))(x) y por lo tanto s *, = U(¢(s)). De ahi que v(x*,)(s) == V(s*, ) =
V(U(p(s))) = ¢(s) ie, v(x,)(s) = ¢(s). De que s € S fue elegido arbitrariamente, se
sigue que esta tltima igualdad se verifica para cada s € S y en consecuencia ¢ = v (k).
Por consiguiente (X, ) = (X,v(x,)) = Ep(Tu(X,¢)) y asi el funtor X1, deja fija a

cualquier representacién. Ahora bien, si (X, ¢) N (Y,4) es un morfismo de represen-

taciones, entonces >y,(I'y/(f)) = Ly (U(f)) := V(U(f)) = f y por lo tanto el funtor 3,17,
deja fijo a cualquier morfismo de representaciones. Se concluye asi que el diagrama (9.3)
es conmutativo. De manera similar se exhibe que el siguiente diagrama entre funtores es
conmutativo:

d(S— Act)U(A))

(S — Act)(U(A)) (S —Act)(U(A))

Xy Ty

Rep(S, A)

En consecuencia, los funtores [, y > son inversos uno del otro y en particular se tiene que

Rep(S, A) = (S — Act)(U(A)). O
El siguiente Corolario es una generalizacion de la Proposicion 2.1.4.

Corolario 9.8.9. Rep(S, Set*) =2 S — Act.

Demostracion. Sea U el funtor identidad en Get*. Recordar que (S — Act)(U(Set”)) es la
subcategoria de S — Act compuesta de todas las S—acciones A para las que existe X &
Ob(Set”) tal que A = U(X) junto con los S—morfismos entre ellas. Ahora bien, esta claro
que para cada S—accién A ocurre que A = U(A) y por consiguiente (S — Act)(U(Set”)) =

S— Act. Finalmente, el isomorfismo Rep(.S, Set*) = S— Act se deduce del Teorema anterior.
]

9.9. Biacciones

A lo largo de todo el trabajo hemos considerado conjuntos para los cuales podemos hacer
accionar por la izquierda a los elementos de un monoide dado S, de tal manera que obtene-
mos a lo que hemos llamado una S—accién izquierda. Sin embargo, también puede pensarse
en hacer accionar a los elementos de un monoide por la derecha y entonces obtener lo que
se conoce como S—accién derecha. Mas precisamente se tiene la siguiente definicion.

Definicion 9.9.1. Una S—accién derecha es un par (X, *) donde X es un conjunto no vacio
y*: X xS — X es una funcion que satisface lo siguiente para cadax € X ys,t € S:

1. vxe=uw.

2. (x*xs)xt=uxx*(st)
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De igual forma que con las acciones izquierdas, prescindimos, a menos que sea necesario, de
usar la notacion z * s y en su lugar escribimos xs. También, usaremos la notacion Xg para
indicar que X es una S—accién derecha. Esta claro como tendria que ser un S—morfismo
de acciones derechas, pero atn asi se enuncia su definicion.

Definicién 9.9.2. Si A y B son S—acciones derechas, una funcion f : A — B es un
S—morfismo de acciones derechas si para cada s € S y cadaa € A, f(as) = f(a)s.

Recordar que si .S es un monoide, se define su monoide opuesto, denotado por S, de la
siguiente manera: para cada s,t € S, s -t := ts. No es dificil mostrar que S es también un
monoide. Es claro que cuando el monoide S es abeliano, entonces S = S°. En adicion, pue-
den darse ejemplos de monoides que no son isomorfos a su opuesto (véase el Ejemplo 3.7.9
del capitulo 3 de [8]). Ahora bien, toda S—accién izquierda A puede ser considerada como
una S°?—accion derecha haciendo para cada s € Sycadaa € A, a- s := sa.Y viceversa,
toda S—accion derecha puede ser considerada una S°’—accion izquierda realizando un pro-
cedimiento similar. Luego, esta claro que cuando se trata con monoides abelianos no hara
falta especificar el lado de sus acciones. Para acciones derechas, los conceptos de congruen-
cia derecha, accion cociente derecha, subaccion etc, se definen sin dificultad en analogia con
los dados para acciones izquierdas. También, podemos formar la categoria Act — S de todas
las S—acciones derechas junto con sus S—morfismos derechos y a sus respectivas subcate-
gorias (Act — S)o y Actg — S. Cabe mencionar que, salvo modificaciones pertinentes, todos
los resultados obtenidos en esta tesis son validos para acciones derechas, excepto algunos
que tienen que ver con propiedades izquierdas o derechas que se definen para monoides,
como por ejemplo, si definimos a un monoide Artiniano (Noetheriano) derecho como aquel
monoide S para el que la accién derecha Sg sea Artiniana (Noetheriana), entonces pueden
constuirse ejemplos de monoides que son Noetherianos izquierdos pero no Noetherianos
derechos.

Teorema. 9.9.3. Existen monoides que son Noetherianos izquierdos pero no Noetherianos de-
rechos.

Demostracion. Antes que nada, queda claro que para un monoide .S, una subaccién de ¢S
es un ideal izquierdo de S, mientras que una subacciéon de Sg debe ser un ideal derecho
de S. Ahora, sea X un conjunto infinito y para cada x,y € X definase xy := z. Para cada
x,y, z € X setiene que (ry)z = zy = x y por otro lado z(yz) = . Asi (zy)z = x(yz) y por
consiguiente X es un semigrupo bajo esta operaciéon. Note que de hecho, todo elemento de
este semigrupo es un cero izquierdo. Sea « tal que o ¢ X y sobre el conjunto M = X U{«}
definase a la siguiente operacion binaria:

x-y::{x i T # a.
y si T =q.

Es facil ver que con tal operaciéon M es un monoide con neutro «. De hecho, lo tnico que
se hizo fue agregarle un elemento neutro al semigrupo X. No es complicado exhibir que
M — {a} es un ideal izquierdo de M. Ahora bien, suponga que I es un ideal izquierdo de
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My sea x # « arbitrario. Como I es ideal izquierdo, para a € [ se tiene que x - a € I, pero
z-a:= x,luego x € Iy por consiguiente M —{«a} C I.De esto se desprende que los inicos
ideales izquierdos de M son M y M — {«}, y asi, las unicas subacciones de ,; M son M y
M — {a}. Por lo tanto cualquier sucesion creciente de subacciones de ,; M se estaciona y
en consecuencia p; M es Noetheriana i,e, el monoide M es Noetheriano izquierdo. Por otro
lado, sea J cualquier subconjunto no vacio de M parael que o ¢ J. Paraa € Jyx € M
arbitrarios se tiene que como a # «, entonces a -  := a € J y por lo tanto J es un ideal
derecho de M. Asi, todo subconjunto no vacio de M que no contenga a « es un ideal derecho
de M, y en particular, cualquier subconjunto no vacio de M que no contenga a o debe ser
una subaccion de Mj;. Ademas de eso, como X es un conjunto infinito, existe una sucesion
de elementos de X, digamos (z,)nen, tal que x,, # x,, sin # m. Debido a que o ¢ X,
ningln elemento de la sucesion (z,),en es igual a . Se tiene asi que

{.731} - {xlv'x?} - {1'1,1’2,.1'3} ..

es una sucesion creciente de subconjuntos de M (ninguno de los cuales contiene a ) que
no se estaciona, y por lo tanto esta es una sucesion creciente de subacciones de M), que no
se estaciona. De ahi que M), no es una acciéon Noetheriana y en consecuencia M no es un
monoide Noetheriano derecho. [

Una vez hecho todo este preambulo, se define en seguida la nocién de biaccion.

Definicion 9.9.4. Si S y T son monoides, una (S, T)—biaccién es un conjunto no vacio A
tal que A es una S—accion izquierda, Ar es una T —accion derecha y para cada s € S,
t € T ya € A severifica que (sa)t = s(at). Escribimos s Ay para indicar que A es una
(S, T)—biaccion.

Ejemplos 9.9.5. 1. Todo monoide S es una (.S, S)—biaccion, y si ademds S es abeliano,
entonces toda S—accion es una (S, S)—biaccion.

2. Sean A una S—accién izquierda y End(A) su monoide de endomorfismos. Entonces A es
una End(A)°P—accion derecha haciendo para cadaa € Ay f € End(A), af := f(a).
En efecto, note que a idy = ida(a) = a y ademas para f,g € End(A), (af)g =
fla)g = g(f(a)) = (9f)(a) = (f-g)(a) = a(f -g). Luego A es una End(A)™—accion
derecha. Mas aiin, sis € S, entonces s(af) = sf(a) = f(sa) = (sa)f y por consiguien-
te A es una (S, End(A)°P)—biaccion. (- denota la operacién en el monoide opuesto)

3. Si Ag es una S—accion derecha, denotemos por End,(A) a la coleccion de todos los
S—morfismos derechos de A en si misma. Esta claro que End,.(A) es un monoide bajo la
composicion usual. Si para cadaa € Ay f € End,(A) hacemos f xa := f(a), entonces
se prueba como en el inciso anterior que A es una End,.(A)—accion izquierda. Mas atin,
paracadaa € A, s € Sy f € End.(A) se tiene que f x (as) := f(as) = f(a)s =
(f xa)s y porlo tanto A es una (End,(A), S)—biaccion.
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Teorema. 9.9.6. Sea s Ar una (S, T)—biaccion.

1. SigB esuna S—accién, entonces Hom(A, B) (la coleccién de todos los S—morfismos de
acciones izquierdas de A en B) es una T'—accion izquierda definiendo para cadat € T
ycada f € Homg(A, B) ala funciéontf : A — B dada por (tf)(a) := f(at).

2. Si By es una T'—accion, entonces Hom(A, B) (la coleccién de todos los T'— morfismos
de acciones derechas de A en B) es una S—accion derecha definiendo para cada s € S y

cada f € Homgs(A, B) ala funcién fs: A — B dada por (fs)(a) := f(sa).

Demostracion. Solo ofrecemos la prueba del primer inciso, pues la del segundo requiere un
razonamiento similar. Sean t € T'y f € Hom(A, B) arbitrarios. Paracada s € Sya € A

se tiene que (tf)(sa) := f((sa)t) = f(s(at)) = sf(at) = s(tf)(a) y por consiguiente
tf es un S—morfismo de acciones izquierdas ie, tf € Hom(A, B). Ademas, se tiene que
(erf)(a) :== f(aer) = f(a)y en consecuencia erf = f. Ahora, para u,v € T ocurre que

(u(vf))(a) := (vf)(au) = f((au)v) = f(a(uv)) = ((uv)f)(a)y por lo tanto u(vf) =
(uv) f. De ahi que Hom(A, B) es una T'—accidn izquierda. O

Sien el Teorema 9.2.4 agregamos a la hipdtesis que cada A; esuna (.5, .S)—biaccién, entonces
la biyeccion que se garantiza pasa a ser un isomorfismo de acciones.

Teorema. 9.9.7. Sean (A;);c; una familia de (S, S)—acciones y s B una S—acciéon. Entonces

Hom(][A;, B) = [[Hom(A;, B)

i€l i€l
Donde el isomorfismo es entre S—acciones izquierdas.

Demostracion. Recordar que [[A; := |J(A;x{i}), y ademas este conjunto es una S—accién
il il
izquierda haciendo para cada s € Sy (a,j) € [[4; s(a,j) = (sa,j). Ahora bien, el
iel
conjunto [[A; también puede ser dotado de estructura de S—accién derecha haciendo
i€l
(a,j)s := (as,j). Mas aun, para cada s,t € Sy (a,j) € [[A; se tiene que s((a,j)t) =
i€l
s(at,j) = (s(at),j) = ((sa)t,j) = (sa,j)t = (s(a,j))t y por consiguiente [[A; es una
iel
(S, S)—biaccion. Luego, de acuerdo con el primer inciso del Teorema 9.9.6, el conjunto
Hom(][]A;, B) es una S—accién izquierda cuya operacion viene dada por (sf)(a,j) :=
i€l
f((a,j)s) = f(as,j) paracadas € Sy f € Hom(][Ai, B). Por otra parte, como ca-
i€l
da A; es una (5, S)—biaccién, entonces cada conjunto Hom(A;, B) es una S—accién iz-
quierda con operacién dada por (sf;)(z) := fi(xs) paracadas € Sy f; € Hom(A;, B).
Asi, puede considerarse a la S—accién producto [[ Hom(A;, B), la cual es una S—accién

i€l
izquierda. Ahora, sea I' : Hom([[A;, B) — [[Hom(A;, B) dada por I'(f) := f don-
i€l iel

de para cada j € I, f(j) := foj. En la demostracién del Teorema 9.2.4 ya se exhibid
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que I' es una biyeccion. Veremos en seguida que I' es un S—morfismo: sean s € Sy
f € Hom(][As, B) arbitrarios y considere a las funciones sf,sf : I — |JHom(A;, B).
el iel
Sij € I, entonces sf(j) y (sf)(j) son S—morfismos de A; en B. Asi, para cada a € A; se
tiene que (57(j))(a) = ((s/)7;)(@) = (s)(o5(a)) = (s£)(a,J) = f(as, }), mientras que
((s1)(1))(a) = (sf(1))(a) == f(j)(as) = (fo;)(as) = f(o;(as)) = f(as, ;). Por consi-
guiente la igualdad (sf( ))(a) = ((sf)(5))(a) se verifica para cada a € A; y asi sf(j) =
(sf)(j). De ahi que sf = sf y por consiguiente I'(sf) = sI'(F). Se desprende de esto que
I" es un isomorfismo de acciones y por lo tanto Hom([[A;, B) = [[Hom(A;, B). O

i€l i€l

9.10. Los funtores Hom(A, )

Toda S—accion g A determina un funtor de la categoria S — Act en la categoria de conjuntos,
como veremos en seguida.

Teorema. 9.10.1. Sea A una S—accion. Entonces

S — Act fHomA) et
S)( — }¥OWQL4,)()

! — I
sY — Hom(A,Y)

es un funtor, donde [* viene dada por f*(a) := fa.

Demostracion. Paracada S—accion s X se tiene quesia € Hom(A, X)), entonces id% («) :=
idxa = a'y porlo tanto idy = idgom(a,x) = idHom(a, )(x)- De ahi que Hom(A,_)(idx) =

idom(a, )(x)- Por otra parte, considere a los S—morfismos ¢.X N Y 7. ¢/ . Para
cada o € Hom(A, X) ocurre que (¢* f*)(a) = ¢*(f*(a)) = ¢*(fa) = g(fa) = (9f)a =
(9f)*(a) y por lo tanto (gf)* = g"f* ie, Hom(A, )(g9f) = Hom(A, )(g)Hom(A, )(f).

Por consiguiente Hom(A, _) es un funtor. O

Todo lo anterior puede también llevarse a cabo partiendo ahora de una S—accién derecha,
pero lo que se obtiene esta vez es un funtor de la categoria Act — S en la categoria de
conjuntos. Mas precisamente, si Ag es una S—accion, entonces Hom(A,_) : Act — S —
Get definido exactamente como en el caso anterior también es un funtor. En resumen, toda
S—accion izquierda define un funtor de S — Act en Gety toda S—accion derecha define uno
de Act — S en Get, pero jqué pasa cuando estos funtores son inducidos por una biaccién?
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Teorema. 9.10.2. Sea sAr una (S,T)—biaccion. Entonces:

1. La asociacion

S — Act Hom(A,) > T — Act
o X — Hom(A, X)
f — I
sY — Hom(A)Y)
define un funtor, donde f*(«) := fa.
2. La asociacion
Act -7 — 20D A — 3
Xr o Hom(A, X)
f L I
\ — Hom(A,Y)

define un funtor, donde f*(«) := fau

Demostracion. 1) Como gAr es una (S, T)—biaccion, del primer inciso del Teorema 9.9.6
se tiene que si ¢ X es una S—accion, entonces Hom(A, X') es una T'—accidn izquierda con
operacion dada por (ta)(a) := a(at) para cada s € Sy a € Hom(A, X). Ahora, sea
f s X —5 Y un S—morfismo. Veamos que f* : Hom(A, X) — Hom(A,Y) es un
T—morfismo (de acciones izquierdas): seant € T'y a € Hom(A, X). Para cadaa € A se
tiene que (f*(ta))(a) = (f(ta))(a) = f((ta)(a)) = f(a(at)), mientras que (¢/*(a))(a) :=
(f*(a)(at) = (fa)(at) = f(a(at)). Por consiguiente (f*(tr))(a) = (tf*(«))(a) para cada

a € Ayasi f*(ta) = tf*(c). De ahi que f* es un T'—morfismo. Lo anterior muestra que la
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asociacion
S— At — D p At
¢ X — Hom(A, X)
f — fr
sY — Hom(A)Y)

esta bien definida, en el sentido de que manda objetos y morfismos de S — Act en objetos
y morfismos de 1" — Act. La prueba de que esta asociacion es funtorial es exactamente la
misma que la hecha para el Teorema 9.10.1. Finalmente, para el segundo inciso se procede
de manera analoga. ]

A manera de sintesis, toda (S, T")—biaccioén induce un par de funtores, mas precisamente, si
sAr es una (S, T')—biaccidn, entonces se tiene lo siguiente: cuando en Hom(A, _) se hace
correr a las variables sobre S — Act, entonces se obtiene un funtor de S — Act enT'— Act, y
cuando se hace correr a las variables sobre Act —T" 1o que se obtiene es un funtor de Act — T

en Act — S.

Proposicion 9.10.3. Para cada S—accion A, el funtor Hom(A
manda S— morfismos inyectivos en funciones inyectivas.

) S — Act — Get

) —

Demostracion. Sea X S, sY un S—morfismo inyectivo y considere a la funciéon f* :
Hom(A,X) — Hom(A,Y) dada por f*(a) := fa.Sia,f € Hom(A, X) son tales que
f*(a) = f*(B), entonces fa = f[3, pero que [ sea cancelabe a la izquierda implica que
a = [y por lo tanto f* es inyectiva. O]

Esta claro que el mismo resultado se verifica para el funtor Hom(A, _) inducido por una
S—accidn derecha Ag.

Definicion 9.10.4. Decimos que el funtor F' : S — Act — Get es:

1. Rees-exacto izquierdo, si para cada sucesion Rees-exacta de S— morfismos
f g
A——B—C
con f inyectivo, se tiene que

F(f) Flg)
) —= F(B) —

F(A F(B F(C)

es una sucesion de funciones con F(f) inyectiva y Kimr(s)) = Ker(F(g)).
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2. Rees-exacto derecho, si para cada sucesion Rees-exacta de S—morfismos

Al.p 2. ¢
con g sobreyectivo, se tiene que
F(A) L p(B) M F(C)

es una sucesion de funciones con F'(g) sobreyectiva y IC;m(r(s)) = Ker(F(g)).

3. Rees-exacto, si para cada sucesion Rees-exacta de S—morfismos
f g
A——B——C
con f inyectivo y g sobreyectivo se tiene que

F(g)

FA) 2 pB) 22 F(C)

es una sucesion de funciones para la cual F(f) es inyectiva, F(g) es sobreyectiva y
Kimr(r)) = Ker(F(g)).

Los conceptos anteriores se definen sin dificultad para funtores de Act — S en Get.

A diferencia de lo que ocurre en mddulos, en el caso de las acciones, los funtores Hom(A, )
no son necesariamente exactos izquierdos.

Teorema. 9.10.5. Sea X N Y AN sZ una sucesion Rees-exacta de S—morfismos con
f inyectivo. Si im(f) # Y y ker(g) # Ay, entonces Hom(Ker(g),_) no es Rees-exacto
izquierdo.

Demostracion. Recordar que Ker(g) = {(y,y) € A x A|g(y) = g(y')}. Ahora, no es
dificil verificar que Ker(g) es una S—accion si hacemos paracadas € Sy (y,y') € Ker(g),
s(y,y') := (sy,sy’). Hagase sA := Ker(g) y suponga que im(f) # Y y ker(g) # Ay. A
manera de generar una contradiccion, supongamos que Hom(A, _) es un funtor Rees-exacto

izquierdo. Bajo este supuesto, para la sucesiéon de S—morfismos X S, Y —L= 7 se
tiene que Hom(A, X) AN Hom(A,Y) -~ Hom(A, Z) es una sucesiéon de funciones

con Ky (p+y = Ker(g*). Ahora, sean A Y las funciones dadas por u(y,y’) := yy

v(y,y") := y'. Es facil ver que u y v son S—morfismos. Mas aun, para cada (y,y’) € A :=

Ker(g) ocurre que g(u(y,y')) = g(y) = 9(y') = g(v(y,')) y por consiguiente gu = guv ie,
g*(v) = g*(v).Porlotanto (u,v) € Ker(g*) = Kimn(s+). Por otraparte, como Ker(g) # Ay,
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existe (y1,y2) € Ker(g) talque y; # yo2 y asiu(yy, y2) := y1 # y2 = v(y1, y2). Luego u # v,
pero como (u,v) € Ky (s+), entonces necesariamente sucede que (u, v) € im(f*) x im(f*)

y en consecuencia u € im(f*). Por lo tanto u = f*(h) := fh paraalgun h € Hom(A, X).
Ademas de eso, como im(f) # Y, existe yy € Y tal que yo ¢ Im(f), pero claramente
(Yo, v0) € Ker(g) = A, luego, como u = fh, entonces yo = u(yo,%0) = f(h(vo,y0)) i€,
Yo € im(f), contradiccion. Por consiguiente el funtor Hom(Ker(g),_) no es Rees-exacto
izquierdo. =

Ejemplo 9.10.6. Sea sA una S—accién y B una subacciéon propia de A con |B| > 2. Del
Ejemplo 3.3.10 se desprende que la sucesion

A
Bt g 2
B

es Rees-exacta con Ker(m) = pp := (B x B) U Ay4. Por otra parte como B < A, entonces
im(t) = B # A, y ademas, de que B tiene al menos dos elementos, se tiene que existenz,y € B
con x # vy, de tal manera que (z,y) € Ker(m) pero (z,y) ¢ Aa. Luego Ker(m) # Ay yen
consecuencia, del Teorema anterior se sigue que el funtor Hom(Ker(w),_) no es Rees-exacto
izquierdo.

Observacion 9.10.7. En el articulo On the Homological Classification of Semigroups with Lo-
cal Units (referencia [13]), los autores afirman que para cada S—accion A el funtor Hom(A, _)
siempre es exacto izquierdo, pero como acabamos de exhibir, esto no es en general verdadero.
Ellos, con el fin de tratar de mostrar que Hom(A,_) es exacto izquierdo dan un argumento

I ., / 9 .,
como el siguiente: sean s A una S—accion y sX —— gY —— ¢Z una sucesion Rees-exacta
de S—morfismos con [ inyectivo. Considerar ahora a la siguiente sucesion de funciones:

Hom(A, X) A Hom(A,Y) 7, Hom(A, Z)

Veamos que Ker(g*) C Kims+): tomense o, 3 € Hom(A,Y') tales que (o, ) € Ker(g*).
Entonces g*(a) = ¢g*(0) y en consecuencia go = g3. De ahi que para cada a € A, g(a(a)) =
g(B(a)) y porlo tanto para cadaa € A, (a(a), B(a)) € Ker(g) = Kin(s) ie, paracadaa € A
o bien (a(a), 5(a)) € im(f) x im(f) o bien a(a) = [(a). Es claro que si « = [3, entonces
(o, B) € Kip(p+). Asi, puede suponerse que oo # [3 y por consiguiente, para cada a € A,
a(a) # B(a). De esto se sigue que para cadaa € A, (a(a), B(a)) € im(f) x im(f) y asi para
cada a € A existen |,k € X tales que o(a) = f(l) y f(a) = 5(k). Observe que estos k y
deben ser unicos, pues f es inyectiva. A partir de esto se definen a las funciones p : A — X
yi: A— X comop(a) :=1sia(a) = f(l) yv(a) := k si(a) = f(k). Es facil verificar
que @ y 1) son S—morfismos. Mas atin, para cada a € A se tiene que f(¢(a)) = f(l) = a(a)
y Fb{a)) = F(k) = Bla) ie.a = fo y B = fo. Deahiquea = f*(¢) y B = ()
y en consecuencia (o, ) € im(f*) x im(f*) C Kin(s). Por lo tanto Ker(g*) C Kin(s).
Pero, ;jdonde se encuentra el error? El fallo esta en suponer que si dos funciones son distintas,
entonces sus imagenes también son distintas en cada punto i.e, el error se encuentra en la linea:
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Asi, puede suponerse que o # 3 y por consiguiente, para cada a € A, a(a) # B(a).

Es claro que si dos funciones son distintas en cada punto, entonces tales funciones son distintas,
pero que dos funciones sean diferentes no implica que estas difieran en cada punto. Por ejemplo,

f
las funciones R R dadas por f(x) := z y g(x) := 2? son distintas, pues 2 = f(2) #
g

g(2) = 4, y sin embargo hay puntos en las que ambas coinciden, como f(1) = 1 = g(1).
A pesar de que no siempre los funtores Hom(A, _) son exactos izquierdos, puede probarse
que para acciones ciclicas, el funtor Hom si resulta ser exacto izquierdo. Mas precisamente

se tiene el siguiente resultado.

Teorema. 9.10.8. Sea s A una S—accion ciclica. Entonces el funtor

S — Act o) et
s X b Hom(A, X)

! — I
SY — Hom(A, Y)

donde f*(«) := fa, es un funtor Rees-exacto izquierdo.

., Sy f g
Demostracion. Suponga que A = (w) es una S—accién ciclicay sea ¢ X —— Y ——= g7
una sucesion Rees-exacta de S—morfismos con f inyectivo. Considere ahora a la sucesion
de funciones

Hom(A, X) —L = Hom(A,Y) —~~ Hom(A, 2)
Exhibir que f* es inyectiva se hace exactamente igual que como en la demostracion del

Teorema 9.10.3. Ahora, como la sucesiéon ¢.X N Y 7. s/ es Rees-exacta, entonces
gf es una funcion constante (véase Proposicion 3.2.2). Suponga que k es el tnico valor que
toma gf y seak : A — Y la funcién constante definida por a +— k. Esta claro que pa-
ra cada @ € Hom(A, X) ocurre que (gf)a = k, pero también (g*f*)(a) = g*(f*(a)) =
g*(fa) = g(fa) = (gf)a = k. Por lo tanto ¢g*f* es una funcién constante y en conse-
cuencia /Cip,(p+) € Ker(g*) (véase Proposicion 3.2.3). Ahora, sean u,v € Hom(A,Y') tales
que g*(u) = g*(v) i,e, sea (u,v) € Ker(g*). Entonces gu = gv y asi para cada a € A,
g(u(a)) = g(v(a)). De ahi que para cada a € A, (u(a),v(a)) € Ker(g) = Ky ie, pa-
ra cada a € A ocurre que o bien (u(a),v(a)) € im(f) x im(f) o bien u(a) = v(a). En
particular, para a = w se tienen los dos siguientes casos posibles:
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L (u(w),v(w)) € im(f) x im(f)

En el segundo caso, el tercer inciso del Lema 6.1.2 impica que © = v y en consecuencia
(u,v) € Kim(+). En el primer caso, existen [,k € X tales que u(w) = f(I) y v(w) =
¢
f(k). Observe que k y [ son unicos, pues f es inyectiva. Sean A____ X las funciones
Y
dadas por p(sw) = sly ¢(sw) := sk. Note que si s,t € S son tales que sw = tw,
entonces su(w) = tu(w) y en consecuencia sf(l) = tf(l), de donde f(sl) = f(tl), y al
ser [ inyectiva se desprende que sl = tl. Luego ¢ esta bien definida. De manera similar
se verifica que 1) también esta bien definida. Ahora bien, no es dificil ver que ¢ y 1 son
S—morfismos. Mas aun, se tiene que f(p(w)) = f(I) = w(w) y f(Y(w)) = f(k) = v(w),
de manera que el tercer inciso del Lema 6.1.2 impica que u = fp y v = f1). De ahi que
u = f*(¢) yv = f*() y en consecuencia (u,v) € im(f*) x im(f*) C Kipn(s~). Por
lo tanto Ker(g*) C Kip(s+). Concluimos asi que Ker(g*) = Kip(s+) y por consiguiente
Hom(A, _) es Rees-exacto izquierdo. O

9.11. S-Act no es una categoria abeliana

Para cada anillo unitario R siempre se tiene que la categoria R—mod compuesta de todos
los R—moédulos izquierdos forma una categoria abeliana. En contraste, dado un monoide S,
en esta seccion se exhibira que la categoria S — Act no es abeliana y que en general S — Act,
tampoco lo es.

Definicién 9.11.1. Dada una categoria A se dice que:

1. T € Ob(A) es un objeto inicial si para cada A € Ob(A) el conjunto Hom(I, A) es no
vacio y contiene exactamente un elemento.

2. F € Ob(.A) es un objeto terminal si para cada A € Ob(A) el conjunto Hom(A,F) es
no vacio y contiene exactamente un elemento.

3. O € Ob(A) es un objeto cero si O es a la vez un objeto inicial y terminal.

Lema 9.11.2. Para cada S—accion A existe una S—accion B y un par de S—morfismos

f
A B con f #g.
g

Demostracion. Sean A una S—accién arbitraria y B un conjunto con exactamente dos ele-
mentos, digamos z y y con x # y. Paracada s € S hagase sx := xy sy := y. No es dificil ver

que con esto B es una S—accion, y ademas = y y son ambos elementos cero. Considerar a las

/
funciones A B definidas por f(a) := x y g(a) := y. Observar que para cadaa € A
g
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y s € S se tiene que f(sa) := x = sx = sf(a) y en consecuencia f es un S—morfismo.
De manera similar se ve que g es un S—morfismo. Mas ain, debido a que x # ¥y se sigue
entonces que f # g. ]

Teorema. 9.11.3. 1. La categoria S — Act tiene objeto terminal pero carece de objeto ini-
cial. En consecuencia S — Act no tiene objeto cero.

2. Las categorias (S — Act)y y S — Act tienen objeto cero.

Demostracion. 1) Sea © := {0} la S—accién con un unico elemento. Si A es cualquier
S—accion, debido a que O solo tiene un elemento, la tnica funcion de A en O es la que
asocia a cada elemento de A con el Gnico elemento de ©. Ademas, claramente tal funcién
es un S—morfismo. Por consiguiente Hom(A, ©) tiene exactamente un elemento. De ahi
que O es objeto terminal de S — Act. Por otra parte, si suponemos que A; es un obje-
to inicial de S — Act, entonces por el Lema anterior existe una S—acciéon B y un par de

S—morfismos A; B con f # g, pero esto no es posible, pues al ser A; inicial el
9

conjunto Hom(A;, B) debe tener exactamente un elemento. Por lo tanto S — Act no tiene
objeto inicial.

2) Sea © := {f} la S—accidén con un nico elemento. Claramente © € (S — Act)o, y ade-
maés de la Proposicion 3.3.2 se deduce que O es objeto cero de (S — Act)y. De esto tltimo se
desprende que para cada A € (S — Act)g los conjuntos Hom(A,O) y Hom(O, A) tienen
exactamente un elemento, pero como ©cSsS-— Acto - (S — Act)o, entonces lo anterior se
verifica para cada A € S — Acty, de manera que entonces O es objeto cero de S — Acty. [

Definicion 9.11.4. Si A es una categoria con objeto cero ©, para cada A € Ob(A) denota-
remos por 0 al tnico elemento de Hom(A, ©) y también al tunico elemento de Hom(O, A).
Ademas, para cualquier otro B € Ob(.A) denotamos también por 0 a la composicion de los
morfismos A——0© —B.

Definicion 9.11.5. Sea A una categoria con objeto cero© y f : A — B un A—morfismo.
Decimos que:

1. El A—morfismo K : N — A es nicleo de f si K es igualador de los morfismos

I
A B.

0
2. El A—morfismo C' : B — D es coniicleo de f si C' es coigualador de los morfismos

.,
A B.

0
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Teorema. 9.11.6. Todo morfismo de la categoria (S — Act), tiene un niicleo y un coniicleo.
En particular esto ocurre para cada morfismo de S — Acty.

Demostracion. Se sigue de los Teoremas 3.3.14 y 3.3.15. O

Definicion 9.11.7. Se dice que una categoria A con objeto cero O es:
1. normal si todo monomorfismo es el niicleo de algun morfismo.

2. conormal si todo epimorfismo es el conticleo de algiin morfismo.

Lema 9.11.8. Sea A una categoria con objeto cero© y f : A — B un A—morfismo. Si f es
contcleo de algiin morfismo y ademas f tiene niicleo, entonces f es conticleo de su niicleo.

Demostracion. Suponga que f es conucleode h : X — Aysea K : N — A nicleo
de f. Exhibiremos que f es conucleo de K: observar primero que como K es nucleo de
f, entonces fK = 0. Ahora bien, como f es conucleo de h, entonces fh = 0, de manera
que como /K es nucleo de f, entonces existe un tnico morfismo ! que hace conmutativo al
diagrama

i,e, h = KI. Por otra parte, si ' : A — D es un morfismo tal que FFK = 0, entonces
Fh=F(Kl)=(FK)l =0l =01ie, FF/h = 0. De ahi que como f es conucleo de h se sigue
que existe un tnico morfismo g que hace conmutativo al diagrama

A
/
f )9
/
/
B
Asi, cualquier morfismo F': A — D tal que F'K = 0 se factoriza de manera Unica a través
de f. Por consiguiente f es conucleo de K. [
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Teorema. 9.11.9. La categoria S — Acty es normal.

B
Demostracion. Sean m : A — B un morfismo inyectivo en S — Actopy 7 : B — m
m
el S—morfismo canénico. Como S — Acty es cerrada bajo cocientes (véase Teorema 2.5.10),
entonces 7 es un morfismo en S — Acty. Afirmamos que m es nucleo de 7. En efecto, del
Teorema 3.3.15 se sigue que mm = (. Ahora, sea M : D — B un morfismo en S — Act tal

que M = 0. En este caso debe ocurrir que para cada x € D, [M(x)] = m(M(x)) = m(A)

(pues m(A) es el elemento cero del cociente ) y por consiguiente M (z) € m(A) para

m(A
cada x € D. De ahi que M (D) C m(A). Asi, 1()ar)a x € D arbitrario se tiene que M(x) €
M (D) € m(A), y al ser m inyectiva, existe un unico a, € A para el que M (z) = m(a,).
Considerar a la funcién § : D — A dada por 5(z) := a,. Observar quesis € Syz € D,
entonces la igualdad M (z) = m(a,) implica que M(sx) = m(sa,) y en consecuencia
asy = Sa,. De ahi que ((sz) := a5, = sa, = sf(x) y por lo tanto /5 es un S—morfismo.
Ahora, para cada x € D se tiene que m(5(z)) = m(a,) = M(x) y por consiguiente
M = mp ie, el diagrama

D M B (9.4)

es conmutativo. Suponga que 7y es un S —morfismo tal que M = m-. Entonces para cadax €
D sucede que M (x) = m(7y(z)), pero luego la unicidad de a,, debe implicar que y(z) = a, y
por lo tanto y(x) = (z) paracadaxz € D.De ahique~y = [y asi j es el tnico S—morfismo
que hace conmutativo al diagrama (9.4). Lo anterior muestra que todo S—morfismo M tal
que mM = 0 se factoriza de manera Unica a través de m. Por consiguiente m es nucleo de
myasi S — Acty es una categoria normal. ]

Usando el mismo razonamiento que como en el Teorema anterior se exhibe que (S — Act),
también es una categoria normal. Ahora bien, a pesar de que a la luz del Teorema 9.11.9
la categoria S — Act siempre resulta ser normal, puede suceder que S — Act, no sea una
categoria conormal, como a continuacion se exhibe.

Ejemplo 9.11.10. Sea S := {2" | n € Ny} U{0}. Con la multiplicacién usual de enteros S es
un monoide con neutro 1 y con elemento cero 0. Para p = 3 considerar al conjunto Zs de enteros
médulo 3. De acuerdo a la Observacién 3.3.18, Z3 es una S—accion haciendo s[a) := [sa| para
cadas € S y[a] € Zs. Considerar al S—morfismo [ : S — Z3 dado por f(s) = s[2].
Siguiendo los detalles ofrecidos en las Observaciones 3.3.18 y 3.3.24 se desprende que f es un
S—morfismo sobreyectivo tal que Nu(f) = {0}. Mas atin, del Teorema 3.3.14 se tiene que la
inclusion Nu(f)—— .S , que denotaremos por (, es niicleo de f. Afirmamos que f no puede
ser conticleo de v. En efecto, suponga, por el contrario, que f es coniicleo de .. Bajo este supuesto,
todo S—morfismo h tal que ht = 0 debe factorizarse (de manera tinica) a través de f, pero
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como Nu(f) = {0}, entonces la inclusion Nu(f)—— S es en realidad el S—morfismo cero.
Luego, cualquier S—morfismo h con dominio S satisface que ht = 0, y en particular h = idg
satisface lo anterior, por lo que h = idg debe factorizarse (de manera tinica) a través de f ie,
existe un (tinico) S—morfismo [3 tal que el diagrama

id
g " .9
A
/
/
/
f B
/
/
L3

conmuta i,e, idg = [ f, pero esto implica que f debe ser inyectiva, lo cual es imposible, pues S
es un conjunto infinito, mientras que Zs no. Este absurdo surge de suponer que f es contcleo
de 1. Por consiguiente f no es conticleo de su nicleo v. Usando al morfismo f podemos exhibir
que S — Acty no es una categoria conormal. En efecto, suponga que S — Acty es conormal.
Entonces el S—morfismo sobreyectivo f debe ser el coniicleo de algun morfismo en S — Acty,
de manera que el Lema 9.11.8 implica que [ es conticleo de su niicleo, pero como vimos, esto no
es cierto. Por lo tanto S — Acty no puede ser conormal.

Definicién 9.11.11. Se dice que una categoria A es abeliana si:

1. A tiene objeto cero.

2. Cualesquiera dos objetos de A tienen un producto y un coproducto.
3. Cualquier A—morfismo tiene un niicleo y un coniicleo.

4. A es normal.

5. A es conormal.

Observacion 9.11.12. Puede probarse, aunque no lo haremos aqui, que la lista de axiomas
que definen a una categoria abeliana A permiten definir para cada A, B € Ob(A), una iinica
estructura de grupo abeliano en el conjunto Hom(A, B) de tal suerte que la operacion en estos
grupos abelianos es bilineal con respecto de la composicion en la categoria.

Después de toda esta digresion podemos decidir si la categoria S — Act es o no una categoria
abeliana, pero de acuerdo con el primer inciso del Teorema 9.11.3 la categoria S — Act no
tiene objeto cero, por lo que S — Act no satisface el primer requisito de la Definiciéon 9.11.11.
En consecuencia S — Act no es una categoria abeliana. Ahora, para el caso de S — Act se
tiene lo siguiente: segun los Teoremas 9.11.3, 9.11.6 y 9.11.9 la categoria S — Act siempre
satisface los incisos 1, 3 y 4 de la Definicion 9.11.11, sin embargo, puede ocurrir que S — Acty
no satisfaga el quinto, pues segtn el Ejemplo 9.11.10, para el monoide S := {2" |n € Ny} U
{0} con la multiplicacién usual de enteros se tiene que la categoria S — Act( no es conormal
y en consecuencia tampoco abeliana.
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ACCIONES PROYECTIVAS

Segtin la Proposicioén 9.10.3, para cada S—acciéon A el funtor Hom(A, _) siempre manda
S—morfismos inyectivos en funciones inyectivas, pero algo asi no ocurre con los morfismos
sobreyectivos i,e, no es cierto que Hom(A, _) manda siempre S—morfismos sobreyectivos
en funciones sobreyectivas.

Ejemplo 10.0.1. Sea p > 2 un entero positivo y considere a la (Z, -)—accién Z,, con opera-

cién nla] := [na] y suponga que f : Z, — Z es un (Z,-)—morfismo arbitrario. Es facil
ver que Z, es una accion ciclica, de hecho Z, = ([1]). Asi, f quedara determinado comple-
tamente si se conoce su valor en [1]. Ahora bien, como [p| = [0] y los morfismos de acciones

mandan ceros en ceros (véase Lema 3.3.1), entonces f([p]) = 0. Por otra parte, se tiene que
f(p) = f(p[A]) = pf((1) ie f([p]) = pf([1]), de manera que pf([1]) = 0 y por consi-
guiente f([1]) = 0. De ahi que f es el morfismo cero. Se concluye asi que Hom(Z,,Z) solo
contiene al morfismo cero. Ademds de eso, no es dificil ver que Hom(Z,, Z,,) contiene al menos
dos elementos, a saber, a la identidad y al morfismo cero. Consideremos al (Z, -)—morfismo
@ 1 Z — Z, definido por (n) := [n]. Esta claro que @ es sobreyectivo, sin embargo, la

funcion Hom(Z,,Z) N Hom(Z,,Z,) dada por p*(c) := pa no puede ser sobreyectiva,
pues ello implicaria, junto con el axioma de eleccion, la existencia de una funcion inyectiva de
Hom(Z,,Z,) en Hom(Z,,Z), de donde 2 < |Hom(Z,,Z,)| < |Hom(Z,,Z)| = 1, lo cudl es
absurdo. Por consiguiente Hom(Z,,7) N Hom(Z,,Z,) no es una funcién sobreyectiva.

En particular, el funtor Hom(Z,,_) no manda (Z, -)—morfismos sobreyectivos en funciones
sobreyectivas.

A pesar de lo anterior, es posible hallar S—acciones para las cuéles el funtor Hom siempre
mande S—morfismos sobreyectivos en funciones sobreyectivas. Tales acciones recibiran el
nombre de acciones proyectivas y seran el objeto de estudio de este capitulo.
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10.1. Acciones proyectivas

Definicion 10.1.1. Se dice que una S—accién P es proyectiva si el funtor Hom(P,_) manda
S —morfismos sobreyectivos en funciones sobreyectivas.

Definicioén 10.1.2. Se dice que un S—morfismo sobreyectivo f : A — B se escinde si existe
un S—morfismog : B — A tal que fg = idp.

Como veremos a continuacioén, no resulta extrafio que las acciones proyectivas sean en reali-
dad los objetos proyectivos de la categoria S — Act.

Teorema. 10.1.3. Los siguientes enunciados son equivalentes para una S—accion P:
1. P es una S—accion proyectiva.
2. P es un objeto proyectivo de S — Act (véase Definicion 1.1.15).
3. Todo S—morfismo sobreyectivo con codominio P se escinde.

Demostracion. 1) => 2) Suponga que P es una S—accioén proyectivay seang: B — C'y
a : P — C un par de S—morfismos con g sobreyectivo. Como P es proyectiva, el funtor
Hom(P,_) manda S—morfismos sobreyectivos en funciones sobreyectivas, en particular, la
funcién Hom(P, B) -~ Hom(P,C) dada por ¢*(h) := gh es una funcion sobreyectiva.
De ahi que para & € Hom(P,C) existe § € Hom(P, B) tal que a = ¢g*(f) := g/ ie, el
diagrama

es conmutativo. Por lo tanto P es un objeto proyectivo de S — Act.

2) = 3) Suponga que P es un objeto proyectivo de S — Act yseag : B — P un
S—morfismo sobreyectivo. De que P es proyectivo, se sigue que existe un S—morfismo
que hace conmutativo al diagrama

P
v
;
v
5// idp
v
v
¥

B P
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i,e, g8 = idp. De ahi que g se escinde. Por lo tanto todo S—morfismo sobreyectivo con
codominio P se escinde.

3) = 1) Suponga que todo S—morfismo sobreyectivo con codominio P se escinde y sea

g : B — C un S—morfismo sobreyectivo. Sea Hom(P, B) —~~ Hom(P,C) la funcién

dada por g*(h) := ghy sea o« € Hom(P,C) arbitrario. Observe que el conjunto E :=
{(p,b) € P x B|a(p) = g(b)} es no vacio, pues para p € P cualquiera se tiene que
a(p) € C, de manera que como ¢ es sobreyectiva, entonces existe b € B tal que a(p) = g(b)
y por consiguiente (p,b) € E. De ahi que E es no vacio. Asi, del Teorema 9.4.1 se sigue que
existen S—morfismos u y v tales que el diagrama

E = P (10.1)
B C

g

es un diagrama pullback. Més atn, el S—morfismo u viene dado por u(p, b) := p. Ahora bien,
u es sobreyectivo, pues como g es sobreyectivo, entonces para cada p € P existe b € B tal
que a(p) = g(b), luego el par (p,b) pertenece a E y es tal que u(p,b) = p. Por lo tanto
u es sobreyectiva. Asi, como todo S—morfismo sobreyectivo con codominio P se escinde,
para el S—morfismo sobreyectivo u : E — P existe un S—morfismo ¢ : P — [E tal que
ue = idp. Por otra parte, como el diagrama (10.1) es un pullback, entonces au = gv, de
manera que que = gue y por consiguiente o = g(ve). De ahi que o = g*(ve) y por lo tanto
g* es sobreyectiva. Se concluye que el funtor Hom (P, _) manda S—morfismos sobreyectivos
en funciones sobreyectivas y por lo tanto P es una S—accioén proyectiva. [l

Dos consecuencias de este Teorema son los siguientes resultados.

Corolario 10.1.4. Toda S—accion libre es proyectiva.

Demostracién. Considere a la categoria concreta (S — Act,U) donde U : S — Act — Get
es el funtor olvidadizo. Como la S—accién libre S es un objeto libre sobre el conjunto X,
de que U manda epimorfismos en epimorfismos y del Teorema 1.1.17 se desprende que SX)
es un objeto proyectivo de S — Act i,e, S™X) es una S—accién proyectiva. ]

Corolario 10.1.5. Toda S—accion proyectiva es isomorfa a una subaccion de una S—accion

libre.

Demostracion. Sea P una S—accion proyectiva. Del Teorema 7.1.18 se tiene que existe un
conjunto X y un S—mofismo sobreyectivo ¢ : S&X) — P. Por el tercer inciso del Teorema
10.1.3 concluimos que el S—morfismo sobreyectivo ¢ se escinde y por lo tanto existe un
S—morfismo 1) : P — S™) tal que 1) = idp. En particular v debe ser inyectivo y en
consecuencia P = im(y) < S, O

167



CAPITULO 10. ACCIONES PROYECTIVAS

Sobre cierto tipo de monoides ocurre que accién proyectiva es lo mismo que accion libre.

Teorema. 10.1.6. Si S es un monoide cancelativo derecho y de ideales principales izquier-
dos, entonces la clase de todas las S—acciones proyectivas coincide con la clase de todas las
S—acciones libres.

Demostracion. Sea § la clase de todas las S—acciones libres y sea B3 la clase de todas las
S—acciones proyectivas. Segun el Corolario 10.1.4 se tiene que § C ‘B. Ahora bien, sea
P € B ie, sea P una S—accion proyectiva. De acuerdo al Corolario 10.1.5, existen una
S—accién libre S y A < S&) tales que P =2 A. Por otro lado, del Teorema 7.2.2 se
desprende que A es una S—accidn libre y por consiguiente P es libre. Asi P € § y en
consecuencia § = ‘L. [

El Corolario 10.1.4 muestra que siempre existen acciones que son proyectivas, sin embargo,
no toda accion lo es, pues de acuerdo con el Ejemplo 10.0.1, la (Z, -)—accién Z, no puede
ser proyectiva.

Teorema. 10.1.7. Si P es una S—accion proyectiva y P = (), entonces () es proyectiva.

Demostracion. Suponga que P es una S—accion proyectiva y sea v : P — () un iso-
morfismo. Veamos que todo S—morfismo sobreyectivo con codominio () se escinde: sea
g : B — @ un S—morfismo sobreyectivo arbitrario. Observe que el S—morfismo com-

-1
posiciéon B —2-Q PP es sobreyectivo, y como P es proyectiva, entonces existe un
S—morfismo y : P — B tal que ¥~ 'gy = idp, de donde gy = ¥ y asi g(y9~') = idg. Por
lo tanto g se escinde y asi todo S—morfismo sobreyectivo con codominio () se escinde. Por
consiguiente () es proyectiva. ]

A continuacion se establece un criterio para decidir cuando una accidn ciclica es proyectiva,
pero antes se necesita un resultado previo. Se recomienda revisar la Definiciéon 1.2.14 y la
Proposicion 1.2.21.

Lema 10.1.8. Si v € E(S), entonces el ideal izquierdo S« es una S—accioén proyectiva.

Demostracion. Mostraremos que todo S—morfismo sobreyectivo con codominio S« se es-
cinde. Asi, sea g : B — Sa un S—morfismo sobreyectivo. Para o € Sa existe by €

B tal que o = g(by). Considerar al S—morfismo composiciéon Sa—— S . B con
f(s) = sby. Se tiene que g(f(t(a))) = g(f(a)) = glaby) = ag(by) = a® = « ie,
g(f(t(a))) = idga(c). Asi, del tercer inciso del Lema 6.1.2 se deduce que g(fi) = idg,
y por consiguiente g se escinde. En consecuencia todo S—morfismo sobreyectivo con codo-
minio Sa se escinde y por lo tanto Sa es una S—accion proyectiva. [l
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Teorema. 10.1.9. Los siguientes enunciados son equivalentes para la S—accion ciclica (w):
1. (w) es proyectiva.
2. Existe un S—morfismo inyectivo ¢ : (w) — S tal que w = p(w)w.
3. Existe « € E(S) tal que (w) = Sa.

Demostracion. 1) = 2) Suponga que (w) es proyectivaysea f : S — (w) el S—morfismo
dado por f(s) := sw. Esta claro que f es sobreyectivo, luego, al ser (w) proyectiva se sigue
que existe un S—morfismo ¢ que hace conmutativo al diagrama

ie, f = idy,. De ahi que ¢ es inyectivo y ademas w = f(p(w)) := p(w)w.

2) = 3) Suponga que existe un S—morfismo inyectivo ¢ : (w) — S tal que w = p(w)w.
De que ¢ es inyectivo se sigue que (w) = im(yp) < S. Por otro lado, como las subacciones
de ¢S son los ideales izquierdos de S, entonces im () es un ideal izquierdo de S. Méas ain,
el isomorfismo (w) = im(p) implica que im(y) es ciclica, de hecho im(¢) = (p(w)) (véase
Lema 6.1.2). De ahi que im(¢) = S¢(w) ie, im(p) es el ideal izquierdo de S generado
por p(w). Finalmente, veamos que ¢(w) es un idempotente de S: se tiene que p(w)* =
o(w)p(w) = p(p(w)w) = p(w) ie, p(w)? = p(w). Por consiguiente p(w) € E(S).

3) = 1) Suponga que existe o € E(5) tal que (w) = Sa. Del Lema 10.1.8 se sigue que Sa
es una S—accioén proyectiva, de manera que el Teorema 10.1.7 garantiza que (w) también
es proyectiva. 0

Corolario 10.1.10. Si v € E(S), entonces el funtor

S — Act fHoma) et
X — Hom(Sa, X)

f — I
Y — Hom(Sa,Y)

donde f*(h) := fh, es un funtor Rees-exacto.
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Demostracion. Sea
xtl.y 9.7

una sucesion Rees-exacta de S—morfismos con f inyectivo y g sobreyectivo. Puesto que
Sa es ciclica, del Teorema 9.10.8 se sigue que Hom/(S«a, _) es Rees-exacto izquierdo y por
lo tanto la sucesion de funciones

Hom(Sa, X) L. Hom(Sa,Y) o, Hom(Sa, Z)

es tal que Ker(g*) = Kin(s+) con f* inyectiva. Ahora bien, como @ € F(S), entonces S
es proyectiva y por lo tanto Hom(Sa,_) manda S—morfismos sobreyectivos en funciones
sobreyectivas, de donde en particular g* es sobreyectiva y por consiguiente Hom(Sa, _) es
Rees-exacto. 0

El Lema 10.1.8 afirma que todo ideal principal generado por un idempotente debe ser una
accion proyectiva. A continuacién, exhibiremos una especie de reciproco de este resultado.
Maés precisamente, mostraremos que un ideal proyectivo e inescindible debe ser isomorfo a
un ideal principal generado por un idempotente.

Teorema. 10.1.11. Los siguientes enunciados son equivalentes para I un ideal izquierdo ines-

cindible de S':
1. Existe o« € E(S) tal que I = Sa.
2. I es una S—accion proyectiva.

Demostracion. 1) = 2) Si I = S« para algiin a € E(S), entonces del Lema 10.1.8 y del
Teorema 10.1.7 se sigue que / es proyectiva.

2) = 1) Suponga que [ es un ideal proyectivo e inescindible (véase Definicién 5.0.1).
Del Teorema 7.1.18 se tiene que existe un conjunto X y un S—mofismo sobreyectivo ¢ :
SX) — I. Ahora, puesto que I es proyectivo, del tercer inciso del Teorema 10.1.3 conclui-
mos que el S—morfismo sobreyectivo ¢ se escinde y por lo tanto existe un S—morfismo
Y I — S™) tal que 1) = id;. En particular 1 es inyectivo y asi I = im(y)) < S,

Ahora bien, de la demostracién del Teorema 10.3.3 se tiene que im(y)) = ][] I para al-
keZ
guna familia (I;)xcz de ideales izquierdos de S y algun Z C X. Por otra parte, se tiene

que [[1r := U (Ix x {k}) donde cada I x {k} es claramente una subaccién de SX)

kez kez
ie, || Ix es una union disjunta de subacciones de S (X), Asi, de que im(v)) es inescindible,
kez

pues [ lo es (véase Teorema 5.0.5), se desprende que el conjunto de indices Z solo tiene
un elemento, pues de lo contrario, im (1) podria ser expresada como unién disjunta de dos
subacciones, lo cual no es posible. Por lo tanto Z = {k} y asi im(¢) = I}, x {k}, de donde
im(1) C S x {k}. De esto tltimo se sigue que I = @(1(I)) C ¢(S x {k}) C p(SH)),
pero como ¢ es sobreyectiva, entonces I = ¢(SX)) y por consiguiente I = ¢(S x {k}).
Mas aun, observe que S x {k} = ((e, k)) i,e, S x {k} es una accidn ciclica, de manera que
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entonces I = ¢({(e, k))) = (¢(e, k)) y por lo tanto I es una S—accion ciclica. Esto ultimo
aunado a que [ es proyectivo permite deducir, usando el Teorema 10.1.9, que / = S« para
algun o € E(9). O

Corolario 10.1.12. Los siguientes enunciados son equivalentes para una S—accion inescindi-

ble P:

1. P es proyectiva.
2. P = Sa para algin o € E(S).

Demostracion. 1) = 2) Si P es proyectiva, entonces por los Teoremas 10.1.5 y 10.3.3 existe

(1) ke una familia de ideales izquierdos de S tales que P = [] Ii. Por otra parte, recuerde
kK

que [] Iy := U (g x {k}) ie, ][ Ix es una unidn ajena de S—acciones, luego, de que P
keK kEK keK

es inescindible se sigue que el conjunto de indices K solo tiene un elemento, digamos j. Asi

que [[ Iy = I; y por lo tanto P = ;. De este isomorfismo se deduce que /; es un ideal
keK

proyectivo e inescindible, de manera que el Teorema anterior implica que [; = Sa para

algiin o € E(S) y en consecuencia P = Sa.
2) = 1) Si P = Sa para algin o € E(S), entonces del Lema 10.1.8 y del Teorema 10.1.7
se sigue que [ es proyectiva. [

Teorema. 10.1.13. Sea (A;);c; una familia de S— acciones. Entonces cada A; es proyectiva si

y solo si [ [ A; es proyectiva.
i€l

Demostracion. Suponga que cada A; es proyectiva y sea { A, N [TA: } la familia que
i€l Jel
se define en el Teorema 9.2.3, 1a cual es un coproducto para (A;);c;. Ahora,seang : B — C
y a: [[A; — C dos S—morfismos con g sobreyectivo. Como cada A; es proyectiva, para
iel
cada j € [ existe un S—morfismo [3; que hace conmutativo al diagrama

A; (10.2)
/
/
/
/ g
/
/
3 /
7/ ]_[Al
/ iel
/
/
/ o
/
/
y
B C
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Ahora bien, debido a que { A, —% [TA: } es un coproducto para (A;);c;, para las fa-
iel gel
milias { A, Sy } y { A; . c } existen unicos S—morfismos ¢ y v, respecti-
jel jer
vamente, tal que para cada j € [ los diagramas

Bj Qo
j4j %Eg y /4j 4;7
/ /
/ /
gj //Lp aj //'d]
/ /
/ /
/ /
14 14

el i€l

(10.3)

son conmutativos. Ahora, usando el hecho de que el diagrama (10.2) y el primero de los dia-
gramas (10.3) sean conmutativos se desprende que para cada j € I, g5, = ao; y B; = o,
de donde (gp)o; = o, pero esto ultimo implica que tanto gy como « son S—morfismos
que hacen conmutar al segundo de los diagramas (10.3). Como esto ocurre para cada j € 1,
de la unicidad de 9 se sigue que gy = «. Asi, el diagrama

[TA

il

es conmutativo y por consiguiente |[A; es proyectiva. Y viceversa, suponga que [[A4; es
i€l iel

proyectiva y sea j € [ arbitrario. Exhibiremos que A; es proyectiva. Seang : B — C'y

a: A; — C dos S—morfismos con g sobreyectivo. Tomense 6, 05 y 0 tales que 6 ¢ A;,

0c ¢ Cybp ¢ By considere a las S—acciones A) := A; U {0}, B := B U {05}

y C° := C U {0c} definidas como en la demostraciéon del Teorema 2.5.11. Ahora, sean
§:JJA;i — A% P Ag-) — C%y ¢°: B® — (Y la funciones definidas como
i€l

N, Joa si 1=y
5(“’2)'_{9 si i 7.

ala) si a€ A
Oc st a=20.
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Es facil ver que todas ellas son S—morfismos, y ademas esta claro que también ¢° es sobre-

yectiva. Ahora, como [ [ A; es proyectiva existe un S—morfismo 5 que hace conmutativo al
i€l
diagrama

[1A

icl
/
/
/ 5
/
/
/
B
/ A0
/ j
/
/
// o
/
¥
B o

ie, g°8 = . Considere ahora al S—morfismo o; : A; — [[A; dado por o;(a) := (a, j)
iel

y observe que para cada a € A; se tiene que §(0;j(a)) = d(a,j) := ay por lo tanto do; es

la inclusion de A; en A?. A continuacién considere a la composicion de los S—morfismos

A 2 1A ° . BY. Afirmamos que im(fBo;) C B. En efecto, sea a € A; arbitrario.
i€l

Como 3(0;(a)) € B := BU{f0p}, entonces 3(c;(a)) € B obien 3(0;(a)) = 0. Suponga-
mos que B(aj(a)) = 93 En este caso ¢°((c;(a))) = ¢°(05) := b¢, pero como ¢°3 = a4,
entonces 0o = ¢°(8(o;(a))) = a®(8(0;(a))) = O(a) = af(a) i,e, a(a) = O¢. Ahora bien,
como im(«) C C, la igualdad a(a) = ¢ implica que 6 € C, lo cuél es una contradic-
cién. Por consiguiente el caso 3(0j(a)) = 6p no ocurre y asi 5(0j(a)) € B. Por lo tanto
im(fo;) C B. Esto ultimo permite considerar al S—morfismo 5o, como un S—morfismo
de A; en B. Considere al diagrama

Aj
/
/
Boj 7 N
7/
7/
7/
¥

B C
Para cada a € A; se tiene que como (3(c;(a)) € B, entonces g(8(cj(a))) = ¢°(8(0;(a))) =
a®(6(c;(a))) = a’(a) := a(a) y asi g(8o;) = «. Por lo tanto el diagrama anterior es
conmutativo y en consecuencia A; es proyectiva. 0

Haciendo uso de algunos de los resultados anteriores es que podemos describir comple-
tamente a todas las S—acciones proyectivas. En concreto, tenemos el siguiente resultado
debido a U. Knauer.
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Teorema. 10.1.14. Una S—accion P es proyectiva si y solo si existe (a;);c; C E(S) tal que
P= HSOQ
i€l

Demostracion. Suponga que P es una S—accion proyectiva. Por el Teorema 5.1.1 existe una
coleccion (P;);c; de subacciones inescindibles de P y disjuntas por pares tales que P =
|J P;- De que esta union es disjunta se sigue que para cada p € P existe un tnico 4, € [
el

tal que p € P, . Ahora bien, esta claro que la funciéon P — [[P; dada por p — (p,1i,) es

el
una biyeccion. Mas aun, no es dificil ver que también es un S—morfismo. Por consiguiente
P = J]P,. Asi, como P es proyectiva, del Teorema 10.1.13 se desprende que cada P; es
iel

proyectiva y ademas inescindible, de tal manera que el Teorema 10.1.12 implica que para
cada i € [ existe o; € E(95) tal que P; = Sa; y por consiguiente P = [[Sc;. Finalmente,

icl
si existe (;)icr C E(S) tal que P = [[Sa;, entonces del Lema 10.1.8 y los Teoremas 10.1.7
iel
y 10.1.13 se deduce que P es proyectiva. ]

Corolario 10.1.15. Si S es un monoide con exactamente un idempotente, entonces la clase de
todas las S—acciones libres coincide con la clase de todas las S—acciones proyectivas.

Demostracion. Sean § y ‘P la clase de todas las S—acciones libres y la clase de todas las
S —acciones proyectivas, respectivamente. Del Teorema 10.1.4 se sigue que § C ‘B. Ahora
bien, sea P una S—accion proyectiva. Por el Teorema anterior, existe una coleccion (o )icr

de idempotentes de S tales que P = [ Say, pero como S solo tiene un idempotente, el cual
iel
tiene que ser el neutro, entonces para cada 7 € I se tiene que a; = e. Asi Soy; = Se = S

y por lo tanto P = [[.S, pero como S es libre, entonces el Corolario 7.3.4 implica que [[S
iel i€l
también es libre y en consecuencia P es libre. Por lo tanto 3 C §y asi § = ‘B. [

Un resultado conocido sobre médulos afirma que dado un anillo R, un R—modulo P es
proyectivo si y solo si toda sucesién exacta de R—modulos

0—sA-t.op 9. p__ .

se escinde. Sin embargo, un hecho anélogo a este no puede ser replicado para el caso de los
monoides y sus acciones. Recordar que una sucesion Rees-exacta de S—morfismos

At.p 2. p (10.4)

con f inyectiva y g sobreyectiva se escinde a la derecha si hay un S—morfismo g : P — B
tal que gf = idp. Del tercer inciso del Teorema 10.1.3 se sigue que si en una sucesion como
la (10.4) P es una S—accion proyectiva, entonces tal sucesion se escinde a la derecha. Sin
embargo, pueden construirse acciones P tal que toda sucesiéon como la (10.4) se escinde a la
derecha y que a pesar de eso P no es proyectiva. A continuacién ofrecemos un ejemplo de
esto.
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Ejemplo 10.1.16. Sea S el monoide de la Observacion 3.3.18. De acuerdo a los detalles ahi
establecidos, para p = 3 se tiene que el conjunto Z3 de enteros modulo 3 es una S—accion cuya
operacioén viene dada por s[a] := [sa]. Mas aiin, [0] € Zs es el dinico elemento cero de Z3 y
ademas Zs = ([1]), pues [0] = 0[1], [1] = 1[1] y [2] = 2[1]. Ahora bien, observe que como los
elementos de S son o el cero o potencias de 2, para s € S se tiene que

<~ 3]s
— s5s=0

Sea A—L-p—2. Zs3 una sucesion Rees- exacta de S—morfismos con f inyectivo y g sobre-
yectivo. De la Proposicion 3.2.2 se tiene que g f es una funcion constante, de manera que para
x € A fijo se tiene que para cada s € S, g(f(x)) = g(f(sx)) = sg(f(x)) y en consecuencia
g(f(x)) es elemento cero de Zs, pero entonces la unicidad de [0] garantiza que g(f(z)) = [0].
Por consiguiente para cada x € A, g(f(z)) = [0]. Ahora bien, de que g es sobreyectiva se sigue
que [1] = g(by) para algin by € B. Considere al diagrama

Ls
/
7/
7/
6/ 7 idz,
/
7/
%
A 7 B 7 Zs

donde (3 es la funciéon dada por B(s[1]) := sby para cada s € S. Si s,t € S son tales que
s[1] = t[1], entonces sg(by) = tg(boy) y por lo tanto g(sby) = g(tby). De ahi que (sby,tby) €
Ker(g) = Kin(y) ¥ asi sbo, thy € im(f) o bien sby = tby. Si ocurre que sby, tby € im(f),
entonces puede escribirse sby = f(x) ytby = f(y) para algunos x,y € A. Luego entonces
s[1] = sg(bo) = g(sbo) = g(f(x)) = [0] i,e, s[1] = [0]. De manera similar se ve que t[1] = [0].
Asi s[1] = [0] = t[1] y por consiguiente s = 0 = t. En consecuencia sby = tby. Por lo tanto la
igualdad s[1] = t[1] siempre implica que sby = tby y por consiguiente (3 esta bien definida. Mas
atn, es facil ver que [3 es un S—morfismo. Ademas de eso se tiene que g(B([1])) = g(bo) = [1] =
idz,([1]), de manera que el tercer inciso del Lema 6.1.2 implica que g3 = idg, y por lo tanto

la sucesion A— =B~ Zs se escinde a la derecha. Este argumento exhibe que cualquier

sucesion Rees- exacta de S—morfismos A J.pg Zs3 con f inyectivo y g sobreyectivo se
escinde a la derecha. Finalmente, note que Zs no es una S—accion proyectiva, pues de ser asi,
como Zj es ciclica, el Teorema 10.1.9 implicaria que existe «« € F(S) tal que Z3 = S«a. Ahora
bien, esta claro que para el monoide S se tiene que F(S) = {0,1}. Sia = 1, entonces Sav = S
yasiZs = S, pero esto no es posible, pues S es infinito mientras que Z3 no. Luego debe ser que
a = 0, pero en este caso Sa = S0 = {0}, de manera que Z3 = {0}, lo cual es absurdo. Por lo
tanto Z3 no es una S—accion proyectiva.
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Se concluye esta seccién con un resultado que relaciona acciones Hopfianas, Cohopfianas y
proyectivas (véase Definicion 6.5.6).

Teorema. 10.1.17. Si P es una S—accion Cohopfiana y proyectiva, entonces P es Hopfiana.

Demostracion. Suponga que P es una S—accion Cohopfiana y proyectiva. Ahora, tomese
g : P — P un S—morfismo sobreyectivo arbitrario. Como P es proyectiva, del Teorema
10.1.3 se sigue que existe un S—morfismo 3 : P — P tal que g8 = idp. De ahi que en
particular 3 es inyectivo, y como P es Cohopfiana, entonces /3 es un isomorfismo. Esta claro
que el inverso de 3, 37!, también es un isomorfismo, y ademas la igualdad g3 = idp implica
que g = 371 Por lo tanto g es un isomorfismo y en consecuencia P es Hopfiana. O]

10.2. Otros criterios de proyectividad

Recordar que una S—acciéon P es proyectiva si y solo si es un objeto proyectivo de la ca-
tegoria S — Act ie, si para cada par de S—morfismos g : B — Cya: P — Ccong
sobreyectivo existe un S—morfismo 3 que hace conmutativo al diagrama

P (10.5)

Con el fin de verificar si una S—accion es proyectiva, bastara con verificar que la condicién

de levantamiento en el diagrama (10.5) se satisface solo para S—morfismos ¢ de la forma

m: A — — con p una S—congruencia en A.
p

Teorema. 10.2.1. Los siguientes enunciados son equivalentes para una S—accion P:

1. P es proyectiva.

B
2. Para cada S—accion B, cada S—congruencia p de B y cada S—morfismoa : P —» —
p
existe un S—morfismo 3 que hace conmutativo al diagrama
P
/
/
/
g, 7 o
/7
/
’ B
%
B — —
p
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donde T es el S—morfismo canénico.

Demostracion. 1) = 2) Es inmediato.
2)=1)Seang: B — Cya: P — C dos S—morfismos con g sobreyectivo. Por el
Teorema 3.1.1 existe un tinico S—morfismo g que hace conmutativo al triangulo

B g C

Ker(g)

i,e, g = gm. Mas aun, como g es sobreyectiva, entonces g debe ser un isomorfismo. Sea £ el
inverso de g. De acuerdo a la hipdtesis, existe un S—morfismo /5 que hace conmutativo al
diagrama

P
/
/
/
/ «
/
/
/
B/ ¢
/
/
/
/
, k
/
/
y B
B
™ Ker(g)
ie, 8 = ka. De ahi que (g7)S = (gk)a y por lo tanto gf = «. Asi el diagrama
P
7/
7/
8.7 |
/
/
7/
¥
B 5 C
es conmutativo y por consiguiente P es proyectiva. [

Corolario 10.2.2. Suponga que BB es una clase de S—acciones tal que para cada S—accion A
existe un S—morfismo inyectivo m : A — B con B € B. Entonces los siguientes enunciados
son equivalentes para una S—accion P:

1. P es proyectiva.
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2. Para cada par de S—morfismosg : B — C'y a : P — C con g sobreyectivo y
B € B, existe un S—morfismo [3 que hace conmutativo al diagrama

Demostracién. 1) = 2) Es inmediato.
A
2) = 1) Sean A una S—accidn, puna S—congruenciaen Ay o : P — — un S—morfismo

arbitrario. Por hipoétesis, para A existe un S—morfismo inyectivom : A — B con B € B.
Definase p,, := m(p) U Ap donde m(p) := {(m(a),m(a’))|(a,a’) € p}. Usando el hecho
de que p es una S—congruencia en A se verifica sin dificultad que p,,, es una S—congruencia

en B. Denotemos por [a], y [b] a los elementos de — y — respectivamente, y considere al
diagrama de S—morfismos "

n A

A - —

p

m 0

B

B — —

Pm
con my(a) = [al,, w(b) := [b] y §([a],) := [m(a)]. No es dificil ver que 0 esta bien de-
finida, pues para cada (a,a’) € p esta claro que (m(a),m(a’)) € p,,. Mas adn, para ca-
da a € A se tiene que §(m,(a)) = d([a],) = [m(a)] = m(m(a)) y por consiguiente
dm, = mm. Ademas de eso, notar que si [a],, [a'], € — son tales que [m(a)] = [m(a’)],

entonces (m(a), m(a’)) € p,, y por lo tanto (m(a),m(a’)) € m(p) o bien m(a) = m(a’).
En el primer caso la inyectividad de m permite deducir que (a,a’) € p y por consiguiente
la], = [d] - En el segundo caso, de nuevo, usando la inyectividad de m se deduce que a = a’
y en consecuencia [a], = [a'],. En ambos casos se desprende que [a], = [a], y asi J es
inyectiva. Ahora bien, como B € By 7 es sobreyectivo, de la hipotesis se sigue que existe
un S—morfismo 3 que hace conmutativo al diagrama
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P
/
/
/
/ «
/
/
/
B/ A
) £
/ P
/
/
/ B
/
/
/
4 B
B — —
Pm

A
ie, 73 = da. Seap € P arbitrario. Como «(p) € —, entonces a(p) = [a], paraalgin a € A.

Asi la igualdad 75 = da implica que [3(p)] = n(B(p)) = d(a(p)) = ([al,) = [m(a)] Le,
[B(p)] = [m(a)]. De ahi que (8(p),m(a)) € pm y en consecuencia (5(p), m(a)) € m(p) o
bien 5(p) = m(a). De acuerdo con la definiciéon de m(p), no es dificil ver que ambos casos
implican que (p) € im(m). Por consiguiente im(3) C im(m). Esto dltimo junto con la
inyectividad de m permite concluir que para cada p € P existe un tnico elemento de A,
digamos a,, tal que 3(p) = m(a,). A partir de esto se define a la funcién B:P — A
como 3(p) := a,. Es facil ver que 3 es un S—morfismo. Veamos que el siguiente diagrama
es conmutativo:

P
/
/
/

8,7 N

/

7
» A
A _ —
o
Tomese p € P arbitrario. Como (p) = m(ay), de las igualdades 7 = da y ém, = mm se

sigue que 3(a(p)) = m(8(p)) = 7(m(ay)) = 3(my(a,) e, 3(a(p)) = 3(,(a,)). luego la in-
yectividad de § implica que a(p) = 7,(a,) = 7,(B(p)) y por consiguiente a = 7,/3. De todo
lo anterior se sigue que P satisface el segundo inciso del Teorema 10.2.1 y en consecuencia
P es proyectiva. ]

Se puede mostrar que la clase de todas las S—acciones inyectivas, que son el concepto dual
de las proyectivas, satisface las condiciones del Corolario anterior, de tal manera que este
resultado permite establecer una conexion entre las acciones proyectivas e inyectivas.
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10.3. Monoides hereditarios

Se dice que un anillo R es hereditario izquierdo si todo ideal izquierdo de R es un R—mddulo
proyectivo. De hecho, puede probarse que el anillo R es hereditario izquierdo si y solo si
todo submédulo de un R—modulo proyectivo es proyectivo. Con base en estas ideas, a con-
tinuacion definiremos el concepto de monoide hereditario y probaremos algunos resultados
analogos a los existentes para anillos hereditarios y sus médulos.

Definicion 10.3.1. Se dice que un monoide S es hereditario izquierdo si todo ideal izquierdo
de S es una S—accion proyectiva.

De manera similar se define la nocién de monoide hereditario derecho.

Ejemplos 10.3.2. 1. Todo grupo G es un monoide hereditario izquierdo. En efecto, el iinico
ideal izquierdo de G es el propio GG, y ademas como G = Ge, entonces G es un ideal
generado por un idempotente, de manera que el Lema 10.1.8 garantiza que G es una
G —accion proyectiva. Luego G es hereditario izquierdo.

2. Sea B el monoide biciclico definido en el quinto de los Ejemplos 6.3. De acuerdo a la
Proposicién 10.0.7. de [8], todo ideal izquierdo de B es de la forma I, :== ((n,n)) con
n € Ny. Mas aun, la Proposicion 10.0.4. de [8] afirma que los idempotentes de B son
todos los pares (n,n) con n € Ny. Asi, cualquier ideal izquierdo de B es generado por
un idempotente, de manera que del Lema 10.1.8 se sigue que todo ideal izquierdo de B es
una B—accion proyectiva y por consiguiente B es un monoide hereditario izquierdo.

Un hecho referente a anillos hereditarios, y atribuido a I. Kaplansky, versa que sobre un
anillo hereditario R todo submédulo de un R—mddulo libre es isomorfo a una suma directa
de ideales de R (véase el Teorema 2.8.1 de [1]), sin embargo, este resultado permanece cierto
para acciones a pesar de que el monoide S no sea hereditario. Mas precisamente se tiene el
siguiente resultado, el cual ofrece una caracterizacion completa de todas las subacciones de
una accioén libre.

Teorema. 10.3.3. Toda subaccion de una S—accion libre es suma directa de ideales izquierdos

de S.

Demostraciéon. Como toda S—accién libre es, hasta isomorfismo, una de la forma S basta-

ra con realizar la prueba para este tipo de acciones. Sea A una subaccién de S*). De acuerdo

con la Observacién 7.1.5, se tiene que si para cada x € X se define S := S x {z}, entonces

SK) = |JS® con S@®NSW =fPsix#y Deahique A=ANSH =An | S® =
zeX xeX

U (AN S@®). Siparacadaz € X definimos Az := AN S, entonces la igualdad anterior
reX
toma la forma A = |J Ax. Ahora, para Z := {x € X | Ax # 0}, es claro que A = |J Ax.

zeX T€”Z
Observe que siz € Zy (s,y) € Az := AN S@, entonces (s,y) € S@ = S x {2}y
por lo tanto y = z. De lo anterior se sigue que Az = {(s,z)|(s,z) € A}. Veamos ahora
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que para cada x € Z el conjunto I, := {s € S| (s,z) € A} es un ideal izquierdo de S: en
efecto, como = € Z, entonces Ax = {(s,z)|(s,z) € A} es no vacio y por consiguiente
I, es no vacio. Asi, paraa € I,y s € S arbitrarios se tiene que (a,x) € Ay en conse-
cuencia s(a,z) = (sa,x) € A. De ahi que sa € I,y por lo tanto I, es un ideal izquierdo
de S. Veamos que para cada © € Z ocurre que Ax = [, X {z}: en efecto, seax € Zy
(s,z) € I, x {z}. Entonces s € I, y por lo tanto (s,z) € A. De ahi que (s,z) € Az
y en consecuencia [, X {x} C Az. Por otra parte, si (s,z) € Az, entonces (s,z) € Ay
asi s € I,. Luego (s,x) € I, x {z} y por consiguiente Az C [, x {z}. Se tiene asi la

igualdad Az = I, x {z}. Ahora bien, de esto dltimo, la unién A = |J Az se reescribe
LA
como A = J (I, x {z}), pero por definicién, |J (I, x {z}) es la suma directa de la familia
z€Z r€Z
(I.)zez (véase Definicion 7.3.1), luego A = [] I,. De ahi que A es una suma directa de
r€Z

ideales izquierdos de S. O]

Corolario 10.3.4. Si S es un monoide hereditario izquierdo, entonces toda subaccion de una
S—accion libre es proyectiva.

Demostracion. Suponga que S es un monoide hereditario izquierdo y sea SX) una S —accién

libre. Si A < S*), entonces del Teorema 10.3.3 se sigue que A = [] I; para alguna familia
kel
(I))rer de ideales izquierdos de S. Ahora bien, como S es un monoide hereditario izquierdo,

entonces cada [ es una S—accioén proyectiva, de manera que el Teorema 10.1.13 garantiza

que A = [] Ix es una S—accion proyectiva. U
kel

Teorema. 10.3.5. Los siguientes enunciados son equivalentes para un monoide S':
1. S es hereditario izquierdo.
2. Toda subaccion de una S—accion proyectiva es proyectiva.

Demostraciéon. 1) = 2) Suponga que S es hereditario izquierdo y sean ) < P con P
una S—accion proyectiva. Como P es proyectiva, entonces del Corolario 10.1.5 se tiene que
existe un S—morfismo inyectivo m : P — S*) para alguna S—accion libre S*). Sea § el

S—morfismo composicién Q- P —"> SX) Como este morfismo es inyectivo, enton-

ces Q = im(§) con im(8) subaccion de S¢X). Ahora bien, como S es hereditario izquierdo,
entonces del Corolario 10.3.4 se desprende que im(J) es proyectiva y por consiguiente ()
también es proyectiva. De ahi que toda subaccién de una S —accioén proyectiva es proyecti-
va.

2) = 1) Suponga que toda subaccion de una S—accidn proyectiva es proyectiva. De que
$S es proyectiva, pues es libre, se sigue que toda subaccion de ¢S es proyectiva, pero las
subacciones de ¢S son precisamente los ideales izquierdos de S. De ahi que .S es un monoide
hereditario izquierdo. [
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10.4. Cubiertas proyectivas y monoides perfectos

Definicién 10.4.1. Si A es una categoria, se dice que un A—epimorfismo f : A — B es
un epimorfismo superfluo (o coescencial) si para cada A—morfismoh : X — A, que fh sea
epimorfismo implica que h es epimorfismo.

Lema 10.4.2. Sea A una categoria.

1. Todo A—isomorfismo es un epimorfismo superfluo.

2.5 A—LoB-2-C son epimorfismos superfluos, entonces gf es un epimorfismo su-
perfluo.

Demostracion. 1) Suponga que f : A — B es un isomorfismo y sea h : X — A
un A—morfismo tal que fh es un epimorfismo. Como f~! es un epimorfismo, entonces
f7Y(fh) = h es un epimorfismo y por lo tanto f es un epimorfismo superfluo.

2)Sean A J.p ¢ epimorfismos superfluos y tomese h : X — Aun . A—morfismo
tal que (g f)h es un epimorfismo. Como (g f)h = g(fh) y g es epimorfismo superfluo, enton-
ces fh es epimorfismo, y asi al ser f epimorfismo superfluo se sigue que /h es epimorfismo.
Por consiguiente g f es un epimorfismo superfluo. [

En seguida se determinan a los epimorfismos superfluos de la categoria S — Act.

Teorema. 10.4.3. Los siguientes enunciados son equivalentes para un S— morfismo sobreyec-
tivof: A— B:

1. f es un epimorfismo superfluo en S — Act.

2. Para cada subaccion propia C' de A el S—morfismo composicion C—— A . B no
es sobreyectivo, o lo que es lo mismo B # f(C').

Demostracion. 1) = 2) Suponga que f es un epimorfismo superfluo en S — Act y sea C'

una subaccion propia de A. Sea d la composiciéon de los S—morfismos C—— A .B

y suponga, a modo de obtener un absurdo, que § := fi es sobreyectivo. Que f sea un
epimorfismo superfluo implica entonces que la inclusion C—— A es sobreyectiva, pero
esto no es posible, pues C' # A. Por consiguiente ¢ := f¢ no es sobreyectivo.

2) = 1) Suponga que para cada subaccion propia C' de A el S—morfismo composicién

AL+ B noes sobreyectivo. Tomese h : X — A un S—morfismo tal que fh
es sobreyectivo. Si h no fuése sobreyectivo, entonces im(h) es una subacciéon propia de

A, de manera que asi la composiciéon de los S—morfismos im(h)—— A . B noes
sobreyectiva y por lo tanto f(im(h)) # B, pero por otra parte, fh si es sobreyectivo, de
donde f(im(h)) = B, contradiccidn. Por consiguiente h es sobreyectivo y en consecuencia
f es un epimorfismo superfluo en S — Act. [l
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Definicion 10.4.4. Una cubierta proyectiva para la S—acciéon A es un par (P, ) siendo P
una S—accion proyectiva y f : P — A un S—epimorfismo superfluo.

De acuerdo al Teorema 7.1.18, toda S—accion es imagen homomorfa de una S—accion libre,
y como toda libre es proyectiva, entonces cualquier S—accién es imagen homomorfa de una
proyectiva. El siguiente resultado muestra que una cubierta proyectiva para una S—acciéon A
es, en cierto sentido, la menor aproximaciéon a A como imagen homomorfa de una S—accién
proyectiva.

Teorema. 10.4.5. Si (P, f) es una cubierta proyectiva para la S—accion A yg: Q) — Aes
un S—morfismo sobreyectivo con () proyectiva, entonces existe un S—morfismo inyectivo m
que hace conmutativo al diagrama

En particular () contiene una copia de P.

Demostracion. Como f es sobreyectivo y () es proyectiva, existe un S—morfismo h que hace
conmutar al diagrama

i,e, fh = ¢. Ahora bien, como g es sobreyectivo, entonces fh es sobreyectivo, de manera
que al ser f un epimorfismo superfluo se sigue que h : () —> P es sobreyectivo. Ahora
bien, como P es proyectivo, entonces h se escinde i,e, existe un S—morfismom : P — @)
tal que Am = idp. En particular m es inyectivo. Mas aun, la igualdad fh = g implica que
f(hm) = gm con hm = idp. Luego f = gm y por lo tanto el diagrama

es conmutativo. L]
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Corolario 10.4.6. Si (P, f) y (Q, g) son dos cubiertas proyectivas de la S—accién A, entonces
existe un isomorfismom : P — Q) tal que el diagrama

es conmutativo.

Demostracion. Por el Teorema anterior existe un S—morfismo inyectivo m : P — () tal
que el diagrama

es conmutativo i,e, gm = f, pero como f es un epimorfismo, entonces gm es epimorfismo,
de tal manera que al ser g un epimorfismo superfluo se sigue entonces que m es epimorfismo
i,e, m es sobreyectivo. De ahi que m es un isomorfismo. OJ

El Corolario anterior garantiza que cuando una S—accion tiene cubierta proyectiva, enton-
ces esta es Unica, salvo isomorfismo.

Proposicion 10.4.7. Sean A y B dos S—acciones tales que A = B. Si A tiene cubierta pro-
yectiva, entonces B tiene cubierta proyectiva.

Demostracion. Sean (P, f) una cubierta proyectiva de Ay ¢ : A — B un isomorfismo.

De acuerdo al Lema 10.4.2, la composicion de los S—morfismos P . A—*- B esun
epimorfismo superfluo. Por lo tanto el par (P, ¢ f) es una cubierta proyectiva de B. [

Proposicion 10.4.8. Sea (A;);c; una familia de S—acciones. Si cada A; tiene cubierta pro-

yectiva, entonces | [ A; tiene cubierta proyectiva.
Iel

Demostracion. Paracadai € [ sea (P, f;) una cubierta proyectiva de A; y considere a la fun-
cion f: [[ P, — [[Ai dada por f(p,i) := (fi(p),i). Es facil ver que f es un S—morfismo
iel el
y que ademas f es sobreyectiva. Ahora bien, el Teorema 10.1.13 garantiza que [ [ P; es pro-
i€l
yectiva, de manera que f es un candidato a ser cubierta proyectiva de |[A;. Para ver que
i€l
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esto es asi solo resta exhibir que f es un epimorfismo superfluo. Para tal fin, sea P una

subaccién propia de [[ P;. Observe que P = PN [[P, = PN U(P x {i}) = UX, con
icl il i€l iel

X; == PN (P, x{i}) paracadai € I.Si Z := {i € I|X; # 0}, entonces esta claro

que la unién P = |JX; se reescribe como P = |J X;. Ahora, como P # [[P, exis-

i€l i€z i€l
te (¢,7) € [IP; tal que (¢,j) ¢ P.Supongamos, a modo de obtener una contradiccion,
i€l
que [[A; = f(P). De acuerdo a que P = |J X}, la igualdad [[A; = f(P) implica que
i€l i€z i€l

[TA; = Uf(X;). Asipara f(q,7) € [[Ai existe i € Z tal que f(q,7) € f(X;), de manera
i€l i€l i€l

que puede escribirse f(q,7) = f(po,?) paraalgun (py,?) € X;. Asila definicion de f implica
que (f;(q),7) = (fi(po),?) y por consiguiente i = j. De ahi que (po, ) = (po,j) € X;. Defi-
naseY; :={p € P;|(p,j) € P}.Como (po,j) € X; :== PN(P;x{j}), entonces (py,j) € P
y asi pg € Y;. De ahi que Y; # (). Ademas no es dificil ver que Y; es una subaccion de P;.
Mas atn, no puede ocurrir que Y; = P}, pues de ser asi se tendria que ¢ € P; = Y; y en
consecuencia (g,7) € P, lo cudl contradice el hecho de que (¢, j) ¢ P. Por consiguiente
Y; # P;. Considerar al S—morfismo f; : P, — A; y sea a € A; arbitrario. Del supuesto
de que [JA; = U f(X;), se deduce que para el par (a,j) € [[A; existe £ € Z tal que

iel iel iel

(a,7) € f(Xy)y porlo tanto (a,j) = f(p, k) := (fr(p), k) para algun (p, k) € Xy, pero
esto implica que j = ky a = f;(p). Ademas, como (p, j) € X; :== PN (F; x {j}), entonces
(p,j) € Py por consiguiente p € Y;. De ahi que a = f;(p) € f;(Y;) y asi 4; = f;(Yj).
Finalmente, como f; : P; — A, es un epimorfismo superfluo y Y; es una subaccion propia

. L fi
de P; el Teorema 10.4.3 garantiza que el S—morfismo composicién Y;—= P; — A;

no es sobreyectivo y por lo tanto A; # f;(Y;), lo cual es absurdo. Tal contradiccién surge
de suponer que [[A; = f(P). Por consiguiente [[A; # f(P) y asi f es un epimorfismo

i€l icl
superfluo. De ahi que el par (][ P;, f) es cubierta proyectiva de [ [ A;. O

il i€l

Teorema. 10.4.9. Si A es una S—accion ciclica y (P, f) es cubierta proyectiva de A, entonces
P es ciclica. De hecho P = S« para algin o € E(S).

Demostracién. Sea A = (w) y suponga que (P, f) es una cubierta proyectiva para (w). Como
55 es proyectiva, pues es libre, para el S—morfismo f,, : S — (w) dado por f,(s) := sw
existe un S—morfismo  que hace conmutativo al diagrama
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i,e, fh = f,. Ahora bien, esta claro que f,, es sobreyectivo, luego fh es sobreyectivo, pero
como f es un epimorfismo superfluo, entonces h : S — P es sobreyectivo. Asi, de que
S = (e) es ciclica, del cuarto inciso del Lema 6.1.2 se deduce que P = (h(e)) ie, P es
ciclica. Mas atin, como P es proyectiva, del Teorema 10.1.9 se deduce que P = Sa para

algin o € E(9). O

Asi, cubiertas proyectivas de ciclicas son también ciclicas. A continuacién se determinan
condiciones necesarias y suficientes para las que una S—accioén ciclica posee cubierta pro-
yectiva.

Definicion 10.4.10. Si A es una S—accion ciclica, al conjunto Gen(A) = {w € A|A =
(w)} se le llama conjunto de generadores de A.

Teorema. 10.4.11. Los siguientes enunciados son equivalentes para una S—accion ciclica A:
1. A tiene una cubierta proyectiva.

2. Existe w € Gen(A) tal que el monoide Stab(w) (véase Definicién 8.1.6) contiene un
ideal izquierdo minimal generado por un idempotente.

Demostracion. 1) = 2) Sea (P, g) una cubierta proyectiva de la S—accién ciclica A. Puesto
que A es ciclica, del Teorema 10.4.9 se sigue que P es ciclica, y de hecho, existe & € F(S)
para el que P = Sa. Sea ¢ : S — P un isomorfismo y sea f la composiciéon de los

S—morfismos Sov—— P —> A . Del Lema 10.4.2 se desprende que f es un epimorfis-
mo superfluo con S« proyectiva, de manera que entonces el par (S, f) es una cubierta
proyectiva de A. Ahora bien, como f es sobreyectivo, entonces A = (f(a)) y por lo tanto
f(a) € Gen(A). Definase w := f(a) y sea T := Stab(w). Observe que aw = af(a) =
f(a®) = f(a) = wyporlotanto o € T := Stab(w). Afirmamos que T« es un ideal
izquierdo minimal del monoide 7'. En efecto, sea I un ideal izquierdo del monoide 7" tal
que I C Ta. Supongamos a manera de obtener una contradiccion, que I # T« y con-
sidere al conjunto SI := {sa|s € S,a € I}. Es facil ver que SI es un ideal izquierdo
de S, mas atn, como todo elemento de S/ es de la forma sa cons € Sya € I,y a
su vez todo elemento de I debe ser de la forma ta con ¢t € T, entonces cualquier ele-
mento de ST es de la forma (st)a cons € Syt € T y por lo tanto SI C Sa. Ahora
bien, no puede ocurrir que SI = Sa, pues de ser asi se tendria que « € Sa = Sy
por consiguiente &« = (st)« para algunos s € Syt € T := Stab(w) con ta € I, de
donde w = f(a) = f(sta) = (st)f(a) = s(tf(a)) = sf(a) = sw y en consecuencia
s € T := Stab(w), pero como ta € [ e [ es ideal izquierdo de T', entonces s(ta) € I, pero
a = (st)a = s(ta), luego a € Iy por consiguiente / = T'«, lo que contradice al supues-
to de que I # T'a. Por lo tanto ST C Sa. De esto tltimo y de que f es un epimorfismo

superfluo se sigue que la composiciéon de los S—morfismos SI—— S« N (w) no es

sobreyectiva y en consecuencia (w) # f(SI). Por otra parte para a € [ arbitrario puede
escribirse a = tacont € T := Stab(w), luego f(a) = f(ta) = tf(a) = tw = w, y por
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lo tanto w € f(I) C f(SI). Asiw € f(SI), pero esto implica que (w) = f(SI), lo cual es
una contradiccion que surge de suponer que I # T'«. Por consiguiente [ = T'av y asi T« es
un ideal izquierdo minimal del monoide 7" := Stab(w).

2) = 1) Sea T := Stab(w) con w € Gen(A) y suponga que existe « € E(T) tal que T«
es ideal izquierdo minimal de 7. Como 7' C Sy a® = a, entonces esta claro que a € E(9).
Asi, del Lema 10.1.8 se deduce que S« es una S—accién proyectiva. Considerar a la funcion
f: Sa — (w) dada por f(sa) := sw. Observe que si s,t € S son tales que sa = ta,
entonces (sa)w = (ta)w y asi s(aw) = t(aw), pero como o € T := Stab(w), entonces
aw = w 'y en consecuencia sw = tw. De ahi que f esta bien definida, mas aun, no es dificil
ver que f es un S—morfismo sobreyectivo. Ahora, sea I una subaccién propia de S i,e, sea

I < Saconl # Say sead la composicion de los S—morfismos [—— Sa N (w) .Sid
fuese sobreyectivo, entonces (w) = f(I)y asiexistea € I paraelque w = f(a). Ahorabien,
como I C Sa, entonces a € Sa 'y por lo tanto a = s« para algin s € S. Luego, la igualdad
w = f(a) implica que w = f(s«) := sw i,e, w = sw. De ahi que s € T' := Stab(w) y por
consiguiente a = sa € T'a. De ahi que ta € T'awparacadat € Ty porlo tanto 7'a es un ideal
izquierdo de 7" contenido en T'av. Asi, como 7'« es un ideal izquierdo minimal de 7', entonces
Ta =Ta > ay en consecuencia o = ra para algin r € T'. De ahi que como a € I, enton-
ces a = ra € I, pero esto implica que Sav C [ y por lo tanto I = Sa, contradiccién. Este

absurdo surge de suponer que la composicion de los S—morfismos /—— S« N (w) es

sobreyectivo. Por consiguiente /—— Sa I, (w) no es sobreyectivo para cada I subac-

cién propia de Sa. De ahi que f es un epimorfismo superfluo y por lo tanto el par (Sa, f)
es una cubierta proyectiva de (w). O

Corolario 10.4.12. La S—accién cero © := {0} tiene una cubierta proyectiva si y solo si S
contiene un ideal izquierdo minimal generado por un idempotente.

Demostracion. No es dificil ver que © = (0) i,e, © es una accion ciclica. Mas atn, en este
caso Gen(©) = {0} y Stab(f) := {s € S|sf = 0} = S. Asi, aplicando el Teorema anterior
se obtiene lo pedido. O

La primera implicacion del Teorema 10.4.11 afirma que si una accién ciclica tiene cubier-
ta proyectiva, entonces existe un generador de esta accién, digamos w, tal que el monoide
Stab(w) contiene un ideal izquierdo minimal generado por un idempotente. De hecho, pue-
de mejorarse este resultado exhibiendo que cualquier generador de una accién ciclica con
cubierta proyectiva cumple con esta propiedad. A continuacion ofrecemos los detalles.

Lema 10.4.13. Sea A una S—accion y x,y € A tales que x = uy yy = vx para algunos
u,v € S.

1. Sit € Stab(y), entonces utv € Stab(x).

2. Sis € Stab(x), entonces vsu € Stab(y).
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Demostracién. Primero, observe que siz = uy yy = vz, entonces x = u(ve) = (uv)ryy =
v(uy) = (vu)y ie, uv € Stab(x) y vu € Stab(y). Asi, sea t € Stab(y) arbitrario. Entonces
ty = yy por lo tanto (tv)z = vz. De ahi que (utv)r = (uv)x = x y en consecuencia utv €
Stab(x). De manera similar se exhibe que si s € Stab(x), entonces vsu € Stab(y). O

Teorema. 10.4.14. Sea A una S—accion ciclica yx € Gen(A). Si A tiene cubierta proyectiva,
entonces el monoide Stab(x) contiene un ideal izquierdo minimal generado por un idempotente.

Demostracion. Sea A una S—accidn ciclicay z € Gen(A). Si A tiene cubierta proyectiva,
del Teorema 10.4.11 se sigue que existe y € Gen(A) tal que el monoide Stab(y) contiene
un ideal izquierdo minimal generado por un idempotente. Hagase 7' := Stab(y) y sea o €
E(T) tal que T« es un ideal izquierdo minimal de 7. Como z,y € Gen(A), entonces puede
escribirse * = uy y y = vz para algunos u,v € S. Asi, del Lema anterior se sigue que
vu € T := Stab(y), y por lo tanto Twua es un ideal izquierdo de T tal que Tvua C Ta,
pero como T« es minimal, entonces Tvuaw = T'o y por consiguiente @ = (tv)ua para
algin t € T'. De esta igualdad se sigue sin dificultad que Sua = Sa. Ahora bien, como «
es idempotente, entonces S« es una S—accion proyectiva (véase Lema 10.1.8), y asi para el
S—morfismo sobreyectivo g : S — Su« dado por g(s) := sua existe un S—morfismo h
que hace conmutativo al diagrama

Sua
7/
/
/

7 idsua

Sua

de donde h(uc)ua = g(h(ua)) = ua y asi h(ua)? = h(ua)h(ua) = h(h(ua)ua) =
h(ua) ie, h(ua) es idempotente. Mas atin, observe que como ay = ¥, entonces h(ua)x =
h(ua)uy = h(ua)uay = uay = uy = x ie, h(ua)xr = x. Por lo tanto h(ua) € Stab(z).
Hagase L := Stab(x). Afirmamos que Lh(u«) es un ideal izquierdo minimal de L. En efecto,
sea [ un ideal izquierdo de L tal que I C Lh(u«). De acuerdo al Lema anterior, para cada
s € I se tiene que vsu € T := Stab(y). Por lo tanto el conjunto I’ := {tvsua |t € T, s € I}
es un subconjunto de 7. Ademas de eso, no es dificil ver que I’ es un ideal izquierdo de 7 tal
que I’ C T'ar, y como T'a es minimal, entonces I’ = T'a. De ahi que o = tvsua para algunos
t € Tys € I,de manera que ua = (utvs)ua y por lo tanto h(ua) = h((utvs)ua) =
(utvs)h(ua) e, h(ua) = (utvs)h(ua). Ahora bien, como ¢ € T, del Lema anterior se sigue
que utv € L,y como s € [ e [ esideal izquierdo de L, entonces a := utvs € I, de tal forma
que h(ua) = ah(ua) con a € I. Ahora, como a € I C Lh(uw), entonces puede escribirse
a = [h(ua) para algtin | € L, de manera que ah(ua) = lh(ua)? = lh(ua) = a y por lo
tanto h(ua) = ah(ua) = a € I. De ahi que Lh(ua) C Iy asi I = Lh(u«). Se deduce de
esta forma que Lh(uc«) es un ideal izquierdo minimal de L := Stab(x), lo que termina la
prueba. [
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Existen modulos que no poseen cubierta proyectiva, por ejemplo, puede mostrarse que si
n > 2 es un entero, entonces el Z—modulo Z,, no tiene cubierta proyectiva. En el caso de
las acciones ocurre la misma situacion, es decir, existen acciones que no poseen cubiertas
proyectivas.

Ejemplos 10.4.15. 1. Cualquier S—accion proyectiva tiene cubierta proyectiva. En efecto,
si P es una S—accion proyectiva, entonces el S—morfismo identidad es un epimorfismo
superfluo. Por lo tanto (P, idp) es cubierta proyectiva de P.

2. Sea B el monoide biciclico definido en el quinto de los Ejemplos 6.3. De acuerdo a la
demostracion del Corolario 10.0.10. de [8], el monoide B no contiene ideales izquierdos
minimales. Por consiguiente, del Corolario 10.4.12 se desprende que la B—accion cero no
tiene cubierta proyectiva.

;Como debe ser un monoide S para que toda S—accidén tenga una cubierta proyectiva? Esta
pregunta da lugar al siguiente concepto.

Definicion 10.4.16. Se dice que un monoide S es perfecto izquierdo si toda S—accion izquier-
da posee una cubierta proyectiva. De manera similar se define monoide perfecto derecho.

Definicién 10.4.17. Se dice que un submonoide T' de S es unitario derecho si existe p una
S—-congruencia de 35S tal que T = [e],.

Ejemplo 10.4.18. Si A es una S—accién y w € A, entonces Stab(w) es un submonoide
unitario derecho de S. En efecto, considerar al S—morfismo f,, : S — A dado por f,,(s) :=

sw y sea p = Ker(f,). Parat € Stab(w) arbitrario se tiene que tw = w y asi estd claro
que tw = ew ie, f,(t) = fu(e). De ahi que (s,e) € p y por consiguiente t € [e],. Luego
Stab(w) C [e],. Si ahora tomamos s € e, arbitrario, entonces (s,e) € p := Ker(f,) y

por lo tanto f,(s) = fu(e) ie, sw = ew = w. De ahi que s € Stab(w) y en consecuencia
le], € Stab(w). En definitiva Stab(w) = [e], y asi Stab(w) es un submonoide unitario derecho
de S.

Teorema. 10.4.19. Todo submonoide unitario derechol’ de S satisface la siguiente propiedad:
paracadas € S y paracadat € T, que st € T implica que s € T'.

Demostracion. Si T es un submonoide unitario derecho de S, entonces existe p una con-
gruencia de ¢S para la que I = [e],. Asi, paras € Syt € T tales que st € T' = [¢e],
se tiene que (st,e) € p, pero como t € T = [e],, entonces (t,e) € py asi (e, t) € p, de
donde (s, st) € py por lo tanto (s, st), (st,e) € p. De ahi que (s,e) € py en consecuencia
seT =le],. O
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Definicién 10.4.20. Se dice que la S—accion A satisface la condicion de cadena ascendente
en subacciones ciclicas (CCASC) si para toda cadena de subacciones ciclicas de A de la forma

(wy) C (wy) C(w3) C---C -

existe n € N tal que para todo j € N, (w,) = (w,;) ie si toda sucesion creciente de
subacciones ciclicas de A se estaciona.

Un anillo R se dice perfecto izquierdo si todo R—modulo izquierdo posee una cubierta pro-
yectiva. Existe un resultado atribuido a H. Bass, conocido como Teorema P de Bass, que
caracteriza a los anillos perfectos (véase Teorema 4.3.4 de [1]). Ahora bien, para el caso
de los monoides existe un resultado debido a J.R. Isbell, y que es analogo al Teorema P de
Bass, que ofrece condiciones necesarias y suficientes para las que un monoide S es perfecto
izquierdo. Antes de entrar en detalles sobre tal hecho se necesita establecer un resultado
auxiliar.

Lema 10.4.21. Sea A una S—accion tal que A = |J (an) para alguna sucesion ({a,))nen
neN
de subacciones ciclicas con {(a,) T (a,11) para cada n € N. Entonces A no posee cubierta

proyectiva.

Demostracion. Suponga, por el contrario, que (P, f) es una cubierta proyectiva para A =

U (a,). Puesto que P debe ser proyectiva, del Teorema 10.1.14 (y de que los isomorfis-

neN

mos son epimorfismos superfluos) puede suponerse que P = [[Sc; para alguna coleccién
iel

(cvi)ier de idempotentes de S. Suponga que el conjunto de indices I tiene exactamente un

elemento, digamos k. En este caso se tendria que P = Sy i,e, P es ciclica, y como f : P —

A es sobreyectiva, entonces (f(ay)) = A= | (a,) y asi f(ay) € (ay) paraalgin N € N.
neN

De ahique A = (f(ay)) = (an), pero esto implicaria que la sucesion ({a,,) )nen se estaciona,
lo cual no es cierto. Por lo tanto el conjunto de indices I debe tener al menos dos elementos.
De ahi que para j € [ se tiene que Sa; x {j} € [[S«;, y ademas como [ tiene al menos dos

i€l
elementos, entonces [ [ Sa; = |J (Sa; x {i}) es una subaccién propia de | [ Sc;. Ahora bien,
i) iel il
i#]

se tiene que f(ay,j) € (a,,) paraalginm € Ny asi f(Sa; x {j}) = (f(e;, 7)) C (am).
Afirmamos que A = f(][S«;). En efecto, primero observe que como f es sobreyectiva,
i)
entonces A = f(]_[ISOéi) = f('UI(SOQ' x {i})) = f('UI(SO‘i x {i})) U f(Sa; x {j}) =
i
f(]_['Sai) U f(Sa; x {j}) ie, A = f(]_['Sai) U f(Scij x {j}). Ahora bien, si ocurrie-
ralzléfle A # f(IIS«;), entonces A — }?J]_[Sozi) # 0 yparaa € A— f(][Sa;) arbi-

i#£j i#£j i#]j
trario la igualdad A = f([[Sa;) U f(Se; x {j}) implicaria que a € f(Sa; x {j}) =
i#]
(f(aj,7)) C (am) y en consecuencia A — f([[Sa;) € (an), pero esto implica que como
i#]
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A1 & (am) (pues (am) S (am+1)), entonces a,, 11 ¢ A— f('H‘Sai) y por lo tanto la igual-
dad A = f(l%5&i)Uf(5aj x{J}) garantiza que a1 € f(SOZJX {7}) = (f(a;, 7)) € {am)
ie, ami1 € (ay,), contradiccion. Por consiguiente A = f (]_[S «;), como se afirmaba. Final-
mente, de que ‘HAS «; es subaccion propia de ]_[S a;y de qil#e] f es un epimorfismo superfluo
se deduce quezj # f (]_['SOQ-), lo cual es ablselirdo. Todas estas contradicciones surgen de
suponer que A tiene un:ééubierta proyectiva. Por consiguiente A no posee cubierta proyec-
tiva. [l

Teorema. 10.4.22. (Isbell) Los siguientes enunciados son equivalentes para un monoide S:
1. S es perfecto izquierdo.

2. Toda S—accion satisface la CCASC y ademas, todo submonoide unitario derecho de S
contiene un ideal izquierdo minimal generado por un idempotente.

Demostracion. 1) = 2) Suponga que S es un monoide perfecto izquierdo y sea A una
S —accion arbitraria. Si A no satisface la CCASC, entonces existe una sucesion creciente de
subacciones ciclicas de A, digamos ({a,))nen, que no se estaciona. Luego, el Lema anterior
implica que [J (a,) es una S—accién que no posee cubierta proyectiva, pero esto va en

neN
contra del hecho de que S es perfecto izquierdo. Por consiguiente toda S—accion satisface
la CCASC. Ahora, sea 7' un submonoide unitario derecho de S. Entonces 7" = [¢e], para

alguna S'—congruencia p de ¢S. Observe que la S—accion cociente — es ciclica, de hecho

o = ([e],). Ahora bien, como S es un monoide perfecto izquierdo, entonces — tiene cu-
bierta proyectiva, de manera que el Teorema 10.4.14 garantiza que el monoidepStab([e] »)
contiene un ideal izquierdo minimal generado por un idempotente, pero ademas es facil
ver que Stab([e],) = [e], = T Por consiguiente todo submonoide unitario derecho de S
contiene un ideal izquierdo minimal generado por un idempotente.

2) = 1) Sea A una S—accidn arbitraria. Bajo las hipodtesis dadas, es preciso exhibir que
A posee una cubierta proyectiva. Para ello, sea w € A arbitrario y considere a la familia
Fuw = {B < A|Besciclicay w € B}. Esta claro que F,, es no vacia, pues se tiene que
(w) € F,. Ahora, sea C C F,, una C —cadena de F,,. Como los elementos de C son
subacciones (ciclicas) de A que contienen a w, entonces | JC es una subacciéon de A que
contiene a w. Més adn, | JC es subaccion ciclica. En efecto, supongamos por el contrario,
que |JC no es ciclica. Tomese C; € C. Puesto que | C no es ciclica, entonces C; # | JC. Asi
existe a; € |JC tal que a1 ¢ C. A la vez, para a; hay un Cy € C parael cual a; € Cy, y
como C es una C —cadena, entonces C'; C (5 o bien Cy C ;. Observe que como a; € Cs 'y
a; ¢ Cy no puede ocurrir que Cy C (. Por consiguiente C; C Cy. Mas atin, de que a; € Cy
y que a; ¢ C se sigue que C; C Cy. Ahora, como | JC no es ciclica, entonces Cy # | JC.

=
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Luego existe as € |JC tal que ay ¢ Cs. Por otra parte, para as existe C5 € C tal que as € Cj,
y como C es una C —cadena, entonces C'y C (5 o bien C3 C (5. Observe que como ay € Cf
y as ¢ Cs, entonces no puede ocurrir que C3 C Cf. Por consiguiente Co C (5. Mas atn,
de que a; € C3y que ay ¢ (5 se sigue que Cy C Cj. Por lo tanto C; € Cy C Cs.
Continuando de esta forma obtenemos una sucesion creciente (C),),cn de elementos de C
que no se estaciona, pero esta seria entonces una sucesion creciente de subacciones ciclicas
de A que no se estaciona, lo que contradice al hecho de que toda S—accion satisface la
CCASC. En consecuencia | JC es una subaccion ciclica de A y por lo tanto | JC € F,. Lo
anterior muestra que si ordenamos a F,, mediante la contencion, entonces toda C —cadena
de F,, tiene una cota superior y por lo tanto el Lema de Zorn implica que F,, tiene elementos
C —maximales. Sea pues B,, € F,, un elemento C —maximal y B una subaccion ciclica de
A tal que B,, € B. Como w € B,,, entonces w € By por lo tanto B € F,,. De esto ultimo
y de la maximalidad de B,, se sigue que B,, = B y por consiguiente B,, es un elemento
C —maximal del conjunto F := {B < A| B es ciclica}. El argumento anterior exhibe que
todo elemento de A est4 contenido en una subaccidn ciclica maximal, y en consecuencia

A=|JB (10.6)

Beg

donde G es la coleccion de todos los elementos C —maximales de F. Por otra parte, bajo la
hipotesis de que todo submonoide unitario derecho de S contiene un ideal izquierdo minimal
generado por un idempotente, el Teorema 10.4.11 junto con el Ejemplo 10.4.18 garantizan
que toda S—accion ciclica tiene una cubierta proyectiva, y en particular esto es cierto para
cualquier elemento de G. Asi, la Proposicién 10.4.8 garantiza que la S—accién [[ B :=

Beg
U (B x{B}) tiene cubierta proyectiva. Sea pues (P, f) una cubierta proyectiva para [ B.
Beg Beg
Considere ahora a la funciéon g : [[ B — A dada por ¢(b, B) := b. No es dificil ver que g

Beg

es un S—morfismo. Mas aun, la igualdad (10.6) implica que g es sobreyectivo. Veamos que ¢

es un epimorfismo superfluo: sea X una subaccion propia cualquiera de [[ B. Afirmamos
Beg

que existe By = (wy) € G tal que (wg, By) ¢ X. En efecto, suponga que para cada B =

(wg) € G ocurre que (wp, B) € X ysea (b, B) € ][] B arbitrario. Como b € B = (wg),

Beg
entonces b = swp para algun s € S. Ahora, de que (wp, B) € X y X es subaccion, se sigue
que (b, B) = (swp, B) = s(wp, B) € X y por consiguiente cualquier elemento de [ B
Beg

pertenece a X, pero esto no es posible, pues X es subaccion propia de [] B. Por lo tanto
Beg

existe By = (wy) € G tal que (wy, By) ¢ X. Usando al par (w, By) podemos exhibir que

g(X) # A. En efecto, si sucediera que g(X) = A, entonces para wy € A existe (b, B) € X
tal que wy = g(b, B) := by en consecuencia wy = b € B. De ahi que By = (wy) C B, pero
como B es una subaccion ciclica maximal lo anterior implica que By = B. En consecuencia
(wo, By) = (b, B) € X, lo cual es una contradiccion. Por consiguiente g(X) # Ay asi g es
un epimorfismo superfluo. Para concluir, del Lema 10.4.2 se deduce que la composicion de
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los S—morfismos P —'> [] B-L— A es un epimorfismo superfluo y asi el par (P, gf)
Beg

es una cubierta proyectiva para A. Se concluye de todo lo anterior que S es un monoide
perfecto izquierdo. [

Los siguientes resultados estan encaminados a ofrecer ejemplos de monoides perfectos.

Lema 10.4.23. Una S—accion A es ciclica si y solo si A = % para alguna congruencia p de
sS. En particular, para cada S—accion ciclica A ocurre que |A| < |S|.

Demostracion. Si A esuna S—accidn ciclica, entonces A = (a) paraalgiina € A. Es claro asi
que el S—morfismo f, : S — A dado por f,(s) := sa es sobreyectivo. Luego se tiene que
A= % con p = Ker(f,).Y viceversa, sea p una congruencia de 5S. Observe que para cada

s € S ocurre que [s], = s[e],, de manera que entonces la S—accion cociente % es generada
por e] p Le, % es ciclica. Por lo tanto toda S—accién isomorfa a % es ciclica. Finalmente, el
S—morfismo sobreyectivo 7 : § — % dado por 7(s) := [s], implica la existencia de una

funcién inyectiva % — S, y en particular |%| < |S| para cada congruencia p de gS. [

Teorema. 10.4.24. Si S es un monoide conmutativo y finito, entonces toda S—accion satisface
la CCASC.

Demostracion. Sea S un monoide conmutativo y finito. La finitud de S implica que .S solo
tiene una cantidad finita de congruencias, de manera que asi 3.5 es una S—accién Artiniana
en congruencias (véase Definicién 6.5.1 y Teorema 6.5.2). Ahora, sean A una S—accién y
({an))nen una sucesién creciente de subacciones ciclicas de A. Para cada n € N definase
pn = {(s,t) € S x S|sa, = ta,}. Se tiene que p,, es una congruencia de 55, de hecho
pn = ker(f,) siendo f,, : S — (a,) el S—morfismo sobreyectivo dado por f,(s) := sa,.
Veamos que (p,,)ncn €s una sucesion decreciente de congruencias de S: en efecto, sin € N
y (5,1) € pnt1, entonces Sa, i1 = tan41. Ahora bien, como (a,) C (a,1), entonces puede
escribirse a,, = ka, 1 para algun k € S,y asi
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De ahi que (s,t) € p, y por consiguiente p,y1 C p, para cada n € N. Luego, como S
es Artiniano en congruencias, existe N € N tal que para cada j > 1, py = pyy;. Afir-
mamos que para cada j > 1, (an) = (an4;): en efecto si j > 1, como ({a,))nen €s una
sucesidn creciente la contencién (an) C (an+;) se verifica. Ahora bien, como fy y fny;

son S—morfismos sobreyectivos, se tiene que (ay) = — y (ani;) = & , pero como
PN N+j
S S - ,
PN = pN+j, entonces — = y por lo tanto (an) = (an4;). En particular (ay) y
PN PN+j

(an+;) son equipotentes, pero de acuerdo al Lema 10.4.23, la finitud de S implica la finitud
de (an) y (an+;). Luego la contencién (ay) C (ay;) junto con la equipotencia de estos
conjuntos implica que (ay) = (an;). Por lo tanto la sucesion ((a,))nen se estaciona en el
N —ésimo elemento y asi toda S—accion satisface la CCASC. [l

Teorema. 10.4.25. Si S es un monoide Artiniano izquierdo, entonces todo submonoide unitario
derecho de S' es también un monoide Artiniano izquierdo.

Demostracion. 1) Sea T' un submonoide unitario derecho de Sy sea (L;,),en una sucesién
decreciente de ideales izquierdos de 7'. Para cadan € Nsea SL,, := {sl|s € S,l € L,} ie,
SL, eselideal izquierdo de S generado por L,,. Como (L,,),cn €s una sucesion decreciente,
entonces (S L, ),en es una sucesion decreciente de ideales izquierdos de S. Asi, de que S es
Artiniano izquierdo se sigue que existe N € N tal que para cada j > 1, SLy = SLy4;.
Afirmamos que la sucesion (L, ),en se estaciona en el N—ésimo elemento. En efecto, sea
j > 1. La contencién Ly,; C Ly se verifica, pues la sucesién (Ly)nen €s una sucesion
decreciente. Ahora, para [ € Ly arbitrario se tiene que | € Ly C SLy = SLy4; y asi
| = sw para algunos s € Sy w € Ly,;. Ahora, como cada L,, es un ideal de 7", entonces
l,w € T y por lo tanto la igualdad sw = [ junto con el Teorema 10.4.19 garantizan que
s € T, luego como w € Ly;y Lnyj esideal izquierdo de 7', entonces debe ocurrir que
| = sw € Lyy;. En consecuencia Ly C Lyy; yconello Ly = Ly, paracadaj > 1,
como se afirmaba. Por consiguiente toda sucesion decreciente de ideales izquierdos de 7" se
estaciona y asi 7' es un monoide Artiniano izquierdo. O]

Definicion 10.4.26. Decimos que un semigrupo S es:
1. regular, si para cada a € S existeb € S tal que a = aba.

2. completamente regular, si para cada a € S existeb € S tal que a = aba y ba = ab.

Observacion 10.4.27. Note que, por definicion, todo semigrupo completamente regular es
regular, y ademas, todo semigrupo conmutativo y regular debe ser completamente regular.
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Teorema. 10.4.28. Si S es un monoide Artiniano izquierdo y completamente regular, entonces
todo submonoide unitario derecho de S contiene un ideal izquierdo minimal generado por un
idempotente.

Demostracion. Sea T un submonoide unitario derecho de S. Puesto S es Artiniano izquierdo,
del Teorema 10.4.25 se sigue que 7' es Artiniano izquierdo. Sea F := {Ta|a € E(T)} la
familia de todos los ideales izquierdos de 1" que son generados por idempotentes. Observe
que F esno vacia, pues I’ = T'e € F,y ademas, como 7" es Artiniano izquierdo, entonces F
tiene elementos C —minimales. Suponga que 7§ con § € E(T) es un elemento C —minimal
de F.

Afirmacion 1): Todo ideal izquierdo de T' contiene idempotentes. En efecto, sea I C T un
ideal izquierdo de 1"y sea a € I arbitrario. Como / CT" C S'y S es completamente regular,
para a existe b € S tal que a = aba y ab = ba. Ahora, como (ab)a = a € T, del Teorema
10.4.19 se sigue que ab = ba € T, pero como a € T, entonces de nuevo el Teorema 10.4.19
implica que b € T'. De esto ultimo y de que a € I, siendo [ ideal izquierdo de 7', se sigue
que ab = ba € I. Mas aun, de la igualdad a = aba se deduce que ab = abab i,e, ab es un
idempotente. Por consiguiente todo ideal izquierdo de I" contiene idempotentes.
Afirmacién 2): T'§ es un ideal izquierdo minimal de 7'. En efecto, sea / un ideal izquierdo
de T tal que I C T). De acuerdo a la Afirmacién 1), el ideal I contiene idempotentes. Asi,
sea § € I idempotente. Observe que 7' C I C T y en consecuencia 7' C T'0, pero como
B es idempotente, entonces 73 € F, de manera que la contenciéon 75 C T junto con que
T'¢ es elemento C —minimal de F implican que 75 = T'0 y por lo tanto I = T'9. Se deduce
de esta manera que 7'9 es un ideal izquierdo minimal de 7. O

Corolario 10.4.29. Todo monoide conmutativo, finito, y regular es un monoide perfecto.

Demostracion. Observe que todo monoide conmutativo, finito y regular debe ser Artiniano y
completamente regular. Después, conlcluya la demostracion aplicando los Teoremas 10.4.24,
10.4.28 y el Teorema 10.4.22 de Isbell. ]

Corolario 10.4.30. Todo monoide conmutativo, finito y en el que todo elemento es idempotente
es un monoide perfecto.

Demostracion. Observe que si S' es un monoide en el que todo elemento es idempotente,
entonces S debe ser también regular, pues para cada s € S, sss = ss* = ss = s. Luego, si
S es ademas conmutativo y finito, que S sea perfecto se sigue del Corolario anterior. [

Un semigrupo S para el que cualquiera de sus elementos es idempotente recibe el nombre de
banda. Asi, el ultimo corolario afirma que un monoide finito que es una banda conmutativa
debe ser un monoide perfecto. En la Proposicion 7.3.16. del capitulo 7 de [8] se exhibe co-
mo a partir de un semigrupo completamente regular se obtiene una banda conmutativa, de
manera que siempre podemos construir monoides perfectos usando las ideas del Corolario
10.4.30. Los grupos son también monoides perfectos, como se muestra enseguida.
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Lema 10.4.31. Los siguientes enunciados son equivalentes para un monoide S':
1. S es un grupo.
2. Toda S—accion ciclica es simple.

Demostracion. 1) = 2) Suponga que S es un grupo y sea A = (a) una S—accién ciclica
con B < A.Parab € B arbitrario puede escribirse b = sa con s € S, de donde se sigue
que a = s~ 'b € By por consiguiente A = (a) C B. De ahi que B = Ay por lo tanto toda
S —accion ciclica es simple.

2) = 1) Sitoda S—accién ciclica es simple, entonces en particular la S—accion regular 55
es simple, y como para cada g € S ocurre que (g) < 5, entonces (g) = S paracada g € S.
De ahi que para cada g € S existe s € S tal que e = sg y en consecuencia todo elemento
de S es invertible izquierdo. El Teorema 1.2.13 implica entonces que S es un grupo. ]

Teorema. 10.4.32. Todo grupo es un monoide perfecto izquierdo.

Demostracién. Sean S un grupo, X una S—accion arbitraria y ({a,)),en una sucecidén ar-
bitraria y creciente de subacciones ciclicas de X. Para n € N arbitrario se tiene que (a;) C
(a,), pero como toda ciclica es simple (pues S es un grupo), entonces (a;) = (a,) y por lo
tanto la sucesion ({a,)),en solo consta de un elemento. En particular tal sucesion se esta-
ciona. Por consiguiente toda S—accion satisface la CCASC. Ahora, de acuerdo al segundo
de los Ejemplos 6.3 S es un monoide Artiniano izquierdo. Mas aun, S es completamente
regular, pues para cada g € S se tiene que g = gg~'g con gg~! = e = g~'g. Por lo tanto
del Teorema 10.4.28 se sigue que todo submonoide unitario derecho de S contiene un ideal
izquierdo minimal generado por un idempotente. Asi, el Teorema 10.4.22 de Isbell permite
concluir que S es perfecto izquierdo. [
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CONCLUSIONES

Queda claro después de todo, que el uso de las acciones es una herramienta poderosa con el
fin de determinar propiedades de un monoide, ademas de que las acciones también ayudan
a definir nuevos tipos de monoides, como los monoides Noetherianos, Artinianos, heredi-
tarios y perfectos. Por otra parte, a pesar de la frecuente comparaciéon usada en el trabajo
entre los anillos y sus modulos con los monoides y sus acciones, esta claro que son objetos
distintos, pero que cumplen un objetivo comun: determinar propiedades de la estructura
algebraica que les da origen. Aun quedaron algunos cuestionamientos, que por razones de
tiempo y espacio, no pudieron ser abordados. Por ejemplo, seria interesante explorar sobre
la teoria de prerradicales en la categoria S — Act, abordar el concepto de accién inyectiva, el
de producto tensorial de acciones y el de accion plana. También podria pensarse en trabajar
en acciones sobre semigrupos en lugar de monoides, y tratar de ver qué propiedades cum-
plen ciertas acciones sobre semigrupos de alguna especie, como los semigrupos inversos,
ortodoxos, regulares, etc. Ademas, creemos que seria interesante estudiar acciones sobre
conjuntos con alguna estructura adicional, como de orden o topoldgica. Esperamos abordar
estos problemas en algun trabajo futuro.
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