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INTRODUCCIÓN

Dado un anillo R con unidad 1R, un R−módulo izquierdo es un grupo abeliano M para el
que hay una función · : R ×M −→ M tal que para cada r, s ∈ R y m,n ∈ M se verifica
que:

1. r(m+ n) = rm+ rn

2. (r + s)m = rm+ sm

3. (rs)m = r(sm)

4. 1Rm = m

Es bien sabido que el anillo R induce un par de categorías, a saber las categorías R−mod
y mod−R compuestas de todos los R−módulos izquierdos (derechos) junto con todos los
R−morfismos de módulos izquierdos (derechos) respectivamente. Las propiedades de los
objetos de estas categorías están estrechamente relacionadas con las propiedades del anillo
R, de hecho, pueden plantearse preguntas del tipo: ¿cómo tiene que ser un anillo R para
que todos los objetos de R−mod cumplan con tal propiedad? y viceversa, ¿qué propiedades
deben tener todos los objetos deR−mod para que el anilloR cumpla con tal propiedad? Las
respuestas a tales cuestionamientos se concretan a menudo obteniendo resultados como los
siguientes:

Teorema. 0.0.1. (Proposición 5.2.16. de [11]) Los siguientes enunciados son equivalentes para
un dominio entero R:

1. R es de ideales principales.

2. Todo submódulo de un R−módulo libre es libre.

Teorema. 0.0.2. (Proposición 5.2.15. de [11]) Los siguientes enunciados son equivalentes para
un anillo R:

1. R es hereditario izquierdo.

2. Todo submódulo de un R−módulo proyectivo es proyectivo.
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CAPÍTULO 0. INTRODUCCIÓN

Teorema. 0.0.3. (Proposición 6.4.7. de [11]) Los siguientes enunciados son equivalentes para
un anillo R:

1. R es semisimple.

2. Todo R−módulo es semisimple.

etcétera. Lo anterior deja en claro que el uso de los módulos es una herramienta importante
para deducir propiedades de un anillo, a la vez que ayudan a definir nuevas clases de ani-
llos. Por otra parte, dentro del marco de la Teoría de Grupos se encuentra el concepto de
G−conjunto. Más precisamente, dado un grupo G, un G−conjunto es un par (X, ∗) com-
puesto de un conjunto no vacío X y una función ∗ : G × X −→ X tal que para cada
g, h ∈ G y cada x ∈ X , e ∗ x = x y g ∗ (h ∗ x) = (gh) ∗ x. Los G−conjuntos son ob-
jetos útiles desde luego en el álgebra, como por ejemplo, son útiles para exhibir resultados
fundamentales sobre grupos finitos, como los Teoremas de Sylow. Estos objetos no solo son
útiles en el álgebra, también resultan interesantes dentro de otras áreas de las matemáticas
como la topología, donde se explora el concepto de grupo topológico de transformaciones.
Ahora bien, después de todo este preámbulo podemos formularnos la siguiente pregunta:
¿qué obtenemos si en lugar de hacer accionar a un anillo sobre un grupo abeliano o a un
grupo sobre un conjunto hacemos accionar a otra estructura algebraica más débil, como un
monoide, sobre un conjunto no vacío? Lo que se obtiene, desde luego, es un objeto al que
se le llamará S−acción, y que de hecho, serán los objetos de estudio del presente trabajo.
Así, una S−acción es una especie de generalización de los conceptos de módulo sobre un
anillo y el de acción de un grupo sobre un conjunto, donde reemplazamos a un anillo o gru-
po por un monoide y a un grupo abeliano por un conjunto no vacío. Al igual que con los
anillos, resulta que un monoide S inducirá un par de categorías cuyos objetos serán todas
las S−acciones izquierdas y todas las S−acciones derechas, respectivamente, y en analogía
con el caso de los anillos y sus módulos las propiedades de las S−acciones estarán estre-
chamente relacionadas con las propiedades del monoide S.
Con respecto a los objetivos por los que este trabajo nació se puede decir lo siguiente: pre-
tendemos continuar con el estudio algebraico de los semigrupos y monoides iniciado en la
licenciatura, donde se tuvo la oportunidad de estudiar a este tipo de objetos a través de su
estructura interna (véase [8]). Así que este trabajo de tesis tiene como primer objetivo llevar
a cabo un estudio de los monoides pero ahora por medio de la estructura de sus acciones,
en realidad, según [3], el problema de clasificar monoides a partir de la estructura de sus
acciones se conoce como clasificación homológica de monoides. Por lo tanto, el enfoque del
presente trabajo queda enmarcado dentro de este contexto. Como objetivo secundario se
pretende ofrecer un texto donde las personas interesadas en estos temas puedan consultar
información que les pueda ser de utilidad. De hecho, parece ser que hay poca literatura de
fácil acceso sobre la materia, a excepción de la referencia [3]. Creemos que hemos alcanzado
tales objetivos.
En cuanto a los resultados obtenidos podemos mencionar lo siguiente: una parte de este
trabajo está basado en la referencia [3], de manera que algunos resultados que aquí se en-
cuentran fueron tomados de ahí. Por otra parte, una rápida mirada a la bibliografía hará
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notar que la mayoría de libros consultados son sobre anillos y sus módulos. Como se men-
cionó antes, parece ser que existen pocos libros de texto que traten con monoides y sus
acciones, así que hemos superado esta carencia encontrando inspiración en resultados exis-
tentes sobre anillos y módulos para después, tratar de establecer si algunos de estos siguen
siendo válidos también para el caso de los monoides y sus acciones, por lo que muchos de
los teoremas obtenidos en esta tesis han encontrado su origen de los existentes para anillos
y módulos. Los resultados restantes han sido producto de la investigación y necesidades que
escribir este trabajo requirió. Por otro lado, el trabajo está compuesto por 10 capítulos de
los cuáles el primero ofrece todos los conceptos y resultados sobre categorías y monoides
que son utilizados con más frecuencia a lo largo de la tesis, y que si bien tal capítulo podría
haberse omitido, se incluye para hacer del escrito lo más autocontenido posible. El segundo
capítulo sirve como una introducción en sí a la materia principal del trabajo. Destacamos a
los capítulos 3, 4, 6, 7 y 8, y los describimos brevemente a continuación: en el tercero, explo-
ramos el concepto de sucesión exacta de morfismos de acciones y tratamos de establecer si
algunos resultados sobre sucesiones exactas de morfismos de módulos son también válidos
cuándo se trata sobre morfismos de acciones, encontrando que mientras algunos se replican
sin dificultad, otros son mucho más complicados de establecer o resultan no ser válidos. En
el cuarto, estudiamos a las acciones completamente reducibles, que son el análogo, en accio-
nes, a los módulos semisimples. Aquí replicamos con éxito, al caso de las acciones, algunos
de los teoremas existentes para módulos semisimples. En el sexto, basándonos en los con-
ceptos de módulo Noetheriano y Artiniano, definimos el concepto de acción Noetheriana
y Artiniana, e igual, tratamos de reproducir para las acciones, algunos teoremas existentes
para esta clase de módulos. El séptimo capítulo lo dedicamos a las acciones libres, destacan-
do a los Teoremas 7.2.2 y 7.4.13. Por último, en el octavo capítulo, se establece el concepto
de acción simétrica, las cuales son acciones donde de cierta forma, se verifican teoremas
como el órbita-estabilizador y el Teorema de Frobenius. Cabe mencionar que la gran parte
de resultados que se encuentran en los capítulos mencionados son propios del autor, y se
desconoce si ya se encuentran publicados o establecidos en otras fuentes bibliográficas.
Los capítulos 9 y 10 están basados en [3], y lo que hacemos nosotros es ofrecer pruebas pro-
pias y detalladas sobre los resultados que ahí se encuentran, además de agregar una buena
cantidad de resultados propios, entre los que destacamos a los teoremas de las secciones so-
bre otros criterios de proyectividad y monoides hereditarios. También, se ofrece una prueba
completa y detallada sobre un resultado de Isbell con respecto a monoides perfectos, y ade-
más se añaden resultados propios sobre cómo construir monoides perfectos. Vale la pena
destacar que todos los ejemplos (o contraejemplos) que se ofrecen en todo el texto son pro-
pios del autor. Mencionamos también que en varios de los resultados obtenidos hacemos
uso del Lema de Zorn, por lo que se supone válido el Axioma de Elección. Para concluir, es
preciso destacar que a pesar de que este trabajo ha sido revisado exhaustivamente por un
comité de sinodales, debe ser claro que todos los errores que aún pudieran permanecer en
el presente escrito son responsabilidad entera del autor.
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NOTACIÓN

A continuación se ofrece una lista con la notación que será usada con más frecuencia a
lo largo del trabajo. Para obtener la definición precisa de alguno de estos símbolos puede
recurrirse al índice alfabético.

N — números naturales.
N0 — números naturales incluyendo al cero.
Z — números enteros.
Q — números racionales.
R — números reales.
Zn — enteros módulo n.
|X| — cardinalidad del conjunto X .
S — monoide.
S(0) — el monoide S al que se le ha añadido un cero.
e — en general, denotará al neutro de un monoide S.
a−1 — inverso de a.
E(S) — conjunto de idempotentes de un monoide.
Sa — ideal izquierdo generado por a.
aS — ideal derecho generado por a.
SaS — ideal bilátero generado por a.
τ(X) — conjunto de funciones de X en sí mismo.
SA — S−acción izquierda.
AS — S−acción derecha.
SS — S−acción regular izquierda.
SS — S−acción regular derecha.
SAT — (S, T )−biacción.
A ∼= B — A es isomorfa a B.
(S − act)X — colección de todas las posibles S−acciones sobre X .
Rep(S,X) — representaciones de S por transformaciones de X .
Repu(S,X) — representaciones unitarias de S por transformaciones de X .
B ≤ A — B es subacción de A.
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⟨X⟩ — subacción generada por X .
⟨a⟩ — subacción cíclica generada por a.

A
f // B — morfismo, S−morfismo o función.

A �
� // B — inclusión de A en B.

im(f) — imagen de la función f .
Ker(f) — S−congruencia Kernel.
Kim(f) — S−congruencia imagen.
∆X — diagonal en X .
ρX — S−congruencia inducida por la subacción X .
Cong(A) — colección de todas las S−congruencias en A.
A
B

— S−acción cociente.
ρ(X) — S−congruencia generada por X .
Θ — S−acción cero.
θA — elemento cero de A.
Nu(f) — núcleo de f .
A = X ⊎ Y — X (o Y ) es sumando directo de A.
Simp(A) — colección de todas las subacciones simples de A.
Simp0(A) — colección de todas las subacciones 0−simples de A.
Zoc(A) — zoclo de A.
Zoc0(A) — zoclo subcero de A.
S(X) — S−acción libre.
XS — S−acción colibre.
Rank(A) — rango de la acción libre A.∏
i∈I
Ai — S−acción producto.∐

i∈I
Ai — S−acción coproducto (o suma directa).∏

i∈I
fi — producto de morfismos.∐

i∈I
fi — coproducto de morfismos.

Sop(f) — soporte de f .⊎
i∈I
Ai — elementos de

∏
i∈I
Ai cuyo soporte tiene a lo más un elemento .

O(x) — órbita de x.
Stab(x) — estabilizador de x.
As — puntos fijos de s.
Hom(A,B) — colección de todos los morfismos de A en B.
TrB(A) — traza de A en B.
CotrB(A) — cotraza de A en B.
Hom(A, _) — funtor Hom inducido por A.
Set — la categoría de conjuntos.
Set⋆ — la categoría de conjuntos no vacíos.
S − Act — la categoría (o la clase) de todas las S−acciones izquierdas.
Act− S — la categoría (o la clase) de todas las S−acciones derechas.
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(S − Act)0 — la categoría (o la clase) de todas lasS−acciones izquierdas con un único
elemento cero.

S − Act0 — la categoría (o la clase) de todas lasS−acciones izquierdas con un único
elemento cero y un elemento anulador.

Rep(S,A) — la categoría de representaciones de S por objetos de A.
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CAPÍTULO 1

PRELIMINARES

1.1. Categorías
Se presupone que el lector conoce el concepto de categoría, categoría opuesta, diagrama con-
mutativo, funtor, monomorfismo, epimorfismo, sección, retracción, productos, coproductos
etc. A partir de eso, y con el fin de hacer de este escrito lo más autocontenido posible, en
el presente capítulo se introducen las definiciones y resultados categóricos que serán esen-
ciales en la parte principal del trabajo. Sobre la notación, en todo el texto Ob(A) y Mor(A)
denotarán, respectivamente, las clases de objetos y morfismos de una categoría dada A y
Hom(A,B) denotará la colección de todos los morfismos de A en B. Además, la composi-
ción de dos morfismos f y g (siempre que tenga sentido) se denotará por gf . Se supondrá a
lo largo de todo este capítulo que los objetos y morfismos de los que se haga mención per-
tenecen a una misma categoría dada A. Para más información sobre Teoría de Categorías,
el lector interesado puede consultar la referencia [7] sobre cosas no definidas aquí.

1.1.1. Igualadores y coigualadores

Definición 1.1.1. Un igualador para los morfismos X
α //

β
// Y es un morfismo E

m // X

con las siguientes propiedades:

1. αm = βm

2. Para cada morfismo E ′ x // X tal que αx = βx existe un único morfismo E ′ r // E
que hace conmutativo al diagrama

E ′ x //

r
  

X

E

m

>>

5



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

El concepto dual al anterior es el siguiente:

Definición 1.1.2. Un coigualador para los morfismos X
α //

β
// Y es un morfismo Y e // D

con las siguientes propiedades:

1. eα = eβ

2. Para cada morfismo Y
y // D′ tal que yα = yβ existe un único morfismo D

s // D′

que hace conmutativo al diagrama

Y
y //

e   

D′

D

s

>>

Todo igualador es cancelable por la izquierda y todo coigualador es cancelable por la derecha.

Proposición 1.1.3. Si un morfismo E
m // X es igualador (coigualador) de algún par de

morfismos, entonces este debe ser un monomorfismo (epimorfismo).

Demostración. Suponga que el morfismom es igualador de los morfismos X
α //

β
// Y y sean

A
u //

v
// E un par de morfismos tales que mu = mv. Puesto que m es igualador de α y β

se tiene que α(mu) = α(mv) = (αm)v = (βm)v = β(mv) i,e, α(mu) = β(mv). De esta
última igualdad se desprende que existe un único morfismo A

r // E que hace conmutar
al diagrama

A mu=mv //

r ��

X

E

m

>>

Observar que ambos morfismos u y v hacen conmutativo al diagrama anterior y en con-
secuencia, de la unicidad de r se sigue que u = r = v. Puede concluirse así que m es un
monomorfismo. Para exhibir que un coigualador debe ser un epimorfismo se procede de
manera análoga.

Proposición 1.1.4. Suponga que los morfismos Y e //

e′
��

D

D′

son coigualadores de los mor-

fismos X
α //

β
// Y . Entonces existe un único isomorfismo D

ψ // D′ tal que e′ = ψe. En

particular D ∼= D′.
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Demostración. Puesto que e y e′ son coigualadores de α y β, entonces existen únicos mor-
fismos ψ y ϕ que hacen conmutativos a los siguientes triángulos:

Y
e //

e′   

D

D′
ϕ

>> y Y
e′ //

e   

D′

D
ψ

>>

Esto es, e = ϕe′ y e′ = ψe. De ahí que idDe = e = (ϕψ)e y idD′e′ = e′ = (ψϕ)e′ i,e,
idDe = (ϕψ)e y idD′e′ = (ψϕ)e′. De esto último y de que e y e′ son epimorfismos (pues
son coigualadores) se concluye que idD = ϕψ y idD′ = ψϕ. Por consiguiente ψ es un
isomorfismo y el resultado se sigue.

Un resultado similar también se verifica para igualadores:

Proposición 1.1.5. Suponga que los morfismos E

m
��

E ′
m′
// X

son igualadores del par de mor-

fismos X
α //

β
// Y . Entonces existe un único isomorfismo E

ψ // E ′ tal que m = m′ψ. En

particular E ∼= E ′.

Demostración. Análoga a la demostración de la proposición anterior.

Ejemplos 1.1.6. 1. Sea Set la categoría de conjuntos y sea X
f //

g
// Y un par de fun-

ciones. Si E := {x ∈ X | f(x) = g(x)}, entonces la función inclusión E �
� ι // X es

igualador de f y g. En efecto, está claro que fι = gι. Por otra parte, si E ′ h // X es
una función tal que fh = gh, entonces para cada a ∈ E ′ sucede que f(h(a)) = g(h(a))

y por lo tanto h(a) ∈ E. De ahí que tiene sentido considerar a la función E ′ r // E
definida por r(a) := h(a). No es difícil ver que el diagrama

E ′ h //

r
  

X

E
/ �

ι

>>

es conmutativo. Ahora bien, si E ′ t // E es una función tal que h = ιt, entonces
para cada a ∈ E ′, r(a) = h(a) = ι(t(a)) = t(a) i,e, r(a) = t(a). Por consiguiente
r = t y así E �

� ι // X es igualador de f y g. Para construir un coigualador, sea R :=
{(f(x), g(x)) |x ∈ X} y sea ρR la relación de equivalencia sobre Y generada por R i,e,
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ρR es la intersección de todas las relaciones de equivalencia sobre Y que contienen a R.
Denotemos por [a] a la clase de equivalencia de a ∈ Y con respecto de la equivalencia ρR
y considere a la función Y

π // Y
ρR

definida por π(a) := [a]. Entonces π es coigualador

de f y g. En efecto, si x ∈ X , entonces (f(x), g(x)) ∈ R ⊆ ρR y por consiguiente
[f(x)] = [g(x)], o lo que es lo mismo π(f(x)) = π(g(x)). Por lo tanto πf = πg.
Sea Y s // Z una función tal que sf = sg. Entonces para cada x ∈ X , s(f(x)) =
s(g(x)) y en consecuencia R ⊆ Ker(s) 1. De ahí que ρR ⊆ Ker(s) y así del Teorema
de homomorfismo para funciones (véase Teorema 1.4.35. de [8] ) se sigue que existe una
única función s̄ que hace conmutar al diagrama

Y

π ��

s // Z

Y
ρR

s̄

??

Por lo tanto π es coigualador de f y g.

2. Sea Grp la categoría de grupos y G
f //

g
// H un par de morfismos de grupos. Sea E :=

{x ∈ G | f(x) = g(x)} y E �
� ι // G la función inclusión. No es difícil ver que E es un

subgrupo de G (y por lo tanto un grupo) y que ι es un morfismo de grupos. Se tiene que
fι = gι y además, si E ′ h // G es un morfismo de grupos tal que fh = gh, entonces
puesto que f , g, h e ι son en particular funciones, del ejemplo anterior se deduce que
existe una única función E ′ r // E que hace conmutativo al diagrama

E ′ h //

r
  

G

E
/ �

ι

??

Tal función r está dada por r(a) := h(a). Observar que como h es un morfismo de grupos,
entonces r es también un morfismo de grupos. En consecuencia ι es igualador de f y g.

3. Sea Ab la categoría de grupos abelianos y G
f //

g
// H un par de morfismos de grupos

abelianos. Se definen las funciónes G
f+g // H y G

−g // H por medio de las reglas
(f + g)(x) := f(x) + g(x) y (−g)(x) := −g(x) respectivamente. Se tiene que f + g y
−g son morfismos de grupos, pues si x, y ∈ G, entonces

1Si f : A −→ B es una función, el Kernel de f se define como Ker(f) := {(x, y) ∈ A×A | f(x) = f(y)}.
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(f + g)(x+ y) := f(x+ y) + g(x+ y)

= (f(x) + f(y)) + (g(x) + g(y))

= f(x) + (f(y) + g(x)) + g(y)

= f(x) + (g(x) + f(y)) + g(y)

= (f(x) + g(x)) + (f(y) + g(y))

= (f + g)(x) + (f + g)(y)

y

(−g)(x+ y) := −g(x+ y)

= −(g(x) + g(y))

= −g(x) + (−g(y))
= (−g)(x) + (−g)(y)

De lo anterior, tiene sentido considerar al morfismo de grupos f−g. Se tiene que Im(f−g)
es un subgrupo de H , más aún, puesto que H es abeliano, entonces Im(f − g) ◁ H
y por lo tanto puede considerarse al grupo cociente H

Im(f−g) y al morfismo de grupos
π : H −→ H

Im(f−g) dado por π(h) := Im(f − g)+h. Veamos que π es coigualador de f
y g: observe que para cada x ∈ G, f(x)− g(x) = (f − g)(x) ∈ Im(f − g). Por lo tanto
Im(f − g) + f(x) = Im(f − g) + g(x) i,e, π(f(x)) = π(g(x)). De ahí que πf = πg.
Sea H s // K un morfismo de grupos abelianos tal que sf = sg. Entonces para cada
x ∈ G ocurre que s(f(x) − g(x)) = 0, o lo que es lo mismo s((f − g)(x)) = 0. Por lo
tanto Im(f −g) ≤ Nu(s) 2, y como Im(f −g)◁H , del primer teorema de isomorfismo
de grupos se sigue que existe un único morfismo de grupos s̄ que hace conmutativo al
diagrama

H

π ""

s // K

H
Im(f−g)

s̄

<<

Por consiguiente π : H −→ H
Im(f−g) es coigualador de f y g.

2Si f : G −→ H es un morfismo de grupos, al conjunto Nu(f) := {x ∈ G | f(x) = 0} se le llama núcleo
de f .
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1.1.2. Pullbacks y Pushouts

Definición 1.1.7. Un pullback (o jalador) para los morfismos A

f
��

B g
// X

es un par de mor-

fismos E u //

v
��

A

B

con las siguientes propiedades:

1. El diagrama

E
u //

v

��

A

f

��
B g

// X

es conmutativo.

2. Para cada par de morfismos E ′ p //

q

��

A

B

tales que fp = gq existe un único morfismo

E ′ t // E que hace conmutativo al diagrama

E ′

t

  

p

!!

q

��

E
u //

v

��

A

f

��
B g

// X

El concepto dual de pullback es el pushout y es definido como sigue:
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Definición 1.1.8. Un pushout (o empujador) para los morfismos X
f //

g
��

A

B

es un par de

morfismos A

u
��

B v
// D

con las siguientes propiedades:

1. El diagrama

X
f //

g

��

A

u

��
B v

// D

es conmutativo.

2. Para cada par de morfismos A

p
��

B q
// D′

tales que pf = qg existe un único morfismo

D
s // D′ que hace conmutativo al diagrama

X
f //

g

��

A

u

��
p

��

B v
//

q 00

D
s

  
D′

Proposición 1.1.9. Suponga que E
u //

v
��

A

B

y E ′ α //

β
��

A

B

son pullbacks para los morfismos

A

f
��

B g
// X

. Entonces existe un único isomorfismo E ′ r // E tal que α = ur y β = vr. En

particular E ∼= E ′.
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Demostración. Puesto que E u //

v
��

A

B

y E ′ α //

β
��

A

B

son pullbacks para f y g, se siguen

entonces un par de hechos: el primero, que existen únicos morfismos r y s que hacen con-
mutativos a los siguientes diagramas:

E ′

r

  

α

!!

β

��

E
u //

v

��

A

f

��
B g

// X

y E
s

  

u

!!

v

��

E ′ α //

β

��

A

f

��
B g

// X

El segundo, que los morfismos idE e idE′ son los únicos morfismos que hacen conmutativos
a los diagramas:

E
idE

  

u

!!

v

��

E
u //

v

��

A

f

��
B g

// X

y E ′

idE′

  

α

!!

β

��

E ′ α //

β

��

A

f

��
B g

// X

Ahora bien, de la conmutatividad del primer par de diagramas se sigue que u(rs) = (ur)s =
αs = u mientras que v(rs) = (vr)s = βs = v, además, α(sr) = (αs)r = ur = α y
β(sr) = (βs)r = vr = β i,e, los diagramas

E
rs

  

u

!!

v

��

E
u //

v

��

A

f

��
B g

// X

y E ′

sr

  

α

!!

β

��

E ′ α //

β

��

A

f

��
B g

// X

son conmutativos. Por consiguiente rs = idE y sr = idE′ . Así r es un isomorfismo y la
proposición se sigue.
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Teorema. 1.1.10. Suponga que cualesquiera dos objetos de A tienen un coproducto y que
cualesquiera dos morfismos con el mismo dominio y codominio tienen un coigualador. Entonces
cualquier par de morfismos con el mismo dominio tiene un pushout.

Demostración. Sea X
f //

g
��

A

B

un par arbitrario de morfismos en A. De la hipótesis se tiene

que los objetosA yB tienen un coproducto, así, sea { A i1 // P,B
i2 // P } un coproducto

para A y B. Ahora bien, el par de morfismos X
i1f //

i2g
// P tiene un coigualador, digamos

P
w // Q . De que w es coigualador de i1f e i2g se sigue que w(i1f) = w(i2g), o bien que

(wi1)f = (wi2)g. De ahí que el diagrama

X
f //

g

��

A

wi1

��
B

wi2
// Q

(1.1)

es conmutativo. Veamos que el diagrama (1.1) es un diagrama pushout: en efecto, suponga
que los morfismos u : A −→ R y v : B −→ R son tales que uf = vg. Puesto que
{ A i1 // P,B

i2 // P } es coproducto para A y B, existe un único morfismo φ que hace
conmutativos a los diagramas

A u //

i1 ��

R

P

φ

?? y B v //

i2 ��

R

P

φ

?? (1.2)

i,e, u = φi1 y v = φi2. De esto se desprende que uf = (φi1)f y vg = (φi2)g, pero
uf = vg, luego φ(i1f) = φ(i2g). Ahora bien, de esta última igualdad junto al hecho de
que w es coigualador de i1f e i2g se desprende que existe un único morfismo ψ que hace
conmutativo al diagrama

P
φ //

w
��

R

Q
ψ

?? (1.3)

i,e, φ = ψw. Entonces ψ(wi1) = (ψw)i1 = φi1 = u y ψ(wi2) = (ψw)i2 = φi2 = v y por
consiguiente el diagrama

13
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X
f //

g

��

A

wi1

��
u

��

B
wi2

//

v 00

Q
ψ

��
R

es conmutativo. Finalmente, sea Ω : Q −→ R un morfismo tal que u = Ω(wi1) y v =
Ω(wi2). Entonces u = (Ωw)i1 y v = (Ωw)i2 y por consiguiente Ωw hace conmutativos a
los diagramas (1.2). Así, la unicidad de φ implica que φ = Ωw, pero de esto último se sigue
queΩ hace conmutativo al diagrama (1.3) y en consecuencia, la unicidad de ψ garantiza que
Ω = ψ. Por lo tanto el diagrama (1.1) es un diagrama pushout.

1.1.3. Generadores y cogeneradores
Definición 1.1.11. Si A es una categoría, se dice que G ∈ Ob(A) es un generador si para

cada par de morfismos A
f //

g
// B con f ̸= g, existe un morfismo G h // A tal que fh ̸=

gh. Dualmente, se dice que C ∈ Ob(A) es un cogenerador si para cada par de morfismos

A
f //

g
// B con f ̸= g, existe un morfismo B

h // C tal que hf ̸= hg.

Teorema. 1.1.12. Sea A una categoría.

1. Si A tiene coproductos, entonces G ∈ Ob(A) es generador si y solo si para cada objeto A
existe un conjunto I y un epimorfismo

∐
i∈I
G // A .

2. Si A tiene productos, entonces C ∈ Ob(A) es cogenerador si y solo si para cada objeto A
existe un conjunto I y un monomorfismo A //

∏
i∈I
C .

Demostración. Solo se probará el primer inciso, debido a que el segundo se sigue por dua-
lidad. Suponga que G es un generador y sea A ∈ Ob(A) arbitrario. Considere al conjunto
I := Hom(G,A) y para cada i ∈ I hágase Gi := G. Como A tiene coproductos, sea{
G

σf //
∐
i∈I
G

}
f∈I

un coproducto para la familia (Gi)i∈I . De esto se sigue que para la fa-

milia de morfismos
{
G

f // A
}
f∈I

existe un único morfismo φ tal que para cada f ∈ I

el diagrama
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G
f //

σf

��

A

∐
i∈I
G

φ

EE (1.4)

es conmutativo i,e, para cada f ∈ I , f = φσf . Veamos que φ es un epimorfismo: en efecto,

sean A
u //

v
// B un par de morfismos tales que uφ = vφ. Si ocurriera que u ̸= v, entonces

como G es generador, existe un morfismo h : G −→ A tal que uh ̸= vh. Ahora bien,
observe que h ∈ I := Hom(G,A), y además el diagrama (1.4) es conmutativo para cada
elemento de I , en particular, para h ocurre que h = φσh. Así, de la igualdad uφ = vφ se
sigue que u(φσh) = v(φσh) y por consiguiente uh = vh, lo que contradice que uh ̸= vh.
Por lo tanto u = v y en consecuencia φ es un epimorfismo. Y viceversa, suponga que para
cadaA ∈ Ob(A) existe un conjunto I y un epimorfismo

∐
i∈I
G // A . Veamos queG es un

generador: sean A
f //

g
// B un par de morfismos con f ̸= g. Suponga, a manera de llegar a

un absurdo, que para cada h ∈ Hom(G,A), fh = gh. Ahora, por hipótesis, para el objeto
A existe un conjunto I y un epimorfismo

∐
i∈I
G

φ // A . Para cada i ∈ I hágase Gi := G y

sea
{
G

σj //
∐
i∈I
G

}
j∈I

un coproducto para la familia (Gi)i∈I . Observe que para cada j ∈ I

el morfismo composición G
σj //

∐
i∈I
G

φ // A pertenece aHom(G,A) y por consiguiente

para cada j ∈ I ocurre que f(φσj) = g(φσj) o bien, que (fφ)σj = (gφ)σj . A partir de esto,

considere a la familia de morfismos
{
G

(fφ)σj=(gφ)σj// B
}
j∈I

. De que
{
G

σj //
∐
i∈I
G

}
j∈I

es

un coproducto para (Gi)i∈I se sigue que existe un único morfismo ψ tal que para cada j ∈ I
el diagrama

G
(fφ)σj=(gφ)σj //

σj

��

B

∐
i∈I
G

ψ

EE (1.5)

es conmutativo. Por otra parte, es claro que los morfismos fφ y gφ hacen conmutativos a
cada uno de los diagramas (1.5), de forma que la unicidad de ψ implica que fφ = ψ = gφ
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i,e, fφ = gφ, y al ser φ un epimorfismo, entonces f = g, pero esto contradice a que f ̸= g.
Este absurdo surgió del hecho de suponer que para cada h ∈ Hom(G,A), fh = gh. Por lo
tanto existe h ∈ Hom(G,A) tal que fh ̸= gh y en consecuencia G es un generador.

1.1.4. Categorías concretas

Definición 1.1.13. Si X es una categoría, una categoría concreta sobre X es un par (A,U),
donde A es una categoría y U : A −→ X es un funtor fiel. Una categoría concreta sobre Set
es llamada constructo.

Definición 1.1.14. Sean (A,U) una categoría concreta sobre la categoría X y X ∈ Ob(X ).

1. Un morfismo estructurado con dominio X es un X−morfismo X
f // U(A) con A un

objeto de A.

2. Un morfismo universal sobre X es un morfismo estructurado con dominio X , digamos
U : X −→ U(A), con la siguiente propiedad:

Para cada morfismo f : X −→ U(B), existe un único A−morfismo η : A −→ B que
hace conmutativo al siguiente diagrama:

X
f //

U

��

U(B)

U(A)

U(η)

BB

3. Un objeto libre sobreX es un objetoA ∈ Ob(A) para el cuál existe un morfismo universal
U : X −→ U(A).

1.1.5. Objetos proyectivos
Definición 1.1.15. Se dice que un objeto P de una categoría A es proyectivo si para cada epi-
morfismo B

g // C y cada morfismo P
α // C existe un morfismo β que hace conmutativo

al diagrama

P

β

��

α

��
B g

// C
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Teorema. 1.1.16. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. El axioma de elección.

2. Todo conjunto es un objeto proyectivo en Set.

Demostración. 1) =⇒ 2) Suponga el axioma de elección y sea P un conjunto arbitrario. Si
P = ∅, entonces es claro que para cada función sobreyectiva B

g // C la función vacía ϕ
hace conmutativo al diagrama

∅

ϕ

��

ϕ

��
B g

// C

De ahí que P = ∅ es proyectivo. Si P ̸= ∅, sean B
g // C y P α // C funciones con g

sobreyectiva. Para cada p ∈ P seaXp := {b ∈ B | g(b) = α(p)}. Observar que como α(p) ∈
C y g es sobreyectiva, entonces existe b ∈ B tal que g(b) = α(p), y en consecuencia cadaXp

es no vacío. Así que por el axioma de elección, existe una función β : P −→
⋃
p∈P

Xp tal que

para cada p ∈ P , β(p) ∈ Xp. Ahora bien, como
⋃
p∈P

Xp ⊆ B, entonces puede considerarse a

β como función de P enB. Más aún, como para cada p ∈ P ocurre que β(p) ∈ Xp, entonces
g(β(p)) = α(p) y por lo tanto α = gβ. De ahí que el diagrama

P

β

��

α

��
B g

// C

es conmutativo y por consiguiente P es proyectivo.
2) =⇒ 1) Suponga que todo conjunto es un objeto proyectivo en Set y sea F una familia no
vacía de conjuntos no vacíos y disjuntos por pares. De que los elementos deF sean disjuntos
por pares se sigue que para cada x ∈

⋃
F existe un único A ∈ F tal que x ∈ A. Denotemos

a este conjunto por Ax y considere a la función g :
⋃
F −→ F dada por g(x) := Ax.

Observe que si A ∈ F es arbitrario, entonces A = g(x), siendo x cualquier elemento de A.
De ahí que g es sobreyectiva. Ahora bien, como todo conjunto es un objeto proyectivo en
Set, entonces en particular F es proyectivo y así existe una función β que hace conmutativo
al diagrama
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F

β

~~

idF

��⋃
F g

// F

i,e, gβ = idF . De esto último se sigue que para cada Z ∈ F , g(β(Z)) = idF(Z) = Z ,
pero también se tiene que g(β(Z)) := Aβ(Z), donde Aβ(Z) es el único elemento de F tal
que β(Z) ∈ Aβ(Z). Así que entonces Aβ(Z) = Z y por consiguiente β(Z) ∈ Z . Se concluye
que β es una función de elección para la familia F y por lo tanto se verifica el axioma de
elección.

Teorema. 1.1.17. Sea (A,U) una categoría concreta sobre Set y suponga que el funtor U
manda epimorfismos en epimorfismos. Si P ∈ Ob(A) es un objeto libre sobre el conjunto X ,
entonces P es un objeto proyectivo en A.

Demostración. Si P ∈ Ob(A) es un objeto libre sobre el conjunto X , entonces existe un
morfismo en Set (una función) U : X −→ U(P ) que es universal (véase Definición 1.1.14).
Ahora, sean B

g // C y P α // C A−morfismos con g un epimorfismo. Como U manda

epimorfismos en epimorfismos, entonces U(B)
U(g) // U(C) es un epimorfismo en Set. Por

otra parte, si asumimos el axioma de elección, entonces del Teorema 1.1.16 se sigue que
X es proyectivo en Set y por consiguiente existe una función β que hace conmutativo al
diagrama

X

β

��

U

��
U(P )

U(α)

��
U(B)

U(g)
// U(C)

i,e, U(g)β = U(α)U . Ahora bien como U es universal, para la función β existe un único
A−morfismo η : P −→ B que hace conmutativo al diagrama

18
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X
β //

U

��

U(B)

U(P )

U(η)

BB

i,e, β = U(η)U . Esta última igualdad junto con queU(g)β = U(α)U implican queU(g)U(η)U =
U(α)U y por lo tanto U(gη)U = U(α)U . Por otro lado, al ser U universal, para la función
U(gη)U = U(α)U existe un único A−morfismo f que hace conmutativo al diagrama

X
U(gη)U=U(α)U //

U

��

U(C)

U(P )

U(f)

BB

Pero claramente α y gη son dos A−morfismos que hacen conmutativo al diagrama anterior,
de manera que la unicidad de f implica que α = gη y por lo tanto el diagrama

P

η

��

α

��
B g

// C

es conmutativo. Por consiguiente P es proyectivo.

1.2. Monoides y sus ideales
A continuación se ofrecen algunas definiciones y resultados básicos sobre monoides, so-
bre elementos especiales y sobre el concepto de ideal. Todo esto será utilizado con bastante
frecuencia a lo largo de la parte central de esta tesis. Mencionamos que para obtener más
información sobre Teoría de Semigrupos (monoides) y para una discusión mucho más or-
denada y detallada, el lector interesado puede consultar la referencia [8].

1.2.1. Semigrupos, monoides y elementos especiales
Definición 1.2.1. Si X es un conjunto, una operación binaria sobre X es simplemente una
función de X ×X en X . Además, si · es una operación binaria sobre X , se dirá que · es:

1. asociativa, si para cada a, b, c ∈ X se verifica que a(bc) = (ab)c.
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2. conmutativa, si para cada a, b ∈ X se verifica que ab = ba

Definición 1.2.2. Un semigrupo es un par ordenado (S, ·) donde S es un conjunto no vacío
y · es una operación binaria asociativa sobre S. Además, se dice que el semigrupo (S, ·) es
conmutativo (o abeliano) si · es una operación binaria conmutativa.

En la práctica, un semigrupo es denotado a través de su conjunto subyacente, así, la frase sea
S un semigrupo significa que hay una operación binaria sobre S, digamos ·, de tal manera
que (S, ·) es un semigrupo.

Definición 1.2.3. Si S es un semigrupo, se dice que e ∈ S es:

1. neutro izquierdo (o identidad izquierda) si para cada x ∈ S ocurre que ex = x.

2. neutro derecho (o identidad derecha) si para cada x ∈ S ocurre que xe = x.

3. neutro (o identidad ) si para cada x ∈ S ocurre que ex = x = xe.

Proposición 1.2.4. Sea S un semigrupo y suponga que e ∈ S es neutro izquierdo y que e′ ∈ S
es neutro derecho. Entonces e = e′.

Demostración. Como e es neutro izquierdo, entonces ee′ = e′. Por otra parte, como e′ es
neutro derecho, entonces ee′ = e. De ahí que e = e′.

Corolario 1.2.5. Todo semigrupo tiene a lo más un elemento neutro.

Demostración. Directa de la Proposición anterior.

Definición 1.2.6. Un monoide es un semigrupo que tiene un elemento neutro.

Definición 1.2.7. Sea S un semigrupo. Decimos que z ∈ S es:

1. cero izquierdo si para cada x ∈ S ocurre que zx = z.

2. cero derecho si para cada x ∈ S ocurre que xz = z.

3. elemento cero si para cada x ∈ S ocurre que zx = z = xz

Proposición 1.2.8. Sea S un semigrupo y suponga que z ∈ S es cero izquierdo y que z′ ∈ S
es cero derecho. Entonces z = z′.

Demostración. Como z es cero izquierdo, entonces zz′ = z. Por otra parte, como z′ es cero
derecho, entonces zz′ = z′. De ahí que z = z′.
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Corolario 1.2.9. Todo semigrupo tiene a lo más un elemento cero.

Demostración. Directa de la Proposición anterior.

Definición 1.2.10. Sea S un monoide con elemento neutro e ∈ S y sean x, y ∈ S. Se dice que
y es :

1. inverso izquierdo de x, si yx = e.

2. inverso derecho de x, si xy = e.

3. inverso de x, si yx = e = xy.

Además, se dice que x es:

1. invertible izquierdo, si x tiene al menos un inverso izquierdo.

2. invertible derecho, si x tiene al menos un inverso derecho.

3. invertible, si x tiene un inverso.

Proposición 1.2.11. Sea S un monoide con elemento neutro e ∈ S. Entonces todo elemento
de S tiene a lo más un inverso.

Demostración. Suponga que u, v ∈ S son ambos inversos de x ∈ S. Entonces u = ue =
u(xv) = (ux)v = ev = v.

Si S es un monoide y a ∈ S es invertible, escribiremos a−1 para denotar a su inverso.

Definición 1.2.12. Un grupo es un monoide en el que cada elemento es invertible.

Teorema. 1.2.13. Sean G un semigrupo y e ∈ G un neutro izquierdo. Suponga que para cada
g ∈ G existe xg ∈ G tal que xgg = e. Entonces G es un grupo.

Demostración. Veamos que para cada g, x, y ∈ G la igauldad gx = gy implica que x = y:
en efecto

gx = gy =⇒ xg(gx) = xg(gy)

=⇒ (xgg)x = (xgg)y

=⇒ ex = ey

=⇒ x = y.

Ahora, si g ∈ G es arbitrario, entonces ocurre que xg(ge) = (xgg)e = ee = e = xgg. Por lo
tanto xg(ge) = xgg y en consecuencia ge = g. De ahí que e es también neutro derecho y por
consiguiente elemento neutro. De lo anterior se sigue que G es un monoide con elemento
neutro e. De nuevo, si g ∈ G es arbitrario, entonces se tiene que xg(gxg) = (xgg)xg = exg =
xg = xge. Por lo tanto xg(gxg) = xge y por consiguiente gxg = e. Esto último aunado a que
xgg = e permite concluir que xg es un inverso para g. En consecuencia todo elemento de G
es invertible y por consiguiente G es un grupo.

21



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Del Teorema anterior se sigue en particular, que si un monoide es tal que cualquiera de sus
elementos tiene inverso izquierdo, entonces tal monoide es un grupo.

Definición 1.2.14. Si S es un semigrupo, se dice que α ∈ S es idempotente si α2 = α. Se
denota por E(S) a la colección de todos los elementos idempotentes de S.

Definición 1.2.15. Se dice que un semigrupo S es:

1. cancelativo izquierdo si para cada a, x, y ∈ S la igualdad ax = ay implica que x = y.

2. cancelativo derecho si para cada a, x, y ∈ S la igualdad xa = ya implica que x = y.

3. cancelativo si S es a la vez cancelativo izquierdo y derecho.

Definición 1.2.16. Si S es un semigrupo, un subsemigrupo de S es un subconjunto no vacío
de S, digamos T , tal que para cada s, t ∈ T ocurre que st ∈ T . Además, si S es un monoide
con neutro e, un submonoide de S es un subsemigrupo de S, digamos T , tal que e ∈ T .

Definición 1.2.17. Si S y T son semigrupos, un morfismo de semigrupos es una función f :
S −→ T tal que para cada a, b ∈ S se verifica que f(ab) = f(a)f(b). Si además S y T son
monoides con neutros eS y eT , respectivamente, un morfismo de monoides es un morfismo de
semigrupos f : S −→ T tal que f(eS) = eT .

1.2.2. Ideales
Definición 1.2.18. Sea S un semigrupo e I un subconjunto no vacío de S. Se dice que I es un

1. ideal izquierdo, si para cada x ∈ S y cada a ∈ I ocurre que xa ∈ I .

2. ideal derecho, si para cada x ∈ S y cada a ∈ I ocurre que ax ∈ I .

3. ideal bilátero (o simplemente ideal), si I es un ideal izquierdo y un ideal derecho.

Definición 1.2.19. Un ideal izquierdo maximal de un semigrupo S es un ideal izquierdo I de
S tal que I ̸= S y para cada J ideal izquierdo, I ⊆ J implica que I = J . De manera similar
se define ideal derecho maximal e ideal maximal.

Definición 1.2.20. Un ideal izquierdo minimal de un semigrupo S es un ideal izquierdo I de
S tal que para cada J ideal izquierdo de S, la contención J ⊆ I implica que J = I . De manera
similar se define ideal derecho minimal.
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Proposición 1.2.21. Si S es un semigrupo y a ∈ S, entonces los conjuntos

Sa := {xa |x ∈ S}, aS := {ax |x ∈ S} y SaS := {xay |x, y ∈ S}

son un ideal izquierdo, ideal derecho e ideal bilátero respectivamente.

Demostración. Veamos queSa es un ideal izquierdo: para cada x, y ∈ S se tiene que x(ya) =
(xy)a ∈ Sa. Por consiguiente Sa es un ideal izquierdo. Ahora bien, para ver que SaS es un
ideal bilátero solo basta con observar que para cada x, y, z ∈ S, z(xay) = (zx)ay ∈ SaS y
(xay)z = xa(yz) ∈ SaS. El argumento para verificar que aS es un ideal derecho es similar
a los anteriores y se omite.

Si S es un semigrupo y a ∈ S, será usual también denotar al ideal izquierdo Sa por ⟨a⟩.

Definición 1.2.22. Se dice que un semigrupo S es de ideales principales izquierdos si todo
ideal izquierdo de S es de la forma ⟨a⟩ para algún a ∈ S. De manera similar se define un
semigrupo de ideales principales derechos y de ideales principales biláteros.
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CAPÍTULO 2

S-ACCIONES

De forma imprecisa, un R−módulo es un grupo abeliano en el que se hace accionar de ma-
nera conveniente, a los elementos de un anillo dadoR. Observe que los módulos, por defini-
ción, deben involucrar a dos estructuras algebraicas (un anillo y un grupo abeliano). Existe
una cantidad considerable de resultados acerca de módulos. En particular, es bien sabido que
un anillo dado R induce una categoría denotada por R−mod cuyos objetos son todos los
R−módulos. Hay teoremas del tipo: un anillo R cumple con tal propiedad si y solo si todos
los objetos deR−mod cumplen con tal propiedad. Inspirándonos en lo anteriormente dicho,
este trabajo de tesis tiene por objetivo estudiar a cierto tipo de estructuras más generales a
las que llamaremos acciones y que, a diferencia de los módulos, solo consideran a un tipo de
estructura algebraica, a saber, un semigrupo o un monoide. A grosso modo, una acción so-
bre un monoide S será un conjunto en el que se hace accionar de manera conveniente, a los
elementos del monoide dado S. De igual forma que con los módulos, trataremos de carac-
terizar a los monoides a través de las propiedades de su categoría de acciones. Así las cosas,
en este capítulo se establecen las primeras definiciones y resultados básicos sobre acciones
que permitirán profundizar en la teoría referente a esta clase de objetos. Mencionamos que
a partir de ahora, sería conveniente que el lector tenga nociones sobre Teoría de anillos y
módulos, sin embargo, y a pesar de que estos temas no serán abordados en el trabajo, el
lector interesado puede consultar, por ejemplo, las referencias [1], [10] y [11].

2.1. Acciones sobre monoides
Si X es un conjunto no vacío, se define

τ(X) := {f : X −→ X | f es función}

A los elementos de τ(X) se les conoce como transformaciones de X . Observe que τ(X) es
un monoide con la composición usual entre funciones y cuyo elemento neutro es la función
identidad.
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Definición 2.1.1. Si S es un semigrupo y X es un conjunto no vacío, una representación de
S por transformaciones de X es un morfismo de semigrupos f : S −→ τ(X). Si además S es
un monoide y f es un morfismo de monoides, entonces a f se le llama representación unita-
ria. Se denota a la colección de todas las representaciones de S por transformaciones de X por
Rep(S,X), y si S es un monoide, Repu(S,X) denota a la colección de todas las transforma-
ciones unitarias de S.

Definición 2.1.2. Si S es un monoide con elemento neutro e, una S-acción (izquierda) es un
par (X, ∗) donde X es un conjunto no vacío y ∗ : S ×X −→ X es una función que satisface
lo siguiente para cada x ∈ X y s, t ∈ S:

1. e ∗ x = x

2. s ∗ (t ∗ x) = (st) ∗ x

Observación 2.1.3. En el caso en que S solo sea un semigrupo (sin elemento neutro), una
S-acción (izquierda) es un par (X, ∗) donde X es un conjunto no vacío y ∗ : S ×X −→ X es
una función que satisface solo el inciso 2 de la Definición 2.1.2.

Advertencia: en lo sucesivo, S denotará un monoide con neutro e y todas las S−acciones
serán aquellas que satisfacen la Definición 2.1.2 a menos que se especifique otra cosa.

Para cada conjunto no vacío X se define

(S − act)X := {∗ : S ×X −→ X | (X, ∗) es S−acción}

Proposición 2.1.4. Para cada conjunto no vacíoX existe una correspondencia biyectiva entre
(S − act)X y Repu(S,X).

Demostración. Si f ∈ Repu(S,X) se define ∗f : S × X −→ X como s ∗f x := f(s)(x).
Observe que e ∗f x = f(e)(x) = idX(x) = x, además de que s ∗f (t ∗f x) = s ∗f f(t)(x) =
f(s)(f(t)(x)) = (f(s)f(t))(x) = f(st)(x) = (st) ∗f x. De esto se sigue que (X, ∗f ) es
una S-acción. A partir de esto tiene sentido considerar a la función Γ : Repu(S,X) −→
(S − act)X definida por Γ(f) := ∗f . Veamos que Γ es una biyección: si f, g ∈ Repu(S,X)
son tales que ∗f = ∗g, entonces para cada s ∈ S y x ∈ X se tiene que f(s)(x) = s ∗f x =
s ∗g x = g(s)(x) i,e, f(s)(x) = g(s)(x). De ahí que para cada s ∈ S, f(s) = g(s) y por
consiguiente f = g. Luego Γ debe ser inyectiva. Ahora, si ∗ ∈ (S − act)X , para cada s ∈ S
se define a la función fs : X −→ X como fs(x) := s ∗ x. Tomando en cuenta lo anterior
se define a F : S −→ τ(X) como F (s) := fs. Nótese que si s, t ∈ S, entonces para cada
x ∈ X ocurre que fst(x) := (st) ∗ x = s ∗ (t ∗ x) = fs(ft(x)) = (fsft)(x), de donde
fst = fsft. Más aún, para cada x ∈ X , fe(x) := e ∗ x = x = idX(x), luego fe = idX y
por consiguiente F debe ser un morfismo de monoides i,e, F ∈ Repu(S,X) . Finalmente,
se tiene que s ∗F x := F (s)(x) = fs(x) = s ∗ x. Por lo tanto ∗ = ∗F = Γ(F ), lo cual exhibe
que Γ es sobreyectiva.
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En la práctica, una S−acción es denotada a través de su conjunto subyacente, así, la frase
"Sea X una S−acción" significará, en lo sucesivo, que hay una función ∗ : S×X −→ X de
tal manera que (X, ∗) es una S−acción izquierda. Además, de ahora en adelante no se hará
énfasis en la función ∗ (a menos que sea necesario) y escribiremos sx en lugar de s ∗x. Será
también común escribir SX para indicar que X es una S−acción izquierda.

2.1.1. Ejemplos
1. Si S es un monoide con operación binaria ∗ : S × S −→ S, entonces el par (S, ∗) es

una S−acción izquierda. Se le llama a esta acción la S−acción regular y se le denota
por SS. Observar que aquí, la acción de los elementos del monoide S en los elementos
del conjunto S es simplemente la operación en el monoide S.

2. Si X es una S−acción, para cada A ⊆ X y cada s ∈ S se define

sA := {sa | a ∈ A}

Con esto, el conjunto P(X) es una S−acción izquierda.

3. Si (R,+, ·) es un anillo con unidad yA es unR−módulo izquierdo con acción deR en
A dada por ∗, entonces (A, ∗) es una (R, ·)−acción, además si A no es el R−módulo
cero, entonces (A, ∗) no puede ser una (R,+)−acción.

4. SiS es cualquier monoide yX cualquier conjunto no vacío, entoncesX es unaS−acción
haciendo sx := x para cada s ∈ S y x ∈ X .

5. Si X es cualquier conjunto no vacío, entonces X es una (τ(X), ◦)−acción haciendo
para cada f ∈ τ(X) y x ∈ X , f ∗ x := f(x).

6. Si A y B son S−acciones, el conjunto A × B es una S−acción haciendo s(a, b) :=
(sa, sb).

7. Si A es una S−acción y φ : T −→ S es un morfismo de monoides, entonces A es una
T−acción haciendo ta := φ(t)a para cada t ∈ T y cada a ∈ A.

2.2. Subacciones
Definición 2.2.1. Si A es una S−acción, una subacción es un subconjunto B no vacío de A
tal que para cada s ∈ S y cada b ∈ B, sb ∈ B. Se escribirá B ≤ A para indicar que B es una
subacción de A.

Ejemplo 2.2.2. Toda subacción de la acción regular SS debe ser un ideal izquierdo del monoide
S, y viceversa, todo ideal izquierdo del monoide S es una subacción de SS.
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Lema 2.2.3. Sea A una S−acción y F una familia no vacía de subacciones de A. Entonces⋃
F y

⋂
F son subacciones de A (siempre que

⋂
F sea no vacío).

Demostración. Si s ∈ S y a ∈
⋃

F , entonces hay una subacción B ∈ F con a ∈ B, luego
sb ∈ B conB ⊆

⋃
F . Por lo tanto sb ∈

⋃
F y así

⋃
F es subacción. Que

⋂
F es subacción

se exhibe de manera similar.

Si SA es una S−acción y X es un subconjunto no vacío de A, entonces puede considerarse
a la familia

FX := {B ≤ A |X ⊆ B}

Observe que FX es una familia no vacía pues A ∈ FX . Además según el Lema 2.2.3
⋂
FX

es una subacción.

Definición 2.2.4. Si A es una S−acción y X es un subconjunto no vacío de A, entonces a la
subacción

⋂
FX se le llama subacción generada por X y se le denota por ⟨X⟩

Teorema. 2.2.5. Si A es una S−acción y X es un subconjunto no vacío de A, entonces

⟨X⟩ = {sx | s ∈ S, x ∈ X}

Demostración. Considere al conjunto B := {sx | s ∈ S, x ∈ X}. No es difícil ver que B
es una subacción de A. Ahora bien, si x ∈ X , entonces x = ex ∈ B y por consiguiente
X ⊆ B. De ahí que B ∈ FX y en consecuencia ⟨X⟩ ⊆ B. Por otra parte, para s ∈ S y
x ∈ X , sea D ∈ FX arbitraria. Puesto que D ∈ FX , entonces X ⊆ D y así x ∈ D. Luego
sx ∈ D. De ahí que sx ∈ D para cada D ∈ FX y por consiguiente sx ∈ ⟨X⟩. De esto se
deduce que B ⊆ ⟨X⟩ y por consiguiente ⟨X⟩ = B.

Proposición 2.2.6. Sea A una S−acción y X, Y ⊆ A no vacíos. Entonces:

1. X ≤ A si y solo si X = ⟨X⟩.

2. X ⊆ Y implica que ⟨X⟩ ⊆ ⟨Y ⟩.

3. ⟨X ∪ Y ⟩ = ⟨X⟩ ∪ ⟨Y ⟩.

Demostración. 1) Recordar que ⟨X⟩ es la intersección de todas las subacciones que contie-
nen a X . En particular ⟨X⟩ está contenida en cualquier subacción que contenga a X . Así
que cuando X ≤ A, de que X ⊆ X se desprende que ⟨X⟩ ⊆ X ⊆ ⟨X⟩ y por consiguiente
X = ⟨X⟩. El recíproco es inmediato.
2) Como X ⊆ Y y Y ⊆ ⟨Y ⟩, entonces X ⊆ ⟨Y ⟩ i,e, ⟨Y ⟩ es una subacción que contiene a
X . Por lo tanto ⟨X⟩ ⊆ ⟨Y ⟩.
3) De que X ⊆ X ∪ Y y Y ⊆ X ∪ Y se sigue que ⟨X⟩ ⊆ ⟨X ∪ Y ⟩ y ⟨Y ⟩ ⊆ ⟨X ∪ Y ⟩.
Por consiguiente ⟨X⟩ ∪ ⟨Y ⟩ ⊆ ⟨X ∪ Y ⟩. Ahora bien, de que X ⊆ ⟨X⟩ y Y ⊆ ⟨Y ⟩ se
sigue que X ∪ Y ⊆ ⟨X⟩ ∪ ⟨Y ⟩ y en consecuencia ⟨X ∪ Y ⟩ ⊆ ⟨X⟩ ∪ ⟨Y ⟩. Por lo tanto
⟨X ∪ Y ⟩ = ⟨X⟩ ∪ ⟨Y ⟩.
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2.3. S-morfismos
Definición 2.3.1. Si A y B son S−acciones, un S−morfismo es una función f : A −→ B tal
que para cada s ∈ S y a ∈ A, f(sa) = sf(a).

Observación 2.3.2. No es difícil ver que la composición de dos S−morfismos es de nuevo un
S−morfismo, y que si A es una S−acción, entonces idA es un S−morfismo.

Proposición 2.3.3. Los siguientes enunciados son equivalentes para unS−morfismo A
f // B :

1. f es una función biyectiva

2. Existe un S−morfismo g : B −→ A tal que gf = idA y fg = idB .

Demostración. Suponga que f es biyectiva y sea g : B −→ A la función inversa de f .
Entonces gf = idA y fg = idB . Elíjanse s ∈ S y b ∈ B arbitrarios. Para b existe a ∈ A
tal que b = f(a). Además, de la igualdad gf = idA se sigue que a = g(b). Ahora bien,
g(sb) = g(sf(a)) = g(f(sa)) = sa = sg(b) y por consiguiente g es un S−morfismo. La
implicación restante es inmediata.

Definición 2.3.4. Un isomorfismo de S−acciones es un S−morfismo que satisface alguna
de las condiciones de la Proposición 2.3.3. Además, diremos que dos S−acciones A y B son
isomorfas si existe un isomorfismo entre ellas, en cuyo caso se escribirá A ∼= B.

Lema 2.3.5. Sea f : A −→ B un S−morfismo.

1. Si X ≤ A, entonces f(X) ≤ B.

2. Si Y ≤ B, entonces f−1(Y ) ≤ A.

Demostración. Sean s ∈ S, x ∈ X y a ∈ f−1(Y ) arbitrarios. Se tiene que sf(x) = f(sx)
con sx ∈ X . Luego sf(x) = f(sx) ∈ f(X) y en consecuencia f(X) ≤ B. Por otra parte,
como f(a) ∈ Y , entonces sf(a) = f(sa) ∈ Y y con ello sa ∈ f−1(Y ). Por consiguiente
f−1(Y ) ≤ A.

2.4. S-congruencias y acciones cociente
Definición 2.4.1. SiA es una S−acción, una S−congruencia es una relación de equivalencia
en A, digamos ρ, tal que que para cada s ∈ S y x, y ∈ A, (x, y) ∈ ρ implica que (sx, sy) ∈ ρ.
A la colección de todas las congruencias sobre A se le denota por Cong(A).
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Ejemplos 2.4.2. 1. Todo S−morfismo f : A −→ B induce dos S−congruencias, una
sobre su dominio y otra sobre su codominio:

Ker(f) := {(x, y) ∈ A× A | f(x) = f(y)} y Kim(f) := (im(f)× im(f)) ∪∆B
1

No es difíicil mostrar que Ker(f) y Kim(f) son equivalencias en A. Solo se exhibirá que
Kim(f) es una S−congruencia:

Sea s ∈ S arbitrario. Si (x, y) ∈ Kim(f), entonces (x, y) ∈ (im(f) × im(f)) o bien
(x, y) ∈ ∆B . En el primer caso existen u, v ∈ A tales que (x, y) = (f(u), f(v)). Lue-
go (sx, sy) = (sf(u), sf(v)) = (f(su), f(sv)) ∈ (im(f) × im(f)) y por lo tanto
(sx, sy) ∈ Kim(f). En el segundo caso se tiene que x = y, y así (sx, sy) = (sx, sx) ∈
∆B . Por consiguiente (sx, sy) ∈ Kim(f) y en consecuenciaKim(f) es unaS−congruencia.
A Ker(f) se le llama Kernel de f y a Kim(f) se le llama congruencia imagen de f .

2. Si A es una S−acción y X ≤ A, entonces

ρX := {(x, y) ∈ A× A |x, y ∈ X} ∪∆A = (X ×X) ∪∆A

es una S−congruencia. A ρX se le llama S−congruencia inducida por X .

3. Si A es una S−acción y a ∈ A, entonces la función fa : S −→ A dada por fa(s) := sa
es un S−morfismo. A Ann(x) := Ker(fa) se le llama anulador de a.

Observación 2.4.3. SiA es una S−acción, sobre el conjuntoA×A se define para cada s ∈ S
y (x, y) ∈ A×A, s(x, y) := (sx, sy). Con esto A×A es una S−acción. Más aún, si ρ es una
congruencia sobre A, entonces de acuerdo con las propiedades de ρ se tiene que ρ ≤ A×A i,e,
toda congruencia en A es subacción de A× A.

Lema 2.4.4. Sea A una S−acción y (ρi)i∈I una familia no vacía de congruencias sobre A. Si⋂
i∈I
ρi ̸= ∅, entonces

⋂
i∈I
ρi es una congruencia sobre A.

Demostración. Considerar a cada ρi como subación de A × A, entonces del Lema 2.2.3 se
sigue que

⋂
i∈I
ρi ≤ A×A. De ahí que si s ∈ S y (x, y) ∈

⋂
i∈I
ρi, entonces (sx, sy) = s(x, y) ∈⋂

i∈I
ρi. Finalmente, de que la intersección de equivalencias sea de nuevo una equivalencia el

resultado se sigue.

Definición 2.4.5. Sea A una S−acción. Para X ⊆ A× A se define

GX := {ρ ∈ Cong(A) |X ⊆ ρ}
1Para cada conjunto X , ∆X := {(x, y) ∈ X ×X |x = y}. A ∆X se le llama diagonal en X .
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Observe que GX es no vacía, pues A × A ∈ GX . A la congruencia ρ(X) :=
⋂
GX se le llama

congruencia generada por X .

Sea A una S−acción y ρ una S−congruencia en A. Se define la siguiente operación entre

elementos de S y elementos del conjunto cociente
A

ρ
:

s[a] := [sa]

Tal operación está bien definida, pues si [x] = [y], entonces (x, y) ∈ ρ y al ser ρ una
S−congruencia se tiene que (sx, sy) ∈ ρ, i,e, s[x] = s[y]. Ahora bien, con esto, es cla-

ro que
A

ρ
es una S−acción a la que se le llamará S−acción cociente. Más aún, la función

πρ : A −→ A
ρ

dada por πρ(a) := [a] es un S−morfismo sobreyectivo al que se le denomina
S−morfismo canónico.

Con respecto a las congruencias definidas en el primero de los Ejemplos 2.4.2 se tiene el
siguiente par de resultados:

Proposición 2.4.6. Sea f : A −→ B una función. Entonces f es inyectiva si y solo si
Ker(f) = ∆A.

Demostración. Suponga que f es inyectiva. Como Ker(f) es una equivalencia, entonces
∆A ⊆ Ker(f). Sea (a, b) ∈ Ker(f), luego f(a) = f(b), así que de la inyectividad de f se
sigue que a = b y por consiguiente (a, b) ∈ ∆A. De ahí que Ker(f) ⊆ ∆A y por lo tanto
Ker(f) = ∆A. Suponga ahora que Ker(f) = ∆A y sean a, b ∈ A tales que f(a) = f(b).
Entonces (a, b) ∈ Ker(f) = ∆A, de donde a = b y por consiguiente f es inyectiva.

Proposición 2.4.7. Sea f : A −→ B una función. Entonces f es sobreyectiva si y solo si
Kim(f) = B ×B.

Demostración. Si f es sobreyectiva, entonces im(f) = B y por lo tanto Kim(f) = (B×B)∪
∆B = B × B. Ahora, suponga que Kim(f) = B × B y sea b ∈ B arbitrario. Tome a ∈ A
y observe que (b, f(a)) ∈ B × B = Kim(f). Luego (b, f(a)) ∈ im(f) × im(f) ó b = f(a).
Note que en ambos casos se desprende que b pertenece a la imagen de f . Por consiguiente
f es sobreyectiva.

2.5. Acciones con cero
Definición 2.5.1. Se dice que θ ∈ A es un elemento cero de la S−acciónA si para cada s ∈ S
ocurre que sθ = θ.
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Observación 2.5.2. Si A es una S−acción, θ ∈ A es un elemento cero si y solo si {θ} es
subacción de A.

Una S−acción puede tener más de un elemento cero. En efecto, sea X una S−acción cons-
truida como en el cuarto de los Ejemplos 2.1.1. Entonces cualquier elemento de X es un
elemento cero.

Lema 2.5.3. Si 0 ∈ S es un cero derecho del monoide S, entonces toda S−acción tiene al
menos un elemento cero.

Demostración. Sea A una S−acción y a ∈ A arbitrario. Entonces Θa := 0a es elemento
cero de A. En efecto, para cada s ∈ S, sθa = s(0a) = (s0)a = 0a = θa.

Corolario 2.5.4. Sea 0 ∈ S un cero derecho del monoide S. Si A es una S−acción con un
único elemento cero digamos θ, entonces para cada a ∈ A, 0a = θ i,e, 0A = {θ}. En particular,
si B ≤ A, entonces θ ∈ B.

Demostración. De acuerdo a la demostración del Lema anterior, para cada a ∈ A, 0a es
elemento cero de A. Así, de la unicidad de θ debe ser entonces que 0a = θ. Ahora bien, si
B ≤ A y b ∈ B, entonces θ = 0b ∈ B.

Ejemplo 2.5.5. SeaA una S−acción yX ≤ A. Considere a la congruencia ρX del segundo de
los Ejemplos 2.4.2. EntoncesX es elemento cero de la S−acción A

ρX
. En efecto, para cada x ∈ X

se tiene que

[x] = {y ∈ A | y ∈ X ó y = x}
= X

Luego para x ∈ X y s ∈ S ocurre que sX = s[x] = [sx] = X . Por lo tanto X es elemento
cero de A

ρX
.

Definición 2.5.6. Se define a la clase (S −Act)0 como aquella cuyos elementos son todas las
S−acciones que tienen un único elemento cero.

Definición 2.5.7. Se define a la clase S − Act0 como aquella cuyos elementos son todas las
S−acciones A que satisfacen lo siguiente:

1. A tiene un único elemento cero, digamos θ.

2. Existe s ∈ S tal que para cada a ∈ A, sa = θ.
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Proposición 2.5.8. Para un monoide S con al menos un cero derecho se tiene que S−Act0 =
(S−Act)0. Más aún, si S es un monoide con cero i,e, que tenga un elemento que sea tanto cero
izquierdo como cero derecho, entonces SS ∈ S − Act0.

Demostración. Es claro que S−Act0 es subclase de la clase de todas las S−acciones con un
único elemento cero. Ahora, siA es una S−acción con un único elemento cero, el Corolario
2.5.4 implica que si θ es el elemento cero de A, entonces 0 ∈ S (con 0 un cero derecho
de S) es tal que para cada a ∈ A, 0a = θ. Por consiguiente A ∈ S − Act0. Ahora bien,
suponga que 0 ∈ S es cero del monoide S i,e, suponga que 0 es tanto cero izquierdo como
cero derecho de S. No es difícil ver que entonces 0 es elemento cero de la S−acción regular
SS. Si es 0′ otro elemento cero de la S−acción SS, entonces para cada s ∈ S, s0′ = 0′,
de donde se sigue que 0′ es cero derecho del monoide S. Así que por un lado, como 0 es
cero izquierdo de S, entonces 00′ = 0, y por otro, como 0′ es cero derecho, 00′ = 0′. Por
consiguiente 0 = 0′ i,e, la S−acción SS tiene un único elemento cero. En consecuencia
SS ∈ (S − Act)0 = S − Act0.

Lema 2.5.9. Si A es una S−acción con un único elemento cero, entonces para cada B ≤ A tal

que θA ∈ B, la S−acción cociente
A

ρB
también tiene un único elemento cero.

Demostración. Suponga que B ≤ A es tal que θA ∈ B. Del Ejemplo 2.5.5 se sigue que B

es elemento cero de la acción cociente
A

ρB
, y más aún, para cada b ∈ B, [b] = B. Ahora, si

[a] ∈ A

ρB
es otro elemento cero de

A

ρB
, entonces para cada s ∈ S ocurre que s[a] = [a]. De

esto último se deduce que o bien a ∈ B o bien a = θA. En efecto, suponga, por el contrario,
que a /∈ B y que a ̸= θA. Entonces debe existir t ∈ S para el cuál ta ̸= a y por lo tanto
(ta, a) /∈ ∆A. Por otro lado, la igualdad t[a] = [a], implica que (ta, a) ∈ ρB := (B×B)∪∆A,
pero que (ta, a) /∈ ∆A obliga a que (ta, a) ∈ B×B y en consecuencia a ∈ B, contradicción.
En definitiva a ∈ B ó a = θA. Finalmente, como θA ∈ B, cualquiera de estos casos implica

que a ∈ B. Por consiguiente [a] = B i,e, B es el único elemento cero de
A

ρB
.

Teorema. 2.5.10. 1. Si A ∈ S − Act0 y B ≤ A, entonces B ∈ S − Act0 i,e, la clase
S − Act0 es cerrada bajo subacciones.

2. Si A ∈ S − Act0 y B ≤ A, entonces A
ρB

∈ S − Act0 i,e, la clase S − Act0 es cerrada
bajo cocientes inducidos por subacciones.

3. Si A ∈ S − Act0 y B es una S−acción tal que A ∼= B, entonces B ∈ S − Act0 i,e,
S − Act0 es cerrada bajo isomorfismos.

Demostración. Sea A ∈ S − Act0 y B ≤ A. Como A ∈ S − Act0, existe s ∈ S tal que
para cada a ∈ A, sa = θA (donde θA es el único elemento cero de A). Sea b ∈ B arbitrario,
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entonces sb ∈ B, pero sb = θA. Por consiguiente θA ∈ B. Además, es claro que θA es
elemento cero de B. Suponga que θ ∈ B es otro elemento cero de B, entonces tθ = θ para
cada t ∈ S, y en particular para t = s se tiene que sθ = θ, pero sθ = θA, luego θ = θA.
De lo anterior se sigue que θA es el único elemento cero de B. Ahora bien, que la igauldad
sa = θA se verifique para cualquier elemento de A, implica entonces que para cada b ∈ B,
sb = θA. Por lo tanto B ∈ S − Act0. Ahora bien, como θA ∈ B, el Lema 2.5.9 implica que

B es el único elemento cero de la acción cociente
A

ρB
. Por otro lado, observar que para cada

a ∈ A, s[a] = [sa] = [θA] = B. Por consiguiente A
ρB

∈ S − Act0. Suponga ahora que B es
una S−acción tal que A ∼= B y sea f : A −→ B un isomorfismo de acciones con inverso
g : B −→ A. Observe que para cada t ∈ S se tiene que tf(θA) = f(tθA) = f(θA). Por
consiguiente f(θA) es elemento cero de B. Ahora bien, si θ ∈ B es otro elemento cero de
B, entonces para cada t ∈ S se tiene que tg(θ) = g(tθ) = g(θ) i,e, g(θ) es elemento cero de
A, luego de la unicidad de θA se sigue que g(θ) = θA y por lo tanto θ = f(g(θ)) = f(θA).
De ahí que f(θA) es el único elemento cero de B. Para concluir, recordar que s ∈ S tiene
la propiedad de que para cada a ∈ A, sa = θA, así que para cada b ∈ B, sb = sf(g(b)) =
f(sg(b)) = f(θA) = θ. Por consiguiente B ∈ S − Act0.

Teorema. 2.5.11. Para cada S−acción A existe una S−acción A0 con al menos un elemento
cero tal que A ≤ A0 i,e, toda S−acción es subacción de una S−acción con cero.

Demostración. Sea A una S−acción y sea θ tal que θ /∈ A. Se define A0 := A ∪ {θ} y para
cada s ∈ S hágase

s ∗ x :=

{
θ si x = θ.
sx si x ∈ A.

Es claro que con esto A0 es una S−acción para la cuál θ es elemento cero. Más aún, es
también claro que A ≤ A0.

Proposición 2.5.12. Si A es una S−acción que carece de elementos cero, entonces A0 tiene
un único elemento cero i,e, A0 ∈ (S − Act)0.

Demostración. Siguiendo la línea de la demostración del Teorema 2.5.11, sea 0 otro elemento
cero de A0 y suponga que 0 ̸= θ. Como 0 ∈ A0 := A ∪ {θ}, entonces 0 ∈ A, y por lo tanto
para cada s ∈ S, 0 = s∗0 = s0 i,e, 0 es elemento cero deA, contradicción. Por consiguiente
0 = θ.

El recíproco de la Proposición 2.5.8 también se verifica:

34



CAPÍTULO 2. S-ACCIONES

Proposición 2.5.13. Si S es un monoide tal que S −Act0 = (S −Act)0, entonces S tiene al
menos un cero derecho.

Demostración. Se hará una prueba por contraposición i,e, probaremos que si S no tiene
elementos cero derechos, entonces ocurre que S−Act0 ⊊ (S−Act)0 : primero, no es difícil
ver que 0 ∈ S es un elemento cero de la S−acción regular SS si y solo si 0 es un cero derecho
del monoide S. Así, si S no tiene ningún elemento cero derecho, entonces la S−acción SS
no tiene elementos cero y por lo tanto la Proposición 2.5.12 garantiza que la S−acción S0

construida en la demostración del Teorema 2.5.11 tiene un único elemento cero. Recordar
que S0 := S ∪ {θ} donde θ /∈ S y para cada s ∈ S :

s ∗ x :=

{
θ si x = θ.
sx si x ∈ S.

Es claro que el único elemento cero de S0 es θ. Veamos que S0 /∈ S − Act0 : en efecto, si
S0 ∈ S − Act0, entonces S0 satisface la propiedad 2 de la Definición 2.5.7. Luego, existe
0 ∈ S tal que para cada x ∈ S0, 0 ∗ x = θ. En particular, para x = e (el neutro del monoide)
ocurre que θ = 0∗e = 0e = 0 ∈ S i,e, θ ∈ S, contradicción. Por consiguiente S0 /∈ S−Act0.
Lo anterior exhibe que S − Act0 ⊊ (S − Act)0.

Corolario 2.5.14. Los siguientes enunciados son equivalentes para un monoide S :

1. S tiene al menos un cero derecho.

2. S − Act0 = (S − Act)0.

Demostración. Se sigue de las Proposiciones 2.5.8 y 2.5.13.
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CAPÍTULO 3

MÁS SOBRE S-MORFISMOS

En este capítulo se desarrollan resultados adicionales sobre S−morfismos. En particular, se
definirá aquí lo que se entiende por sucesión exacta y sucesión exacta corta de Rees. Cabe
mencionar que la definición de sucesión exacta para morfismos de acciones fue tomada de
la referencia [13].

3.1. Teorema de isomorfismo para acciones
Teorema. 3.1.1. Sea f : A −→ B un S−morfismo y ρ una S−congruencia en A tal que ρ ⊆
Ker(f) (véanse Ejemplos 2.4.2). Entonces existe un único S−morfismo f que hace conmutativo
al diagrama

A
f //

πρ
��

B

A
ρ

f

@@

Más aún si ρ = Ker(f), entonces f̄ es inyectiva, y si f es sobreyectiva, entonces f̄ es sobre-
yectiva.

Demostración. Por el Teorema 1.4.35. de [8], para la función f : A −→ B existe una única
función f que hace conmutivo al diagrama

A
f //

πρ
��

B

A
ρ

f

@@
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Tal función viene dada por f([a]) := f(a). Además, si ρ = Ker(f), entonces f es inyectiva,
y si f es sobreyectiva, entonces f es sobreyectiva, por lo que solo resta exhibir que f es un
S−morfismo:

f(s[a]) = f([sa])

= f(sa)

= sf(a)

= sf([a])

Corolario 3.1.2. Para cada S−morfismo f : A −→ B se tiene que
A

Ker(f)
∼= f(A).

Demostración. La función F : A −→ f(A) dada por F (a) := f(a) es un S−morfismo
sobreyectivo con

Ker(F ) := {(x, y) ∈ A× A |F (x) = F (y)}
= {(x, y) ∈ A× A | f(x) = f(y)}
= Ker(f)

Así, el Teorema 3.1.1 asegura la existencia de unS−morfismo biyectivoF : A
Ker(f)

−→ f(A)

y por consiguiente
A

Ker(f)
∼= f(A).

Corolario 3.1.3. Para cada S−acción A se tiene que
A

∆A

∼= A.

Demostración. Para el S−morfismo idA se tiene que Ker(idA) = ∆A y idA(A) = A. Por

consiguiente
A

∆A

=
A

Ker(idA)
∼= A.

Un resultado más general que el Teorema 3.1.1 es el siguiente:

Teorema. 3.1.4. Sean A
f // B y A

g // C un par de S−morfismos. Si g es sobreyectivo y
siKer(g) ⊆ Ker(f), entonces existe un único S−morfismo C

h // B que hace conmutativo
al siguiente triángulo:

A
f //

g ��

B

C
h

??

Demostración. Sea ρ := Ker(g) y considérese al S−morfismo f : A −→ B. Puesto que
ρ ⊆ Ker(f), del Teorema 3.1.1 se sigue que existe un S−morfismo f : A

ρ
−→ B que hace

conmutativo al triángulo:
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A
f //

πρ
��

B

A
ρ

f

@@

Aplicando ahora el Teorema 3.1.1 al S−morfismo g : A −→ C se tiene que existe un
S−morfismo g : A

ρ
−→ C que hace conmutar al diagrama:

A
g //

πρ
��

C

A
ρ

g

@@

En este caso, como g es sobreyectiva entonces g también lo es, y como se tomó ρ = Ker(g),
entonces g debe ser inyectiva y en consecuencia un S−morfismo biyectivo. Así, la función
inversa de g, que se denotará por e, es un S−morfismo.
Veamos que el siguiente cuadrado es conmutativo:

A
f //

g

��

B

C e
// A
ρ

f

OO

De la conmutatividad del segundo triángulo se tiene que g = gπρ, y por lo tanto eg =
e(gπρ) = (eg)πρ = idS

ρ
πρ = πρ. Así que (fe)g = f(eg) = fπρ, pero de que el primer

triángulo conmute se obtiene que f = fπρ y por consiguiente f = (fe)g como se requería.
Defínase h := fe. De lo anterior se sigue que el triángulo

A
f //

g ��

B

C
h

??

es conmutativo. Finalmente, observe que debido a que las funciones sobreyectivas son can-
celables por la derecha, cualquier otro morfismo que haga conmutativo al triángulo anterior
debe ser el S−morfismo h.

3.2. Sucesiones exactas
Definición 3.2.1. Una sucesión de S−morfismos

A
f // B

g // C
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se dice que es Rees-exacta en B si Kim(f) = Ker(g) (véase el primero de los Ejemplos 2.4.2).
Más generalmente, una sucesión de S−morfismos

· · · // An+1
fn+1 // An

fn // An−1
// · · ·

se dice que es Rees-exacta si lo es en cada An.

Proposición 3.2.2. Si la sucesión de S−morfismos A
f // B

g // C es Rees-exacta en B,
entonces para cada x, y ∈ A ocurre que g(f(x)) = g(f(y)) i,e, gf debe ser una función
constante.

Demostración. Para cada x, y ∈ A se tiene que (f(x), f(y)) ∈ Kim(f) = Ker(g) y en
consecuencia g(f(x)) = g(f(y)).

Un recíproco parcial de esta Proposición es el siguiente.

Proposición 3.2.3. Sea A
f // B

g // C una sucesión de S−morfismos. Si gf es una fun-
ción constante, entonces Kim(f) ⊆ Ker(g).

Demostración. Si gf es una función constante, entonces para cada x, y ∈ A ocurre que
g(f(x)) = g(f(y)). De ahí que im(f) × im(f) ⊆ Ker(g). Además, es claro que ∆B ⊆
Ker(g), luego Kim(f) := im(f)× im(f) ∪∆B ⊆ Ker(g).

A continuación se enuncia una serie de resultados sobre sucesiones Rees-exactas y diagra-
mas de S−morfismos. Cabe mencionar que las demostraciones de estos resultados emplean
todos una misma técnica común denominada cacería de elementos.

Teorema. 3.2.4. (Lema 4) Suponga que el siguiente es un diagrama conmutativo deS−morfismos
con filas Rees-exactas:

A
f1 //

α
��

B
f2 //

β
��

C

γ
��

f3 // D

δ
��

A′
g1
// B′

g2
// C ′

g3
// D′

1. Si α es sobreyectivo y β, δ son inyectivos, entonces γ es inyectivo.

2. Si α, γ son sobreyectivos y δ es inyectivo, entonces β es sobreyectivo.

Demostración. Para el primer inciso, sean x, y ∈ C tales que γ(x) = γ(y). Es necesario
exhibir que x = y. Para ello, la última igualdad implica que g3(γ(x)) = g3(γ(y)). De esto
y de la igualdad δf3 = g3γ, se obtiene que δ(f3(x)) = g3(γ(x)) = g3(γ(y)) = δ(f3(y))
i,e, δ(f3(x)) = δ(f3(y)). Así, la inyectividad de δ implica que f3(x) = f3(y) o lo que es
lo mismo (x, y) ∈ Ker(f3). Ahora, puesto que las filas del diagrama son Rees-exactas,
entonces Kim(f2) = Ker(f3) y por consiguiente (x, y) ∈ Kim(f2). En consecuencia (x, y) ∈
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im(f2) × im(f2) ó x = y. Si x = y habremos terminado. Si (x, y) ∈ im(f2) × im(f2),
entonces existen u, v ∈ B para los cuales x = f2(u) y y = f2(v). Ahora, la igualdad
γf2 = g2β implica que g2(β(u)) = γ(f2(u)) = γ(x) = γ(y) = γ(f2(v)) = g2(β(v)) i,e,
g2(β(u)) = g2(β(v)). Así (β(u), β(v)) ∈ Ker(g2) = Kim(g1) y por lo tanto β(u) = β(v) o
bien (β(u), β(v)) ∈ im(g1) × im(g1). En el primer caso, la inyectividad de β implica que
u = v, luego x = f2(u) = f2(v) = y y habremos concluido. En el segundo caso, existen
p, q ∈ A′ tales que β(u) = g1(p) y β(v) = g1(q). Ahora bien, puesto que α es sobreyectiva
puede escribirse p = α(m) y q = α(n) para algunos m,n ∈ A. La igualdad βf1 = g1α
implica entonces que β(f1(m)) = g1(α(m)) = g1(p) = β(u) y β(f1(n)) = g1(α(n)) =
g1(q) = β(v). Por consiguiente β(f1(m)) = β(u) y β(f1(n)) = β(v), de manera que al ser
β inyectiva se deduce que u = f1(m) y v = f1(n) y por lo tanto (u, v) = (f1(m), f1(n)) ∈
Kim(f1) = Ker(f2). De ahí que x = f2(u) = f2(v) = y, concluyéndose así que γ debe ser
inyectiva. Para el inciso 2 se razona de manera similar.

Teorema. 3.2.5. (Lema 5) Suponga que el siguiente es un diagrama conmutativo deS−morfismos
con filas Rees-exactas:

A
f1 //

α
��

B
f2 //

β
��

C

γ
��

f3 // D

δ
��

f4 // E

ε
��

A′
g1
// B′

g2
// C ′

g3
// D′

g4
// E ′

Si β, δ son isomorfismos, α es sobreyectivo y ε es inyectivo, entonces γ es isomorfismo.

Demostración. Considerar a los diagramas

A
f1 //

α
��

B
f2 //

β
��

C

γ
��

f3 // D

δ
��

A′
g1
// B′

g2
// C ′

g3
// D′

y B
f2 //

β
��

C
f3 //

γ
��

D

δ
��

f4 // E

ε
��

B′
g2
// C ′

g3
// D′

g4
// E ′

El primero de ellos satisface el primer inciso del Lema 4 (3.2.4) y el restante el segundo.
Por lo tanto γ debe ser tanto inyectivo como sobreyectivo y en consecuencia γ debe ser un
isomorfismo.

3.3. Sucesiones exactas sobre acciones con cero
Supondremos que todas las S−acciones que aparecen a lo largo de esta sección tienen un
único elemento cero. Si A es una de tales S−acciones, denotaremos por θA a su elemento
cero.

Lema 3.3.1. Si f : A −→ B es un S−morfismo, entonces f(θA) = θB .

Demostración. Para cada s ∈ S se tiene que sf(θA) = f(sθA) = f(θA) i,e, f(θA) es elemen-
to cero de B. Por consiguiente f(θA) = θB .
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Sea Θ = {θ} un conjunto con un solo elemento y para cada s ∈ S hágase sθ := θ. Con
esto Θ es una S−acción llamada S−acción cero. No es difícil ver que Θ ∈ S − Act0 y que
cualquier otra S−acción con un único elemento debe ser isomorfa a Θ.

Proposición 3.3.2. Para cada S−acciónA existe un único S−morfismo de Θ enA y un único
S−morfismo de A en Θ.

Demostración. Debido a que Θ solo tiene un elemento, la única función de A en Θ es la
que asocia a cada elemento de A con el único elemento de Θ. Tal función es claramente un
S−morfismo. Ahora bien, puesto que Θ solo tiene un elemento, cualquier función de Θ en
A queda completamente determinada por su valor en el único elemento de Θ. Así, el Lema
3.3.1 implica que el único S−morfismo de Θ en A es el que manda al único elemento de Θ
en el elemento cero de A.

Definición 3.3.3. Sea A una S−acción. Llamamos S−morfismo cero al único S−morfismo
de Θ en A y también al único S−morfismo de A en Θ. Se usa la notación 0, Θ // A y
A // Θ para denotar a estos morfismos. Además, para cualquier otra S−acciónB también

llamamos morfismo cero al morfismo A // Θ // B .

Observación 3.3.4. Para cada S−morfismo f : A −→ B se tiene que Θ // A
f // B y

A
f // B // Θ son el S−mofismo cero.

Proposición 3.3.5. Los siguientes enunciados son equivalentes para un S−morfismo f :
A −→ B:

1. La sucesión Θ // A
f // B es Rees-exacta.

2. f es inyectiva.

Demostración. Debido a que el S−morfismo Θ // A solo toma el valor θA, se tiene que
im(0) = {θA} y por lo tanto Kim(0) = {(θA, θA)}∪∆A = ∆A. Así, suponga que la sucesión

Θ // A
f // B es Rees-exacta. Entonces Ker(f) = Kim(0) = ∆A y en consecuencia f

es inyectiva (ver Proposición 2.4.6). Y viceversa, si f es inyectiva, entoncesKer(f) = ∆A =

Kim(0) y por consiguiente la sucesión Θ // A
f // B es Rees-exacta.

Proposición 3.3.6. Los siguientes enunciados son equivalentes para un S−morfismo f :
A −→ B:

1. La sucesión A
f // B // Θ es Rees-exacta.

2. f es sobreyectiva.
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Demostración. Como el S−morfismo B // Θ toma siempre el mismo valor θ para cada

elemento deB se sigue queKer(0) = B×B. Así, suponga que la sucesión A
f // B // Θ

es Rees-exacta. Entonces Kim(f) = Ker(0) = B × B y en consecuencia f es sobreyectiva
(ver Proposición 2.4.7). Y viceversa, si f es sobreyectiva, entoncesKim(f) = B×B = Ker(0)

y en consecuencia la sucesión A
f // B // Θ es Rees-exacta.

Proposición 3.3.7. Si la sucesión A
f // B

g // C es Rees-exacta, entonces gf = 0.

Demostración. De la Proposición 3.2.2 se sigue que gf debe ser una función constante. Así,
para exhibir que gf = 0 solo es necesario hallar un x ∈ A tal que g(f(x)) = θC . Tomando
x = θA se tiene que g(f(θA)) = g(θB) = θC .

Corolario 3.3.8. Si Θ // A
f // B

g // C // Θ es una sucesión Rees-exacta, entonces
gf = 0, f es inyectivo y g es sobreyectivo.

Demostración. Se sigue de las tres proposiciones anteriores.

Definición 3.3.9. Una sucesión exacta corta de Rees es una sucesión Rees-exacta de la forma

Θ // A
f // B

g // C // Θ

Ejemplo 3.3.10. Si A es una S−acción y B ≤ A, entonces la sucesión

Θ // B �
� ι // A

π // A

ρB
// Θ

es una sucesión Rees-exacta corta. En efecto, se tiene que

Ker(π) : = {(a, b) ∈ A× A | π(a) = π(b)}
= {(a, b) ∈ A× A | [a] = [b]}
= {(a, b) ∈ A× A | (a, b) ∈ ρB}
= ρB

mientras que Kim(ι) := (im(ι) × im(ι)) ∪ ∆A = (B × B) ∪ ∆A = ρB . Por consiguiente
Kim(ι) = Ker(π). Finalmente, de que la inclusión sea inyectiva y π sobreyectiva se concluye
lo deseado.
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Teorema. 3.3.11. (Lema 5 corto) Suponga que el siguiente es un diagrama conmutativo de
S−morfismos con filas Rees-exactas:

Θ // A
f1 //

α
��

B

β
��

f2 // C

γ
��

// Θ

Θ // A′
g1
// B′

g2
// C ′ // Θ

1. Si α y γ son inyectivos, entonces β es inyectivo.

2. Si α y γ son sobreyectivos, entonces β es sobreyectivo.

Demostración. 1) Es claro que el morfismo Θ // Θ es sobreyectivo, de hecho debe ser la
identidad. Considerar ahora al diagrama

Θ //

��

A
f1 //

α
��

B

β
��

f2 // C

γ
��

Θ // A′
g1
// B′

g2
// C ′

Este es un diagrama conmutativo que satisface el primer inciso del Lema 4 (3.2.4). Por con-
siguiente β es inyectivo.
2) El morfismo Θ // Θ es inyectivo y además

A
f1 //

α
��

B

β
��

f2 // C

γ
��

// Θ

��
A′

g1
// B′

g2
// C ′ // Θ

es un diagrama conmutativo que satisface el segundo inciso del Lema 4 (3.2.4). Por consi-
guiente β es sobreyectivo.

Observación 3.3.12. Si A es una S−acción y X ≤ A, se escribirá
A

X
para denotar a la

S−acción cociente
A

ρX
(véase el segundo de los Ejemplos 2.4.2).

Definición 3.3.13. Si f : A −→ B es un S−morfismo se define

Nu(f) := {a ∈ A | f(a) = θB}

No es difícil ver que Nu(f) ≤ A y que la inclusión Nu(f) �
� // A es un S−morfismo al que

se le llama núcleo de f . Por otro lado, al S−morfismo canónico π : B −→ B

f(A)
se le llama

conúcleo de f . Denotamos al núcleo de f por Kf y al conúcleo de f por Cf .
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Teorema. 3.3.14. (Propiedad universal del núcleo) Si f : A −→ B es un S−morfismo, en-
tonces la inclusión ι : Nu(f) −→ A satisface lo siguiente:

fι = 0

Para cada S−morfismo k : E −→ A tal que fk = 0 existe un único S−morfismo
h : E −→ Nu(f) que hace conmutativo al diagrama

E
k //

h ##

A

Nu(f)
- 


ι

<<

Demostración. De la definición de Nu(f) es claro que fι = 0. Ahora, sea k : E −→ A un
S−morfismo tal que fk = 0. Entonces para cada x ∈ E se tiene que f(k(x)) = θB i,e,
k(x) ∈ Nu(f). A partir de esto se define h : E −→ Nu(f) por h(x) := k(x). Es claro que h
es un S−morfismo, además para cada x ∈ E ocurre que ι(h(x)) = h(x) = k(x), de donde
k = ιh. Finalmente, suponga que h′ : E −→ Nu(f) es un S−morfismo tal que k = ιh′.
Entonces para cada x ∈ E, h′(x) = ι(h′(x)) = k(x) = h(x) y por consiguiente h′ = h.

Teorema. 3.3.15. (Propiedad universal del conúcleo) Si f : A −→ B es un S−morfismo,
entonces el S−morfismo canónico π : B −→ B

f(A)
satisface lo siguiente:

πf = 0

Para cada S−morfismo c : B −→ C tal que cf = 0 existe un único S−morfismo
h : B

f(A)
−→ C que hace conmutativo al diagrama

B
c //

π   

C

B
f(A)

h

>>

Demostración. Para cada a ∈ A se tiene que π(f(a)) := [f(a)] = f(A), que es el elemen-

to cero de
B

f(A)
(ver Ejemplo 2.5.5). Por lo tanto πf = 0. Ahora, sea c : B −→ C un

S−morfismo tal que cf = 0. Si (x, y) ∈ ρf(A), entonces x, y ∈ f(A) ó x = y. Si x = y es
claro que c(x) = c(y) y así (x, y) ∈ Ker(c). Si x, y ∈ f(A) puede escribirse x = f(u) y
y = f(v) para algunos u, v ∈ A, de manera que c(x) = c(f(u)) = θC = c(f(v)) = c(y) y
en consecuencia (x, y) ∈ Ker(c). Por consiguiente ρf(A) ⊆ Ker(c). Así, del Teorema 3.1.1
se sigue que existe un único S−morfismo h : B

f(A)
−→ C que hace conmutativo al diagrama
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B c //

π   

C

B
f(A)

h

>>

Proposición 3.3.16. Para cada S−morfismo f : A −→ B la sucesión

A
f // B π // B

f(A)
// Θ

es Rees-exacta.

Demostración. Como π es sobreyectivo, solo hace falta verificar que la sucesión es Rees-
exacta en B : se tiene que

Ker(π) : = {(a, b) ∈ B ×B |π(a) = π(b)}
= {(a, b) ∈ B ×B | [a] = [b]}
= {(a, b) ∈ B ×B | (a, b) ∈ ρf(A)}
= ρf(A)

= (im(f)× im(f)) ∪∆B

= Kim(f)

Corolario 3.3.17. Para cada S−morfismo inyectivo f existe un S−morfismo sobreyectivo g

tal que la sucesión Θ // A
f // B

g // C // Θ es Rees-exacta.

Demostración. De que f es inyectivo y de la Proposición anterior se tiene que la sucesión

Θ // A
f // B π // B

f(A)
// Θ

es Rees-exacta. Así haciendo g = π se obtiene lo buscado.

Así, todo S−morfismo inyectivo es parte de una suceción exacta corta de Rees.

Observación 3.3.18. Si f : A −→ B es un S−morfismo, entonces en general la sucesión

Nu(f) �
� // A

f // B
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no es Rees-exacta. En efecto, sean N0 := N ∪ {0} y S := {2n |n ∈ N0} ∪ {0}. Con la
multiplicación usual de enteros S es un monoide con neutro 1 y con elemento cero 0. Sea p un
número primo con p > 2 y considerar al conjunto Zp de enteros módulo p. Para cada s ∈ S
y [a] ∈ Zp se define s[a] := [sa]. Esta operación está bien definida, pues si [a] = [b], entonces
p | a − b y en consecuencia p | s(a − b) = sa − sb, de donde s[a] = s[b]. Con esto es claro
que Zp es una S−acción finita con exactamente p elementos. Ahora bien, es claro que [0] es
elemento cero de Zp, más aún si [a] es elemento cero de Zp, entonces para cada s ∈ S debe ser
que s[a] = [a] y por lo tanto para cada s ∈ S, p | sa− a = (s− 1)a. En particular, para s = 2
se tiene que p | a y por consiguiente [a] = [0], concluyendo así que [0] es el único elemento cero
de Zp. Por otra parte, debido a que p es un número primo mayor que 2 y a que los elementos de
S son o el cero o potencias de 2 se deduce que el único elemento de S que es divisible por p es
s = 0. Esto último junto al hecho de que p ∤ p− 1 permite concluir lo siguiente para s ∈ S:

s[p− 1] = [0] ⇐⇒ p | s(p− 1)

⇐⇒ p | s
⇐⇒ s = 0

Considerar a la S−acción regular SS y sea f : S −→ Zp el S−morfismo dado por f(s) :=
s[p − 1] (véase el tercero de los Ejemplos 2.4.2). De que S sea un conjunto infinito y Zp uno
finito se sigue que f no puede ser una función inyectiva, así existen s, t ∈ S con s ̸= t tales
que f(s) = f(t) i,e, s[p− 1] = t[p− 1]. Como s ̸= t, entonces s[p− 1] = t[p− 1] ̸= [0] (pues
de lo contrario se implicaría que s = 0 = t), de donde se sigue que s, t /∈ Nu(f). Ahora, para
el S−morfismo inclusión ι : Nu(f) −→ A se tiene que Kim(ι) := (im(ι) × im(ι)) ∪ ∆A =
(Nu(f)×Nu(f))∪∆A y por lo tanto (s, t) /∈ Kim(ι). Finalmente, como f(s) = f(t), entonces

(s, t) ∈ Ker(f) y así Kim(ι) ̸= Ker(f). Por consiguiente la sucesión Nu(f) �
� // S

f // Zp
no es Rees-exacta.

Proposición 3.3.19. Si la sucesión de S−morfismos A
f // B

g // C es Rees-exacta, en-
tonces im(f) = Nu(g).

Demostración. Como la sucesión A
f // B

g // C es Rees-exacta, entonces gf = 0, así
para cada x ∈ A debe ser que g(f(x)) = 0 y por lo tanto f(x) ∈ Nu(g). De ahí que
im(f) ⊆ Nu(g). Ahora, si z ∈ Nu(g), entonces g(z) = θC = g(θB) y por consiguiente
(z, θB) ∈ Ker(g) = Kim(f). De esto se sigue que (z, θB) ∈ im(f)× im(f) ó z = θB . Como
θB = f(θA) ∈ im(f), en cualquiera de los casos anteriores se sigue que z ∈ im(f). Por lo
tanto Nu(g) ⊆ im(f) y en definitiva im(f) = Nu(g).

Observación 3.3.20. El recíproco no se verifica. En efecto, para la sucesión de la Observación

3.3.18 se tiene que im(ι) = Nu(f) pero la sucesión Nu(f) �
� // A

f // B no es Rees-exacta.
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Observación 3.3.21. Si f : A −→ B es un S−morfismo tal que Nu(f) = {θA}, entonces
f no necesariamente es inyectivo. En efecto, para el S−morfismo f de la Observación 3.3.18 se
tiene que Nu(f) = {0} pero f no es inyectivo.

Observación 3.3.22. Si f : A −→ B es un S−morfismo, entonces no necesariamente
A

Nu(f)
∼= f(A). En efecto, considerar al S−morfismo de la Observación 3.3.18. En este ca-

so ρNu(f) := (Nu(f) × Nu(f)) ∪ ∆S = ({0} × {0}) ∪ ∆S = ∆S y por consiguiente
S

Nu(f)
:=

S

∆S

∼= S. Por otra parte, f(S) es una subacción de Zp y por lo tanto f(S) tiene

que ser un conjunto finito. Debido a esto último y a que S es un conjunto infinito se tiene que
S

Nu(f)
≇ f(S). Finalmente, es importante notar que lo anterior no contradice al Corolario

3.1.2, pues este considera a la congruencia Ker(f) y no a ρNu(f).

Proposición 3.3.23. Sea g : B −→ C un S−morfismo sobreyectivo. Entonces existe un

S−morfismo f tal que la sucesión Θ // A
f // B

g // C // Θ es Rees-exacta si y solo
si ρNu(g) = Ker(g).

Demostración. Suponga que f es un S−morfismo tal que la sucesión

Θ // A
f // B

g // C // Θ

es Rees-exacta. Entonces Ker(g) = Kim(f), y además, la Proposición 3.3.19 implica que
im(f) = Nu(g). Por consiguiente ρNu(g) = ρim(f) = Kim(f) = Ker(g). Y viceversa, ob-
servar que para el S−morfismo inclusión ι : Nu(g) −→ B siempre se tiene que Kim(ι) :=
(im(ι)×im(ι))∪∆B = (Nu(g)×Nu(g))∪∆B = ρNu(g). Así, si ρNu(g) = Ker(g), entonces
Kim(ι) = Ker(g) y en consecuencia la sucesión

Θ // Nu(g) �
� // B

g // C // Θ

es Rees-exacta. Luego, haciendo f = ι se obtiene lo pedido.

Observación 3.3.24. A diferencia de los inyectivos, no todo S−morfismo sobreyectivo es parte
de una sucesión exacta corta de Rees. En efecto, para p = 3 sea f el S−morfismo de la Observa-
ción 3.3.18. En este caso, f : S −→ Z3 está definido por f(s) := s[2]. Se tiene que [0] = f(0),
[1] = f(2) y [2] = f(1), en consecuencia f es sobreyectivo. Además, de que la sucesión

Nu(f) �
� // S

f // Z3

no es Rees-exacta se tiene que Kim(ι) ̸= Ker(f), pero Kim(ι) = ρNu(f), en consecuencia
ρNu(f) ̸= Ker(f). Por lo tanto de la Proposición 3.3.23 se deduce que no existe un S−morfismo
α tal que la sucesión
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Θ // A α // S
f // Z3

// Θ

es Rees-exacta.

Aquellos S−morfismos que cumplen alguna de las condiciones de la Proposición 3.3.23 sa-
tisfacen el siguiente Teorema de correspondencia:

Teorema. 3.3.25. (De correspondencia.) Si g : B −→ C es un S−morfismo sobreyectivo tal
que Ker(g) = ρNu(g), entonces existe una correspondencia biyectiva entre los conjuntos

X := {U ≤ B |Nu(g) ⊆ U} y Y := {V ≤ C | θC ∈ V }

Demostración. Si U ∈ X, entonces por definición, U ≤ B y Nu(g) ⊆ U . Luego, del Lema
2.3.5 se sigue que g(U) ≤ C , y además, como θB ∈ Nu(g), entonces θB ∈ U y en consecuen-
cia θC = g(θB) ∈ g(U). Por lo tanto g(U) ∈ Y y tiene sentido así considerar a la función
Ω : X −→ Y dada por Ω(U) := g(U). Ahora, sean U,U ′ ∈ X tales que g(U) = g(U ′). Para
u ∈ U arbitrario, como g(u) ∈ g(U) = g(U ′), entonces existe u′ ∈ U ′ tal que g(u) = g(u′)
y por lo tanto (u, u′) ∈ Ker(g) = ρNu(g). De ahí que u, u′ ∈ Nu(g) ó u = u′. Ahora bien,
como Nu(g) ⊆ U ′ y u′ ∈ U ′, cualquiera de los dos casos anteriores implica que u ∈ U ′ y en
consecuencia U ⊆ U ′. De manera análoga se exhibe que U ′ ⊆ U y por lo tanto U = U ′. Se
deduce de todo esto que Ω es inyectiva. Por otra parte, para V ∈ Y se tiene que g−1(V ) ∈ X.
En efecto, el Lema 2.3.5 implica que g−1(V ) ≤ B y además, como V ∈ Y, entonces θC ∈ V
y así para cada b ∈ Nu(g), g(b) = θC ∈ V , lo cuál conlleva a que g(Nu(g)) ⊆ V y en
consecuencia Nu(g) ⊆ g−1(V ). Por consiguiente g−1(V ) ∈ X. Esto último aunado a que g
es sobreyectiva permiten concluir que V = g(g−1(V )) = Ω(g−1(V )) i,e, Ω es sobreyectiva.
Por consiguiente Ω es una biyección.

Corolario 3.3.26. SeaA unaS−acción yB una subacción deA tal que θA ∈ B. SiSub(A
B
) :=

{V̂ ≤ A
B
|B ∈ V̂ }, entonces

Sub(A
B
) = {X

B
|X ≤ A y B ⊆ X}

donde X
B
:= {[x] |x ∈ X}.

Demostración. Considerar al S−morfismo canónico π : A −→ A
B

dado por π(x) := [x].
Como θA ∈ B, de acuerdo con la demostración del Lema 2.5.9, B es el único elemento cero
de A

B
y además para cada x ∈ B, [x] = B. Así que

Nu(π) : = {x ∈ A |π(x) = B}
= {x ∈ A | [x] = B}
= {x ∈ A |x ∈ B}
= B

Ahora, como Ker(π) = ρB (véase 3.3.10), entonces Ker(π) = ρNu(π), y así como π es
sobreyectiva, del Teorema 3.3.25 se deduce que existe una biyección entre los conjuntos
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X := {X ≤ A |B ⊆ X} y Y := {V̂ ≤ A
B
|B ∈ V̂ }

Más aún, la función Ω : X −→ Y dada por Ω(X) := π(X) es una biyección. De esto
último se sigue que Y = im(Ω) = {π(X) |X ∈ X}. Ahora bien, observar que Y = Sub(A

B
)

y además π(X) = {[x] |x ∈ X} = X
B

. Por consiguiente se tiene la igualdad Sub(A
B
) =

{X
B
|X ≤ A y B ⊆ X}.

Teorema. 3.3.27. Suponga que el siguiente es un diagrama conmutativo de S−morfismos con
primera fila Rees-exacta y g1 inyectivo:

A1
f1 //

α

��

A2

β
��

f2 // A3

γ

��
B1 g1

// B2 g2
// B3

Entonces existen S−morfismos únicos m1,m2, e1 y e2 tales que el siguiente diagrama es con-
mutativo, tiene la primera fila Rees-exacta y e2e1 = 0. (véase la Definición 3.3.13):

Nu(α)
m1 //

� _

Kα

��

Nu(β)� _
Kβ

��

m2 // Nu(γ)� _
Kγ

��
A1

f1 //

α

��

A2

β
��

f2 // A3

γ

��
B1 g1

//

Cα

��

B2 g2
//

Cβ

��

B3

Cγ

��
B1

im(α) e1
// B2

im(β) e2
// B3

im(γ)

Demostración. Observar que β(f1Kα) = (βf1)Kα = (g1α)Kα = g1(αKα) = g10 = 0
i,e, β(f1Kα) = 0, y también γ(f2Kβ) = (γf2)Kβ = (g2β)Kβ = g2(βKβ) = g20 = 0
i,e, γ(f2Kβ) = 0. Por lo tanto del Teorema 3.3.14 (Propiedad universal del núcleo) se sigue
que existen únicos S−morfismos m1 y m2 tales que f1Kα = Kβm1 y f2Kβ = Kγm2.
Por otra parte se tiene que (Cβg1)α = Cβ(g1α) = Cβ(βf1) = (Cββ)f1 = 0f1 = 0 y
además (Cγg2)β = Cγ(g2β) = Cγ(γf2) = (Cγγ)f2 = 0f2 = 0, luego por el Teorema
3.3.15 (Propiedad universal del conúcleo) existen únicos S−morfismos e1 y e2 tales que
Cβg1 = e1Cα y Cγg2 = e2Cβ . De todo lo anterior se sigue que los S−morfismos m1,m2, e1
y e2 hacen conmutativo al diagrama
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Nu(α)
m1 //

� _

Kα

��

Nu(β)� _
Kβ

��

m2 // Nu(γ)� _
Kγ

��
A1

f1 //

α

��

A2

β
��

f2 // A3

γ

��
B1 g1

//

Cα

��

B2 g2
//

Cβ

��

B3

Cγ

��
B1

im(α) e1
// B2

im(β) e2
// B3

im(γ)

Veamos que la sucesión Nu(α)
m1 // Nu(β)

m2 // Nu(γ) es Rees-exacta: recordar que si
f es un S−morfismo, entonces Kf denota a la inclusión de Nu(f) en el dominio de f , de
esta manera el par de igualdades f1Kα = Kβm1 y f2Kβ = Kγm2 asegura que para cada
u ∈ Nu(α) y cada v ∈ Nu(β)

f1(u) = m1(u) y f2(v) = m2(v) (3.1)

Así que para u ∈ Nu(α) arbitrario la primera de las identidades (3.1) implica que f1(u) =
m1(u) y por consiguiente m2(m1(u)) = m2(f1(u)). Además observe que f1(u) = m1(u) ∈
Nu(β), luego para v = f1(u) la segunda de las identidades (3.1) así como la Proposición
3.3.7 garantiza que m2(f1(u)) = f2(f1(u)) = θA3 y por lo tanto m2(m1(u)) = θA3 . De
ahí que m2m1 = 0 y en consecuencia Kim(m1) ⊆ Ker(m2) (ver Proposición 3.2.3). Tómese
(x, y) ∈ Ker(m2) ⊆ Nu(β)×Nu(β), entonces x, y ∈ Nu(β) y m2(x) = m2(y). Luego, la
segunda de las igualdades (3.1) implica que f2(x) = m2(x) = m2(y) = f2(y) i,e, (x, y) ∈
Ker(f2) = Kim(f1), por consiguiente (x, y) ∈ im(f1)×im(f1) ó x = y. Si x = y, entonces es
claro que (x, y) ∈ Kim(m1). Si (x, y) ∈ im(f1)×im(f1), existen p, q ∈ A1 tales que x = f1(p)
y y = f1(q). Ahora, la identidad βf1 = g1α implica que β(x) = β(f1(p)) = g1(α(p))
y β(y) = β(f1(q)) = g1(α(q)), pero x, y ∈ Nu(β), luego g1(α(p)) = β(x) = θB2 y
g1(α(q)) = β(y) = θB2 , de manera que al ser g1 inyectiva se sigue que α(p) = θB1 = α(q)
i,e, p, q ∈ Nu(α). Así de la primera de las identidades (3.1) se sigue que x = f1(p) = m1(p) y
y = f1(q) = m1(q) y en consecuencia (x, y) ∈ Kim(m1). Por lo tanto Ker(m2) ⊆ Kim(m1) y
en definitivaKim(m1) = Ker(m2) i,e, la sucesión Nu(α)

m1 // Nu(β)
m2 // Nu(γ) es Rees-

exacta. De nuevo, recordar que si f es un S−morfismo, entonces Cf denota al S−morfismo
que asocia a cada elemento del codominio de f su clase de equivalencia con respecto de la
relación ρim(f). Así, el par de identidades Cβg1 = e1Cα y Cγg2 = e2Cβ afirma que para cada
w ∈ B1 y cada z ∈ B2

[g1(w)] = e1([w]) y [g2(z)] = e2([z]) (3.2)

Si [w] ∈ B1

im(α)
es arbitrario, la primera de las igualdades (3.2) implica que e1([w]) = [g1(w)]

y en consecuencia e2(e1([w])) = e2([g1(w)]). Ahora bien, como g1(w) ∈ B2, entonces de
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la segunda de las identidades (3.2) se sigue que e2([g1(w)]) = [g2(g1(z))] = [θB3 ] = im(γ)
(ver Ejemplo 2.5.5), por lo tanto e2(e1([w])) = im(γ) y en consecuencia e2e1 = 0.

Definición 3.3.28. Si A es una S−acción, se dice que X ≤ A es sumando directo de A si
existe Y ≤ A tal que A = X ∪ Y y X ∩ Y = {θA}. En este caso se escribe A = X ⊎ Y .

Lema 3.3.29. Suponga que Θ // A
f // B

g // C // Θ es una sucesión Rees-exacta.
Si B = f(A) ⊎ X , entonces existe ε : X −→ C un isomorfismo tal que ε = gιX (con ιX la
inclusión de X en B). En particular X ∼= C .

Demostración. Se define a la función ε : X −→ C como ε(x) := g(x). Observar que si
ιX denota a la inclusión de X en B, entonces ε = gιX . Es claro que ε es un S−morfismo.
Además, si x, y ∈ X son tales que ε(x) = ε(y), entonces g(x) = g(y) y por consiguiente
(x, y) ∈ Ker(g) = Kim(f). Luego x, y ∈ im(f) ó x = y. En el segundo caso es evidente
que x = y. En el primero se tendría entonces que x, y ∈ X ∩ f(A) = {θB} y por lo
tanto x = y. Se deduce así que ε es inyectiva. Por otra parte, si c ∈ C , debido a que g es
sobreyectiva existe x ∈ B tal que c = g(b), pero B = f(A) ∪ X . Así, si b ∈ X se tiene
que c = g(b) = ε(b). Si b ∈ f(A), entonces b = f(a) para algún a ∈ A y en consecuencia
c = g(b) = g(f(a)) = θC = g(θB), y como θB ∈ X , entonces c = ε(θB). De todo lo anterior
se sigue que ε es sobreyectiva y por lo tanto un isomorfismo.

Corolario 3.3.30. Si A = X ⊎ Y , entonces Y ∼=
A

X
.

Demostración. De acuerdo con el Ejemplo 3.3.10 la sucesión

Θ // X �
� ι // A π // A

X
// Θ

es Rees-exacta. Además, como ι(X) = X , la identidad A = X ⊎ Y toma la forma A =

ι(X) ⊎ Y . Luego, del Lema 3.3.29 se sigue que Y ∼=
A

X
.

Teorema. 3.3.31. Los siguientes enunciados son equivalentes para la sucesión Rees-exacta

Θ // A
f // B

g // C // Θ :

1. Existe un S−morfismo β : C −→ B tal que gβ = idC .

2. f(A) es sumando directo de B.
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Demostración. 1) =⇒ 2). Sea β : C −→ B un S−morfismo tal que gβ = idC y defínase
X := β(g(B)). Es claro que X ≤ B. Ahora, para b ∈ B arbitrario se tiene que g(b) ∈ C ,
y como gβ = idC , entonces g(β(g(b))) = g(b). De ahí que (b, β(g(b))) ∈ Ker(g) = Kim(f)

y por lo tanto (b, β(g(b))) ∈ im(f) × im(f) ó b = β(g(b)). En el primer caso se sigue que
b ∈ f(A) y en el segundo se implica que b ∈ X . Por consiguiente b ∈ f(A) ∪ X y en
consecuencia B = f(A) ∪ X . Si b ∈ f(A) ∩ X , entonces b = f(a) y b = β(g(u)) para
algunos a ∈ A y u ∈ B. Luego f(a) = β(g(u)) y así θC = g(f(a)) = g(β(g(u))) = g(u),
de donde se ve que u ∈ Nu(g) = im(f) (véase Proposición 3.3.19) y por lo tanto u = f(x)
para algún x ∈ A. Así que b = β(g(u)) = β(g(f(x))) = β(θC) = θB . Por consiguiente
f(A) ∩X = {θB} y con ello B = f(A) ⊎X .
2) =⇒ 1). Si f(A) es sumando directo de B, existe X ≤ B tal que B = f(A) ⊎ X .
Por el Lema 3.3.29 existe ε : X −→ C un isomorfismo tal que ε = gιX (donde ιX es
la inclusión de X en B). Para el S−morfismo β := ιXε

−1 se tiene que como ε = gιX ,
entonces idC = gιXε

−1 = gβ.

Teorema. 3.3.32. Suponga que Θ // A
f // B

g // C // Θ es una sucesión exacta
corta de Rees. Si f(A) es sumando directo de B, entonces existe un S−morfismo α : B −→ A
tal que αf = idA.

Demostración. Suponga que existeX ≤ B tal queB = f(A)⊎X . Puesto que f es inyectiva,
entonces para cada b ∈ f(A) existe un único ab ∈ A tal que b = f(ab). A partir de esto se
define a la función α : B −→ A como

α(b) :=

{
ab si b ∈ f(A).
θA si b ∈ X.

Sean s ∈ S y b ∈ B arbitrarios. Si b ∈ f(A), entonces b = f(ab) y así sb = sf(ab) = f(sab),
de manera que asb = sab. Luego α(sb) = asb = sab = sα(b). Si b ∈ X , entonces sb ∈ X y
α(b) = θA. Por lo tanto α(sb) = θA = sα(b). Se deduce así que α es un S−morfismo. Ahora,
para cada a ∈ A es claro que f(a) ∈ f(A) y que af(a) = a. Luego, α(f(a)) := af(a) = a y
en consecuencia αf = idA.

Teorema. 3.3.33. Los siguientes enunciados son equivalentes para la sucesión Rees-exacta

Θ // A
f // B

g // C // Θ :

1. Existe un S−morfismo α : B −→ A tal que αf = idA.

2. Existe un S−morfismo inyectivo w que hace conmutativo al diagrama

Θ // A
f //

idA
��

B

w
��

g // C

idC
��

// Θ

A
i
// A× C p

// C
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Donde i(a) := (a, θC) y p(a, c) := c.

Demostración. 1) =⇒ 2). Sea α : B −→ A un S−morfismo tal que αf = idA. Con ayuda
de α se define a la función w : B −→ A × C como w(b) := (α(b), g(b)). Puesto que
w está definida en términos de α y g los cuáles son S−morfismos, se sigue que w es un
S−morfismo. Suponga que x, y ∈ B son tales que w(x) = w(y). Entonces (α(x), g(x)) =
(α(y), g(y)) y por lo tanto α(x) = α(y) y g(x) = g(y). De la segunda identidad se sigue que
(x, y) ∈ Ker(g) = Kim(f) y luego x, y ∈ im(f) ó x = y. Si x, y ∈ im(f), puede escribirse
x = f(ax) y y = f(ay) para algunos ax, ay ∈ A. Así, la identidad αf = idA implica que
α(x) = α(f(ax)) = ax y α(y) = α(f(ay)) = ay, pero α(x) = α(y), luego ax = ay y por
lo tanto x = f(ax) = f(ay) = y, concluyéndose así que w es inyectiva. Finalmente, para
cada a ∈ A y cada b ∈ B se tiene que w(f(a)) := (α(f(a)), g(f(a))) = (a, θC) = i(a) y
p(w(b)) = p(α(b), g(b)) := g(b) i,e, el diagrama

Θ // A
f //

idA
��

B

w
��

g // C

idC
��

// Θ

A
i
// A× C p

// C

es conmutativo.
2) =⇒ 1). Suponga que w es un S−morfismo inyectivo que hace conmutativo al diagrama

Θ // A
f //

idA
��

B

w
��

g // C

idC
��

// Θ

A
i
// A× C p

// C

Considere al S−morfismo q : A × C −→ A dado por q(a, c) := a. Se tiene que para cada
a ∈ A, q(i(a)) = q(a, θC) = a i,e, qi = idA. Ahora bien, como wf = i, entonces para
α := qw se tiene que αf = qwf = qi = idA.

Definición 3.3.34. Se dice que la sucesión Rees-exacta Θ // A
f // B

g // C // Θ se
escinde (divide, factoriza ó parte) a la derecha si satisface alguna de las condiciones del Teorema
3.3.31.

Definición 3.3.35. Se dice que la sucesión Rees-exacta Θ // A
f // B

g // C // Θ
se escinde (divide, factoriza ó parte) a la izquierda si satisface alguna de las condiciones del
Teorema 3.3.33.

Observación 3.3.36. De acuerdo al Teorema 3.3.32, toda sucesión Rees-exacta corta que se
escinde a la derecha también se escinde a la izquierda. Sin embargo, y a diferencia de lo que
sucede con sucesiones exactas cortas de morfismos de módulos, no es cierto que toda sucesión
Rees-exacta corta que se escinde a la izquierda también se escinde a la derecha. En efecto,
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exhibiremos que existe una sucesión exacta corta de Rees que se escinde a la izquierda pe-
ro no a la derecha. Para tal fin suponga que S es un monoide con cero 0 para el que exis-
ten tres elementos w, a, b ∈ S ninguno de ellos igual a 0 tales que wa ̸= 0 y wb = 0.
Bajo estas condiciones SS es una S−acción cuyo único elemento cero es 0 (véase la Propo-
sición 2.5.8) y además podemos darle al conjunto S × S estructura de S−acción haciendo
s(x, y) := (sx, sy). No es difícil verificar que en este caso, (0, 0) es el único elemento cero
de la S−acción S × S. Considerar ahora a X := {(x, 0) |x ∈ S}. Observar que para cada
s, x ∈ S se tiene que s(x, 0) := (sx, s0) = (sx, 0) ∈ X , y en consecuencia X ≤ S × S.
Afirmamos que X no es un sumando directo de S × S: en efecto, suponga por el contra-
rio, que existe Y ≤ S × S tal que S × S = X ⊎ Y , entonces de que b ̸= 0 se sigue
que (a, b) /∈ X , pero S × S = X ∪ Y , luego debe ser que (a, b) ∈ Y . Así que como
Y es una subacción, entonces w(a, b) ∈ Y , pero w(a, b) = (wa,wb) = (wa, 0) ∈ X ,
por lo tanto (wa, 0) ∈ X ∩ Y = {(0, 0)} y en consecuencia (wa, 0) = (0, 0). De ahí
que wa = 0, lo cuál es una contradicción, pues wa ̸= 0. Por consiguiente X no es un su-
mando directo de S × S. Considerar a la función f : S −→ S × S dada por f(x) :=
(x, 0). Es fácil ver que f es un S−morfismo inyectivo, y además f(S) := {f(x) |x ∈ S} =
{(x, 0) |x ∈ S} = X . Ahora bien, como f es inyectiva, el Corolario 3.3.17 implica que exis-

te un S−morfismo sobreyectivo g tal que la sucesión Θ // S
f // S × S

g // C // Θ
es Rees-exacta. Por otra parte, la función α : S × S −→ S dada por α(x, y) := x es un
S−morfismo, y más aún, para cada x ∈ S, α(f(x)) = α(x, 0) = x. De ahí que αf = idS

y por consiguiente la sucesión Θ // S
f // S × S

g // C // Θ se escinde a la izquier-
da. Finalmente, como f(S) = X y X no es sumando directo de S × S, entonces la sucesión

Θ // S
f // S × S

g // C // Θ no se escinde a la derecha.

Observación 3.3.37. Para construir a la sucesión de la Observación anterior nos basamos en
el supuesto de que S es un monoide con cero 0 para el que existen tres elementos w, a, b ∈ S
ninguno de ellos igual a 0 tales que wa ̸= 0 y wb = 0. Un ejemplo de monoide con tales
características es el monoide M2(Z) de todas las matrices de tamaño 2 × 2 con coeficientes

enteros bajo el producto usual entre matrices. En este caso la matriz O =

(
0 0
0 0

)
es cero

del monoide M2(Z), además para a =

(
1 0
0 1

)
, b =

(
0 0
1 0

)
y w =

(
1 0
0 0

)
se tiene que(

1 0
0 0

)(
1 0
0 1

)
=

(
1 0
0 0

)
̸=

(
0 0
0 0

)
y
(
1 0
0 0

)(
0 0
1 0

)
=

(
0 0
0 0

)
i,e, estas matrices

satisfacen que wa ̸= O y wb = O.

Proposición 3.3.38. Suponga que el siguiente es un diagrama conmutativo de S−morfismos
cuya primera fila es Rees-exacta:

Θ // A
f1 //

idA
��

B

w
��

f2 // C

idC
��

// Θ

Θ // A g1
// B′

g2
// C // Θ
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Si w es un isomorfismo, entonces la segunda fila del diagrama anterior es Rees-exacta.

Demostración. De la conmutatividad del diagrama se tiene que wf1 = g1 y g2w = f2. En
particular, como w es isomorfismo se tiene que g2 = f2w

−1. Así, la identidad wf1 = g1
implica que g1 es composición de dos funciones inyectivas y por consiguiente g1 debe
ser inyectiva. Además, de la igualdad g2 = f2w

−1 se desprende que g2 es composición
de dos funciones sobreyectivas y en consecuencia g2 es sobreyectiva. Ahora bien, se tie-
ne que g2g1 = f2w

−1wf1 = f2f1 = 0, luego la Proposición 3.2.3 implica que Kim(g1) ⊆
Ker(g2). Por otra parte, si (x, y) ∈ Ker(g2), entonces g2(x) = g2(y), pero g2 = f2w

−1,
luego f2(w−1(x)) = f2(w

−1(y)) y así (w−1(x), w−1(y)) ∈ Ker(f2) = Kim(f1). De ahí que
w−1(x), w−1(y) ∈ im(f1) ó w−1(x) = w−1(y). En el caso en que w−1(x) = w−1(y) la in-
yectividad de w implica que x = y y en consecuencia (x, y) ∈ Kim(g1). En el caso restante
cuando w−1(x), w−1(y) ∈ im(f1), puede escribirse w−1(x) = f1(ax) y w−1(y) = f1(ay)
para algunos ax, ay ∈ A, de manera que x = w(f1(ax)) y y = w(f1(ay)), pero wf1 = g1,
luego x = g1(ax) y y = g1(ay). Por consiguiente (x, y) ∈ im(g1) × im(g1) ⊆ Kim(g1). Se
concluye así que Ker(g2) ⊆ Kim(g1) y en definitiva Kim(g1) = Ker(g2). De todo lo anterior
se sigue que la sucesión Θ // A

g1 // B′ g2 // C // Θ es Rees-exacta.

Corolario 3.3.39. Asumir que el siguiente es un diagrama conmutativo de S−morfismos con
primera fila Rees-exacta:

Θ // A
f1 //

α
��

B

β
��

f2 // C

γ
��

// Θ

Θ // A′
g1
// B′

g2
// C ′ // Θ

Si α, β y γ son isomorfismos, entonces la sucesión Θ // A′ g1 // B′ g2 // C ′ // Θ es
Rees-exacta.

Demostración. Que el diagrama

Θ // A
f1 //

α
��

B

β
��

f2 // C

γ
��

// Θ

Θ // A′
g1
// B′

g2
// C ′ // Θ

sea conmutativo aunado a que γ sea un isomorfismo implica que el diagrama

Θ // A
f1 //

idA
��

B

β
��

f2 // C

idC
��

// Θ

Θ // A g1α
// B′

γ−1g2

// C // Θ
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es conmutativo. Ahora bien, este último tiene primera fila Rees-exacta y además β es un iso-

morfismo. Por consiguiente la sucesión Θ // A
g1α // B′ γ

−1g2 // C // Θ es Rees-exacta.
De ahí que g1α es inyectiva, γ−1g2 es sobreyectiva y Kim(g1α) = Ker(γ−1g2). Así, de las
igualdades g1 = (g1α)α

−1 y g2 = γ(γ−1g2) se ve que g1 es composición de dos inyecti-
vas y que g2 es composición de dos sobreyectivas, de forma que g1 es inyectiva y g2 so-
breyectiva. Ahora bien, de que α es sobreyectiva se sigue que im(g1α) = im(g1) y en
consecuencia Kim(g1α) = Kim(g1). También, de la inyectividad de γ−1 se desprende que
Ker(γ−1g2) = Ker(g2), luego Ker(g2) = Ker(γ−1g2) = Kim(g1α) = Kim(g1). Por con-
siguiente la sucesión Θ // A′ g1 // B′ g2 // C ′ // Θ es Rees-exacta.
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CAPÍTULO 4

ACCIONES COMPLETAMENTE
REDUCIBLES

Recordemos que un R−módulo es semisimple si este puede ser escrito como suma de sub-
módulos simples. Existe una serie de propiedades que caracterizan a este tipo de módulos.
Además, se dice que un anillo R es semisimple si el R−módulo RR es semisimple. Tam-
bién, hay una serie de propiedades que caracteriza a este tipo de anillos. Basándonos en lo
anterior, en este capítulo se define lo que entenderemos por S−acción semisimple (que en
realidad serán llamadas acciones completamente reducibles) y damos algunas propiedades
que caracterizan a este tipo de acciones. También, si definieramos a un monoide semisimple
como aquel para el que la S−acción SS es semisimple, entonces exhibiremos en el Teorema
4.3.18 que los monoides semisimples son en realidad los grupos.

4.1. Acciones simples y 0-simples
Definición 4.1.1. Se dice que una S−acción A es simple si la única subacción de A es A.
Además, se dirá queA es 0−simple siA tiene un único elemento cero y si sus únicas subacciones
son A y {θA}.

Será conveniente recordar ahora el siguiente resultado:

Proposición 4.1.2. Si A ∈ S − Act0, entonces cualquier subacción X de A pertenece a
S − Act0. Más aún, el elemento cero de X coincide con el de A. En particular, la intersección
de cualesquiera dos subacciones de A es no vacía.

Demostración. Ver la demostración del Teorema 2.5.10.

Definición 4.1.3. Se dice que una S−acción A es cíclica si existe a ∈ A para el que A =
{sa | s ∈ S}. En este caso se escribe A = ⟨a⟩.

59



CAPÍTULO 4. ACCIONES COMPLETAMENTE REDUCIBLES

Proposición 4.1.4. Toda acción simple (0−simple) es cíclica.

Demostración. Sea A una S−acción simple y a ∈ A arbitrario. Como ⟨a⟩ := {sa | s ∈ S}
es subacción de A, entonces A = ⟨a⟩ i,e, A es cíclica. Suponga ahora que A es 0−simple. Si
A tiene un solo elemento, digamos a, es claro entonces que A = ⟨a⟩. Si A tiene más de un
elemento, sea a ∈ A con a ̸= θA. En este caso ⟨a⟩ := {sa | s ∈ S} es una subacción de A
distinta de {θA}, luego A = ⟨a⟩.

Proposición 4.1.5. Sea A una S−acción simple. Entonces A tiene elemento cero si y solo si A
tiene un sólo elemento.

Demostración. Si θ es elemento cero de A, entonces {θ} ≤ A, luego como A es simple debe
ser que A = {θ}. Y viceversa, si A solo tiene un elemento, es claro que éste es elemento
cero.

Observación 4.1.6. De la Proposición anterior se sigue que toda S−acción simple con más de
un elemento no puede tener elementos cero. En particular, ninguna acción 0−simple con más
de un elemento puede ser simple.

Proposición 4.1.7. Sea f : A −→ B un morfismo de S−acciones y X ≤ A.

1. Si X es simple, entonces f(X) es simple.

2. Si A,B ∈ S − Act0 y X es 0−simple, entonces f(X) es 0−simple.

Demostración. 2) Como A ∈ S − Act0 y X ≤ A, entonces del Teorema 2.5.10 se sigue que
X ∈ S − Act0, y en particular X tiene un único elemento cero, el cuál es el elemento cero
de A. Ahora, para Y ≤ f(X) se verifica sin dificultad que AY := {x ∈ X | f(x) ∈ Y } es
una subacción de X , y como X es 0−simple, entonces AY = {θA} ó AY = X . En el primer
caso, cuando AY = {θA} se tiene que Y = {θB}. En efecto, si y ∈ Y ≤ f(X), entonces
puede escribirse y = f(x) para algún x ∈ X , y así x ∈ AY = {θA}, de donde x = θA y por
lo tanto y = f(θA) = θB . En consecuencia Y = {θB}. En el caso restante, cuando AY = X
se tiene que Y = f(X), pues la igualdad AY = X implica que para cada x ∈ X ocurre que
f(x) ∈ Y y por consiguiente f(X) = Y . En consecuencia f(X) es 0−simple. La prueba del
inciso 1) es análoga.

Siempre pueden construirse acciones 0−simples sobre monoides con cero. Para verificar
este hecho se necesita primero establecer el siguiente resultado.

Teorema. 4.1.8. Todo monoide (no trivial) con cero tiene al menos un ideal izquierdo (derecho
ó bilátero) maximal.

Demostración. Solo se hará la prueba para ideales izquierdos, pues para ideales derechos y
biláteros se procede de manera análoga. Sea S un monoide no trivial con elemento cero 0 y
considere a la familia

60



CAPÍTULO 4. ACCIONES COMPLETAMENTE REDUCIBLES

F := {I ⊊ S | I es ideal izquierdo de S}

Es claro que {0} es un ideal izquierdo deS, y además como el monoide es no trivial, {0} ≠ S.
De ahí que {0} ∈ F y por lo tanto F es no vacía. Ahora bien, sea C ⊆ F arbitraria (no vacía)
y tómense s ∈ S y a ∈

⋃
C arbitrarios. Para a existe I ∈ C tal que a ∈ I , luego, como los

elementos de C deben ser ideales izquierdos de S, se sigue que I es ideal izquierdo de S
y por lo tanto sa ∈ I ⊆

⋃
C. De ahí que sa ∈

⋃
C y por lo tanto

⋃
C es ideal izquierdo

de S. Observe que si S =
⋃

C, entonces para e (el neutro) existe J ∈ C tal que e ∈ J , lo
que implica entonces que J = S, contradicción, pues los elementos de C son subconjuntos
propios de S. Por consiguiente S ̸=

⋃
C y así

⋃
C ∈ F . Si ordenamos a F mediante la

contención, del argumento anterior se deduce que toda ⊆ −cadena de F tiene una cota
superior. Por lo tanto, del Lema de Zorn se sigue que existe I0 ∈ F que es ⊆ −maximal.
Veamos que I0 es ideal izquierdo maximal de S: sea J un ideal izquierdo de S tal que I0 ⊆ J .
Si J ̸= S, entonces J ∈ F y así la maximalidad de I0 implica que I0 = J . Por consiguiente
I0 es ideal izquierdo maximal de S.

Teorema. 4.1.9. Sea S un monoide (no trivial) con cero e I un ideal izquierdo maximal de S.

Entonces
S

I
es una S−acción 0−simple.

Demostración. El Teorema 4.1.8 asegura que existe I un ideal izquierdo de S el cuál es ma-
ximal, además no es difícil ver que I es subacción de la S−acción SS. Por otra parte, la
Proposición 2.5.8 implica que la acción SS pertenece a la clase S − Act0. Por lo tanto, del
inciso 2 del Teorema 2.5.10 se sigue que la S−acción cociente S

I
también pertenece a la cla-

se S − Act0. En particular cualquier subacción de S
I

debe tener a I (que es el cero de S
I

)
como elemento. Ahora bien, de acuerdo al Corolario 3.3.26 se tiene que Sub(S

I
), la clase de

todas las subacciones de S
I

que tienen a I como elemento (que como vimos son todas sus
subacciones) viene dada por Sub(S

I
) = {J

I
| J ≤ S e I ⊆ J}. Así, para K ≤ S

I
subacción

arbitraria se tiene que K ∈ Sub(S
I
) y por lo tanto existe J ≤ S con I ⊆ J tal que K = J

I
.

Ahora, puesto que las subacciones de SS son en realidad ideales izquierdos del monoide S,
entonces J debe ser un ideal izquierdo de S tal que I ⊆ J . Así, de que I es un ideal izquierdo
maximal se sigue que I = J ó J = S. Si I = J , entonces K = J

I
= I

I
= {I}, y si J = S,

entonces K = J
I
= S

I
. Por consiguiente las únicas subacciones de S

I
son {I} y S

I
. Por lo

tanto S
I

es 0−simple.

4.2. Zoclo y acciones completamente reducibles
Definición 4.2.1. El zoclo de una S−acción A, denotado por Zoc(A), se define como

Zoc(A) :=
⋃
Simp(A),

donde Simp(A) := {X ≤ A |X es simple} i,e, el zoclo de A se define como la unión de todas
las subacciones simples de A.
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Lema 4.2.2. SeaA una S−acción. Entonces, para cadaX, Y ∈ Simp(A) se tiene queX = Y
ó X ∩ Y = ∅.

Demostración. SeanX, Y ∈ Simp(A). SiX∩Y = ∅ la demostración termina. SiX∩Y ̸= ∅,
entoncesX∩Y ≤ X yX∩Y ≤ Y . Así, comoX y Y son simples se sigue queX = X∩Y =
Y .

Definición 4.2.3. Una S−acción A es completamente reducible si A = Zoc(A).

Observación 4.2.4. El Lema anterior implica que la unión que aparece en la definición de
zoclo es una unión disjunta. Así, toda acción completamente reducible se puede expresar como
unión disjunta de subacciones simples.

Ejemplo 4.2.5. Para cada monoideS siempre puede construirse unaS−acción completamente
reducible. En efecto, Sea X una S−acción construida como en el inciso 4 de los Ejemplos 2.1.1.
Si Y ⊆ X es no vacío, entonces para cada s ∈ S y y ∈ Y se tiene que sy := y ∈ Y . Por lo tanto
Y es subacción de X . De lo anterior se sigue que en este caso, cualquier subconjunto no vacío
de X es una subacción. En particular, cada subconjunto de la forma {x} con x ∈ X es una
subacción, más aún, es claro que {x} es una subacción simple. De esto se sigue que {{x} |x ∈
X} ⊆ Simp(X) y por consiguiente X =

⋃
{{x} |x ∈ X} ⊆

⋃
Simp(X) = Zoc(X). De

ahí que X es completamente reducible.

Proposición 4.2.6. Si A y B son dos S−acciones tales que A ∼= B y A es completamente
reducible, entonces B es completamente reducible.

Demostración. Sea f : A −→ B un isomorfismo de acciones. Si A es completamente redu-
cible, entoncesA =

⋃
{X |X ∈ Simp(A)} y por consiguienteB = f(A) =

⋃
{f(X) |X ∈

Simp(A)}. Ahora bien, del primer inciso de la Proposición 4.1.7 se sigue que para cadaX ∈
Simp(A), f(X) ∈ Simp(B) Y en consecuencia se tiene que {f(X) |X ∈ Simp(A)} ⊆
Simp(B). Por lo tanto B =

⋃
{f(X) |X ∈ Simp(A)} ⊆

⋃
Simp(B) = Zoc(B) y así B

es completamente reducible.

Lema 4.2.7. Sea A una S−acción y B ≤ A. Entonces

1. Simp(B) = {B ∩X |X ∈ Simp(A) y B ∩X ̸= ∅}

2. Zoc(B) = B ∩ Zoc(A)

Demostración. SeaF := {B∩X |X ∈ Simp(A) y B∩X ̸= ∅}. Suponga queX ∈ Simp(A)
es tal que B ∩X ̸= ∅. Entonces B ∩X ≤ B. Ahora, si C ≤ B ∩X , se tiene que C ≤ B y
C ≤ X . Así, debido a queX es simple se tiene queC = X . LuegoB∩X = B∩C ≤ C y por
consiguiente B ∩X = C . Así B ∩X es una subacción simple de B i,e, B ∩X ∈ Simp(B).
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Por consiguiente F ⊆ Simp(B). Ahora, si C es una subacción simple de B, es claro que
C es también una subacción simple de A i,e, C ∈ Simp(A). La igualdad C = B ∩ C
implica entonces que C ∈ F . Por lo tanto Simp(B) ⊆ F y en definitiva Simp(B) = F .
De esto último se desprende que Zoc(B) :=

⋃
Simp(B) =

⋃
{B ∩X |X ∈ Simp(A)} =

B ∩
⋃
{X |X ∈ Simp(A)} = B ∩ Zoc(A).

Teorema. 4.2.8. 1. Toda S−acción simple es completamente reducible.

2. Una S−acción cíclica es completamente reducible si y solo si es simple.

3. Cualquier subacción de una S−acción completamente reducible es completamente redu-
cible.

Demostración. 1) Si A es una S−acción simple, entonces es claro que Simp(A) = {A}.
Luego Zoc(A) :=

⋃
Simp(A) =

⋃
{A} = A.

2) Sea A = ⟨a⟩. Si A es completamente reducible, entonces A = Zoc(A) :=
⋃
Simp(A).

Luego, existeX ∈ Simp(A) tal que a ∈ X . ComoX debe ser una subacción deA, entonces
sa ∈ X para cada s ∈ S y por consiguiente A = X . Además X es simple, por lo tanto A
es simple. Inversamente, si A es simple, el inciso anterior implica que A es completamente
reducible.
3) Sea A una S−acción completamente reducible y B ≤ A. Entonces A = Zoc(A). Luego
B = B ∩ A = B ∩ Zoc(A) = Zoc(B) (véase Lema 4.2.7 inciso 2). Por consiguiente B es
completamente reducible.

Corolario 4.2.9. Sea A una S−acción completamente reducible. Entonces B ≤ A es simple
si y solo si B es cíclica.

Demostración. De la Proposición 4.1.4 se sigue que toda subacción simple de A es cíclica.
Ahora bien, sea B ≤ A con B = ⟨x⟩. Como A es completamente reducible, de que toda
subacción de un acción completamente reducible es completamente reducible, se deduce
queB = ⟨x⟩ es completamente reducible. Por consiguiente, del segundo inciso del Teorema
4.2.8 se sigue que ⟨x⟩ es una subacción simple.

Teorema. 4.2.10. La S−acción regular SS es completamente reducible si y solo si S es un
grupo.

Demostración. Observar que la acción SS es una S−acción cíclica, de hecho SS = ⟨e⟩. Así,
si SS es completamente reducible, del segundo inciso del Teorema 4.2.8 se sigue que SS es
simple. Además, para cada g ∈ S el conjunto ⟨g⟩ := {sg | s ∈ S} es una subacción de SS.
Por consiguiente para cada g ∈ S debe suceder que S = ⟨g⟩. De ahí que para cada g ∈ S,
e ∈ ⟨g⟩ i,e, para cada g ∈ S existe s ∈ S tal que sg = e. De esto se deduce que S es
un monoide en el que todo elemento tiene inverso izquierdo. En consecuencia S debe ser
un grupo (véase Teorema 1.2.13 ). Y recíprocamente, si S es un grupo, entonces SS es una
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acción simple. En efecto, si I ≤S S, entonces para g ∈ I se tiene que e = g−1g ∈ I y
en consecuencia para cada s ∈ S se tiene que s = se ∈ I . De ahí que I = S y así SS es
simple. Por lo tanto, el primer inciso del Teorema 4.2.8 implica que SS es completamente
reducible.

Teorema. 4.2.11. Los siguientes enunciados son equivalentes para un monoide S:

1. Toda S−acción es completamente reducible.

2. S es un grupo.

Demostración. 1) =⇒ 2) Si toda S−acción es completamente reducible, entonces en parti-
cular lo es la acción SS. Así, del Teorema 4.2.10 se sigue que S es un grupo.
2) =⇒ 1) Suponga que S es un grupo y sea A una S−acción. Si a ∈ A es arbitrario, enton-
ces la subacción ⟨a⟩ := {sa | s ∈ S} es simple. En efecto, sea X ≤ ⟨a⟩. Si x ∈ X , entonces
x = sa para algún s ∈ S. Así que a = s−1x ∈ X y por lo tanto ⟨a⟩ ≤ X . Luego ⟨a⟩ = X y
con ello ⟨a⟩ es simple. De lo anterior se ve que para cada a ∈ A existeX ∈ Simp(A) tal que
a ∈ X . En consecuenciaA =

⋃
Simp(A) = Zoc(A) i,e,A es completamente reducible.

4.3. Zoclo subcero y acciones completamente 0-reducibles
Definición 4.3.1. Si A es una S−acción con un único elemento cero se define

Zoc0(A) :=
⋃
Simp0(A),

donde Simp0(A) := {X ≤ A |X es 0−simple} i,e, el zoclo (subcero) de A se define como la
unión de todas las subacciones 0−simples de A.

Lema 4.3.2. Si A ∈ S −Act0 (véase Definición 2.5.7), entonces para cada X, Y ∈ Simp0(A)
se tiene que X = Y ó X ∩ Y = {θA}. En particular, Simp(A) = {{θA}} y por lo tanto
Zoc(A) = {θA}.

Demostración. Suponga que A ∈ S − Act0 y sean X, Y ∈ Simp0(A). Si X ∩ Y = {θA} la
demostración termina. SiX∩Y ̸= {θA}, comoX∩Y ≤ X yX∩Y ≤ Y , de queX y Y son
0−simples se sigue queX = X∩Y = Y . Finalmente, es claro que {θA} ∈ Simp(A), además
si Z ∈ Simp(A), entonces como θA ∈ Z (véase la Proposición 4.1.2), la Proposición 4.1.5
implica queZ tiene solo un elemento y por lo tantoZ = {θA}. Así Simp(A) = {{θA}}.

Definición 4.3.3. Si A es una S−acción con un único elemento cero, se dirá que A es comple-
tamente 0−reducible si A = Zoc0(A).

Para los elementos de S−Act0 se tienen resultados análogos a la Proposición 4.2.6, al Lema
4.2.7 y al Teorema 4.2.8. A saber:

64



CAPÍTULO 4. ACCIONES COMPLETAMENTE REDUCIBLES

Proposición 4.3.4. Sean A y B dos S−acciones tales que A ∼= B. Si A ∈ S − Act0 y A es
completamente 0−reducible, entonces B ∈ S − Act0 y B es completamente 0−reducible.

Demostración. Sea f : A −→ B un isomorfismo de acciones. Del tercer inciso del Teorema
2.5.10 se desprende que B ∈ S − Act0. Ahora bien, si A es completamente 0−reducible,
entonces A =

⋃
{X |X ∈ Simp0(A)} y por consiguiente B = f(A) =

⋃
{f(X) |X ∈

Simp0(A)}. Ahora bien, del segundo inciso de la Proposición 4.1.7 se sigue que para cada
X ∈ Simp0(A), f(X) ∈ Simp0(B), en consecuencia se tiene que {f(X) |X ∈ Simp0(A)} ⊆
Simp0(B) y por lo tantoB =

⋃
{f(X) |X ∈ Simp0(A)} ⊆

⋃
Simp0(B) = Zoc0(B). Lue-

go B es completamente 0−reducible.

Lema 4.3.5. Sea A ∈ S − Act0. Si B ≤ A, entonces

1. Simp0(B) = {B ∩X |X ∈ Simp0(A)}

2. Zoc0(B) = B ∩ Zoc0(A)

Demostración. Sea F := {B∩X |X ∈ Simp0(A) } yX ∈ Simp0(A). Es claro queB∩X ≤
B. Ahora, si C ≤ B ∩X , se tiene que C ≤ B y C ≤ X . Así, debido a que X es 0−simple se
tiene que C = {θA} ó C = X . Si C = X , entoncesB∩X = B∩C ≤ C y por consiguiente
B∩X = C . AsíB∩X es una subacción 0−simple deB i,e,B∩X ∈ Simp0(B). Por lo tanto
F ⊆ Simp0(B). Ahora, si C es una subacción 0−simple de B, es claro que C es también
una subacción 0−simple de A i,e, C ∈ Simp0(A). La igualdad C = B∩C implica entonces
que C ∈ F . Por lo tanto Simp0(B) ⊆ F y en definitiva Simp0(B) = F . De esto último se
desprende que Zoc0(B) :=

⋃
Simp0(B) =

⋃
{B∩X |X ∈ Simp0(A)} = B∩

⋃
{X |X ∈

Simp0(A)} = B ∩ Zoc0(A)

Teorema. 4.3.6. Suponga que A ∈ S − Act0.

1. Si A es 0−simple, entonces A es completamente 0−reducible.

2. Si A es cíclica, entonces A es completamente 0−reducible si y solo si A es 0−simple.

3. SiA es completamente 0−reducible, entonces cualquier subacción deA es completamente
0−reducible.

Demostración. 1) Si A es una S−acción 0−simple, entonces es claro que Simp0(A) =
{A, {θA}}. Luego Zoc0(A) :=

⋃
Simp0(A) = {A} ∪ {θA} = A.

2) SeaA = ⟨a⟩. SiA es completamente 0−reducible, entoncesA = Soc0(A) :=
⋃
Simp0(A).

Luego, existe X ∈ Simp0(A) tal que a ∈ X . Como X debe ser una subacción de A, enton-
ces sa ∈ X para cada s ∈ S y por consiguiente A = X . Además X es 0−simple, por lo
tanto A es 0−simple. Inversamente, si A es 0−simple, el inciso anterior implica que A es
completamente 0−reducible.
3) Sea A una S−acción completamente 0−reducible y B ≤ A. Entonces A = Zoc0(A).
LuegoB = B∩A = B∩Zoc0(A) = Zoc0(B) (véase Lema 4.3.5 inciso 2). Por consiguiente
B es completamente 0−reducible.
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Corolario 4.3.7. Sea A ∈ S − Act0 completamente 0−reducible. Entonces B ≤ A es simple
si y solo si B es cíclica.

Demostración. De la Proposición 4.1.4 se sigue que toda subacción 0−simple deA es cíclica.
Ahora bien, sea B ≤ A con B = ⟨x⟩. Como A es completamente 0−reducible, de que
toda subacción de un acción completamente 0−reducible es completamente 0−reducible, se
deduce que B = ⟨x⟩ es completamente 0−reducible. Por consiguiente, del segundo inciso
del Teorema 4.2.8 se sigue que ⟨x⟩ es una subacción 0−simple.

Es importante observar ahora que no toda S−acción tiene elementos cero. En efecto, si
S es un monoide sin ningún elemento cero derecho, entonces la S−acción regular SS no
tiene elementos cero. Sin embargo, el Teorema 2.5.11 afirma que toda acción es subacción de
una que sí tiene al menos un elemento cero. De hecho, el proceso para construir tal acción
con cero consta de añadir un nuevo elemento θ (que será el elemento cero) a una acción
dada A y después extender la acción de los elementos de S en A al conjunto A ∪ {θ}. Un
procedimiento similar puede realizarse para monoides que carezcan de elemento cero i,e,
dado un monoide puede construirse otro monoide que tenga elemento cero y que contenga
como submonoide al monoide dado. En efecto, sea S un monoide con neutro e y sea 0 tal
que 0 /∈ S. Sobre el conjunto S(0) := S ∪ {0} se define la siguiente operación binaria:

s · t :=
{
st si s, t ∈ S.
0 si s = 0 ó t = 0.

Notar que lo que se está haciendo es dejar fija la operación de S para sus elementos y definir
s · 0 = 0 = 0 · s para cada s ∈ S(0). No es difícil ver que con esta operación S(0) es un
monoide con neutro e y con elemento cero 0, además de que S es submonoide de S(0). Con
respecto a este monoide se tienen los siguientes resultados.

Teorema. 4.3.8. S(0)− Act0 = (S(0)− Act)0. Además, S(0) ∈ S(0)− Act0.

Demostración. Se sigue de que S(0) es un monoide con cero y de la Proposición 2.5.8.

Teorema. 4.3.9. La S(0)−acción regular S(0) es completamente 0−reducible si y solo si S es
un grupo.

Demostración. Observar que la S(0)−acción regular S(0) := S ∪ {0} con 0 /∈ S es una
acción cíclica, de hecho S(0) = ⟨e⟩. Luego, si S(0) es completamente 0−reducible, del
segundo inciso del Teorema 4.3.6 se sigue que S(0) es 0−simple. Además, para cada g ∈ S
el conjunto ⟨g⟩ := {s · g | s ∈ S(0)} es una subacción de S(0). Así que como S(0) es
0−simple, para g ∈ S arbitrario debe suceder que ⟨g⟩ = S(0) ó ⟨g⟩ = {0}, pero como
0 /∈ S, entonces debe ocurrir que ⟨g⟩ = S(0) y por lo tanto e ∈ ⟨g⟩. De ahí que e = s · g
para algún s ∈ S(0). Ahora bien, observar que s debe estar en S, pues de lo contrario s = 0,
y entonces e = s · g = 0 · g = 0 i,e, 0 = e ∈ S, lo cuál es una contradicción. Por lo tanto
s ∈ S y en consecuencia e = s · g = sg. De lo anterior se deduce que S es un monoide
tal que cualquiera de sus elementos tiene un inverso izquierdo. Por consiguiente S debe ser
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un grupo. Y recíprocamente, si S es un grupo, entonces S(0) es una acción 0−simple. En
efecto, si I ≤ S(0) es tal que I ̸= {0}, entonces para g ∈ I con g ̸= 0 debe ocurrir que
g ∈ S y con ello que e = g−1g = g−1 · g ∈ I , en consecuencia para cada s ∈ S(0) se tiene
que s = s · e ∈ I . De ahí que I = S(0) y así S(0) es 0−simple. Por lo tanto, el primer inciso
del Teorema 4.3.6 implica que S(0) es completamente 0−reducible.

Teorema. 4.3.10. Los siguientes enunciados son equivalentes para un monoide S:

1. Todo elemento de S(0)− Act0 es completamente 0−reducible.

2. S es un grupo.

Demostración. 1) =⇒ 2) Si todo elemento de S(0) − Act0 es completamente 0−reducible,
entonces en particular lo es la S(0)−acción regular S(0). De esta forma el Teorema anterior
implica que S debe ser un grupo.
2) =⇒ 1) Suponga que S es un grupo y sea A una S(0)−acción. Si a ∈ A es distinto de
θA, entonces la subacción ⟨a⟩ := {sa | s ∈ S(0)} es 0−simple. En efecto, sea X ≤ ⟨a⟩ con
X ̸= {θA}. Para x ∈ X con x ̸= θA, puede escribirse x = sa para algún s ∈ S(0) := S∪{0}.
Observe que si s = 0, entonces x = sa = 0a = θA, lo cuál no es cierto. Por lo tanto s ∈ S y
así la igualdad x = sa implica que a = s−1x ∈ X y por lo tanto ⟨a⟩ ≤ X . Luego ⟨a⟩ = X y
con ello ⟨a⟩ es 0−simple. De lo anterior se sigue que para cada a ∈ A existeX ∈ Simp0(A)
tal que a ∈ X . En consecuencia A =

⋃
Simp0(A) = Zoc0(A) i,e, A es completamente

0−reducible.

El axioma de elección (en su versión Lema de Zorn) implica que toda subacción de una
acción completamente 0−reducible debe ser un sumando directo:

Teorema. 4.3.11. SiA ∈ S−Act0 es completamente 0−reducible, entonces para cadaB ≤ A
existe F0 ⊆ Simp0(A) tal que A = B ⊎

⋃
F0. En particular, toda subacción de A es un

sumando directo (véase Definición 3.3.28).

Demostración. SiA es completamente 0−reducible, entoncesA =
⋃
Simp0(A). SeaB ≤ A

y defínase

Σ := {F ⊆ Simp0(A) |B ∩
⋃
F = {θA}}

Observar que Σ es no vacía, pues F := {{θA}} ⊆ Simp0(A) es tal que B ∩
⋃
F =

B ∩
⋃
{{θA}} = B ∩ {θA} = {θA}. Ordenemos ahora a Σ mediante la contención y

sea C ⊆ Σ arbitraria y no vacía. Afirmamos que
⋃
C ∈ Σ : en efecto, primero, obser-

var que por definición, Σ ⊆ P(Simp0(A)), luego C ⊆ P(Simp0(A)) y en consecuencia⋃
C ⊆ Simp0(A). Ahora, si b ∈ B ∩

⋃
(
⋃
C), entonces b ∈ B y b ∈

⋃
(
⋃
C), así que

existe X ∈
⋃

C tal que b ∈ X . Por otra parte, como X ∈
⋃
C, existe F ∈ C para el cuál

X ∈ F , pero C ⊆ Σ, así que F ∈ Σ y por lo tanto B ∩
⋃
F = {θA}. Además, como

X ∈ F , entonces X ⊆
⋃

F y en consecuencia B ∩ X ⊆ B ∩
⋃
F = {θA}. De ahí que

B ∩ X = {θA}, de donde b ∈ B ∩ X = {θA} y así b = θA. Se concluye de esta forma
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que B ∩
⋃
(
⋃

C) = {θA} y por lo tanto
⋃
C ∈ Σ. De lo anterior se deduce que en parti-

cular, toda ⊆ −cadena de Σ tiene una cota superior en Σ, así el Lema de Zorn garantiza
la existencia de F0 ∈ Σ que es ⊆ −maximal. Afirmamos ahora que B ∪

⋃
F0 = A : en

efecto, si por el contrario B ∪
⋃

F0 ̸= A, sea a ∈ A tal que a /∈ B ∪
⋃
F0. Considerar

a la subacción ⟨a⟩ := {sa | s ∈ S}. Como A es completamente 0−reducible, entonces del
inciso 3) del Teorema 4.3.6 se sigue que ⟨a⟩ es completamente 0−reducible, y así el inci-
so 2) del Teorema 4.3.6 implica que ⟨a⟩ es 0−simple i,e, ⟨a⟩ ∈ Simp0(A). Ahora bien, se
tiene que ⟨a⟩ /∈ F0, pues si ⟨a⟩ ∈ F0, entonces ⟨a⟩ ⊆

⋃
F0 y así a ∈ B ∪

⋃
F0, lo cuál

es una contradicción. En consecuencia ⟨a⟩ /∈ F0. Por otra parte, como ⟨a⟩ es 0−simple
y B ∩ ⟨a⟩ ≤ ⟨a⟩, se tiene que B ∩ ⟨a⟩ = {θA} ó B ∩ ⟨a⟩ = ⟨a⟩. Si B ∩ ⟨a⟩ = ⟨a⟩,
entonces ⟨a⟩ ⊆ B y por consiguiente a ∈ B ∪

⋃
F0, lo cuál no sucede. Por lo tanto

B ∩ ⟨a⟩ = {θA}. Considere a la familia G := F0 ∪ {⟨a⟩}. Note que G ⊆ Simp0(A) y
además B ∩

⋃
G = B ∩ (

⋃
F0∪⟨a⟩) = (B ∩

⋃
F0)∪ (B ∩⟨a⟩) = {θA}∪{θA} = {θA}. De

ahí que G ∈ Σ. Más aún, como ⟨a⟩ /∈ F0, entonces F0 ⊊ G, lo cuál contradice la maximali-
dad de F0. Se concluye así que B ∪

⋃
F0 = A. De esto último y de que B ∩

⋃
F0 = {θA}

se sigue que A = B ⊎
⋃

F0 i,e, B es sumando directo de A.

Corolario 4.3.12. Sea A ∈ S −Act0 una acción completamente 0−reducible. Entonces para
cada B ≤ A existe F ⊆ Simp0(A) tal que B ∼=

⋃
F .

Demostración. Si B ≤ A, entonces del Teorema anterior se sigue que B es sumando directo
deA i,e, existeC ≤ A tal queA = B⊎C . A la vez, de acuerdo al Teorema 4.3.11, paraC ≤ A
existe F ⊆ Simp0(A) tal que A = C ⊎

⋃
F . Ahora, haciendo uso del Corolario 3.3.30, la

igualdad A = B ⊎ C implica que B ∼=
A

C
, y la igualdad A = C ⊎

⋃
F que

A

C
∼=

⋃
F . Por

consiguiente B ∼=
⋃

F .

Corolario 4.3.13. Sea A ∈ S −Act0 una acción completamente 0−reducible. Entonces para
cada B ≤ A se tiene que A

B
es completamente 0−reducible.

Demostración. Si B ≤ A, entonces del Teorema 4.3.11 se sigue que B es sumando direc-
to de A, luego existe C ≤ A tal que A = B ⊎ C . Así, del Corolario 3.3.30 se sigue que
A
B
∼= C . Ahora bien, como C es subacción de A la cuál es completamente 0−reducible, del

tercer inciso del Teorema 4.3.6 se sigue que C es completamente 0−reducible. Por lo tanto
la Proposición 4.3.4 implica que A

B
es completamente. 0−reducible

Lema 4.3.14. Sea A ∈ S−Act0 tal que cualquiera de sus subacciones es un sumando directo.
Entonces:

1. Toda subacción B de A tiene esta misma propiedad i,e, para cada X ≤ B existe Y ≤ B
tal que B = X ⊎ Y .

2. Si A tiene más de un elemento, entonces toda subacción cíclica de A con más de un
elemento es 0−simple.
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3. Si A tiene más de un elemento, entonces toda subacción de A con más de un elemento
contiene una subacción 0−simple con más de un elemento.

Demostración. 1) Sea B ≤ A. Si X ≤ B, es claro entonces que X ≤ A, luego existe Z ≤ A
tal queA = X⊎Z . Por lo tantoB = B∩A = B∩(X∪Z) = (B∩X)∪(B∩Z) = X∪(B∩Z).
De esto último se tiene que para Y := B ∩ Z ≤ B, B = X ∪ Y . Ahora bien como
X ∩ Z = {θA}, entonces X ∩ Y = X ∩ (Z ∩B) = (X ∩ Z) ∩B = {θA} ∩B = {θA}. Por
consiguiente B = X ⊎ Y .
2) Para este inciso haremos uso del axioma de elección (en su versión Lema de Zorn). Su-
ponga que A tiene más de un elemento y sea B := ⟨b⟩ una subacción cíclica de A con más
de un elemento. Entonces b ̸= θA. Considerar a la familia

F := {X ≤ B | b /∈ X}

Observar que F es no vacía, pues {θA} ≤ B y b /∈ {θA}. Ordenemos a F mediante la
contención y sea C ⊆ F arbitraria y no vacía. Como cada elemento de C es una subacción
de B, entonces se sigue que

⋃
C ≤ B. Ahora, observar que b /∈

⋃
C, pues de no ser así debe

existirX ∈ C tal que b ∈ X , pero, por definición deF , ningún elemento de C puede contener
a b, contradicción. Por consiguiente b /∈

⋃
C. De esto último se deduce que

⋃
C ∈ F . El

argumento anterior implica que toda ⊆ −cadena de F tiene una cota superior en F , así
por el Lema de Zorn existe X0 ∈ F el cuál es ⊆ −maximal. Se afirma que X0 = {θA} :
en efecto, si X0 ̸= {θA}, entonces existe a ∈ X0 tal que a ̸= θA. Es claro que ⟨a⟩ ≤ X0,
además como X0 ≤ B, entonces ⟨a⟩ ≤ B. Por lo tanto del inciso 1) se sigue que existe
Y ≤ B tal que B = ⟨a⟩⊎Y . Afirmamos que Y ⊈ X0 : en efecto, si Y ⊆ X0, como X0 ≤ B,
entonces B = ⟨a⟩ ∪ Y ⊆ X0 y así b ∈ X0, lo cuál es una contradicción. Por consiguiente
Y ⊈ X0. Ahora bien, observe que b /∈ Y , pues si así fuera, entonces B := ⟨b⟩ = Y y en
consecuencia {θA} = ⟨a⟩ ∩ Y = ⟨a⟩ ∩ B = ⟨a⟩ i,e, ⟨a⟩ = {θA}, de ahí que a = θA, pero
a ̸= θA, contradicción. Por lo tanto b /∈ Y . De esto último se sigue que b /∈ X0 ∪ Y , además
es claro que X0 ∪ Y ≤ B. Por consiguiente X0 ∪ Y ∈ F . Más aún, como Y ⊈ X0, entonces
X0 ⊊ X0 ∪ Y , pero esto contradice la maximalidad de X0. Por consiguiente X0 = {θA}.
Ahora bien, para X ∈ F se tiene que {θA} ⊆ X , luego la maximalidad de X0 = {θA} debe
implicar que X = {θA} y por lo tanto F = {{θA}}. Finalmente, sea Z ≤ B arbitraria. Si
b ∈ Z , entonces es claro que Z = ⟨b⟩ = B. Si b /∈ Z , entonces Z ∈ F = {{θA}} y en
consecuencia Z = {θA}. De ahí que B es 0−simple.
3) Sea B una subacción de A con más de un elemento y sea b ∈ B con b ̸= θA. Es claro
que ⟨b⟩ ≤ B ≤ A. Además ⟨b⟩ es una subacción cíclica de A con más de un elemento, por
consiguiente del inciso 2) se sigue que ⟨b⟩ es 0−simple.

El recíproco del Teorema 4.3.11 también se verifica:

Teorema. 4.3.15. Sea A ∈ S−Act0 . Si toda subacción de A es un sumando directo, entonces
A es completamente 0−reducible.

Demostración. SiA = {θA}, no es difícil ver queA es completamente 0−reducible. Suponga
ahora que A ̸= {θA}. Si a ∈ A es tal que a ̸= θA, del inciso 2) del Teorema 4.3.14 se sigue

69



CAPÍTULO 4. ACCIONES COMPLETAMENTE REDUCIBLES

que ⟨a⟩ es 0−simple. Lo anterior muestra que para cada a ∈ A existe X ∈ Simp0(A)
tal que a ∈ X . Por consiguiente A =

⋃
Simp0(A) = Zoc0(A) i,e, A es completamente

0−reducible.

Corolario 4.3.16. Los siguientes enunciados son equivalentes para A ∈ S − Act0 :

1. A es completamente 0−reducible.

2. Cualquier subacción de A es un sumando directo.

Demostración. Se sigue de los Teoremas 4.3.11 y 4.3.15.

Teorema. 4.3.17. Los siguientes enunciados son equivalentes para un monoide S:

1. S es un grupo.

2. Toda sucesión Rees-exacta

Θ // A
f // B

g // C // Θ

de S(0)−morfismos conA,B,C ∈ S(0)−Act0 se escinde a la derecha (véase Definición
3.3.34).

Demostración. 1) =⇒ 2) Suponga que S es un grupo y sea

Θ // A
f // B

g // C // Θ

una sucesión Rees-exacta de S(0)−morfismos con A,B,C ∈ S(0) − Act0. Del Teorema
4.3.10 se deduce que B es completamente 0−reducible, así el Teorema 4.3.11 implica que
f(A) es un sumando directo de B y por lo tanto del Teorema 3.3.31 se sigue que la sucesión

Θ // A
f // B

g // C // Θ se escinde a la derecha.
2) =⇒ 1) Suponga que toda sucesión Rees-exacta

Θ // A
f // B

g // C // Θ

de S(0)−morfismos conA,B,C ∈ S(0)−Act0 se escinde a la derecha. SeaA ∈ S(0)−Act0
arbitraria y X ≤ A. Del Teorema 2.5.10 se sigue que X, A

X
∈ S(0) − Act0. Además, de

acuerdo con el Ejemplo 3.3.10 la sucesión de S(0)−morfismos

Θ // X �
� ι // A

π // A

X
// Θ

es Rees-exacta. Así, de la hipótesis se sigue que esta sucesión se escinde a la derecha, o lo
que es lo mismo (véase Teorema 3.3.31), que ι(X) = X es sumando directo deA. De ahí que
toda subacción de A es un sumando directo, y en consecuencia del Teorema 4.3.15 se sigue
queA es completamente 0−reducible. Lo anterior exhibe que todo elemento de S(0)−Act0
es completamente 0−reducible y por lo tanto, el Teorema 4.3.10 implica que S debe ser un
grupo.
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Teorema. 4.3.18. Los siguientes enunciados son equivalentes para un monoide S:

1. S es un grupo.

2. La S−acción regular SS es completamente reducible.

3. Toda S−acción es completamente reducible.

4. La S(0)−acción regular S(0) es completamente 0−reducible.

5. Todo elemento de S(0)− Act0 es completamente 0−reducible.

6. Toda sucesión Rees-exacta

Θ // A
f // B

g // C // Θ

de S(0)−morfismos con A,B,C ∈ S(0)− Act0 se escinde a la derecha.

Demostración. Directa de los Teoremas 4.2.10, 4.2.11, 4.3.9, 4.3.10 y 4.3.17.

Observación 4.3.19. Si definieramos a un monoide completamente reducible como aquel mo-
noide S para el que la S−acción SS es completamente reducible, entonces el Teorema anterior
nos conduciría a que los monoides completamente reducibles son en realidad los grupos.
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CAPÍTULO 5

ACCIONES INESCINDIBLES

Definición 5.0.1. Sea A una S−acción.

1. Una descomposición de A es un par de subacciones X y Y tales que A = X ∪ Y y
X ∩ Y = ∅.

2. Se dice que A se descompone si admite una descomposición.

3. Se dice que A es inescindible si no admite una descomposición.

Observación 5.0.2. Todo elemento de S − Act0 es una S−acción inescindible. En efecto,
si A ∈ S − Act0, entonces cualquier subacción de A contiene a θA (el elemento cero), y en
particular la intersección de cualesquiera dos subacciones es no vacía. Debido a esto, A no
puede admitir una descomposición.

Proposición 5.0.3. Toda S−acción completamente reducible que no sea simple se descompo-
ne.

Demostración. Sea A una S−acción completamente reducible y no simple. Entonces A =⋃
Simp(A) y además Simp(A) (la colección de todas las subacciones simples de A) debe

tener más de un elemento, pues si Simp(A) tuviera un solo elemento, digamos B, entonces
A =

⋃
Simp(A) =

⋃
{B} = B, de donde se sigue que A es simple, lo cuál no es cierto.

Por consiguiente Simp(A) tiene más de un elemento. De esto último se sigue que para
X ∈ Simp(A), el conjunto G := {Y ∈ Simp(A) |Y ̸= X} es no vacío y además, Z :=

⋃
G

es una subacción de A. Ahora bien, no es difícil ver que Simp(A) = {X} ∪ G, luego A =⋃
Simp(A) =

⋃
({X} ∪ G) = X ∪

⋃
G = X ∪ Z . Finalmente, del Lema 4.2.2 se sigue que

para cada Y ∈ G, X ∩ Y = ∅, y por lo tanto X ∩ Z = X ∩
⋃

G = ∅. De ahí que X y Z
forman una descomposición de A.
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Proposición 5.0.4. Toda S−acción cíclica es inescindible.

Demostración. SeaA = ⟨a⟩ unaS−acción cíclica y suponga queA se descompone. Entonces
existen subacciones X y Y tales que A = X ∪ Y y X ∩ Y = ∅. Luego, para a ∈ A se
tiene que a ∈ X ó a ∈ Y . Suponga sin pérdida de generalidad, que a ∈ X . En este caso
como X es subacción, entonces sa ∈ X para cada s ∈ S y por lo tanto A = X . Así que
∅ = X ∩Y = A∩Y = Y , lo cuál es una contradicción, pues por definición, toda subacción
es no vacía. De lo anterior se deduce que A = ⟨a⟩ no admite una descomposición.

Teorema. 5.0.5. Sean A y B dos S−acciones con A ∼= B. Si A es inescindible, entonces B es
inescindible.

Demostración. Sea f : A −→ B un isomorfismo de acciones y suponga que B no es ines-
cindible i,e, suponga queB admite una descomposición. EntoncesB = X ∪Y para algunas
X, Y ≤ B con X ∩ Y = ∅. Entonces A = f−1(B) = f−1(X ∪ Y ) = f−1(X)∪ f−1(Y ) con
f−1(X) y f−1(Y ) dos subacciones de A tales que f−1(X) ∩ f−1(Y ) = ∅, pero esto no es
posible, pues A es inescindible. Por consiguiente B es inescindible.

Lema 5.0.6. Sea A una S−acción y (Bi)i∈I una colección de subacciones inescindibles de A.
Si

⋂
i∈I
Bi ̸= ∅, entonces

⋃
i∈I
Bi es una subacción inescindible de A.

Demostración. Para llegar a una contradicción, suponga que
⋃
i∈I
Bi admite una descomposi-

ción. Bajo este supuesto, existen subacciones X y Y tales que
⋃
i∈I
Bi = X ∪ Y y X ∩ Y = ∅.

Tómese a ∈
⋂
i∈I
Bi. Como

⋂
i∈I
Bi ⊆

⋃
i∈I
Bi = X ∪ Y , entonces a ∈ X ó a ∈ Y . Puede

suponerse, sin perder generalidad, que a ∈ X . Así, de que a ∈
⋂
i∈I
Bi se sigue que para

cada i ∈ I , a ∈ X ∩ Bi y en particular X ∩ Bi ̸= ∅ para cada i ∈ I . Afirmamos que
para cada i ∈ I , Y ∩ Bi = ∅ : en efecto, si para algún j ∈ I ocurre que Y ∩ Bj ̸= ∅,
entonces Y ∩ Bj es subacción de Bj , además como X ∩ Bj ̸= ∅, entonces X ∩ Bj tam-
bién es subacción de Bj . Más aún (X ∩ Bj) ∩ (Y ∩ Bj) = (X ∩ Y ) ∩ Bj = ∅ ∩ Bj = ∅ y
Bj = Bj∩

⋃
i∈I
Bi = Bj∩(X∪Y ) = (X∩Bj)∩(Y ∩Bj), de donde se sigue queX∩Bj y Y ∩Bj

forman una descomposición de Bj , lo cuál no es posible pues Bj es inescindible. Por consi-
guiente para cada i ∈ I , Y ∩Bi = ∅. De ahí que Y = Y ∩

⋃
i∈I
Bi =

⋃
i∈I

(Y ∩Bi) =
⋃
i∈I

∅ = ∅,

contradicción, pues Y es una subacción y las subacciones son, por definición, no vacías. En
definitiva

⋃
i∈I
Bi es inescindible.

5.1. Un Teorema de descomposición
No toda S−acción es inescindible, sin embargo toda S−acción puede ser escrita (de manera
única) como unión de subacciones inescindibles.
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Teorema. 5.1.1. Para cada S−acción A existe una única partición de A cuyos elementos son
subacciones inescindibles.

Demostración. Existencia: Sobre la S−acción A se define la siguiente relación:

x ∼ y ⇐⇒ existe B ≤ A inescindible tal que x, y ∈ B

De su propia definición, es evidente que ∼ es simétrica i,e, x ∼ y implica que y ∼ x. Ahora
bien, si x ∼ y y y ∼ z, entonces existen subacciones inescindiblesX y Y tales que x, y ∈ X
y y, z ∈ Y . De ahí que y ∈ X ∩ Y y x, z ∈ X ∪ Y . En particular X ∩ Y ̸= ∅ y por lo
tanto del Lema 5.0.6 se sigue que X ∪ Y es inescindible. Por consiguiente x ∼ z y así ∼
es transitiva. Más aún, de acuerdo a la Proposición 5.0.4, para cada x ∈ A la subacción ⟨x⟩,
que tiene a x como elemento, es inescindible, de manera que para cada x ∈ A, x ∼ x. Por
consiguiente ∼ es reflexiva y en consecuencia es una relación de equivalencia. Para cada
x ∈ A denotemos por [x] a la clase de equivalencia de x con respecto de ∼ y defínase
Bx :=

⋃
{B ≤ A |B es inescindible y x ∈ B}. Observe que Bx es unión de una familia

de subacciones inescindibles cuya intersección no es vacía (pues cada una tiene a x), así el
Lema 5.0.6 implica que cada Bx es una subacción inescindible de A. Afirmamos que para
cada x ∈ A, [x] = Bx : en efecto, si y ∈ [x], entonces y ∼ x y por lo tanto existe B′ ≤ A
inescindible tal que x, y ∈ B′, de ahí que B′ ∈ {B ≤ A |B es inescindible y x ∈ B} y
así y ∈ Bx. Por consiguiente [x] ⊆ Bx. Si ahora z ∈ Bx, entonces existe X ∈ {B ≤
A |B es inescindible y x ∈ B} tal que z ∈ X , pero X es una subacción inescindible para la
que x ∈ X , luego z, x ∈ X y en consecuencia z ∼ x. De ahí que z ∈ [x] y por lo tanto
Bx ⊆ [x]. En definitiva [x] = Bx. De esto último y de que∼ sea una relación de equivalencia,
se sigue que la colección F := {[x] |x ∈ R} (con R un sistema completo de representantes
de ∼) es una colección de subacciones inecindibles que forma una partición de A. Unicidad:
Suponga que G es otra partición de A cuyos elementos son subacciones inescindibles de
A. Afirmación: si X ∈ G, entonces para cada x ∈ X , X = [x]. En efecto, sean X ∈ G
y x ∈ X . Como X es inescindible, entonces X ∈ {B ≤ A |B es inescindible y x ∈ B}
y por lo tanto X ⊆ Bx = [x]. Ahora bien, para exhibir la otra contención se tiene que
[x] = [x] ∩ A = [x] ∩

⋃
Y ∈G

Y =
⋃
Y ∈G

([x] ∩ Y ) = ([x] ∩ X) ∪
⋃
Y ∈G
Y ̸=X

([x] ∩ Y ) y además

[x] ∩ X ̸= ∅, pues x ∈ [x] ∩ X . Más aún, observar que ([x] ∩ X) ∩
⋃
Y ∈G
Y ̸=X

([x] ∩ Y ) =

⋃
Y ∈G
Y ̸=X

([x]∩X∩Y ) =
⋃
Y ∈G
Y ̸=X

([x]∩∅) =
⋃
Y ∈G
Y ̸=X

∅ = ∅. Así que como [x] es inescindible y [x]∩X ̸= ∅,

debe suceder que
⋃
Y ∈G
Y ̸=X

([x]∩Y ) = ∅ (pues de lo contrario ([x]∩X) y
⋃
Y ∈G
Y ̸=X

([x]∩Y ) formarían

una descomposición de [x]). De esto último la igualdad [x] = ([x]∪X)∪
⋃
Y ∈G
Y ̸=X

([x]∩Y ) toma

la forma [x] = [x] ∩X y por consiguiente [x] ⊆ X . De ahí que X = [x]. Lo anterior exhibe
que todo elemento de G es de la forma [x] y por lo tanto G ⊆ F . Para concluir, si x ∈ R
es arbitrario, de la igualdad A =

⋃
G se sigue que existe X ∈ G para el cuál x ∈ X , pero
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como vimos, sucede en este caso que [x] = X y en consecuencia [x] ∈ G. Por consiguiente
F ⊆ G y así F = G.

Observación 5.1.2. El Teorema anterior asegura que dada una acción, siempre puede cons-
truirse una (única) familia de subacciones inescindibles que son disjuntas por pares y cuya
unión es toda la acción original. Precisamente, que los elementos de esta familia sean subaccio-
nes disjuntas por pares cuya unión es el total, puede conducir a pensar que toda acción admite
una descomposición, pero como vimos, no toda acción se descompone. Lo que sucede es que
para acciones inescindibles la familia que garantiza el Teorema 5.1.1 debe consistir de un solo
elemento, a saber, la acción dada.
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CAPÍTULO 6

ACCIONES F.G, NOETHERIANAS Y
ARTINIANAS

El presente capítulo es dedicado a aquellas acciones que satisfacen ciertas propiedades de
finitud con respecto a subacciones. Lo anterior está en analogía con los conceptos de módulo
Noetheriano y Artiniano. Es importante mencionar que para acciones, existe también la
noción de acción Noetheriana y Artiniana con respecto de congruencias (por ejemplo, véase
la referencia [2]), pero aquí no nos ocuparemos de esto, salvo de unos pocos resultados.

6.1. Acciones finitamente generadas
Definición 6.1.1. Sea A una S−acción y X ⊆ A no vacío. Se dice que

1. X genera a A si A = ⟨X⟩ (véase Teorema 2.2.5).

2. A es finitamente generada (o f.g) si A es generada por un subconjunto finito.

3. A es cíclica si A es generada por un subconjunto de un solo elemento.

Lema 6.1.2. Sea f : A −→ B un S−morfismo.

1. Si A es f.g (cíclica), entonces f(A) es f.g (cíclica).

2. Si f es un isomorfismo y A es f.g, entonces B es f.g.

3. Si A = ⟨X⟩ y g : A −→ B es un S−morfismo tal que f(x) = g(x) para cada x ∈ X ,
entonces f = g.

4. Si f es sobreyectivo y A = ⟨X⟩, entonces B = ⟨f(X)⟩
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Demostración. 1) Si A = ⟨X⟩, entonces todo elemento de A es de la forma sx para algún
x ∈ X y s ∈ S. De ahí que todo elemento de f(A) es de la forma sf(x) (con x ∈ X y s ∈ S)
y en consecuencia f(A) = ⟨f(X)⟩. Ahora, si X es finito debe suceder que f(X) es finito.
En consecuencia, la imagen homomorfa de una acción f.g es f.g.
2) Se sigue directamente del inciso anterior.
3) Suponga que A = ⟨X⟩ y sea g : A −→ B un S−morfismo tal que f(x) = g(x) para
cada x ∈ X . Todo elemento de A es de la forma a = sx para algún x ∈ X y s ∈ S, luego
f(a) = f(sx) = sf(x) = sg(x) = g(sx) = g(a), de donde f = g.
4) Si A = ⟨X⟩, del primer inciso se sigue que f(A) = ⟨f(X)⟩, de manera que si f es
sobreyectiva, entonces B = f(A) = ⟨f(X)⟩.

Observación 6.1.3. Si A es una S−acción y X es un subconjunto no vacío de A, entonces del
Teorema 2.2.5 se tiene que ⟨X⟩ = {sx | s ∈ S, x ∈ X}. Por otra parte, no es difícil ver que
{sx | s ∈ S, x ∈ X} =

⋃
x∈X

⟨x⟩, luego ⟨X⟩ =
⋃
x∈X

⟨x⟩ i,e, la subacción generada porX coincide

con la unión de todas las subacciones cíclicas generadas por elementos de X .

Definición 6.1.4. SiA es una S−acción, se dice queX ≤ A es maximal siX ̸= A y no existe
Y ≤ A tal que X < Y < A, o equivalentemente, si X ̸= A y para cada Y ≤ A, X ≤ Y
implica que X = Y ó Y = A.

Lema 6.1.5. Sea C una ⊆ −cadena de subconjuntos de un conjunto A y suponga que X es un
subconjunto finito (no vacío) de A con la propiedad de que para cada x ∈ X hay un C ∈ C tal
que x ∈ C . Entonces existe Z ∈ C para el que X ⊆ Z .

Demostración. Procederemos por inducción sobre |X|: para |X| = 1 el resultado es inme-
diato. Suponga ahora que el resultado es válido para |X| = n con n ≥ 2 y sea X ′ un
subconjunto de A con n+ 1 elementos tal que para cada x ∈ X ′ hay un C ∈ C con x ∈ C .
Tómese x ∈ X ′ arbitrario y seaX := X ′−{x}. Debido a que para cada elemento deX ′ hay
un elemento de C que lo contiene, en particular lo anterior ocurre para cada elemento deX ,
luego como |X| = n, de la hipótesis inductiva se sigue que existe Z ∈ C tal queX ⊆ Z . Por
otra parte, para x ∈ X ′ hay un C ∈ C con x ∈ C , y como C es una ⊆ −cadena, entonces
Z ⊆ C óC ⊆ Z . CuandoZ ⊆ C , ocurre queX ⊆ C y por consiguienteX ′ = X∪{x} ⊆ C .
En el caso restante, cuando C ⊆ Z se deduce de manera similar que X ′ ⊆ Z . Por lo tanto
el resultado es válido para n+ 1 y con ello es válido para todo n ∈ N.

Teorema. 6.1.6. Si A es una S−acción f.g, entonces toda subacción propia está contenida en
una subacción maximal.

Demostración. Suponga que A = ⟨x1, x2, ..., xn⟩ y sea B ≤ A con B ̸= A. Considere a la
familia

F := {X ≤ A |X ̸= A y B ⊆ X}
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Es claro que B ∈ F , luego F es no vacía. Ahora bien, sea C ⊆ F una ⊆ −cadena. Se tiene
que

⋃
C ≤ A y además, como todo elemento de C contiene a B, entonces B ⊆

⋃
C. Más

aún, se tiene que
⋃

C ̸= A. En efecto, si por el contrario
⋃

C = A, entonces para cada
i ∈ {1, 2, ..., n} existe C ∈ C tal que xi ∈ C , así del Lema 6.1.5 se deduce que existe Z ∈ C
tal que {x1, x2, ..., xn} ⊆ Z , lo que implica que A = ⟨x1, x2, ..., xn⟩ = Z , lo cuál es una
contradicción, pues los elementos de C son subconjuntos propios de A. Por consiguiente⋃

C ̸= A y así
⋃

C ∈ F . Si ordenamos a F mediante la contención, del argumento anterior
se deduce que toda ⊆ −cadena de F tiene una cota superior. Por lo tanto, del Lema de Zorn
se sigue que existe X0 ∈ F que es ⊆ −maximal. Veamos que X0 es subacción maximal
de A: sea Y una subacción de A tal que X0 ⊆ Y . Si Y ̸= A, entonces Y ∈ F y así la
maximalidad deX0 implica queX0 = Y . Por consiguienteX0 es una subacción maximal de
A que contiene a B.

Corolario 6.1.7. Todo elemento f.g de (S−Act)0 (véase Definición 2.5.6) diferente de la acción
cero, contiene (al menos) una subacción maximal.

Demostración. Si A ∈ (S − Act)0 no es la acción cero, entonces el resultado se sigue de
aplicar el Teorema anterior a {θA}, que es una subacción propia de A.

Ejemplos 6.1.8. 1. Toda S−acción finita es f.g, pues siA es una S−acción finita, entonces
la igualdad A = ⟨A⟩ implica que A es f.g.

2. Para cada monoide S existe una S−acción que no es f.g. En efecto, sea I un conjunto
infinito y seaA :=

⋃
i∈I

(S×{i}). Para cada s ∈ S y (x, i) ∈ A se define s(x, i) := (sx, i).

Con esto A es una S−acción. Ahora bien, sea X ⊆ A un conjunto generador para A
i,e, tal que A = ⟨X⟩. Tómese i ∈ I arbitrario y considere al conjunto Xi := {x ∈
S | (x, i) ∈ X}. Como X genera a A, entonces existen s ∈ S y (x, j) ∈ X tales que
(e, i) = s(x, j) = (sx, j), lo que obliga a que i = j, y por lo tanto x ∈ Xi. De lo
anterior se deduce que para cada i ∈ I el conjunto Xi es no vacío. Luego, por el axioma
de elección, existe una función f : I −→

⋃
i∈I
Xi tal que para cada i ∈ I , f(i) ∈ Xi o lo

que es lo mismo, para cada i ∈ I , (f(i), i) ∈ X . Ahora bien, la función α : I −→ X
dada por α(i) := (f(i), i) es claramente una función inyectiva, de manera que entonces
X tiene al menos tantos elementos como el conjunto I , el cuál es infinito. Esto exhibe que
todo conjunto generador de A debe tener una infinidad de elementos y por consiguiente
A no puede ser f.g.

3. Considere al monoide (Z, ·) donde · denota el producto usual entre enteros. El conjunto
Q de números racionales es una (Z, ·)−acción mediante la multiplicación usual. Afir-
mación: si X genera a Q, entonces para cada x0 ∈ X el conjunto X − {x0} también
genera a Q. En efecto, observe primero que X debe tener más de un elemento, pues si
X = {w}, puede suponerse que w = a

b
con mcd(a, b) = 1, así para un entero que no es

divisible por a, digamos z, debe existir n ∈ Z tal que z = na
b
, luego na = bz y por lo

79



CAPÍTULO 6. ACCIONES F.G, NOETHERIANAS Y ARTINIANAS

tanto a divide a bz, pero que mcd(a, b) = 1 implica que a divide a z, contradicción. Por
consiguiente X debe tener más de un elemento. Así, sea x0 ∈ X arbitrario. Si x0 = 0,
entonces para x ∈ X con x ̸= 0, es claro que 0 = 0x y por lo tanto x0 = 0 ∈ ⟨X−{x0}⟩.
Si x0 ̸= 0, para un entero n con n ≥ 2 existen m ∈ Z y x ∈ X tales que x0

n
= mx,

y como x0 ̸= 0, entonces m ̸= 0 y así x0
nm

= x ∈ X . Además, como n ≥ 2, enton-
ces nm ̸= 1 y por lo tanto x0

nm
̸= x0. De ahí que x0

nm
∈ X − {x0} y así, la igualdad

x0 = (nm) x0
nm

implica que x0 ∈ ⟨X − {x0}⟩. De lo anterior se deduce que para ca-
da x0 ∈ X , x0 ∈ ⟨X − {x0}⟩ y en consecuencia ⟨x0⟩ ≤ ⟨X − {x0}⟩. De ahí que
Q = ⟨X⟩ = ⟨(X − {x0}) ∪ {x0}⟩ = ⟨X − {x0}⟩ ∪ ⟨x0⟩ = ⟨X − {x0}⟩, como se
afirmaba. Veamos ahora que Q no tiene subacciones maximales: en efecto, si H ̸= Q
es subacción maximal de Q, sea x0 ∈ Q tal que x0 /∈ H y considere a la subacción
K := H ∪ ⟨x0⟩. Es claro que H ̸= K y además H ≤ K , luego de que H es maximal
se sigue que K = Q y por consiguiente Q = K = ⟨K⟩ = ⟨K − {x0}⟩ = ⟨H⟩ = H , lo
cuál contradice a que H ̸= Q. Por consiguiente Q no posee subacciones maximales. En
particular, como {0} es subacción propia de Q, el Teorema 6.1.6 implica que Q no es f.g.

Proposición 6.1.9. Sea A una S−acción y B ≤ A.

1. Si A es f.g, entonces
A

B
es f.g.

2. Si B y
A

B
son f.g, entonces A es f.g.

Demostración. 1) Si A es f.g, el resultado se sigue de aplicar el primer inciso del Lema 6.1.2

al S−morfismo sobreyectivo π : A −→ A

B
.

2) Suponga que B = ⟨b1, b2, ..., bn⟩ y
A

B
= ⟨[x1], [x2], ..., [xm]⟩. Considere al conjunto

X := {b1, b2, ..., bn}∪ {x1, x2, ..., xm}. Afirmamos que X genera a A: en efecto, para a ∈ A

arbitrario se tiene que [a] ∈ A

B
y por lo tanto [a] = [xi] para algún 1 ≤ i ≤ m. De ahí que

(a, xi) ∈ ρB y por lo tanto a, xi ∈ B ó a = xi. En el segundo caso se sigue que a = xi ∈
{x1, x2, ..., xm} ⊆ ⟨X⟩, y en el primero se sigue que a ∈ B = ⟨b1, b2, ..., bn⟩ ⊆ ⟨X⟩. Por
consiguiente A = ⟨X⟩ y así A es f.g.

Teorema. 6.1.10. Sea A
f // B

g // C una sucesión Rees-exacta con f inyectivo y g so-
breyectivo. Si A y C son f.g, entonces B es f.g.

Demostración. De que f sea inyectivo se sigue que A ∼= im(f) y de que g sea sobre-

yectivo se sigue que C ∼=
B

Ker(g)
(véase Corolario 3.1.2). Ahora bien, como la sucesión

A
f // B

g // C es Rees-exacta, entonces Kim(f) = Ker(g) y en consecuencia
B

im(f)
=
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B

Ker(g)
. Así, de que A y C son f.g, el segundo inciso del Lema 6.1.2 asegura que im(f) y

B

im(f)
son también f.g, de manera que del segundo inciso de la Proposición 6.1.9 se obtiene

que B es f.g.

6.2. Acciones Noetherianas y Artinianas
Definición 6.2.1. Se dice que la S−acción A es:

1. Noetheriana si toda colección no vacía de subacciones deA tiene elementos⊆ −maximales.

2. Artiniana si toda colección no vacía de subacciones deA tiene elementos ⊆ −minimales.

3. Además, se dice que el monoide S es Noetheriano (Artiniano) izquierdo si la S−acción
SS es Noetheriana (Artiniana).

Definición 6.2.2. Se dice que la S−acción A satisface

1. la condición de cadena ascendente (CCA) si para toda cadena de subacciones de A de la
forma

B1 ⊆ B2 ⊆ B3 ⊆ · · · ⊆ ...

existe n ∈ N tal que para todo j ∈ N, Bn = Bn+j i,e, si toda sucesión creciente de
subacciones de A se estaciona.

2. la condición de cadena descendente (CCD) si para toda cadena de subacciones de A de la
forma

B1 ⊇ B2 ⊇ B3 ⊇ · · · ⊇ ...

existe n ∈ N tal que para todo j ∈ N, Bn = Bn+j i,e, si toda sucesión decreciente de
subacciones de A se estaciona.

Teorema. 6.2.3. Los siguientes enunciados son equivalentes para una S−acción A:

1. A es Noetheriana.

2. A satisface CCA.

3. Toda subacción de A es f.g.
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Demostración. 1) =⇒ 2) Suponga que A es Noetheriana y sea (Xn)n∈N una sucesión cre-
ciente de subacciones de A. Se tiene que F := {Xn |n ∈ N} es una colección no vacía de
subacciones de A, y así de que A es Noetheriana se sigue que existe N ∈ N para el que
XN ∈ F es ⊆ −maximal. Veamos que la sucesión (Xn)n∈N se estaciona en el N−ésimo
elemento: para j ∈ N arbitrario se tiene queXN ⊆ XN+j , pues la sucesión es creciente. Por
otra parte, de que XN es ⊆ −maximal, la relación XN ⊆ XN+j implica que XN = XN+j y
por consiguiente (Xn)n∈N se estaciona en el N−ésimo elemento. De ahí que A satisface la
CCA.
2) =⇒ 3) Suponga que A satisface la CCA y sea B ≤ A arbitraria. Es preciso exhibir que
B es f.g. Para tal fin, supongamos a manera de obtener una contradicción, que B no es f.g.
Tómese x1 ∈ B arbitrario. Como B no es f.g, entonces ⟨x1⟩ < B y así existe x2 ∈ B tal
que x2 /∈ ⟨x1⟩. De nuevo, como B no es f.g, se tiene que ⟨x1, x2⟩ < B y así, existe x3 ∈ B
tal que x3 /∈ ⟨x1, x2⟩. Y otra vez, como B no es f.g, entonces ⟨x1, x2, x3⟩ < B y así, exis-
te x4 ∈ B tal que x4 /∈ ⟨x1, x2, x3⟩. Continuando de esta forma podemos construir una
sucesión de elementos de B, digamos (xn)n∈N, con la propiedad de que para cada n ∈ N,
xn+1 /∈ ⟨x1, x2, ..., xn⟩. Ahora bien, no es difícil ver que

⟨x1⟩ ⊆ ⟨x1, x2⟩ ⊆ ⟨x1, x2, x3⟩ ⊆ ... ⊆ ...

Así, como A satisface la CCA, existe N ∈ N tal que para cada j ∈ N, ⟨x1, x2, ..., xN⟩ =
⟨x1, x2, ..., xN+j⟩. Luego, para j = 1 se tiene que ⟨x1, x2, ..., xN⟩ = ⟨x1, x2, ..., xN+1⟩ y por
consiguiente xN+1 ∈ ⟨x1, x2, ..., xN⟩, lo cuál es una contradicción. Por lo tanto B es f.g.
3) =⇒ 1) Suponga que toda subacción de A es f.g y sea F una colección no vacía de subac-
ciones de A. Tómese a C ⊆ F una ⊆ −cadena arbitraria de F . Puesto que los elementos de
C son subacciones deA, entonces

⋃
C es subacción deA y así

⋃
C debe ser f.g. Luego, existe

X ⊆
⋃

C finito tal que
⋃

C = ⟨X⟩. De ahí que para cada x ∈ X existe C ∈ C con x ∈ C ,
pero como C es una ⊆ −cadena, el Lema 6.1.5 implica que existe Z ∈ C para el cuálX ⊆ Z ,
de donde se sigue que

⋃
C = ⟨X⟩ = Z . Ahora bien, de que Z ∈ C y C ⊆ F , se deduce que⋃

C ∈ F . El argumento anterior muestra que si se ordena a F con la contención, entonces
toda ⊆ −cadena de F tiene una cota superior en F , luego, el Lema de Zorn garantiza que
F tiene elementos ⊆ −maximales. Por consiguiente A es Noetheriana.

Con respecto a las acciones Artinianas tenemos el siguiente resultado.

Teorema. 6.2.4. Los siguientes enunciados son equivalentes para una S−acción A:

1. A es Artiniana.

2. A satisface CCD.

Demostración. 1) =⇒ 2) Suponga que A es Artiniana y sea (Xn)n∈N una sucesión decre-
ciente de subacciones de A. Se tiene que F := {Xn |n ∈ N} es una colección no vacía
de subacciones de A, y así de que A es Artiniana se sigue que existe N ∈ N para el que
XN ∈ F es ⊆ −minimal. Veamos que la sucesión (Xn)n∈N se estaciona en el N−ésimo
elemento: para j ∈ N arbitrario se tiene que XN+j ⊆ XN , pues la sucesión es decreciente.
Por otra parte, de queXN es ⊆ −minimal, la relaciónXN+j ⊆ XN implica queXN = XN+j
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y por consiguiente la sucesión (Xn)n∈N se estaciona en el N−ésimo elemento. De ahí que
A satisface la CCD.
2) =⇒ 1) Suponga que A satisface la CCD y sea G una colección no vacía de subacciones
de A. Suponga que G no posee elementos ⊆ −minimales y sea X1 ∈ G arbitrario. Entonces
para X1 ∈ G existe X2 ∈ G tal que X2 ⊊ X1. Ahora bien, para X2 ∈ G existe X3 ∈ G
tal que X3 ⊊ X2, y a la vez para X3 ∈ G existe X4 ∈ G tal que X4 ⊊ X3. Continuando
de esta manera podemos construir una sucesión decreciente de subacciones de A que no se
estaciona, pero esto contradice al supuesto de que A satisface la CCD. Por consiguiente G
tiene elementos ⊆ −minimales y así A es Artiniana.

Lema 6.2.5. Sea f : A −→ B un S−morfismo sobreyectivo.

1. Si A es Noetheriana, entonces B es Noetheriana.

2. Si A es Artiniana, entonces B es Artiniana.

En particular, ser Noetheriana (Artiniana) es invariante bajo isomorfismo.

Demostración. Suponga que A es Noetheriana (Artiniana) y sea G una colección no vacía
de subacciones de B. De acuerdo al Lema 2.3.5, para cada Y ∈ G se tiene que f−1(Y ) ≤ A,
luego H := {f−1(Y ) |Y ∈ G} es una colección no vacía de subacciones de A, y así como
A es Noetheriana (Artiniana) existe Y0 ∈ G para el que f−1(Y0) ∈ H es ⊆ −maximal
(⊆ −minimal). Ahora, si Y ∈ G es tal que Y0 ≤ Y (Y ≤ Y0), entonces f−1(Y0) ≤ f−1(Y )
( f−1(Y ) ≤ f−1(Y0) ), y así de que f−1(Y0) es ⊆ −maximal (⊆ −minimal) se sigue que
f−1(Y ) = f−1(Y0), pero al ser f sobreyectiva esta última igualdad implica que Y = Y0. Por
consiguiente Y0 ∈ G es ⊆ −maximal (⊆ −minimal). En consecuencia B es Noetheriana
(Artiniana).

Usando ahora el hecho de que las acciones Noetherianas (Artinianas) son aquellas que satis-
facen la CCA (CCD), a continuación se da otra caracterización más para este tipo de accio-
nes. La demostración del siguiente Teorema se hace simúltaneamente tanto para las acciones
Noetherianas como las Artinianas, escrbiendo entre paréntesis la parte correspondiente a
las Artinianas.

Teorema. 6.2.6. Los siguientes enunciados son equivalentes para una S−acción A y B ≤ A:

1. A es Noetheriana (Artiniana).

2. B y
A

B
son Noetherianas (Artinianas).

Demostración. 1) =⇒ 2) Suponga que A es Noetheriana (Artiniana) y sea F una colección
no vacía de subacciones de B. Puesto que toda subacción de B es también subacción de A,
entonces F es una colección no vacía de subacciones deA, y así comoA es Noetheriana (Ar-
tiniana) se sigue que F tiene elementos ⊆ −maximales (⊆ −minimales ). Por consiguiente
B es Noetheriana (Artiniana). Ahora, aplicando el Lema 6.2.5 al S−morfismo sobreyectivo
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π : A −→ A

B
se deduce que

A

B
es Noetheriana (Artiniana).

2) =⇒ 1) Suponga que B y
A

B
son Noetherianas (Artinianas) y sea (Xn)n∈N una sucesión

creciente (decreciente) de subacciones de A. Es preciso exhibir que esta sucesión se estacio-

na. Para ello, considere alS−morfismo canónico π : A −→ A

B
. Puesto que losS−morfismos

mandan subacciones en subacciones, se tiene que la sucesión (π(Xn))n∈N es una sucesión

creciente (decreciente) de subacciones de
A

B
, la cuál es Noetheriana (Artiniana), por lo tanto

existe M ∈ N tal que para cada j ∈ N, π(XM) = π(XM+j). Considerar ahora al conjunto
T := {n ∈ N |Xn ∩ B ̸= ∅}. Si ningún elemento de la sucesión (Xn)n∈N intersecta a B i,e,
si ocurre que T = ∅, entonces la sucesión (Xn)n∈N se estaciona en el M−ésimo elemen-
to. En efecto, sea j ∈ N arbitrario. Como la sucesión (Xn)n∈N es creciente (decreciente),
entonces XM ⊆ XM+j (XM+j ⊆ XM ). Ahora bien, para y ∈ XM+j (y ∈ XM ) arbitra-
rio se tiene que [y] = π(y) ∈ π(XM+j) = π(XM) ( [y] = π(y) ∈ π(XM) = π(XM+j)
) y así existe x ∈ XM (x ∈ XM+j ) tal que [y] = π(x) = [x], luego (x, y) ∈ B × B ó
x = y, pero XM ∩ B = ∅ = XM+j ∩ B, así el caso (x, y) ∈ B × B no puede ocurrir,
de tal forma que entonces x = y y por consiguiente y = x ∈ XM (y = x ∈ XM+j).
De ahí que XM+j ⊆ XM (XM ⊆ XM+j) y en consecuencia XM = XM+j . Esto exhibe
que la sucesión (Xn)n∈N se estaciona en el M−ésimo elemento. En el caso en que T ̸= ∅
i,e, cuando si hay elementos de la sucesión (Xn)n∈N que intersectan a B se procede como
sigue: puesto que N es un conjunto bien ordenado y T es un subconjunto no vacío de N,
puede suponerse que T = {k1, k2, ..., kn, ...} con k1 ≤ k2 ≤ k3... ≤ kn ≤ ... . Ahora
bien, debido a que los elementos de T son aquellos índices en los que la sucesión (Xn)n∈N
si intersecta a B, es claro entonces que para cada n ∈ N, Xkn ∩ B es una subacción de
B, luego (Xkn ∩ B)n∈N es una sucesión de subacciones de B. Más aún, como (Xn)n∈N es
creciente (decreciente), entonces (Xkn ∩ B)n∈N es creciente (decreciente), y por lo tanto
de que B es Noetheriana (Artiniana), se sigue que existe N ∈ N tal que para cada i ∈ N,
XkN ∩ B = XkN+i

∩ B. Sea L := max{M, 1 + kN}. Afirmamos que la sucesión (Xn)n∈N
se estaciona en el L−ésimo elemento: en efecto, sea j ∈ N arbitrario. Como (Xn)n∈N es
creciente (decreciente), entonces XL ⊆ XL+j (XL+j ⊆ XL). Para z ∈ XL+j (z ∈ XL) ar-
bitrario se tiene que como M ≤ L < L + j, entonces π(XL) = π(XM) = π(XL+j) y así
[z] = π(z) ∈ π(XL+j) = π(XL) ( [z] = π(z) ∈ π(XL) = π(XL+j) ), de manera que existe
x ∈ XL (x ∈ XL+j) para el que [z] = π(x) = [x]. De esto último se sigue que (x, z) ∈ B×B
o bien x = z. Si ocurre que x = z, entonces z = x ∈ XL (z = x ∈ XL+j) y por lo tanto
z ∈ XL (z ∈ XL+j). Para el caso en que (x, z) ∈ B × B, se tiene que ambas intersecciones
XL+j ∩B y XL ∩B son no vacías y por lo tanto L,L+ j ∈ T. De ahí que existen r, s ∈ N
tales que L = kr y L + j = ks. Más aún, como T = (kn)n∈N es una sucesión creciente y
L < L + j, entonces r ≤ s. Además tiene que suceder que N ≤ r, pues de lo contrario,
que r < N debe implicar que kr ≤ kN i,e, L := max{M, 1 + kN} ≤ kN , lo cuál es una
contradicción. Por lo tanto N ≤ r ≤ s y en consecuencia Xkr ∩B = XkN ∩B = Xks ∩B,
de dondeXL∩B = XL+j∩B. De esta última igualdad y de que z ∈ XL+j∩B (z ∈ XL∩B)
se sigue que z ∈ XL∩B (z ∈ XL+j ∩B) y así z ∈ XL (z ∈ XL+j). De todo lo anterior se ve
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que ya sea que (x, z) ∈ B×B o bien que x = z, ambas situaciones conducen a que z ∈ XL

(z ∈ XL+j). Por consiguiente XL+j ⊆ XL (XL ⊆ XL+j) y así XL = XL+j i,e, la sucesión
(Xn)n∈N se estaciona en el L−ésimo elemento. De ahí que A satisface la CCA (CCD) y en
consecuencia A es Noetheriana (Artiniana).

Teorema. 6.2.7. Toda S−acción Artiniana tiene al menos una subacción simple.

Demostración. Sea A una S−acción que no posee subacciones simples. Entonces, en parti-
cular A no es simple y por lo tanto existe B1 ≤ A tal que B1 ̸= A. Ahora bien, como B1

no puede ser simple, existe B2 ≤ B1 tal que B2 ̸= B1. De nuevo, como B2 no puede ser
simple, existe B3 ≤ B2 tal que B3 ̸= B2. Continuando de esta manera puede construirse
una sucesión decreciente (Bn)n∈N de subacciones deA que no se estaciona, de forma tal que
A no es Artiniana.

Lema 6.2.8. Sea A una S−acción y X, Y subacciones de A. Si X y Y son Noetherianas,
entoncesX ∪Y es Noetheriana. En particular, unión finita de subacciones Noetherianas es una
subacción Noetheriana.

Demostración. Sea Z ≤ X ∪ Y . Observar que Z = Z ∩ (X ∪ Y ) = (Z ∩ X) ∪ (Z ∩ Y ),
luego, como Z ̸= ∅ se tienen los siguientes casos posibles:

1. Z ∩X ̸= ∅ y Z ∩ Y ̸= ∅.

2. Z ∩X = ∅ y Z ∩ Y ̸= ∅.

3. Z ∩X ̸= ∅ y Z ∩ Y = ∅.

En el primer caso se tiene que Z ∩ X ≤ X y Z ∩ Y ≤ Y , así que como X y Y son
Noetherianas, entonces Z ∩X y Z ∩ Y son f.g y por lo tanto Z ∩X = ⟨U⟩ y Z ∩ Y = ⟨V ⟩
para algunos conjuntos finitos U y V . De ahí que Z = (Z ∩X) ∪ (Z ∩ Y ) = ⟨U⟩ ∪ ⟨V ⟩ =
⟨U ∪ V ⟩ (véase la Proposición 2.2.6) con U ∪ V finito i,e, Z es f.g. En el segundo caso se
tiene que Z = Z ∩ Y y en consecuencia Z ≤ Y , pero como Y es Noetheriana, entonces
Z debe ser f.g. En el último caso se verifica de manera similar que Z es f.g. Lo anterior
exhibe que toda subacción de X ∪Y es f.g, y por consiguiente X ∪Y debe ser Noetheriana.
Finalmente, un argumento inductivo muestra que unión finita de subacciones Noetherianas
es una subacción Noetheriana.

Con ayuda de los resultados anteriores podemos exhibir que sobre monoides Noetherianos,
cualquier acción f.g es Noetheriana.

Teorema. 6.2.9. Los siguientes enunciados son equivalentes para un monoide S:

1. S es un monoide Noetheriano izquierdo.

2. Toda S−acción f.g es Noetheriana.
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Demostración. 1) =⇒ 2) Suponga que S es un monoide Noetheriano izquierdo y sea A =
⟨x1, x2, ..., xn⟩ una S−acción f.g. Para cada k ∈ {1, 2, ..., n} considerar al S−morfismo
fk : S −→ ⟨xk⟩ dado por fk(s) := sxk. Es claro que fk es sobreyectivo, luego, como el
monoide S es Noetheriano del Lema 6.2.5 se deduce que cada ⟨xk⟩ es Noetheriana. De esto
último y de que A = ⟨x1⟩ ∪ ⟨x2⟩ ∪ ... ∪ ⟨xn⟩ se sigue que A es Noetheriana.
2) =⇒ 1) Si toda S−acción f.g es Noetheriana, entonces de que SS = ⟨e⟩ se sigue que SS
es Noetheriana y por consiguiente el monoide S es Noetheriano izquierdo.

Proposición 6.2.10. Sea A
f // B

g // C una sucesión Rees-exacta con f inyectivo y g
sobreyectivo.

1. Si B es Noetheriana (Artiniana), entonces A y C son Noetherianas (Artinianas).

2. Si A y C son Noetherianas (Artinianas), entonces B es Noetheriana (Artiniana).

Demostración. 1) Suponga que B es Noetheriana (Artiniana). Como g es sobreyectivo, del
Lema 6.2.5 se sigue que C es Noetheriana (Artiniana). Ahora bien, de que f es inyectivo se
deduce queA ∼= f(A), pero f(A) es una subacción deB, la cuál es Noetheriana (Artiniana).
Luego f(A) debe ser Noetheriana (Artiniana) y por consiguiente A es Noetheriana (Arti-
niana).
2) De que f sea inyectivo se sigue que A ∼= im(f) y de que g sea sobreyectivo se sigue

que C ∼=
B

Ker(g)
(véase Corolario 3.1.2). Ahora bien, como la sucesión A

f // B
g // C

es Rees-exacta, entonces Kim(f) = Ker(g) y en consecuencia
B

im(f)
=

B

Ker(g)
. Así, de

que A y C son Noetherianas (Artinianas), del Lema 6.2.5 se sigue que im(f) y
B

im(f)
son

también Noetherianas (Artinianas), de manera que del Teorema 6.2.6 se obtiene que B es
Noetheriana (Artiniana).

Observación 6.2.11. Toda S−acción simple (0−simple) es Noetheriana y Artiniana. En efec-
to, siA es una S−acción simple (0−simple), entonces la colección de todas las subacciones deA
viene dada por {A} ( {{θA}, A} ) que es claramente una colección finita. Por lo tanto cualquier
colección no vacía de subacciones de A tiene elementos maximales y minimales. De ahí que A
es Noetheriana y Artiniana.

Teorema. 6.2.12. Los siguientes enunciados son equivalentes para una S−acción completa-
mente reducible A (véase la Definición 4.2.3):

1. A es f.g.

2. A es Noetheriana.

3. A es Artiniana.
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Demostración. 1) =⇒ 2) Si A es f.g, entonces A = ⟨x1, x2, ..., xn⟩ = ⟨x1⟩ ∪ ⟨x2⟩ ∪ ...∪ ⟨xn⟩
i,e, A es unión finita de subacciones cíclicas, y al ser A completamente reducible, del Co-
rolario 4.2.9 se sigue que A es unión finita de subacciones simples, pero como toda simple
es Noetheriana, entonces A es unión finita de subacciones Noetherianas. De ahí que A es
Noetheriana.
2) =⇒ 3) Si A es Noetheriana, entonces es f.g. Así A = ⟨x1, x2, ..., xn⟩ =

⋃
i∈In

⟨xi⟩ con

In := {1, 2, ...n}. Para B ≤ A arbitraria, se define TB := {i ∈ In |B ∩ ⟨xi⟩ ≠ ∅}. Se tiene
que B = B ∩ A = B ∩

⋃
i∈In

⟨xi⟩ =
⋃
i∈In

(B ∩ ⟨xi⟩), además de esta unión pueden suprimirse

aquellos índices i para los cuáles B ∩ ⟨xi⟩ = ∅, de manera que B =
⋃
i∈TB

(B ∩ ⟨xi⟩). Por

otra parte, para cada i ∈ TB se tiene que B ∩ ⟨xi⟩ ≤ ⟨xi⟩, y como toda cíclica es simple
(véase Corolario 4.2.9), entonces cada ⟨xi⟩ es simple y por lo tanto B ∩ ⟨xi⟩ = ⟨xi⟩. De ahí
que la igualdad B =

⋃
i∈TB

(B ∩ ⟨xi⟩) toma la forma B =
⋃
i∈TB

⟨xi⟩ = ⟨{xi | i ∈ TB}⟩ i,e,

B = ⟨{xi | i ∈ TB}⟩. De esto último se deduce que cada subacción de A es de la forma ⟨X⟩
para algún X ⊆ {x1, x2, ..., xn}. Más aún, como solo hay una cantidad finita de subconjun-
tos de {x1, x2, ..., xn}, entonces solo hay una cantidad finita de subacciones de A. De ahí
que toda sucesión decreciente de subacciones de A es finita y por lo tanto se estaciona i,e,
A satisface la CCD. En consecuencia A es Artiniana.
3) =⇒ 1) Suponga que A es Artiniana y considere a la familia Simp(A) de todas las subac-
ciones simples de A. Del Lema 4.2.2 se sigue que Simp(A) es una colección de conjun-
tos disjuntos por pares, luego, por el axioma de elección, existe R ⊆ A tal que para cada
B ∈ Simp(A), |R ∩ B| = 1. Veamos que Simp(A) = {⟨x⟩ |x ∈ R}: en efecto, como
A es completamente reducible, del Corolario 4.2.9 se sigue que toda subacción cíclica de
A es simple y por lo tanto {⟨x⟩ |x ∈ R} ⊆ Simp(A). Ahora, si B es una subacción sim-
ple de A, como |R ∩ B| = 1, existe xB ∈ R ∩ B tal que R ∩ B = {xB}, en particular
xB ∈ B y por lo tanto ⟨xB⟩ ≤ B. De ahí que como B es simple, entonces B = ⟨xB⟩ y
por consiguiente B ∈ {⟨x⟩ |x ∈ R}. Así que Simp(A) ⊆ {⟨x⟩ |x ∈ R} y en consecuencia
Simp(A) = {⟨x⟩ |x ∈ R}. Ahora bien, de que A es completamente reducible, la última
igualdad implica que A =

⋃
Simp(A) =

⋃
x∈R

⟨x⟩ = ⟨R⟩. Afirmamos que R es finito: en

efecto, supongamos, a manera de obtener una contradicción, queR es infinito y sea (xn)n∈N
una sucesión de elementos de R tal que para cada n ∈ N, xn+1 /∈ {x1, x2, ..., xn}. Se tiene
que

R ⊋ R− {x1} ⊋ R− {x1, x2} ⊋ R− {x1, x2, x3} ⊋ ... ⊋ ...

De esta sucesión decreciente de subconjuntos se obtiene la siguiente sucesión decreciente
de subacciones:

A = ⟨R⟩ ⊇ ⟨R− {x1}⟩ ⊇ ⟨R− {x1, x2}⟩ ⊇ ⟨R− {x1, x2, x3}⟩ ⊇ ... ⊇ ...

Pero como A es Artiniana, existe N ∈ N tal que

⟨R− {x1, x2, ..., xN}⟩ = ⟨R− {x1, x2, ..., xN , xN+1}⟩
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De ahí que

⟨R− {x1, x2, ..., xN}⟩ ∪ ⟨x1, x2, ..., xN⟩ = ⟨R− {x1, x2, ..., xN , xN+1}⟩ ∪ ⟨x1, x2, ..., xN⟩

y por consiguiente (véase Proposición 2.2.6)

⟨R− {x1, x2, ..., xN} ∪ {x1, x2, ..., xN}⟩ = ⟨R− {x1, x2, ..., xN , xN+1} ∪ {x1, x2, ..., xN}⟩

o lo que es lo mismo A = ⟨R⟩ = ⟨R − {xN+1}⟩ =
⋃

y∈R−{xN+1}
⟨y⟩. De esto último se sigue

que xN+1 ∈ ⟨y⟩ para algún y ∈ R con y ̸= xN+1. Ahora bien, como ⟨y⟩ es simple (pues
es cíclica) y R intersecta a cada subacción simple en exactamente un elemento, entonces
R ∩ ⟨y⟩ = {y}, pero xN+1 ∈ R ∩ ⟨y⟩, luego xN+1 = y, lo cuál es una contradicción. Por
consiguiente R es finito y así, de que A = ⟨R⟩ se deduce que A es f.g.

Proposición 6.2.13. Sea f : A −→ A un S−morfismo con A Artiniana. Entonces f es
inyectivo si y solo si f es un isomorfismo.

Demostración. Suponga que f es inyectivo y observe que

im(f) ⊇ im(f 2) ⊇ im(f 3) ⊇ ... ⊇ ...

Así, comoA es Artiniana existeN ∈ N tal que im(fN) = im(fN+1). De ahí que para a ∈ A
arbitrario, como fN(a) ∈ im(fN) = im(fN+1), entonces fN(a) = fN+1(x) para algún
x ∈ A, o lo que es lo mismo fN(a) = fN(f(x)). Ahora bien, de que f es inyectivo se sigue
que fN también es inyectivo, y por consiguiente, la igualdad fN(a) = fN(f(x)) implica
que a = f(x). De ahí que f es sobreyectiva y por lo tanto un isomorfismo. El recíproco es
evidente.

Corolario 6.2.14. Sean α : A −→ B y β : B −→ A dos S−morfismos inyectivos. Si alguna
de las S−acciones A ó B es Artiniana, entonces A ∼= B.

Demostración. Suponga, por ejemplo, que A es Artiniana. Como α y β son inyectivos, se
tiene que el S−morfismo βα : A −→ A es también inyectivo. Así, de la Proposición anterior
se sigue que βα es un isomorfismo. Luego, debe existir γ : A −→ A un S−morfismo tal
que (βα)γ = idA o bien β(αγ) = idA. De ahí que β tiene una inversa derecha y por lo
tanto β es sobreyectiva, pero como también β es inyectiva, entonces β es un isomorfismo.
En consecuencia A ∼= B.

Proposición 6.2.15. Sea f : A −→ A un S−morfismo con A una S−acción con un único
elemento cero θA. Si A es Noetheriana y f es sobreyectivo, entonces Nu(f) = {θA}.

Demostración. Observar que

Nu(f) ⊆ Nu(f 2) ⊆ Nu(f 3) ⊆ ... ⊆ ...
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Así, de queA es Noetheriana se sigue que existeN ∈ N tal queNu(fN) = Nu(fN+1). Aho-
ra, como f es sobreyectiva, entonces fN es sobreyectiva, de manera que para a ∈ Nu(f) ar-
bitrario puede escribirse a = fN(x) para algún x ∈ A. De ahí que θA = f(a) = f(fN(x)) =
fN+1(x) y por consiguiente x ∈ Nu(fN+1) = Nu(fN). De ahí que fN(x) = θA y en con-
secuencia a = θA. Por lo tanto Nu(f) = {θA}.

6.3. Ejemplos
1. Toda S−acción simple (0−simple) es Noetheriana y Artiniana. Esto se sigue de la

Observación 6.2.11. También, toda S−acción finita es Noetheriana y Artiniana, pues
toda S−acción finita solo tiene una cantidad finita de subacciones.

2. Todo grupo es un monoide Noetheriano y Artiniano izquierdo. En efecto, si S es un
grupo, del Teorema 4.2.10 se sigue que SS es una S−acción completamente reducible.
Ahora bien, como SS = ⟨e⟩, entonces SS es f.g y así del Teorema 6.2.12 se sigue que
S es Noetheriano y Artiniano.

3. El monoide (Z, ·) no es Noetheriano ni Artiniano izquierdo. En efecto, para cada m ∈
N considerar a ⟨m⟩ := {km | k ∈ Z}. No es difícil verificar que ⟨m⟩ ⊆ ⟨n⟩ si y solo si
n |m. Luego

⟨2⟩ ⊋ ⟨22⟩ ⊋ ⟨23⟩ ⊋ ... ⊋ ...

es una sucesión decreciente de subacciones deZ que no se estaciona. Por lo tanto (Z, ·)
no es Artiniano izquierdo. Ahora bien, sea P la colección de todos los números primos
y sea B := ⟨P⟩ =

⋃
p∈P

⟨p⟩. Observar que ±1 /∈ B, pues ningún primo es divisor de −1

y 1. Ahora bien, seaX ⊆ B un conjunto de generadores paraB y sea p ∈ P arbitrario.
Puede escribirse p = nx para algún n ∈ Z y x ∈ X , de manera que x | p. De ahí que
x = ±1 ó x = ±p, pero como ±1 /∈ B, entonces x = ±p y por lo tanto ±p ∈ X .
De ahí que X tiene al menos tantos elementos como números primos. Lo anterior
exhibe que todo conjunto de generadores para B es infinito y en consecuencia B es
una subacción de Z que no es f.g. Por consiguiente (Z, ·) no es Noetheriano izquierdo.

4. Como (Z, ·) no es Artiniano ni Noetheriano izquierdo, entonces del Teorema 6.4.1 se
sigue que el monoide de matrices Mn(Z) no es Artiniano ni Noetheriano izquierdo.

5. Sea N0 := N ∪ {0} y B := N0 × N0. Para cada (m,n), (p, q) ∈ B se define:

(m,n)(p, q) := (m− n+máx(n, p), q − p+máx(n, p))

Con esta operación binaria el conjunto B es un monoide con neutro (0, 0) que recibe
el nombre de monoide bicíclico (para ver que B es un monoide pude consultarse el
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capítulo 10 de [8]). De acuerdo a la Proposición 10.0.7. de [8], todo ideal izquierdo de B
(que es lo mismo que subacción de BB ) es de la forma In := ⟨(n, n)⟩ conn ∈ N0. De ahí
que toda subacción de BB es finitamente generada (de hecho cíclica) y en consecuencia
BB es una acción Noetheriana. Por lo tanto B es un monoide Noetheriano izquierdo.
Ahora bien, la familia F := {In |n ∈ N0} consta de todos los ideales izquierdos de B
(todas las subacciones de BB). Más aún, la Proposición 10.0.9. de [8] asegura que para
cada n ∈ N0 ocurre que In+1 ⊊ In. Por consiguiente hay una sucesión decreciente de
subacciones de BB que no se estaciona, de manera que BB no es una acción Artiniana.
Por lo tanto B no es un monoide Artiniano izquierdo.

6. Considerar al monoide (τ(N), ◦) de todas las funciones de N en sí mismo bajo la com-
posición usual entre funciones. La función f : N −→ N dada por f(n) := 2n es una
función inyectiva pero no sobreyectiva. De la inyectividad de f se sigue que existe
una función g : N −→ N para la cuál gf = idN. Ahora bien, como f no es sobre-
yectiva, entonces fg ̸= idN. Así f y g son funciones tales que gf = idN y fg ̸= idN.
Por consiguiente, del Teorema 6.4.4 se sigue que (τ(N), ◦) no puede ser un monoide
Artiniano izquierdo.

7. Sea S := {2n |n ∈ N0}. Está claro que bajo el producto usual de enteros, S es un
monoide conmutativo cuyo elemento neutro es 1 = 20. Más aún, S es un monoide
cancelativo. Sea I un ideal de S y considere al conjunto AI := {n ∈ N0 | 2n ∈ I}. Si
α es el menor elemento de AI , entonces es claro que ⟨2α⟩ ⊆ I . Ahora bien, si 2n ∈ I ,
entonces n ∈ AI y así α ≤ n, de donde n = k + α para algún k ∈ N0. Luego
2n = 2k+α = 2k2α ∈ ⟨2α⟩ y en consecuencia I = ⟨2α⟩. Por consiguiente todo ideal de
S es de la forma In := ⟨2n⟩ para algún n ∈ N0. De ahí que S es un monoide de ideales
principales, y en particular, S es un monoide Noetheriano. Además, los ideales de S
forman la siguiente cadena estrictamente decreciente:

⟨20⟩ ⊋ ⟨21⟩ ⊋ ⟨22⟩ ⊋ ... ⊇ ⟨2n⟩ ⊋ ... ⊋ ...

Por lo tanto S no es un monoide Artiniano.

8. Para cada a, b ∈ N0 sea min(a, b) el mínimo entre a y b. La igualdad

min(a,min(b, c)) = min(min(a, b), c)

implica que N0 es un semigrupo conmutativo bajo la operación a∗b := min(a, b). Más
aún, como 0 ∈ N0 es el menor elemento de N0, entonces a ∗ 0 = 0 para cada a ∈ N0 y
así 0 es cero del semigrupo (N0, ∗). Observe que comoN0 no es acotado superiormente,
entonces ningún elemento de N0 puede ser neutro del semigrupo (N0, ∗). Así (N0, ∗)
es un semigrupo que no es monoide. Además, es fácil ver que para cada a ∈ N0 ocurre
que a ∗ a = a y por lo tanto todo elemento de N0 es idempotente i,e, E(N0) = N0.
Calculemos a continuación cómo es el ideal generado por cualquier elemento de N0:
Sea a ∈ N0 arbitrario pero fijo. Observar que
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n ∗ a :=

{
n si n ≤ a.
a si n > a.

Luego, ⟨a⟩ := {n∗a |n ∈ N0} = {n∗a |n ≤ a}∪{n∗a |n > a} = {0, 1, 2, ..., a−1, a}
i,e, para cada a ∈ N0

⟨a⟩ = {0, 1, 2, ..., a− 1, a}

Se sigue fácilmente que si a < b, entonces ⟨a⟩ ⊊ ⟨b⟩. Ahora, sea I un ideal finito de
N0 y sea α el mayor elemento de I . Es claro que ⟨α⟩ ⊆ I . Más aún, como para cada
b ∈ I ocurre que b ≤ α, entonces para cada b ∈ I , b = b ∗ α ∈ ⟨α⟩ y por consiguiente
I = ⟨α⟩. Podemos deducir entonces que todos los ideales finitos de N0 son los de la
forma ⟨a⟩. Afirmamos ahora que el único ideal infinito de N0 es N0. En efecto, sea J
un ideal infinito de N0 y suponga, a manera de obtener un absurdo, que J ̸= N0. Bajo
este supuesto sea k ∈ N0 tal que k /∈ J . Como J es infinito, entonces existe a ∈ J tal
que k < a, y así k = k ∗ a ∈ J i,e, k ∈ J , contradicción. Por consiguiente J = N0.
De todo lo anterior se sigue que la colección de todos los ideales de (N0, ∗) viene dada
por I = {⟨a⟩ | a ∈ N0} ∪ {N0}, y además estos forman la siguiente cadena:

⟨0⟩ ⊊ ⟨1⟩ ⊊ ⟨2⟩ ⊊ ... ⊆ ⟨a⟩ ⊊ ... ⊊ N0

Ahora, sea e tal que e /∈ N0 y sobre el conjunto N1
0 := N0 ∪ {e} defínase la siguiente

operación:

a · b :=


a ∗ b si a, b ∈ N0.
a si b = e.
b si a = e.

No es difícil ver que con esta operación N1
0 es un monoide conmutativo con neutro e.

Además, está claro que aquellos ideales propios de N1
0 i,e, aquellos ideales de N1

0 que
no contienen a e son ideales de (N0, ∗) y viceversa, todo ideal de (N0, ∗) es un ideal
de N1

0. De ahí que J = {⟨a⟩ | a ∈ N0} ∪ {N0,N1
0} es la colección de todos los ideales

de N1
0, y además ellos forman la siguiente cadena:

⟨0⟩ ⊊ ⟨1⟩ ⊊ ⟨2⟩ ⊊ ... ⊆ ⟨a⟩ ⊊ ... ⊊ N0 ⊊ N1
0

Observe que entonces todos los ideales de N1
0 que son de la forma ⟨a⟩ con a ∈ N0

forman la siguiente sucesión estrictamente creciente:

⟨0⟩ ⊊ ⟨1⟩ ⊊ ⟨2⟩ ⊊ ... ⊆ ⟨a⟩ ⊊ ... ⊊ ...
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Por consiguiente N1
0 no es un monoide Noetheriano. Por otra parte, sea F una colec-

ción no vacía de ideales deN1
0. SiF no contiene ideales finitos, entoncesF ⊆ {N0,N1

0}
y así es claro que F tiene elementos ⊆ −minimales. Si F contiene ideales finitos, en-
tonces F contiene un ideal finito de cardinal mínimo, y además está claro que tal
ideal debe ser un elemento ⊆ −minimal de F . Por lo tanto toda colección no vacía de
ideales de N1

0 contiene elementos ⊆ −minimales, de manera que N1
0 es un monoide

Artiniano.

Observación 6.3.1. Un resultado clásico en Teoría de anillos y módulos, conocido como Teo-
rema de Hopkins-Levitzki, afirma que sobre anillos Artinianos, todo módulo f.g es Noetheriano,
y en particular, todo anillo Artiniano debe ser Noetheriano (véase Teorema 2.27 de [12]). Así,
todo anillo que satisfaga la condición de cadena descendente automáticamente satisface tam-
bién la condición de cadena ascendente. Sin embargo, cuando de monoides se trata, y a la luz
del último de los ejemplos anteriores, existen monoides Artinianos pero no Noetherianos, por lo
que el Teorema de Hopkins-Levitzki no puede ser replicado para el caso de los monoides y sus
acciones.

6.4. Algunos resultados sobre monoides Artinianos
Teorema. 6.4.1. Sean (R,+, ·) un anillo unitario y Mn(R) el monoide de todas las matrices
de tamaño n × n (n ≥ 2) con coeficientes en R bajo la multiplicación usual entre matrices.
Si Mn(R) es un monoide Artiniano (Noetheriano) izquierdo, entonces (R, ·) también es un
monoide Artiniano (Noetheriano) izquierdo.

Demostración. Sea I1 ⊇ I2 ⊇ I3 ⊇ ... ⊇ ... una sucesión decreciente de ideales izquierdos
del monoide (R, ·) y para cada n ∈ N defínase

Jn :=
⋃
x∈In

{(aij) ∈Mn(R) | ai1 ∈ ⟨x⟩ y aij = 0 para j > 1}

es decir, Jn consiste de todas las matrices de la forma

s11x 0 0 . . . 0
s21x 0 0 . . . 0
s31x 0 0 . . . 0
.
.
.

sn1x 0 0 . . . 0


con si1 ∈ R y x ∈ In. Veamos que cada Jn es un ideal izquierdo del monoide Mn(R). En
efecto, para x ∈ In y si1 ∈ R, se tiene que
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

a11 a12 a13 . . . a1n
a21 a22 a23 . . . a2n
a31 a32 a33 . . . a3n
.
.
.
an1 an2 an3 . . . ann





s11x 0 0 . . . 0
s21x 0 0 . . . 0
s31x 0 0 . . . 0
.
.
.

sn1x 0 0 . . . 0


=



b11x 0 0 . . . 0
b21x 0 0 . . . 0
b31x 0 0 . . . 0
.
.
.

bn1x 0 0 . . . 0


donde para cada i ∈ {1, 2, ..., n}, bi1 =

n∑
i=1

aiksk1. Observar que la matriz que aparece en el

segundo miembro de la igualdad anterior es una matriz que pertenece a Jn. Por consiguiente
Jn es un ideal izquierdo del monoide Mn(R). Más aún, recordar que por definición, Jn es
la colección de todas las matrices cuyos coeficientes son todos iguales a cero a excepción
de aquellos que se encuentren en la primera columna, los cuáles deben pertenecer al ideal
izquierdo generado por algún elemento del ideal In. De ahí que como para cada n ∈ N,
In+1 ⊆ In, entonces Jn+1 ⊆ Jn y así J1 ⊇ J2 ⊇ J3 ⊇ ... ⊇ ... es una sucesión decreciente de
ideales izquierdos del monoide Mn(R) el cuál es Artiniano. Por consiguiente existe N ∈ N
tal que para cada k ≥ 1, JN = JN+k. Veamos que la sucesión I1 ⊇ I2 ⊇ I3 ⊇ ... ⊇ ...
se estaciona en el N−ésimo elemento: en efecto, para k ≥ 1, como la sucesión (In)n∈N es
decreciente, entonces IN+k ⊆ IN . Ahora bien, para x ∈ IN arbitrario, la matriz

x 0 0 . . . 0
x 0 0 . . . 0
x 0 0 . . . 0
.
.
.
x 0 0 . . . 0


pertenece a JN , pero JN = JN+k, luego existen y ∈ IN+k y si1 ∈ R tales que

x 0 0 . . . 0
x 0 0 . . . 0
x 0 0 . . . 0
.
.
.
x 0 0 . . . 0


=



s11y 0 0 . . . 0
s21y 0 0 . . . 0
s31y 0 0 . . . 0
.
.
.

sn1y 0 0 . . . 0


De ahí que x = s11y, pero como y ∈ IN+k e IN+k es ideal izquierdo de (R, ·), entonces
s11y ∈ IN+k i,e, x ∈ IN+k. Por consiguiente IN ⊆ IN+k y en consecuencia IN = IN+k.
Por lo tanto la sucesión I1 ⊇ I2 ⊇ I3 ⊇ ... ⊇ ... se estaciona en el N−ésimo elemento y
así (R, ·) satisface la CCD. De ahí que (R, ·) es Artiniano izquierdo. La prueba para el caso
Noetheriano es análoga y por eso se omite.

93



CAPÍTULO 6. ACCIONES F.G, NOETHERIANAS Y ARTINIANAS

Teorema. 6.4.2. Los siguientes enunciados son equivalentes para un monoide cancelativo de-
recho S (véase Definición 1.2.15):

1. S es un grupo.

2. S es Artiniano izquierdo.

3. Todo S−morfismo inyectivo de SS en SS es un isomorfismo.

Demostración. 1) =⇒ 2) Si S es un grupo, que S sea Artiniano izquierdo se sigue del se-
gundo de los Ejemplos anteriores.
2) =⇒ 3) Se sigue de la Proposición 6.2.13.
3) =⇒ 1) Para g ∈ S arbitrario sea f : S −→ S el S−morfismo dado por f(s) := sg. De
que S es cancelativo derecho se deduce que f es inyectivo. Por consiguiente f es un isomor-
fismo, y en particular, f es sobreyectivo. Así, para e ∈ S existe s ∈ S tal que e = f(s) := sg.
De ahí que todo elemento de S tiene un inverso izquierdo y por lo tanto S es un grupo (véase
Teorema 1.2.13).

Lema 6.4.3. Sea S un monoide y x, y ∈ S con x un elemento que no es invertible izquierdo
pero xy = e. Entonces para cada n ∈ N, xn /∈ ⟨xn+1⟩.

Demostración. Por inducción sobre n: para n = 1 se tiene que x /∈ ⟨x2⟩, pues de lo contrario,
existe s ∈ S tal que x = sx2, y así e = xy = sx2y = sx(xy) = sxe = sx i,e, x es invertible
izquierdo, lo cuál es una contradicción. Por lo tanto x /∈ ⟨x2⟩. Suponga que el resultado es
válido para n ≥ 2 i,e, suponga que xn /∈ ⟨xn+1⟩. Si xn+1 ∈ ⟨xn+2⟩, entonces existe t ∈ S
tal que xn+1 = txn+2 = (txn+1)x y por consiguiente xn = xne = xnxy = xn+1y =
(txn+1)xy = (txn+1)e = txn+1 i,e, xn = txn+1. De ahí que xn ∈ ⟨xn+1⟩, contradicción. Por
lo tanto xn+1 /∈ ⟨xn+2⟩ y así el resultado es válido para n+ 1. En consecuencia el resultado
se verifica para cada n ∈ N.

Teorema. 6.4.4. Sea S un monoide Artiniano izquierdo y x, y ∈ S tales que xy = e. Entonces
yx = e.

Demostración. Si xy = e, entonces x es invertible izquierdo, pues de lo contrario, del Lema
anterior se sigue que para cada n ∈ N, xn /∈ ⟨xn+1⟩. De ahí que

⟨x⟩ ⊋ ⟨x2⟩ ⊋ ⟨x3⟩ ⊋ ... ⊋

y por lo tanto S tiene una sucesión decreciente de ideales izquierdos que no se estaciona,
pero esto no es posible, pues S es Artiniano izquierdo. Por consiguiente x es invertible
izquierdo y así existe z ∈ S tal que zx = e. De esto último se sigue que y = ey = (zx)y =
z(xy) = ze = z i,e, y = z. En consecuencia yx = e.

94



CAPÍTULO 6. ACCIONES F.G, NOETHERIANAS Y ARTINIANAS

6.5. Acciones Noetherianas y Artinianas con respecto a
congruencias

El concepto de acción Noetheriana y Artiniana tal como se establece en la Definición 6.2.1
es equivalente a que un acción satisfaga ciertas propiedades de finitud con respecto a subac-
ciones, a saber, una acción es Noetheriana (Artiniana) si y solo si satisface la condición de
cadena ascendente (descendente) en subacciones. Ahora bien, si en lugar de exigir que una
acción satisfaga la condición de cadena ascendente (descendente) en subacciones pedimos
que la satisfaga en congruencias (véase Definición 2.4.1), entonces llegamos a la siguiente
noción:

Definición 6.5.1. Se dice que la S−acción A es:

1. Noetheriana en congruencias, si toda colección no vacía de congruencias de A tiene ele-
mentos ⊆ −maximales.

2. Artiniana en congruencias, si toda colección no vacía de congruencias deA tiene elemen-
tos ⊆ −minimales.

Teorema. 6.5.2. Una S−acciónA es Noetheriana (Artiniana) en congruencias si y solo si toda
sucesión creciente (decreciente) de congruencias de A se estaciona.

Demostración. Suponga que A es Noetheriana (Artiniana) en congruencias y sea (ρn)n∈N
una sucesión creciente (decreciente) de congruencias deA. Puesto queA es Noetheriana (Ar-
tiniana) en congruencias, la familia F := {ρn |n ∈ N} debe tener un elemento ⊆ −maximal
(⊆ −minimal), digamos ρN . Veamos que la sucesión (ρn)n∈N se estaciona en el N−ésimo
elemento: sea j ∈ N arbitrario. Como la sucesión (ρn)n∈N es creciente (decreciente), enton-
ces ρN ⊆ ρN+j ( ρN+j ⊆ ρN ), además, no puede ocurrir que ρN ⊊ ρN+j ( ρN+j ⊊ ρN ), pues
esto va en contra de que ρN es ⊆ −maximal (⊆ −minimal). Por consiguiente ρN = ρN+j y
así la sucesión se estaciona en el N−ésimo elemento. Y viceversa, suponga que toda suce-
sión creciente (decreciente) de congruencias de A se estaciona y sea F una familia no vacía
de congruencias de A. Suponga que F no tiene elementos ⊆ −maximales (⊆ −minimales),
y sea ρ1 ∈ F arbitrario. Como ρ1 no es maximal (minimal), existe ρ2 ∈ F tal que ρ1 ⊊ ρ2 (
ρ2 ⊊ ρ1 ). A su vez, para ρ2, existe ρ3 ∈ F tal que ρ2 ⊊ ρ3 ( ρ3 ⊊ ρ2 ). Para ρ3 existe ρ4 ∈ F
tal que ρ3 ⊊ ρ4 ( ρ4 ⊊ ρ3 ). Continuando de esta forma, se construye una sucesión creciente
(decreciente) de congruencias de A que no se estaciona, pero esto es una contradicción. Por
consiguiente F tiene elementos ⊆ −maximales (⊆ −minimales) y en consecuencia A es
Noetheriana (Artiniana) en congruencias.

Si llamamos a una acción Noetheriana (Artiniana) en subacciones a aquella que satisfaga
la Definición 6.2.1, entonces ¿habrá alguna relación entre ser Noetheriana (Artiniana) en
congruencias y ser Noetheriana (Artiniana) en subacciones?
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Teorema. 6.5.3. Toda S−acción Noetheriana (Artiniana) en congruencias es Noetheriana (Ar-
tiniana) en subacciones.

Demostración. Sea A una S−acción Noetheriana en congruencias y sea

B1 ⊆ B2 ⊆ B3 ⊆ ... ⊆ ...

una sucesión creciente de subacciones de A. Para cada n ∈ N considerar a la congruencia
ρBn := (Bn×Bn)∪∆A. Como para cada n ∈ N ocurre queBn ⊆ Bn+1, está claro entonces
que

ρB1 ⊆ ρB2 ⊆ ρB3 ⊆ ... ⊆ ...

Así, (ρBn)n∈N es una sucesión creciente de congruencias de A, y por lo tanto existe N ∈ N
tal que ρBN

= ρBN+j
para cada j ≥ 1. Veamos que la sucesión (Bn)n∈N se estaciona en

el N−ésimo elemento: para j ≥ 1 se tiene que BN ⊆ BN+j , pues la sucesión (Bn)n∈N es
creciente. Ahora bien, suponga que BN ̸= BN+j y sea y ∈ BN+j tal que y /∈ BN . Para
x ∈ BN arbitrario se tiene que (x, y) ∈ BN+j×BN+j ⊆ ρBN+j

= ρBN
:= (BN ×BN)∪∆A

y por consiguiente (x, y) ∈ BN × BN ó x = y. Como y /∈ BN y x ∈ BN , entonces
el caso x = y no sucede, así debe ocurrir que (x, y) ∈ BN × BN , pero esto implica que
y ∈ BN , contradicción. Por lo tanto BN = BN+j y así la sucesión (Bn)n∈N se estaciona en
el N−ésimo elemento. De ahí que A es Noetheriana en subacciones. La prueba para el caso
Artiniano es similar y por eso se omite.

Teorema. 6.5.4. Sea A una S−acción Noetheriana en congruencias y f : A −→ A un
S−morfismo. Entonces f es sobreyectivo si y solo si f es un isomorfismo.

Demostración. Suponga que f es sobreyectivo y para cada n ∈ N considere a la congruencia
Ker(fn). Como la igualdad fn(x) = fn(y) implica que fn+1(x) = fn+1(y), entonces está
claro queKer(fn) ⊆ Ker(fn+1). Así (Ker(fn))n∈N es una sucesión creciente de congruen-
cias de A, luego, existe N ∈ N tal que Ker(fN) = Ker(fN+1). Sea ahora (x, y) ∈ Ker(f).
De que f es sobreyectivo se sigue que fN también es sobreyectivo y entonces puede escribir-
se x = fN(a) y y = fN(b) para algunos a, b ∈ A. De ahí que f(x) = f(fN(a)) = fN+1(a) y
f(y) = f(fN(b)) = fN+1(b), pero como (x, y) ∈ Ker(f), entonces f(x) = f(y) y por con-
siguiente fN+1(a) = fN+1(b) i,e, (a, b) ∈ Ker(fN+1) = Ker(fN). De esto último se sigue
que fN(a) = fN(b) y por lo tanto x = y. En consecuencia f es inyectiva y por consiguiente
es un isomorfismo. El recíproco es evidente.

Teorema. 6.5.5. Sea A una S−acción Artiniana en congruencias y sea f : A −→ A un
S−morfismo. Entonces f es inyectivo si y solo si f es un isomorfismo.

Demostración. Si A es una S−acción Artiniana en congruencias, el Teorema 6.5.3 garantiza
que A también es Artiniana en subacciones, luego, la Proposición 6.2.13 implica que si f es
inyectivo, entonces f es un isomorfismo. El recíproco es inmediato.
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Definición 6.5.6. Decimos que una S−acción A es:

1. Hopfiana si todo S−morfismo sobreyectivo de A en A es un isomorfismo.

2. Cohopfiana si todo S−morfismo inyectivo de A en A es un isomorfismo.

Proposición 6.5.7. 1. Toda S−acción Noetheriana en congruencias es Hopfiana.

2. Toda S−acción Artiniana (en cualquier sentido) es Cohopfiana.

Demostración. El primer inciso se sigue del Teorema 6.5.4, y el segundo de la Proposición
6.2.13 y del Teorema 6.5.5.
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CAPÍTULO 7

ACCIONES LIBRES

Esta parte del trabajo está destinada a estudiar a aquellas acciones que poseen conjuntos de
generadores con una propiedad especial, que son las llamadas bases. Veremos, entre otras
cosas, cómo construir acciones con bases, que cualesquiera dos bases deben tener el mismo
cardinal y la propiedad universal que define a estas.

7.1. Bases y propiedad universal
Definición 7.1.1. Si A es una S−acción, se dice que X ⊆ A es una base para A si:

1. X es no vacío y genera a A i,e, si A = ⟨X⟩ (véase Teorema 2.2.5).

2. Para cada s, t ∈ S y x, y ∈ X , la igualdad tx = sy implica que t = s y x = y.

Definición 7.1.2. Se dice que una S−acción es libre si admite una base.

A continuación exhibiremos que el concepto de acción libre tiene sentido i,e, exhibiremos
que si existen acciones libres. Más aún, para cada monoide S y cada conjunto no vacío X
construiremos una S−acción que tenga una base de tamaño |X|.

Teorema. 7.1.3. Sea X un conjunto no vacío. Sobre el conjunto S × X se define para cada
s ∈ S y cada (t, x) ∈ S × X , s(t, x) := (st, x). Entonces con esta operación S × X es una
S−acción y X̂ := {(e, x) |x ∈ X} es una base para S ×X .

Demostración. Observar que la acción de los elementos del monoideS sobre cualquier pareja
ordenada (t, x) solo se produce en la primera entrada (que corresponde a un elemento del
monoide) dejando fija a la segunda (que corresponde a un elemento del conjunto). Así, de
la asociatividad en el monoide S se deduce de inmediato que S ×X es una S−acción bajo
la operación s(t, x) := (st, x). Ahora bien, para cada (t, x) ∈ S × X se tiene que (t, x) =
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t(e, x) y por consiguiente X̂ := {(e, x) |x ∈ X} genera a S ×X . Finalmente, se tiene que
t(e, x) = s(e, y) si y solo si (t, x) = (s, y) si y solo si t = s y x = y. Por lo tanto X̂ es
una base para S×X . Además, está claro que x 7−→ (e, x) es una correspondencia biyectiva
entre X y X̂ , luego |X̂| = |X|.

Definición 7.1.4. Para cada conjunto no vacío X denotamos por S(X) a la S−acción cons-
truida en el Teorema anterior.

Observación 7.1.5. Si para cada x ∈ X se define S(x) := S × {x}, entonces no es difícil ver
que S(x) ≤ S(X) y además la función s 7−→ (s, x) es un isomorfismo de acciones entre SS y
S(x). Más aún, se tiene que S(X) =

⋃
x∈X

S(x), donde S(x) ∩ S(y) = ∅ si x ̸= y. Así S(X) es una

unión disjunta de acciones cada una de ellas isomorfa a SS.

Teorema. 7.1.6. (Propiedad universal de las bases) Sea X un conjunto no vacío. Entonces la
función ηX : X −→ S(X) dada por ηX(x) := (e, x) tiene la siguiente propiedad universal: para
cada S−acción A y cada función f : X −→ A existe un único S−morfismo F : S(X) −→ A
que hace conmutativo al diagrama

X
f //

ηX

��

A

S(X)

F

DD

Demostración. Sea f : X −→ A una función con A una S−acción. A partir de f se de-
fine a la función F : S(X) −→ A dada por F (t, x) := tf(x). Observar que F (s(t, x)) =
F (st, x) := (st)f(x) = s(tf(x)) = sF (t, x) y por consiguiente F es un S−morfismo.
Ahora, para cada x ∈ X se tiene que F (ηX(x)) = F (e, x) := ef(x) = f(x) y en conse-
cuencia f = FηX . Para terminar, si G : S(X) −→ A es un S−morfismo tal que f = GηX ,
entonces G(t, x) = G(t(e, x)) = tG(e, x) = tG(ηX(x)) = tf(x) = F (t, x) y por lo tanto
G = F .

Lema 7.1.7. Suponga queA yB son S−acciones conA ∼= B. SiA es libre, entoncesB es libre.

Demostración. SeaX una base paraA y f : A −→ B un isomorfismo de S−acciones. Como
A = ⟨X⟩, entonces del Lema 6.1.2 se sigue que B = ⟨f(X)⟩. Ahora bien, sean s, t ∈ S y
u, v ∈ f(X) tales que tu = sv. Puede escribirse u = f(x) y v = f(y) para algunos x, y ∈ X .
Así la igualdad tu = sv toma la forma tf(x) = sf(y) y por lo tanto f(tx) = f(sy), de
manera que al ser f inyectivo se sigue que tx = sy, pero como X es base de A, entonces
t = s y x = y, de donde u = v. Se deduce así que f(X) es una base para B y por lo tanto
B es libre.
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Existe otro concepto de base distinto al de la Definición 7.1.1 y es el siguiente.

Definición 7.1.8. Si A es una S−acción, una base categórica para A es un par (X, η) donde
X es un conjunto no vacío y η : X −→ A es una función con la siguiente propiedad universal:
para cadaS−acciónB y cada función f : X −→ B existe un únicoS−morfismoF : A −→ B
que hace conmutativo al diagrama

X
f //

η

��

B

A

F

FF

Observación 7.1.9. De acuerdo con el Teorema 7.1.6 (Propiedad universal de las bases), para
cada conjunto no vacío X , el par (X, ηX) es una base categórica para la S−acción S(X).

Teorema. 7.1.10. Los siguientes enunciados son equivalentes para una S−acción A:

1. A es libre.

2. Existe un conjunto X tal que A ∼= S(X).

3. A tiene una base categórica.

Demostración. 1) =⇒ 2) Suponga que A es libre y sea X ⊆ A una base para A. Considere
a la función φ : S(X) −→ A dada por φ(s, x) := sx. Observar que φ es un S−morfismo,
pues φ(t(s, x)) = φ(ts, x) := (ts)x = t(sx) = tφ(s, x). Más aún, de que A = ⟨X⟩ se sigue
que φ es sobreyectiva, además de que comoX es base, entonces la igualdad tx = sy implica
que t = s y x = y, de manera que φ es inyectiva y por consiguiente un isomorfismo de
acciones. De ahí que A ∼= S(X).
2) =⇒ 3) Suponga que existe un conjunto X tal que A ∼= S(X) y sea ψ : S(X) −→ A un
isomorfismo de acciones. Veamos que el par (X,ψηX) es una base categórica para A: sea
f : X −→ B una función con B una S−acción. Como (X, ηX) es base categórica de S(X),
para la función f existe un único S−morfismo F : S(X) −→ B que hace conmutativo al
diagrama

X
f //

ηX

��

B

S(X)

F

DD (7.1)

i.e, f = FηX . Ahora bien, considere al S−morfismo f̂ := Fψ−1 y observe que f̂ψηX =
Fψ−1ψηX = FidS(X)ηX = FηX = f i,e, f̂ψηX = f . De ahí que el diagrama
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X
f //

ψηX

��

B

A

f̂

FF

es conmutativo. Finalmente, si g : A −→ B es un S−morfismo tal que f = gψηX , entonces
el S−morfismo gψ hace conmutativo al diagrama (7.1), pero F es el único S−morfismo con
tal propiedad, de manera que F = gψ y así g = Fψ−1 = f̂ . Por consiguiente (X,ψηX) es
una base categórica para A.
3) =⇒ 1) Sea (X,ψ) una base categórica para A. Bajo este supuesto, exhibiremos que
A ∼= S(X): como (X,ψ) es base categórica para A, para las funciones ηX : X −→ S(X) y
ψ : X −→ A existen únicos S−morfismos f y g que hacen conmutativos a los diagramas

X
ηX //

ψ

��

S(X)

A

f

DD (7.2)

y

X
ψ //

ψ

��

A

A

g

FF (7.3)

Observar que idA es un S−morfismo que claramente hace conmutativo al diagrama (7.3),
de manera que de la unicidad de g se sigue que g = idA. Por otra parte, como (X, ηX) es
base categórica de S(X), para las funciones ψ : X −→ A y ηX : X −→ S(X) existen únicos
S−morfismos h y k que hacen conmutativos a los diagramas

X
ψ //

ηX

��

A

S(X)

h

DD (7.4)
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y
X

ηX //

ηX

��

S(X)

S(X)

k

CC (7.5)

Note que idS(X) hace conmutativo al diagrama (7.5), y por lo tanto la unicidad de k implica
que k = idS(X) . Ahora bien, a partir de que los diagramas (7.2) y (7.4) son conmutativos se
sigue que (hf)ψ = h(fψ) = hηX = ψ i,e, ψ = (hf)ψ. Por lo tanto hf hace conmutativo al
diagrama (7.3), pero g = idA es el único S−morfismo con tal propiedad, luego idA = hf .
De manera análoga se muestra que fh = idS(X) , de forma que así f : A −→ S(X) es un
isomorfismo de acciones y por consiguiente A ∼= S(X). Luego como S(X) es libre, el Lema
7.1.7 garantiza que A es libre.

Recordemos que un anillo IBN es un anilloR con la propiedad de que cualesquiera dos bases
de un R−módulo libre tienen el mismo cardinal. Es posible encontrar anillos que no son
anillos IBN (véase Ejemplo 5 de la segunda sección del capítulo 2 de [11]). En el caso de las
acciones sobre monoides, si intentaramos definir a un monoide IBN como aquel para el que
cualesquiera dos bases de una acción libre tienen el mismo cardinal, entonces resultaría,
como veremos a continuación, que todo monoide es un monoide IBN, de manera que de
cuando monoides se trata, no tiene mucho sentido definir este concepto.

Teorema. 7.1.11. Si X y Y son bases de una S−acción libre A, entonces |X| = |Y |.

Demostración. Sea x ∈ X arbitrario. Como Y es base de A, existen únicos sx ∈ S y yx ∈ Y
tales que x = sxyx. Afirmamos que sx es invertible (véase Definición 1.2.10): en efecto, como
X es base deA, para yx existen únicos t ∈ S y z ∈ X para los cuáles yx = tz. Así la igualdad
x = sxyx toma la forma x = sx(tz) = (sxt)z. Por otra parte, de que x = ex se sigue que
ex = (sxt)z, y como X es base de A, entonces e = sxt y x = z. Ahora bien, de lo anterior
se desprende que eyx = yx = tz = tx = t(sxyx) = (tsx)yx i,e, eyx = (tsx)yx, y como Y
es base de A, entonces tsx = e. Por consiguiente sx es invertible. Consideremos ahora a la
función f : X −→ Y dada por f(x) := yx. Si x, x′ ∈ X son tales que yx = yx′ , entonces
x = sxyx = sxyx′ i,e, x = sxyx′ . Por otro lado como x′ = sx′yx′ , entonces yx′ = s−1

x′ x
′ y así la

igualdad x = sxyx′ se reescribe como x = (sxs
−1
x′ )x

′, pero x = ex, así que ex = (sxs
−1
x′ )x

′ y
por consiguiente (ya queX es base deA) x = x′. Por lo tanto f es inyectiva y así |X| ≤ |Y |.
De manera similar puede construirse una función inyectiva de Y en X , de manera que
|Y | ≤ |X|. Finalmente, del Teorema de Cantor-Bernstein se concluye que |X| = |Y |.
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Corolario 7.1.12. Sean X y Y conjuntos no vacíos. Entonces S(X) ∼= S(Y ) si y solo si |X| =
|Y |.

Demostración. 1) =⇒ 2) Sea f : S(X) −→ S(Y ) un isomorfismo de acciones. Como X̂ :=
{(e, x) |x ∈ X} es base para S(X), de la demostración del Lema 7.1.7 se sigue que f(X̂) es
una base paraS(Y ). Ahora bien,S(Y ) tiene una base de tamaño |Y |, a saber, Ŷ := {(e, x) | y ∈
Y }. Así, del Teorema anterior se desprende que |f(X̂)| = |Ŷ |, pero |X| = |X̂| = |f(X̂)| y
|Ŷ | = |Y |. Por consiguiente |X| = |Y |.
2) =⇒ 1) Suponga que |X| = |Y | y sea f : X −→ Y una función biyectiva. A partir de f
se define a la función ϕ : S(X) −→ S(Y ) dada por ϕ(s, x) := (s, f(x)). No es difícil ver que
ϕ es un isomorfismo de acciones. Por lo tanto S(X) ∼= S(Y ).

Ahora que sabemos que cualesquiera dos bases de una acción libre deben tener el mismo
cardinal es que tiene sentido definir el concepto de rango (o dimensión).

Definición 7.1.13. Si A es una S−acción libre, se define el rango de A, denotado Rank(A),
como Rank(A) := |X| donde X es cualquier base de A.

Observación 7.1.14. Para cada conjunto no vacío X se tiene que Rank(S(X)) = |X|.

Teorema. 7.1.15. SeanA yB dos S−acciones libres. EntoncesA ∼= B si y solo siRank(A) =
Rank(B).

Demostración. Suponga que A ∼= B y sea f : A −→ B un isomorfismo de acciones. Si X es
una base deA, de la demostración del Lema 7.1.7 se sigue que f(X) es base deB. Ahora bien,
se tiene que Rank(A) := |X| y como f(X) es base de B, entonces Rank(B) := |f(X)|.
Por otra parte, al ser f una biyección se tiene que |X| = |f(X)| y por lo tanto Rank(A) =
Rank(B). Y viceversa, suponga que Rank(A) = Rank(B) y sea X una base de A. Como
Rank(A) := |X|, entonces también Rank(B) := |X| y además de la primera parte de la
demostración del Teorema 7.1.10 se sigue que A ∼= S(X). Como Rank(B) := |X|, entonces
B tiene una base de cardinal |X| digamos Y . Para esta base se tiene que B ∼= S(Y ) y como
|Y | = |X|, entonces S(X) ∼= S(Y ). En consecuencia A ∼= B.

Proposición 7.1.16. Si A es una S−acción libre, entonces |S| ≤ |A|.

Demostración. Si X es una base de A, de la primera parte de la demostración del Teorema
7.1.10 se sigue que A ∼= S(X). Así, sea f : S(X) −→ A un isomorfismo de acciones. Tómese
x0 ∈ X arbitrario y considere a la función α : S −→ S(X) dada por α(s) := (s, x0).
Está claro que α es una función inyectiva, luego como f también es inyectiva se sigue que
fα : S −→ A es inyectiva. De ahí que |S| ≤ |A|.
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Ejemplos 7.1.17. 1. Se tiene que {e} es una base para la S−acción regular SS. Por lo
tanto SS es libre con Rank(SS) = 1.

2. Si p ≥ 2 es un entero, entonces el conjunto Zp de clases residuales módulo p es una
(Z, ·)−acción haciendo para cada n ∈ Z y cada [a] ∈ Zp, n[a] := [na]. Como Zp es
finito y Z es infinito, de la Proposición 7.1.16 se sigue que Zp no es una (Z, ·)−acción
libre.

3. Sobre cualquier monoide no trivial S siempre pueden construirse S−acciones libres y
S−acciones que no son libres. En efecto, sea X := {x} un conjunto con exactamente un
elemento. La S−acción S(X) es libre. Ahora bien, podemos dotar a X de estructura de
S−acción haciendo para cada s ∈ S, sx := x. Como X tiene solo un elemento y S tiene
más de uno, la Proposición 7.1.16 implica que X no puede ser una S−acción libre. De
hecho, cualquier S−acción cuyo cardinal sea menor que |S| no puede ser libre.

4. Q no es una (Z, ·)−acción libre. En efecto, si suponemos queX ⊆ Q es una base para Q,
enonces X debe tener exactamente un elemento, pues si a

b
, c
d
∈ X son tales que a

b
̸= c

d
,

entonces al ser X una base, la igualdad (bc)a
b
= (ad) c

d
debe implicar que a

b
= c

d
, lo cuál

no es cierto. Por consiguiente X debe tener exactamente un elemento, pero esto conlleva
a que Q es una (Z, ·)−acción f.g, lo cuál es una contradicción (véase el tercero de los
Ejemplos 6.1.8 ). Por lo tanto Q no es una (Z, ·)−acción libre.

Los ejemplos anteriores dan muestra de que no toda acción es libre, sin embargo, como en
el caso de los módulos, resulta cierto que cualquier acción es isomorfa a un cociente de una
acción libre.

Teorema. 7.1.18. Para cada S−acciónA existe un conjuntoX y un S−morfismo sobreyectivo

φ : S(X) −→ A. En particular
S(X)

Kerφ
∼= A.

Demostración. SeaA una S−acción. Viendo aA simplemente como un conjunto, considerar
a la S−acción libre S(A). Por la propiedad universal de las bases (Teorema 7.1.6), para la
función idA : A −→S A existe un único S−morfismo φ : S(A) −→ A que hace conmutativo
al diagrama

A
idA //

ηA

��

A

S(A)

φ

EE

De ahí que φηA = idA y por lo tanto φ tiene una inversa derecha, lo que implica que φ es

sobreyectiva. Finalmente, del Corolario 3.1.2 se concluye que
S(A)

Kerφ
∼= A.
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Teorema. 7.1.19. SeaA una S−acción libre. SiA es Noetheriana, entoncesRank(A) es finito.

Demostración. Suponga que A es una acción libre Noetheriana que no es de rango finito.
Luego, existeX una base deA con una infinidad de elementos. ComoX es infinito, es posible
construir una sucesión (xn)n∈N de elementos de X tal que si n ̸= m, entonces xn ̸= xm.
Para tal sucesión afirmamos que para cada n ∈ N, xn+1 /∈ ⟨x1, x2, ..., xn⟩: en efecto, suponga
que para algún n ∈ N ocurre que xn+1 ∈ ⟨x1, x2, ..., xn⟩. Entonces xn+1 = sxi para algunos
s ∈ S e i ≤ n. Ahora bien, como los elementos de la sucesión (xn)n∈N pertenecen aX , la cuál
es una base, la igualdad xn+1 = sxi implica que xn+1 = xi, pero como n + 1 ̸= i, entonces
xn+1 ̸= xi, contradicción. Por consiguiente para cada n ∈ N, xn+1 /∈ ⟨x1, x2, ..., xn⟩. Ahora
bien, de esto último se sigue que

⟨x1⟩ ⊊ ⟨x1, x2⟩ ⊊ ⟨x1, x2, x3⟩ ⊊ ... ⊊ ...

y así,A tiene una sucesión creciente de subacciones que no se estaciona, pero esto no puede
ocurrir, pues A es Noetheriana. Esta contradicción permite concluir que Rank(A) es finito.

Sobre un grupo, una acción libre es Noetheriana si y solo si es de rango finito.

Teorema. 7.1.20. Si S es un grupo y A es una S−acción libre, entonces A es Noetheriana si
y solo si Rank(A) es finito.

Demostración. Sea A una S−acción libre. Si A es Noetheriana, que Rank(A) es finito se
sigue del Teorema anterior. Y viceversa, suponga que Rank(A) es finito. Como sobre un
grupo, toda acción es completamente reducible (ver Teorema 4.2.11), entoncesA es comple-
tamente reducible. Más aún, comoA es de rango finito,A debe ser generada por un conjunto
finito i,e, A es f.g. Por lo tanto del Teorema 6.2.12 se sigue que A es Noetheriana.

7.2. Acciones libres sobre monoides de ideales principa-
les

Observación 7.2.1. No toda subacción de una acción libre es libre. En efecto, considerar al
monoide Z4 := {[0], [1], [2], [3]} de clases residuales módulo 4 bajo el producto usual de cla-
ses. Se tiene que la Z4−acción regular Z4 es una acción libre de rango 1. Además, cualquier
ideal izquierdo del monoide Z4 es una subacción de Z4Z4. En particular, el ideal izquierdo
⟨[2]⟩ = {[0], [2]} es subacción de Z4Z4, pero ⟨[2]⟩ no es una Z4−acción libre, pues si lo fuera,
la Proposición 7.1.16 garantiza que ⟨[2]⟩ tendría al menos tantos elementos como Z4, pero esto
no sucede. Por consiguiente ⟨[2]⟩ no es una Z4−acción libre.

Recordar que cuando se trabaja con anillos y sus módulos, para un dominio entero R, que
R sea de ideales principales es equivalente a que todo submódulo de un R−módulo libre es
libre. Para el caso de los monoides y sus acciones se tienen resultados análogos.
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Teorema. 7.2.2. Sea S un monoide cancelativo derecho (véase Definición 1.2.15). Si S es de
ideales principales izquierdos, entonces toda subacción de una S−acción libre es libre.

Demostración. Suponga que S es de ideales principales izquierdos. Como toda S−acción
libre es isomorfa a una de la forma S(X), bastará con realizar la demostración para acciones
de este tipo. Dicho lo anterior, sea A una subacción de S(X). De acuerdo con la Observación
7.1.5, se tiene que si para cada x ∈ X se define S(x) := S × {x}, entonces S(X) =

⋃
x∈X

S(x)

con S(x) ∩ S(y) = ∅ si x ̸= y. De ahí que A = A ∩ S(X) = A ∩
⋃
x∈X

S(x) =
⋃
x∈X

(A ∩ S(x)).

Si para cada x ∈ X definimos Ax := A ∩ S(x), entonces la igualdad anterior toma la forma
A =

⋃
x∈X

Ax. Ahora, para Z := {x ∈ X |Ax ̸= ∅}, es claro que A =
⋃
x∈Z

Ax. Observe que si

x ∈ Z y (s, y) ∈ Ax := A ∩ S(x), entonces (s, y) ∈ S(x) := S × {x} y por lo tanto y = x.
De lo anterior se sigue que Ax = {(s, x) | (s, x) ∈ A}. Veamos ahora que para cada x ∈ Z
el conjunto Ix := {s ∈ S | (s, x) ∈ A} es un ideal izquierdo de S: en efecto, como x ∈ Z ,
entonces Ax = {(s, x) | (s, x) ∈ A} es no vacío y por consiguiente Ix es no vacío. Así, para
a ∈ Ix y s ∈ S arbitrarios se tiene que (a, x) ∈ A y en consecuencia s(a, x) = (sa, x) ∈ A.
De ahí que sa ∈ Ix y por lo tanto Ix es un ideal izquierdo de S. Una vez establecido lo
anterior, debido a que S es de ideales principales izquierdos, para cada x ∈ Z existe ax ∈ Ix
tal que Ix = ⟨ax⟩ := {sax | s ∈ S}. Ahora bien, como cada ax ∈ Ix, entonces (ax, x) ∈ A
y por consiguiente la colección β := {(ax, x) |x ∈ Z} es un subconjunto de A. Afirmamos
que β es una base de A: en efecto, si (s, x) ∈ A es arbitrario, entonces s ∈ Ix = ⟨ax⟩ y
así s = tax para algún t ∈ S. Luego (s, x) = (tax, x) = t(ax, x) ∈ ⟨β⟩ y por consiguiente
A = ⟨β⟩. Ahora bien, si x, y ∈ Z y s, t ∈ S son tales que t(ax, x) = s(ay, y), entonces
(tax, x) = (say, y) y en consecuencia tax = say y x = y. De esto último la igualdad
tax = say toma la forma tax = sax, pero como S es cancelativo derecho, entonces t = s
y por lo tanto β es base de A. De ahí que A es libre. Más aún, está claro que la función
(ax, x) 7−→ x es una biyección entre β y Z . De ahí que |β| = |Z| ≤ |X| y por consiguiente
Rank(A) ≤ Rank(S(X)).

Teorema. 7.2.3. Los siguientes enunciados son equivalentes para un monoide abeliano y can-
celativo S:

1. S es de ideales principales.

2. Toda subacción de una S−acción libre es libre.

Demostración. 1) =⇒ 2) Se sigue observando primero que para monoides conmutativos,
ideal izquierdo = ideal derecho = ideal, y cancelativo izquierdo = cancelativo derecho =
cancelativo. Después, aplique el Teorema anterior.
2) =⇒ 1) Suponga que toda subacción de una S−acción libre es libre y sea I un ideal
arbitrario de S. Como SS es libre de rango 1 y sus subacciones son precisamente los ideales
de S, entonces I es una S−acción libre. Así, sea X una base de I . Para x, y ∈ X , de que S
es abeliano, la igualdad xy = yx junto con que x y y pertenezcan a una base, implica que
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x = y y por lo tanto X debe consistir de exactamente un elemento. De ahí que I es una
subacción cíclica de SS i,e, I es un ideal principal de S. Por consiguiente S es de ideales
principales.

Corolario 7.2.4. Sea S un monoide cancelativo derecho. Si S es de ideales principales izquier-
dos, entonces o SS es simple o S tiene una infinidad de elementos.

Demostración. Suponga queS es un monoide finito y que SS no es una acción simple. Enton-
ces existe I un ideal izquierdo de S con I ̸= S. Ahora bien, como S es cancelativo derecho
y de ideales principales izquierdos, entonces toda subacción de una S−acción libre es libre.
En particular como SS es libre, I debe ser una S−acción libre, de manera que el Lema 7.1.16
garantiza que |S| ≤ |I|, pero como S es finito e I ̸= S, entonces |I| < |S|, lo cuál es una
contradicción. Por lo tanto SS es simple o S tiene una infinidad de elementos.

7.3. Suma directa de acciones libres
Definición 7.3.1. Sea (Ai)i∈I una colección arbitraria de S−acciones. Sobre el conjunto∐

i∈I
Ai :=

⋃
i∈I

(Ai × {i})

se define para cada (a, i) ∈
∐
i∈I
Ai y cada s ∈ S, s(a, i) := (sa, i). No es difícil ver que con lo

anterior
∐
i∈I
Ai es una S−acción llamada suma directa de la familia (Ai)i∈I .

Lema 7.3.2. Sean (Ai)i∈I y (Bi)i∈I dos familias de S−acciones y suponga que para cada
i ∈ I , Ai ∼= Bi. Entonces

∐
i∈I
Ai ∼=

∐
i∈I
Bi.

Demostración. Para cada i ∈ I sea fi : Ai −→ Bi un isomorfismo y considere a la fun-
ción F :

∐
i∈I
Ai −→

∐
i∈I
Bi dada por F (a, i) := (fi(a), i). Como cada fi es una biyección,

entonces está claro que F es también una biyección. Ahora bien, si s ∈ S, se tiene que
F (s(a, i)) = F (sa, i) := (fi(sa), i) = (sfi(a), i) = s(fi(a), i) = sF (a, i). De ahí que F es
un S−morfismo biyectivo i,e, F es un isomorfismo. Por consiguiente

∐
i∈I
Ai ∼=

∐
i∈I
Bi.

A continuación exhibiremos que la suma directa de una familia de acciones libres es de
nuevo una acción libre.

Teorema. 7.3.3. Sea I un conjunto no vacío de índices y para cada i ∈ I sea Xi un conjunto

no vacío. Entonces
∐
i∈I
S(Xi) ∼= S

(∐
i∈I

Xi

)
donde

∐
i∈I
Xi :=

⋃
i∈I

(Xi × {i}). En particular
∐
i∈I
S(Xi)

es libre y Rank
(∐
i∈I
S(Xi)

)
=

∑
i∈I

Rank
(
S(Xi)

)
.
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Demostración. Observe que los elementos de
∐
i∈I
S(Xi) son parejas de la forma ((s, x), i)

donde s ∈ S y x ∈ Xi. Mientras que para S

(∐
i∈I

Xi

)
, sus elementos son parejas de la

forma (s, (x, i)) con s ∈ S y x ∈ Xi. Así, sea ϑ :
∐
i∈I
S(Xi) −→ S

(∐
i∈I

Xi

)
dada por

ϑ[((s, x), i)] := (s, (x, i)). No es difícil ver que ϑ es una biyección. Más aún, para cada t ∈ S
y cada ((s, x), i) ∈

∐
i∈I
S(Xi) se tiene que ϑ[t((s, x), i)] = ϑ[(t(s, x), i)] = ϑ[((ts, x), i)] :=

(ts, (x, i)) = t(s, (x, i)) = tϑ[((s, x), i)] y por lo tanto ϑ es un S−morfismo. En conse-

cuencia ϑ es un isomorfismo de acciones y por consiguiente
∐
i∈I
S(Xi) ∼= S

(∐
i∈I

Xi

)
. De ahí

que
∐
i∈I
S(Xi) es libre. Finalmente, del Teorema 7.1.15 se desprende que Rank

(∐
i∈I
S(Xi)

)
=

Rank

S
(∐

i∈I
Xi

) :=

∣∣∣∣∐
i∈I
Xi

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣⋃
i∈I

(Xi × {i})
∣∣∣∣ = ∑

i∈I

|Xi| =
∑
i∈I

Rank
(
S(Xi)

)
.

Corolario 7.3.4. Si (Ai)i∈I es una familia de S−acciones libres, entonces
∐
i∈I
Ai es libre y

Rank

(∐
i∈I
Ai

)
=

∑
i∈I

Rank (Ai).

Demostración. Si cada Ai es libre, entonces para cada i ∈ I existe un conjunto no vacío Xi

tal que Ai ∼= S(Xi). Así, del Lema 7.3.2 se sigue que
∐
i∈I
Ai ∼=

∐
i∈I
S(Xi), pero por el Teorema

anterior,
∐
i∈I
S(Xi) es libre con Rank

(∐
i∈I
S(Xi)

)
=

∑
i∈I

Rank
(
S(Xi)

)
. De ahí que

∐
i∈I
Ai es

libre y Rank
(∐
i∈I
Ai

)
= Rank

(∐
i∈I
S(Xi)

)
=

∑
i∈I

Rank
(
S(Xi)

)
=

∑
i∈I

Rank (Ai).

7.4. Acciones fieles y fuertemente fieles
Recordar que sobre un anillo con división, todo módulo posee una base i,e, sobre este tipo
de anillos cualquier módulo resulta ser libre. Para el caso de los monoides y sus acciones,
¿cómo tiene que ser un monoide para que cualquier acción sobre este tenga una base?

Teorema. 7.4.1. Los siguientes enunciados son equivalentes para un monoide S:

1. S es el monoide trivial.

2. Toda S−acción posee una base.
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Demostración. 1) =⇒ 2) Suponga que S = {e} i,e, suponga que S es el monoide trivial. Si
A es una S−acción arbitraria, entonces está claro que la función φ : A −→ S(A) dada por
φ(a) := (e, a) es un isomorfismo de acciones, así A ∼= S(A) y por lo tanto A es libre. De ahí
que A posee una base.
2) =⇒ 1) Si toda S−acción posee una base, entonces el tercero de los Ejemplos 7.1.17
implica que S tiene que ser el monoide trivial.

De esto se sigue que cuando trabajamos con monoides con más de un elemento (que es
lo más habitual), siempre pueden construirse acciones libres y acciones que no son libres,
sin embargo, cuando de grupos se trata, puede probarse que, para cierto tipo de acciones,
siempre es posible construir una base. Para tal fin se introducen las siguientes nociones.

Definición 7.4.2. Sea A una S−acción y s, t ∈ S. Se dice que el par (s, t) es:

1. A−fiel, si para cada a ∈ A, sa = ta.

2. fuertemente A−fiel si existe a ∈ A tal que sa = ta.

Observación 7.4.3. Si A es una S−acción, es claro que si el par (s, t) es A−fiel (fuertemente
A−fiel), entonces el par (t, s) también esA−fiel (fuertementeA−fiel). Además, no es difícil ver
que para cada s ∈ S el par (s, s) siempre es A−fiel (fuertemente A−fiel). Por otra parte, si los
pares (s, t) y (t, r) son A−fieles, entonces para cada a ∈ A ocurre que sa = ta y ta = ra, por
lo que sa = ra para cada a ∈ A y así (s, r) es A−fiel. De lo anterior se sigue que la relación
s ∼ t si y solo si (s, t) es A−fiel, es una relación de equivalencia sobre S.

Definición 7.4.4. Se dice que la S−acción A es:

1. fiel si para cada s, t ∈ S, que el par (s, t) sea A−fiel implica que s = t.

2. fuertemente fiel si para cada s, t ∈ S, que el par (s, t) sea fuertemente A−fiel implica
que s = t.

Proposición 7.4.5. 1. Sea A una S−acción y B ≤ A. Si B es fiel, entonces A es fiel.

2. Si (Ai)i∈I es una familia de S−acciones fuertemente fieles, entonces
∐
i∈I
Ai es fuertemente

fiel.

Demostración. 1) Sea (s, t) un parA−fiel. Entonces para cada a ∈ A, sa = ta, y en particular
sb = tb para cada b ∈ B. De ahí que (s, t) es B−fiel, pero como B es una subacción fiel,
entonces s = t y por consiguiente A es fiel.
2) Sea (s, t) un par fuertemente

∐
i∈I
Ai−fiel. Entonces existe (a, j) ∈

∐
i∈I
Ai tal que s(a, j) =

t(a, j), de ahí que sa = ta con a ∈ Aj . Así, el par (s, t) es fuertemente Aj−fiel, pero Aj es
una acción fuertemente fiel, por lo que s = t y en conscuencia

∐
i∈I
Ai es fuertemente fiel.
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Ejemplos 7.4.6. 1. Es claro de la Definición 7.4.2 que todo par A−fiel es fuertemente
A−fiel. De ahí que toda S−acción fuertemente fiel es fiel.

2. Para cada monoide S, toda S−acción libre es fiel. En efecto, seanA una S−acción libre y
X una base de A. Suponga que el par (s, t) es A−fiel. Entonces ocurre que sa = ta para
cada a ∈ A. En particular, para x ∈ X se tiene que sx = tx, pero como x es elemento
de una base, entonces s = t y por consiguiente A es fiel.

Teorema. 7.4.7. Los siguientes enunciados son equivalentes para un monoide S:

1. S es cancelativo derecho.

2. Toda S−acción libre es fuertemente fiel.

Demostración. Suponga que S es cancelativo derecho y seanA una S−acción libre yX una
base de A. Si el par (s, t) es fuertemente A−fiel, entonces ocurre que sa = ta para algún
a ∈ A. Por otra parte, comoA = ⟨X⟩, puede escribirse a = rx para algunos r ∈ S y x ∈ X .
Así la igauldad sa = ta se reescribe como s(rx) = t(rx), o bien (sr)x = (tr)x. Ahora bien,
de esta última igualdad y de que x pertenezca a una base se desprende que sr = tr, pero
como S es cancelativo derecho, entonces s = t y por consiguiente A es fuertemente fiel.
Y viceversa, si toda S−acción libre es fuertemente fiel, entonces como SS es libre, SS es
fuertemente fiel. Veamos que S es cancelativo derecho: sean s, t, a ∈ S tales que sa = ta.
Entonces el par (s, t) es fuertemente SS−fiel, pero como SS es una acción fuertemente fiel,
entonces s = t y en consecuencia S es cancelativo derecho.

De acuerdo con el Teorema anterior, sobre un monoide cancelativo derecho, toda acción
libre es fuertemente fiel, pero ¿bajo qué condiciones se puede asegurar que toda acción
fuertemente fiel es libre?

Teorema. 7.4.8. Sea A una S−acción fuertemente fiel. Si además A es completamente redu-
cible (véase Definición 4.2.3), entonces A es libre.

Demostración. Sea A una S−acción fuertemente fiel y completamente reducible. Considere
a la familia Simp(A) de todas las subacciones simples de A. Del Lema 4.2.2 se sigue que
Simp(A) es una colección de conjuntos disjuntos por pares, luego, por el axioma de elección,
existe R ⊆ A tal que para cada B ∈ Simp(A), |R ∩ B| = 1. Veamos que Simp(A) =
{⟨x⟩ |x ∈ R}: en efecto, como A es completamente reducible, del Corolario 4.2.9 se sigue
que toda subacción cíclica deA es simple y por lo tanto {⟨x⟩ |x ∈ R} ⊆ Simp(A). Ahora, si
B es una subacción simple deA, como |R∩B| = 1, existe xB ∈ R∩B tal queR∩B = {xB},
en particular xB ∈ B y por lo tanto ⟨xB⟩ ≤ B. De ahí que como B es simple, entonces
B = ⟨xB⟩ y por consiguiente B ∈ {⟨x⟩ |x ∈ R}. Así que Simp(A) ⊆ {⟨x⟩ |x ∈ R} y en
consecuencia Simp(A) = {⟨x⟩ |x ∈ R}. Ahora bien, de queA es completamente reducible,
la última igualdad implica que A =

⋃
Simp(A) =

⋃
x∈R

⟨x⟩ = ⟨R⟩ i,e, R genera a A. Veamos

ahora que R es una base de A: tómense s, t ∈ S y x, y ∈ R tales que tx = sy. Entonces
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tx = sy ∈ ⟨y⟩ y sy = tx ∈ ⟨x⟩, luego ⟨x⟩∩⟨y⟩ ≠ ∅, pero como, en este caso, toda subacción
cíclica es simple y las simples son disjuntas por pares, entonces ⟨x⟩ = ⟨y⟩ y por lo tanto
R∩⟨x⟩ = R∩⟨y⟩. Ahora bien, observe que x ∈ R∩⟨x⟩ y y ∈ R∩⟨y⟩, pero además recordar
queR intersecta a cada subacción simple en exactamente un elemento, luegoR∩⟨x⟩ = {x}
yR∩⟨y⟩ = {y}, de manera que entonces {x} = {y} y así x = y. De esto último, la igualdad
tx = sy toma la forma tx = sx, pero esto implica que el par (s, t) es fuertemente A−fiel,
de tal manera que como A es una acción fuertemente fiel, entonces s = t. Por consiguiente
R es una base de A y en consecuencia A es libre.

Corolario 7.4.9. Si S es un grupo, entonces la clase de todas las S−acciones libres coincide
con la clase de todas las S−acciones fuertemente fieles.

Demostración. Considere a las clases

F := {A |A es una S−acción libre} y G := {B |B es una S−acción fuertemente fiel}

Como todo grupo es un monoide cancelativo derecho, del Teorema 7.4.7 se sigue que F ⊆ G.
Ahora bien, como sobre un grupo toda acción es completamente reducible (véase Teorema
4.2.11), entonces en particular todos los elementos de G son acciones completamente redu-
cibles y fuertemente fieles, de manera que el Teorema 7.4.8 conlleva a que todo elemento de
G es una acción libre y por lo tanto G ⊆ F. De ahí que F = G.

En resumen, sobre un monoide cancelativo derecho, acción libre=⇒ acción fuertemente fiel,
pero cuando el monoide es además un grupo, entonces acción libre = acción fuertemente
fiel.

Observación 7.4.10. Una parte de la prueba del Corolario 7.4.9 depende de la prueba del
Teorema 7.4.8, la cual a su vez depende del axioma de elección. Si introducimos el concepto de
conjunto linealmente independiente, entonces podemos dar otra demostración del Corolario 7.4.9
que también hace uso del axioma de elección y que recuerda a la técnica usada en módulos para
exhibir que sobre anillos con división, todo módulo posee una base. A continuación se establece
el concepto de conjunto linealmente independiente:

Definición 7.4.11. Si A es una S−acción, se dice que X ⊆ A no vacío es linealmente inde-
pendiente si para cada s, t ∈ S y cada x, y ∈ X , la igualdad tx = sy implica que t = s y
x = y.

Lema 7.4.12. Si A es una S−acción fuertemente fiel, entonces todo subconjunto de la forma
{a} es linealmente independiente.

Demostración. Sea a ∈ A arbitrario y s, t ∈ S tales que sa = ta. Entonces el par (s, t)
es fuertemente A−fiel, pero como A es una acción fuertemente fiel, entoces s = t y en
consecuencia el conjunto {a} es linealmente independiente.
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Con lo anterior en mente, en seguida se ofrece una nueva demostración del Corolario 7.4.9:

Demostración. Considere a las clases

F := {A |A es una S−acción libre} y G := {B |B es una S−acción fuertemente fiel}

Como todo grupo es un monoide cancelativo derecho, del Teorema 7.4.7 se sigue que F ⊆
G. Sea ahora A ∈ G i,e, sea A una S−acción fuertemente fiel. Mostraremos primero que
si un conjunto de generadores de A contiene un subconjunto linealmente independiente,
entonces tal conjunto de generadores contiene una base deA. Para ello, suponga queX ⊆ A
es un conjunto de generadores para A tal que existe E ⊆ A linealmente independiente con
E ⊆ X . Considere a la familia

F := {Z ⊆ A |E ⊆ Z ⊆ X y Z es linealmente independiente}

Observe que F ≠ ∅, pues E ∈ F . Sea ahora C ⊆ F una ⊆ −cadena. Como todo elemento
de C está contenido entre E y X , entonces E ⊆

⋃
C ⊆ X . Ahora bien, sean s, t ∈ S y

x, y ∈
⋃

C tales que tx = sy. Para x y y existen Z1, Z2 ∈ C tales que x ∈ Z1 y y ∈ Z2.
Como C es una ⊆ −cadena, puede suponerse que Z1 ⊆ Z2, de manera que x, y ∈ Z2.
Ahora bien, como Z2 es linealmente independiente, la igualdad tx = sy implica que t = s
y x = y. Por consiguiente

⋃
C es linealmente independiente y así

⋃
C ∈ F . De lo anterior

se sigue que si ordenamos a F mediante la contención, entonces toda ⊆ −cadena de F
tiene una cota superior, de modo que el Lema de Zorn garantiza la existencia de un Z0 ∈ F
el cuál es ⊆ −maximal. Observe que por definición de F , Z0 es un conjunto linealmente
independiente tal que E ⊆ Z0 ⊆ X . Veamos que A = ⟨Z0⟩: en efecto, si por el contrario
A ̸= ⟨Z0⟩, entonces existe a ∈ A = ⟨X⟩ tal que a /∈ ⟨Z0⟩. Puede escribirse a = s0x0 para
algunos S0 ∈ S y x0 ∈ X . Como a /∈ ⟨Z0⟩, entonces es claro que también x0 /∈ ⟨Z0⟩ y
por lo tanto x0 /∈ Z0. De ahí se desprende que Z0 ⊊ Z0 ∪ {x0}. Por otro lado, observe que
E ⊆ Z0∪{x0} ⊆ X . Más aún, sean s, t ∈ S y x, y ∈ Z0∪{x0} tales que tx = sy. Se tienen
los siguientes casos posibles:

1. x, y ∈ Z0.

2. x ∈ Z0 y y = x0.

3. x = x0 y y ∈ Z0.

4. x = x0 = y.

En el primer caso, como Z0 es linealmente independiente, la igualdad tx = sy implica que
t = s y x = y. El segundo caso no puede ocurrir, pues si x ∈ Z0 y y = x0, entonces la
igualdad tx = sy toma la forma tx = sx0, y como S es un grupo, entonces x0 = s−1tx ∈
⟨Z0⟩, contradicción. Análogamente se deduce que el tercer caso no puede ocurrir. Finalmente
en el cuarto caso la igualdad tx = sy se reescribe como tx0 = sx0, de donde el par (s, t)
es fuertemente A−fiel, pero como A es una S−acción fuertemente fiel, entonces s = t.
En cualquiera de los casos posibles, la igualdad tx = sy implica que s = t y x = y. Por
consiguiente Z0 ∪ {x0} es linealmente independiente y por lo tanto Z0 ∪ {x0} ∈ F con
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Z0 ⊊ Z0 ∪ {x0}, pero esto contradice la maximalidad de Z0. Por lo tanto A = ⟨Z0⟩ y en
consecuencia Z0 es una base de A. Esto exhibe que todo conjunto de generadores de A que
contiene un subconjunto linealmente independiente contiene también una base de A. Así
que para hacer ver que A tiene una base, solo será necesario exhibir que existe un conjunto
de generadores deA que contenga un subconjunto linealmente independiente, peroA es un
conjunto de generadores deA tal que cualquier subconjunto de la forma {a} es linealmente
independiente (ver Lema 7.4.12). De ahí que A posee una base y por lo tanto A es libre. En
consecuencia G ⊆ F y así F = G.

Teorema. 7.4.13. Si S es un grupo, entonces los siguientes enunciados son equivalentes para
una S−acción A:

1. A es libre.

2. Existe un conjunto X tal que A ∼= S(X).

3. A tiene una base categórica.

4. A es fuertemente fiel.

Demostración. Se sigue del Teorema 7.1.10 y del Corolario 7.4.9.
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CAPÍTULO 8

ACCIONES SIMÉTRICAS

Recordar que dado un grupoG, unG−conjunto es un par (X, ∗) dondeX es un conjunto no
vacío y ∗ : G×X −→ X es una función tal que para cada g, h ∈ G y cada x ∈ X , e∗x = x
y g ∗ (h ∗ x) = (gh) ∗ x. Esta noción es estudiada dentro del marco de la Teoría de Grupos
y sirve, entre otras cosas, para exhibir resultados fundamentales referentes a grupos finitos,
como por ejemplo, los Teoremas de Sylow. Observe que, de acuerdo a la Definición 2.1.2, un
G−conjunto no es otra cosa más que una acción sobre un grupo, de manera que todos los
resultados obtenidos hasta el momento sobre S−acciones son válidos también claramente
paraG−conjuntos. Sin embargo, las propiedades que un grupo posee permiten, para el caso
de losG−conjuntos, abordar conceptos tales como el de órbita, estabilizador, el Teorema de
Frobenius, etc. Dicho lo anterior, en este capítulo pretendemos generalizar, para el caso de
las S−acciones, algunas de las ideas clásicas existentes sobre G−conjuntos.

8.1. Acciones simétricas
Lema 8.1.1. Si A es una S−acción, entonces la relación sobre A definida por

x ∼ y ⇐⇒ y = sx para algún s ∈ S

es una relación reflexiva y transitiva.

Demostración. Está claro que para cada x ∈ A, x = ex, de manera que así x ∼ x y por lo
tanto ∼ es reflexiva. Ahora bien, si x ∼ y y y ∼ z, entonces existen s, t ∈ S tales que y = sx
y z = ty. De ahí que z = ty = t(sx) = (ts)x y por consiguiente x ∼ z. En consecuencia ∼
es transitiva.
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Observación 8.1.2. 1. Queda claro de la definición de ∼, que x ∼ y ⇐⇒ y ∈ ⟨x⟩ (la
subacción cíclica generada por x).

2. La relación ∼ no necesariamente es una relación simétrica. En efecto, considerar al mo-
noide Z4 := {[0], [1], [2], [3]} de clases residuales módulo 4 bajo el producto usual de
clases y también considerar a la Z4−acción regular Z4. En este caso, ⟨[2]⟩ = {[0], [2]}.
Ahora bien, [1] ∼ [2], pues [2] ∈ ⟨[1]⟩ = Z4, sin embargo, [2] ≁ [1], pues [1] /∈ ⟨[2]⟩.

A aquellas S−acciones para las cuáles la relación definida en el Lema 8.1.1 resulta ser una
relación simétrica se les da un nombre especial.

Definición 8.1.3. Se dice que una S−acción A es simétrica si la relación definida en el Lema
8.1.1 es una relación simétrica.

Ejemplo 8.1.4. Sea X un conjunto no vacío y para cada s ∈ S y x ∈ X hágase sx := x.
Con esto X es una S−acción. Más aún, X es una S−acción simétrica, pues en este caso, para
cada x ∈ X se tiene que ⟨x⟩ = {x}, y así que y ∈ ⟨x⟩ debe implicar que x = y, de donde
claramente se sigue que x ∈ ⟨y⟩. De esto se desprende que para cada monoide, siempre pueden
construirse acciones simétricas.

En lo sucesivo, ∼ siempre denotará a la relación definida en el Lema 8.1.1.

Teorema. 8.1.5. Los siguientes enunciados son equivalentes para un monoide S:

1. S es un grupo.

2. Toda S−acción es simétrica.

Demostración. 1) =⇒ 2) Suponga que S es un grupo y sea A una S−acción arbitraria. Si
x, y ∈ A son tales que x ∼ y, entonces y = sx para algún s ∈ S, de donde x = s−1y, y en
consecuencia y ∼ x. Por lo tanto A es simétrica.
2) =⇒ 1) Si toda S−acción es simétrica, en particular lo debe ser la S−acción regular SS.
Está claro que para cada g ∈ S ocurre que g ∈ ⟨e⟩ = S i,e, e ∼ g. Así que como SS es
simétrica, entonces para cada g ∈ S se tiene que g ∼ e, y por lo tanto para cada g ∈ S
existe s ∈ S tal que e = sg. De ahí que todo elemento del monoide S tiene un inverso
izquierdo, y por lo tanto el Teorema 1.2.13 garantiza que S es un grupo.

Definición 8.1.6. Sea A una S−acción y x ∈ A.

1. Al conjunto O(x) := {y ∈ A |x ∼ y} se le llama órbita de x en S.

2. Al conjunto Stab(x) := {s ∈ S | sx = x} se le llama estabilizador de x en S.
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Proposición 8.1.7. Si A es una S−acción, entonces para cada x ∈ A se tiene que:

1. O(x) = ⟨x⟩ (y por lo tanto toda órbita es una subacción).

2. Stab(x) es submonoide de S. Más aún, si S es un grupo, entonces Stab(x) es subgrupo
de S.

3. Si A es simétrica, entonces O(x) es una subacción simple.

Demostración. 1) Se tiene que

O(x) : = {y ∈ A |x ∼ y}
= {y ∈ A | y = sx para algún s ∈ S}
= {sx | s ∈ S}
= ⟨x⟩

2) Observe que Stab(x) es no vacío, pues claramente e ∈ Stab(x). Ahora bien, para s, t ∈
Stab(x) se tiene que (st)x = s(tx) = sx = x y por consiguiente st ∈ Stab(x). De ahí
que Stab(x) es submonoide de S. Más aún, suponga que S es un grupo. Entonces para
s ∈ Stab(x) la igualdad sx = x implica que s−1x = x y por lo tanto s−1 ∈ Stab(x). En
consecuencia Stab(x) es un subgrupo de S.
3) Suponga que A es una S−acción simétrica. Del primer inciso se sigue que O(x) = ⟨x⟩.
Ahora bien, sea B ≤ ⟨x⟩ y sea y ∈ B arbitrario. Entonces y ∈ ⟨x⟩, pero como A es simé-
trica, esto último implica que x ∈ ⟨y⟩, además, es claro que ⟨y⟩ ≤ B, luego x ∈ B y en
consecuencia ⟨x⟩ ≤ B. De ahí que B = ⟨x⟩ y por lo tanto ⟨x⟩ es simple.

Del Lema 8.1.1 y de la Definición 8.1.3, está claro que para acciones simétricas, la relación

x ∼ y ⇐⇒ y = sx para algún s ∈ S

es una relación de equivalencia. Más aún, observar que la órbita de un elemento es simple-
mente su clase de equivalencia con respecto de la relación ∼. Así, si A es una S−acción
simétrica, se tiene entonces que A =

⋃
x∈R

O(x) (unión disjunta de órbitas) donde R es un

sistema completo de representantes de la relación ∼.

Teorema. 8.1.8. Toda S−acción simétrica es completamente reducible.

Demostración. SeaA unaS−acción simétrica. Como en este tipo de acciones la relación∼ es
una relación de equivalencia, entonces puede escribirseA =

⋃
x∈R

O(x) dondeR es un sistema

completo de representantes de la relación∼. Además, del tercer inciso de la Proposición 8.1.7
se deduce que cada órbita es una subacción simple, por lo que {⟨x⟩ |x ∈ R} ⊆ Simp(A)
(véase Definición 4.2.1). De ahí que A =

⋃
x∈R

O(x) ⊆
⋃
Simp(A) y por consiguiente A es

completamente reducible.
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8.2. El Teorema órbita-estabilizador
Lema 8.2.1. Si A es una S−acción y x ∈ A, entonces la relación en S definida por:

(s, t) ∈ ϱx ⇐⇒ sx = tx

es una relación de equivalencia en S.

Demostración. Se sigue de observar los siguientes hechos:
Para cada s ∈ S, sx = sx.

La igualdad sx = tx implica claramente que tx = sx.

Las igualdades sx = tx y tx = rx, implican claramente que sx = rx.

Teorema. 8.2.2. Si S es un grupo, A es una S−acción y x ∈ A, entonces

(s, t) ∈ ϱx ⇐⇒ s−1t ∈ Stab(x).

Demostración. Se tiene que

(s, t) ∈ ϱx ⇐⇒ sx = tx

⇐⇒ (s−1t)x = x

⇐⇒ s−1t ∈ Stab(x)

Veamos cómo son las clases de equivalencia con respecto de la relación ϱx:

Proposición 8.2.3. Sea A una S−acción y x ∈ A fijo. Para cada s ∈ S denotemos por s a la
clase de equivalencia de s con respecto de la relación ϱx. Entonces s = {t ∈ S | sx = tx}. Más
aún, cuando S es un grupo se tiene que s = sStab(x) := {sr | r ∈ Stab(x)}.

Demostración. Observe que

s = {t ∈ S | (s, t) ∈ ϱx}
= {t ∈ S | sx = tx}

Ahora bien, si S es un grupo, entonces

s = {t ∈ S | sx = tx}
= {t ∈ S | (s−1t)x = x}
= {t ∈ S | s−1t ∈ Stab(x)}
= {t ∈ S | s−1t = r, r ∈ Stab(x)}
= {t ∈ S | t = sr, r ∈ Stab(x)}
= {sr | r ∈ Stab(x)}
= sStab(x)
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Teorema. 8.2.4. Sea A una S−acción y x ∈ A fijo. Entonces el conjunto
S

ϱx
:= {s | s ∈ S}

es una S−acción haciendo para cada s, t ∈ S, ts := ts. Más aún, O(x) ∼=
S

ϱx
.

Demostración. Para cada s, t ∈ S defínase ts := ts. Veamos que esta operación está bien
definida: si s = r y t ∈ S, entonces sx = rx, de donde t(sx) = t(rx) y por lo tanto
(ts)x = (tr)x. De ahí que (ts, tr) ∈ ϱx y así ts = tr. En consecuencia, la operación ts := ts

está bien definida. Más aún, es claro que con ella, el conjunto
S

ϱx
:= {s | s ∈ S} es una

S−acción. Considerar ahora a la función φ : O(x) −→ S

ϱx
dada por φ(sx) := s. Observar

que sx = tx ⇐⇒ (s, t) ∈ ϱx ⇐⇒ s = t. Esto implica que φ está bien definida y es
una función inyectiva. Además, está claro que φ es sobreyectiva y por consiguiente φ es un

isomorfismo de acciones. De ahí queO(x) ∼=
S

ϱx
. En particular, la subacción cíclica generada

por x (que coincide con O(x)) tiene tantos elementos como el conjunto cociente
S

ϱx
.

Recordar que todo subgrupo de un grupo S induce una relación de equivalencia en S. Más
precisamente, si H es un subgrupo del grupo S, la relación

(s, t) ∈ ρH ⇐⇒ s−1t ∈ H

es una relación de equivalencia en S tal que para cada s ∈ S, sH := {sh |h ∈ H} es la
clase de equivalencia de s con respecto de la relación ρH . Al cardinal del conjunto cociente
S

H
:=

S

ρH
= {sH | s ∈ S} se le conoce como el índice de H en S y se le denota como

[S : H].
El siguiente resultado, clásico dentro de la Teoría de Grupos, muestra que hay una estrecha
relación entre la órbita de un elemento y su estabilizador.

Teorema. 8.2.5. (Órbita-Estabilizador) Sean S un grupo, A una S−acción y x ∈ A fijo.
Entonces |O(x)| = [S : Stab(x)].

Demostración. Del Teorema 8.2.2 se deduce que la relación ϱx y la relación ρStab(x) inducida

por el subgrupo Stab(x) son iguales, de manera que entonces
S

Stab(x)
=

S

ϱx
. Ahora bien,

según el Teorema 8.2.4, se tiene que O(x) ∼=
S

ϱx
, y por consiguiente |O(x)| =

∣∣∣∣ Sϱx
∣∣∣∣ =∣∣∣∣ S

Stab(x)

∣∣∣∣ = [S : Stab(x)].
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Corolario 8.2.6. Sea A una S−acción simétrica y finita. Si R es un sistema completo de
representantes de la relación ∼, entonces:

1. |A| =
∑
x∈R

∣∣∣∣ Sϱx
∣∣∣∣.

2. |A| =
∑
x∈R

[S : Stab(x)], si S es un grupo.

Demostración. Como A es una S−acción simétrica, entonces la relación ∼ es una relación
de equivalencia en A, de manera que si R es un sistema completo de representantes de ∼,
entonces puede escribirseA =

⋃
x∈R

O(x) (unión disjunta). Así, de queA es finita se sigue que

|A| =
∣∣∣∣ ⋃
x∈R

O(x)

∣∣∣∣ = ∑
x∈R

|O(x)| =
∑
x∈R

∣∣∣∣ Sϱx
∣∣∣∣. Ahora bien, cuando S es un grupo la igualdad

anterior toma la forma |A| =
∣∣∣∣ ⋃
x∈R

O(x)

∣∣∣∣ = ∑
x∈R

|O(x)| =
∑
x∈R

[S : Stab(x)].

8.3. Un Teorema de Frobenius
Lema 8.3.1. Sea A una S−acción simétrica y finita. Si R es un sistema completo de represen-
tantes de ∼, entonces:

1. Para cada x ∈ A,
∑

y∈O(x)

1

|O(y)|
= 1.

2.
∑
x∈A

1

|O(x)|
= |R|.

Demostración. Sea x ∈ A arbitrario. Si y ∈ O(x) = ⟨x⟩, de que A es simétrica se sigue que
x ∈ ⟨y⟩ = O(y) y por lo tanto ⟨y⟩ ≤ ⟨x⟩ ≤ ⟨y⟩. De ahí que ⟨x⟩ = ⟨y⟩ i,e, O(x) = O(y).

Así que
∑

y∈O(x)

1

|O(y)|
=

∑
y∈O(x)

1

|O(x)|
=

1

|O(x)|
∑

y∈O(x)

1 =
1

|O(x)|
|O(x)| = 1. Ahora

bien, suponga que R = {x1, x2, ..., xn}. Entonces A =
n⋃
k=1

O(xk) (unión disjunta). Así,

como la suma
∑
x∈A

1

|O(x)|
es sobre todos los elementos de A, podemos primero calcular la

suma sobre cada órbita y después sumar todos los resultados i,e, se tiene que
∑
x∈A

1

|O(x)|
=

n∑
k=1

∑
y∈O(xk)

1

|O(y)|
=

n∑
k=1

1 = n = |R|.
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Definición 8.3.2. Si A es una S−acción y s ∈ S, al conjunto

As := {x ∈ A | sx = x}

se le llama conjunto de puntos fijos de s.

Teorema. 8.3.3. Sea S un monoide finito. Si A es una S−acción finita, entonces∑
s∈S

|As| =
∑
x∈A

|Stab(x)|.

Demostración. La técnica principal a usar en esta demostración consiste en calcular de dos
formas distintas al cardinal del conjunto T := {(s, x) ∈ S × A | sx = x}. Hacer esto nos
conducirá al resultado deseado. Dicho lo anterior, la primera forma de calcular |T| es exhi-
biendo que T =

⋃
s∈S

({s}×As). En efecto, si (t, x) ∈ T, entonces tx = x y por consiguiente

x ∈ At. De ahí que (t, x) ∈ {t}×At ⊆
⋃
s∈S

({s}×As) y por lo tanto T ⊆
⋃
s∈S

({s}×As). Por

otra parte, para cada s ∈ S ocurre que {s} × As = {(s, x) |x ∈ As} = {(s, x) | sx =
x} ⊆ T. De ahí que

⋃
s∈S

({s} × As) ⊆ T y en consecuencia T =
⋃
s∈S

({s} × As). No

es difícil ver que la unión que aparece en esta igualdad es una unión disjunta, así |T| =∣∣∣∣ ⋃
s∈S

({s} × As)

∣∣∣∣ =
∑
s∈S

|{s} × As| =
∑
s∈S

|As| i,e, |T| =
∑
s∈S

|As|. La segunda manera de

calcular a |T| es mostrando que T =
⋃
x∈A

(Stab(x) × {x}). Verificar esta igualdad es total-

mente similar a exhibir que T =
⋃
s∈S

({s}×As) y por eso se omite. Ahora bien, es claro que

la unión que aparece en la igualdad T =
⋃
x∈A

(Stab(x) × {x}) es una unión disjunta, luego

|T| =
∣∣∣∣ ⋃
s∈S

(Stab(x)× {x})
∣∣∣∣ = ∑

s∈S

|Stab(x)×{x}| =
∑
s∈S

|Stab(x)| i,e, |T| =
∑
s∈S

|Stab(x)|.

Por consiguiente
∑
s∈S

|As| =
∑
x∈A

|Stab(x)|.

El siguiente resultado es atribuido a F.G. Frobenius y establece una relación entre el cardinal
de un grupo finito, el número de órbitas de una acción finita y los cardinales de cada conjunto
de puntos fijos.

Teorema. 8.3.4. (Frobenius) Sean S un grupo finito y A una S−acción finita. Si R es un
sistema completo de representantes de la relación ∼, entonces

1

|S|
∑
s∈S

|As| = |R|.
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Demostración. Del Teorema 8.3.3 se sigue que
∑
s∈S

|As| =
∑
x∈A

|Stab(x)|. Ahora bien, el Teo-

rema 8.2.5 (Órbita-Estabilizador) asegura que para cada x ∈ A, |O(x)| = [S : Stab(x)], pero

como S es un grupo finito, esta última igualdad toma la forma |O(x)| = |S|
|Stab(x)|

, de donde

se desprende que |Stab(x)| = |S|
|O(x)|

. De este modo se tiene que
∑
s∈S

|As| =
∑
x∈A

|Stab(x)| =

∑
x∈A

|S|
|O(x)|

= |S|
∑
x∈A

1

|O(x)|
, pero como sobre un grupo toda acción es simétrica (véase

Teorema 8.1.5), entonces del segundo inciso del Lema 8.3.1 se sigue que
∑
s∈S

|As| = |S||R|.

Finalmente, al hacer un simple despeje obtenemos la igualdad deseada.
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CAPÍTULO 9

LA CATEGORÍA S-ACT

En el presente capítulo consideramos a la clase de todas las S−acciones, que, junto con
los S−morfismos, darán lugar a una categoría que será denotada por S − Act. Después,
estableceremos algunas de las propiedades que tal categoría posee.

9.1. Las S-acciones y los S-morfismos forman una cate-
goría

Considere lo siguiente:

Denótese por S a la clase de todas las S−acciones.

Para cada A,B ∈ S sea

Hom(A,B) := {f : A −→ B | f es un S−morfismo}

Para cada A ∈ S sea idA la función identidad.

Sea ◦ la composición usual entre funciones.

De que la composición de dos S−morfismos es de nuevo un S−morfismo, de que la función
identidad es siempre un S−morfismo y de que la composición usual entre funciones es
asociativa, se desprende que todo lo anterior da lugar a una categoría que será denotada por
S − Act y que será llamada la categoría de S−acciones.

Definición 9.1.1. Sea A una categoría. Una subcategoría B de A consiste de

Una subclase Ob(B) de la clase Ob(A).

123



CAPÍTULO 9. LA CATEGORÍA S-ACT

Para cada X, Y ∈ Ob(B) un conjunto HomB(X, Y ).

Además, para cada X, Y, Z ∈ Ob(B) se ha de verificar que

1. HomB(X, Y ) ⊆ HomA(X, Y ).

2. idX ∈ HomB(X,X).

3. Si f ∈ HomB(X, Y ) y g ∈ HomB(Y, Z) entonces gf ∈ HomB(X,Z)

Se prueba sin dificultad que las siguientes son subcategorías de S − Act:

1. (S − Act)0. En este caso, se considera a la clase de todas las S−acciones con un
único elemento cero, y para cualesquiera A y B dos de tales acciones, se considera a
Hom(A,B) tal como se definió en S−Act. Adicionalmente, el Lema 3.3.1 afirma que
cualquier S−morfismo de A en B manda el elemento cero de A en el elemento cero
de B.

2. S−Act0. Aquí, se considera a la clase de aquellas S−acciones con un único elemento
cero para las cuales existe un s ∈ S que anula a todos sus elementos i,e, se considera a
la clase de todas las S−acciones A con único elemento cero, digamos θA, para las que
existe s ∈ S tal que sa = θA para cada a ∈ A. Si A y B son dos de tales S−acciones,
Hom(A,B) se define como en S − Act. No es difícil ver que de hecho, S − Act0 es
una subcategoría de (S − Act)0.

9.2. Productos y coproductos en S-Act
El siguiente Teorema exhibe que toda familia no vacía de S−acciones tiene un producto en
S − Act.

Teorema. 9.2.1. Sea (Ai)i∈I una familia no vacía de S−acciones y considere al conjunto∏
i∈I
Ai := {f : I −→

⋃
i∈I
Ai | f(i) ∈ Ai para cada i ∈ I}

Entonces:

1.
∏
i∈I
Ai es una S−acción, definiendo para cada s ∈ S y cada f ∈

∏
i∈I
Ai a la función

sf : I −→
⋃
i∈I
Ai dada por (sf)(i) := sf(i).

2. Para cada j ∈ I , la función πj :
∏
i∈I
Ai −→ Aj dada por πj(f) := f(j) es un

S−morfismo.

3. La familia
{ ∏
i∈I
Ai

πj // Aj

}
j∈I

es un producto en S − Act para la familia (Ai)i∈I .
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Demostración. 1) Sean s, t ∈ S y f ∈
∏
i∈I
Ai. Se tiene que sf ∈

∏
i∈I
Ai, pues para cada i ∈ I ,

f(i) ∈ Ai, luego sf(i) ∈ Ai y así (sf)(i) ∈ Ai. Ahora bien, no es difícil ver que ef = f .
Más aún, para cada i ∈ I ocurre que [s(tf)](i) = s((tf)(i)) = s(tf(i)) = (st)f(i) =
[(st)f ](i) i,e, [s(tf)](i) = [(st)f ](i). De ahí que s(tf) = (st)f y por consiguiente

∏
i∈I
Ai es

una S−acción.
2) Sea j ∈ I arbitrario y considere a la función πj :

∏
i∈I
Ai −→ Aj dada por πj(f) := f(j).

Se tiene que πj(sf) := (sf)(j) := sf(j) = sπj(f). En consecuencia πj es un S−morfismo.

3) Sea
{
P

fj // Aj

}
j∈I

una familia arbitraria de S−morfismos y para cada p ∈ P defínase

a la función φp : I −→
⋃
i∈I
Ai como φp(j) := fj(p). Está claro que cada φp ∈

∏
i∈I
Ai. Ahora

bien, considere a la función Φ : P −→
∏
i∈I
Ai definida por Φ(p) := φp. Observe que si s ∈ S

y p ∈ P , entonces para cada j ∈ I se tiene que φsp(j) := fj(sp) = sfj(p) = sφp(j) =
(sφp)(j) i,e, φsp(j) = (sφp)(j). De ahí que φsp = sφp. De esto se sigue que Φ(sp) = sΦ(p)
y por consiguiente Φ es un S−morfismo. Más aún, para cada j ∈ I y cada p ∈ P se tiene
que πj(Φ(p)) = πj(φp) := φp(j) = fj(p) i,e, (πjΦ)(p) = fj(p). En consecuencia fj = πjΦ.
De esto se desprende que para cada j ∈ I el diagrama

P
fj //

Φ

��

Aj

∏
i∈I
Ai

πj

EE

es conmutativo. Para concluir, suponga que Ψ : P −→
∏
i∈I
Ai es otro S−morfismo tal que

para cada j ∈ I , fj = πjΨ . Para p ∈ P arbitrario se tiene que Ψ(p)(j) = πj(Ψ(p)) =
fj(p) = πj(Φ(p)) = Φ(p)(j) i,e,Ψ(p)(j) = Φ(p)(j) para cada j ∈ I . De ahí queΨ(p) = Φ(p)

para cada p ∈ P y por consiguiente Ψ = Φ. En consecuencia
{ ∏
i∈I
Ai

πj // Aj

}
j∈I

es un

producto en S − Act para la familia (Ai)i∈I .

Definición 9.2.2. Si (Ai)i∈I es una familia de S−acciones, a la S−acción
∏
i∈I
Ai definida en

el Teorema anterior se le llama S−acción producto, y a cada S−morfismo πj :
∏
i∈I
Ai −→ Aj

se le llama S−morfismo proyección.

Con respecto al coproducto de una familia de S−acciones tenemos el siguiente resultado.
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Teorema. 9.2.3. Sea (Ai)i∈I una familia no vacía de S−acciones y sea
∐
i∈I
Ai la S−acción de

la Definición 7.3.1. Entonces:

1. Para cada j ∈ I , la función σj : Aj −→
∐
i∈I
Ai definida como σj(a) := (a, j) es un

S−morfismo.

2. La familia
{
Aj

σj //
∐
i∈I
Ai

}
j∈I

es un coproducto en S − Act para la familia (Ai)i∈I .

Demostración. Sea j ∈ I arbitrario y considere a la función σj : Aj −→
∐
i∈I
Ai definida

como σj(a) := (a, j). Se tiene que σj(sa) := (sa, j) = s(a, j) = sσj(a) y por lo tanto σj
es un S−morfismo. Ahora, sea

{
Aj

fj // Q
}
j∈I

una familia arbitraria de S−morfismos.

Defínase a la función Σ :
∐
i∈I
Ai −→ Q como Σ(a, j) := fj(a). Observar que Σ(s(a, j)) =

Σ(sa, j) := fj(sa) = sfj(a) = sΣ(a, j). Por lo tanto Σ es un S−morfismo. Ahora bien,
si j ∈ I y a ∈ Aj son cualesquiera, entonces Σ(σj(a)) = Σ(a, j) := fj(a), de donde
fj = Σσj . Así, para cada j ∈ I el diagrama

Aj
fj //

σj

��

Q

∐
i∈I
Ai

Σ

EE

es conmutativo. Finalmente, sea Ω :
∐
i∈I
Ai −→ Q un S−morfismo con la propiedad de

que para cada j ∈ I , fj = Ωσj . Entonces se tiene que Ω(a, j) = Ω(σj(a)) = fj(a) =

Σ(σj(a)) = Σ(a, j). De ahí que Ω = Σ y por consiguiente la familia
{
Aj

σj //
∐
i∈I
Ai

}
j∈I

es un coproducto en S − Act para (Ai)i∈I .

Teorema. 9.2.4. Sean (Ai)i∈I una familia de S−acciones y B una S−acción. Entonces hay
una biyección entre los conjuntos Hom(

∐
i∈I
Ai, B) y

∏
i∈I
Hom(Ai, B).

Demostración. Sea f :
∐
i∈I
Ai −→ B un S−morfismo arbitrario. Note que para cada j ∈ I , el

S−morfismo composición Aj
σj //

∐
i∈I
Ai

f // B pertenece al conjuntoHom(Aj, B). Con

esto en mente, sea f : I −→
⋃
i∈I
Hom(Ai, B) la función definida por f(j) := fσj . Entonces

para cada j ∈ I ocurre que f(j) ∈ Hom(Aj, B) y por consiguiente f ∈
∏
i∈I
Hom(Ai, B).
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Considere ahora a la función Γ : Hom(
∐
i∈I
Ai, B) −→

∏
i∈I
Hom(Ai, B) dada por Γ(f) := f .

Veamos que Γ es una biyección: suponga que f, g ∈ Hom(
∐
i∈I
Ai, B) son tales que Γ(f) =

Γ(g). Entonces f = g y por lo tanto para cada j ∈ I , f(j) = g(j) i,e, fσj = gσj . Ahora
bien, como

{
Aj

σj //
∐
i∈I
Ai

}
j∈I

es un coproducto para (Ai)i∈I , entonces para la familia{
Aj
fσj=gσj// B

}
j∈I

existe un único S−morfismo α tal que para cada j ∈ I el siguiente dia-
grama es conmutativo:

Aj
fσj=gσj //

σj

��

B

∐
i∈I
Ai

α

EE

Está claro que f y g hacen conmutativo al diagrama anterior, de manera que la unicidad
de α implica que f = g. En consecuencia Γ es inyectiva. Ahora, para F ∈

∏
i∈I
Hom(Ai, B)

arbitraria se tiene que para cada j ∈ I , F (j) ∈ Hom(Aj, B). Así, puede tomarse en cuenta

a la familia
{
Aj

F ((j) // B
}
j∈I

, y de nuevo, al ser
{
Aj

σj //
∐
i∈I
Ai

}
j∈I

un coproducto para

(Ai)i∈I , existe un único S−morfismo f tal que para cada j ∈ I el diagrama

Aj
F (j) //

σj

��

B

∐
i∈I
Ai

f

EE

conmuta i,e, F (j) = fσj . De ahí que para cada j ∈ I , Γ(f)(j) := f(j) := fσj = F (j) y
por lo tanto Γ(f) = F . Por consiguiente Γ es sobreyectiva y con ello una biyección.

Es de notar que la demostración del Teorema 9.2.4 solo depende de la propiedad universal
que poseen los coproductos, así, este resultado puede ser generalizado a cualquier categoría
que tenga coproductos. Un teorema similar puede establecerse para el caso de los productos,
como a continuación se muestra.
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Teorema. 9.2.5. Sean (Bi)i∈I una familia de S−acciones y A una S−acción. Entonces hay
una biyección entre los conjuntos Hom(A,

∏
i∈I
Bi) y

∏
i∈I
Hom(A,Bi).

Demostración. Sea f : A −→
∏
i∈I
Bi un S−morfismo arbitrario. Note que para cada j ∈ I , el

S−morfismo composición A
f //

∏
i∈I
Bi

πj // Bj pertenece al conjuntoHom(A,Bj). Con

esto en mente, sea f : I −→
⋃
i∈I
Hom(A,Bi) la función definida por f(j) := πjf . Entonces

para cada j ∈ I ocurre que f(j) ∈ Hom(A,Bj) y por consiguiente f ∈
∏
i∈I
Hom(A,Bi).

Considere ahora a la función Υ : Hom(A,
∏
i∈I
Bi) −→

∏
i∈I
Hom(A,Bi) dada por Υ(f) := f .

Exhibir que Υ es una biyección es totalmente análogo a lo hecho en la demostración del
Teorema 9.2.4 pero ahora usando la propiedad universal del producto.

Probaremos a continuación, que cualquier familia no vacía de acciones en (S −Act)0 tiene
un coproducto en (S−Act)0. De hecho, la manera de construir al coproducto para este tipo
de acciones, es, de cierta forma, similar al caso de los módulos.

Teorema. 9.2.6. Sea (Ai)i∈I una familia no vacía de S−acciones en (S − Act)0y para cada
f ∈

∏
i∈I
Ai defínase Sop(f) := {i ∈ I | f(i) ̸= θAi

}. Entonces:

1.
∏
i∈I
Ai ∈ (S − Act)0.

2. El conjunto
⊎
i∈I

Ai :=
{
f ∈

∏
i∈I
Ai | |Sop(f)| ≤ 1

}
es subacción de

∏
i∈I
Ai.

3. Para cada j ∈ I la función ςj : Aj −→
⊎
i∈I

Ai que asigna a cada a ∈ Aj a la función

ςj(a)(i) :=

{
θAi

si i ̸= j.
a si i = j.

es un S−morfismo.

4. La familia
{
Aj

ςj //
⊎
i∈I

Ai

}
j∈I

es un coproducto en (S−Act)0 para la familia (Ai)i∈I .

Demostración. 1) Para cada i ∈ I denótese por θAi
al único cero de Ai y considere a la

función Θ : I −→
⋃
i∈I
Ai dada por Θ(i) := θAi

. Está claro que Θ ∈
∏
i∈I
Ai. Más aún, no

es difícil ver que Sop(Θ) = ∅. Ahora bien, para cada s ∈ S y cada i ∈ I se tiene que
(sΘ)(i) := sΘ(i) = sθAi

= θAi
= Θ(i) y por consiguiente sΘ = Θ. De ahí que Θ es

elemento cero de
∏
i∈I
Ai. Por otro lado, suponga queΘ′ es otro elemento cero de

∏
i∈I
Ai. Veamos
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que para cada i ∈ I , Θ′(i) = θAi
: en efecto, fíjese a i ∈ I y sea s ∈ S arbitrario. Como Θ′ es

elemento cero de
∏
i∈I
Ai, entonces sΘ′ = Θ′ y en consecuencia Θ′(i) = (sΘ′)(i) := sΘ′(i)

i,e, Θ′(i) = sΘ′(i). De ahí que Θ′(i) es elemento cero de Ai y por lo tanto Θ′(i) = θAi
.

Se desprende de lo anterior que Θ = Θ′ y así
∏
i∈I
Ai tiene un único elemento cero. Por

consiguiente
∏
i∈I
Ai ∈ (S − Act)0.

2) Sean f ∈
∏
i∈I
Ai y s ∈ S arbitrarios. Si i ∈ Sop(sf), entonces sf(i) ̸= θAi

y por lo tanto

f(i) ̸= θAi
. De ahí que i ∈ Sop(f) y así Sop(sf) ⊆ Sop(f). Ahora, observe que

⊎
i∈I

Ai es

no vacío, pues para Θ : I −→
⋃
i∈I
Ai definida como Θ(i) := θAi

se tiene que Sop(Θ) = ∅,

y así |Sop(Θ)| = |∅| = 0 ≤ 1. En consecuencia Θ ∈
⊎
i∈I

Ai. Por otro lado, si suponemos

que f ∈
⊎
i∈I

Ai, entonces Sop(sf) ⊆ Sop(f) con |Sop(f)| ≤ 1, luego |Sop(sf)| ≤ 1 y por

consiguiente sf ∈
⊎
i∈I

Ai. De ahí que
⊎
i∈I

Ai ≤
∏
i∈I
Ai. Más aún, como Θ es el único elemento

cero de
∏
i∈I
Ai y Θ ∈

⊎
i∈I

Ai, está claro entonces que Θ es también el único elemento cero de⊎
i∈I

Ai. Por lo tanto
⊎
i∈I

Ai ∈ (S − Act)0.

3) Sea j ∈ I arbitrario y considere a la función ςj : Aj −→
⊎
i∈I

Ai que asigna a cada a ∈ Aj

a la función

ςj(a)(i) :=

{
θAi

si i ̸= j.
a si i = j.

Observe primero que para cada a ∈ Aj la función ςj(a) es nula quizá excepto en el valor
j, así Sop(ςj(a)) ⊆ {j} y por lo tanto ςj(a) ∈

⊎
i∈I

Ai. De ahí que ςj está bien definida, en

el sentido de que manda elementos de Aj en elementos de
⊎
i∈I

Ai. Ahora bien, sean a ∈ Aj ,

s ∈ S e i ∈ I arbitrarios. Si i ̸= j, entonces ςj(sa)(i) := θAi
mientras que (sςj(a))(i) :=

sςj(a)(i) = sθAi
= θAi

. Por lo tanto ςj(sa)(i) = (sςj(a))(i). En el caso en que i = j se
tiene que ςj(sa)(j) := sa y (sςj(a))(j) := sςj(a)(j) = sa i,e, ςj(sa)(i) = (sςj(a))(i). Por
consiguiente para cada i ∈ I se verifica que ςj(sa)(i) = (sςj(a))(i) y así ςj(sa) = sςj(a).
Por lo tanto ςj es un S−morfismo.

4) Sea Q ∈ (S − Act)0 y
{
Aj

fj // Q
}

una familia de S−morfismos. Denotemos por θQ
al elemento cero de Q y defínase a la función φ :

⊎
i∈I

Ai −→ Q como sigue:
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φ(f) :=

{
θQ si Sop(f) = ∅.

fj(f(j)) si Sop(f) = {j}.

Veamos que φ es un S−morfismo: en efecto, sean s ∈ S y f ∈
⊎
i∈I

Ai. Si Sop(f) = ∅, de que

Sop(sf) ⊆ Sop(f) se sigue que Sop(sf) = ∅ y por lo tanto φ(sf) = θQ = sθQ = sφ(f). Si
Sop(f) = {j} para algún j ∈ I , de que Sop(sf) ⊆ Sop(f) se desprende que Sop(sf) = ∅
ó Sop(sf) = {j}. Si ocurre que Sop(sf) = ∅, entonces sf(j) = θAj

(pues de lo contrario
j ∈ Sop(sf) = ∅). Así que φ(sf) := θQ = fj(θAj

) = fj(sf(j)) = sfj(f(j)) = sφ(f).
Para el caso en que Sop(sf) = {j} se tiene que φ(sf) := fj((sf)(j)) = fj(sf(j)) =
sfj(f(j)) = sφ(f). En cualquiera de los casos se verifica la igualdad φ(sf) = sφ(f) y
por consiguiente φ es un S−morfismo. Por otro lado, sean j ∈ I y a ∈ Aj arbitrarios. Si
a = θAj

, entonces Sop(ςj(a)) = ∅ y así φ(ςj(θAj
)) := θQ = fj(θAj

). Si a ̸= θAj
, entonces

Sop(ςj(a)) = {j} y por lo tanto φ(ςj(a)) := fj(ςj(a)(j)) = fj(a). De todo lo anterior se
deduce que para cada a ∈ Aj , φ(ςj(a)) = fj(a) y en consecuencia fj = φςj . Tenemos
entonces que para cada j ∈ I el diagrama

Aj
fj //

ςj

��

Q

⊎
i∈I

Ai

φ

FF

es conmutativo. Para terminar, suponga que ψ :
⊎
i∈I

Ai −→ Q es otro S−morfismo tal que

fj = ψςj para cada j ∈ I . Sea f ∈
⊎
i∈I

Ai. Si f = Θ (el elemento cero de
⊎
i∈I

Ai), entonces

ψ(f) = θQ = φ(f) i,e, ψ(f) = φ(f). Cuando f ̸= Θ se tiene que Sop(f) ̸= ∅ y por lo
tanto Sop(f) = {j} para algún j ∈ I . Afirmamos que f = ςj(f(j)): en efecto, tómese
i ∈ I . Si i ̸= j, entonces i /∈ Sop(f) y así f(i) = θAi

. Por otro lado ςj(f(j))(i) := θAi
.

Luego, en este caso f(i) = ςj(f(j))(i). Si i = j, entonces ςj(f(j))(j) := f(j). En definitiva,
ocurre que para cada i ∈ I , f(i) = ςj(f(j))(i) y por consiguiente f = ςj(f(j)). Luego de
exhibir esto, se tiene que ψ(f) = ψ(ςj(f(j))) = fj(f(j)) = φ(f). Por lo tanto la igualdad
ψ(f) = φ(f) se verifica para cada f ∈

⊎
i∈I

Ai y así ψ = φ. Se concluye de esta manera que{
Aj

ςj //
⊎
i∈I

Ai

}
j∈I

es un coproducto en (S − Act)0 para la familia (Ai)i∈I .

Definición 9.2.7. Si f ∈
∏
i∈I
Ai, al conjunto Sop(f) := {i ∈ I | f(i) ̸= θAi

} se le llama

soporte de f .
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Así
⊎
i∈I

Ai es la colección de aquellos miembros de
∏
i∈I
Ai que tienen soporte con a lo más un

elemento.

9.3. Producto y coproducto de S-morfismos
Puede aprovecharse la propiedad universal que poseen los productos y coproductos en una
categoría para establecer lo que se entiende por producto y coproducto de una familia de
morfismos.

Teorema. 9.3.1. Sea
{
Ai

fi // Bi

}
i∈I

una familia de S−morfismos indexada por el con-
junto no vacío I .

1. Si
{ ∏
i∈I
Ai

πj // Aj

}
j∈I

y
{ ∏
i∈I
Bi

π′
j // Bj

}
j∈I

son las familias de S−morfismos que

se construyen en el Teorema 9.2.1, entonces existe un único S−morfismo φ tal que para
cada j ∈ I el siguiente diagrama es conmutativo:

∏
i∈I
Ai

φ //

πj

��

∏
i∈I
Bi

π′
j

��
Aj fj

// Bj

2. Si
{
Aj

σj //
∐
i∈I
Ai

}
j∈I

y
{
Bj

σ′
j //

∐
i∈I
Bi

}
j∈I

son las familias de S−morfismos que

se construyen en el Teorema 9.2.3, entonces existe un único S−morfismo ψ tal que para
cada j ∈ I el siguiente diagrama es conmutativo:

Aj
fj //

σj

��

Bj

σ′
j

��∐
i∈I
Ai ψ

//
∐
i∈I
Bi

Demostración. Solo se exhibirá el primer inciso, pues la prueba del segundo requiere un ar-

gumento análogo: considere a la familia de S−morfismos
{ ∏
i∈I
Ai

fjπj // Bj

}
j∈I

. Puesto que
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{ ∏
i∈I
Bi

πj // Bj

}
j∈I

es un producto para la familia (Bj)j∈I , existe un único S−morfismo

φ tal que para cada j ∈ I el diagrama∏
i∈I
Ai

fjπj //

φ

��

Bj

∏
i∈I
Bi

π′
j

EE

es conmutativo, pero esto es lo mismo a que el diagrama∏
i∈I
Ai

φ //

πj

��

∏
i∈I
Bi

π′
j

��
Aj fj

// Bj

conmute. Más aún, de esto se sigue que para cada f ∈
∏
i∈I
Ai y cada j ∈ I , φ(f)(j) =

π′
j(φ(f)) = fj(πj(f)) = fj(f(j)) i,e, φ(f)(j) = fj(f(j)).

Definición 9.3.2. Denotamos por
∏
i∈I
fi y

∐
i∈I
fi, respectivamente, a los S−morfismos φ y ψ

que aparecen en el Teorema anterior y los llamanos S−morfismo producto y S−morfismo
coproducto, correspondientemente.

Observación 9.3.3. Suponga que
{
Ai

fi // Bi
gi // Ci

}
i∈I

es una familia deS−morfismos

indexada por el conjunto no vacío I . Si para cada i ∈ I la sucesión Ai
fi // Bi

gi // Ci es
Rees-exacta, entonces no necesariamente la sucesión

∏
i∈I
Ai

∏
i∈I

fi

//
∏
i∈I
Bi

∏
i∈I

gi

//
∏
i∈I
Ci

es Rees-exacta. Para ver esto, considere al monoide (Z, ·) y a las sucesiones Z idZ // Z 0 // Z
y Z 0 // Z idZ // Z de (Z, ·)−morfismos. Estas sucesiones son Rees-exactas, pues se tiene que
Kim(idZ) = Z×Z = Ker(0) y Kim(0) = ∆Z = Ker(idZ). Ahora bien, considere a la sucesión

Z× Z f // Z× Z g // Z× Z con f := idZ×0 y g := 0×idZ. En este caso, se tiene que para
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cada (a, b) ∈ Z× Z, f(a, b) = (idZ(a), 0(b)) = (a, 0) y g(a, b) = (0(a), idZ(b)) = (0, b) i,e,
f(a, b) = (a, 0) y g(a, b) = (0, b). Así, observe que ((5, 3), (6, 3)) ∈ Ker(g), pues g(5, 3) =
(0, 3) = g(6, 3), pero como (5, 3) ̸= (6, 3) y además ninguno de los pares (5, 3) y (6, 3)
pertenece a la imagen de f , entonces ((5, 3), (6, 3)) /∈ Kim(f) y por lo tanto Kim(f) ̸= Ker(g).

De ahí que la sucesión Z× Z f // Z× Z g // Z× Z no es Rees-exacta.

9.4. Pullbacks y pushouts en S-Act

A continuación determinaremos condiciones necesarias y suficientes para que un par de
S−morfismos con el mismo codominio tenga un pullback en S − Act.

Teorema. 9.4.1. El par de S−morfismos A

f
��

B g
// C

tiene un pullback en S − Act si y solo

si el conjunto E := {(a, b) ∈ A×B | f(a) = g(b)} es no vacío.

Demostración. Suponga que el siguiente es un diagrama pullback en S − Act:

E
α //

β

��

A

f

��
B g

// C

Entonces, en particular ocurre que fα = gβ y así para cada x ∈ E, f(α(x)) = g(β(x)). Por
lo tanto {(α(x), β(x)) |x ∈ E} ⊆ E y en consecuencia E ̸= ∅. Y viceversa, suponga que
E ̸= ∅. En este caso E es subacción de la S−acción producto A × B. En efecto, para cada
s ∈ S y (a, b) ∈ E se tiene que f(sa) = sf(a) = sg(b) = g(sb) y en consecuencia s(a, b) :=
(sa, sb) ∈ E. Por consiguiente E ≤ A × B. Ahora bien, no es difícil ver que las funciones
u : E −→ A y v : E −→ B definidas por u(a, b) := a y v(a, b) := b son S−morfismos.
Más aún, para cada (a, b) ∈ E se tiene que f(u(a, b)) = f(a) = g(b) = g(v(a, b)) y así
fu = gv. Suponga que p : D −→ A y q : D −→ B son dos S−morfismos tales que
fp = gq. Entonces para cada d ∈ D ocurre que f(p(d)) = g(q(d)) y por consiguiente
(p(d), q(d)) ∈ E. De esto se sigue que tiene sentido considerar a la función φ : D −→ E
definida por φ(d) := (p(d), q(d)). Observe que φ(sd) := (p(sd), q(sd)) = (sp(d), sq(d)) =
s(p(d), q(d)) = sφ(d) y por lo tanto φ es un S−morfismo. Más aún, para cada d ∈ D se
tiene que u(φ(d)) = u(p(d), q(d)) := p(d) y v(φ(d)) = v(p(d), q(d)) := q(d), de ahí que
p = uφ y q = vφ. Por consiguiente el diagrama
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D
φ

  

p

!!

q

��

E u //

v

��

A

f

��
B g

// C

es conmutativo. Ahora, si ψ : D −→ E es otro S−morfismo para el que p = uψ y q = vψ,
entonces para d ∈ D se tiene que ψ(d) es un par ordenado cuya coordenada enA viene dada
por u(ψ(d)) y cuya coordenada en B es v(ψ(d)). De ahí que ψ(d) = (u(ψ(d)), v(ψ(d))),
pero como p = uψ y q = vψ, entonces ψ(d) = (p(d), q(d)) = φ(d) y por lo tanto ψ = φ.
Se concluye así que

E
u //

v

��

A

f

��
B g

// C

es un diagrama pullback.

Ejemplo 9.4.2. Sea S cualquier monoide y X un conjunto con al menos dos elementos. Tó-
mense x, y ∈ X con x ̸= y y considere a los S−morfismos f, g : S −→ S(X) dados por
f(s) := s(e, x) y g(t) := t(e, y). En este caso no existen s, t ∈ S para los cuales f(s) = g(t),
pues de ser así, la igualdad f(s) = g(t) implicaría que (s, x) = (t, y) y por lo tanto x = y,
lo cuál no es cierto. Así, en este caso el conjunto E := {(s, t) ∈ S × S | f(s) = g(t)} es vacío
y en consecuencia el Teorema 9.4.1 garantiza que el par de S−morfismos f y g no tienen un
pullback en S − Act.

Corolario 9.4.3. En (S − Act)0, cualesquiera dos S−morfismos con el mismo codominio
tienen un pullback.

Demostración. Sea A

f
��

B g
// C

un par de S−morfismos en (S − Act)0. Si θA, θB y θC son

los elementos cero de A,B y C respectivamente, del Lema 3.3.1 se tiene que el par (θA, θB)
pertenece al conjunto E := {(a, b) ∈ A× B | f(a) = g(b)}, pues f(θA) = θC = g(θB). Así
E es no vacío y por consiguiente f y g tienen un pullback.
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Con respecto a pushouts, la situación es diferente al caso de los pullbacks, en el sentido de
que cualesquiera dos S−morfismos con el mismo dominio siempre tienen un pushout. Pero
para exhibir esto, mostraremos primero que cualesquiera dos S−morfismos con el mismo
dominio y codominio tienen siempre un coigualador.

Teorema. 9.4.4. Cualesquiera dos S−morfismos A
f //

g
// B tienen un coigualador en S −

Act.

Demostración. Considere al conjunto X := {(f(a), g(a)) | a ∈ A} y observe que X ⊆
B × B. Ahora, sea ρ(X) la S−congruencia en B generada por X (véase Definición 2.4.5).
Para cada b ∈ B denotemos por [b] a la clase de equivalencia de b con respecto de ρ(X) y

sea u : B −→ B

ρ(X)
el S−morfismo canónico dado por u(b) := [b]. Afirmamos que u es

coigualador de f y g: en efecto, como X ⊆ ρ(X), entonces para cada a ∈ A ocurre que
(f(a), g(a)) ∈ ρ(X) y en consecuencia [f(a)] = [g(a)]. De ahí que u(f(a)) = u(g(a)) para
cada a ∈ A y por lo tanto uf = ug. Suponga ahora que v : B −→ C es un S−morfismo
tal que vf = vg. Entonces para cada a ∈ A ocurre que v(f(a)) = v(g(a)) y por lo tanto
X ⊆ Ker(v). Así, como Ker(v) es una congruencia en B y ρ(X) es, por definición, la in-
tersección de todas las congruencias enB que contienen aX , se sigue que ρ(X) ⊆ Ker(v).
Luego, del Teorema 3.1.1 se deduce que existe un único S−morfismo v que hace conmuta-
tivo al diagrama

B v //

u

��

C

B

ρ(X)

v

EE

Por consiguiente u es coigualador de f y g.

Corolario 9.4.5. Cualesquiera dos S−morfismos con el mismo dominio tienen un pushout en
S − Act.

Demostración. De acuerdo al Teorema 9.2.3 y al Teorema 9.4.4, la categoría S−Act tiene la
propiedad de que cualesquiera dos de sus objetos tienen un coproducto y cualesquiera dos de
sus morfismos con el mismo dominio y codominio tienen un coigualador. Por consiguiente
del Teorema 1.1.10 se obtiene lo pedido.

Un resultado parecido al Teorema 9.4.1 puede establecerse para el caso de los igualadores.
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Teorema. 9.4.6. Dos S−morfismos A
f //

g
// B tienen un igualador en S −Act si y solo si el

conjunto E := {a ∈ A | f(a) = g(a)} es no vacío.

Demostración. Si u : C −→ A es igualador de f y g, entonces en particular ocurre que fu =
gu. De ahí que para cada c ∈ C , u(c) ∈ E y por lo tantoE es no vacío. Y viceversa, suponga
que el conjunto E := {a ∈ A | f(a) = g(a)} es no vacío. Observe que si a ∈ E y s ∈ S,
entonces f(sa) = sf(a) = sg(a) = g(sa) y así sa ∈ E. Por lo tantoE ≤ A. Afirmamos que
el S−morfismo inclusión E �

� // A es igualador de f y g: en efecto, considerando a f ,g e
ι como funciones, el primero de los Ejemplos 1.1.6 asegura que la inclusión E �

� // A es
igualador en Set para las funciones f y g, de manera que si k : C −→ A es un S−morfismo
tal que fk = gk, de que en particular k es una función se sigue que existe una única función
h que hace conmutativo al diagrama

C
k //

h

��

A

E
3�

FF (9.1)

Tal función h viene dada por h(c) := k(c). Más aún, como k es un S−morfismo, está claro
que también h lo es. Finalmente, la unicidad de h asegura que h es el único S−morfismo que
hace conmutativo al diagrama (9.1). Por consiguiente E �

� // A es un igualador en S−Act
para f y g.

9.5. Monomorfismos y epimorfismos en S-Act
Teorema. 9.5.1. El S−morfismo f : A −→ B es un monomorfismo en S −Act si y solo si f
es una función inyectiva.

Demostración. Suponga que el S−morfismo f : A −→ B es un monomorfismo en S−Act.
De la Observación 2.4.3 se tiene que Ker(f) es una subacción de la S−acción producto
A×A. En particular,Ker(f) es unaS−acción. Considerar a las funcionesα : Ker(f) −→ A
y β : Ker(f) −→ B dadas por α(x, y) := x y β(x, y) := y. Es fácil ver que α y β son
S−morfismos. Más aún, para cada (x, y) ∈ Ker(f) se tiene que f(α(x, y)) = f(x) =
f(y) = f(β(x, y)) y por lo tanto fα = fβ. Así que como f es un monomorfismo en S−Act,
esta última igualdad implica que α = β. De ahí que para cada (x, y) ∈ Ker(f) se tiene que
x = α(x, y) = β(x, y) = y y por consiguiente Ker(f) ⊆ ∆A. En consecuencia Ker(f) =
∆A y así, la Proposición 2.4.6 implica que f es una función inyectiva. E inversamente, como
toda función inyectiva es cancelable a la izquierda, es claro entonces que cualquier función
inyectiva es un monomorfismo en S − Act.
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Teorema. 9.5.2. El S−morfismo f : A −→ B es un epimorfismo en S −Act si y solo si f es
una función sobreyectiva.

Demostración. Suponga que el S−morfismo f : A −→ B es un epimorfismo en S − Act.
Sea ρim(f) la S−congruencia en B inducida por im(f) (véase el segundo de los Ejemplos

2.4.2). Se tiene del Ejemplo 2.5.5 que im(f) es elemento cero de la acción cociente
B

im(f)
,

así, la función 0 : B −→ B

im(f)
dada por 0(b) := im(f) es un S−morfismo. Ahora,

considere al S−morfismo canónico 0 : B −→ B

im(f)
definido por π(b) := [b], donde [b]

denota a la clase de equivalencia de b con respecto de ρim(f). Se tiene que para cada a ∈ A,
π(f(a)) := [f(a)] = im(f) = 0(f(a)). De ahí que πf = 0f , y como f es un epimorfismo
en S − Act, entonces π = 0 y por lo tanto para cada b ∈ B, [b] = π(b) = 0(b) = im(f).
De ahí que para cada b ∈ B, b ∈ [b] = im(f) y así B = im(f). En consecuencia f es
sobreyectiva. Y recíprocamente, como toda función sobreyectiva es cancelable a la derecha,
es claro entonces que cualquier función sobreyectiva es un epimorfismo en S − Act.

Teorema. 9.5.3. El S−morfismo f : A −→ B es un isomorfismo en S −Act si y solo si f es
una función biyectiva.

Demostración. Se sigue de la Proposición 2.3.3.

De acuerdo con los resultados anteriores, a partir de ahora será válido referirnos a un
S−morfismo inyectivo como monomorfismo y a un S−morfismo sobreyectivo como epi-
morfismo.

9.6. Objetos libres en S-Act
La categoría S−Act puede ser considerada como una categoría concreta sobreSet tomando
en cuenta que el funtor U : S − Act −→ Set que asocia a cada S−acción su conjunto
subyacente y a cada S−morfismo su función subyacente es un funtor fiel. U es llamado
funtor olvidadizo. Resulta que toda S−acción libre es un objeto libre sobre cualquiera de
sus bases.

Teorema. 9.6.1. Considerar a la categoría concreta (S−Act,U) donde U es el funtor olvida-
dizo. Entonces toda S−acción libre S(X) es un objeto libre sobre el conjunto X .

Demostración. Sea X un conjunto no vacío. De la Propiedad universal de las bases (véase
Teorema 7.1.6) se sigue que la función ηX : X −→ S(X) es un morfismo en Set que es
universal sobre X (véase Definición 1.1.14). Por consiguiente S(X) es un objeto libre sobre
el conjunto X .
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9.7. Generadores y cogeneradores en S-Act
En esta sección daremos condiciones necesarias y suficientes para que una S−acción G sea
un generador y una S−acción C sea un cogenerador en S −Act (véase Definición 1.1.11).

Definición 9.7.1. Sean A y B dos S−acciones.

1. Al conjunto

TrB(A) :=
⋃

f∈Hom(A,B)

f(A)

se le llama traza de A en B.

2. Al conjunto

CotrB(A) :=
⋂

g∈Hom(B,A)

Ker(g)

se le llama cotraza de A en B.

Algunas propiedades de la traza y la cotraza son las siguientes.

Proposición 9.7.2. Sean A y B dos S−acciones.

1. Si Hom(A,B) ̸= ∅, entonces TrB(A) es subacción de B.

2. TrA(S) = A.

3. CotrB(A) es subacción de B ×B, siempre que cotrB(A) ̸= ∅.

Demostración. 1) Se sigue de observar que para cada f ∈ Hom(A,B), f(A) es subacción
de B y de que unión de subacciones es subacción.
2) Está claro de la definición, que TrA(S) ⊆ A. Ahora, para a ∈ A arbitrario considerar al
S−morfismo fa : S −→ A dado por fa(s) := sa. En este caso, se tiene que a = fa(e) ∈
fa(S) ⊆ TrA(S) y por lo tanto a ∈ TrA(S). De ahí que TrA(S) = A.
3) De la Observación 2.4.3 se sigue que para cada g ∈ Hom(B,A) Ker(g) es subacción de
B ×B. De ahí que CotrB(A) :=

⋂
g∈Hom(B,A)

Ker(g) es subacción de B ×B.

Teorema. 9.7.3. Los siguientes enunciados son equivalentes para una S−acción G:

1. G es un generador en S − Act.

2. Para cada S−acción A existe un conjunto I y un epimorfismo
∐
i∈I
G −→ A.

3. TrS(G) = S.
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4. Existe un epimorfismo G −→ S.

5. Existe ε ∈ Hom(G,G) con ε2 = ε y x ∈ G tales que ε(G) = ⟨x⟩ ∼= S.

Demostración. 1) =⇒ 2) Se sigue del Teorema 1.1.12.
2) =⇒ 3) Es claro que TrS(G) ⊆ S. Ahora bien, suponga que para cada S−acción A existe
un conjunto I y un epimorfismo

∐
i∈I
G −→ A. En particular, para la S−acción SS existe

un conjunto J y un epimorfismo φ :
∐
j∈J
G −→ S. Sea s ∈ S arbitrario. Como φ es un

epimorfismo, entonces puede escribirse s = φ(a, i) para algún i ∈ J y a ∈ G. Considere
ahora al S−morfismo composición G

σi //
∐
j∈J
G

φ // S donde σi(g) := (g, i). Se tiene

que φσi ∈ Hom(G,S) y además φ(σi(a)) = φ(a, i) = s i,e, s ∈ im(φσi) ⊆ TrS(G). Por
consiguiente s ∈ TrS(G) y en consecuencia S ⊆ TrS(G). De ahí que TrS(G) = S.
3) =⇒ 4) Suponga que TrS(G) = S. Entonces, para e ∈ S existe f ∈ Hom(G,S) tal que
e ∈ im(f). Así, puede escribirse e = f(g) para algún g ∈ G. Observe que si s ∈ S es
arbitrario, entonces s = se = sf(g) = f(sg) y por consiguiente f es sobreyectivo i,e, f es
un epimorfismo.
4) =⇒ 5) Suponga que existe f : G −→ S un epimorfismo. Entonces e = f(x) para algún
x ∈ G. Considere al S−morfismo fx : S −→ G dado por fx(s) := sx y sea ε := fxf . Está
claro que ε ∈ Hom(G,G). Ahora, para cada g ∈ G se tiene que ε(g) := fx(f(g)) := f(g)x y
en consecuencia ε2(g) = ε(ε(g)) = ε(f(g)x) = f(g)ε(x) = f(g)(f(x)x) = (f(g)f(x))x =
(f(g)e)x = f(g)x = ε(g). De ahí que ε2 = ε. Por otra parte, recordar que para cada g ∈ G,
ε(g) = f(g)x. Más aún, de la sobreyectividad de f se sigue que todo elemento de S es de la
forma f(g) con g ∈ G y por consiguiente ⟨x⟩ := {sx | s ∈ S} = {f(g)x | g ∈ G} = ε(G).
Finalmente, tómese en cuenta al S−morfismo F : S −→ ⟨x⟩ dado por F (s) := sx. No es
difícil ver que F es sobreyectivo. Más aún, la igualdad sx = tx con s, t ∈ S implica que
f(sx) = f(tx) y así sf(x) = tf(x), pero como f(x) = e, entonces s = t y por lo tanto F
es inyectivo. En consecuencia F es un isomorfismo y por consiguiente ε(G) = ⟨x⟩ ∼= S.
5) =⇒ 1) Suponga que existen ε ∈ Hom(G,G) con ε2 = ε y x ∈ G tales que ε(G) =
⟨x⟩ ∼= S. A partir de esto, sea Ω : ⟨x⟩ −→ S un isomorfismo y restrínjase ε a su imagen
i,e, considere al S−morfismo sobreyectivo G −→ ⟨x⟩ dado por g 7→ ε(g). Está claro que la
composición de estos dos S−morfismos es sobreyectivo. Así, obtenemos un S−morfismo

sobreyectivo ψ : G −→ S. Veamos que G es un generador: sean A
f //

g
// B un par de

S−morfismos con f ̸= g. Entonces existe a ∈ A para el que f(a) ̸= g(a). Ahora bien,
sea fa : S −→ A el S−morfismo dado por fa(s) := sa y sea h la composición de los

S−morfismos G
ψ // S

fa // A i,e, sea h := faψ. Como ψ es sobreyectivo, se tiene que
e = ψ(x) para algún x ∈ G. Luego f(h(x)) = f(fa(ψ(x))) = f(fa(e)) = f(ea) = f(a),
mientras que g(h(x)) = g(fa(ψ(x))) = g(fa(e)) = g(ea) = g(a). Así f(h(x)) ̸= g(h(x)) y
por lo tanto fh ̸= gh. Por consiguiente G es un generador en S − Act.
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Corolario 9.7.4. Toda S−acción libre es un generador en S − Act.

Demostración. Sea X un conjunto no vacío y considere a la S−acción libre S(X). Está claro
que la función S(X) −→ S dada por (s, x) 7→ s es un S−morfismo sobreyectivo. Así S(X)

satisface el inciso 4 del Teorema 9.7.3 y por consiguiente S(X) es un generador en S −
Act.

Observación 9.7.5. Si A es una S−acción, no es difícil ver que el conjunto Hom(A,A) de
todos los S−morfismos de A en sí mismo es un monoide bajo la composición usual. Denotamos
a este monoide por End(A) y lo llamamos monoide de endomorfismos de A. Más aún, A es
una End(A)−acción haciendo para cada f ∈ End(A) y cada a ∈ A, f ∗ a := f(a). Ahora
bien, con esta terminología, el inciso 5 del Teorema 9.7.3 afirma que una S−acción G es un
generador en S − Act si y solo si existe un idempotente del monoide End(G) cuya imagen es
isomorfa a SS.

Con respecto a cogeneradores se tienen los siguientes resultados.

Proposición 9.7.6. SiC es un cogenerador enS−Act, entoncesC tiene al menos dos elementos
cero.

Demostración. Sean Θ := {θ} la S−acción con un único elemento y X := {a, b} un con-
junto tal que a ̸= b. Para cada s ∈ S hágase sa := a y sb := b. Con estoX es una S−acción.

Ahora, considerar a los S−morfismos Θ
f //

g
// X dados por f(θ) := a y g(θ) := b. Como

a ̸= b, está claro así que f ̸= g. Luego, de que C es cogenerador, se sigue que existe un
S−morfismo h : X −→ C tal que hf ̸= hg. De ahí que h(f(θ)) ̸= h(g(θ)) i,e, h(a) ̸= h(b).
Finalmente, observe que para cada s ∈ S, sh(a) = h(sa) = h(a) y sh(b) = h(sb) = h(b).
Por consiguiente h(a) y h(b) son dos elementos cero distintos de C .

Teorema. 9.7.7. Los siguientes enunciados son equivalentes para una S−acción C :

1. C es un cogenerador en S − Act.

2. Para cada S−acción A existe un conjunto I y un monomorfismo A −→
∏
i∈I
C .

3. Para cada S−acción A se tiene que CotrA(C) = ∆A (la diagonal en A).

Demostración. 1) =⇒ 3) Suponga que G es un cogenerador y sea A una S−acción arbitra-
ria. Está claro que para cada g ∈ Hom(A,C) ocurre que ∆A ⊆ Ker(g) y por lo tanto ∆A ⊆⋂
g∈Hom(A,C)

Ker(g) = CotrA(C). Ahora bien, sea (x, y) ∈ CotrA(C) :=
⋂

g∈Hom(A,C)

Ker(g)

y suponga que x ̸= y. Considere a los S−morfismos S
fx //

fy
// A dados por fx(s) := sx
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y fy(s) := sy. Como x ̸= y, entonces fx ̸= fy, y así, de que C es cogenerador, se sigue
que existe un S−morfismo h : A −→ C tal que hfx ̸= hfy. Luego, existe s ∈ S para
el que h(fx(s)) ̸= h(fy(s)) o bien h(sx) ̸= h(sy). Por lo tanto (sx, sy) /∈ Ker(g). Por
otra parte, debido a que h ∈ Hom(A,C) y (x, y) ∈ CotrA(C) :=

⋂
g∈Hom(A,C)

Ker(g), en-

tonces (x, y) ∈ Ker(h) y en consecuencia (sx, sy) ∈ Ker(g), contradicción. Por lo tanto
x = y y así (x, y) ∈ ∆A. De desprende de esto que CotrA(C) ⊆ ∆A y en consecuencia
CotrA(C) = ∆A.
3) =⇒ 1) Suponga que para cada S−acción A se tiene que CotrA(C) = ∆A. Veamos que

C es cogenerador: sean A
f //

g
// B un par de S−morfismos con f ̸= g. Entonces existe

a ∈ A tal que f(a) ̸= g(a). Ahora, suponga a manera de obtener un absurdo, que para
cada h ∈ Hom(A,C) ocurre que hf = hg. Entonces para cada h ∈ Hom(A,C) el par
(f(a), g(a)) pertenece a Ker(h) y en consecuencia (f(a), g(a)) ∈

⋂
h∈Hom(A,C)

Ker(h) =

CotrA(C). Ahora bien, de la hipótesis se tiene que CotrA(C) = ∆A y por consiguiente
(f(a), g(a)) ∈ ∆A, pero esto implica que f(a) = g(a), lo cuál no es cierto. Por lo tanto
existe h ∈ Hom(A,C) tal que hf ̸= hg y así C es cogenerador. Finalmente, la equivalencia
1) ⇐⇒ 2) se sigue del Teorema 1.1.12.

Para ofrecer un ejemplo concreto de cogeneradores en S − Act, enseguida se introduce a
un tipo particular de acciones que serán llamadas acciones colibres y que son, en realidad,
el dual categórico de objeto libre.

Lema 9.7.8. Si X es un conjunto no vacío, entonces XS := {f : S −→ X | f es función} es
una S−acción definiendo para cada s ∈ S y cada f ∈ XS a la función sf : S −→ X dada
por (sf)(t) := f(ts).

Demostración. Sea f ∈ XS arbitraria. Entonces para cada t ∈ S se tiene que (ef)(t) :=
f(te) = f(t) y por lo tanto ef = f . Ahora, si r, s ∈ S, entonces para cada t ∈ S,
(r(sf))(t) := (sf)(tr) := f((tr)s) = f(t(rs)) = ((rs)f)(t) y por consiguiente r(sf) =
(rs)f . De ahí que XS es una S−acción.

Definición 9.7.9. Si X es un conjunto no vacío, a la S−acción XS definida como en el Lema
anterior se le llama S−acción colibre.

Las acciones colibres gozan de cierta propiedad universal, como veremos a continuación.

Teorema. 9.7.10. SiX es un conjunto no vacío, entonces la función λX : XS −→ X dada por
λX(f) := f(e) tiene la siguiente propiedad universal: para cada S−acción A y cada función
f : A −→ X existe un único S−morfismo F que hace conmutativo al diagrama
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A
f //

F

��

X

XS

λX

EE

Demostración. Sean A una S−acción y f : A −→ X una función. Para cada a ∈ A defínase
a φa : S −→ X por φa(s) := f(sa). Ahora, considere a la función F : A −→ XS dada
por F (a) := φa. Veamos que F es un S−morfismo: si s ∈ S y a ∈ A, entonces para cada
t ∈ S se tiene que φsa(t) := f(t(sa)) = f((ts)a) = φa(ts) = (sφa)(t) y por consiguiente
φsa = sφa. De ahí que F (sa) = sF (a) y así F es un S−morfismo. Más aún, para cada a ∈ A
se tiene que λX(F (a)) = λX(φa) := φa(e) := f(ea) = f(a) y por lo tanto f = λXF . Para
concluir, suponga que G : A −→ XS es otro S−morfismo tal que f = λXG. Entonces para
cada a ∈ A y s ∈ S se tiene por un lado queG(sa)(e) = (sG(a))(e) := G(a)(es) = G(a)(s)
i,e, G(sa)(e) = G(a)(s), y por otra parte, G(sa)(e) = λX(G(sa)) = f(sa) = φa(s) =
F (a)(s) i,e, G(sa)(e) = F (a)(s). Por consiguiente G(a)(s) = F (a)(s) para cada s ∈ S y
así G(a) = F (a) para cada a ∈ A. De ahí que G = F .

Corolario 9.7.11. Toda S−acción colibre XS con |X| ≥ 2 es un cogenerador en S − Act.

Demostración. Sea X un conjunto con al menos dos elementos y considere a la S−acción

colibre XS . Suponga que A
α //

β
// B son un par de S−morfismos con α ̸= β. Entonces

existe a ∈ A tal que α(a) ̸= β(a). Ahora, como |X| ≥ 2, hay un par de elementos p, q ∈ X
con p ̸= q. Defínase a la función f : B −→ X como sigue:

f(b) :=

{
p si b = α(a).
q si b ̸= α(a).

De acuerdo al Teorema 9.7.10, para f existe un único S−morfismo F que hace conmutativo
al diagrama

B
f //

F

��

X

XS

λX

EE

i,e, f = λXF . Veamos que Fα ̸= Fβ: observe que p = f(α(a)) = λX(F (α(a))) :=
F (α(a))(e), mientras que q = f(β(a)) = λX(F (β(a))) := F (β(a))(e). Así, como p ̸= q,
entonces F (α(a))(e) ̸= F (β(a))(e) y por lo tanto F (α(a)) ̸= F (β(a)). En consecuencia
Fα ̸= Fβ y así XS es cogenerador.
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9.8. La categoría de representaciones
Recordemos que siX es un conjunto no vacío, una representación (unitaria) de S por trans-
formaciones de X es un morfismo de monoides S −→ τ(X), donde τ(X) es el monoide de
todas las funciones de X en sí mismo. En realidad, la Proposición 2.1.4 afirma que hay una
correspondencia biyectiva entre la colección de todas las representaciones de S por trans-
formaciones de X y todas las posibles formas de darle estructura de S−acción a X . Esto se
encuentra en analogía con el hecho de que todo R−módulo M se corresponde de manera
biunívoca con un morfismo de anillos R −→ End(M), siendo End(M) el anillo de endo-
morfismos del grupo abeliano M . A continuación, dada una categoría A construiremos a la
categoría de todas las representaciones de S por objetos de A.

Definición 9.8.1. Sea A una categoría.

1. Una representación de S por un objeto de A es un par (X,φ), donde X ∈ Ob(A) y
φ : S −→ Hom(X,X) es un morfismo de monoides.

2. Si (X,φ) y (Y, ψ) son representaciones de S, un morfismo de representaciones de (X,φ)
en (Y, ψ) es un A−morfismo f : X −→ Y tal que para cada s ∈ S el cuadrado

X
φ(s) //

f

��

X

f

��
Y

ψ(s)
// Y

es conmutativo.

La definición anterior amerita hacer un par de observaciones. La primera de ellas, es que
para cada objeto X de A, Hom(X,X) es un monoide con respecto de la composición en
la categoría y cuyo neutro es el morfismo identidad. Así, tiene sentido hablar de morfismos
de monoides de S en Hom(X,X). La segunda, que los morfismos de representaciones son,
por definición, A−morfismos que satisfacen cierta propiedad, así, tiene sentido definir a la
composición de morfismos entre representaciones simplemente como la composición en A.
Con esto en mente, podemos establecer el siguiente resultado.

Lema 9.8.2. Sea A una categoría.

1. Para cada representación (X,φ), el morfismo identidad idX es un morfismo de represen-
taciones.

2. Si (X,φ)
f // (Y, ψ)

g // (Z, ω) son morfismos de representaciones, entonces
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(X,φ)
gf // (Z, ω)

es un morfismo de representaciones.

Demostración. 1) Si (X,φ) es una representación, está claro que para cada s ∈ S el diagrama

X
φ(s) //

idX

��

X

idX

��
X

φ(s)
// X

es conmutativo. Por lo tanto idX es un morfismo de representaciones.

2) Suponga que (X,φ)
f // (Y, ψ)

g // (Z, ω) son morfismos de representaciones. Para
s ∈ S arbitrario considere al diagrama

X
φ(s) //

f

��

X

f

��
Y

ψ(s)
//

g

��

Y

g

��
Z

ω(s)
// Z

De que el cuadrado superior sea conmutativo se sigue que fφ(s) = ψ(s)f , y de que la
parte inferior conmuta se desprende que gψ(s) = ω(s)g. Por consiguiente (gf)φ(s) =
g(fφ(s)) = g(ψ(s)f) = (gψ(s))f = (ω(s)g)f = ω(s)(gf) i,e, (gf)φ(s) = ω(s)(gf). De
ahí que para cada s ∈ S el diagrama

X
φ(s) //

gf

��

X

gf

��
Z

ω(s)
// Z

es conmutativo y en consecuencia (X,φ)
gf // (Z, ω) es un morfismo de representaciones.

Considere lo siguiente:
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Denótese por REP a la clase de todas las representaciones de S por objetos de A.

Si (X,φ), (Y ψ) ∈ REP defínase

Hom((X,φ), (Y ψ)) := { X f // Y | f es un morfismo de representaciones}

Para cada (X,φ) ∈ REP sea idX el morfismo identidad.

Sea ◦ la composición en A.

De que la composición entre morfismos de representaciones es de nuevo un morfismo de
representaciones, de que los morfismos identidad son morfismos de representaciones y de
que la composición en A es asociativa, se desprende que todo lo anterior da lugar a una
categoría que será llamada categoría de representaciones de S por objetos de A y a la que
denotaremos por Rep(S,A).

Proposición 9.8.3. Sean A una categoría y (X,φ)
f // (Y, ψ) un morfismo de represen-

taciones. Entonces f es un isomorfismo de representaciones si y solo si f : X −→ Y es un
isomorfismo en A.

Demostración. Suponga que (X,φ)
f // (Y, ψ) es un isomorfismo de representaciones.

Luego, existe (Y, ψ)
g // (X,φ) un morfismo de representaciones (que en realidad es un

A−morfismo) para el que gf = idX y fg = idY . Por lo tanto f es un isomorfismo en A.
Y viceversa, suponga que f : X −→ Y es un isomorfismo en A y sea g : Y −→ X su
morfismo inverso. Está claro que si verificamos que g es un morfismo de representaciones,
entonces este será un inverso de f como morfismos de representaciones. Así, veamos que
(Y, ψ)

g // (X,φ) es un morfismo de representaciones: sea s ∈ S arbitrario. Como el
diagrama

X
φ(s) //

f

��

X

f

��
Y

ψ(s)
// Y

es conmutativo, entonces fφ(s) = ψ(s)f , pero como g es inverso de f , entonces φ(s) =
gψ(s)f y por lo tanto φ(s)g = gψ(s). De ahí que para cada s ∈ S el diagrama

Y
ψ(s) //

f

��

Y

f

��
X

φ(s)
// X
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es conmutativo y en consecuencia (Y, ψ)
g // (X,φ) es un morfismo de representaciones.

Recordemos que la Proposición 2.1.4 asegura que a cada representación deS por transforma-
ciones de un conjunto X le podemos hacer corresponder, de manera única, una S−acción,
luego, dada una categoría A podemos pensar en asociar a cada representación de S por un
objeto de A una S−acción, pero ¿cómo logramos esto?. En lo sucesivo, Set⋆ denotará a la
categoría de conjuntos no vacíos.

Teorema. 9.8.4. Sea U : A −→ Set⋆ un funtor.

1. Si (X,φ) ∈ Rep(S,A), entonces el par (U(X), ∗φ) con ∗φ : S × U(X) −→ U(X)
definida por s ∗φ x := U(φ(s))(x) es una S−acción.

2. Si (X,φ)
f // (Y, ψ) es un morfismo de representaciones, entonces la finción U(f) :

U(X) −→ U(Y ) es un S−morfismo entre las acciones (U(X), ∗φ) y (U(Y ), ∗ψ).
Demostración. 1) Sean U : A −→ Set⋆ un funtor y (X,φ) ∈ Rep(S,A). Se tiene que U(X)
es un conjunto, y además, como φ : S −→ Hom(X,X) es un morfismo de monoides, para
s ∈ S se tiene queφ(s) : X −→ X es unA−morfismo, luegoU(φ(s)) : U(X) −→ U(X) es
una función. Así, para cada x ∈ U(X) ocurre que U(φ(s))(x) ∈ U(X). Esto permite consi-
derar a la función ∗φ : S×U(X) −→ U(X) definida por s∗φ x := U(φ(s))(x). Veamos que
(U(X), ∗φ) es una S−acción: para cada x ∈ U(X) se tiene que e∗φx := U(φ(e))(x). Ahora,
comoφ : S −→ Hom(X,X) es un morfismo de monoides, entoncesφ(e) = idX , de manera
que U(φ(e)) = U(idX) = idU(X). Así e ∗φ x := U(φ(e))(x) = idU(X)(x) = x i,e, e ∗φ x = x.
Para s, t ∈ S se tiene que s ∗φ (t ∗φ x) := s ∗φ (U(φ(t))(x)) := U(φ(s))(U(φ(t))(x)) =
(U(φ(s))U(φ(t)))(x) = U(φ(s)φ(t))(x) = U(φ(st))(x) = (st) ∗φ x i,e s ∗φ (t ∗φ x) =
(st) ∗φ x. Por consiguiente (U(X), ∗φ) es una S−acción.

2) Suponga que (X,φ)
f // (Y, ψ) es un morfismo de representaciones. Veamos que la

función U(f) : U(X) −→ U(Y ) es un S−morfismo entre las acciones (U(X), ∗φ) y
(U(Y ), ∗ψ): sean s ∈ S yx ∈ U(X) arbitrarios. EntoncesU(f)(s∗φx) = U(f)(U(φ(s)(x))) =
(U(f)U(φ(s)))(x) = U(fφ(s))(x) i,e, U(f)(s ∗φ x) = U(fφ(s))(x). Además, como f es un
morfismo de representaciones, entonces el diagrama

X
φ(s) //

f

��

X

f

��
Y

ψ(s)
// Y

es conmutativo, de donde fφ(s) = ψ(s)f . Luego, la igualdad U(f)(s ∗φ x) = U(fφ(s))(x)
toma la forma U(f)(s ∗φ x) = U(ψ(s)f)(x), pero U(ψ(s)f)(x) = (U(ψ(s)U(f)))(x) =
U(ψ(s))(U(f)(x)) = s ∗ψ U(f)(x). En consecuencia U(f)(s ∗φ x) = s ∗ψ U(f)(x) y por lo
tanto U(f) : U(X) −→ U(Y ) es un S−morfismo.
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Así, cuando hay un funtor de una categoría dada A en la categoría de conjuntos no vacíos,
el Teorema anterior nos dice cómo asociar a cada objeto de Rep(S,A) una S−acción. Más
aún, para el funtor U : A −→ Set⋆ tome en cuenta a lo siguiente:

Sea O la clase de todas las S−acciones A para las que existe X ∈ Ob(A) tal que
A = U(X).

Para cada A,B ∈ O sea

Hom(A,B) := {f : A −→ B | f es un S−morfismo}

Es fácil ver que lo anterior forma una subcategoría de S − Act a la que indicaremos por
(S − Act)(U(A)).

Teorema. 9.8.5. Bajo las hipótesis y notación empleadas en el Teorema 9.8.4, se tiene que

Rep(S,A) (S − Act)(U(A))

(X,φ) 7−→ (U(X), ∗φ)

7−→

(Y, ψ) 7−→ (U(Y ), ∗ψ)

ΓU

f U(f)

es un funtor.

Demostración. Del Teorema 9.8.4 se sigue que ΓU está bien definido, en el sentido de que
manda objetos y morfismos de Rep(S,A) en objetos y morfismos de (S − Act)(U(A)).
Ahora bien, observe que ΓU está puesto en términos de U , el cuál es un funtor. De ahí que
ΓU también es un funtor.

Cuando el funtor U : A −→ Set⋆ tiene un funtor inverso, digamos V : Set⋆ −→ A, es
posible construir un funtor de (S −Act)(U(A)) en Rep(S,A), pero para ello se necesita el
siguiente resultado.

Teorema. 9.8.6. Suponga que A
U //

Set⋆

V
oo son funtores cada uno inverso del otro.

1. Sea (U(X), ∗) una S−acción con X ∈ Ob(A) y para cada s ∈ S considere a la función
s ∗ _ : U(X) −→ U(X) dada por x 7→ s ∗ x. Entonces υ(∗) : S −→ Hom(X,X)
definida por υ(∗)(s) := V(s∗_) es un morfismo de monoides y en consecuencia (X, υ(∗))
es una representación.
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2. Si (U(X), ∗) y (U(Y ),⊛) son S−acciones con X, Y ∈ Ob(A) y f : U(X) −→ U(Y )
es un S−morfismo, entonces V(f) : X −→ Y es un morfismo entre las representaciones
(X, υ(∗)) y (Y, υ(⊛)).

Demostración. 1) Sea (U(X), ∗) una S−acción conX ∈ Ob(A) y para cada s ∈ S considere
a la función s ∗ _ : U(X) −→ U(X) dada por x 7→ s ∗ x. Como V es un funtor de Set⋆ en
A, entonces V(s ∗ _) es un A−morfismo de X en X . Por lo tanto tiene sentido considerar
a la función υ(∗) : S −→ Hom(X,X) definida por υ(∗)(s) := V(s ∗ _). Veamos que υ(∗)
es un morfismo de monoides: primero, para la función e ∗ _ : U(X) −→ U(X) se tiene que
para cada x ∈ U(X), (e ∗ _)(x) := e ∗ x = x y por lo tanto e ∗ _ = idU(X). De ahí que
V(e ∗ _) = V(idU(X)) = idV(U(X)) = idX y en consecuencia υ(∗)(e) = idX . Ahora, para
s, t ∈ S ocurre que para cada x ∈ U(X), ((st)∗_)(x) := (st)∗x = s∗(t∗x) = (s∗_)(t∗x) =
(s∗_)((t∗_)(x)) = ((s∗_)(t∗_))(x) i,e, ((st)∗_)(x) = ((s∗_)(t∗_))(x). Por consiguiente
(st) ∗ _ = (s ∗ _)(t ∗ _) y por lo tanto V((st) ∗ _) = V((s ∗ _)(t ∗ _)) = V(s ∗ _)V(t ∗ _) i,e,
υ(∗)(st) = υ(∗)(s)υ(∗)(t). En consecuencia υ(∗) : S −→ Hom(X,X) es un morfismo de
monoides y así (X, υ(∗)) es una representación.
2) Sean (U(X), ∗) y (U(Y ),⊛) dos S−acciones con X, Y ∈ Ob(A) y suponga que f :
U(X) −→ U(Y ) es un S−morfismo. Considere al A−morfismo V(f) : X −→ Y y sea
s ∈ S arbitrario. Veamos que el siguiente cuadrado es conmutativo:

U(X)
s∗_ //

f

��

U(X)

f

��
U(Y )

s⊛_
// U(Y )

(9.2)

Para cada x ∈ U(X) se tiene que (f(s ∗ _))(x) = f((s ∗ _)(x)) = f(s ∗ x) = s ⊛ f(x) =
(s ⊛ _)(f(x)) = ((s ⊛ _)f)(x) y en consecuencia f(s ∗ _) = (s ⊛ _)f . De ahí que el
diagrama (9.2) es conmutativo. Ahora, como los funtores envían diagramas conmutativos
en diagramas conmutativos, al aplicar el funtor V al cuadrado (9.2) se obtiene al siguiente
diagrama conmutativo:

X
υ(∗)(s) //

V(f)

��

X

V(f)

��
Y

υ(⊛)(s)
// Y

Finalmente, debido a que s ∈ S fue elegido arbitrariamente, se deduce que V(f) : X −→ Y
es un morfismo entre las representaciones (X, υ(∗)) y (Y, υ(⊛)).
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Teorema. 9.8.7. Bajo las hipótesis y notación del Teorema 9.8.6 se tiene que

(S − Act)(U(A)) Rep(S,A)

(U(X), ∗) 7−→ (X, υ(∗))

7−→

(U(Y ),⊛) 7−→ (Y, υ(⊛))

ΣV

f V(f)

es un funtor.

Demostración. Del Teorema 9.8.6 se sigue que ΣV está bien definido, en el sentido de que
manda objetos y morfismos de (S − Act)(U(A)) en objetos y morfismos de Rep(S,A).
Ahora bien, observe que ΣV está puesto en términos de V , el cuál es un funtor. De ahí que
ΣV también es un funtor.

A continuación mostraremos que los funtores de los Teoremas 9.8.5 y 9.8.7 son inversos uno
del otro y por lo tanto definen un isomorfismo entre categorías.

Teorema. 9.8.8. Suponga que A
U //

Set⋆

V
oo son funtores cada uno inverso del otro. Entonces

los funtores ΓU y ΣV de los Teoremas 9.8.5 y 9.8.7 son inversos uno del otro. En particular,
Rep(S,A) ∼= (S − Act)(U(A)).

Demostración. Veamos que el siguiente diagrama de funtores es conmutativo:

Rep(S,A)
idRep(S,A) //

ΓU

##

Rep(S,A)

(S − Act)(U(A))

ΣV

;;
(9.3)

Sea (X,φ) una representación arbitraria. Se tiene que ΓU(X,φ) := (U(X), ∗φ), donde para
cada s ∈ S y x ∈ U(X), s ∗φ x := U(φ(s))(x). Ahora bien, se tiene que ΣV(ΓU(X,φ)) =
ΣV(U(X), ∗φ) := (X, υ(∗φ)), donde υ(∗φ) : S −→ Hom(X,X) es el morfismo de monoi-
des dado por υ(∗φ)(s) := V(s ∗φ _) siendo s ∗φ _ la función dada por (s ∗φ _)(x) := s ∗φ x
para cada x ∈ U(X). Afirmamos que φ = υ(∗φ): en efecto, para s ∈ S arbitrario consi-

derar a las funciones U(X)
s∗φ_ //

U(φ(s))
// U(X) . Para cada x ∈ U(X) ocurre que (s ∗φ _)(x) :=
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s ∗φ x := U(φ(s))(x) y por lo tanto s ∗φ _ = U(φ(s)). De ahí que υ(∗φ)(s) := V(s ∗φ _) =
V(U(φ(s))) = φ(s) i,e, υ(∗φ)(s) = φ(s). De que s ∈ S fue elegido arbitrariamente, se
sigue que esta última igualdad se verifica para cada s ∈ S y en consecuencia φ = υ(∗φ).
Por consiguiente (X,φ) = (X, υ(∗φ)) = ΣV(ΓU(X,φ)) y así el funtor ΣVΓU deja fija a

cualquier representación. Ahora bien, si (X,φ)
f // (Y, ψ) es un morfismo de represen-

taciones, entonces ΣV(ΓU(f)) = ΣV(U(f)) := V(U(f)) = f y por lo tanto el funtor ΣVΓU
deja fijo a cualquier morfismo de representaciones. Se concluye así que el diagrama (9.3)
es conmutativo. De manera similar se exhibe que el siguiente diagrama entre funtores es
conmutativo:

(S − Act)(U(A))
id(S−Act)(U(A)) //

ΣV

##

(S − Act)(U(A))

Rep(S,A)

ΓU

;;

En consecuencia, los funtores ΓU y ΣV son inversos uno del otro y en particular se tiene que
Rep(S,A) ∼= (S − Act)(U(A)).

El siguiente Corolario es una generalización de la Proposición 2.1.4.

Corolario 9.8.9. Rep(S,Set⋆) ∼= S − Act.

Demostración. Sea U el funtor identidad en Set⋆. Recordar que (S − Act)(U(Set⋆)) es la
subcategoría de S − Act compuesta de todas las S−acciones A para las que existe X ∈
Ob(Set⋆) tal que A = U(X) junto con los S−morfismos entre ellas. Ahora bien, está claro
que para cada S−acciónA ocurre queA = U(A) y por consiguiente (S−Act)(U(Set⋆)) =
S−Act. Finalmente, el isomorfismoRep(S,Set⋆) ∼= S−Act se deduce del Teorema anterior.

9.9. Biacciones
A lo largo de todo el trabajo hemos considerado conjuntos para los cuales podemos hacer
accionar por la izquierda a los elementos de un monoide dado S, de tal manera que obtene-
mos a lo que hemos llamado una S−acción izquierda. Sin embargo, también puede pensarse
en hacer accionar a los elementos de un monoide por la derecha y entonces obtener lo que
se conoce como S−acción derecha. Más precisamente se tiene la siguiente definición.

Definición 9.9.1. Una S−acción derecha es un par (X, ∗) donde X es un conjunto no vacío
y ∗ : X × S −→ X es una función que satisface lo siguiente para cada x ∈ X y s, t ∈ S:

1. x ∗ e = x.

2. (x ∗ s) ∗ t = x ∗ (st)
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De igual forma que con las acciones izquierdas, prescindimos, a menos que sea necesario, de
usar la notación x ∗ s y en su lugar escribimos xs. También, usaremos la notación XS para
indicar que X es una S−acción derecha. Está claro cómo tendría que ser un S−morfismo
de acciones derechas, pero aún así se enuncia su definición.

Definición 9.9.2. Si A y B son S−acciones derechas, una función f : A −→ B es un
S−morfismo de acciones derechas si para cada s ∈ S y cada a ∈ A, f(as) = f(a)s.

Recordar que si S es un monoide, se define su monoide opuesto, denotado por Sop, de la
siguiente manera: para cada s, t ∈ S, s · t := ts. No es difícil mostrar que Sop es también un
monoide. Es claro que cuándo el monoide S es abeliano, entonces S = Sop. En adición, pue-
den darse ejemplos de monoides que no son isomorfos a su opuesto (véase el Ejemplo 3.7.9
del capítulo 3 de [8]). Ahora bien, toda S−acción izquierda A puede ser considerada como
una Sop−acción derecha haciendo para cada s ∈ S y cada a ∈ A, a · s := sa. Y viceversa,
toda S−acción derecha puede ser considerada una Sop−acción izquierda realizando un pro-
cedimiento similar. Luego, está claro que cuando se trata con monoides abelianos no hará
falta especificar el lado de sus acciones. Para acciones derechas, los conceptos de congruen-
cia derecha, acción cociente derecha, subacción etc, se definen sin dificultad en analogía con
los dados para acciones izquierdas. También, podemos formar la categoría Act−S de todas
las S−acciones derechas junto con sus S−morfismos derechos y a sus respectivas subcate-
gorías (Act−S)0 y Act0−S. Cabe mencionar que, salvo modificaciones pertinentes, todos
los resultados obtenidos en esta tesis son válidos para acciones derechas, excepto algunos
que tienen que ver con propiedades izquierdas o derechas que se definen para monoides,
como por ejemplo, si definimos a un monoide Artiniano (Noetheriano) derecho como aquel
monoide S para el que la acción derecha SS sea Artiniana (Noetheriana), entonces pueden
constuirse ejemplos de monoides que son Noetherianos izquierdos pero no Noetherianos
derechos.

Teorema. 9.9.3. Existen monoides que son Noetherianos izquierdos pero no Noetherianos de-
rechos.

Demostración. Antes que nada, queda claro que para un monoide S, una subacción de SS
es un ideal izquierdo de S, mientras que una subacción de SS debe ser un ideal derecho
de S. Ahora, sea X un conjunto infinito y para cada x, y ∈ X defínase xy := x. Para cada
x, y, z ∈ X se tiene que (xy)z = xy = x y por otro lado x(yz) = x. Así (xy)z = x(yz) y por
consiguiente X es un semigrupo bajo esta operación. Note que de hecho, todo elemento de
este semigrupo es un cero izquierdo. Sea α tal que α /∈ X y sobre el conjuntoM := X∪{α}
defínase a la siguiente operación binaria:

x · y :=

{
x si x ̸= α.
y si x = α.

Es fácil ver que con tal operación M es un monoide con neutro α. De hecho, lo único que
se hizo fue agregarle un elemento neutro al semigrupo X . No es complicado exhibir que
M − {α} es un ideal izquierdo de M . Ahora bien, suponga que I es un ideal izquierdo de
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My sea x ̸= α arbitrario. Como I es ideal izquierdo, para a ∈ I se tiene que x · a ∈ I , pero
x ·a := x, luego x ∈ I y por consiguienteM−{α} ⊆ I . De esto se desprende que los únicos
ideales izquierdos de M son M y M − {α}, y así, las únicas subacciones de MM son M y
M − {α}. Por lo tanto cualquier sucesión creciente de subacciones de MM se estaciona y
en consecuencia MM es Noetheriana i,e, el monoide M es Noetheriano izquierdo. Por otro
lado, sea J cualquier subconjunto no vacío de M para el que α /∈ J . Para a ∈ J y x ∈ M
arbitrarios se tiene que como a ̸= α, entonces a · x := a ∈ J y por lo tanto J es un ideal
derecho deM . Así, todo subconjunto no vacío deM que no contenga a α es un ideal derecho
de M , y en particular, cualquier subconjunto no vacío de M que no contenga a α debe ser
una subacción de MM . Además de eso, como X es un conjunto infinito, existe una sucesión
de elementos de X , digamos (xn)n∈N, tal que xn ̸= xm si n ̸= m. Debido a que α /∈ X ,
ningún elemento de la sucesión (xn)n∈N es igual a α. Se tiene así que

{x1} ⊊ {x1, x2} ⊊ {x1, x2, x3} ⊊ ... ⊊ ...

es una sucesión creciente de subconjuntos de M (ninguno de los cuáles contiene a α) que
no se estaciona, y por lo tanto esta es una sucesión creciente de subacciones de MM que no
se estaciona. De ahí que MM no es una acción Noetheriana y en consecuencia M no es un
monoide Noetheriano derecho.

Una vez hecho todo este preámbulo, se define en seguida la noción de biacción.

Definición 9.9.4. Si S y T son monoides, una (S, T )−biacción es un conjunto no vacío A
tal que SA es una S−acción izquierda, AT es una T−acción derecha y para cada s ∈ S,
t ∈ T y a ∈ A se verifica que (sa)t = s(at). Escribimos SAT para indicar que A es una
(S, T )−biacción.

Ejemplos 9.9.5. 1. Todo monoide S es una (S, S)−biacción, y si además S es abeliano,
entonces toda S−acción es una (S, S)−biacción.

2. SeanA una S−acción izquierda yEnd(A) su monoide de endomorfismos. EntoncesA es
una End(A)op−acción derecha haciendo para cada a ∈ A y f ∈ End(A), af := f(a).
En efecto, note que a idA := idA(a) = a y además para f, g ∈ End(A), (af)g =
f(a)g := g(f(a)) = (gf)(a) = (f ·g)(a) = a(f ·g). LuegoA es unaEnd(A)op−acción
derecha. Más aún, si s ∈ S, entonces s(af) = sf(a) = f(sa) = (sa)f y por consiguien-
te A es una (S,End(A)op)−biacción. ( · denota la operación en el monoide opuesto)

3. Si AS es una S−acción derecha, denotemos por Endr(A) a la colección de todos los
S−morfismos derechos deA en sí misma. Está claro queEndr(A) es un monoide bajo la
composición usual. Si para cada a ∈ A y f ∈ Endr(A) hacemos f ∗a := f(a), entonces
se prueba como en el inciso anterior que A es una Endr(A)−acción izquierda. Más aún,
para cada a ∈ A, s ∈ S y f ∈ Endr(A) se tiene que f ∗ (as) := f(as) = f(a)s =
(f ∗ a)s y por lo tanto A es una (Endr(A), S)−biacción.
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Teorema. 9.9.6. Sea SAT una (S, T )−biacción.

1. Si SB es una S−acción, entoncesHom(A,B) (la colección de todos los S−morfismos de
acciones izquierdas de A en B) es una T−acción izquierda definiendo para cada t ∈ T
y cada f ∈ HomS(A,B) a la función tf : A −→ B dada por (tf)(a) := f(at).

2. Si BT es una T−acción, entonces Hom(A,B) (la colección de todos los T−morfismos
de acciones derechas de A en B) es una S−acción derecha definiendo para cada s ∈ S y
cada f ∈ HomS(A,B) a la función fs : A −→ B dada por (fs)(a) := f(sa).

Demostración. Solo ofrecemos la prueba del primer inciso, pues la del segundo requiere un
razonamiento similar. Sean t ∈ T y f ∈ Hom(A,B) arbitrarios. Para cada s ∈ S y a ∈ A
se tiene que (tf)(sa) := f((sa)t) = f(s(at)) = sf(at) = s(tf)(a) y por consiguiente
tf es un S−morfismo de acciones izquierdas i,e, tf ∈ Hom(A,B). Además, se tiene que
(eTf)(a) := f(aeT ) = f(a) y en consecuencia eTf = f . Ahora, para u, v ∈ T ocurre que
(u(vf))(a) := (vf)(au) := f((au)v) = f(a(uv)) = ((uv)f)(a) y por lo tanto u(vf) =
(uv)f . De ahí que Hom(A,B) es una T−acción izquierda.

Si en el Teorema 9.2.4 agregamos a la hipótesis que cadaAi es una (S, S)−biacción, entonces
la biyección que se garantiza pasa a ser un isomorfismo de acciones.

Teorema. 9.9.7. Sean (Ai)i∈I una familia de (S, S)−acciones y SB una S−acción. Entonces

Hom(
∐
i∈I
Ai, B) ∼=

∏
i∈I
Hom(Ai, B)

Donde el isomorfismo es entre S−acciones izquierdas.

Demostración. Recordar que
∐
i∈I
Ai :=

⋃
i∈I

(Ai×{i}), y además este conjunto es unaS−acción

izquierda haciendo para cada s ∈ S y (a, j) ∈
∐
i∈I
Ai, s(a, j) := (sa, j). Ahora bien, el

conjunto
∐
i∈I
Ai también puede ser dotado de estructura de S−acción derecha haciendo

(a, j)s := (as, j). Más aún, para cada s, t ∈ S y (a, j) ∈
∐
i∈I
Ai se tiene que s((a, j)t) =

s(at, j) = (s(at), j) = ((sa)t, j) = (sa, j)t = (s(a, j))t y por consiguiente
∐
i∈I
Ai es una

(S, S)−biacción. Luego, de acuerdo con el primer inciso del Teorema 9.9.6, el conjunto
Hom(

∐
i∈I
Ai, B) es una S−acción izquierda cuya operación viene dada por (sf)(a, j) :=

f((a, j)s) = f(as, j) para cada s ∈ S y f ∈ Hom(
∐
i∈I
Ai, B). Por otra parte, como ca-

da Ai es una (S, S)−biacción, entonces cada conjunto Hom(Ai, B) es una S−acción iz-
quierda con operación dada por (sfi)(x) := fi(xs) para cada s ∈ S y fi ∈ Hom(Ai, B).
Así, puede considerarse a la S−acción producto

∏
i∈I
Hom(Ai, B), la cuál es una S−acción

izquierda. Ahora, sea Γ : Hom(
∐
i∈I
Ai, B) −→

∏
i∈I
Hom(Ai, B) dada por Γ(f) := f don-

de para cada j ∈ I , f(j) := fσj . En la demostración del Teorema 9.2.4 ya se exhibió

153



CAPÍTULO 9. LA CATEGORÍA S-ACT

que Γ es una biyección. Veremos en seguida que Γ es un S−morfismo: sean s ∈ S y
f ∈ Hom(

∐
i∈I
Ai, B) arbitrarios y considere a las funciones sf, sf : I −→

⋃
i∈I
Hom(Ai, B).

Si j ∈ I , entonces sf(j) y (sf)(j) son S−morfismos de Aj en B. Así, para cada a ∈ Aj se
tiene que (sf(j))(a) = ((sf)σj)(a) = (sf)(σj(a)) = (sf)(a, j) = f(as, j), mientras que
((sf)(j))(a) = (sf(j))(a) := f(j)(as) = (fσj)(as) = f(σj(as)) = f(as, j). Por consi-
guiente la igualdad (sf(j))(a) = ((sf)(j))(a) se verifica para cada a ∈ Aj y así sf(j) =
(sf)(j). De ahí que sf = sf y por consiguiente Γ(sf) = sΓ(F ). Se desprende de esto que
Γ es un isomorfismo de acciones y por lo tanto Hom(

∐
i∈I
Ai, B) ∼=

∏
i∈I
Hom(Ai, B).

9.10. Los funtores Hom(A,_)
Toda S−acción SA determina un funtor de la categoría S−Act en la categoría de conjuntos,
como veremos en seguida.

Teorema. 9.10.1. Sea SA una S−acción. Entonces

S − Act Set

SX 7−→ Hom(A,X)

7−→

SY 7−→ Hom(A, Y )

Hom(A,_)

f f∗

es un funtor, donde f ∗ viene dada por f ∗(α) := fα.

Demostración. Para cadaS−acción SX se tiene que siα ∈ Hom(A,X), entonces id∗X(α) :=
idXα = α y por lo tanto id∗X = idHom(A,X) = idHom(A,_)(X). De ahí que Hom(A, _)(idX) =

idHom(A,_)(X). Por otra parte, considere a los S−morfismos SX
f //

SY
g //

SZ . Para
cada α ∈ Hom(A,X) ocurre que (g∗f ∗)(α) = g∗(f ∗(α)) = g∗(fα) = g(fα) = (gf)α =
(gf)∗(α) y por lo tanto (gf)∗ = g∗f ∗ i,e, Hom(A, _)(gf) = Hom(A, _)(g)Hom(A, _)(f).
Por consiguiente Hom(A, _) es un funtor.

Todo lo anterior puede también llevarse a cabo partiendo ahora de una S−acción derecha,
pero lo que se obtiene esta vez es un funtor de la categoría Act − S en la categoría de
conjuntos. Más precisamente, si AS es una S−acción, entonces Hom(A, _) : Act − S −→
Set definido exactamente como en el caso anterior también es un funtor. En resumen, toda
S−acción izquierda define un funtor de S−Act en Set y toda S−acción derecha define uno
de Act− S en Set, pero ¿qué pasa cuándo estos funtores son inducidos por una biacción?

154



CAPÍTULO 9. LA CATEGORÍA S-ACT

Teorema. 9.10.2. Sea SAT una (S, T )−biacción. Entonces:

1. La asociación

S − Act T − Act

SX 7−→ Hom(A,X)

7−→

SY 7−→ Hom(A, Y )

Hom(A,_)

f f∗

define un funtor, donde f ∗(α) := fα.

2. La asociación

Act− T Act− S

XT 7−→ Hom(A,X)

7−→

YT 7−→ Hom(A, Y )

Hom(A,_)

f f∗

define un funtor, donde f ∗(α) := fα.

Demostración. 1) Como SAT es una (S, T )−biacción, del primer inciso del Teorema 9.9.6
se tiene que si SX es una S−acción, entonces Hom(A,X) es una T−acción izquierda con
operación dada por (tα)(a) := α(at) para cada s ∈ S y α ∈ Hom(A,X). Ahora, sea
f :S X −→S Y un S−morfismo. Veamos que f ∗ : Hom(A,X) −→ Hom(A, Y ) es un
T−morfismo (de acciones izquierdas): sean t ∈ T y α ∈ Hom(A,X). Para cada a ∈ A se
tiene que (f ∗(tα))(a) = (f(tα))(a) = f((tα)(a)) = f(α(at)), mientras que (tf ∗(α))(a) :=
(f ∗(α))(at) = (fα)(at) = f(α(at)). Por consiguiente (f ∗(tα))(a) = (tf ∗(α))(a) para cada
a ∈ A y así f ∗(tα) = tf ∗(α). De ahí que f ∗ es un T−morfismo. Lo anterior muestra que la
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asociación
S − Act T − Act

SX 7−→ Hom(A,X)

7−→

SY 7−→ Hom(A, Y )

Hom(A,_)

f f∗

está bien definida, en el sentido de que manda objetos y morfismos de S − Act en objetos
y morfismos de T − Act. La prueba de que esta asociación es funtorial es exactamente la
misma que la hecha para el Teorema 9.10.1. Finalmente, para el segundo inciso se procede
de manera análoga.

A manera de síntesis, toda (S, T )−biacción induce un par de funtores, más precisamente, si
SAT es una (S, T )−biacción, entonces se tiene lo siguiente: cuando en Hom(A, _) se hace
correr a las variables sobre S−Act, entonces se obtiene un funtor de S−Act en T −Act, y
cuando se hace correr a las variables sobreAct−T lo que se obtiene es un funtor deAct−T
en Act− S.

Proposición 9.10.3. Para cada S−acción SA, el funtor Hom(A, _) : S − Act −→ Set
manda S−morfismos inyectivos en funciones inyectivas.

Demostración. Sea SX
f //

SY un S−morfismo inyectivo y considere a la función f ∗ :
Hom(A,X) −→ Hom(A, Y ) dada por f ∗(α) := fα. Si α, β ∈ Hom(A,X) son tales que
f ∗(α) = f ∗(β), entonces fα = fβ, pero que f sea cancelabe a la izquierda implica que
α = β y por lo tanto f ∗ es inyectiva.

Está claro que el mismo resultado se verifica para el funtor Hom(A, _) inducido por una
S−acción derecha AS .

Definición 9.10.4. Decimos que el funtor F : S − Act −→ Set es:

1. Rees-exacto izquierdo, si para cada sucesión Rees-exacta de S−morfismos

A
f // B

g // C

con f inyectivo, se tiene que

F (A)
F (f) // F (B)

F (g) // F (C)

es una sucesión de funciones con F (f) inyectiva y Kim(F (f)) = Ker(F (g)).
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2. Rees-exacto derecho, si para cada sucesión Rees-exacta de S−morfismos

A
f // B

g // C

con g sobreyectivo, se tiene que

F (A)
F (f) // F (B)

F (g) // F (C)

es una sucesión de funciones con F (g) sobreyectiva y Kim(F (f)) = Ker(F (g)).

3. Rees-exacto, si para cada sucesión Rees-exacta de S−morfismos

A
f // B

g // C

con f inyectivo y g sobreyectivo se tiene que

F (A)
F (f) // F (B)

F (g) // F (C)

es una sucesión de funciones para la cuál F (f) es inyectiva, F (g) es sobreyectiva y
Kim(F (f)) = Ker(F (g)).

Los conceptos anteriores se definen sin dificultad para funtores de Act− S en Set.

A diferencia de lo que ocurre en módulos, en el caso de las acciones, los funtoresHom(A, _)
no son necesariamente exactos izquierdos.

Teorema. 9.10.5. Sea SX
f //

SY
g //

SZ una sucesión Rees-exacta de S−morfismos con
f inyectivo. Si im(f) ̸= Y y ker(g) ̸= ∆Y , entonces Hom(Ker(g), _) no es Rees-exacto
izquierdo.

Demostración. Recordar que Ker(g) := {(y, y′) ∈ A × A | g(y) = g(y′)}. Ahora, no es
difícil verificar queKer(g) es una S−acción si hacemos para cada s ∈ S y (y, y′) ∈ Ker(g),
s(y, y′) := (sy, sy′). Hágase SA := Ker(g) y suponga que im(f) ̸= Y y ker(g) ̸= ∆Y . A
manera de generar una contradicción, supongamos queHom(A, _) es un funtor Rees-exacto

izquierdo. Bajo este supuesto, para la sucesión de S−morfismos SX
f //

SY
g //

SZ se

tiene que Hom(A,X)
f∗ // Hom(A, Y )

g∗ // Hom(A,Z) es una sucesión de funciones

con Kim(f∗) = Ker(g∗). Ahora, sean A
u //

v
// Y las funciones dadas por u(y, y′) := y y

v(y, y′) := y′. Es fácil ver que u y v son S−morfismos. Más aún, para cada (y, y′) ∈ A :=
Ker(g) ocurre que g(u(y, y′)) = g(y) = g(y′) = g(v(y, y′)) y por consiguiente gu = gv i,e,
g∗(v) = g∗(v). Por lo tanto (u, v) ∈ Ker(g∗) = Kim(f∗). Por otra parte, comoKer(g) ̸= ∆Y ,
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existe (y1, y2) ∈ Ker(g) tal que y1 ̸= y2 y así u(y1, y2) := y1 ̸= y2 = v(y1, y2). Luego u ̸= v,
pero como (u, v) ∈ Kim(f∗), entonces necesariamente sucede que (u, v) ∈ im(f ∗)× im(f ∗)
y en consecuencia u ∈ im(f ∗). Por lo tanto u = f ∗(h) := fh para algún h ∈ Hom(A,X).
Además de eso, como im(f) ̸= Y , existe y0 ∈ Y tal que y0 /∈ Im(f), pero claramente
(y0, y0) ∈ Ker(g) = A, luego, como u = fh, entonces y0 = u(y0, y0) = f(h(y0, y0)) i,e,
y0 ∈ im(f), contradicción. Por consiguiente el funtor Hom(Ker(g), _) no es Rees-exacto
izquierdo.

Ejemplo 9.10.6. Sea SA una S−acción y B una subacción propia de A con |B| ≥ 2. Del
Ejemplo 3.3.10 se desprende que la sucesión

B �
� ι // A π // A

B

es Rees-exacta con Ker(π) = ρB := (B × B) ∪ ∆A. Por otra parte como B < A, entonces
im(ι) = B ̸= A, y además, de queB tiene al menos dos elementos, se tiene que existen x, y ∈ B
con x ̸= y, de tal manera que (x, y) ∈ Ker(π) pero (x, y) /∈ ∆A. Luego Ker(π) ̸= ∆A y en
consecuencia, del Teorema anterior se sigue que el funtor Hom(Ker(π), _) no es Rees-exacto
izquierdo.

Observación 9.10.7. En el artículo On the Homological Classification of Semigroups with Lo-
cal Units (referencia [13]), los autores afirman que para cada S−acciónA el funtorHom(A, _)
siempre es exacto izquierdo, pero como acabamos de exhibir, esto no es en general verdadero.
Ellos, con el fin de tratar de mostrar que Hom(A, _) es exacto izquierdo dan un argumento

como el siguiente: sean SA una S−acción y SX
f //

SY
g //

SZ una sucesión Rees-exacta
de S−morfismos con f inyectivo. Considerar ahora a la siguiente sucesión de funciones:

Hom(A,X)
f∗ // Hom(A, Y )

g∗ // Hom(A,Z)

Veamos que Ker(g∗) ⊆ Kim(f∗): tómense α, β ∈ Hom(A, Y ) tales que (α, β) ∈ Ker(g∗).
Entonces g∗(α) = g∗(β) y en consecuencia gα = gβ. De ahí que para cada a ∈ A, g(α(a)) =
g(β(a)) y por lo tanto para cada a ∈ A, (α(a), β(a)) ∈ Ker(g) = Kim(f) i,e, para cada a ∈ A
o bien (α(a), β(a)) ∈ im(f) × im(f) o bien α(a) = β(a). Es claro que si α = β, entonces
(α, β) ∈ Kim(f∗). Así, puede suponerse que α ̸= β y por consiguiente, para cada a ∈ A,
α(a) ̸= β(a). De esto se sigue que para cada a ∈ A, (α(a), β(a)) ∈ im(f)× im(f) y así para
cada a ∈ A existen l, k ∈ X tales que α(a) = f(l) y β(a) = β(k). Observe que estos k y l
deben ser únicos, pues f es inyectiva. A partir de esto se definen a las funciones φ : A −→ X
y ψ : A −→ X como φ(a) := l si α(a) = f(l) y ψ(a) := k si β(a) = f(k). Es fácil verificar
que φ y ψ son S−morfismos. Más aún, para cada a ∈ A se tiene que f(φ(a)) = f(l) = α(a)
y f(ψ(a)) = f(k) = β(a) i,e, α = fφ y β = fψ. De ahí que α = f ∗(φ) y β = f ∗(ψ)
y en consecuencia (α, β) ∈ im(f ∗) × im(f ∗) ⊆ Kim(f∗). Por lo tanto Ker(g∗) ⊆ Kim(f∗).
Pero, ¿dónde se encuentra el error? El fallo está en suponer que si dos funciones son distintas,
entonces sus imagenes también son distintas en cada punto i,e, el error se encuentra en la línea:
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Así, puede suponerse que α ̸= β y por consiguiente, para cada a ∈ A, α(a) ̸= β(a).

Es claro que si dos funciones son distintas en cada punto, entonces tales funciones son distintas,
pero que dos funciones sean diferentes no implica que estas difieran en cada punto. Por ejemplo,

las funciones R
f //

g
// R dadas por f(x) := x y g(x) := x2 son distintas, pues 2 = f(2) ̸=

g(2) = 4, y sin embargo hay puntos en las que ambas coinciden, como f(1) = 1 = g(1).

A pesar de que no siempre los funtores Hom(A, _) son exactos izquierdos, puede probarse
que para acciones cíclicas, el funtor Hom sí resulta ser exacto izquierdo. Más precisamente
se tiene el siguiente resultado.

Teorema. 9.10.8. Sea SA una S−acción cíclica. Entonces el funtor

S − Act Set

SX 7−→ Hom(A,X)

7−→

SY 7−→ Hom(A, Y )

Hom(A,_)

f f∗

donde f ∗(α) := fα, es un funtor Rees-exacto izquierdo.

Demostración. Suponga que A = ⟨w⟩ es una S−acción cíclica y sea SX
f //

SY
g //

SZ
una sucesión Rees-exacta de S−morfismos con f inyectivo. Considere ahora a la sucesión
de funciones

Hom(A,X)
f∗ // Hom(A, Y )

g∗ // Hom(A,Z)

Exhibir que f ∗ es inyectiva se hace exactamente igual que como en la demostración del

Teorema 9.10.3. Ahora, como la sucesión SX
f //

SY
g //

SZ es Rees-exacta, entonces
gf es una función constante (véase Proposición 3.2.2). Suponga que k es el único valor que
toma gf y sea k : A −→ Y la función constante definida por a 7→ k. Está claro que pa-
ra cada α ∈ Hom(A,X) ocurre que (gf)α = k, pero también (g∗f ∗)(α) = g∗(f ∗(α)) =
g∗(fα) = g(fα) = (gf)α = k. Por lo tanto g∗f ∗ es una función constante y en conse-
cuencia Kim(f∗) ⊆ Ker(g∗) (véase Proposición 3.2.3). Ahora, sean u, v ∈ Hom(A, Y ) tales
que g∗(u) = g∗(v) i,e, sea (u, v) ∈ Ker(g∗). Entonces gu = gv y así para cada a ∈ A,
g(u(a)) = g(v(a)). De ahí que para cada a ∈ A, (u(a), v(a)) ∈ Ker(g) = Kim(f) i,e, pa-
ra cada a ∈ A ocurre que o bien (u(a), v(a)) ∈ im(f) × im(f) o bien u(a) = v(a). En
particular, para a = w se tienen los dos siguientes casos posibles:
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1. (u(w), v(w)) ∈ im(f)× im(f)

2. u(w) = v(w)

En el segundo caso, el tercer inciso del Lema 6.1.2 impica que u = v y en consecuencia
(u, v) ∈ Kim(f∗). En el primer caso, existen l, k ∈ X tales que u(w) = f(l) y v(w) =

f(k). Observe que k y l son únicos, pues f es inyectiva. Sean A
φ //

ψ
// X las funciones

dadas por φ(sw) := sl y ψ(sw) := sk. Note que si s, t ∈ S son tales que sw = tw,
entonces su(w) = tu(w) y en consecuencia sf(l) = tf(l), de donde f(sl) = f(tl), y al
ser f inyectiva se desprende que sl = tl. Luego φ está bien definida. De manera similar
se verifica que ψ también está bien definida. Ahora bien, no es difícil ver que φ y ψ son
S−morfismos. Más aún, se tiene que f(φ(w)) = f(l) = u(w) y f(ψ(w)) = f(k) = v(w),
de manera que el tercer inciso del Lema 6.1.2 impica que u = fφ y v = fψ. De ahí que
u = f ∗(φ) y v = f ∗(ψ) y en consecuencia (u, v) ∈ im(f ∗) × im(f ∗) ⊆ Kim(f∗). Por
lo tanto Ker(g∗) ⊆ Kim(f∗). Concluimos así que Ker(g∗) = Kim(f∗) y por consiguiente
Hom(A, _) es Rees-exacto izquierdo.

9.11. S-Act no es una categoría abeliana
Para cada anillo unitario R siempre se tiene que la categoría R−mod compuesta de todos
los R−módulos izquierdos forma una categoría abeliana. En contraste, dado un monoide S,
en esta sección se exhibirá que la categoría S−Act no es abeliana y que en general S−Act0
tampoco lo es.

Definición 9.11.1. Dada una categoría A se dice que:

1. I ∈ Ob(A) es un objeto inicial si para cada A ∈ Ob(A) el conjunto Hom(I, A) es no
vacío y contiene exactamente un elemento.

2. F ∈ Ob(A) es un objeto terminal si para cada A ∈ Ob(A) el conjunto Hom(A,F) es
no vacío y contiene exactamente un elemento.

3. O ∈ Ob(A) es un objeto cero si O es a la vez un objeto inicial y terminal.

Lema 9.11.2. Para cada S−acción A existe una S−acción B y un par de S−morfismos

A
f //

g
// B con f ̸= g.

Demostración. Sean A una S−acción arbitraria y B un conjunto con exactamente dos ele-
mentos, digamos x y y con x ̸= y. Para cada s ∈ S hágase sx := x y sy := y. No es difícil ver
que con estoB es una S−acción, y además x y y son ambos elementos cero. Considerar a las

funciones A
f //

g
// B definidas por f(a) := x y g(a) := y. Observar que para cada a ∈ A
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y s ∈ S se tiene que f(sa) := x = sx = sf(a) y en consecuencia f es un S−morfismo.
De manera similar se ve que g es un S−morfismo. Más aún, debido a que x ̸= y se sigue
entonces que f ̸= g.

Teorema. 9.11.3. 1. La categoría S −Act tiene objeto terminal pero carece de objeto ini-
cial. En consecuencia S − Act no tiene objeto cero.

2. Las categorías (S − Act)0 y S − Act0 tienen objeto cero.

Demostración. 1) Sea Θ := {θ} la S−acción con un único elemento. Si A es cualquier
S−acción, debido a que Θ solo tiene un elemento, la única función de A en Θ es la que
asocia a cada elemento de A con el único elemento de Θ. Además, claramente tal función
es un S−morfismo. Por consiguiente Hom(A,Θ) tiene exactamente un elemento. De ahí
que Θ es objeto terminal de S − Act. Por otra parte, si suponemos que A1 es un obje-
to inicial de S − Act, entonces por el Lema anterior existe una S−acción B y un par de

S−morfismos A1

f //

g
// B con f ̸= g, pero esto no es posible, pues al ser A1 inicial el

conjunto Hom(A1, B) debe tener exactamente un elemento. Por lo tanto S − Act no tiene
objeto inicial.
2) Sea Θ := {θ} la S−acción con un único elemento. Claramente Θ ∈ (S − Act)0, y ade-
más de la Proposición 3.3.2 se deduce que Θ es objeto cero de (S −Act)0. De esto último se
desprende que para cada A ∈ (S − Act)0 los conjuntos Hom(A,Θ) y Hom(Θ, A) tienen
exactamente un elemento, pero como Θ ∈ S − Act0 ⊆ (S − Act)0, entonces lo anterior se
verifica para cada A ∈ S−Act0, de manera que entonces Θ es objeto cero de S−Act0.

Definición 9.11.4. Si A es una categoría con objeto cero Θ, para cada A ∈ Ob(A) denota-
remos por 0 al único elemento de Hom(A,Θ) y también al único elemento de Hom(Θ, A).
Además, para cualquier otro B ∈ Ob(A) denotamos también por 0 a la composición de los
morfismos A // Θ // B .

Definición 9.11.5. Sea A una categoría con objeto cero Θ y f : A −→ B un A−morfismo.
Decimos que:

1. El A−morfismo K : N −→ A es núcleo de f si K es igualador de los morfismos

A
f //

0
// B .

2. El A−morfismo C : B −→ D es conúcleo de f si C es coigualador de los morfismos

A
f //

0
// B .
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Teorema. 9.11.6. Todo morfismo de la categoría (S − Act)0 tiene un núcleo y un conúcleo.
En particular esto ocurre para cada morfismo de S − Act0.

Demostración. Se sigue de los Teoremas 3.3.14 y 3.3.15.

Definición 9.11.7. Se dice que una categoría A con objeto cero Θ es:

1. normal si todo monomorfismo es el núcleo de algún morfismo.

2. conormal si todo epimorfismo es el conúcleo de algún morfismo.

Lema 9.11.8. Sea A una categoría con objeto cero Θ y f : A −→ B un A−morfismo. Si f es
conúcleo de algún morfismo y además f tiene núcleo, entonces f es conúcleo de su núcleo.

Demostración. Suponga que f es conúcleo de h : X −→ A y sea K : N −→ A núcleo
de f . Exhibiremos que f es conúcleo de K : observar primero que como K es núcleo de
f , entonces fK = 0. Ahora bien, como f es conúcleo de h, entonces fh = 0, de manera
que como K es núcleo de f , entonces existe un único morfismo l que hace conmutativo al
diagrama

X h //

l

��

A

N

K

FF

i,e, h = Kl. Por otra parte, si F : A −→ D es un morfismo tal que FK = 0, entonces
Fh = F (Kl) = (FK)l = 0l = 0 i,e, Fh = 0. De ahí que como f es conúcleo de h se sigue
que existe un único morfismo g que hace conmutativo al diagrama

A F //

f

��

D

B

g

FF

Así, cualquier morfismo F : A −→ D tal que FK = 0 se factoriza de manera única a través
de f . Por consiguiente f es conúcleo de K .
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Teorema. 9.11.9. La categoría S − Act0 es normal.

Demostración. Sean m : A −→ B un morfismo inyectivo en S − Act0 y π : B −→ B

m(A)
el S−morfismo canónico. Como S −Act0 es cerrada bajo cocientes (véase Teorema 2.5.10),
entonces π es un morfismo en S − Act0. Afirmamos que m es núcleo de π. En efecto, del
Teorema 3.3.15 se sigue que πm = 0. Ahora, seaM : D −→ B un morfismo en S−Act0 tal
que πM = 0. En este caso debe ocurrir que para cada x ∈ D, [M(x)] = π(M(x)) = m(A)

(pues m(A) es el elemento cero del cociente
B

m(A)
) y por consiguiente M(x) ∈ m(A) para

cada x ∈ D. De ahí que M(D) ⊆ m(A). Así, para x ∈ D arbitrario se tiene que M(x) ∈
M(D) ⊆ m(A), y al ser m inyectiva, existe un único ax ∈ A para el que M(x) = m(ax).
Considerar a la función β : D −→ A dada por β(x) := ax. Observar que si s ∈ S y x ∈ D,
entonces la igualdad M(x) = m(ax) implica que M(sx) = m(sax) y en consecuencia
asx = sax. De ahí que β(sx) := asx = sax = sβ(x) y por lo tanto β es un S−morfismo.
Ahora, para cada x ∈ D se tiene que m(β(x)) = m(ax) = M(x) y por consiguiente
M = mβ i,e, el diagrama

D M //

β

��

B

A

m

FF (9.4)

es conmutativo. Suponga que γ es unS−morfismo tal queM = mγ. Entonces para cada x ∈
D sucede queM(x) = m(γ(x)), pero luego la unicidad de ax debe implicar que γ(x) = ax y
por lo tanto γ(x) = β(x) para cada x ∈ D. De ahí que γ = β y así β es el único S−morfismo
que hace conmutativo al diagrama (9.4). Lo anterior muestra que todo S−morfismo M tal
que πM = 0 se factoriza de manera única a través de m. Por consiguiente m es núcleo de
π y así S − Act0 es una categoría normal.

Usando el mismo razonamiento que como en el Teorema anterior se exhibe que (S −Act)0
también es una categoría normal. Ahora bien, a pesar de que a la luz del Teorema 9.11.9
la categoría S − Act0 siempre resulta ser normal, puede suceder que S − Act0 no sea una
categoría conormal, como a continuación se exhibe.

Ejemplo 9.11.10. Sea S := {2n |n ∈ N0} ∪ {0}. Con la multiplicación usual de enteros S es
un monoide con neutro 1 y con elemento cero 0. Para p = 3 considerar al conjunto Z3 de enteros
módulo 3. De acuerdo a la Observación 3.3.18, Z3 es una S−acción haciendo s[a] := [sa] para
cada s ∈ S y [a] ∈ Z3. Considerar al S−morfismo f : S −→ Z3 dado por f(s) := s[2].
Siguiendo los detalles ofrecidos en las Observaciones 3.3.18 y 3.3.24 se desprende que f es un
S−morfismo sobreyectivo tal que Nu(f) = {0}. Más aún, del Teorema 3.3.14 se tiene que la
inclusión Nu(f) �

� // S , que denotaremos por ι, es núcleo de f . Afirmamos que f no puede
ser conúcleo de ι. En efecto, suponga, por el contrario, que f es conúcleo de ι. Bajo este supuesto,
todo S−morfismo h tal que hι = 0 debe factorizarse (de manera única) a través de f , pero
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comoNu(f) = {0}, entonces la inclusión Nu(f) �
� // S es en realidad el S−morfismo cero.

Luego, cualquier S−morfismo h con dominio S satisface que hι = 0, y en particular h = idS
satisface lo anterior, por lo que h = idS debe factorizarse (de manera única) a través de f i,e,
existe un (único) S−morfismo β tal que el diagrama

S
idS //

f

��

S

Z3

β

FF

conmuta i,e, idS = βf , pero esto implica que f debe ser inyectiva, lo cuál es imposible, pues S
es un conjunto infinito, mientrás que Z3 no. Este absurdo surge de suponer que f es conúcleo
de ι. Por consiguiente f no es conúcleo de su núcleo ι. Usando al morfismo f podemos exhibir
que S − Act0 no es una categoría conormal. En efecto, suponga que S − Act0 es conormal.
Entonces el S−morfismo sobreyectivo f debe ser el conúcleo de algún morfismo en S − Act0,
de manera que el Lema 9.11.8 implica que f es conúcleo de su núcleo, pero como vimos, esto no
es cierto. Por lo tanto S − Act0 no puede ser conormal.

Definición 9.11.11. Se dice que una categoría A es abeliana si:

1. A tiene objeto cero.

2. Cualesquiera dos objetos de A tienen un producto y un coproducto.

3. Cualquier A−morfismo tiene un núcleo y un conúcleo.

4. A es normal.

5. A es conormal.

Observación 9.11.12. Puede probarse, aunque no lo haremos aquí, que la lista de axiomas
que definen a una categoría abeliana A permiten definir para cada A,B ∈ Ob(A), una única
estructura de grupo abeliano en el conjunto Hom(A,B) de tal suerte que la operación en estos
grupos abelianos es bilineal con respecto de la composición en la categoría.

Después de toda esta digresión podemos decidir si la categoría S−Act es o no una categoría
abeliana, pero de acuerdo con el primer inciso del Teorema 9.11.3 la categoría S − Act no
tiene objeto cero, por lo que S−Act no satisface el primer requisito de la Definición 9.11.11.
En consecuencia S − Act no es una categoría abeliana. Ahora, para el caso de S − Act0 se
tiene lo siguiente: según los Teoremas 9.11.3, 9.11.6 y 9.11.9 la categoría S − Act0 siempre
satisface los incisos 1, 3 y 4 de la Definición 9.11.11, sin embargo, puede ocurrir que S−Act0
no satisfaga el quinto, pues según el Ejemplo 9.11.10, para el monoide S := {2n |n ∈ N0}∪
{0} con la multiplicación usual de enteros se tiene que la categoría S−Act0 no es conormal
y en consecuencia tampoco abeliana.
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ACCIONES PROYECTIVAS

Según la Proposición 9.10.3, para cada S−acción A el funtor Hom(A, _) siempre manda
S−morfismos inyectivos en funciones inyectivas, pero algo así no ocurre con los morfismos
sobreyectivos i,e, no es cierto que Hom(A, _) manda siempre S−morfismos sobreyectivos
en funciones sobreyectivas.

Ejemplo 10.0.1. Sea p ≥ 2 un entero positivo y considere a la (Z, ·)−acción Zp con opera-
ción n[a] := [na] y suponga que f : Zp −→ Z es un (Z, ·)−morfismo arbitrario. Es fácil
ver que Zp es una acción cíclica, de hecho Zp = ⟨[1]⟩. Así, f quedará determinado comple-
tamente si se conoce su valor en [1]. Ahora bien, como [p] = [0] y los morfismos de acciones
mandan ceros en ceros (véase Lema 3.3.1), entonces f([p]) = 0. Por otra parte, se tiene que
f([p]) = f(p[1]) = pf([1]) i,e, f([p]) = pf([1]), de manera que pf([1]) = 0 y por consi-
guiente f([1]) = 0. De ahí que f es el morfismo cero. Se concluye así que Hom(Zp,Z) solo
contiene al morfismo cero. Además de eso, no es difícil ver queHom(Zp,Zp) contiene al menos
dos elementos, a saber, a la identidad y al morfismo cero. Consideremos al (Z, ·)−morfismo
φ : Z −→ Zp definido por φ(n) := [n]. Está claro que φ es sobreyectivo, sin embargo, la

función Hom(Zp,Z)
φ∗
// Hom(Zp,Zp) dada por φ∗(α) := φα no puede ser sobreyectiva,

pues ello implicaría, junto con el axioma de elección, la existencia de una función inyectiva de
Hom(Zp,Zp) en Hom(Zp,Z), de donde 2 ≤ |Hom(Zp,Zp)| ≤ |Hom(Zp,Z)| = 1, lo cuál es

absurdo. Por consiguiente Hom(Zp,Z)
φ∗
// Hom(Zp,Zp) no es una función sobreyectiva.

En particular, el funtor Hom(Zp, _) no manda (Z, ·)−morfismos sobreyectivos en funciones
sobreyectivas.

A pesar de lo anterior, es posible hallar S−acciones para las cuáles el funtor Hom síempre
mande S−morfismos sobreyectivos en funciones sobreyectivas. Tales acciones recibirán el
nombre de acciones proyectivas y serán el objeto de estudio de este capítulo.
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10.1. Acciones proyectivas
Definición 10.1.1. Se dice que una S−acción P es proyectiva si el funtor Hom(P, _) manda
S−morfismos sobreyectivos en funciones sobreyectivas.

Definición 10.1.2. Se dice que un S−morfismo sobreyectivo f : A −→ B se escinde si existe
un S−morfismo g : B −→ A tal que fg = idB .

Como veremos a continuación, no resulta extraño que las acciones proyectivas sean en reali-
dad los objetos proyectivos de la categoría S − Act.

Teorema. 10.1.3. Los siguientes enunciados son equivalentes para una S−acción P :

1. P es una S−acción proyectiva.

2. P es un objeto proyectivo de S − Act (véase Definición 1.1.15).

3. Todo S−morfismo sobreyectivo con codominio P se escinde.

Demostración. 1) =⇒ 2) Suponga que P es una S−acción proyectiva y sean g : B −→ C y
α : P −→ C un par de S−morfismos con g sobreyectivo. Como P es proyectiva, el funtor
Hom(P, _) manda S−morfismos sobreyectivos en funciones sobreyectivas, en particular, la
función Hom(P,B)

g∗ // Hom(P,C) dada por g∗(h) := gh es una función sobreyectiva.
De ahí que para α ∈ Hom(P,C) existe β ∈ Hom(P,B) tal que α = g∗(β) := gβ i,e, el
diagrama

P

β

��

α

��
B g

// C

es conmutativo. Por lo tanto P es un objeto proyectivo de S − Act.
2) =⇒ 3) Suponga que P es un objeto proyectivo de S − Act y sea g : B −→ P un
S−morfismo sobreyectivo. De que P es proyectivo, se sigue que existe un S−morfismo β
que hace conmutativo al diagrama

P

β

��

idP

��
B g

// P

166



CAPÍTULO 10. ACCIONES PROYECTIVAS

i,e, gβ = idP . De ahí que g se escinde. Por lo tanto todo S−morfismo sobreyectivo con
codominio P se escinde.
3) =⇒ 1) Suponga que todo S−morfismo sobreyectivo con codominio P se escinde y sea
g : B −→ C un S−morfismo sobreyectivo. Sea Hom(P,B)

g∗ // Hom(P,C) la función
dada por g∗(h) := gh y sea α ∈ Hom(P,C) arbitrario. Observe que el conjunto E :=
{(p, b) ∈ P × B |α(p) = g(b)} es no vacío, pues para p ∈ P cualquiera se tiene que
α(p) ∈ C , de manera que como g es sobreyectiva, entonces existe b ∈ B tal que α(p) = g(b)
y por consiguiente (p, b) ∈ E. De ahí que E es no vacío. Así, del Teorema 9.4.1 se sigue que
existen S−morfismos u y v tales que el diagrama

E u //

v

��

P

α

��
B g

// C

(10.1)

es un diagrama pullback. Más aún, elS−morfismo u viene dado por u(p, b) := p. Ahora bien,
u es sobreyectivo, pues como g es sobreyectivo, entonces para cada p ∈ P existe b ∈ B tal
que α(p) = g(b), luego el par (p, b) pertenece a E y es tal que u(p, b) = p. Por lo tanto
u es sobreyectiva. Así, como todo S−morfismo sobreyectivo con codominio P se escinde,
para el S−morfismo sobreyectivo u : E −→ P existe un S−morfismo ε : P −→ E tal que
uε = idP . Por otra parte, como el diagrama (10.1) es un pullback, entonces αu = gv, de
manera que αuε = gvε y por consiguiente α = g(vε). De ahí que α = g∗(vε) y por lo tanto
g∗ es sobreyectiva. Se concluye que el funtorHom(P, _)mandaS−morfismos sobreyectivos
en funciones sobreyectivas y por lo tanto P es una S−acción proyectiva.

Dos consecuencias de este Teorema son los siguientes resultados.

Corolario 10.1.4. Toda S−acción libre es proyectiva.

Demostración. Considere a la categoría concreta (S − Act,U) donde U : S − Act −→ Set
es el funtor olvidadizo. Como la S−acción libre S(X) es un objeto libre sobre el conjuntoX ,
de que U manda epimorfismos en epimorfismos y del Teorema 1.1.17 se desprende que S(X)

es un objeto proyectivo de S − Act i,e, S(X) es una S−acción proyectiva.

Corolario 10.1.5. Toda S−acción proyectiva es isomorfa a una subacción de una S−acción
libre.

Demostración. Sea P una S−acción proyectiva. Del Teorema 7.1.18 se tiene que existe un
conjuntoX y un S−mofismo sobreyectivo φ : S(X) −→ P . Por el tercer inciso del Teorema
10.1.3 concluimos que el S−morfismo sobreyectivo φ se escinde y por lo tanto existe un
S−morfismo ψ : P −→ S(X) tal que φψ = idP . En particular ψ debe ser inyectivo y en
consecuencia P ∼= im(ψ) ≤ S(X).
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Sobre cierto tipo de monoides ocurre que acción proyectiva es lo mismo que acción libre.

Teorema. 10.1.6. Si S es un monoide cancelativo derecho y de ideales principales izquier-
dos, entonces la clase de todas las S−acciones proyectivas coincide con la clase de todas las
S−acciones libres.

Demostración. Sea F la clase de todas las S−acciones libres y sea P la clase de todas las
S−acciones proyectivas. Según el Corolario 10.1.4 se tiene que F ⊆ P. Ahora bien, sea
P ∈ P i,e, sea P una S−acción proyectiva. De acuerdo al Corolario 10.1.5, existen una
S−acción libre S(X) y A ≤ S(X) tales que P ∼= A. Por otro lado, del Teorema 7.2.2 se
desprende que A es una S−acción libre y por consiguiente P es libre. Así P ∈ F y en
consecuencia F = P.

El Corolario 10.1.4 muestra que siempre existen acciones que son proyectivas, sin embargo,
no toda acción lo es, pues de acuerdo con el Ejemplo 10.0.1, la (Z, ·)−acción Zp no puede
ser proyectiva.

Teorema. 10.1.7. Si P es una S−acción proyectiva y P ∼= Q, entonces Q es proyectiva.

Demostración. Suponga que P es una S−acción proyectiva y sea ϑ : P −→ Q un iso-
morfismo. Veamos que todo S−morfismo sobreyectivo con codominio Q se escinde: sea
g : B −→ Q un S−morfismo sobreyectivo arbitrario. Observe que el S−morfismo com-
posición B

g // Q ϑ−1
// P es sobreyectivo, y como P es proyectiva, entonces existe un

S−morfismo γ : P −→ B tal que ϑ−1gγ = idP , de donde gγ = ϑ y así g(γϑ−1) = idQ. Por
lo tanto g se escinde y así todo S−morfismo sobreyectivo con codominio Q se escinde. Por
consiguiente Q es proyectiva.

A continuación se establece un criterio para decidir cuándo una acción cíclica es proyectiva,
pero antes se necesita un resultado previo. Se recomienda revisar la Definición 1.2.14 y la
Proposición 1.2.21.

Lema 10.1.8. Si α ∈ E(S), entonces el ideal izquierdo Sα es una S−acción proyectiva.

Demostración. Mostraremos que todo S−morfismo sobreyectivo con codominio Sα se es-
cinde. Así, sea g : B −→ Sα un S−morfismo sobreyectivo. Para α ∈ Sα existe b0 ∈
B tal que α = g(b0). Considerar al S−morfismo composición Sα �

� // S
f // B con

f(s) := sb0. Se tiene que g(f(ι(α))) = g(f(α)) = g(αb0) = αg(b0) = α2 = α i,e,
g(f(ι(α))) = idSα(α). Así, del tercer inciso del Lema 6.1.2 se deduce que g(fι) = idSα
y por consiguiente g se escinde. En consecuencia todo S−morfismo sobreyectivo con codo-
minio Sα se escinde y por lo tanto Sα es una S−acción proyectiva.
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Teorema. 10.1.9. Los siguientes enunciados son equivalentes para la S−acción cíclica ⟨w⟩:

1. ⟨w⟩ es proyectiva.

2. Existe un S−morfismo inyectivo φ : ⟨w⟩ −→ S tal que w = φ(w)w.

3. Existe α ∈ E(S) tal que ⟨w⟩ ∼= Sα.

Demostración. 1) =⇒ 2) Suponga que ⟨w⟩ es proyectiva y sea f : S −→ ⟨w⟩ elS−morfismo
dado por f(s) := sw. Está claro que f es sobreyectivo, luego, al ser ⟨w⟩ proyectiva se sigue
que existe un S−morfismo φ que hace conmutativo al diagrama

⟨w⟩

φ

��

id⟨w⟩

��
S

f
// ⟨w⟩

i,e, fφ = id⟨w⟩. De ahí que φ es inyectivo y además w = f(φ(w)) := φ(w)w.
2) =⇒ 3) Suponga que existe un S−morfismo inyectivo φ : ⟨w⟩ −→ S tal quew = φ(w)w.
De que φ es inyectivo se sigue que ⟨w⟩ ∼= im(φ) ≤ S. Por otro lado, como las subacciones
de SS son los ideales izquierdos de S, entonces im(φ) es un ideal izquierdo de S. Más aún,
el isomorfismo ⟨w⟩ ∼= im(φ) implica que im(φ) es cíclica, de hecho im(φ) = ⟨φ(w)⟩ (véase
Lema 6.1.2). De ahí que im(φ) = Sφ(w) i,e, im(φ) es el ideal izquierdo de S generado
por φ(w). Finalmente, veamos que φ(w) es un idempotente de S: se tiene que φ(w)2 =
φ(w)φ(w) = φ(φ(w)w) = φ(w) i,e, φ(w)2 = φ(w). Por consiguiente φ(w) ∈ E(S).
3) =⇒ 1) Suponga que existe α ∈ E(S) tal que ⟨w⟩ ∼= Sα. Del Lema 10.1.8 se sigue que Sα
es una S−acción proyectiva, de manera que el Teorema 10.1.7 garantiza que ⟨w⟩ también
es proyectiva.

Corolario 10.1.10. Si α ∈ E(S), entonces el funtor

S − Act Set

SX 7−→ Hom(Sα,X)

7−→

SY 7−→ Hom(Sα, Y )

Hom(Sα,_)

f f∗

donde f ∗(h) := fh, es un funtor Rees-exacto.
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Demostración. Sea

X
f // Y

g // Z

una sucesión Rees-exacta de S−morfismos con f inyectivo y g sobreyectivo. Puesto que
Sα es cíclica, del Teorema 9.10.8 se sigue que Hom(Sα, _) es Rees-exacto izquierdo y por
lo tanto la sucesión de funciones

Hom(Sα,X)
f∗ // Hom(Sα, Y )

g∗ // Hom(Sα,Z)

es tal que Ker(g∗) = Kim(f∗) con f ∗ inyectiva. Ahora bien, como α ∈ E(S), entonces Sα
es proyectiva y por lo tanto Hom(Sα, _) manda S−morfismos sobreyectivos en funciones
sobreyectivas, de donde en particular g∗ es sobreyectiva y por consiguiente Hom(Sα, _) es
Rees-exacto.

El Lema 10.1.8 afirma que todo ideal principal generado por un idempotente debe ser una
acción proyectiva. A continuación, exhibiremos una especie de recíproco de este resultado.
Más precisamente, mostraremos que un ideal proyectivo e inescindible debe ser isomorfo a
un ideal principal generado por un idempotente.

Teorema. 10.1.11. Los siguientes enunciados son equivalentes para I un ideal izquierdo ines-
cindible de S:

1. Existe α ∈ E(S) tal que I ∼= Sα.

2. I es una S−acción proyectiva.

Demostración. 1) =⇒ 2) Si I ∼= Sα para algún α ∈ E(S), entonces del Lema 10.1.8 y del
Teorema 10.1.7 se sigue que I es proyectiva.
2) =⇒ 1) Suponga que I es un ideal proyectivo e inescindible (véase Definición 5.0.1).
Del Teorema 7.1.18 se tiene que existe un conjunto X y un S−mofismo sobreyectivo φ :
S(X) −→ I . Ahora, puesto que I es proyectivo, del tercer inciso del Teorema 10.1.3 conclui-
mos que el S−morfismo sobreyectivo φ se escinde y por lo tanto existe un S−morfismo
ψ : I −→ S(X) tal que φψ = idI . En particular ψ es inyectivo y así I ∼= im(ψ) ≤ S(X).
Ahora bien, de la demostración del Teorema 10.3.3 se tiene que im(ψ) =

∐
k∈Z

Ik para al-

guna familia (Ik)k∈Z de ideales izquierdos de S y algún Z ⊆ X . Por otra parte, se tiene
que

∐
k∈Z

Ik :=
⋃
k∈Z

(Ik × {k}) donde cada Ik × {k} es claramente una subacción de S(X)

i,e,
∐
k∈Z

Ik es una unión disjunta de subacciones de S(X). Así, de que im(ψ) es inescindible,

pues I lo es (véase Teorema 5.0.5), se desprende que el conjunto de índices Z solo tiene
un elemento, pues de lo contrario, im(ψ) podría ser expresada como unión disjunta de dos
subacciones, lo cuál no es posible. Por lo tanto Z = {k} y así im(ψ) = Ik × {k}, de donde
im(ψ) ⊆ S × {k}. De esto último se sigue que I = φ(ψ(I)) ⊆ φ(S × {k}) ⊆ φ(S(X)),
pero como φ es sobreyectiva, entonces I = φ(S(X)) y por consiguiente I = φ(S × {k}).
Más aún, observe que S × {k} = ⟨(e, k)⟩ i,e, S × {k} es una acción cíclica, de manera que
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entonces I = φ(⟨(e, k)⟩) = ⟨φ(e, k)⟩ y por lo tanto I es una S−acción cíclica. Esto último
aunado a que I es proyectivo permite deducir, usando el Teorema 10.1.9, que I ∼= Sα para
algún α ∈ E(S).

Corolario 10.1.12. Los siguientes enunciados son equivalentes para una S−acción inescindi-
ble P :

1. P es proyectiva.

2. P ∼= Sα para algún α ∈ E(S).

Demostración. 1) =⇒ 2) Si P es proyectiva, entonces por los Teoremas 10.1.5 y 10.3.3 existe
(Ik)k∈K una familia de ideales izquierdos de S tales que P ∼=

∐
k∈K

Ik. Por otra parte, recuerde

que
∐
k∈K

Ik :=
⋃
k∈K

(Ik × {k}) i,e,
∐
k∈K

Ik es una unión ajena de S−acciones, luego, de que P

es inescindible se sigue que el conjunto de índices K solo tiene un elemento, digamos j. Así
que

∐
k∈K

Ik = Ij y por lo tanto P ∼= Ij . De este isomorfismo se deduce que Ij es un ideal

proyectivo e inescindible, de manera que el Teorema anterior implica que Ij ∼= Sα para
algún α ∈ E(S) y en consecuencia P ∼= Sα.
2) =⇒ 1) Si P ∼= Sα para algún α ∈ E(S), entonces del Lema 10.1.8 y del Teorema 10.1.7
se sigue que I es proyectiva.

Teorema. 10.1.13. Sea (Ai)i∈I una familia de S−acciones. Entonces cada Ai es proyectiva si
y solo si

∐
i∈I
Ai es proyectiva.

Demostración. Suponga que cadaAj es proyectiva y sea
{
Aj

σj //
∐
i∈I
Ai

}
j∈I

la familia que

se define en el Teorema 9.2.3, la cuál es un coproducto para (Ai)i∈I . Ahora, sean g : B −→ C
y α :

∐
i∈I
Ai −→ C dos S−morfismos con g sobreyectivo. Como cada Aj es proyectiva, para

cada j ∈ I existe un S−morfismo βj que hace conmutativo al diagrama

Aj

βj

��

σj

��∐
i∈I
Ai

α

��
B g

// C

(10.2)
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Ahora bien, debido a que
{
Aj

σj //
∐
i∈I
Ai

}
j∈I

es un coproducto para (Ai)i∈I , para las fa-

milias
{
Aj

βj // B
}
j∈I

y
{
Aj

ασj // C
}
j∈I

existen únicos S−morfismos φ y ψ, respecti-
vamente, tal que para cada j ∈ I los diagramas

Aj
βj //

σj

��

B

∐
i∈I
Ai

φ

EE y Aj
ασj //

σj

��

C

∐
i∈I
Ai

ψ

EE (10.3)

son conmutativos. Ahora, usando el hecho de que el diagrama (10.2) y el primero de los dia-
gramas (10.3) sean conmutativos se desprende que para cada j ∈ I , gβj = ασj y βj = φσj ,
de donde (gφ)σj = ασj , pero esto último implica que tanto gφ como α son S−morfismos
que hacen conmutar al segundo de los diagramas (10.3). Como esto ocurre para cada j ∈ I ,
de la unicidad de ψ se sigue que gφ = α. Así, el diagrama∐

i∈I
Ai

φ

~~

α

��
B g

// C

es conmutativo y por consiguiente
∐
i∈I
Ai es proyectiva. Y viceversa, suponga que

∐
i∈I
Ai es

proyectiva y sea j ∈ I arbitrario. Exhibiremos que Aj es proyectiva. Sean g : B −→ C y
α : Aj −→ C dos S−morfismos con g sobreyectivo. Tómense θ, θB y θB tales que θ /∈ Aj ,
θC /∈ C y θB /∈ B y considere a las S−acciones A0

j := Aj ∪ {θ}, B0 := B ∪ {θB}
y C0 := C ∪ {θC} definidas como en la demostración del Teorema 2.5.11. Ahora, sean
δ :

∐
i∈I
Ai −→ A0

j , α0 : A0
j −→ C0 y g0 : B0 −→ C0 la funciones definidas como

δ(a, i) :=

{
a si i = j.
θ si i ̸= j.

α0(a) :=

{
α(a) si a ∈ Aj.
θC si a = θ.

y

g0(b) :=

{
g(b) si b ∈ B.
θC si a = θB.
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Es fácil ver que todas ellas son S−morfismos, y además está claro que también g0 es sobre-
yectiva. Ahora, como

∐
i∈I
Ai es proyectiva existe un S−morfismo β que hace conmutativo al

diagrama ∐
i∈I
Ai

β

��

δ

��
A0
j

α0

��
B0

g0
// C0

i,e, g0β = α0δ. Considere ahora al S−morfismo σj : Aj −→
∐
i∈I
Ai dado por σj(a) := (a, j)

y observe que para cada a ∈ Aj se tiene que δ(σj(a)) = δ(a, j) := a y por lo tanto δσj es
la inclusión de Aj en A0

j . A continuación considere a la composición de los S−morfismos

Aj
σj //

∐
i∈I
Ai

β // B0 . Afirmamos que im(βσj) ⊆ B. En efecto, sea a ∈ Aj arbitrario.

Como β(σj(a)) ∈ B0 := B∪{θB}, entonces β(σj(a)) ∈ B o bien β(σj(a)) = θB . Suponga-
mos que β(σj(a)) = θB . En este caso g0(β(σj(a))) = g0(θB) := θC , pero como g0β = α0δ,
entonces θC = g0(β(σj(a))) = α0(δ(σj(a))) = α0(a) := α(a) i,e, α(a) = θC . Ahora bien,
como im(α) ⊆ C , la igualdad α(a) = θC implica que θC ∈ C , lo cuál es una contradic-
ción. Por consiguiente el caso β(σj(a)) = θB no ocurre y así β(σj(a)) ∈ B. Por lo tanto
im(βσj) ⊆ B. Esto último permite considerar al S−morfismo βσj como un S−morfismo
de Aj en B. Considere al diagrama

Aj

βσj

��

α

��
B g

// C

Para cada a ∈ Aj se tiene que como β(σj(a)) ∈ B, entonces g(β(σj(a))) = g0(β(σj(a))) =
α0(δ(σj(a))) = α0(a) := α(a) y así g(βσj) = α. Por lo tanto el diagrama anterior es
conmutativo y en consecuencia Aj es proyectiva.

Haciendo uso de algunos de los resultados anteriores es que podemos describir comple-
tamente a todas las S−acciones proyectivas. En concreto, tenemos el siguiente resultado
debido a U. Knauer.
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Teorema. 10.1.14. Una S−acción P es proyectiva si y solo si existe (αi)i∈I ⊆ E(S) tal que
P ∼=

∐
i∈I
Sαi.

Demostración. Suponga que P es una S−acción proyectiva. Por el Teorema 5.1.1 existe una
colección (Pi)i∈I de subacciones inescindibles de P y disjuntas por pares tales que P =⋃
i∈I
Pi. De que esta unión es disjunta se sigue que para cada p ∈ P existe un único ip ∈ I

tal que p ∈ Pip . Ahora bien, está claro que la función P −→
∐
i∈I
Pi dada por p 7→ (p, ip) es

una biyección. Más aún, no es difícil ver que también es un S−morfismo. Por consiguiente
P ∼=

∐
i∈I
Pi. Así, como P es proyectiva, del Teorema 10.1.13 se desprende que cada Pi es

proyectiva y además inescindible, de tal manera que el Teorema 10.1.12 implica que para
cada i ∈ I existe αi ∈ E(S) tal que Pi ∼= Sαi y por consiguiente P ∼=

∐
i∈I
Sαi. Finalmente,

si existe (αi)i∈I ⊆ E(S) tal que P ∼=
∐
i∈I
Sαi, entonces del Lema 10.1.8 y los Teoremas 10.1.7

y 10.1.13 se deduce que P es proyectiva.

Corolario 10.1.15. Si S es un monoide con exactamente un idempotente, entonces la clase de
todas las S−acciones libres coincide con la clase de todas las S−acciones proyectivas.

Demostración. Sean F y P la clase de todas las S−acciones libres y la clase de todas las
S−acciones proyectivas, respectivamente. Del Teorema 10.1.4 se sigue que F ⊆ P. Ahora
bien, sea P una S−acción proyectiva. Por el Teorema anterior, existe una colección (αi)i∈I
de idempotentes de S tales que P ∼=

∐
i∈I
Sαi, pero como S solo tiene un idempotente, el cuál

tiene que ser el neutro, entonces para cada i ∈ I se tiene que αi = e. Así Sαi = Se = S
y por lo tanto P ∼=

∐
i∈I
S, pero como S es libre, entonces el Corolario 7.3.4 implica que

∐
i∈I
S

también es libre y en consecuencia P es libre. Por lo tanto P ⊆ F y así F = P.

Un resultado conocido sobre módulos afirma que dado un anillo R, un R−módulo P es
proyectivo si y solo si toda sucesión exacta de R−módulos

0 // A
f // B

g // P // 0

se escinde. Sin embargo, un hecho análogo a este no puede ser replicado para el caso de los
monoides y sus acciones. Recordar que una sucesión Rees-exacta de S−morfismos

A
f // B

g // P (10.4)
con f inyectiva y g sobreyectiva se escinde a la derecha si hay un S−morfismo β : P −→ B
tal que gβ = idP . Del tercer inciso del Teorema 10.1.3 se sigue que si en una sucesión como
la (10.4) P es una S−acción proyectiva, entonces tal sucesión se escinde a la derecha. Sin
embargo, pueden construirse acciones P tal que toda sucesión como la (10.4) se escinde a la
derecha y que a pesar de eso P no es proyectiva. A continuación ofrecemos un ejemplo de
esto.
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Ejemplo 10.1.16. Sea S el monoide de la Observación 3.3.18. De acuerdo a los detalles ahí
establecidos, para p = 3 se tiene que el conjunto Z3 de enteros módulo 3 es una S−acción cuya
operación viene dada por s[a] := [sa]. Más aún, [0] ∈ Z3 es el único elemento cero de Z3 y
además Z3 = ⟨[1]⟩, pues [0] = 0[1], [1] = 1[1] y [2] = 2[1]. Ahora bien, observe que como los
elementos de S son o el cero o potencias de 2, para s ∈ S se tiene que

s[1] = [0] ⇐⇒ [s] = [0]

⇐⇒ 3 | s
⇐⇒ s = 0

Sea A
f // B

g // Z3 una sucesión Rees- exacta de S−morfismos con f inyectivo y g sobre-
yectivo. De la Proposición 3.2.2 se tiene que gf es una función constante, de manera que para
x ∈ A fijo se tiene que para cada s ∈ S, g(f(x)) = g(f(sx)) = sg(f(x)) y en consecuencia
g(f(x)) es elemento cero de Z3, pero entonces la unicidad de [0] garantiza que g(f(x)) = [0].
Por consiguiente para cada x ∈ A, g(f(x)) = [0]. Ahora bien, de que g es sobreyectiva se sigue
que [1] = g(b0) para algún b0 ∈ B. Considere al diagrama

Z3

β

��

idZ3

��
A

f
// B g

// Z3

donde β es la función dada por β(s[1]) := sb0 para cada s ∈ S. Si s, t ∈ S son tales que
s[1] = t[1], entonces sg(b0) = tg(b0) y por lo tanto g(sb0) = g(tb0). De ahí que (sb0, tb0) ∈
Ker(g) = Kim(f) y así sb0, tb0 ∈ im(f) o bien sb0 = tb0. Si ocurre que sb0, tb0 ∈ im(f),
entonces puede escribirse sb0 = f(x) y tb0 = f(y) para algunos x, y ∈ A. Luego entonces
s[1] = sg(b0) = g(sb0) = g(f(x)) = [0] i,e, s[1] = [0]. De manera similar se ve que t[1] = [0].
Así s[1] = [0] = t[1] y por consiguiente s = 0 = t. En consecuencia sb0 = tb0. Por lo tanto la
igualdad s[1] = t[1] siempre implica que sb0 = tb0 y por consiguiente β está bien definida. Más
aún, es fácil ver que β es unS−morfismo. Además de eso se tiene que g(β([1])) = g(b0) = [1] =
idZ3([1]), de manera que el tercer inciso del Lema 6.1.2 implica que gβ = idZ3 y por lo tanto

la sucesión A
f // B

g // Z3 se escinde a la derecha. Este argumento exhibe que cualquier

sucesión Rees- exacta de S−morfismos A
f // B

g // Z3 con f inyectivo y g sobreyectivo se
escinde a la derecha. Finalmente, note que Z3 no es una S−acción proyectiva, pues de ser así,
como Z3 es cíclica, el Teorema 10.1.9 implicaría que existe α ∈ E(S) tal que Z3

∼= Sα. Ahora
bien, está claro que para el monoide S se tiene que E(S) = {0,1}. Si α = 1, entonces Sα = S
y así Z3

∼= S, pero esto no es posible, pues S es infinito mientras que Z3 no. Luego debe ser que
α = 0, pero en este caso Sα = S0 = {0}, de manera que Z3

∼= {0}, lo cuál es absurdo. Por lo
tanto Z3 no es una S−acción proyectiva.
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Se concluye esta sección con un resultado que relaciona acciones Hopfianas, Cohopfianas y
proyectivas (véase Definición 6.5.6).

Teorema. 10.1.17. Si P es una S−acción Cohopfiana y proyectiva, entonces P es Hopfiana.

Demostración. Suponga que P es una S−acción Cohopfiana y proyectiva. Ahora, tómese
g : P −→ P un S−morfismo sobreyectivo arbitrario. Como P es proyectiva, del Teorema
10.1.3 se sigue que existe un S−morfismo β : P −→ P tal que gβ = idP . De ahí que en
particular β es inyectivo, y como P es Cohopfiana, entonces β es un isomorfismo. Está claro
que el inverso de β, β−1, también es un isomorfismo, y además la igualdad gβ = idP implica
que g = β−1. Por lo tanto g es un isomorfismo y en consecuencia P es Hopfiana.

10.2. Otros criterios de proyectividad
Recordar que una S−acción P es proyectiva si y solo si es un objeto proyectivo de la ca-
tegoría S − Act i,e, si para cada par de S−morfismos g : B −→ C y α : P −→ C con g
sobreyectivo existe un S−morfismo β que hace conmutativo al diagrama

P

β

��

α

��
B g

// C

(10.5)

Con el fin de verificar si una S−acción es proyectiva, bastará con verificar que la condición
de levantamiento en el diagrama (10.5) se satisface solo para S−morfismos g de la forma

π : A −→ A

ρ
con ρ una S−congruencia en A.

Teorema. 10.2.1. Los siguientes enunciados son equivalentes para una S−acción P :

1. P es proyectiva.

2. Para cada S−acción B, cada S−congruencia ρ de B y cada S−morfismo α : P −→ B

ρ
existe un S−morfismo β que hace conmutativo al diagrama

P

β

��

α

��

B π
// B

ρ
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donde π es el S−morfismo canónico.

Demostración. 1) =⇒ 2) Es inmediato.
2) =⇒ 1) Sean g : B −→ C y α : P −→ C dos S−morfismos con g sobreyectivo. Por el
Teorema 3.1.1 existe un único S−morfismo g que hace conmutativo al triángulo

B
g //

π

��

C

B

Ker(g)

g

DD

i,e, g = gπ. Más aún, como g es sobreyectiva, entonces g debe ser un isomorfismo. Sea k el
inverso de g. De acuerdo a la hipótesis, existe un S−morfismo β que hace conmutativo al
diagrama

P

β

��

α

��
C

k

��

B π
// B

Ker(g)

i,e, πβ = kα. De ahí que (gπ)β = (gk)α y por lo tanto gβ = α. Así el diagrama

P

β

��

α

��
B g

// C

es conmutativo y por consiguiente P es proyectiva.

Corolario 10.2.2. Suponga que B es una clase de S−acciones tal que para cada S−acción A
existe un S−morfismo inyectivo m : A −→ B con B ∈ B. Entonces los siguientes enunciados
son equivalentes para una S−acción P :

1. P es proyectiva.
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2. Para cada par de S−morfismos g : B −→ C y α : P −→ C con g sobreyectivo y
B ∈ B, existe un S−morfismo β que hace conmutativo al diagrama

P

β

��

α

��
B g

// C

Demostración. 1) =⇒ 2) Es inmediato.

2) =⇒ 1) SeanA unaS−acción, ρ unaS−congruencia enA yα : P −→ A

ρ
unS−morfismo

arbitrario. Por hipótesis, para A existe un S−morfismo inyectivo m : A −→ B con B ∈ B.
Defínase ρm := m(ρ) ∪∆B donde m(ρ) := {(m(a),m(a′)) | (a, a′) ∈ ρ}. Usando el hecho
de que ρ es una S−congruencia enA se verifica sin dificultad que ρm es una S−congruencia

en B. Denotemos por [a]ρ y [b] a los elementos de
A

ρ
y
B

ρm
respectivamente, y considere al

diagrama de S−morfismos

A
πρ //

m

��

A

ρ

δ

��

B π
// B

ρm

con πρ(a) := [a]ρ, π(b) := [b] y δ([a]ρ) := [m(a)]. No es difícil ver que δ está bien de-
finida, pues para cada (a, a′) ∈ ρ está claro que (m(a),m(a′)) ∈ ρm. Más aún, para ca-
da a ∈ A se tiene que δ(πρ(a)) = δ([a]ρ) := [m(a)] = π(m(a)) y por consiguiente

δπρ = πm. Además de eso, notar que si [a]ρ, [a′]ρ ∈ A

ρ
son tales que [m(a)] = [m(a′)],

entonces (m(a),m(a′)) ∈ ρm y por lo tanto (m(a),m(a′)) ∈ m(ρ) o bien m(a) = m(a′).
En el primer caso la inyectividad de m permite deducir que (a, a′) ∈ ρ y por consiguiente
[a]ρ = [a′]ρ. En el segundo caso, de nuevo, usando la inyectividad dem se deduce que a = a′

y en consecuencia [a]ρ = [a′]ρ. En ambos casos se desprende que [a]ρ = [a′]ρ y así δ es
inyectiva. Ahora bien, como B ∈ B y π es sobreyectivo, de la hipótesis se sigue que existe
un S−morfismo β que hace conmutativo al diagrama
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P

β

��

α

��
A

ρ

δ

��

B π
// B

ρm

i,e, πβ = δα. Sea p ∈ P arbitrario. Como α(p) ∈ A

ρ
, entonces α(p) = [a]ρ para algún a ∈ A.

Así la igualdad πβ = δα implica que [β(p)] = π(β(p)) = δ(α(p)) = δ([a]ρ) = [m(a)] i,e,
[β(p)] = [m(a)]. De ahí que (β(p),m(a)) ∈ ρm y en consecuencia (β(p),m(a)) ∈ m(ρ) o
bien β(p) = m(a). De acuerdo con la definición de m(ρ), no es difícil ver que ambos casos
implican que β(p) ∈ im(m). Por consiguiente im(β) ⊆ im(m). Esto último junto con la
inyectividad de m permite concluir que para cada p ∈ P existe un único elemento de A,
digamos ap, tal que β(p) = m(ap). A partir de esto se define a la función β : P −→ A
como β(p) := ap. Es fácil ver que β es un S−morfismo. Veamos que el siguiente diagrama
es conmutativo:

P

β

��

α

��

A πρ
// A

ρ

Tómese p ∈ P arbitrario. Como β(p) = m(ap), de las igualdades πβ = δα y δπρ = πm se
sigue que δ(α(p)) = π(β(p)) = π(m(ap)) = δ(πρ(ap)) i,e, δ(α(p)) = δ(πρ(ap)), luego la in-
yectividad de δ implica que α(p) = πρ(ap) = πρ(β(p)) y por consiguiente α = πρβ. De todo
lo anterior se sigue que P satisface el segundo inciso del Teorema 10.2.1 y en consecuencia
P es proyectiva.

Se puede mostrar que la clase de todas las S−acciones inyectivas, que son el concepto dual
de las proyectivas, satisface las condiciones del Corolario anterior, de tal manera que este
resultado permite establecer una conexión entre las acciones proyectivas e inyectivas.
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10.3. Monoides hereditarios
Se dice que un anilloR es hereditario izquierdo si todo ideal izquierdo deR es unR−módulo
proyectivo. De hecho, puede probarse que el anillo R es hereditario izquierdo si y solo si
todo submódulo de un R−módulo proyectivo es proyectivo. Con base en estas ideas, a con-
tinuación definiremos el concepto de monoide hereditario y probaremos algunos resultados
análogos a los existentes para anillos hereditarios y sus módulos.

Definición 10.3.1. Se dice que un monoide S es hereditario izquierdo si todo ideal izquierdo
de S es una S−acción proyectiva.

De manera similar se define la noción de monoide hereditario derecho.

Ejemplos 10.3.2. 1. Todo grupo G es un monoide hereditario izquierdo. En efecto, el único
ideal izquierdo de G es el propio G, y además como G = Ge, entonces G es un ideal
generado por un idempotente, de manera que el Lema 10.1.8 garantiza que G es una
G−acción proyectiva. Luego G es hereditario izquierdo.

2. Sea B el monoide bicíclico definido en el quinto de los Ejemplos 6.3. De acuerdo a la
Proposición 10.0.7. de [8], todo ideal izquierdo de B es de la forma In := ⟨(n, n)⟩ con
n ∈ N0. Más aún, la Proposición 10.0.4. de [8] afirma que los idempotentes de B son
todos los pares (n, n) con n ∈ N0. Así, cualquier ideal izquierdo de B es generado por
un idempotente, de manera que del Lema 10.1.8 se sigue que todo ideal izquierdo de B es
una B−acción proyectiva y por consiguiente B es un monoide hereditario izquierdo.

Un hecho referente a anillos hereditarios, y atribuido a I. Kaplansky, versa que sobre un
anillo hereditario R todo submódulo de un R−módulo libre es isomorfo a una suma directa
de ideales deR (véase el Teorema 2.8.1 de [1]), sin embargo, este resultado permanece cierto
para acciones a pesar de que el monoide S no sea hereditario. Más precisamente se tiene el
siguiente resultado, el cuál ofrece una caracterización completa de todas las subacciones de
una acción libre.

Teorema. 10.3.3. Toda subacción de una S−acción libre es suma directa de ideales izquierdos
de S.

Demostración. Como toda S−acción libre es, hasta isomorfismo, una de la forma S(X) basta-
rá con realizar la prueba para este tipo de acciones. SeaA una subacción de S(X). De acuerdo
con la Observación 7.1.5, se tiene que si para cada x ∈ X se define S(x) := S×{x}, entonces
S(X) =

⋃
x∈X

S(x) con S(x) ∩ S(y) = ∅ si x ̸= y. De ahí que A = A ∩ S(X) = A ∩
⋃
x∈X

S(x) =⋃
x∈X

(A∩ S(x)). Si para cada x ∈ X definimos Ax := A∩ S(x), entonces la igualdad anterior

toma la forma A =
⋃
x∈X

Ax. Ahora, para Z := {x ∈ X |Ax ̸= ∅}, es claro que A =
⋃
x∈Z

Ax.

Observe que si x ∈ Z y (s, y) ∈ Ax := A ∩ S(x), entonces (s, y) ∈ S(x) := S × {x} y
por lo tanto y = x. De lo anterior se sigue que Ax = {(s, x) | (s, x) ∈ A}. Veamos ahora
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que para cada x ∈ Z el conjunto Ix := {s ∈ S | (s, x) ∈ A} es un ideal izquierdo de S: en
efecto, como x ∈ Z , entonces Ax = {(s, x) | (s, x) ∈ A} es no vacío y por consiguiente
Ix es no vacío. Así, para a ∈ Ix y s ∈ S arbitrarios se tiene que (a, x) ∈ A y en conse-
cuencia s(a, x) = (sa, x) ∈ A. De ahí que sa ∈ Ix y por lo tanto Ix es un ideal izquierdo
de S. Veamos que para cada x ∈ Z ocurre que Ax = Ix × {x}: en efecto, sea x ∈ Z y
(s, x) ∈ Ix × {x}. Entonces s ∈ Ix y por lo tanto (s, x) ∈ A. De ahí que (s, x) ∈ Ax
y en consecuencia Ix × {x} ⊆ Ax. Por otra parte, si (s, x) ∈ Ax, entonces (s, x) ∈ A y
así s ∈ Ix. Luego (s, x) ∈ Ix × {x} y por consiguiente Ax ⊆ Ix × {x}. Se tiene así la
igualdad Ax = Ix × {x}. Ahora bien, de esto último, la unión A =

⋃
x∈Z

Ax se reescribe

comoA =
⋃
x∈Z

(Ix×{x}), pero por definición,
⋃
x∈Z

(Ix×{x}) es la suma directa de la familia

(Ix)x∈Z (véase Definición 7.3.1), luego A =
∐
x∈Z

Ix. De ahí que A es una suma directa de

ideales izquierdos de S.

Corolario 10.3.4. Si S es un monoide hereditario izquierdo, entonces toda subacción de una
S−acción libre es proyectiva.

Demostración. Suponga queS es un monoide hereditario izquierdo y seaS(X) unaS−acción
libre. Si A ≤ S(X), entonces del Teorema 10.3.3 se sigue que A =

∐
k∈I
Ik para alguna familia

(Ik)k∈I de ideales izquierdos de S. Ahora bien, como S es un monoide hereditario izquierdo,
entonces cada Ik es una S−acción proyectiva, de manera que el Teorema 10.1.13 garantiza
que A =

∐
k∈I
Ik es una S−acción proyectiva.

Teorema. 10.3.5. Los siguientes enunciados son equivalentes para un monoide S:

1. S es hereditario izquierdo.

2. Toda subacción de una S−acción proyectiva es proyectiva.

Demostración. 1) =⇒ 2) Suponga que S es hereditario izquierdo y sean Q ≤ P con P
una S−acción proyectiva. Como P es proyectiva, entonces del Corolario 10.1.5 se tiene que
existe un S−morfismo inyectivo m : P −→ S(X) para alguna S−acción libre S(X). Sea δ el
S−morfismo composición Q �

� // P m // S(X) . Como este morfismo es inyectivo, enton-
ces Q ∼= im(δ) con im(δ) subacción de S(X). Ahora bien, como S es hereditario izquierdo,
entonces del Corolario 10.3.4 se desprende que im(δ) es proyectiva y por consiguiente Q
también es proyectiva. De ahí que toda subacción de una S−acción proyectiva es proyecti-
va.
2) =⇒ 1) Suponga que toda subacción de una S−acción proyectiva es proyectiva. De que
SS es proyectiva, pues es libre, se sigue que toda subacción de SS es proyectiva, pero las
subacciones de SS son precisamente los ideales izquierdos de S. De ahí que S es un monoide
hereditario izquierdo.
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10.4. Cubiertas proyectivas y monoides perfectos

Definición 10.4.1. Si A es una categoría, se dice que un A−epimorfismo f : A −→ B es
un epimorfismo superfluo (o coescencial) si para cada A−morfismo h : X −→ A, que fh sea
epimorfismo implica que h es epimorfismo.

Lema 10.4.2. Sea A una categoría.

1. Todo A−isomorfismo es un epimorfismo superfluo.

2. Si A
f // B

g // C son epimorfismos superfluos, entonces gf es un epimorfismo su-
perfluo.

Demostración. 1) Suponga que f : A −→ B es un isomorfismo y sea h : X −→ A
un A−morfismo tal que fh es un epimorfismo. Como f−1 es un epimorfismo, entonces
f−1(fh) = h es un epimorfismo y por lo tanto f es un epimorfismo superfluo.

2) Sean A
f // B

g // C epimorfismos superfluos y tómeseh : X −→ A unA−morfismo
tal que (gf)h es un epimorfismo. Como (gf)h = g(fh) y g es epimorfismo superfluo, enton-
ces fh es epimorfismo, y así al ser f epimorfismo superfluo se sigue que h es epimorfismo.
Por consiguiente gf es un epimorfismo superfluo.

En seguida se determinan a los epimorfismos superfluos de la categoría S − Act.

Teorema. 10.4.3. Los siguientes enunciados son equivalentes para un S−morfismo sobreyec-
tivo f : A −→ B:

1. f es un epimorfismo superfluo en S − Act.

2. Para cada subacción propia C de A el S−morfismo composición C �
� // A

f // B no
es sobreyectivo, o lo que es lo mismo B ̸= f(C).

Demostración. 1) =⇒ 2) Suponga que f es un epimorfismo superfluo en S − Act y sea C

una subacción propia de A. Sea δ la composición de los S−morfismos C �
� // A

f // B
y suponga, a modo de obtener un absurdo, que δ := fι es sobreyectivo. Que f sea un
epimorfismo superfluo implica entonces que la inclusión C �

� // A es sobreyectiva, pero
esto no es posible, pues C ̸= A. Por consiguiente δ := fι no es sobreyectivo.
2) =⇒ 1) Suponga que para cada subacción propia C de A el S−morfismo composición

C �
� // A

f // B no es sobreyectivo. Tómese h : X −→ A un S−morfismo tal que fh
es sobreyectivo. Si h no fuése sobreyectivo, entonces im(h) es una subacción propia de

A, de manera que así la composición de los S−morfismos im(h) �
� // A

f // B no es
sobreyectiva y por lo tanto f(im(h)) ̸= B, pero por otra parte, fh si es sobreyectivo, de
donde f(im(h)) = B, contradicción. Por consiguiente h es sobreyectivo y en consecuencia
f es un epimorfismo superfluo en S − Act.
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Definición 10.4.4. Una cubierta proyectiva para la S−acción A es un par (P, f) siendo P
una S−acción proyectiva y f : P −→ A un S−epimorfismo superfluo.

De acuerdo al Teorema 7.1.18, toda S−acción es imagen homomorfa de una S−acción libre,
y como toda libre es proyectiva, entonces cualquier S−acción es imagen homomorfa de una
proyectiva. El siguiente resultado muestra que una cubierta proyectiva para unaS−acciónA
es, en cierto sentido, la menor aproximación aA como imagen homomorfa de una S−acción
proyectiva.

Teorema. 10.4.5. Si (P, f) es una cubierta proyectiva para la S−acción A y g : Q −→ A es
un S−morfismo sobreyectivo con Q proyectiva, entonces existe un S−morfismo inyectivo m
que hace conmutativo al diagrama

P
f //

m

��

A

Q

g

FF

En particular Q contiene una copia de P .

Demostración. Como f es sobreyectivo yQ es proyectiva, existe un S−morfismo h que hace
conmutar al diagrama

Q

h

��

g

��
P

f
// A

i,e, fh = g. Ahora bien, como g es sobreyectivo, entonces fh es sobreyectivo, de manera
que al ser f un epimorfismo superfluo se sigue que h : Q −→ P es sobreyectivo. Ahora
bien, como P es proyectivo, entonces h se escinde i,e, existe un S−morfismo m : P −→ Q
tal que hm = idP . En particular m es inyectivo. Más aún, la igualdad fh = g implica que
f(hm) = gm con hm = idP . Luego f = gm y por lo tanto el diagrama

P
f //

m

��

A

Q

g

FF

es conmutativo.
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Corolario 10.4.6. Si (P, f) y (Q, g) son dos cubiertas proyectivas de la S−acciónA, entonces
existe un isomorfismo m : P −→ Q tal que el diagrama

P
f //

m

��

A

Q

g

FF

es conmutativo.

Demostración. Por el Teorema anterior existe un S−morfismo inyectivo m : P −→ Q tal
que el diagrama

P
f //

m

��

A

Q

g

FF

es conmutativo i,e, gm = f , pero como f es un epimorfismo, entonces gm es epimorfismo,
de tal manera que al ser g un epimorfismo superfluo se sigue entonces quem es epimorfismo
i,e, m es sobreyectivo. De ahí que m es un isomorfismo.

El Corolario anterior garantiza que cuando una S−acción tiene cubierta proyectiva, enton-
ces esta es única, salvo isomorfismo.

Proposición 10.4.7. Sean A y B dos S−acciones tales que A ∼= B. Si A tiene cubierta pro-
yectiva, entonces B tiene cubierta proyectiva.

Demostración. Sean (P, f) una cubierta proyectiva de A y φ : A −→ B un isomorfismo.

De acuerdo al Lema 10.4.2, la composición de los S−morfismos P
f // A

φ // B es un
epimorfismo superfluo. Por lo tanto el par (P, φf) es una cubierta proyectiva de B.

Proposición 10.4.8. Sea (Ai)i∈I una familia de S−acciones. Si cada Ai tiene cubierta pro-
yectiva, entonces

∐
I∈I
Ai tiene cubierta proyectiva.

Demostración. Para cada i ∈ I sea (Pi, fi) una cubierta proyectiva deAi y considere a la fun-
ción f :

∐
i∈I
Pi −→

∐
i∈I
Ai dada por f(p, i) := (fi(p), i). Es fácil ver que f es un S−morfismo

y que además f es sobreyectiva. Ahora bien, el Teorema 10.1.13 garantiza que
∐
i∈I
Pi es pro-

yectiva, de manera que f es un candidato a ser cubierta proyectiva de
∐
i∈I
Ai. Para ver que
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esto es así solo resta exhibir que f es un epimorfismo superfluo. Para tal fin, sea P una
subacción propia de

∐
i∈I
Pi. Observe que P = P ∩

∐
i∈I
Pi = P ∩

⋃
i∈I

(Pi × {i}) =
⋃
i∈I
Xi con

Xi := P ∩ (Pi × {i}) para cada i ∈ I . Si Z := {i ∈ I |Xi ̸= ∅}, entonces está claro
que la unión P =

⋃
i∈I
Xi se reescribe como P =

⋃
i∈Z
Xi. Ahora, como P ̸=

∐
i∈I
Pi, exis-

te (q, j) ∈
∐
i∈I
Pi tal que (q, j) /∈ P . Supongamos, a modo de obtener una contradicción,

que
∐
i∈I
Ai = f(P ). De acuerdo a que P =

⋃
i∈Z
Xi, la igualdad

∐
i∈I
Ai = f(P ) implica que∐

i∈I
Ai =

⋃
i∈I
f(Xi). Así para f(q, j) ∈

∐
i∈I
Ai existe i ∈ Z tal que f(q, j) ∈ f(Xi), de manera

que puede escribirse f(q, j) = f(p0, i) para algún (p0, i) ∈ Xi. Así la definición de f implica
que (fj(q), j) = (fi(p0), i) y por consiguiente i = j. De ahí que (p0, i) = (p0, j) ∈ Xj . Defí-
nase Yj := {p ∈ Pj | (p, j) ∈ P}. Como (p0, j) ∈ Xj := P∩(Pj×{j}), entonces (p0, j) ∈ P
y así p0 ∈ Yj . De ahí que Yj ̸= ∅. Además no es difícil ver que Yj es una subacción de Pj .
Más aún, no puede ocurrir que Yj = Pj , pues de ser así se tendría que q ∈ Pj = Yj y en
consecuencia (q, j) ∈ P , lo cuál contradice el hecho de que (q, j) /∈ P . Por consiguiente
Yj ̸= Pj . Considerar al S−morfismo fj : Pj −→ Aj y sea a ∈ Aj arbitrario. Del supuesto
de que

∐
i∈I
Ai =

⋃
i∈I
f(Xi), se deduce que para el par (a, j) ∈

∐
i∈I
Ai existe k ∈ Z tal que

(a, j) ∈ f(Xk) y por lo tanto (a, j) = f(p, k) := (fk(p), k) para algún (p, k) ∈ Xk, pero
esto implica que j = k y a = fj(p). Además, como (p, j) ∈ Xj := P ∩ (Pj ×{j}), entonces
(p, j) ∈ P y por consiguiente p ∈ Yj . De ahí que a = fj(p) ∈ fj(Yj) y así Aj = fj(Yj).
Finalmente, como fj : Pj −→ Aj es un epimorfismo superfluo y Yj es una subacción propia

de Pj el Teorema 10.4.3 garantiza que el S−morfismo composición Yj
� � // Pj

fj // Aj
no es sobreyectivo y por lo tanto Aj ̸= fj(Yj), lo cuál es absurdo. Tal contradicción surge
de suponer que

∐
i∈I
Ai = f(P ). Por consiguiente

∐
i∈I
Ai ̸= f(P ) y así f es un epimorfismo

superfluo. De ahí que el par (
∐
i∈I
Pi, f) es cubierta proyectiva de

∐
i∈I
Ai.

Teorema. 10.4.9. Si A es una S−acción cíclica y (P, f) es cubierta proyectiva de A, entonces
P es cíclica. De hecho P ∼= Sα para algún α ∈ E(S).

Demostración. SeaA = ⟨w⟩ y suponga que (P, f) es una cubierta proyectiva para ⟨w⟩. Como
SS es proyectiva, pues es libre, para el S−morfismo fw : S −→ ⟨w⟩ dado por fw(s) := sw
existe un S−morfismo h que hace conmutativo al diagrama

S

h

~~

fw

��
P

f
// ⟨w⟩
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i,e, fh = fw. Ahora bien, está claro que fw es sobreyectivo, luego fh es sobreyectivo, pero
como f es un epimorfismo superfluo, entonces h : S −→ P es sobreyectivo. Así, de que
S = ⟨e⟩ es cíclica, del cuarto inciso del Lema 6.1.2 se deduce que P = ⟨h(e)⟩ i,e, P es
cíclica. Más aún, como P es proyectiva, del Teorema 10.1.9 se deduce que P ∼= Sα para
algún α ∈ E(S).

Así, cubiertas proyectivas de cíclicas son también cíclicas. A continuación se determinan
condiciones necesarias y suficientes para las que una S−acción cíclica posee cubierta pro-
yectiva.

Definición 10.4.10. Si A es una S−acción cíclica, al conjunto Gen(A) := {w ∈ A |A =
⟨w⟩} se le llama conjunto de generadores de A.

Teorema. 10.4.11. Los siguientes enunciados son equivalentes para una S−acción cíclica A:

1. A tiene una cubierta proyectiva.

2. Existe w ∈ Gen(A) tal que el monoide Stab(w) (véase Definición 8.1.6) contiene un
ideal izquierdo minimal generado por un idempotente.

Demostración. 1) =⇒ 2) Sea (P, g) una cubierta proyectiva de la S−acción cíclicaA. Puesto
que A es cíclica, del Teorema 10.4.9 se sigue que P es cíclica, y de hecho, existe α ∈ E(S)
para el que P ∼= Sα. Sea φ : Sα −→ P un isomorfismo y sea f la composición de los
S−morfismos Sα

φ // P
g // A . Del Lema 10.4.2 se desprende que f es un epimorfis-

mo superfluo con Sα proyectiva, de manera que entonces el par (Sα, f) es una cubierta
proyectiva de A. Ahora bien, como f es sobreyectivo, entonces A = ⟨f(α)⟩ y por lo tanto
f(α) ∈ Gen(A). Defínase w := f(α) y sea T := Stab(w). Observe que αw = αf(α) =
f(α2) = f(α) = w y por lo tanto α ∈ T := Stab(w). Afirmamos que Tα es un ideal
izquierdo minimal del monoide T . En efecto, sea I un ideal izquierdo del monoide T tal
que I ⊆ Tα. Supongamos a manera de obtener una contradicción, que I ̸= Tα y con-
sidere al conjunto SI := {sa | s ∈ S, a ∈ I}. Es fácil ver que SI es un ideal izquierdo
de S, más aún, como todo elemento de SI es de la forma sa con s ∈ S y a ∈ I , y a
su vez todo elemento de I debe ser de la forma tα con t ∈ T , entonces cualquier ele-
mento de SI es de la forma (st)α con s ∈ S y t ∈ T y por lo tanto SI ⊆ Sα. Ahora
bien, no puede ocurrir que SI = Sα, pues de ser así se tendría que α ∈ Sα = SI y
por consiguiente α = (st)α para algunos s ∈ S y t ∈ T := Stab(w) con tα ∈ I , de
donde w := f(α) = f(stα) = (st)f(α) = s(tf(α)) = sf(α) = sw y en consecuencia
s ∈ T := Stab(w), pero como tα ∈ I e I es ideal izquierdo de T , entonces s(tα) ∈ I , pero
α = (st)α = s(tα), luego α ∈ I y por consiguiente I = Tα, lo que contradice al supues-
to de que I ̸= Tα. Por lo tanto SI ⊊ Sα. De esto último y de que f es un epimorfismo

superfluo se sigue que la composición de los S−morfismos SI �
� // Sα

f // ⟨w⟩ no es
sobreyectiva y en consecuencia ⟨w⟩ ̸= f(SI). Por otra parte para a ∈ I arbitrario puede
escribirse a = tα con t ∈ T := Stab(w), luego f(a) = f(tα) = tf(α) = tw = w, y por
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lo tanto w ∈ f(I) ⊆ f(SI). Así w ∈ f(SI), pero esto implica que ⟨w⟩ = f(SI), lo cuál es
una contradicción que surge de suponer que I ̸= Tα. Por consiguiente I = Tα y así Tα es
un ideal izquierdo minimal del monoide T := Stab(w).
2) =⇒ 1) Sea T := Stab(w) con w ∈ Gen(A) y suponga que existe α ∈ E(T ) tal que Tα
es ideal izquierdo minimal de T . Como T ⊆ S y α2 = α, entonces está claro que α ∈ E(S).
Así, del Lema 10.1.8 se deduce que Sα es una S−acción proyectiva. Considerar a la función
f : Sα −→ ⟨w⟩ dada por f(sα) := sw. Observe que si s, t ∈ S son tales que sα = tα,
entonces (sα)w = (tα)w y así s(αw) = t(αw), pero como α ∈ T := Stab(w), entonces
αw = w y en consecuencia sw = tw. De ahí que f está bien definida, más aún, no es difícil
ver que f es un S−morfismo sobreyectivo. Ahora, sea I una subacción propia de Sα i,e, sea

I ≤ Sα con I ̸= Sα y sea δ la composición de los S−morfismos I �
� // Sα

f // ⟨w⟩ . Si δ
fuese sobreyectivo, entonces ⟨w⟩ = f(I) y así existe a ∈ I para el quew = f(a). Ahora bien,
como I ⊆ Sα, entonces a ∈ Sα y por lo tanto a = sα para algún s ∈ S. Luego, la igualdad
w = f(a) implica que w = f(sα) := sw i,e, w = sw. De ahí que s ∈ T := Stab(w) y por
consiguiente a = sα ∈ Tα. De ahí que ta ∈ Tα para cada t ∈ T y por lo tanto Ta es un ideal
izquierdo de T contenido en Tα. Así, como Tα es un ideal izquierdo minimal de T , entonces
Ta = Tα ∋ α y en consecuencia α = ra para algún r ∈ T . De ahí que como a ∈ I , enton-
ces α = ra ∈ I , pero esto implica que Sα ⊆ I y por lo tanto I = Sα, contradicción. Este

absurdo surge de suponer que la composición de los S−morfismos I �
� // Sα

f // ⟨w⟩ es

sobreyectivo. Por consiguiente I �
� // Sα

f // ⟨w⟩ no es sobreyectivo para cada I subac-
ción propia de Sα. De ahí que f es un epimorfismo superfluo y por lo tanto el par (Sα, f)
es una cubierta proyectiva de ⟨w⟩.

Corolario 10.4.12. La S−acción cero Θ := {θ} tiene una cubierta proyectiva si y solo si S
contiene un ideal izquierdo minimal generado por un idempotente.

Demostración. No es difícil ver que Θ = ⟨θ⟩ i,e, Θ es una acción cíclica. Más aún, en este
caso Gen(Θ) = {θ} y Stab(θ) := {s ∈ S | sθ = θ} = S. Así, aplicando el Teorema anterior
se obtiene lo pedido.

La primera implicación del Teorema 10.4.11 afirma que si una acción cíclica tiene cubier-
ta proyectiva, entonces existe un generador de esta acción, digamos w, tal que el monoide
Stab(w) contiene un ideal izquierdo minimal generado por un idempotente. De hecho, pue-
de mejorarse este resultado exhibiendo que cualquier generador de una acción cíclica con
cubierta proyectiva cumple con esta propiedad. A continuación ofrecemos los detalles.

Lema 10.4.13. Sea A una S−acción y x, y ∈ A tales que x = uy y y = vx para algunos
u, v ∈ S.

1. Si t ∈ Stab(y), entonces utv ∈ Stab(x).

2. Si s ∈ Stab(x), entonces vsu ∈ Stab(y).
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Demostración. Primero, observe que si x = uy y y = vx, entonces x = u(vx) = (uv)x y y =
v(uy) = (vu)y i,e, uv ∈ Stab(x) y vu ∈ Stab(y). Así, sea t ∈ Stab(y) arbitrario. Entonces
ty = y y por lo tanto (tv)x = vx. De ahí que (utv)x = (uv)x = x y en consecuencia utv ∈
Stab(x). De manera similar se exhibe que si s ∈ Stab(x), entonces vsu ∈ Stab(y).

Teorema. 10.4.14. SeaA una S−acción cíclica y x ∈ Gen(A). SiA tiene cubierta proyectiva,
entonces el monoideStab(x) contiene un ideal izquierdo minimal generado por un idempotente.

Demostración. Sea A una S−acción cíclica y x ∈ Gen(A). Si A tiene cubierta proyectiva,
del Teorema 10.4.11 se sigue que existe y ∈ Gen(A) tal que el monoide Stab(y) contiene
un ideal izquierdo minimal generado por un idempotente. Hágase T := Stab(y) y sea α ∈
E(T ) tal que Tα es un ideal izquierdo minimal de T . Como x, y ∈ Gen(A), entonces puede
escribirse x = uy y y = vx para algunos u, v ∈ S. Así, del Lema anterior se sigue que
vu ∈ T := Stab(y), y por lo tanto Tvuα es un ideal izquierdo de T tal que Tvuα ⊆ Tα,
pero como Tα es minimal, entonces Tvuα = Tα y por consiguiente α = (tv)uα para
algún t ∈ T . De esta igualdad se sigue sin dificultad que Suα = Sα. Ahora bien, como α
es idempotente, entonces Sα es una S−acción proyectiva (véase Lema 10.1.8), y así para el
S−morfismo sobreyectivo g : S −→ Suα dado por g(s) := suα existe un S−morfismo h
que hace conmutativo al diagrama

Suα

h

~~

idSuα

��
S g

// Suα

de donde h(uα)uα = g(h(uα)) = uα y así h(uα)2 = h(uα)h(uα) = h(h(uα)uα) =
h(uα) i,e, h(uα) es idempotente. Más aún, observe que como αy = y, entonces h(uα)x =
h(uα)uy = h(uα)uαy = uαy = uy = x i,e, h(uα)x = x. Por lo tanto h(uα) ∈ Stab(x).
HágaseL := Stab(x). Afirmamos queLh(uα) es un ideal izquierdo minimal deL. En efecto,
sea I un ideal izquierdo de L tal que I ⊆ Lh(uα). De acuerdo al Lema anterior, para cada
s ∈ I se tiene que vsu ∈ T := Stab(y). Por lo tanto el conjunto I ′ := {tvsuα | t ∈ T, s ∈ I}
es un subconjunto de T . Además de eso, no es difícil ver que I ′ es un ideal izquierdo de T tal
que I ′ ⊆ Tα, y como Tα es minimal, entonces I ′ = Tα. De ahí que α = tvsuα para algunos
t ∈ T y s ∈ I , de manera que uα = (utvs)uα y por lo tanto h(uα) = h((utvs)uα) =
(utvs)h(uα) i,e, h(uα) = (utvs)h(uα). Ahora bien, como t ∈ T , del Lema anterior se sigue
que utv ∈ L, y como s ∈ I e I es ideal izquierdo de L, entonces a := utvs ∈ I , de tal forma
que h(uα) = ah(uα) con a ∈ I . Ahora, como a ∈ I ⊆ Lh(uα), entonces puede escribirse
a = lh(uα) para algún l ∈ L, de manera que ah(uα) = lh(uα)2 = lh(uα) = a y por lo
tanto h(uα) = ah(uα) = a ∈ I . De ahí que Lh(uα) ⊆ I y así I = Lh(uα). Se deduce de
esta forma que Lh(uα) es un ideal izquierdo minimal de L := Stab(x), lo que termina la
prueba.
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Existen módulos que no poseen cubierta proyectiva, por ejemplo, puede mostrarse que si
n ≥ 2 es un entero, entonces el Z−módulo Zn no tiene cubierta proyectiva. En el caso de
las acciones ocurre la misma situación, es decir, existen acciones que no poseen cubiertas
proyectivas.

Ejemplos 10.4.15. 1. Cualquier S−acción proyectiva tiene cubierta proyectiva. En efecto,
si P es una S−acción proyectiva, entonces el S−morfismo identidad es un epimorfismo
superfluo. Por lo tanto (P, idP ) es cubierta proyectiva de P .

2. Sea B el monoide bicíclico definido en el quinto de los Ejemplos 6.3. De acuerdo a la
demostración del Corolario 10.0.10. de [8], el monoide B no contiene ideales izquierdos
minimales. Por consiguiente, del Corolario 10.4.12 se desprende que la B−acción cero no
tiene cubierta proyectiva.

¿Cómo debe ser un monoide S para que toda S−acción tenga una cubierta proyectiva? Esta
pregunta da lugar al siguiente concepto.

Definición 10.4.16. Se dice que un monoide S es perfecto izquierdo si toda S−acción izquier-
da posee una cubierta proyectiva. De manera similar se define monoide perfecto derecho.

Definición 10.4.17. Se dice que un submonoide T de S es unitario derecho si existe ρ una
S−congruencia de SS tal que T = [e]ρ.

Ejemplo 10.4.18. Si A es una S−acción y w ∈ A, entonces Stab(w) es un submonoide
unitario derecho de S. En efecto, considerar al S−morfismo fw : S −→ A dado por fw(s) :=
sw y sea ρ := Ker(fw). Para t ∈ Stab(w) arbitrario se tiene que tw = w y así está claro
que tw = ew i,e, fw(t) = fw(e). De ahí que (s, e) ∈ ρ y por consiguiente t ∈ [e]ρ. Luego
Stab(w) ⊆ [e]ρ. Si ahora tomamos s ∈ [e]ρ arbitrario, entonces (s, e) ∈ ρ := Ker(fw) y
por lo tanto fw(s) = fw(e) i,e, sw = ew = w. De ahí que s ∈ Stab(w) y en consecuencia
[e]ρ ⊆ Stab(w). En definitivaStab(w) = [e]ρ y asíStab(w) es un submonoide unitario derecho
de S.

Teorema. 10.4.19. Todo submonoide unitario derecho T de S satisface la siguiente propiedad:
para cada s ∈ S y para cada t ∈ T , que st ∈ T implica que s ∈ T .

Demostración. Si T es un submonoide unitario derecho de S, entonces existe ρ una con-
gruencia de SS para la que T = [e]ρ. Así, para s ∈ S y t ∈ T tales que st ∈ T = [e]ρ
se tiene que (st, e) ∈ ρ, pero como t ∈ T = [e]ρ, entonces (t, e) ∈ ρ y así (e, t) ∈ ρ, de
donde (s, st) ∈ ρ y por lo tanto (s, st), (st, e) ∈ ρ. De ahí que (s, e) ∈ ρ y en consecuencia
s ∈ T = [e]ρ.
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Definición 10.4.20. Se dice que la S−acción A satisface la condición de cadena ascendente
en subacciones cíclicas (CCASC) si para toda cadena de subacciones cíclicas de A de la forma

⟨w1⟩ ⊆ ⟨w2⟩ ⊆ ⟨w3⟩ ⊆ · · · ⊆ · · ·

existe n ∈ N tal que para todo j ∈ N, ⟨wn⟩ = ⟨wn+j⟩ i,e, si toda sucesión creciente de
subacciones cíclicas de A se estaciona.

Un anillo R se dice perfecto izquierdo si todo R−módulo izquierdo posee una cubierta pro-
yectiva. Existe un resultado atribuido a H. Bass, conocido como Teorema P de Bass, que
caracteriza a los anillos perfectos (véase Teorema 4.3.4 de [1]). Ahora bien, para el caso
de los monoides existe un resultado debido a J.R. Isbell, y que es análogo al Teorema P de
Bass, que ofrece condiciones necesarias y suficientes para las que un monoide S es perfecto
izquierdo. Antes de entrar en detalles sobre tal hecho se necesita establecer un resultado
auxiliar.

Lema 10.4.21. Sea A una S−acción tal que A =
⋃
n∈N

⟨an⟩ para alguna sucesión (⟨an⟩)n∈N
de subacciones cíclicas con ⟨an⟩ ⊊ ⟨an+1⟩ para cada n ∈ N. Entonces A no posee cubierta
proyectiva.

Demostración. Suponga, por el contrario, que (P, f) es una cubierta proyectiva para A =⋃
n∈N

⟨an⟩. Puesto que P debe ser proyectiva, del Teorema 10.1.14 (y de que los isomorfis-

mos son epimorfismos superfluos) puede suponerse que P =
∐
i∈I
Sαi para alguna colección

(αi)i∈I de idempotentes de S. Suponga que el conjunto de índices I tiene exactamente un
elemento, digamos k. En este caso se tendría queP = Sαk i,e,P es cíclica, y como f : P −→
A es sobreyectiva, entonces ⟨f(αk)⟩ = A =

⋃
n∈N

⟨an⟩ y así f(αk) ∈ ⟨aN⟩ para algún N ∈ N.

De ahí queA = ⟨f(αk)⟩ = ⟨aN⟩, pero esto implicaría que la sucesión (⟨an⟩)n∈N se estaciona,
lo cual no es cierto. Por lo tanto el conjunto de índices I debe tener al menos dos elementos.
De ahí que para j ∈ I se tiene que Sαj×{j} ⊊

∐
i∈I
Sαi, y además como I tiene al menos dos

elementos, entonces
∐
i ̸=j
Sαi =

⋃
i∈I
i ̸=j

(Sαi×{i}) es una subacción propia de
∐
i∈I
Sαi. Ahora bien,

se tiene que f(αj, j) ∈ ⟨am⟩ para algún m ∈ N y así f(Sαj × {j}) = ⟨f(αj, j)⟩ ⊆ ⟨am⟩.
Afirmamos que A = f(

∐
i ̸=j
Sαi). En efecto, primero observe que como f es sobreyectiva,

entonces A = f(
∐
i∈I
Sαi) = f(

⋃
i∈I

(Sαi × {i})) = f(
⋃
i∈I
i ̸=j

(Sαi × {i})) ∪ f(Sαj × {j}) =

f(
∐
i ̸=j
Sαi) ∪ f(Sαj × {j}) i,e, A = f(

∐
i ̸=j
Sαi) ∪ f(Sαj × {j}). Ahora bien, si ocurrie-

ra que A ̸= f(
∐
i ̸=j
Sαi), entonces A − f(

∐
i ̸=j
Sαi) ̸= ∅ y para a ∈ A − f(

∐
i ̸=j
Sαi) arbi-

trario la igualdad A = f(
∐
i ̸=j
Sαi) ∪ f(Sαj × {j}) implicaría que a ∈ f(Sαj × {j}) =

⟨f(αj, j)⟩ ⊆ ⟨am⟩ y en consecuencia A − f(
∐
i ̸=j
Sαi) ⊆ ⟨am⟩, pero esto implica que como
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am+1 /∈ ⟨am⟩ (pues ⟨am⟩ ⊊ ⟨am+1⟩), entonces am+1 /∈ A−f(
∐
i ̸=j
Sαi) y por lo tanto la igual-

dadA = f(
∐
i ̸=j
Sαi)∪f(Sαj×{j}) garantiza que am+1 ∈ f(Sαj×{j}) = ⟨f(αj, j)⟩ ⊆ ⟨am⟩

i,e, am+1 ∈ ⟨am⟩, contradicción. Por consiguiente A = f(
∐
i ̸=j
Sαi), como se afirmaba. Final-

mente, de que
∐
i ̸=j
Sαi es subacción propia de

∐
i∈I
Sαi y de que f es un epimorfismo superfluo

se deduce que A ̸= f(
∐
i ̸=j
Sαi), lo cual es absurdo. Todas estas contradicciones surgen de

suponer que A tiene una cubierta proyectiva. Por consiguiente A no posee cubierta proyec-
tiva.

Teorema. 10.4.22. (Isbell) Los siguientes enunciados son equivalentes para un monoide S:

1. S es perfecto izquierdo.

2. Toda S−acción satisface la CCASC y además, todo submonoide unitario derecho de S
contiene un ideal izquierdo minimal generado por un idempotente.

Demostración. 1) =⇒ 2) Suponga que S es un monoide perfecto izquierdo y sea A una
S−acción arbitraria. Si A no satisface la CCASC, entonces existe una sucesión creciente de
subacciones cíclicas de A, digamos (⟨an⟩)n∈N, que no se estaciona. Luego, el Lema anterior
implica que

⋃
n∈N

⟨an⟩ es una S−acción que no posee cubierta proyectiva, pero esto va en

contra del hecho de que S es perfecto izquierdo. Por consiguiente toda S−acción satisface
la CCASC. Ahora, sea T un submonoide unitario derecho de S. Entonces T = [e]ρ para

alguna S−congruencia ρ de SS. Observe que la S−acción cociente
S

ρ
es cíclica, de hecho

S

ρ
= ⟨[e]ρ⟩. Ahora bien, como S es un monoide perfecto izquierdo, entonces

S

ρ
tiene cu-

bierta proyectiva, de manera que el Teorema 10.4.14 garantiza que el monoide Stab([e]ρ)
contiene un ideal izquierdo minimal generado por un idempotente, pero además es fácil
ver que Stab([e]ρ) = [e]ρ = T . Por consiguiente todo submonoide unitario derecho de S
contiene un ideal izquierdo minimal generado por un idempotente.
2) =⇒ 1) Sea A una S−acción arbitraria. Bajo las hipótesis dadas, es preciso exhibir que
A posee una cubierta proyectiva. Para ello, sea w ∈ A arbitrario y considere a la familia
Fw := {B ≤ A |B es cíclica y w ∈ B}. Está claro que Fw es no vacía, pues se tiene que
⟨w⟩ ∈ Fw. Ahora, sea C ⊆ Fw una ⊆ −cadena de Fw. Como los elementos de C son
subacciones (cíclicas) de A que contienen a w, entonces

⋃
C es una subacción de A que

contiene a w. Más aún,
⋃

C es subacción cíclica. En efecto, supongamos por el contrario,
que

⋃
C no es cíclica. Tómese C1 ∈ C. Puesto que

⋃
C no es cíclica, entonces C1 ̸=

⋃
C. Así

existe a1 ∈
⋃

C tal que a1 /∈ C1. A la vez, para a1 hay un C2 ∈ C para el cuál a1 ∈ C2, y
como C es una ⊆ −cadena, entonces C1 ⊆ C2 o bien C2 ⊆ C1. Observe que como a1 ∈ C2 y
a1 /∈ C1 no puede ocurrir queC2 ⊆ C1. Por consiguienteC1 ⊆ C2. Más aún, de que a1 ∈ C2

y que a1 /∈ C1 se sigue que C1 ⊊ C2. Ahora, como
⋃
C no es cíclica, entonces C2 ̸=

⋃
C.
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Luego existe a2 ∈
⋃

C tal que a2 /∈ C2. Por otra parte, para a2 existeC3 ∈ C tal que a2 ∈ C3,
y como C es una ⊆ −cadena, entonces C2 ⊆ C3 o bien C3 ⊆ C2. Observe que como a2 ∈ C3

y a2 /∈ C2, entonces no puede ocurrir que C3 ⊆ C2. Por consiguiente C2 ⊆ C3. Más aún,
de que a2 ∈ C3 y que a2 /∈ C2 se sigue que C2 ⊊ C3. Por lo tanto C1 ⊊ C2 ⊊ C3.
Continuando de esta forma obtenemos una sucesión creciente (Cn)n∈N de elementos de C
que no se estaciona, pero esta sería entonces una sucesión creciente de subacciones cíclicas
de A que no se estaciona, lo que contradice al hecho de que toda S−acción satisface la
CCASC. En consecuencia

⋃
C es una subacción cíclica de A y por lo tanto

⋃
C ∈ Fw. Lo

anterior muestra que si ordenamos a Fw mediante la contención, entonces toda ⊆ −cadena
de Fw tiene una cota superior y por lo tanto el Lema de Zorn implica que Fw tiene elementos
⊆ −maximales. Sea pues Bw ∈ Fw un elemento ⊆ −maximal y B una subacción cíclica de
A tal que Bw ⊆ B. Como w ∈ Bw, entonces w ∈ B y por lo tanto B ∈ Fw. De esto último
y de la maximalidad de Bw se sigue que Bw = B y por consiguiente Bw es un elemento
⊆ −maximal del conjunto F := {B ≤ A |B es cíclica}. El argumento anterior exhibe que
todo elemento de A está contenido en una subacción cíclica maximal, y en consecuencia

A =
⋃
B∈G

B (10.6)

donde G es la colección de todos los elementos ⊆ −maximales de F . Por otra parte, bajo la
hipótesis de que todo submonoide unitario derecho deS contiene un ideal izquierdo minimal
generado por un idempotente, el Teorema 10.4.11 junto con el Ejemplo 10.4.18 garantizan
que toda S−acción cíclica tiene una cubierta proyectiva, y en particular esto es cierto para
cualquier elemento de G. Así, la Proposición 10.4.8 garantiza que la S−acción

∐
B∈G

B :=⋃
B∈G

(B×{B}) tiene cubierta proyectiva. Sea pues (P, f) una cubierta proyectiva para
∐
B∈G

B.

Considere ahora a la función g :
∐
B∈G

B −→ A dada por g(b, B) := b. No es difícil ver que g

es un S−morfismo. Más aún, la igualdad (10.6) implica que g es sobreyectivo. Veamos que g
es un epimorfismo superfluo: sea X una subacción propia cualquiera de

∐
B∈G

B. Afirmamos

que existe B0 = ⟨w0⟩ ∈ G tal que (w0, B0) /∈ X . En efecto, suponga que para cada B =
⟨wB⟩ ∈ G ocurre que (wB, B) ∈ X y sea (b, B) ∈

∐
B∈G

B arbitrario. Como b ∈ B = ⟨wB⟩,

entonces b = swB para algún s ∈ S. Ahora, de que (wB, B) ∈ X yX es subacción, se sigue
que (b, B) = (swB, B) = s(wB, B) ∈ X y por consiguiente cualquier elemento de

∐
B∈G

B

pertenece a X , pero esto no es posible, pues X es subacción propia de
∐
B∈G

B. Por lo tanto

existe B0 = ⟨w0⟩ ∈ G tal que (w0, B0) /∈ X . Usando al par (w0, B0) podemos exhibir que
g(X) ̸= A. En efecto, si sucediera que g(X) = A, entonces para w0 ∈ A existe (b, B) ∈ X
tal que w0 = g(b, B) := b y en consecuencia w0 = b ∈ B. De ahí que B0 = ⟨w0⟩ ⊆ B, pero
comoB0 es una subacción cíclica maximal lo anterior implica queB0 = B. En consecuencia
(w0, B0) = (b, B) ∈ X , lo cual es una contradicción. Por consiguiente g(X) ̸= A y así g es
un epimorfismo superfluo. Para concluir, del Lema 10.4.2 se deduce que la composición de
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los S−morfismos P
f //

∐
B∈G

B
g // A es un epimorfismo superfluo y así el par (P, gf)

es una cubierta proyectiva para A. Se concluye de todo lo anterior que S es un monoide
perfecto izquierdo.

Los siguientes resultados están encaminados a ofrecer ejemplos de monoides perfectos.

Lema 10.4.23. Una S−acción A es cíclica si y solo si A ∼= S
ρ

para alguna congruencia ρ de
SS. En particular, para cada S−acción cíclica A ocurre que |A| ≤ |S|.

Demostración. SiA es unaS−acción cíclica, entoncesA = ⟨a⟩ para algún a ∈ A. Es claro así
que el S−morfismo fa : S −→ A dado por fa(s) := sa es sobreyectivo. Luego se tiene que
A ∼= S

ρ
con ρ = Ker(fa). Y viceversa, sea ρ una congruencia de SS. Observe que para cada

s ∈ S ocurre que [s]ρ = s[e]ρ, de manera que entonces la S−acción cociente S
ρ

es generada
por [e]ρ i,e, S

ρ
es cíclica. Por lo tanto toda S−acción isomorfa a S

ρ
es cíclica. Finalmente, el

S−morfismo sobreyectivo π : S −→ S
ρ

dado por π(s) := [s]ρ implica la existencia de una
función inyectiva S

ρ
−→ S, y en particular |S

ρ
| ≤ |S| para cada congruencia ρ de SS.

Teorema. 10.4.24. Si S es un monoide conmutativo y finito, entonces toda S−acción satisface
la CCASC.

Demostración. Sea S un monoide conmutativo y finito. La finitud de S implica que S solo
tiene una cantidad finita de congruencias, de manera que así SS es una S−acción Artiniana
en congruencias (véase Definición 6.5.1 y Teorema 6.5.2). Ahora, sean A una S−acción y
(⟨an⟩)n∈N una sucesión creciente de subacciones cíclicas de A. Para cada n ∈ N defínase
ρn := {(s, t) ∈ S × S | san = tan}. Se tiene que ρn es una congruencia de SS, de hecho
ρn = ker(fn) siendo fn : S −→ ⟨an⟩ el S−morfismo sobreyectivo dado por fn(s) := san.
Veamos que (ρn)n∈N es una sucesión decreciente de congruencias de S: en efecto, si n ∈ N
y (s, t) ∈ ρn+1, entonces san+1 = tan+1. Ahora bien, como ⟨an⟩ ⊆ ⟨an+1⟩, entonces puede
escribirse an = kan+1 para algún k ∈ S, y así

san = s(kan+1)

= (sk)an+1

= (ks)an+1

= k(san+1)

= k(tan+1)

= (kt)an+1

= (tk)an+1

= t(kan+1)

= tan
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De ahí que (s, t) ∈ ρn y por consiguiente ρn+1 ⊆ ρn para cada n ∈ N. Luego, como S
es Artiniano en congruencias, existe N ∈ N tal que para cada j ≥ 1, ρN = ρN+j . Afir-
mamos que para cada j ≥ 1, ⟨aN⟩ = ⟨aN+j⟩: en efecto si j ≥ 1, como (⟨an⟩)n∈N es una
sucesión creciente la contención ⟨aN⟩ ⊆ ⟨aN+j⟩ se verifica. Ahora bien, como fN y fN+j

son S−morfismos sobreyectivos, se tiene que ⟨aN⟩ ∼=
S

ρN
y ⟨aN+j⟩ ∼=

S

ρN+j

, pero como

ρN = ρN+j , entonces
S

ρN
=

S

ρN+j

y por lo tanto ⟨aN⟩ ∼= ⟨aN+j⟩. En particular ⟨aN⟩ y

⟨aN+j⟩ son equipotentes, pero de acuerdo al Lema 10.4.23, la finitud de S implica la finitud
de ⟨aN⟩ y ⟨aN+j⟩. Luego la contención ⟨aN⟩ ⊆ ⟨aN+j⟩ junto con la equipotencia de estos
conjuntos implica que ⟨aN⟩ = ⟨aN+j⟩. Por lo tanto la sucesión (⟨an⟩)n∈N se estaciona en el
N−ésimo elemento y así toda S−acción satisface la CCASC.

Teorema. 10.4.25. SiS es un monoide Artiniano izquierdo, entonces todo submonoide unitario
derecho de S es también un monoide Artiniano izquierdo.

Demostración. 1) Sea T un submonoide unitario derecho de S y sea (Ln)n∈N una sucesión
decreciente de ideales izquierdos de T . Para cada n ∈ N sea SLn := {sl | s ∈ S, l ∈ Ln} i,e,
SLn es el ideal izquierdo de S generado por Ln. Como (Ln)n∈N es una sucesión decreciente,
entonces (SLn)n∈N es una sucesión decreciente de ideales izquierdos de S. Así, de que S es
Artiniano izquierdo se sigue que existe N ∈ N tal que para cada j ≥ 1, SLN = SLN+j .
Afirmamos que la sucesión (Ln)n∈N se estaciona en el N−ésimo elemento. En efecto, sea
j ≥ 1. La contención LN+j ⊆ LN se verifica, pues la sucesión (Ln)n∈N es una sucesión
decreciente. Ahora, para l ∈ LN arbitrario se tiene que l ∈ LN ⊆ SLN = SLN+j y así
l = sw para algunos s ∈ S y w ∈ LN+j . Ahora, como cada Ln es un ideal de T , entonces
l, w ∈ T y por lo tanto la igualdad sw = l junto con el Teorema 10.4.19 garantizan que
s ∈ T , luego como w ∈ LN+j y LN+j es ideal izquierdo de T , entonces debe ocurrir que
l = sw ∈ LN+j . En consecuencia LN ⊆ LN+j y con ello LN = LN+j para cada j ≥ 1,
como se afirmaba. Por consiguiente toda sucesión decreciente de ideales izquierdos de T se
estaciona y así T es un monoide Artiniano izquierdo.

Definición 10.4.26. Decimos que un semigrupo S es:

1. regular, si para cada a ∈ S existe b ∈ S tal que a = aba.

2. completamente regular, si para cada a ∈ S existe b ∈ S tal que a = aba y ba = ab.

Observación 10.4.27. Note que, por definición, todo semigrupo completamente regular es
regular, y además, todo semigrupo conmutativo y regular debe ser completamente regular.
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Teorema. 10.4.28. Si S es un monoide Artiniano izquierdo y completamente regular, entonces
todo submonoide unitario derecho de S contiene un ideal izquierdo minimal generado por un
idempotente.

Demostración. Sea T un submonoide unitario derecho deS. PuestoS es Artiniano izquierdo,
del Teorema 10.4.25 se sigue que T es Artiniano izquierdo. Sea F := {Tα |α ∈ E(T )} la
familia de todos los ideales izquierdos de T que son generados por idempotentes. Observe
que F es no vacía, pues T = Te ∈ F , y además, como T es Artiniano izquierdo, entonces F
tiene elementos⊆ −minimales. Suponga que Tδ con δ ∈ E(T ) es un elemento⊆ −minimal
de F .
Afirmación 1): Todo ideal izquierdo de T contiene idempotentes. En efecto, sea I ⊆ T un
ideal izquierdo de T y sea a ∈ I arbitrario. Como I ⊆ T ⊆ S y S es completamente regular,
para a existe b ∈ S tal que a = aba y ab = ba. Ahora, como (ab)a = a ∈ T , del Teorema
10.4.19 se sigue que ab = ba ∈ T , pero como a ∈ T , entonces de nuevo el Teorema 10.4.19
implica que b ∈ T . De esto último y de que a ∈ I , siendo I ideal izquierdo de T , se sigue
que ab = ba ∈ I . Más aún, de la igualdad a = aba se deduce que ab = abab i,e, ab es un
idempotente. Por consiguiente todo ideal izquierdo de T contiene idempotentes.
Afirmación 2): Tδ es un ideal izquierdo minimal de T . En efecto, sea I un ideal izquierdo
de T tal que I ⊆ Tδ. De acuerdo a la Afirmación 1), el ideal I contiene idempotentes. Así,
sea β ∈ I idempotente. Observe que Tβ ⊆ I ⊆ Tδ y en consecuencia Tβ ⊆ Tδ, pero como
β es idempotente, entonces Tβ ∈ F , de manera que la contención Tβ ⊆ Tδ junto con que
Tδ es elemento ⊆ −minimal de F implican que Tβ = Tδ y por lo tanto I = Tδ. Se deduce
de esta manera que Tδ es un ideal izquierdo minimal de T .

Corolario 10.4.29. Todo monoide conmutativo, finito, y regular es un monoide perfecto.

Demostración. Observe que todo monoide conmutativo, finito y regular debe ser Artiniano y
completamente regular. Después, conlcluya la demostración aplicando los Teoremas 10.4.24,
10.4.28 y el Teorema 10.4.22 de Isbell.

Corolario 10.4.30. Todo monoide conmutativo, finito y en el que todo elemento es idempotente
es un monoide perfecto.

Demostración. Observe que si S es un monoide en el que todo elemento es idempotente,
entonces S debe ser también regular, pues para cada s ∈ S, sss = ss2 = ss = s. Luego, si
S es además conmutativo y finito, que S sea perfecto se sigue del Corolario anterior.

Un semigrupo S para el que cualquiera de sus elementos es idempotente recibe el nombre de
banda. Así, el último corolario afirma que un monoide finito que es una banda conmutativa
debe ser un monoide perfecto. En la Proposición 7.3.16. del capítulo 7 de [8] se exhibe co-
mo a partir de un semigrupo completamente regular se obtiene una banda conmutativa, de
manera que siempre podemos construir monoides perfectos usando las ideas del Corolario
10.4.30. Los grupos son también monoides perfectos, como se muestra enseguida.
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Lema 10.4.31. Los siguientes enunciados son equivalentes para un monoide S:

1. S es un grupo.

2. Toda S−acción cíclica es simple.

Demostración. 1) =⇒ 2) Suponga que S es un grupo y sea A = ⟨a⟩ una S−acción cíclica
con B ≤ A. Para b ∈ B arbitrario puede escribirse b = sa con s ∈ S, de donde se sigue
que a = s−1b ∈ B y por consiguiente A = ⟨a⟩ ⊆ B. De ahí que B = A y por lo tanto toda
S−acción cíclica es simple.
2) =⇒ 1) Si toda S−acción cíclica es simple, entonces en particular la S−acción regular SS
es simple, y como para cada g ∈ S ocurre que ⟨g⟩ ≤ S, entonces ⟨g⟩ = S para cada g ∈ S.
De ahí que para cada g ∈ S existe s ∈ S tal que e = sg y en consecuencia todo elemento
de S es invertible izquierdo. El Teorema 1.2.13 implica entonces que S es un grupo.

Teorema. 10.4.32. Todo grupo es un monoide perfecto izquierdo.

Demostración. Sean S un grupo, X una S−acción arbitraria y (⟨an⟩)n∈N una suceción ar-
bitraria y creciente de subacciones cíclicas de X . Para n ∈ N arbitrario se tiene que ⟨a1⟩ ⊆
⟨an⟩, pero como toda cíclica es simple (pues S es un grupo), entonces ⟨a1⟩ = ⟨an⟩ y por lo
tanto la sucesión (⟨an⟩)n∈N solo consta de un elemento. En particular tal sucesión se esta-
ciona. Por consiguiente toda S−acción satisface la CCASC. Ahora, de acuerdo al segundo
de los Ejemplos 6.3 S es un monoide Artiniano izquierdo. Más aún, S es completamente
regular, pues para cada g ∈ S se tiene que g = gg−1g con gg−1 = e = g−1g. Por lo tanto
del Teorema 10.4.28 se sigue que todo submonoide unitario derecho de S contiene un ideal
izquierdo minimal generado por un idempotente. Así, el Teorema 10.4.22 de Isbell permite
concluir que S es perfecto izquierdo.
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Queda claro después de todo, que el uso de las acciones es una herramienta poderosa con el
fin de determinar propiedades de un monoide, además de que las acciones también ayudan
a definir nuevos tipos de monoides, como los monoides Noetherianos, Artinianos, heredi-
tarios y perfectos. Por otra parte, a pesar de la frecuente comparación usada en el trabajo
entre los anillos y sus módulos con los monoides y sus acciones, está claro que son objetos
distintos, pero que cumplen un objetivo común: determinar propiedades de la estructura
algebraica que les da origen. Aún quedaron algunos cuestionamientos, que por razones de
tiempo y espacio, no pudieron ser abordados. Por ejemplo, sería interesante explorar sobre
la teoría de prerradicales en la categoría S−Act, abordar el concepto de acción inyectiva, el
de producto tensorial de acciones y el de acción plana. También podría pensarse en trabajar
en acciones sobre semigrupos en lugar de monoides, y tratar de ver qué propiedades cum-
plen ciertas acciones sobre semigrupos de alguna especie, como los semigrupos inversos,
ortodoxos, regulares, etc. Además, creemos que sería interesante estudiar acciones sobre
conjuntos con alguna estructura adicional, como de orden o topológica. Esperamos abordar
estos problemas en algún trabajo futuro.
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