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Introduccion

En este trabajo de tesis se presentan resultados relacionados con problemas
de control estocastico [4], [23], [25], [33], [36], [39], los cuales estudian sistemas
dindamicos cuyo comportamiento se encuentra determinado de acuerdo con las
decisiones que toma un controlador.

En particular, se considera un Proceso de Decisién Semi Markoviano (PDSM),
el cual tiene la siguiente dindmica: al tiempo ¢ el sistema comienza en un estado
x y el controlador elige una accién (control) a con las implicaciones siguientes:

1. Se incurre en un costo C(x,a) por elegir el control a.

2. El sistema permanece en el estado x por un tiempo aleatorio determinado
a partir de una funcién de distribucién F'(-).

3. Se genera un costo con tasa p, el cual depende del tiempo que el sistema
permanezca en .

Una vez transcurrido el tiempo de permanencia, el sistema hace una transicién
a un nuevo estado z de acuerdo con una probabilidad dada, y la dinamica ante-
rior es repetida. En particular, cuando la funcién de distribucién F'(-) descrita en
2 es constante e igual 1, el PDSM se denomina Proceso de Decision de Markov
(PDM).

En este trabajo de tesis se estudian los procesos antes descritos con la ca-
racteristica de que el controlador tiene un coeficiente de sensibilidad al riesgo
A € R, es decir, en lugar de evaluar la eficiencia de las politicas mediante la
esperanza de un costo acumulado, ésta se lleva a cabo a través de la esperanza
de una funcién de utilidad [40] y, por tanto, se considera al criterio de costo
promedio A-sensible al riesgo.

El criterio de rendimiento promedio sensible al riesgo para los PDM fue ini-
cialmente trabajado por Howard & Matheson [26]. En dicho trabajo se estudian
modelos finitos y comunicantes a través de la teorfa de matrices positivas de
Perron-Frobenius. En este contexto, una politica estacionaria éptima y su co-
rrespondiente costo promedio se obtuvieron de una soluciéon a la ecuacién de
optimalidad promedio sensible al riesgo; la misma técnica, pero considerando el
caso de modelos finitos con una estructura de comunicacién general es presen-
tada en [35].
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Una manera de analizar a los PDM sensibles al riesgo es mediante el uso de la
técnica conocida como «Factor de Descuento Desvaneciente» [2], [24], [33] la cual
estd basada en operadores contraccion cuyos puntos fijos son usados para generar
aproximaciones que convergen a la solucién de la ecuacion de optimalidad. Bajo
este contexto, en [2I], donde ademés se usaron resultados de teorfa de juegos, se
estudio el caso con espacio de estados numerable. Nuevamente, usando la técnica
de factor de descuento desvaneciente, en [I2] se considerd al criterio de costo
total y el caso de espacios de Borel fue estudiado en [18, 19} 20] y [28]. En [5] se
considera una funcién de utilidad general y aplicaciones de PDM en problemas
financieros son presentados en [4]. En particular, en [4] se demostré que, cuando
se trabaja con costos positivos y se considera a la funciéon de utilidad potencia
dada por U(z) = 27 con 0 < 7 < 1, el criterio promedio éptimo sensible al riesgo
coincide con el criterio dptimo neutral al riesgo. Algo similar es probado en [15],
pero ahora considerando a la funcién de utilidad logaritmica, U(x) = log(x). La
igualdad entre los criterios éptimos sensibles y neutral al riesgo mostrada por
estos autores fue determinante para establecer la motivacion de la primera parte
del trabajo de tesis: proponer condiciones bajo las cudles es posible asegurar la
continuidad del indice promedio con respecto al indice de sensibilidad al riesgo,
A. La idea detras de esto es el hecho de que el caso neutral al riesgo coincide
con el caso A = 0, mientras que el sensible al riesgo ocurre cuando \ # 0.

Por otro lado, a pesar de que el indice promedio para los procesos de decisién
semi markovianos ha sido ampliamente estudiado bajo el supuesto de que el
controlador es neutral al riesgo y ha sido usado en multiples aplicaciones, como
por ejemplo, en el estudio de sistemas de colas [36], [37] y [39], procesos de
produccién [32], o problemas de mantenimiento [27], el caso sensible al riesgo
apenas estd comenzando a ser explorado. Por lo tanto, en la literatura no se
contaba con una caracterizacién del indice promedio sensible al riesgo 6ptimo a
través de una ecuacién de optimalidad, un hecho que proporciona la motivacién
para la segunda parte de este trabajo. Los resultados presentados extienden las
conclusiones obtenidas recientemente en [I0], donde se estudian las cadenas semi
markovianas no controladas.

En virtud de lo analizado anteriormente y en relacién con el desarrollo de
los procesos de decisiéon sensibles al riesgo, se plantean los problemas siguientes:

Problema 1: Para el caso de los procesos de decision de Markov: Deter-
minar condiciones sobre la ley de transicion asequrando que para cada estado,
la funcion de costo promedio dptima es una funcion continua con respecto al
pardmetro de sensibilidad al riesgo.

Problema 2: Para los procesos de decision Semi markovianos: Determinar
una ecuacion de optimalidad cuya solucion caracterice a la funcion de costo
promedio optima y produzca una politica dptima.

El primero de estos problemas es desarrollado a lo largo de los capitulos 1
vy 2 de esta tesis y el segundo se presenta en los capitulos 3 y 4. Adema4s, tales
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resultados se encuentran basados en las referencias [16] y [17], respectivamente.

En relacién con el Problema 1, se tienen las hipotesis siguientes: el espacio de
estados es numerable y la funcién de costo es acotada. En este contexto, el ob-
jetivo es establecer condiciones para garantizar la continuidad de la funciéon de
valor éptimo con respecto al pardmetro de sensibilidad al riesgo. Como primer
paso para dar solucién a este problema se demuestra bajo el supuesto de que la
funcién de costo es acotada, que la funcién A — J*(),-) es continua en cada va-
lor no nulo de A, sin embargo, para el caso A = 0 no se puede garantizar tal hecho
bajo el tinico supuesto de costos acotados, por ello es que se considera, ademéas
de las condiciones estdandar de continuidad-compacidad, otro requisito estructu-
ral utilizado en el trabajo es una forma general de la condicién simultdnea de
Doeblin, bajo la cual una politica estacionaria dada puede tener varias clases
de recurrencia, pero en tal caso es posible que la cadena pueda transitar de una
clase a otra bajo la accién de una politica diferente; ver la Suposicién 2.1.2}
En este contexto, el resultado principal del trabajo, el Teorema [2.4.2] establece
que para cada estado z, el costo promedio éptimo A-sensible; J*(A, z), es una
funcién continua del coeficiente de sensibilidad al riesgo en A = 0; ademas, se
dan ejemplos para demostrar que (i) el resultado de continuidad no es vélido
para una ley de transicién general, y (ii) si la Suposicién se sustituye por
la condicién de Lyapunov dada en la Suposicién la cual es un requisito de
comunicacién mds débil, entonces la continuidad de la funcién A — J*(A,-) no
puede garantizarse.

En referencia al Problema 2, bajo el supuesto de que el espacio de estados
es finito, se logra establecer una ecuacion de optimalidad, la cual permite ca-
racterizar al costo promedio éptimo. La solucién al Problema 2 se encuentra
expuesta en el Capitulo 4, en especifico véase Teorema [£.3.1] y el Teorema [£.3.4]
los cuales pueden ser descritos como sigue:

(i) Bajo el supuesto de que la ecuacién de optimalidad tiene una solu-
cion, la funcién de costo promedio A-sensible es constante y serd determinada
de manera inmediata, ademdas se garantizara la existencia de una politica opti-
ma estacionaria. En adelante, se referird a este problema como el resultado de
verificacion.

(ii) Si ademéds de la Suposicién se impone una condicién sobre las
propiedades de comunicacion del proceso de control, entonces es posible asegurar
la existencia de una solucién a la ecuacién de optimalidad . Este problema
sera referido como el resultado de existencia.

La metodologia usada para establecer los problemas planteados arriba es la
siguiente: usando la propiedad de que la distribucién del niimero de transiciones
que han ocurrido en un intervalo dado [0,t], t > 0, decae mds répido que cual-
quier sucesién geométrica serd usada para establecer la prueba del resultado de
verificacién. Por otro lado, el resultado de existencia serd probado combinando
(i) los resultados conocidos acerca de la existencia de soluciones a la ecuacién
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de optimalidad sensible al riesgo en el caso de tiempo discreto, y (ii) el Teorema
del Valor Intermedio para una funcién continua definida en un intervalo de la
recta real.

La organizacion de la tesis es la siguiente: en el Capitulo 1 se consideran a los
procesos de decision de Markov sensibles al riesgo y se dan algunos resultados
que seran de utilidad para resolver el Problema 1. En el Capitulo 2 se presenta
el resultado que asegura la continuidad de la funcién de valor éptimo sobre el
parametro de sensibilidad al riesgo en el contexto markoviano. En el Capitulo 3
se presenta una breve introduccién a los procesos de decisiéon semi markovianos.
En el Capitulo 4, los procesos de decisién semi markovianos sensibles al ries-
go seran estudiados, comenzando con el aporte de la ecuacién de optimalidad
asociada al modelo. Ademds, se presenta un ejemplo que sirve para mostrar
la aplicacién de la teoria desarrollada. Finalmente, se presenta una seccién de
conclusiones.
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Capitulo 1

Procesos de Decision de
Markov y Sensibilidad al
Riesgo

En este capitulo se presentan a los Procesos de Decisién de Markov [2], [23],
[39], ademés de definir lo que significa que el controlador sea sensible al riesgo. A
través de una funcion de utilidad se definen las diversas actitudes ante el riesgo
que puede presentar un controlador, y considerando estas actitudes se presenta
al criterio de rendimiento utilizado a lo largo de los dos primeros capitulos de
este trabajo de tesis.

1.1. EIl Modelo de Decisién de Markov
Definimos un Modelo de Decisiéon de Markov mediante la quintupla siguiente:
M= (S, A {A(z),z € S},C, P)
donde

= El espacio de estados S es un conjunto numerable dotado de la topologia
discreta.

= El conjunto de acciones o controles A es un espacio métrico.

» Para cada estado x € S, A(x) C A es un conjunto no vacio, denominado
espacio de acciones admisibles a z; el conjunto

K:={(z,a)|a € A(z),z € S}
es la clase de parejas estado-accion admisibles.

1
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= Por otro lado, C € B(K) es la funcién de costo por etapa, donde B(K)
denota a la clase de las funciones medibles y acotadas definidas en K.

» P = [p;,(-)] es la ley de transicién sobre S dado K, es decir, para cada
(z,0) €Ky z €S8, psa(a) 20y 3, coPayla) =1.

Este modelo es interpretado como sigue: en cada tiempo ¢t € N el controlador
observa el estado del sistema, digamos X; = x € S, y elige una accién (control)
A; = a € A(x). Entonces, un costo C(z, a) es incurrido y, sin importar la historia
del proceso hasta el tiempo ¢ (ver )7 el estado del sistema al tiempo ¢t 4 1
serd X;41 =y € S con probabilidad p,,(a).

Suposicién 1.1.1 (i) Para cada x € S, A(z) es un subconjunto compacto de
A.

(#) Para cada x,y € S, las funciones a — C(z,a) y a — pzy(a) son conti-
nuas en a € A(z).

Politicas. El espacio H; de posibles historias hasta el tiempo ¢t € N es definido
por

HO = S,
H, = K'xS t>1. (1.1)

Un elemento de H; es denotado por
hi = (o, a0y -+, Ty Ay e ooy Tt ),

donde x; € Sy a; € A(x;),i=0,1,2,...,t.

Una politica 7 = {m} es una sucesién de kérneles estocdsticos, es decir,
para cada t € Ny h; € Hy, m(-|ht) es una medida de probabilidad sobre A
concentrada en A(x;), y para cada subconjunto de Borel B C A, la funcién
hy — m(B|ht), hy € Hy, es Borel medible. La clase de todas las politicas es
denotada por P.

Una politica m € P serd estacionaria si existe f e F:={f: 5 = A| f(z) €
A(x)}. Observe que, F C P.

Dada la politica m € P usada para elegir acciones y el estado inicial Xy = z,
la distribucién del proceso estado-accién {(X;, A;)} estd determinada de manera
unica [2], [23], [33]; tal distribucién y su correspondiente operador esperanza
son denotados por PT y ET, respectivamente. Ademds, para cada C' € B(A),
B € B(S) (donde B(-) denota a la o-dlgebra de Borel), y hy e Hy yt = 0,1,2,.. .,
se tiene que

P;T (XO = CL’) = 1,
Py (as € Clhy) 7 (C Ay ),
P;(xt-i-l S B‘ ht, at) = p(B |-77t7 at).
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1.2. Problema de Control Sensible al Riesgo

Se sabe que un individuo (consumidor) debe enfrentar situaciones en las
que tendrd que elegir entre diversas alternativas, y dichas alternativas pueden
no estar representadas de manera que sea facil poder decidir cudl de ellas es
la mejor. Debido a la necesidad de representar las preferencias de un individuo
(consumidor), en Economia se desarrolla el concepto de funcidn de utilidad. For-
malmente, la teoria de utilidad representa de manera numérica las preferencias
de un individuo y, es gracias a los trabajos de J. von Neumann y O. Morgenstern
[40] que es posible representar preferencias bajo condiciones de incertidumbre y
en tal caso se hablard de funciones de utilidad esperada.

Formalmente, se tiene la siguiente definicion

Definicién 1.2.1 Una funcion U : dom U — R es llamada una funcién de
utilidad, si U es estrictamente creciente y continua sobre dom U.

Suponemos que un consumidor debe elegir entre varias alternativas y que
conoce la probabilidad asignada a cada una de ellas, en este caso las preferencias
de un consumidor se hacen bajo condiciones de incertidumbre y por tanto, en
este caso se puede hablar de una funcién de utilidad esperada.

Sea s € X , donde X denota al conjunto de todas las posibles alternativas
que puede elegir el consumidor y suponga que X es numerable. Denotamos por
P (s) a la probabilidad de ocurrencia del estado s. Se tiene que se deben cumplir
las siguientes propiedades

1. p(s)>0.

2 Yk hls)=1.

Formalmente se escribira el valor esperado de la utilidad de un consumidor
de la siguiente forma:

E[U ()] = 56U ().

Sea Y un costo aleatorio, se define el equivalente seguro como el nimero
real £ = &, (Y), el cual satisface que

U(&) =EU(Y)), (1.2)

asi que el consumidor serd indiferente entre pagar la cantidad conocida &£ o in-
currir en un costo aleatorio Y. El equivalente seguro estara bien definido cuando
Y sea acotada y U una funcién continua y estrictamente creciente. Ademds, la
funcién de utilidad es tinica salvo constantes, es decir, la relacién entre dos uti-
lidades esperadas no cambia cuando U es reemplazada por U; = aU + b donde
a>0ybeR.
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Se sabe que los individuos no presentan actitudes ante el riesgo de la misma
manera que otros, por lo tanto las decisiones sobre las preferencias pueden de-
pender completamente de la actitud al riesgo de cada individuo, en tal caso se
hablaré de la sensibilidad al riesgo del consumidor. Es a través de la funcién de
utilidad U que serd posible medir la sensibilidad al riesgo que tiene un consu-
midor. Sea Y una variable aleatoria no constante, en adelante, se dird que un
consumidor es:

= Neutral al riesgo si &\ (V)= E(Y).
» Propenso al riesgo si &y (Y) < E(Y).
= Averso al riesgo si £ (Y) > E(Y).

Definimos a la prima de riesgo correspondiente a Y como la cantidad dada
por:
AY)=&6(Y)-E[Y],

dicha cantidad sirve para determinar el grado de aversién al riesgo del consu-
midor [31].

El resultado dado a continuacién permite observar que la prima de riesgo es
proporcional a la varianza del costo aleatorio Y, y que la constante de propor-
cionalidad estd dada en funcién de un cociente de derivadas de la funcién de
utilidad. La prueba de dicho resultado estd basada en propiedades de la deriva-
da, la igualdad dada en v el uso de la expansién en series de Taylor de la
funcion de utilidad.

Proposicion 1.2.2 Supongase que la funcion de utilidad U tiene derivada con-
tinua de orden 2 sobre la linea real y que U’ > 0. Entonces

AY (o)  1U"(y)

o? 20U (y)

cuando o — 0.

donde y € R,
En adelante se supondra que el cociente de proporcionalidad es constante,
es decir,
U" (y)
=\ ANyeR (1.3)
U’ (y)

donde A serd referido como el coeficiente de sensibilidad al riesgo del consu-
midor y en tal caso el consumidor evalda un costo (acotado) aleatorio Y usando
la esperanza de U(Y'). Observe que, la expresién implica inmediatamente
que U (y) = ae* + b para toda y € R y a > 0. Entonces, para cada A € R,
la funcion de utilidad exponencial es especificada como sigue: para cada
z eR,

Ulz) = {Sign(/\)e)“'” st A£O (1.4)

)z siA=0"
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note que para cada ¢,z € R,
Uz +c)=eMU(z), A#£0. (1.5)

El equivalente seguro de Y correspondiente a U estda dado como sigue:

1 .
eay] = 4 3o (B[]). siaz0,
E[Y], si =0,

(1.6)

y de esta expresion no es dificil ver que £,[-] es mondtona y homogénea, es decir,
para variables aleatorias (acotadas) Y y W,

Y <Wces. = E\[Y] <EW] (1.7)

ENY +a]=&\[Y]+a, acR (1.8)

Note que, al considerar a la funcién de utilidad exponencial, A > 0 corres-
ponde al caso averso al riesgo y cuando A < 0 se estara trabajando el caso
propenso al riesgo. Finalmente, el caso A = 0 corresponde al caso neutral al
riesgo.

Ahora, volviendo a considerar un modelo de control de Markov, se supondra
que el controlador tiene un coeficiente de sensibilidad al riesgo constante A € R
y se usard a la funcién de utilidad dada en (1.4)).

Suponga que el controlador ha usado la politica 7 € P comenzando en x € S,
y sea Jp, (A, m,x) el equivalente seguro del costo total Z;:Ol C(Xy, 4;) incurrido
antes del tiempo n, es decir,

Jo(\,z) = §1°g (B [==cntn]) - siato,
B} S5 O A 5i =0,

x

(1.9)

Con esta notacién, el costo de limite superior promedio \-sensible en
x € S bajo la politica 7 esta dado por

1
J(A, m,x) = limsup —J, (A, 7, x), (1.10)
n—roo
y
J*(\x) = 122 JA,mx), z€S, (1.11)

es la funcién de costo promedio A-sensible 6ptima; una politica 7 € P es \-
optima si J(A, 7%, x) = J*(\,x) para cada x € S. El criterio promedio de
limite inferior \-semsible J_(\,m, x) correspondiente a # € P es definido
por
1
J_ (A, 7, z) = liminf —J, (A, 7, x), (1.12)

n—oo nN
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y la correspondiente funcién de valor promedio de limite inferior A-sensible es
dada por
Je(A x) = ing J_(\mzx), x€S, (1.13)
TE

asi que

Por lo que, al buscar resolver el problema de control 6ptimo planteado en
y el controlador debe elegir una politica que optimice al criterio
de rendimiento promedio, en otras palabras ,el controlador estd modelando pre-
ferencias sobre las politicas mediante el criterio de rendimiento, por lo que si
asociamos una funcién de utilidad al criterio de costo promedio se podria decir
que una politica es preferible a otra en funcién de cudl tiene mejor utilidad
esperada, y en tal caso hablaremos de Procesos de Decision Sensibles al
Riesgo.

1.3. Ecuacion de Optimalidad

A continuacién se presenta la Ecuacidon de Optimalidad (EO) correspon-
diente al criterio promedio dado en (|1.10) utilizada a lo largo del capitulo y la
cual serd de gran utilidad para el desarrollo de los resultados presentados:

Ulgx + ha(z)) = aeigl{m) pry(a)U(C(x,a) +ha(y)), ze€S, (1.15)
y€eS

donde gx € Ry hy(-) es una funcién real valuada definida sobre S.

La importancia de esta ecuacion en el estudio del indice promedio A-sensible
es mostrada en el siguiente resultado, el cual para el caso averso al riesgo (A > 0)
ha sido ya establecido, véase por ejemplo [I8]. La versién presentada a continua-
cién, a diferencia de otros autores, no impone restricciéon alguna sobre el signo

de A.

Lema 1.3.1 Dado A € R, sean gy € R y hy € B(S) tales que la ecuacion de
optimalidad es vdlida. En este caso,

(7) Para cada x € S la suma en el lado derecho de es una funcion
continua de a € A(x), y entonces existe fx(r) € A(x) tal que minimiza el lado
derecho de .

(#4) Para cada estado x € S,

1 »
g = nh_>ngo EJ"(/\’ ox) =T\ x) = Ju(A x).

Demostracién. (i) Usando el hecho de que la funcién de costo C'y hy son
acotadas, por el teorema de convergencia dominada y la Suposicién [1.1.1] se
sigue la conclusién deseada.

(#i) Por (1.15) se tiene que
EF [U(C(Xo, Ao) + ha(X1))] = Ulgx + ha()),
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para cada x € S y m € P; a partir de esto, usando induccién y la propiedad de
Markov, se sigue que para cada entero positivo n

n—1
E} (U (Z C(X¢, Ay + m(xn)) Hp, An—2
t=0
n—2
= EJ|U (Z C(Xy, Ay) + C(Xpo1, A1) + m(xn)) ‘H“, Ap_s
t=0

n—2
= U (Z C(Xt,At)> ET U (C(Xn_1, An_1) + ha(Xn))]
t=0

Y

U (i C(Xt,At) + (5N + h)\(an)> P

t=0
de donde, aplicando esperanza en la expresién anterior, lleva a

n—1 n—2
B |U <Z C(Xy, Ar) + hA(Xn)> > U(Z C(Xt, Ar) + gx + ha(Xn-1)),
t=0 t=0

repitiendo el proceso anterior se tiene que

n—1 n—1
E7 |U <Z C(Xe, Ae) + |m||>] > ET|U (Z C(Xe, Ae) + m(xgﬂ
t=0 t=0
= Ulngx + ha(z)),
donde || - || es la norma del supremo y la primera desigualdad es vélida debido al

hecho de que U es creciente. La ultima relacién, junto con f implican
lo siguiente:
1aall + T (A, 7, 2) > ngy + ha(z),
dividiendo ambos lados de esta relaciéon por n y aplicando el limite inferior
cuando n tiende a oo en ambos lados de la desigualdad resultante, se tiene lo
siguiente
J_(\m,x) > gx;

ya que la politica 7 y el estado z fueron arbitrarios, de (1.12) y (1.13)), se sigue
que

n—oo

1
liminf —J, (A, fa, ) > Jo( A, x2) > gx, z€S. (1.16)
n
Por otro lado, de la definicién de la politica fy se tiene que
ED[U(C(Xo, Ag) + ha(X1))] = U(gr + ha(z)), z €S,

y un argumento de induccion lleva a que, para cadan=1,2,3,...,

U(nga + ha(z)) = EI|U (i C(Xy, Ap) + h/\(Xn)>]
> EI U (S C(Xy, Ay) — |h>\||>] .




8 Procesos de Decision de Markov y Sensibilidad al Riesgo

Usando (1.6])-(1.8]) esta relacién implica que
ngx + h(z) > Ju(A, fr, ) = [[hall

y entonces
. 1
gr > limsup =J, (A, fa, x)
n—oo N
> J'(\z), z€S;

donde la segunda desigualdad es consecuencia de (|1.11). En consecuencia, la
conclusién deseada se sigue combinando esto tltimo con (1.16) y (1.14]). |

Hasta aqui se ha presentado a la ecuacién de optimalidad para los Procesos
de Decisiéon de Markov Sensibles al Riesgo y se dio un resultado donde se mues-
tra la importancia de tal ecuacién para el estudio del indice promedio éptimo.
Sin embargo, estos resultados son ya conocidos y han sido trabajados desde
diversas perspectivas y por diversos autores [1], [4],[8]-[14],[18]-[22],]26],[28]. En
particular, en [4] y [15] se probd que el criterio promedio 6ptimo sensible al
riesgo coincide con el criterio 6ptimo neutral al riesgo para las funciones de
utilidad potencia y logaritmica, respectivamente. Los resultados obtenidos por
estos autores nos motivaron a plantearnos el siguiente problema:

e ;Bajo qué condiciones se puede garantizar la continuidad del indice pro-
medio optimo con respecto al pardametro de sensibilidad al riesgo \?

El problema arriba planteado serd formalmente establecido en el siguiente
capitulo.



Capitulo 2

Continuidad del Costo
Promedio Optimo

Cuando se consideran a los Procesos de Decisiéon de Markov con un criterio de
rendimiento promedio y se supone que el controlador cuenta con un coeficiente
de sensibilidad al riesgo, puede observarse que varios autores han realizado un
trabajo bastante extenso: desde establecer la caracterizacién del indice promedio
6ptimo [8], [@], [I1], [I2] o considerar espacios de estados mas generales [18]-[21],
[28], hasta garantizar la validez del algoritmo de iteracién de valores [14] o
asegurar la existencia de politicas dptimas [22]. Sin embargo, hasta el momento
nada se habia dicho acerca de la continuidad de la funcién de valor éptimo con
respecto al pardmetro de sensibilidad al riesgo.

Por tanto, motivados por los resultados obtenidos recientemente en [4] y [15]
con respecto a la relacién entre los indices promedio neutral y sensible al riesgo
para las funciones de utilidad potencia y logaritmica, es que en este capitulo se
garantiza la continuidad para el indice promedio 6ptimo con respecto a A. Los
resultados presentados a continuacién se encuentran motivados en [16].

2.1. Condicion Simultanea de Doeblin

En esta seccién se presenta la condiciéon necesaria para establecer el resultado
principal de la primera parte del trabajo de tesis. Tal condicion esta relacionada
con la forma en la que se comunican los estados del proceso. A continuacién se
presenta un ejemplo que justifica la eleccién de dicha condicién.

Ejemplo 2.1.1 Sean el espacio de estados, S = {0,1,—1} y el conjunto de
controles A = {a}, asi que A(x) = {a} para cada x € S. Para este modelo hay
una unica politica estacionaria, la cual se denotard por f. Definimos la funcion
de costo como:

Cz,a)=C(x)=z, =z€S,

9
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y la ley de transicion [py 4(a)] = [pzy] dada por

1
Po,z = 57 Pz = 17 r = 17_1

Es inmediato, de la definicion de la ley de transicion, que los estados 1 y
—1 son absorbentes, entonces, debido a como se encuentra definida la funcion
de costo se tiene que:

1
J(Ax) = limsup —J,(\ z)

n—oo M
= z, z=-1,1, AeR.
Suponga que el sistema comienza en Xg = 0. En este caso al tiempo 1 el
sistema transitard al estado 1 o —1 con probabilidad /2 y, para cada entero
n > 1, la propiedad de Markov implica que

n—1 n—2 n—2
By |Y C(X)| = C0)+ % <E1 Y C(X)| +E1 | C(Xy) )
t=0 t=0 t=0
= 0+%(—(n—1)+(n—1))
= 0,
y entonces
J(0,0) = 0. (2.1)

Por otro lado, para \ # 0,
E, {exz;;} C(Xt)} (6)\(n—2) n e—/\(n—Q))

(ew(n—z) + e—\x|<n—2>) 7

DN = N =

asi que
elA(n—2)

< E, [exz:L;JC(xa] < M(n=2)
2 —_ —_ )

dicha relacion via @— 11.11) implican que

J(A0) = nlggoilog (Eo [€AZ?;JG(Xt)D
_
D\

sign(A), A #0.

Combinando esto ultimo con se sigue que J(-,0) no es continua en
A=0.
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En el ejemplo anterior, la discontinuidad de la funcién A — J*(\,0) puede
adjudicarse al hecho de que los estados —1 y 1 no se comunican.

La siguiente notacién serd usada en adelante. Para cada conjunto no vacio
F C S, el tiempo de alcance a F, T, es definido por

Tp :=min{n € N\ {0}|X,, € F'} (2.2)

donde, de acuerdo con la convencién usual, el minimo del conjunto vacio es +oc;
cuando I’ = {z} en lugar de 77, se empleard la notacién 7.

Como se ilustra en el Ejemplo[2.1.1] se requiere imponer una condicién sobre
la ley de transicién para asi garantizar la continuidad de la funcién de valor
6ptimo con respecto de A. Dicha condicién, llamada la Condicion Simultdnea
de Doeblin, es dada a continuacion.

Suposicién 2.1.2 Existen un conjunto finito F C S y una constante M > 0
satisfaciendo las propiedades siguientes:

(i) Ef[Tr] <M, zeS\F, feF.
(i) Para cada y € F existe una politica f¥ € F tal que

E' T <M, zeF\{y} (2.3)

Observe que en el Ejemplo la parte (i) de la Suposicién es valida
con F'={-1,1} y M = 1, pero la parte (ii) no lo es, debido al hecho de que los

estados —1 y 1 son absorbentes.

Se tiene que, bajo la Suposicién la condicién simultanea de Doeblin,
enunciada en la Suposicién tiene una consecuencia importante en el anali-
sis del criterio de costo promedio neutral al riesgo, tal consecuencia es que la
correspondiente ecuacién de optimalidad tiene una solucién acotada, un hecho
que tiene dos implicaciones (véase [2], [23], [33]):

(a) el costo promedio Gptimo es constante, ademds;

(b) existe una politica éptima estacionaria.

Mediante la Condiciéon de Lyapunov dada en [25], la cual impone condi-
ciones bajo las cuales la ecuacion de optimalidad tiene una solucién posiblemente
no acotada, estas dos propiedades también pueden ser aseguradas. Tal condi-
cién, bajo la Suposicién [1.1.1] puede ser formulada como sigue bajo el contexto
de costos acotados [13]:

Suposicién 2.1.3 Existe un estado z tal que

lim sup B [T.I[T, >n]] =0, z € S. (2.4)
n—o00 feF
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Una pregunta interesante es: ;el resultado de continuidad que se desea garan-
tizar (Teorema [2.4.2)) continia siendo vélido si se reemplaza la Suposicién
por la condicién dada en ?. El siguiente ejemplo no controlado garantiza
que la respuesta a dicha pregunta es negativa.

Ejemplo 2.1.4 Suponga que S = N y que A = {a} = A(x) para cada z € S.
Considere la funcion de costo dada por

C(0,a) =C(0) =0, y C(z,a) =C(z) =1 para x € S\ {0}, (2.5)

y suponga que la ley de transicion [pyy(a)] = [psy] estd determinada por

2
T

:17 :7:1— s $:1’2,37....

Po,o Pz,z+1 (z + 1) Pz0

Se tiene que sélo hay una politica, f, la cual no serd denotada explicitamente

en el desarrollo del ejemplo.

Se mostrard que la condicion de Lyapunov en es vdlida para este modelo
con z = 0. Para ello, del hecho de existir sélo una politica, note que es
equivalente a

E,[Ty) <oo, z€S. (2.6)

Para verificar esta propiedad, observe que Eg[To] =1, ya que 0 es un estado
absorbente. Considere un estado no nulo x y observe que la forma de la ley de
transicion lleva a que para cada entero positivo n

P To>n] = PX,=x+r 0<r<n]
B 2?2 (z+1)?2  (w+n-1)32
(@t 1) (r+2)? (z +n)?
22
T G =0
y entonces
E[To] = 1+ Py[Ty>n]
n=1
o0 2

I

§

_|_
1
=
+ |8
S
Y

< 14z,

lo cual muestra que (@) es valida para z = 0.

A continuacidn, se probard que para cada x # 0, la funcién A — J(A\,x) no
es continua en cero. Primero, note que

J(A,0)=0, AeR,
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ya que el estado 0 es absorbente y C'(0) = 0. En [25] se prueba que la condicidn
de Lyapunov implica que el costo promedio neutral al riesgo J(0,x) no depende
del estado x, por lo tanto

J(0,2) =0, z€S&. (2.8)

Ahora, sean el estado x # 0 y A > 0 arbitrarios, observe que X; # 0 ocurre
P,-casi sequramente sobre el evento [t < Ty, asi que Y implican lo
stguiente:

n

®
Vv

E, {ex iy c(x»]

> E, [6/\ s CXIT, > n]}

6/\nl’2

(x +n)*

Entonces, usando (1.9) y , se tiene que

1
1 > —
an()\,x)

a8 (z+mn)2)’
de donde,
1
1= lim —J,(A\,z) =J\z), z#0, A>0,

n—00 N

y entonces J(-,z) no es continua en A =0, por (2.§).

En resumen, el modelo presentado en este ejemplo satisface la condicion de
Lyapunov, pero la funcidn X\ — J*(X\,x) no es continua en cero cuando el estado
z es no nulo.

En la siguiente seccion se establece el resultado de continuidad para el indice
promedio éptimo.

2.2. Continuidad del Indice Promedio ()ptimo:
A#0

En esta seccién se establece la continuidad para el caso A # 0. Considere
al modelo M, dado en la Seccién En adelante, el modelo M satisface las
condiciones dadas en la Suposicién [I.1.1]

El problema a resolver consiste en garantizar la continuidad de la funcién de
valor 6ptimo J* (), ) con respecto del coeficiente de sensibilidad al riesgo A. Tal
propiedad, para el caso A # 0 es inmediata, como puede verse en el resultado
siguiente:
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Proposicién 2.2.1 Para cada © € S, la funcién A — J*(\,x) es continua
sobre R\ {0}.

Demostracién. Sean x € S, n un entero positivo y A y v nimeros reales
no nulos, arbitrarios. Ahora, observe que

n—1 n—1 n—1
AD C(XpA) = v C(Xn A+ (A =v) Y C(Xe, Ar)
t=0 t=0 t=0
n—1
< v C(Xy, A+l —v[C|,
t=0
donde ||C| := sup,cx |C(x)] < oo; la desigualdad anterior junto con (1.9)
implican que
AMp(A,mx) = log (EZCT {ekZZZOIC(X“A‘)D

IN

log (EZET {e” Sise C(X“At)D +nlx—v||C|
= vJ,(v,mx)+nlA—v||C],
de donde

+ A =v|||C. (2.9)

n n
Ahora, suponga que A y v son positivos. Tomando el limite superior cuando n

tiende a co en ambos lados de (2.9)), por ([1.10) se sigue que
AJ()‘/]T; CE) < Z/J(I/,TQI’) + |>‘ - V|||C||a

y entonces, tomando infimo sobre m € P en ambos lados de esta relacion, por

se obtiene que

M\ z) <vd*(v,x) + [ —v||C]];
por lo tanto, ya que A, v € (0,00) son arbitrarios, se tiene que

AN\ z) —vJ (v, )| < |A=v|||C]. (2.10)
Si ahora A y v son negativos, tomando el limite inferior cuando n tiende a oo
en ambos lados de , de se sigue que

A\ mz) <vd(v,m,z)+ |\ —v]|C],

una relacién que, después de tomar el supremo sobre m € P, lleva a

M) < VI (v, 2) + A - vl[C],
e intercambiando los papeles de A y v, se sigue que es también valida.

En resumen, se ha mostrado que AJ*(\, z) es una funcién Lipschitz de A en
cada uno de los intervalos (0,00) y (—00,0), asi que, A — J*(A,x) es continua
en cada punto en R\ {0}. [ |



2.3 La Técnica de Factor Desvaneciente 15

Observacion 2.2.2 Note que la conclusion de la proposicion anterior depende
unicamente de la cota de la funcién de costo; sin embargo, como se muestra en
el ejemplo la continuidad de J*(-,x) en A = 0 no puede ser asequrada de
manera general suponiendo unicamente costos acotados.

2.3. La Técnica de Factor Desvaneciente

En esta seccion se presentan los resultados auxiliares que seran usados para
probar el Teorema tal resultado tiene un papel fundamental en la prueba
del Teorema el cual garantiza la continuidad del indice promedio éptimo
en A\ = 0. La técnica presentada a continuacién estd basada en el siguiente
operador descontado, el cual fue presentado en [I§].

Definicién 2.3.1 Para o € (0,1) y A € R\ {0} el operador Ty, » : B(S) — B(S)
es definido como sigue: para cada V- € B(S), la funcidn T, [V estd determinada
por

U(TanlV]@) = inf }:mw Clz,a) +aV(y)|, zeS (211)

Combinando (1.5 con el hecho de que U es creciente, se puede ver que Ty, »
es un operador mondtono y a-homogéneo, es decir, dados V, W € B(S),

Ta V] = To A [W]

cuando V > W,y
Toéy)\[V'f-’f'] = Toéy)\[V] + ar,

para cada r € R. Estas propiedades implican que T, ) es un operador contra-
ccién en el espacio B(S) dotado con la norma del supremo, y su médulo es «,

es decir,
1Tax[V] = Tax W]l < a|V =W, V,W e B(S). (2.12)

Por lo tanto, por el Teorema del Punto Fijo de Banach, existe una tnica
funcién Vi, » € B(S) satisfaciendo Ty z[Va,a] = Va,a; méas explicitamente,

U(Var(@) = inf pry Clz,a)+aVar(y)|, xS (213)

Observe que ([2.11)) implica que

Tux[0)(z) = aelﬂfa:) C(z,a),

asi que,
[Ta 01 < [[C1l-
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Usando (2.12) con V, » y 0 en lugar de V' y W, respectivamente, se sigue
que
I =a)[Vaxll < (€l (2.14)

A continuacién, para cada x € S se define
gar (@) = (1 —a)Van(z) € [-CI, [[C]]], a€(0,1), AeR\{0}, (2.15)

y note que el hecho de que V,, » v C(-,-) sean acotados, junto con la Suposicién
implican que, para cada A # 0 y « € (0, 1), existe una politica estacionaria
fa,x satisfaciendo

U(Va,k(x)) = pry(fa)\(x))[](c(xvfa,)\(x))+aVa,A(y))

yeS
= B [U(C(Xo,Ao,) +aVar(X1))], z€S. (2.16)

Para establecer la prueba del resultado principal (Teorema se utiliza
un resultado dado en la siguiente seccién (Teorema , el cual establece que
para algin ¢ > 0, la ecuacién de optimalidad correspondiente a un parametro de
sensibilidad al riesgo A € (—4,9) \ {0} tiene solucién (g, ha(+)), de tal manera
que la familia {hy : 0 < |A| < d} es acotada en B(S).

La prueba del Teorema [2.4.1] usa la técnica de factor de descuento desvane-
ciente, presentada anteriormente, y el siguiente resultado, cuya prueba usa la
condicién simultdnea de Doeblin ([25]).

Lema 2.3.2 Suponga que la Suposicién es vdlida. En este caso, existen
be (1,0) y p € (0,1) tales que las siguientes afirmaciones son vdlidas para
cada n € N:

(i) P{[Tr > n] < bp™ para cada v € S\ F y f € F, donde F es el conjunto
finito en la Suposicion[2.1.9

(i) Para cada y € F, la politica estacionaria fY en la seqgunda parte de la

Suposicidn satisface que
PIT, > <bp", xS\ {y).

Demostracién. Sea N un entero positivo tal que N > 2M. En este caso,
la desigualdad de Markov implica que

EJ[T
PI[Tr > N] < %
<

M
< =
- N

1
La expresién anterior, usando un argumento de induccién junto con la propie-
dad de Markov, implica que para cada estado x € S\ F'y f € F, la desigualdad

P{[Tr > kN] < (1/2)*
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es valida para cada entero no negativo k. Dado n € N escribimos n = kN +r
donde r € {0,1,2,...,N — 1}, y note que

P![Tr > n] < P/[Tr > kN] < (1/2)",

de lo cual .
PlTp>n]<bp", z€S\F, feF, neN, (2.17)
donde p = (1/2)Y/N € (0,1) y b = 5N € (1,00). Ahora, para cada y € F
considere la politica f¥ € F dada en la Suposicién Se mostraré lo siguiente:
BT, <2M, xS\ {y). (2.18)

Note que la desigualdad es vélida para z € F\{y}, por (2.3]). Para completar
la prueba observe que, del hecho que y € F' se tiene que Tr < T, asi que

EL'T,) = El'[Te)+E'(T, - T[T, > Tr]]
< M+ E'(T, - Te)I[T, > Tr]l, zecS\F,
donde la desigualdad se debe a la Suposicién 2.1.2|1 i). Observando que X, €

F\ {y} sobre el evento T}, > T y usando @ , la propiedad fuerte de Markov
aplicada a la cadena de Markov inducida por f¥ lleva, por (2.3)), a

EI'(T, — Tp)I[T, > Trl|Ty > Tr, Xr,.] = Ex,, [T, < M,

y entonces
E{"(T, = Tp)I[T, > Trl) < M,

una relacién que junto con la desigualdad anterior implica que la desigualdad en
(2.18) es también vélida cuando = € S\ F. Ahora, sea el modelo reducido M sy
el cual consiste en el elemento f¥(x) como tnica accién disponible para cada
z € S. Para este modelo My, la relacién establece que la Suposicién
es védlida con F' = {y}, y entonces la primera parte de la prueba lleva a
que existen by, € (1,00) y py € (0,1) tales que

P (T, > n] <byp,, neN, zeS\{y}

Haciendo b := max{b, b,,y € F} € (1,00) y p := max{p, p, : y € F} € (0,1),
la expresion en ([2.17)) lleva a que las conclusiones en (i) y (ii) son vilidas. N

Lema 2.3.3 Suponga que las Suposiciones y[2.1.9 son vdlidas. Sean b > 1
y p € (0,1) como en el Lema y sean

1 1+p 20
5e — L log () y B —log () . 219
aic] '\ 2 T (2.19)

Con esta notacion, para cada o € (0,1) las afirmaciones siguientes son vdlidas,
donde F es el conjunto finito dado en la Suposicion[2.1.3, y el tiempo de alcance

Tr es como en .
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(7) Para cada x € S\ F y f €T,
e IMB/S < Eﬂ{[e?/\IICHTF} < eMBIS 0 < IA] <.

(i1) Para cada z € F la politica estacionaria f* en la Suposicién [2.1.9(ii)
satisface que

e B/ < BIT[PMICIT:) < eAB/O e 6\ {2}, 0< |\ <6

(i4i) Para cada x € S\ F, f € F y X € (=6,0) \ {0},

TrAn—1
HILH;OEQ{ U< Z [C(Xt,At) _ga,)\(Xt)]+aVa,A(XTFAn)>]
t=0
=E]|U ( i [C(Xt, At) — ga,n(X1)] +0lVa,A(XTF)>] ;o (2:20)
t=0

ver para la definicion de ga (+).
() Para cada X € (—0,0)\ {0}, y z € F, la politica f* € F en la Suposicion
[2.1.9(ii) satisface que, para cada x € S\ {z},

lim Ef

n—oo

T.An—1
U ( Z [C(Xy, Ar) — gax (X)) + aVa,A(XTzAn)>]

t=0

=FEf

U (Z_ [C(Xi, Ar) = gan (X)) + OéVa’/\(XTZ)>‘| . (2:21)

t=0

Demostracion. (i) Sean z € S\ F' y f € F arbitrarios. Por el Lema i),
la desigualdad

P [Ty > n] < bp"
es valida para cada n. Entonces, de (2.19) se sigue que
1
2011, — % <1,

de lo cual

o0
EI[e21C1Te] = 3 2IC1k pl Ty — i
k=1

oo
bze%HCHkpk
k=1

b
1— peQHCH‘S
b

1-(1+p)/2

= €B.

IN

IN
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Ahora, sea A € (—4,0) \ {0} arbitrario pero fijo, y note que

B [2CITr) < B [c0A/921C1Tr)

de esta expresidn, la desigualdad de Jensen aplicada a la funcién céncava p(z) =

zIM/ sobre (0, 00) lleva a

B [CITr] < pf[201C1TR (N/5)

y junto con la desigualdad anterior, esto dltimo implica que

Bl [PCITr) < (MBS,

Observe que si W es una variable aleatoria positiva, entonces E[W ~1] > 1/E[W],
debido a la desigualdad de Jensen. Combinando este hecho con la expresién an-
terior, se sigue que

NET

B [T

> Lyle

> Ele~2RICITr)
1

> - 0

= Ef[e2NICITr)

> e~ IAB/S

(#4) Usando un argumento andlogo al de la parte (i), el Lema ii) implica
la conclusién deseada.

(7i) Sean A € (—0,90)\ {0}, z € S\ F'y f € F arbitrarios, y observe que las
siguientes propiedades (a) y (b) se satisfacen:

(a) Para cada entero positivo n, la siguiente identidad es vélida sobre el evento
[Tr < n]
TrAn—1
Z [C(Xta At) - ga,/\(Xt)] + O‘Va,/\(XTF/\n)

t=0

Tp—1
= > [C(Xt, Ar) = garn (X)) + aVar(X1y).
t=0
Como TF es finito Pj—c. s, se sigue que

TrAn—1
lim U( Z [C(Xtht) —ga,A(Xt)} +aVa,>\(XTp/\n)>

n—00
t=0

Tpfl
U ( D (X1, Ar) = gan (X)) + an,\(XTF)) , Pl —c.s.
t=0
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(b) Por (L4) y [2.15),

‘U( TF/\n 1 [C<Xt,At)—ga,,\(Xt)]—i—aVa,)\(XTF/\n)) ‘

< €|A‘ZTF/\n 1|
< 2 TeAn)[[Cll+alAllC]/(1-a)

C (X1, A1) =gan (Xo) [+ Al[Va x(X1pan)|

< 2CITr aINCl/(1-0).

Como EJ [eQéHCHTF] es finito por la parte (i), la propiedad ( - se sigue de
combinar (a) y (b) con el Teorema de Convergencia Dominada. Un argumento
similar usando la parte (ii) puede ser empleado para establecer la convergencia

en . |

Teorema 2.3.4 Bajo las Suposiciones Yy existen § > 0 y B* > 0
tales que, para cada A € (—0,0) \ {0} y a € (0,1),

alVar(z) = Var(z)| < B*, x,z € F, (2.22)

alVar(z) = Vor(2)| <2B*, z€S, zefF. (2.23)

Demostracic')n. Dado z € F, sea f* la politica estacionaria en la Suposicién

11) De se sigue que para cada = € S
<D Py (F@)U(Cla, [(2)) + aVan(y),

yeS
dicha desigualdad, al aphcar y ( - lleva a
U(aVy ()
<Y ey (P (@)U(C(x, f7(2)) = gar (@) + aVar(y))
yeSs

= EJJ:Z [U(C(X07 AO) - ga,)\(XO) + aVa,A(Xl))] , €S (2-24)

Ahora, se probard por induccién que para cada entero positivo n y x € 5,
la siguiente expresion es valida

U(aVaa(z))

B T.An—1
< Ef U( > [C(Xt,At)—gm,\(Xt)]+aVa7,\(XTzAn)>]. (2.25)

t=0

Para probar (2.25)), primeramente note que para n = 1 la relacién anterior
es equivalente a (2.24)), ya que T, > 1. Suponga ahora que ([2.25)) es valida para
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algtin entero positivo n. Sea x € S arbitrario y observe que

T,An—1
El" U ( D7 C(Xe Ar) = gan (X)) + ava,mxw))
t=0

T.—1

=E["|U (Z [C(Xt, Ar) = Gar(X2)] + ava,xxn)) I[T, < n}]
t=0
n—1

+EI U (Z[C(Xt,At) — Gan (X)) + ava,A(Xn)> I[T, > n]] . (226)

t=0

Luego, usando (1.5 note que

U (Z_:[C(XuAt) — Gan(X)] + OéVa,A(Xn)> I[T. > n

=0
= AT CXA) =90 X T, > n]U (aVar(Xn)) s

y observe que ([2.24) implica que

U (Vo (Xn))

<D px, g (FF(X))U(C (X, 7 (X)) = gar(Xn) + Vi a (1)
yeSs

= Egz U(C(Xn, An) — Jax(Xn) + Vo x(Xn41)) [ X, k < nl,

donde la igualdad es debida a la propiedad de Markov. Usando (|L.5)), las dos

iltimas expresiones implican que

U (S0 (X0, An) = gan (Xo)[+aVar (Xroan) ) I[T2>7]

<BEIU(S[C(Xt,A) —gar (X)) +aVar (X)) I[To>n)| Xgk<n],

y entonces
T, An—1
Ef ( Z C( X, At) = ga (X)) + aVaa( XT/\n>IT >n]
t=0
<E! |U (Z[C(Xt,At) Gar (X)) + aVar(Xni1 ) I[T, > n]
t=0
T.—1
=E[ U < [C(Xt, At) = Gan(Xe)] + aVax (X1, ) IT.=n+1
t=0
+EI U ( [C(Xt, Ar) = gan(Xp)] + oV a(Xnga ) IT, >n+1]|;
t=0




22 Continuidad del Costo Promedio ()ptimo

combinando esta relacién con (2.26)) se sigue que

EI°

U ( zznji [C(Xtht) - gmx\(Xt)] + aVa,A(XTzAn)>]

n

T, —
( Z (X1, A) — gar (X)) + ava,A(Xm) 11T, <n+1]

t=0

+Ef <Z Xt, At ga,A(Xt)] + OéVa,A(Xn+1)> I[Tz >n+ 1]
t=0
T.A(n+1)—
=Ef |U [C(Xt’ Ap) = ga (X)) + aVa (X1 amt1)) | | 5
t=0

una relacién que junto con la hipétesis de induccién lleva a que (2.25)) es vélido
con n + 1 en lugar de n, completando el argumento de induccién.

Ahora, tomando el limite cuando n tiende a oo en (2.24]), por la convergencia
(2.21) en el Lema ii) se sigue que, para cada x € S

UlaVya(z)) < EL

U ( Z_: [C(Xit, At) = gan (X)) + aVa,A(XTZ)ﬂ ;

t=0

usando que T, es finito P “_casi seguramente y que X7, = z cuando T, < oo,
esta desigualdad y (|1.5)) llevan a

UaVan(z) =Var(2))) < EL

T.-1
U (Z [C(Xy, Ay) — ga,A(Xt)]>‘|

t=0
< Bl UQIOIT.)], z€s, (2.27)

x

donde el hecho de que U es creciente fue usado en el ultimo paso. Considere
ahora los siguientes casos:

Caso 1: )\ € (0,9). Por tanto, U(w) = e*¥ para cada w € R, asi que (2.27)
lleva a
rolVan@)-Var() < g [euncnn} 7

y entonces
e Ve x (@) =Va A (2)] < oAB/S

para x # z, por el Lema m(ii); ya que la tultima desigualdad también es valida
para x = z se sigue que

aVar(@) =Vor(2)] < —, z€es. (2.28)

| 3
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Caso 2: \ € (=6,0). En este caso, U(w) = —e " para cada w € R, y (2.27)
lleva a
PolVar (@) —Var ()] > pi* {ezAHCIlTZ} ’

y por el Lema ii), esto implica que, para z # z,

eAa[Vu,A(I)—VQ,A(z)] > e—\)\|B/6 _ e)\B/(S7

una desigualdad que también es valida cuando z = z. De lo anterior y recor-
dando que A es negativo, se sigue que (2.28]) también es vélido en este caso.

Como z € F fue arbitrario, (2.28]) implica que

aVa(@) = Vaa(2)] <

|

para cada z,z € F, asi que ([2.22]) es vélido con
B* = —. (2.29)

Ahora, se probard que la constante B* también satisface . Para co-
menzar, note que por es suficiente mostrar que la desigualdad en
es valida cuando x € S\ F. Sea fq la politica estacionaria en (2.16), y multi-
plicando ambos lados de la igualdad por e *(=®Va.x(*) para obtener, mediante

v ([2.15), que
U(aVa(z)) = EL* [U ([C(Xo, Ao) — gar(Xo)] + aVar(X1))], =z € S.

A partir de esta igualdad, de manera similar a lo usado para la prueba de
(2.22)), usando induccién se sigue que, para cada entero positivon y x € S\ F,

U(aVa(z)) = Ef

T An—1
U ( D C(Xe, Ay) = gan(Xp)] + ava,A(XTFAn)N :

t=0

asi que

U(aVa(z)) = Ef

U ( i [C(Xt»At) - ga,)\(Xt)] + aVa,)\(XTF)>‘| )

t=0

por 1D Multiplicando ambos lados de esta igualdad por e=*@Vex(2) donde
z € F es arbitrario pero fijo, por ([1.5]) se sigue que para cada estado x en S\ F,

U(a[Vaxr(x) = Vanr(2)])

— Egcx,)\

u ( FZS [C(X¢, At) = gan(Xo)] + a[Var(X1,) — Va,A(Z)]N ;

t=0
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es decir,

eAa[Va,k(I)_Va,)\(z)]

Tp—1

= gl [exztzo [C(Xt,An—ga,x(Xt>1+xa[va,x(XTF)—vm(zn} .

Combinando esta igualdad con (2.15)) y (2.22) se sigue que para cada z € S\ F

BY e NN g elVen()=Ver ()]

IN

# 2IM\|C | Tr+| N B*
E! [eu\ ITr+IAl }

y por el Lema i), esto lleva a
e~ IAIB/6—INB" < pAalVaa(@)—Var(2)] < AIB/SINB"
Finalmente, usando , esta relacién implica que
a|Var(@) = Van(2)| < B* + B/6 = 2B"
para cada x € S\ F, completando la verificacién de la desigualdad . ]

2.4. Continuidad del Indice Promedio Optimo:
A=0

A continuacién se presenta el resultado que garantiza la continuidad de la

funcién de valor éptimo sobre el parametro de sensibilidad al riesgo para el caso

A = 0. En adelante, se supondrd que z € F 'y A € (—4,9) \ {0} son arbitrarios,
pero fijos, y para cada « € (0,1) la funcién h, » € B(S) es dada por

hax(z) = aVar(x) —Var(2)], xz€S. (2.30)
Note que, por (2.15), hax ¥ ga,x satisfacen la siguiente relacién:

11—«

9ar(@) = gar(2) = ——hax(2), (2.31)
y observe que (2.14)), (2.15)) y el Teorema implican que
9022 < NCI Y han(@)] < B, zeS, ac(0,1), (2.32)

donde B := 2B*.

De esto tultimo, el método diagonal de Cantor [7] lleva a que existe una
sucesion (a,) C (0,1) tal que

an, /1,
v los siguientes limites existen:
lm ga,n(x) = g" € [-CILICI,
lim hq, z(x) = hi(z)€[-B,B], z€S, (2.33)

n—oo
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combinando estas dos ultimas expresiones con (2.31)) se sigue que
lim g,, A(zx)=g¢g", z€S. (2.34)
n—oo

Ahora, sea f,,x € I la politica estacionaria en (2.16]). Ya que F es un espacio
métrico compacto, eligiendo una subsucesién de (), se puede suponer que
(fa,,2) converge en F:

lim fo, a(z) = fx(z) € A(z), x€S. (2.35)

n—oQ

A continuacién se presenta un resultado, mediante el cual se prueba que
para A € (—4,9) dado, ([1.15) tiene una solucién acotada. Este resultado puede
considerarse como una extensién del presentado en [8], en el cual se supone que

(i) el espacio de estados y el conjunto de acciones son finitos,
(ii) A es positivo, y
(iii) que la Suposicién es vélida para F' C S.

En contraste, en este trabajo se consideran espacios numerables y ademas no se
impone restriccion alguna sobre el signo de .

Teorema 2.4.1 Bajo Suposiciones y[2.1.3 existen nimeros positivos 6 y
B tales que para cada X € (—0,06) \ {0} la ecuacidn de optimalidad tiene
una solucion (gx, ha(+)) satisfaciendo que ||hy| < B.

Demostracién. Se probard que la pareja (g*, h}(+)) en (2.33)) es una solucién
de la ecuacién de optimalidad (|1.15]).

Note que, multiplicando ambos lados de || por e AlaVax(2)+(1—a) Vo r ()]
se sigue, por (1.5)), (2.15) y (2.30)), que para cada z € S:

Ulhoa(@) = inf |3 pey(@U(C(a) = gon(a) + han() | (2:36)
es

Ulhan(2)) = Y poy(far@)U(C(@, far (@) = gar (@) + han(y),  (2.37)

yes

donde fq,x es la politica estacionaria en (2.16)). Ademds, observe que (1.4)), (2.15)
y (2.32) implican la siguiente cota:

U(C(,0) = ga (@) + han(y)] < eMICEaIHA @R WD
< PCICIHD)  (p ) e K. (2.39)

Sea (z,a) € K fijo. Remplazando « por «, en (2.36]) se obtiene que

U(han,)\(x)) < pry(a)U(C(fEaa) - gozn)\(x) + han,)\(y))v

yeSs
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y entonces, tomando el limite cuando n tiende a oo en ambos lados de esta de-
sigualdad por el Teorema de Convergencia Dominada, (2.33)) v (2.38]) se obtiene
que

Uhi() <Y pey(@)U(C(z,a) = g3 + B3 (), (2.a) € K. (2.39)
yes

Ahora, sea G C S un conjunto finito y note que (2.37) y (2.38) llevan a

Ulhapa (@) 2> Poy(fan A@)U(C(, fan A7) = Gan (@) + hay 2 (1))
yeG
_ Z pxy(famA(m))e"\‘(2”0|‘+3)
yeS\G
= Y Py (fan A @)U (C(, fan A(®)) = Gan A(@) + Ty A (1))
yeG
1= by (fan (@) | NCIC1B),

yeG

y entonces, haciendo que n tienda a oo, por ([2.33))-(2.35) y la Suposicién

se tiene que

Uhs(@) = D pey (f(@)U(C(e, f5(2) = g3 (2) + h3(y))

yeG
B 1_Zpry(f;($)) eM@lCl+B).
yea

haciendo que G se aproxime a S, la relacion anterior lleva a

Uh3(2)) 2 Y pey (£ (2))U(Cla, f3(x)) — g3 (2) + h5(y).

yeSs

Combinando esta desigualdad con (2.39) se sigue que la pareja (g3, h}(-)) satis-
face la ecuacién de optimalidad (1.15)). Como ||h%|| < B = 2B*y A € (—4,9)\{0}
es arbitrario, esto establece la conclusiéon del Teorema |

Después de los preliminares anteriores, el Teorema [2.4.2] serd demostrado.
En adelante § y B son los nimeros positivos dados en el Teorema y para
cada A € (—6,0) \ {0}, la pareja (g, hr(-)) € R x B(S) es una solucién de la
ecuacién de optimalidad satisfaciendo que

[hall < B; (2.40)
note que el Lema lleva a que g, es el costo promedio éptimo en cada estado

inicial x, asi que
lgxl < [[C|- (2.41)
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Recordando que U () = sign(A)e*® para cada x € R, dividiendo ambos lados
de ([1.15) por sign(A)A = |A\| > 0 y restando 1/X en ambos lados de la igualdad
obtenida, se tiene que

Martha@) _ AC(a)+haw) _ |
T nf - , 2.42
A aA(s) Zp""(a) A (2:42)

x €85,0 < |\ < §; y observe que (2.40) y la Suposicién implican que
existe fy € F tal que minimiza el lado derecho de (2.42)), es decir,

AMortha(@) _ AC (@, fr(@)+ha(v) _ 1
— = 2_pny(Hr@) 5 , (2.43)

yeS

xz € S, 0 < |A] < 4. Finalmente, usando que

|
A

lim A(M\) =0, donde A()N) := sup ) (2.44)
A—0

z: |z|<[|C[|+B

lo cual se deriva de la expansién de Taylor de segundo orden de la funcién
exponencial. Con esta notacién, (2.40)) implica que

e)‘(c(m7a)+h/\ () _ 1
A

[Cwa) + wy)]‘ <A,

El resultado principal del capitulo es a continuacién establecido.

Teorema 2.4.2 Silas Suposiciones y[2:1.9 son vdlidas entonces para cada
x € S la funcion A — J*(\, x) es continua en A = 0.

Demostracion. Se probara que

lim g, = J*(0,2), z€S. (2.45)
A—0

Para ello, sea {\, }nen una sucesién arbitraria tal que A, € (=4,0) \ {0}, n =
0,1,2,...,y
lim ), = 0. (2.46)

n—oo
Recordando que el conjunto ' de politicas estacionarias es un espacio métrico
compacto, (2.41)) y (2.40) permiten usar el método diagonal de Cantor para
construir una subsucesion (A, Jxen tal que los siguientes limites existen:

lim g, = g5, kli_)nolo b, (x) =t hg(z),

k—o0
lim fy, (x)=:fi(z), z€b. (2.47)
k—o0 k
Ahora, sea (z,a) € K arbitrario y note que (2.42)) implica que
e)‘"k'(g*"k Fhan, () _ 1 eknk(c(ﬂfva)-‘rhxnk (W) _ 1

B Zpry(a)

A
Tk y€eS

b
A
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una desigualdad que, usando ([2.40) y -, lleva a
9x, +h)\ ( pry $ a) +h>\nk (y)) +A()\7Lk)'
yeS

Entonces, como A(M,,) — 0 cuando k — oo, tomando el limite cuando k
tiende a oo en la desigualdad anterior, por (2.47)) y el Teorema de Convergencia
Dominada se tiene que

g6 + ho(x) < mey(a)(C(x,a) +hi(y), (z,a) €K (2.48)
yeS
Sea x € S arbitrario y observe que por (2.43) v (2.44) se llega a
Irny, T, (@) + A,)
A (Gany, Fhon, (@) _ 1
An

(&

A (€@, @) Fhan, (1) _ 4

> pry(f)\nk(m)) >\n

yeS

> peylh (Clz, o, (@) + ha,, (9) = A(Any)-

yeS

Entonces, por (2.40)), se sigue que para cualquier subconjunto finito y no vacio,
G C S, que

+hA szy (x7f)\nk(x))+h)\nk(y))

yeG
— (IO +B) |1=3" pay(fn,, (@) | —2A0N,);
yeG

haciendo k tender a oo, la Suposicién |3.2.1]y (2.47) implican que

g Thi(x) = Y pey(f5(2)(Cla, f5(2)) + hi(y))

yeG

— (ICII+B) |1 =) pay(f5(2)) |+

yeG
una desigualdad que incrementando G a S lleva a
G5 + (@) 2 3 pay(f @)(Cla fi (@) + i), xS (249)
yeS

Combinando esto ultimo con (2.48)) se obtiene:

o+ hi(x)= inf |[C(z,a)+ 2y (a)hg , T €S, 2.50
5o+ 15le) = o |Clona) + 3 ey ) (2.50)
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mostrando que la pareja (g, hi(+)) satisface la ecuacién de optimalidad neutral
al riesgo correspondiente a la funcién de utilidad Up(x) = x; ya que hj es una
funcién acotada, implica que

96 =J"0,2), ze€b.

En resumen, se ha demostrado que cada sucesién (A,)nen satisfaciendo (2.46)
tiene una subsucesién (A, )ken, tal que

klinolo g)‘"k =J (07 ')7
una propiedad que es equivalente a (2.45)); como gy = J*(}, ) cuando 0 < |A| <
4, por el Lema y el Teorema lleva a

lim J* (A, x) = J*(0, )
A—0
para cada z € S. [ |

Observacion 2.4.3 Por , la politica f§ en la prueba anterior satisface
que, para cada estado x, la accion fi(x) es un minimizador del lado derecho de
la ecuacion de optimalidad en , y entonces f* es una politica dptima para
el caso neutral al riesgo [23] y [33)].

2.5. Ejemplo

En las secciones anteriores, la continuidad de la funcién de costo promedio
6ptima sensible al riesgo J*()\,-) con respecto a A ha sido estudiada. En la
Proposicién 2:2.1] se muestra que para costos acotados tal propiedad es siempre
valida en A # 0, pero la continuidad en cero puede no ser véalida, como ocurre
para el modelo presentado en el Ejemplo

Bajo la condicién simultanea de Doeblin, en la Suposicién se estable-
ce en el Teorema que J*(\,-) es también continua en A = 0. Note que la
primera parte de la Suposicién[2.1.2]asegura que, bajo cualquier politica estacio-
naria, la clase de estados recurrentes es no vacia, pero puede haber varias clases
recurrentes; si tal es el caso, la segunda parte de la Suposicién garantiza
que, empleando otra politica estacionaria, una clase recurrente dada es accesible
desde cualquier otra, una condicién que no se cumple en el Ejemplo Por
otro lado, la condicién simultdnea de Doeblin es un requerimiento fuerte que,
mediante la existencia de una solucién acotada de la ecuacién de optimalidad
neutral al riesgo, asegura lo siguiente:

(a) el costo promedio 6ptimo (neutral al riesgo) es constante, y

(b) existe una politica éptima estacionaria.
Tales propiedades pueden ser garantizadas por la condiciéon de Lyapunov

(2.4), bajo la cual, la ecuacién de optimalidad neutral al riesgo tiene una solucién
(en general) no acotada. Sin embargo, se demostré en el Ejemplo que, bajo
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la Suposicién la funcién A — J*(\, x) puede tener una discontinuidad en
A = 0. En este punto, es interesante observar una caracteristica comun en los
Ejemplos y a saber, en estos ejemplos la discontinuidad en cero de
la funcién A — J*(A,z) ocurre cuando z es un estado transitorio. Este hecho
resalta el importante papel de los estados transitorios al determinar el costo
promedio sensible al riesgo [11] y, naturalmente, lleva a considerar la siguiente
pregunta:

Suponga que la condicion de Lyapunov es vdlida, y el espacio de estados
es una clase comunicante bajo cada politica estacionaria, de modo que ningin
estado es transitorio. En este contexto, ses verdad que la funcion A — J*(\, x)
es continua en cero para cada estado x?

Como se muestra en el siguiente ejemplo, la respuesta a esta pregunta es
negativa.

Ejemplo 2.5.1 Considere un conjunto numerable S* cuyos elementos son de-
notados por x*, donde x = 1,2,3, ..., y se define

S=NUS*=NU{z"|z=1,2,3,...}.

La ley de transicion [pss,] con s,s1 € S es determinada como sigue: Para
x=1,23,...,

2
X
1=pzo = Prat1= m = Pz* (2+1)* = 1= pz= 0,
T
Do,z 23 Pos (2.51)

donde v~ = Y2 ;723 Finalmente, se define la funcion de costo C : S — R

Clz)=1, C(=")=-1, z=1,2,3,..., y C(0) =0; (2.52)

haciendo al conjunto de controles, A, igual a un conjunto unitario, las cantidades
anteriores determinan un PDM con una unica politica estacionaria, la cual no
serd indicada explicitamente en el andlisis siguiente.

En la Proposicién [2.5.2] se muestra que la Suposicién 2.1.3) se satisface en
este ejemplo, y ademas, se determina el costo promedio neutral al riesgo.

Proposicion 2.5.2 En el Ejemplo las siguientes afirmaciones son vali-
das:

(1) La condicion de Lyapunov se satisface con z = 0.

(it) El proceso (Xi)ien es irreducible, es decir, P,[T, < oco] > 0 para cada
w,y € 85.

(#41) La funcidn de costo promedio neutral al riesgo es nula: J(0,y) = 0 para
caday € S.
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Demostracién. (i) Dado que sélo hay una politica estacionaria, es suficiente
verificar que
E,|[T)] < o0, yeS. (2.53)

Para establecer esta afirmacion note que, de manera andloga al argumento uti-
lizado en el Ejemplo la definicién de la ley de transicién en (2.51)) implica
que para cada entero positivo n

P,Ty>n] = PJfX,=x+7r0<r<n]
- (@+n)?
P [X,=(x+7r)",0<r<n]
= P.[Ty>n], ==1,23,..., (2.54)
y entonces
E.-[Ty] = E.[To]
o 2
Z T
2

n=0 (1’ + n)

< 14z, 2=1,23,...,

mientras que, por la propiedad de Markov,

EO [TO] = 1+ Z (pO,rEz [TO] + pO,x*Em* [TOD
r=1

< 1 —i—'yi[Q(l +2)/2%] < .

(74) Observando que Py[X; = y] > 0 para cada y € S\ {0}, la irreducibilidad
del proceso de estados se obtiene de (2.53).

(7i7) Combinando la parte anterior y (2.53)) se implica que la ley de transicién
en (2.51)) tiene una unica distribucién invariante (v,)ycs y entonces el teorema
ergddico implica que, para cada y € S,

n—1

> CO(X)
=0

Por otro lado, usando (2.51) no es dificil ver que v, = v,~ para cada = =
1,2,3, ..., una propiedad que junto con (2.52) lleva a que J(0,-) = 0. |

A continuacién, la funcién de costo promedio correspondiente a un coeficiente
de sensibilidad al riesgo no nulo sera determinada.

!
J(0,y) = lim —E,

= ZVxC(a:).

zeS

Proposicién 2.5.3 Para el modelo en el Ejemplo [2.5.1] las siguientes propie-
dades son vdlidas.

(1) Para cada A # 0, el costo promedio A-sensible J(A,-) es constante.

(i7) Si A > 0 entonces J(A,-) =1, y

(#i) J(A, ) = =1 para cada X < 0.
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Demostraciéon. (i) Sean A € R\ {0} y w,y € S arbitrarios. Usando la
Proposicién [2.5.2(ii), elegimos k € N tal que P,[X; = y] > 0 y note que, para
n > k la propiedad de Markov y (2.52)) implican que

AMnAw) = g [6/\2?;01 C(Xa}
> E, [e)\ Sise C(Xt)I[Xk _ y]eA et C(Xt)}
> e FRP, (X, = 9B, [exz?;o’“lcm)}

e *Xp, (X}, = y]eAJn—k(A,y)
y entonces

Jn()‘aw) > log(e_kl/\‘Pw[Xk = y]) + )\Jnfk()‘vy)
n n n

A

(2.55)

Si A > 0, tomando el limite superior cuando n tiende a oo en ambos lados
de esta desigualdad, se sigue que

AT (A, w) > AT (N, y); (2.56)

cuando A < 0, si tomamos el limite inferior cuando n tiende a oo en ,
la relacién en ([2.56)) también es véalida. Por lo tanto, ya que los estados w y y
son arbitrarios implica que J(\,-) es constante para cada coeficiente de
sensibilidad al riesgo A no nulo.

(#4) Suponga que A > 0. Usando que C(x) = 1 para cada z = 1,2,3,..., se
sigue que para cada entero positivo n

AN = B {exz:;i}cm)

> B [6*273 CXOIX, =1+7,0<r < n]}

= MP X, =147 0<7<n]

kni
n?’

= €

donde (2.54)) se utilizé para establecer la ltima igualdad. Asi,

T 1) | 2log(n)
n - n
y entonces
Jn(A 1
J(A, 1) = limsup (%, 1) >1;

n—o0

n
recordando que C(-) < 1, se sigue que J(\, 1) = 1 de donde J(A,-) = 1, por la
parte (i).
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(7i7) Suponga que A < 0. Usando que C(z*) = —1 para cada z = 1,2,3,...
y observe que para cada entero positivo n
M) g {6/\21‘;010(&)
> FEi- {e’\ Zise CXOI[X, = (x4 7)*,0 < r < n
= e P (X =(z+7r)",0<r <n]
1
_ —An_— .
= e ﬁ’
como A\ es negativa, de esta relacion se sigue
Jn(A,17) <14 210g(n)’
nA
una relaciéon que combinada con la desigualdad C(-) > —1 lleva a
Jn (A,
J(A, ) = limsup InlA2) =-1;
n—00 n
de esto, la parte (i) implica que
JA ) =—1
|

Para el modelo dado en el Ejemplo la condicién de Lyapunov dada en
(2.4) es valida y, cada estado es positivo recurrente, por las partes (i) y (ii) de
la Proposicién Sin embargo, las afirmaciones (ii) y (iii) de la Proposicién
y la tercera parte de la Proposicion implican que, para cada estado
y, la funcién A — J(\,y) no es continua en A = 0, ni por la izquierda ni por la

derecha.
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Capitulo 3

Procesos Semi Markovianos

En este capitulo se presentan algunos resultados relacionados con los Proce-
sos de Decisién Semi Markovianos [23], [29], [33], [38] [39], éstos serdn tinicamen-
te enunciados y serviran para establecer los resultados obtenidos en el Capitulo
4.

3.1. Procesos de Decision Semi Markovianos

Un modelo de control semi markoviano (MCSM) es un sistema dindmico
cuyos estados cambian en tiempos aleatorios bajo la influencia de un controlador.

Un MCSM consiste de una séxtupla
S= (Sa A, {A(m)}xe‘% Ca {Pm,a(')}méS,aEA(ac)a {Fm,a}acES,aeA(x)a P) )
donde

= S es un conjunto numerable dotado de la topologia discreta y es llamado
espacio de estados;

= A es un espacio métrico, llamado espacio de acciones o controles;

{A(z)},cg es una familia de subconjuntos medibles, no vacios A () de A,
donde A (z) denota el conjunto de acciones admisibles cuando el sistema
se encuentra en el estado x € S. El conjunto K de parejas de estados
acciones admisibles, estd definido por

K={(z,a)|lz €S acAx)},
y se supondra que es un conjunto medible del espacio producto S x A;

s C': K = R es una funcién medible y se llama la funcion de costo en un
paso.
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» Para cada (z,a) € K la funcién p, 4: [0,00) — R es la tasa de costo de
permanencia correspondiente a la aplicacién del control a € A(z) en el
estado z.

= F, o(+) denota a la funcién de distribucién del tiempo de espera en el estado
2 cuando el control a es aplicado; se supondra que Fy, , tiene soporte sobre
el rayo positivo, es decir

F,,(0)=0, (z,a)€K. (3.1)
» Finalmente, P = [p, ,(a)] es la ley de transicién y satisface que

> yes Puy(a) =1 para cada (z,a) € K.

La dindamica que describe a este sistema estocéstico funciona de la siguiente
forma: si en la n-ésima transicion el sistema se encuentra en el estado X,, =z €
S,y la accién A,, = a € A(x) es aplicada; entonces ocurre lo siguiente:

(i) Se incurre en un costo C(z,a).

(ii) El sistema permanece en 2 durante un tiempo (aleatorio) de espera S,
cuya funcién de distribucién esta dada por Fj q.

(i) Un costo de permanencia con tasa p,, es incurrido, mientras el sistema
permanece en .

(iv) Sin importar la historia del proceso hasta el tiempo T, (ver (3.4)), una
vez que S, ha transcurrido el sistema transita a otro estado X,,11 =y € S
con probabilidad p, ,(a).

Una vez hecha esta transiciéon a un nuevo estado, se elige una nueva acciéon
y la dindmica anteriormente descrita se repite.

Observacién 3.1.1 Se puede ver en (iv) que el proceso de decision satisface
una propiedad de tipo Markov.

Note que la n—ésima transicién es completada al tiempo T;,, donde

n—1

Th=0 y To=Y»_ 8, n=123,.., (3.2)
=0

de este modo el nimero de transiciones Ny en el intervalo [0,¢] es dado por
Ny=sup{neN:T,<t}, t>0. (3.3)

Por otro lado, la historia (informacién) registrada por el controlador hasta
el tiempo T,, estd dada por H,, donde

Ho = Xo, ¥ Hn = (X0, 40,50, s Xn—1,4n-1,5-1,Xp), n>1, (3.4)
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asi que para cada t > 0y n € N, se tiene que T,, es o(H,,)—medible, y

Politicas. Considere un modelo de control semi markoviano y defina para
cadan =0,1,2,..., al espacio H,, de historias admisibles hasta el término de la
n—ésima transicion por

Hot:S,
H, :=K x (0,00) x H,_1, paran =1,2,3,....

Un elemento de H,, es denotado por
hy = (an ap, S0, L1 -+ -3 Tp—1,0n—-1,Sn—1, zn) 5

donde x; € S, a; € A(x;) y s; > 0.

Definicién 3.1.2 Una politica m = {m,} es una sucesion de kérneles estocdsti-
cos, donde cada 7, estd definido sobre A dado H,, y satisface que mp,( A(xy)| hyn) =
1 para toda h,, € H,, yn = 0,1,2,.... El conjunto de todas las politicas serd
denotado por P.

De acuerdo con esta definicién, una politica 7 = {m,} puede interpretarse
como una regla para la eleccién de acciones, la cual en cada época de decision T;,
puede depender del estado actual asi como de los estados, controles y tiempos
de espera previos.

Dado un estado inicial Xy = x y la politica m € P usada para elegir accio-
nes, la distribucién del proceso {(X,,, An, Sn) tnen estd determinada de manera
unica via el Teorema de Ionescu-Tulcea; ver por ejemplo [2]. Tal distribucién
es denotada por PJ, mientras que E7 denota al correspondiente operador espe-
ranza. Las siguientes relaciones de Markov se satisfacen casi seguramente, bajo
P7: para cada z,y € S, A € B(A) (donde B(A) denota a la o-dlgebra de Borel
de A) yneN,

Pl[Xo=2] = 1,
PrlA, € A|H,] = mo(A|Ha),
PI[Sn <t|Hn, An] = Fx, a,(t), t>0, (3.6)
P;[Xn-i-l :y|HmAnaSn] = pme(An)-

El tiempo promedio de espera en el estado = cuando la accién a es elegida
esta dado por

7(2,0) := /000 tFy q(dt), (x,a) € K.
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3.2. Ciriterio de Rendimiento y Problema de Con-
trol Optimo

Dado un modelo de control semi markoviano, para cada © € Sy 7 € P
definimos al criterio de costo promedio esperado como

ET [ ;:01 C(:ct,at)}

Y )
J* (z) = ;ggJ(w,m) (3.8)

es el costo promedio éptimo en x; una politica 7* € P es éptima si J (7%, x) =
J* () para cada z € S.

Usando propiedades de la esperanza condicional, se puede escribir (3.7)) como

. Eg [ ?:_ol C($t7at):|
J (7, z) = limsup _
noee ER [Z?:_ol T ($t7 @t)}

En efecto,

E7 [T, = ET

x

n—1

> s

t=0
n—1

= Z EZ [E7 (St He, ar)]
t=0

n—1 o)
= Z ET / tFy, a, (dt)}
t=0 0

n—1

- E7

x

T (I't, at)] .

t=0

Por lo que el problema de control éptimo planteado en ([3.8]) consiste en
determinar una politica que minimice al criterio de rendimiento.

Las siguientes suposiciones permiten asegurar la existencia de una politica
que minimiza al criterio de rendimiento.

Suposicién 3.2.1 (i) Para cada x € S, A(z) es un subconjunto compacto de
A.
(#3) Para cada z,y € S, las funciones a — C(z,a) y a — pgy (a) son conti-
nuas para cada a € A(x).
i) Para cada x € S, 7 (x,-) es continua sobre A(x), y existen constantes
positivas m y M tales que
m<71(x,a) <M
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para cada (x,a) € K.

A continuacién se presentan a la ecuacion de optimalidad y el resultado que
garantiza la existencia de una politica 6ptima, ademds de caracterizar al indice
promedio 6ptimo.

Definicién 3.2.2 Una pareja (g,h(-)) donde g es un nimero real y h es una
funcion medible y acotada, serd solucion de la ecuacion de optimalidad si para
cada x € S,

h(xz)= min {C’(m,a)—gT(m,a)+/h(y)p(dy|x,a)}.

La prueba del siguiente resultado puede ser consultada en: [23], [29], [33] 6
[39].

Teorema 3.2.3 Considere que la Suposicién es vdlida. Si la pareja (g, h (+))
es solucion de la ecuacion de optimalidad [3.2.4 Entonces existe una politica
f €F tal que minimiza el lado derecho de[3.2.3, es decir,

h@)=C @)= gm (@ 5)+ [ h)p(yle,f).
Entonces, [ es una politica dptima y se tiene que J* (z) = g.

De manera andloga a lo presentado en el Seccién [1.2] a continuacién se
relacionan a los procesos de decisiéon semi markovianos con el concepto de sen-
sibilidad al riesgo.

3.3. Problemas de Control y Sensibilidad al Ries-
go

Considerando lo expuesto en la Seccion [1.2] con relaciéon a la sensibilidad
al riesgo del controlador y la funcién de utilidad exponencial, procederemos a
establecer al criterio de rendimiento utilizado a lo largo de los restantes capitulos.

Note que la teoria desarrollada en la Seccién [3.1] corresponde con el caso
neutral al riesgo, y en adelante serd referido asi.

Por tanto, considerando lo expuesto anteriormente, el problema de control
en el caso sensible al riesgo queda de la siguiente manera:

Supéngase que el sistema ha sido conducido por el controlador hasta un
tiempo ¢ > 0, asi que en los tiempos de arribo

T07T17"',TNU
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los estados siguientes seran visitados:
X07X17 cee 7XNt7

respectivamente. Luego, para cada entero no negativo k < IV, el control Ay serd
aplicado en el estado X}, incurriendo en un costo C(Xg, Ax) inmediato. Para
los costos de permanencia, note que para k < N, el sistema permanecera en
X}, durante el intervalo [Ty, Tx+1) C [0,¢]. Como Tk41 = Tk + Sk, se sigue que
el sistema permanecerd en Xy durante Sy unidades de tiempo, incurriendo en
el costo de permanencia dado por

Sk
/ PXr,Ag (T) dr.
0

Por otro lado, al tiempo T, el sistema transita al estado Xy, , y permanece ahi
durante el intervalo [T, ,t], ya que la siguiente transicién ocurre en el tiempo
Tn,+1 > t; por tanto, dentro del intervalo de observacién [0,t], el sistema per-
manece en Xy, un intervalo de longitud ¢ — T,, con el correspondiente costo
de permanencia

thNt
/ PXn,, AN, (r)dr.
0

Por lo tanto, el costo total incurrido hasta el tiempo ¢ > 0 estd dado por

Nt_l Sk
Ct = Z C(leAk) + / PXy, Ay (7") dT‘|
k=0 0
t—Tn,
L O(Xn,. Aw,) + / pxwin (e (3.9)
0

Sin importar el estado inicial y la politica empleada, se mostrara en el Lema
dado més adelante, que N; es finito PJ-casi seguramente para cada t > 0,
x € Syme P, entonces C; también lo es, por la Suposicion dada en el
Capitulo 2.

En adelante se supondra que el controlador tiene un coeficiente de sensibi-
lidad al riesgo constante A > 0, es decir, el controlador es averso al riesgo; y
que evaluard el costo aleatorio Y mediante E[U(Y)] donde U(-) es la funcién de
utilidad exponencial dada en .

Ahora, suponga que el estado inicial es Xg =z € S y que el sistema ha sido
llevado por el controlador hasta un tiempo ¢ > 0 usando la politica 7 € P. El
costo total incurrido en el intervalo de tiempo [0, ] es dado en (3.9), y en lugar
de enfrentar la cantidad aleatoria C; el controlador acepta pagar el equivalente
seguro

1
Jia(z,m) = X log (ET [e)‘ct]) .
El criterio de costo promedio (long-run) A-sensible en el estado z bajo la

politica 7 estara dado por:

1
Ir(z, ) := limsup — Jy x(x, 7).
t—o0 t
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El costo promedio é6ptimo A-sensible en el estado x es

J3(a) = inf Jy(a, ),

y una politica 7* € P es A-promedio éptima si Jy(z, ) = J5(z) para cada
estado x.

En el capitulo siguiente se desarrolla la teoria referente a los procesos de
decisiéon semi markovianos sensibles al riesgo y se presenta a la ecuaciéon de
optimalidad mediante la cual se caracteriza al indice promedio 6ptimo.
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Capitulo 4

Ecuacion de Optimalidad

En este capitulo se procedera a establecer una ecuaciéon de optimalidad co-
rrespondiente al criterio promedio sensible al riesgo para los procesos de decisiéon
semi markovianos. Bajo el supuesto de que existe una solucién para tal ecua-
cién se caracterizard a la funcién de costo promedio éptima y, se determinard
una politica éptima. Por tanto, también se presenta un resultado que garantiza
la existencia de una solucién a la ecuaciéon de optimalidad. Los resultados pre-
sentados en este capitulo se encuentran basados en [I7]. Dicho trabajo es una
extensién del articulo [I0], el cual estudia el caso no controlado.

4.1. Ecuacién de Optimalidad

Considere al modelo & = (S, A, {A(x)}, C,{pz,a()}s{Fr,a}, [Pzy(-)]) dado
en el Capitulo [3] se supondréd que el espacio de estados S es un conjunto finito
dotado de la topologia discreta, y que el conjunto de acciones A es un espacio
métrico.

En adelante se supondra que el modelo S satisface las siguientes condiciones,
Suposicién 4.1.1 (i) y (i4) de la Suposicion ademds

(iii) La familia {Fy o} (2,0)ck tiene soporte sobre un intervalo compacto y es
débilmente continua, es decir, existe B > 0 tal que

F,q.(B)=1, (z,a)€K, (4.1)

y para cada x € S yu € B([0, B]), la funcidn a — fOB u(s) dFy o(S) es continua
ena € A(x).

() Para cada © € S, la funcidn (a,s) — pzq(s) es continua para cada
(a,s) € A(x) x [0, B].

Observacién 4.1.2 Observe que para cada x € S, el conjunto A(z) x [0, B] es
un conjunto compacto ya que A(x) lo es, y entonces la parte (iv) de la suposicidn
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anterior implica que

sup |02.a(8)] < 00.
(a,s)€A(x)x][0,B]

Usando que el espacio de estados es finito, se sigue que

B, = sup |pz,a(8)] < 0. (4.2)
(z,a)€K, s€[0,B]

Recordando lo planteado en la Seccién [3.3

1
Y

El criterio de costo promedio (long-run) A-sensible en el estado z bajo la
politica 7 estara dado por:

Jia(z,m) = < log (ET [e**]).

1
Jx(z, ) = limsup = Jy x(z, 7).
t—o0 t

El costo promedio éptimo A-sensible en el estado = es
Jx(z) = inf J
A(z) = inf Ji(z,7),

y una politica 7* € P es A-promedio éptima si Jy(z,7) = J5(z) para cada
estado x.

El principal objetivo de este capitulo es determinar una ecuacion de optima-
lidad cuya solucién caracterice a la funcién de costo promedio ptima JX(-) y
por tanto produzca una politica 6ptima. Sin embargo, tal objetivo conlleva dos
problemas por si mismo:

i) Primero, se debe probar que J5 puede ser obtenido como una solucién de
la ecuacion de optimalidad, y

i1) Segundo, deben darse condiciones que aseguren la existencia de una so-
lucién para la ecuacién de optimalidad

El primero de estos problemas serd establecido bajo la Suposicién
mientras que el segundo serd obtenido mediante una propiedad de comunica-
cién dada en la Suposicién la cual como sera discutido més adelante, es
necesaria para obtener una caracterizaciéon general del costo promedio 6ptimo
A-sensible en términos de una sola ecuacién.

A continuacién se presenta a la Ecuacion de Optimalidad usada a lo
largo del capitulo, dicha ecuacién representa el primer aporte de este capitulo.
Para cada z € S,

M) —  ipf E7 e {C(XO’AO)""IOSO PXOVAo(t)dt_gS(H_h(Xl)] ‘Xo =z,A) = a} )
o @3)
4.3
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donde g es un ndmero real y h(-) es una funcién real definida sobre el espacio
de estados S. Usando las relaciones de Markov dadas en (3.6]), la igualdad (4.3))
puede escribirse para cada x € S, como

B
M@ —  pf eAC(m,a)/ e/\[fospm,a(t)dt—gS]dFLa(S)Zp%y(a)ekh(y)
0 yeS
(4.4)

Se tiene que mientras en la ecuacién de optimalidad para el caso neutral al
riesgo tnicamente se considera a la esperanza de fOSO pza(t)dt y So [29], [39],
en el contexto de sensibilidad al riesgo se involucra a la funcién de distribucién
F, . Una razén para esta diferencia es, como ya fue sefialado en [10], la no
linealidad de la funcién Y — E\[Y].

Ademsés de la Suposicién se supondra la siguiente condicién:

Suposicién 4.1.3 La cadena de Markov {X,} es comunicante bajo cada politi-
ca estacionaria, es decir, dados f € F y x,y € S, existen un entero positivo
Ng.y.f =N Y estados x,0 < k < n, tales que

TO=T, Tn="Y, YPu_12:[(Tk=1)) >0 paral <k <n.

La importancia de las Suposiciones y en el desarrollo del capitulo

es discutida a continuacion:

Observacién 4.1.4 (i) Considere el caso en el que los tiempos de permanencia
Sk son idénticamente 1, es decir, las funciones de distribucion Fy o satisfacen
que Fp o(1) =1y F, ,(t) =0 para t < 1. En este contexto, en [1] y [9] se probd
que si bajo la accidn de una politica estacionaria la cadena de Markov {X,,} tiene
estados transitorios, o mas de una clase recurrente, entonces la funcion costo
promedio optimo J5(-) no es necesariamente constante, y entonces no tiene
solucién [1], [9]. Por lo tanto, la Suposicién [{.1.3 es necesaria para establecer
un resultado gemeral que asegure la existencia de soluciones a la ecuacion de
optimalidad .

(it) Dada una solucién (g,h(-)) de la ecuacion de optimalidad (4.4), la idea
detrds de la prueba del Teoremal[f.3.1) es comparar el equivalente sequro del costo
total relativo Cy — tg, incurrido hasta un tiempo t > 0, con el correspondiente
aC— 9TN,+1, donde C; es el costo total incurrido hasta completar la primera
transicion posterior a t, lo cual ocurre en el tiempo TN, 1. Tal comparacion es
posible gracias a la condicion , otra ventaja es que permite presentar los
resultados obtenidos de una manera simplificada. En el caso opuesto, es decir,
la condicion no es vdlida, es necesario introducir un concepto mds: el de
la distribucion condicional sobre los tiempos de permanencia S, — r dado que
Sy > 1 parar > 0. Tal distribucion fue usada en [10], sin embargo, tal supuesto
propicia la necestdad de incluir otros resultados relacionados con la distribucion
condicional.
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4.2. Distribucion del Numero de Transiciones

En esta seccién se presentan las herramientas necesarias para establecer la
prueba de los resultados principales: Teoremas [£.3.1] y Teorema [ Estas
herramientas estan relacionadas con el numero de transiciones, Nt7 que han
ocurrido en el intervalo [0,¢] para t > 0 y una desigualdad, la cual involucra a
la ecuacién de optimalidad.

Lema 4.2.1 Bajo la Suposicion[f.1.1] las siguientes afirmaciones son vdlidas:
(1) Sea x € S arbitrario y suponga que la funcion R : A(x) x [0, B] = R es
continua. En este caso, la funcion

B
a — /0 R(CL, S)dF‘L',a(S)

es continua para cada a € A(x).
(i) Dado a € (0,1), existe un entero mgy > 0 tal que

B
/ e dE, o(s) <a, (r,a) €K, u>mg.
0

(#t) Para cada oo € (0,1),t >0 yn €N,
PT[N; >n]<a"™!' xe€S8 weP,
donde m,, es como en la parte (ii), y entonces
PI'[N; < o0] = 1. (4.5)

Demostracién. (i) Sean un estado arbitrario z y {a,} C A(x) una sucesién
convergente, digamos
a* = lim a,,
n—oo

y note que R(a*,-) es continua en [0, B], asi que

B
lim R(a™,s)dFy.q, ( / R(a™,s)dFy q+(s),

n—oo 0

por la Suposicién iii). Observe que ||R(ay, ) — R(a*,-)|| = 0, por el Lema
del Tubo (véase, por ejemplo Teorema 26.8 en [30]), y entonces

B B
/ (an’ )dF:v (2% ) - / R(a*’ s)de,an (S) < HR(anv ) - R(CL*, )H — 0.
0 0

Usando la desigualdad del tridngulo, las dos tltimas expresiones implican que

B
lim R(ay, s)dFy q, ( / R(a™, s)dFy,q+(s).

n—oo 0
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(i4) Sean z € S'y o € (0,1) arbitrarios, pero fijos. Para cada n € N se define
gn + A(x) = (0,00) por

B
gn(a) :/0 e " dFy, o(s), a€ Az),

y note que g, (-) es continua, por la Suposicién ili), mientras que (3.1)) y
el Teorema de Convergencia Dominada implican lo siguiente:

lim g,(a) =0

n— oo

para cada a € A(x).

Como gn(-) > gn+1(-), la compacidad del conjunto de acciones A(z) lleva,
por el Teorema de Dini (véase, por ejemplo Teorema 8.2.6 en [3]), a

lim |lg,.(-)]| =0,

n—oo

asi que existe un entero m, , satisfaciendo

B
Gm,.. (@) = / e MeeSdF, o(s) <, a€ Ax).
0

Recordando que el espacio de estados es finito, se obtiene que
Mg, = max{mg o |z € S}

es un numero finito y la expresion anterior lleva a

B
/ e dFy, o(s) < «
0

para cada (z,a) € K cuando p > my,.

(t3i) Sean x € S, m € Py a € (0,1) arbitrarios. Dado un entero po-
sitivo n, note que la tercera igualdad en las relaciones de Markov im-
plican que, condicionando sobre X, Ax,k = 0,1,2,...,n — 1, los tiempos de
permanencia Sy, S1,...,S,—1 son independientes con funcién de distribucién
Fx, 40, Fx1,41, -, Fx,_,,4,_., Tespectivamente. Entonces, eligiendo m, como
en la parte (ii), se sigue que

x

Eﬂ' |:€7ma [So+31+"'+sn—l]

n—1 B
X, A, 0< k< TL:| = H / eim“SdFXk,Ak(s)
k=00

< «

— 9

y entonces ET [e_maT"] < a”;ver 1) Esta relacion lleva a que, para cualquier
t>0,
e ™t PTT, <t] < ET [e"™ ] < a”
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Usando la igualdad [Ny > n] = [T} < t] en (3.5), se sigue
PI[N; > n] < a™e™et
para cada n € N. Como « € (0,1) se tiene que

Pl [Ny =o0] = lim PJ[N; >n| =0,

n—oo

estableciendo (4.5)). [ |

Teorema 4.2.2 Sea (g, h(+)) una solucién de la ecuacion {4.4). Bajo la Supo-
sicion las afirmaciones siguientes son vdlidas:

(1) La siguiente desigualdad es wvdlida para cualesquiera x € S, m € P y
t>0:

() <ET |:e* [Eiﬁo (C(XmAk)-i-foSk PXy, A (8) ds)—gTNt+1+h(XNt+1)}] ) (4.6)

(i7) Para cada x € S, el término entre corchetes en tiene un mini-
mizador f*(x) € A(zx), y la politica f* € F satisface que, para cada x € S y
t>0,

M@ — I {ek[ o (CXu A+ [k ka>Ak(S)ds)‘gTNt“Jrh(XNt“)]] .4

Demostracion. (i) Sean x € S y m € P arbitrarios, pero fijos. Note que
(4.4) lleva a que, para cada a € A(x),

B
M) < A / Ao o0 4, (5) D puy(@)eMW (4.8)
0
yeS

= ET [BA[C(XO’AO)JJOSO PXq, A0 (1) dt*gSOJrh(Xl)] Xo=x,4, = a]
x ’ .
Por (3.6)), se sigue que para cada n € N:
e)\h(Xn) < E.;r [e)\[C(Xn,An)-‘rfOS" PXp,Ap (L) dt—gsﬂ"'h(Xn‘*'l)] ‘ H, An:| . (4.9)

Se probard por induccién que para cada entero no negativo n, la siguiente
relacion es valida:

eAh(m) < E:,; |:€)\[2th0 (C(Xk,Ak)JrfOSk PX Ay (1) dt) 7gTNt+1+h(XNt+1)}I[Nt < ’I’L]:|

+ET {ek [ (OO AR Py (1) dt) =gTuath(Xoe)] iy n]} . (4.10)



4.2 Distribucion del Nimero de Transiciones 49

Para esto, note que integrando con respecto a mo(-|x) en (4.8)) se sigue que

M@ < pr 'ex[c<X0,Ao>+foS°pXO,AO<t>dt—gso+h(xl>]}

= E;r -€>\ [C(XU’AU)+IOSO PXg,A0 (1) dt—g‘so+h(X1)] I[Nt = 0]:|

+ ET _e)‘[C(XO’AO)"'fOSO PXq,40(t) dt_950+h(xl)]I[Nt > OJ !

como T = Sp, esta ultima expresién inmediatamente lleva a que (4.10) es vélida
para n = 0. Ahora, suponga que (4.10) es vélida para cierto entero no negativo
n, y observe que
eA[ k=0 (C(Xk’Ak)JrfoSk Pxp,AL (1) dt) *ng+1+h(Xn+1)]I[Nt > ]
_ e)\[zz/zo (C(XkyAk)Jrfosk Pxp, A (1) dt) 79Tn+1} I[Nt >n4 l]eAh(Xn_H)
n s
< AT (CR AN o an (D dt) =T ] e 5 4
x

S
MC(Xny1,Angp)+ o "1 t) dt—gSnt1+h(Xn
< ET [6 { (Xn41,An41)+ [y PX g1, Ap g (1) 9Snt1+h( +2)] Hosts Apia

< ET |:e)\[ o (C(Xk AR+ [k px;,. A (1) dt) g[Tn+1+Sn+1]+h(Xn+2)}

I[Nt >n—+ 1]‘Hn+1,An+1] s

donde (4.9)) fue usado para establecer la primera desigualdad, mientras que el
hecho de que las variables I[Ny >n + 1] y

n Sk
Z ( Xk’ Ak / PXy, A (t) dt) —glht1+h (Xn+1)
0

k=0

son o(H,+1)-medibles fue usado en el dltimo paso. Como Tj,490 = Tpy1 + Spt1,
por (3.2)), se sigue de la expresién anterior que

E7 [e)‘[ZZO (C(Xk’Ak)+fosk Pxy.Ay (1) dt) _gT"+1+h(X"+1)] I[N; > n]:|

x

< BT {ek[ H3 (O[5 P, (01d8) =0Tt hXos)] [y s 4 1]}
T /\[ ntl (C(Xk,Ak)"FfSk pPx,., A (1) dt) —ng+2+h(Xn+2)]
= E7 |e"l=k=0 ° k: Sk I[Ny =n+1]

+ET [e*[ 8 (COMANHL™ P (0 ) =gTuath ) Fiy oy )
xT

_ g7 |:6>\[ kN;O (C(Xk,Ak)Jrj'OSk PX A, (L) dt) 7gTNt+1+h(XNt+1)]I[Nt —n+ 1}:|

LET [6,\[ o (CX AT pxyay (t )dt)—ng+z+h<Xn+2>h[Nt >n+1]
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y combinando esta relacién con la hipétesis de induccién se sigue que (4.10)) es
también valido con n + 1 en lugar de n, esto es

e}\h(x) < E;T |:€)\[ kj‘\zo (C(Xk,Ak)+IOSk pxy, A (1) dt) —gTNt+1+h(XNt+1)}I[Nt < n]:|

+ET {ek [ (O AR Py () dt) =gTuath (X iy n]}

= Mg

<ET [6’\[ o (CX AN+ pxya, (1) dt) _gTNt+1+h(XNt,+1)]I[Nt < n

B | DR (CXA I pxpa, (0 80) —a T thCven)] iy, o 1]]

+ET -eA [Zzié (C(XkyAk)JrfoSk Pxy. A (1) dt) *ng+2+h(Xn+2)]I[Nt >+ 1]-

= ET [eA[ w20 (COUANHIT™ px (D dt) =g T thKnen)] iy, < 11}

Nt>n+1] ,

L [ AR (O AN o () ) —aTusa b))

completando el argumento de induccién. Ahora, se vera el comportamiento de
los dos términos del lado derecho de (4.10) cuando n tiende a co. Primero, note
que el Teorema de Convergencia Monétona y (4.5) implican lo siguiente:

lim E7 [e*[ 20 (OO AN pxp () dt) =T a+h )] pry, < nl}

n—oo

_ g {6>\[ o (COX AR+ [6™ pxyap () dt)gTNt+1+h(XN,+1)]:| (4.11)
x o4

Con respecto al segundo término en el lado derecho de (4.10) recordando
(13.2) v (4.1), y notando que las desigualdades Sy, < By Tp+1 < (n+ 1)B son
validas P -casi seguramente, se obtiene que

M0 (COUAN T o, 0 () dt) =g T thCXs)] i S
< AOFDUCIHBB AR [N, > n+1]  (4.12)
entonces
B {eh[ oo (OO AN Pty (0 d0) =0T 0 XKo)] n]]
< AOFDIICIHBBHIDHAIR PN, > 4 1),

Haciendo o = e MICII+BB+19Dl /2 combinando lo anterior con el Lema ii)
se sigue que

ET |:8A|:ZZO (C(Xk,Ak)JrfoSk pxp AL (1) dt) *ng+1+h(Xn+1)]I[Nt > n]]

< Mhll(1/2)n+temat 0 cuando n — oo.
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Después de tomar el limite cuando n tiende a oo en ambos lados de (4.10)),
la dltima expresién y (4.11)) llevan a (4.6)), es decir

Ah(@) < ET 6)\[ kN;O(C(Xk,Ak)JrfOSk pXIwAk(t)dt)*gTNt‘*'lJrh(XNt"'l)}][Nt < ’I’L] ,

obteniendo asi lo deseado.

(i1) Sea x € S arbitrario, y note que la Suposicién iv) y el Teorema de
Convergencia Dominada implican que

R(a, s) := eMJo pra(t) di—gs]

es una funcién continua de (a,s) € A(z) x [0, B], y entonces la funcién

B
oo [ lrtslar, (o
0

es continua en su dominio A(z), por el Lema [1.2.1fi). Combinando esta pro-
piedad con Suposicién i), se sigue que el término entre llaves en (4.4)) es
una funcién continua de a € A(x), y entonces la compacidad de A(z) asegura la
existencia de un minimizador f*(z) € A(x). Se sigue que la politica estacionaria
f* satisface

B
@) AC( (@) / A P ®it=asl g, ()3 (£ (1))
0 yeS

, T€S.

x

_ Ef* |:€)\ [C(X07A0)+f050 PXq,Aq (t) dt—gSg+h(X1)] :|

A partir de esta igualdad, puede ser obtenida usando un argumento de
induccién similar al usado en la parte (i) para obtener (4.6) de (4.8]). |

4.3. Caracterizacién del Indice Promedio ()pti—
mo

En esta seccién se presentan al Teorema [£.3.1] y Teorema [4.3.4]

Para comenzar, note que (3.2)) y (3.3)) implican que
Tn, <t <Tn,41 =Tn, + SnN,,

asi que, para cada ¢ > 0, las siguientes relaciones siempre son validas P -casi
seguramente:

Ogt_TNtSSNtSByTNt-Q—l_tSSNtSB; (413)

ver (4.1) para las desigualdades relacionadas a B.
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Recordando la expresién (3.9) para el costo total C; incurrido hasta un tiem-
po t > 0, note que

Ny Sk
Z (C(Xk7 Ak) + / PXk, Ak (S) ds) - gTNHrl
k=0 0
Sn,
— €=t + [ pxan,(5)ds = (T~ 0.
t—Tw,

Combinando esta igualdad con (4.2) y (4.13) se sigue que

Ny Sk
> <O(XkaAk) +/ Pxy, A (8) dS) = 9Tn,+1 — (Ce — tg)| < B(B, + |g]).
k=0 0

(4.14)

Teorema 4.3.1 [Verificacion.] Supdngase que la igualdad es satisfecha
por la pareja (g, h(-)). Bajo la Suposicién [{.1.1] las siguientes afirmaciones son
validas.

(1) JX(x) =g para cada x € S.

(i7) Para cada x € S, el término entre corchetes del lado derecho de
tiene un minimizador f*(x) € A(x), y la politica estacionaria f* es dptima, es
decir, Jx(-, f*) = g. Mds ain,

o1 “
tlig)logjt,)\(xvf )_97 T € S.
Demostracién. Sean x € S y m € P arbitrarios. Note que (4.6)) implica que

e 2R <ET [eA[ZﬁtO(C(Xk»Ak)+ijk ka,Ak(S)ds)gTNt+1]:| ’

una relacién que junto con (4.14) lleva a
eI < g [ex[ct—tg+B<Bp+|g\>1} ,

de donde

AN2HI=BB, g +al < pr [AC]

en consecuencia
o 1 ™ [ _ACt
g < liglgf X log (EZ [€*']) < Ja(z, 7); (4.15)
yva que la politica 7 es arbitraria, se sigue que
g < Jx(z). (4.16)

Ahora, sea f* € F tal que, para cada x € S, la accién f*(x) minimiza el lado

derecho de (4.4). En este caso, la igualdad (4.7)) dada en el Teorema ii)

lleva a

S
o2l > Eg* eA[ZQLO(C(Xk,Akao kpx,. a(s) ds>_gTNt+1]

)
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y usando (4.14]) la ecuacién anterior implica que

PRl > pf” [@[CHg—B(BpHg\)]} 7
de donde,

MPIHAB(Botlgh+Atg > B [ex\Ct] ,
entonces 1

g > limsup — log (ng [e/\C‘D = Jx(z, [*).
t—o0 >\t

Combinando esta relacién con (4.15) y (4.16)), se sigue que

1 «

x = L3 W THNG N ) Al P Yo% I
Ti(@) =gy I, f7) = lim =B} [eX];
esto completa la prueba ya que el estado x es arbitrario. [

La prueba del resultado de existencia estd basada en resultados ya estable-
cidos del criterio promedio sensible al riesgo para el proceso a tiempo discreto
{X,.}, los cuales son dados a continuacién. Sea P C P la clase de politicas sa-
tisfaciendo que para entero positivo n, el kérnel 7,, depende tinicamente de los
estados

Xo, Ao, X1, A1, o, X1, An1, X,

es decir, para cada h,, € H,,
W(‘hn) = 7'('('|{L'0, ag, ..., Tp—1,0n-1, fn)

Dada una funcién D € B(K), se define al indice promedio a tiempo discreto en
x € S cuando la politica m € P es usada, por

1 n—
Vi, p(x,m) := limsup v log (E;T [e’\ Doy D(Xk’Ak)D ,
n

n— oo

y sea la funcién de valor A\-6ptima promedio a tiempo discreto dada por

Vip(x) = inf V) p(z,7), x€Sb.
l TEP

Se tiene que D — Vy p(z) es moné6tona y aditivamente homogénea, es decir,
para D, D; € B(K) y ¢ € R,

Vip() <Vip, (), siD <D,y Viop()=c+Vip(). (4.17)
Como D < D; + ||D — D4|| se sigue que
Vip() <Vip, () + D= D,
e intercambiando los papeles de D y D1 se tiene

Vo = Vi, Il <[P = Du.
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Por otro lado, usando que VY, = 0, la propiedad de monotonfa en 1'
implica que para D, Dy € B(S),

Vip <0< Vyp, cuando D <0< Dy, (4.18)

El siguiente resultado sobre V p(-,-) sirve como herramienta clave en la
prueba del resultado de existencia y fue tomado de [12].

Teorema 4.3.2 Supdngase que para cualesquiera x,y € S, la funcion a —

pzy(a) es continua en a € A(z). Bajo las Suposiciones |4.1.1|(i) y las

siguientes afirmaciones son vdlidas:
(i) Para cada D € B(S) existen up € R y hp : S — R tales que

App+hp ()] —  inf AD(w,a) . Ah(y) cS
e aelg(m) e Zp y(a)e , T ,

y€eS
4
KD = V)\’D('). (4.19)
(i1) Para cualesquiera D, D; € B(S),
b — oy < ID — Dy . (4.20)

Lema 4.3.3 Suponga que la Suposicién [{.1.1] es vdlida, y para cada g € R se
define la funcion Dy : K — R por

B s
Dy(z,a) = C(z,a) + ilog (/ Ao poa(t) dt—gs] dF;C,a(s)> , (x,a) e K
0

(4.21)
Con esta notacion, las siguientes afirmaciones son vdlidas:
(1) Dy € B(K) para cada g € R.
(i4) |Dy — Dyl < Blg— 1], 9,01 € R.
(ii1) Existe g~ > 0 tal que Dy < 0.
(iv) Para cada B > 0, existe Mg > 0 tal que

B
/ e dF, .(s) > B, p>Ms, (z,a)cK
0

(v) Dyg+ >0 para algin g* < 0.

Demostracion. (i) Sean z € Sy g € R arbitrarios. Como en la prueba del

Teorema ii), la funcién
B s
a— / AU poalt) di—as) dF; q(s)
0

es continua en su dominio A(z), y entonces la continuidad de C(z, -) lleva a que
Dgy(x,-) también es continua. Dado que el espacio de estados estd dotado con la
topologia discreta, se sigue que Dy € B(K).
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(74) Observando que la desigualdad

A pra(®) dt=gs] < A5 po.a(t) dt=g15] ABlg—g1

es valida para cada s € [0, B], la conclusién deseada se sigue de (4.21).
(iii) Sea a = e~ Ml /2 y elegir m,, como en el Lema 11) Usando ,

note que para cada (z,a) € K,

B B
/ AS pz.a(®) dt=(By+)s] dF, o(s) < / e M AF, 4(s) <o,y > ma /N
0 0

Entonces, haciendo g~ = B, + mq/A, esta tltima desigualdad y (4.21)) llevan a
que

Dy (z,a) < [|C[| +log(e) /A < [|C]| = [[C]] = 1og(2)/A < 0
para cada (z,a) € K.
(iv) Sea z € S arbitrario. Por la Suposicién la funcién

1

ro(a) m» —————————
fOB e"s dFy o(s)

es continua en a € A(z) para cada n € N. Mds adn, (3.1) y el Teorema de
Convergencia Mondtona implican que r,, N\, 0, en consecuencia, recordando que
A(x) es compacto, el Teorema de Dini (véase, por ejemplo Teorema 8.2.6 en [3])
implica que para cada 3 > 0 existe M, g € N tal que

1

1
——————— <=, a€Ax), n>M,p,
foB e dFy o(s) s o

y la conclusién se obtiene, haciendo Mg = max{M, g |z € S}.
(v) Sean 3 = Ml > 0y Mg como en la parte (iv). Usando (4.2)), note que

B
| e et ap, ) / M5 dF, o (s)
0

> el

(x,a) € K una relacién que via (4.21), lleva a D+ > 0 para g* := —(B, +
Ms/N). n

Usando los preliminares anteriores, la existencia de soluciones para la ecua-
cién de optimalidad (4.4]) puede ser establecida como sigue.

Teorema 4.3.4 [Fxistencia de Solucién.] Bajo las S’uposzcw% iy -

existen g € Ry h : S — R tales que la ecuacion de optimalidad se satisface.
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Demostracién. Para cada g € R, considere la funcién D, € B(K) definida
en . Por el Teorema |4.3.2| u la funcién de costo promedio sensible al riesgo
a tlempo discreto Vy Dg( ) es la constante Kp,, mientras que el Lema m(ii) y
- ) llevan a que la funcién g — pp, es continua en g € R. Ahora, sean gty
g~ como en partes (iii) y (v) del Lema asf que Dg+ > 0y Dy~ < 0. En
este caso,

ND+ZO}’MD,§O7

por (4.18) y (4.19)). De este punto el Teorema del Valor Intermedio implica la
ex1stenc1a de un ndmero real g* entre gt y ¢~ tal que

,U/Dg* = 07

y entonces el Teorema [4.3.2(i) asegura que para cierta funcién hp . : S — R la
igualdad siguiente es valida para cada x € S:

Mhp , () . AD « (z,a) Ahp . (y)
e = inf [e*"s E a)e” g
acA(x) yespx,y( )

B
= inf e)\C(z,a)/ AJ3 pa,a(t) dt—g*s] dF, . ; )\hDg*(y) 7
a€A(z) 0 yze;p Y

satisface la ecuacion de optimalidad (4.4]).

donde la segunda igualdad es debida. Entonces, la pareja (g, hp,. ("))
) ]

4.4. Ejemplo: Problema de Mantenimiento

En esta seccion se presenta un ejemplo, el cual fue introducido en un contexto
neutral al riesgo en [39] y a continuacién es dada la versién considerando un
controlador sensible al riesgo.

Considere que se observa el funcionamiento de una méquina de manera pe-
riddica para determinar su nivel de funcionamiento actual y decidir si se lleva
a cabo reparacién alguna. La maquina puede encontrarse en alguno de los si-
guientes niveles de funcionamiento: {1,2,...,d}. Suponga que encontrarse en
un nivel de funcionamiento x es mejor que estar en el nivel x 4+ 1, y el nivel 1 es
el de condiciones perfectas. Si al momento de la revisién, el equipo se encuentra
en un nivel de funcionamiento x y no se realiza reparacion alguna entonces al
siguiente dia la maquina se encontrara en un estado y con probabilidad pyy, y se
supondra que p,, = 0 para y > z, es decir, la maquina no puede auto repararse,
y ademds que Zwa DPzy = 1. El nivel de funcionamiento x = d representa una
falla del equipo que requiere una reparacién mayor, la cual tomara un dia de
mantenimiento extra. Se tiene que para los estados 1 < z < d se puede elegir
entre llevar a cabo una reparacién preventiva o permitir que el equipo labore por
un periodo mas. Si el equipo es reparado entonces su nivel de funcionamiento en
el siguiente periodo serd x = 1. Una reparacion preventiva en el estado x, tendré
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un costo C(z); en caso de una reparacién mayor se pagard un costo fijo C. Asi
el objetivo es determinar una regla de mantenimiento la cual optimizara los
costos de funcionamiento. Suponga que el cambio en el nivel de funcionamiento
es mediante una distribucién uniforme (0, 1).

El problema anterior puede ser interpretado como un PDSM, donde las com-
ponentes del modelo estan dadas a continuacién:

1. Los estados representan los niveles de funcionamiento, es decir,
S={1,2,...,d,d+ 1};

donde el estado d + 1 representa que se realizé una reparacién mayor al
equipo y por lo tanto, se requiere de un dia extra para terminarla.

2. Las acciones estan dadas por
A=1{0,1,2},

donde 0 representa que no se realizé reparacién, 1 que una reparacién de
prevencion fue hecha y 2 si una reparacién mayor es realizada.

3. Las acciones admisibles estan dadas por
A1) = {0},
A(x) = {0,1}, paral <z <d,
A(d) = A(d+1)={2}.

4. La ley de transicién estd dada por,
ply(o) = Pay, Paral <z <n
pz1(1) = 1, paral<z<n
Pad+1(2) = par11(2) =1,

y para los restantes casos, pzy(a) = 0.

5. Los costos de funcionamiento y la tasa de costo por espera son:
C(z,0)=0, C(z,1)=C(x), C(d,2)=C, C(d+1,2) =0.
p(x,0) =a, p(z,1) =b, p(n,2) =¢, p(n+1,2) =0.

Por lo tanto, de acuerdo con (4.4]), la ecuacién de optimalidad puede escri-
birse como:

1

Ah(z) . AC(z,a) / XSS Pz,a(t)dt—gs)d Ah(y)

€ min € € S Pxyla)E
acA(x) 0 yze;s y( )

Ahora, se presenta un caso numérico del problema planteado para el cual
se determinard la regla de funcionamiento 6ptimo asi como el costo promedio
6ptimo por periodo mediante el algoritmo de iteracién de politicas, presentado
a continuacion:
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= Paso 1: Elegimos una politica estacionaria R.

= Paso 2: Para la politica R, se determinan las soluciones de {g (R),v, (R)},
resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

Ve = AC@R) / Ao e OU=99GF, 1(5) D " pay(R)eM, z €S,
0
yeSs

Ve =1 (4.22)
donde s € S es un estado arbitrario.

= Paso 3: Para cada estado x € S, determinamos una accién a, alcanzando
el minimo en:

. ,\C(ac,a)/ AUS Pea =R g JeAVs ()
mn e 0
a€A(x) 0 y;sp

(1.23)
donde g (R) y V, (R) fueron determinados en el paso anterior; la nueva
politica R es obtenida eligiendo R, = a,.

= Paso 4: Si la nueva politica R = R, entonces el algoritmo se detiene con
la politica R. De otra manera, regresamos al paso 2 con R en lugar de R.

Se supondréd que d = 3, entonces S = {1,2,3,4}, A(1) = {0}, A(2) = {0,1}
y A(3) = A(4) = {2}, y que el coeficiente de sensibilidad al riesgo es A = 1. Por
cuestiones de simplicidad se supondra que la tasa del costo de permanencia,
p(xz,a) = 0 para cada (x,a) € Ky que los costos de transicién estdn dados
por C(z,0) = C(4,2) =0, paraxz € Sy C(2,1) =2, C(3,2) = 4. La ley de
transicion estd dada por

06 04 0

Usando lo anterior, se tiene que la ecuacién (4.22) se puede escribir como

evz _ C'(a: R) pry y’ = S,
yeS

Entonces, aplicando el algoritmo de iteraciéon de politicas con la politica
inicial dada por R = (0,0, 2,2), al resolver el sistema (4.22) para cada x € S se
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tiene que

1_ e 9
V= [0,6€" +0,4¢"2]
g

= LT 5% 4 05e%]

Vs = eVt (4.24)
y ademas
M =1. (4.25)
De la ultima igualdad en (4.24) y (4.25), se sigue que

1:17679

entonces

er= 9 (4.26)

de donde
Va (1-— 6_9)2 et

929 —1+e9)
Luego, usando la expresién anterior junto con (4.26)), se sigue que

(1- 6*9)2 et

Vi _
M =0,6404 ¢ )€
g(2g—1+e9)

es decir,
(1—e9’ct g
g2g—1+e9) 1—e9

0,6 + 0,4

)
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resolviendo la ecuaciéon anterior mediante el uso del programa Mathematica, se
tiene que g = g (R) = 2,35268 y entonces

eVl = 259998
e? = 4,9995
e¥s = 20,9994
eVt = 1.

Ahora, se determinard a € A (z) para cada x, tal que minimice a la expresién
(4.23]). Observe que, debido a las especificaciones del modelo tnicamente debe
determinarse los minimizadores en el estado 2, sea

1—e 9
M, (a,R) = eC@0 == _— szy Vi ae A(2).
yEeS
Entonces
—2,35268

1—e
M, (0,R) = 20 3 3" P2y (0)e" P
! yeS

—  0,384619 [0,5eV2<R> + 0,56V3(R)]
—  4,99993,

acenl— e~ 235208 Vv, (R)
M2 (I,R) = e ’ )W Zpgy(l)e y(
= €2(0,384619) {eWR)}

= 7,38907.

Por lo que, la accién 6ptima para el estado 2 es a = 0 y por lo tanto, R =
(0,0,2,2).

Finalmente como las politicas Ry R coinciden, hemos terminado y entonces
R = (0,0,2,2) es la politica éptima y g = 2,35268 es el costo minimo por
periodo.
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En esta tesis se trabajé con la teoria referente a los procesos de decisién en
los casos markoviano y semi markoviano. Ademds, en ambos casos se supuso
que el controlador contaba con un coeficiente de sensibilidad al riesgo A. Para
medir la eficiencia de una politica se utilizé el criterio de rendimiento promedio
A-sensible al riesgo.

Bajo este contexto, en el trabajo se resolvieron dos problemas:

e El primero de ellos esté relacionado con la continuidad sobre el parametro
de sensibilidad al riesgo en el caso markoviano y,

e En el segundo se presentd una caracterizacion del indice promedio 6ptimo
para el caso de procesos de decisién semi markovianos.

En el primer problema se consideraron los Procesos de Decisién de Markov
con espacio de estados numerable y funcion de costo acotada. Bajo estas condi-
ciones, la continuidad de la funcién de valor éptimo J*(\,-) sobre el pardmetro
de sensibilidad al riesgo fue analizada. En la Proposicién [2.2.1| se probé que la
continuidad de la funcién de valor éptimo es, bajo condiciones sobre la funcién
de costo, valida para cada A # 0, sin embargo, para el caso A = 0 tal propiedad
no siempre esta garantizada, por lo que fue necesario dar un supuesto sobre la
ley de transicién (Suposicién , bajo el cual es posible asegurar que para
cada estado x, la funcién de costo promedio 6ptima A-sensible J*(\, z) es una
funcién continua de A en cero. También, se presentan ejemplos para demostrar
que (i) el resultado de continuidad no es vélido para una ley de transicién ge-
neral, y (ii) si la Suposicién se sustituye por la condicién de Lyapunov, la
cual es un requisito de comunicacién de recurrencia menos fuerte, entonces la
continuidad de la funcién A — J*(A,-) no puede garantizarse.

En el segundo problema se consideraron los Procesos de Decisiéon Semi mar-
kovianos (PDSM) sensibles al riesgo, donde a diferencia de los Procesos de Deci-
sion de Markov sensibles al riesgo, la teoria no ha sido ampliamente desarrollada.
En esta parte se consideraron PDSM con espacio de estados finito. En este ca-
S0, se presentd la ecuacion de optimalidad, y considerando algunas condiciones
sobre las componentes del modelo, se probd que la solucién de tal ecuacién carac-
teriza a la funcién de costo promedio éptimo. Posteriormente, bajo un supuesto
sobre la ley de transicion fue posible asegurar la existencia de una solucion a la
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ecuacién de optimalidad. Los resultados dados en esta parte pueden considerar-
se como una extensién de los obtenidos en [I0], donde se trabajé el caso semi
markoviano no controlado. Ademas, se presenta un problema de mantenimiento
6ptimo el cual ejemplifica la teoria desarrollada en este capitulo, tal problema
es resuelto mediante el algoritmo de iteracién de politicas.

En resumen, en el presente trabajo de tesis se da solucién a dos problemas:
la continuidad del indice promedio éptimo para los PDMs y, la caracterizacion
del indice promedio 6ptimo para los PDSM considerando en ambos casos que el
controlador poseé un coeficiente de sensibilidad al riesgo . Algunas consecuen-
cias de estos resultados son: aproximar un PDM sensible al riesgo con un PDM
neutral al riesgo, esto considerando que el caso sensible al riesgo coincide con
A # 0, mientras que el caso neutral ocurre cuando A = 0 y usando el resultado de
continuidad sobre el pardametro de sensibilidad al riesgo obtenido en este trabajo
junto con los métodos de aproximacion ya establecidos en el caso neutral. En el
caso semi markoviano, el aporte resulta una pieza clave para poder establecer
mas resultado sobre el indice promedio, como podrian ser establecer métodos
de aproximacién para su soluciéon o incluso buscar un resultado analogo al de
continuidad dado en el caso markoviano.

Un problema interesante que podria derivarse de los resultados aqui pre-
sentados seria el suponer que los tiempos de permanencia no son acotados casi
seguramente ya que, como fue planteado en la Observacién la prueba del
Teorema estd basada en la comparacion de los costos C; — tg y la cota B
dada en la condicién . De acuerdo con lo anterior, seria necesario considerar
condiciones del tipo siguiente:

= Existen constantes B > 0 y b > 0 tales que
Fm,a,t(B) Z b, (iﬂ,a) S K, (427)

donde Fy 4,.(-) es la distribucién condicional sobre los tiempos de perma-
nencia S, — r dado que S,, > r para r > 0.

La necesidad de garantizar una cota con respecto a los tiempos de perma-
nencia tiene vital importancia para establecer la prueba del Teorema [4.2.2] el
cual es fundamental para la prueba del Teorema donde el hecho de que
los tiempos Sy sean acotados casi seguramente por B jugé un papel fundamen-
tal, como puede verse en la ecuacién . En la prueba del Teorema la
condicion permite establecer la cota dada en la ecuacién , es por ello
que ahora se requerira algtn resultado similar, pero considerando lo dado en la
ecuacién . Por lo que, serfa necesario estudiar las distribuciones Fj 4 ¢(-)
con la finalidad de determinar cotas para los tiempos de permanencia.
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