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INTRODUCCION

La radiacion solar es la energia transferida por el sol a través de ondas electro-
magnéticas, a través de esta se pueden inferir procesos de transferencia de energia
en las diferentes capas atmosféricas que se manifiestan como fenémenos climéti-
cos que pueden medirse.

Uno de los objetivos principales en este trabajo es predecir el comportamiento
a corto plazo de la radiacion solar, se utiliz6 una base de datos tomadas de la es-
tacion meteorolégica de la region de Tlaxco - Tlaxcala. Se encuentra informacién
a partir del 18 de Junio del 2011 al 21 de Junio del 2017, la base de datos cuenta
con datos que son recolectados diariamente cada media hora, para los cuales se
realiz6 un filtrado para asi obtener promedios semanales. Se realiza el andlisis de
los datos usando series de tiempo, principalmente se trabaja con la metodologia de
Box - Jenkins que, mediante este andlisis se halla un modelo que mejor se ajuste
a los datos para después obtener prondsticos para la radiacién solar.

Este trabajo pretende ser autoconteindo, por lo que se presentan los conceptos
basicos necesarios sobre meteorologia y series de tiempo, lo cual se desarrolla en
el Capitulo 1 donde se da una breve descripcién del clima y tiempo, asi como las
variables atmosféricas, la descripcién de la radiacién, ademds de, el monitoreo
atmosférico. En el Capitulo 2 se mencionan los conceptos bdsicos de series de
tiempo, iniciando por el concepto de proceso estocdstico para luego introducir la
definicién serie de tiempo, seguido de esto, estd la definicién de serie de tiempo
estacionaria, la funcién de autocovarianza, autocorrelacién y autocorrelacién par-
cial, donde estas dos ultimas son de ayuda para la deteccién de los modelos de
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series de tiempo estacionarias, tales como los modelos autoregresivos, modelos
de promedios mdviles y autoregresivos de promedios mdéviles. En el Capitulo 3
se muestran modelos para series de tiempo no estacionarias, tales como el mode-
lo ARIMA, después se mencionan métodos para la estabilizacién de la varianza
y de la media. Inmediatamente, se presentan los modelos estacionales multipli-
cativos ARIMA, asi como la identificaciéon del modelo, estimacién de pardmetros
(donde se presenta estimacién por método de momentos y estimacién por maxima
verosimilitud), diagnostico del modelo (verificacién de que las suposiciones del
modelo se cumplan), seleccion del modelo y por tltimo el pronéstico. En el Ca-
pitulo 4 se aplican los conceptos antes mencionados para el andlisis de los datos
de la radiacion solar. Y por ultimo en el Capitulo 5 se presentan las discusiones y
conclusiones de este trabajo.

En el Apéndice A se muestra la represenctacién de un proceso AR(p) como un
MA(cc). En el Apéndice B se mencionan las condiciones que deben cumplir las
raices del proceso AR(2) para que este sea estacionario (asi como un MA(2) para
que este sea invertible). En el Apéndice C se presenta el test de Dickey-Fuller, que
sirve para la verificacién de la estacionariedad de la serie de tiempo. En el Apén-
dice D se hace mencién del criterio de informacién de Akaike y BIC, que son
utilizados para la seleccién de un modelo ARIMA. En el Apéndice E se explica
sobre cémo se realizo la filtracion de los datos, en el Apéndice F, se presentan las
partes principales de los diagramas de cajas y se finaliza con el Apéndice G donde
se presenta el codigo en R de la serie de tiempo.

Gloria Aragén Merino

Facultad de Ciencias Fisico Matemadticas
Benemérita Universidad Auténoma de Puebla
Puebla,Pue. México

2018
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CAPITULO 1

DINAMICA ATMOSFERICA

El planeta estd formado por la litosfera, la hidrosfera, la criosfera, la biosfera
y la atmdsfera.

Esta ultima es un escudo importante que protege la flora, la fauna y la vida huma-
na de la radiacién solar y de distintos meteoros que pueden causar dafios a la vida
en la Tierra. Es una capa delgada de unos cientos de kilémetros de espesor que
rodea a nuestro planeta desde la superficie terrestre hasta aproximadamente 900
km de altura.

En la atmésfera, se encuentran reunidos una infinidad de procesos atmosféricos
que dan lugar a los fenémenos meteorolégicos y climatolégicos: huracanes, tor-
mentas, nevadas, tornados, brisas, inundaciones, sequias, etcétera., los cuales afec-
tan a las actividades diarias y frecuentemente resultan pérdidas de vida y de bienes
materiales. Estos fenémenos meteorolégicos que son de gran importancia se en-
cuentran comprendidos en los primeros 15 km de altitud.

La atmésfera se divide en cuatro capas: la troposfera, la estratosfera, la mesos-
fera y la termosfera, y estd conformada de una mezcla de tres tipos de gases:
gases permanentes, gases variables, constituyentes no gaseosos. [25]
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1.1. ;Quéesel clima?

El clima terrestre es el producto de la constante y compleja interaccién entre
los efectos fisicos de la atmdsfera, los océanos, las capas de hielo y nieve, los
continentes y sobre todo la vida en el planeta.

Cada dia hay variaciones en las condiciones atmosféricas de nuestro planeta, por
lo que también a diario se presentan variaciones en las condiciones de la tempera-
tura y lluvia planetaria. Sin embargo, a esas variaciones no se les llama clima, sino
estado del tiempo, es decir, el tiempo es un estado de la atmosfera que se presen-
ta en un lugar determinado durante un periodo corto de tiempo determinado.
De ahi que los prondsticos meteorolégicos que usted puede ver todos los dias en
la television o escuchar por radio son los cambios en el tiempo mds no en el clima.

En algunas partes del planeta, en especial en nuestro pais, se espera frio en in-
vierno y calor en verano, que en primavera inicien las lluvias y que sean mds
intensas y regulares en verano. Eso que esperamos se llama clima. Pero, puede
suceder que un dfa invernal sea sumamente caluroso, que las lluvias se retrasen o
que se tengan intensos aguaceros en invierno. Esto no es sefial para decir que el
clima ha cambiado, sino que son parte de una variacién del tiempo que se espera.

Para hablar del clima de un pais es necesario medir diariamente las condiciones
de temperatura, lluvia, humedad y viento, observar las condiciones de nubosidad,
la trayectoria de los huracanes, las masas de aire frio que entran por el norte de
nuestro pafs, etcétera. Para ello se requiere conocer durante varios afios el estado
del tiempo. Por lo que varios afios de mediciones y observaciones le permiten a
uno decir que el promedio de temperatura en verano de México es de 26 grados
centigrados y que llueve en esa estacion unos 370 milimetros. Esta cantidad de
afios debe ser por lo menos de tres décadas, segtin los especialistas, para poder
hablar con seguridad del clima esperado. Entonces podriamos decir que el clima
es el tiempo promedio para un determinado lugar.

Para medir algunas caracteristicas que determinan el tiempo existen las estacio-
nes meteorolégicas, y para describir el clima existen las estaciones climatolégicas
(ver Figuras 1.1). [13]
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Figura 1.1: Estaciones.

1.2. Variables atmosféricas

Se ha conocido el clima y el tiempo atmosférico a través del estudio de las
variables que los afectan de manera mds directa.

Las variables atmosféricas son: la temperatura atmosférica, las precipitacio-
nes en sus distintas formas (lluvia, nieve, granizo), presion atmosférica, hu-
medad, velocidad y direccion del viento y radiacion solar. Ademés de estas
variables, existen algunos factores que modifican las variables atmosféricas, estos
son: latitud, altitud, la distancia al mar, las corrientes marinas, relieve, etc.

Temperatura

Como se sabe, toda la materia estd compuesta de dtomos y moléculas que estdn
en movimiento permanente. El estado en que se encuentra la materia dependera
de si la energia cinética de las particulas aumenta o disminuye, entonces la tempe-
ratura del cuerpo (s6lido) o fluido (liquido o gas) también aumenta o disminuye,
respectivamente. De manera andloga, cuando un cuerpo o fluido se calienta o se
enfrfa, su energia cinética y su temperatura aumenta o disminuye, respectivamen-
te. La sensacién de calor o frio es quizds la que representa de manera mds fécil el
concepto de temperatura.
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La temperatura de un fluido también se puede relacionar con el concepto del mo-
vimiento de moléculas que componen el fluido. Es decir, mientras mayor sea la
energia cinética promedio de las moléculas, mayor serd la temperatura del fluido;
en otras palabras, la temperatura es proporcional al calor contenido en un cuer-
po. La temperatura puede ser medida en diversas escalas, las mas usuales son la
escala Centigrado o Celsius (C), Fahrenheit (F). La escala centigrado estd basada
en que la temperatura de congelacion del agua es de O grados y la temperatura de
ebullicion del agua es de 100 grados, esta escala es la mas usada actualmente. [25]

Precipitacion

La precipitacion se refiere a particulas de agua en fase sélida o liquida que se for-
man en la atmésfera y que caen y alcanzan la superficie de la Tierra.

Esto es, las nubes que parecen flotar en el cielo, siempre caen, sus gotitas de agua
son arrastradas lentamente por la gravedad. Debido a que sus gotitas de agua son
tan pequeiias y livianas, puede tomar 21 dias para caer 304.8 metros y las corrien-
tes de viento pueden interrumpir facilmente su descenso. El agua liquida cae como
lluvia o llovizna. Todas las gotas de lluvia se forman alrededor de particulas de sal
o polvo. Las gotas de agua o hielo se adhieren a estas particulas, luego las gotas
atraen mds agua y contindan creciendo hasta que son lo suficientemente grandes
como para caer de la nube.

Las gotas de llovizna son mds pequeiias que las gotas de lluvia. En muchas nubes,
las gotas de lluvia en realidad comienzan como pequeiios cristales de hielo que se
forman cuando una parte o toda la nube esta por debajo del punto de congelacién.
A medida que los cristales de hielo caen dentro de la nube, pueden colisionar con
gotas de agua que se congelan sobre ellos. Los cristales de hielo contindian cre-
ciendo, hasta que son lo suficientemente grandes como para caer de la nube. Pasan
a través del aire caliente, se derriten y caen como gotas de lluvia.

Generalmente se mide en unidades lineales de agua liquida (milimetros o pul-
gadas) con el supuesto de que esta medida es por unidad de drea. Cuando los
cristales de hielo se mueven dentro de una nube muy fria y las gotas de agua se
congelan en los cristales de hielo, la nieve caerd de la nube. [23]

Presion

La atmésfera consiste en una variedad de gases que forman una envolvente alrede-
dor de la Tierra y que se mantienen alli por gravedad. La presion de la atmosfera
no es la misma en cualquier parte, ésta, depende de la altura.
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Es decir, las moléculas de aire son atraidas hacia la Tierra y se compactan mds
a medida que se acercan al nivel del mar porque cada capa de la atmdsfera estd
siendo comprimida por la masa de aire que estd sobre ella, en pocas palabras, a
menor altura la cantidad de aire que queda comprimida por encima es mayor, y a
mayor altura la cantidad de aire que queda comprimida por encima es menor. Si
esta masa se multiplica por la fuerza de la gravedad, el resultado es el peso del
aire, que se describe en términos del drea sobre la que se mide (es decir, libras
por pulgada cuadrada, gramos por centimetro cuadrado). Este peso del aire es la
presién atmosférica. [24]

Humedad relativa

La mayor parte del aire que nos rodea tiene agua en forma de gas llamado vapor
de agua. La humedad se refiere a la cantidad de vapor de agua del aire.

Los dos tipos de humedad mds usados son la humedad absoluta, 1a cual expresa el
contenido de vapor de agua por unidad de volumen de aire. Este pardmetro indica
con relativa precisién la probabilidad de precipitacién atmosférica.

La humedad relativa es la relacién de la cantidad de vapor de agua en el aire en
comparacién con la cantidad de vapor requerida para la saturacién (a una tempe-
ratura y presion particulares), medida en porcentaje.

Si el valor de la humedad relativa es del 50 %, quiere decir que la humedad que
contiene el aire en ese momento es el 50 % de vapor de agua respecto al maxi-
mo que podria contener, que seria el 100 %. Si la humedad relativa es del 100 %
quiere decir que el aire estd lleno de vapor al maximo. Estd saturado de vapor. No
admite mds vapor. Si se intenta meter mas vapor, este se condensara.

Velocidad y direccion del viento

Al movimiento de aire cerca de la superficie de la Tierra y en una direccién ho-
rizontal cercana es llamada viento. Los parametros que afectan al viento son la
direccién y la velocidad. La direccién del viento es determinada por una veleta,
moviéndose libremente en un eje vertical en una aguja o poste elevado. Por otro
lado, la velocidad del viento es la razén del movimiento del viento en unidad de
distancia por unidad de tiempo. [22]

1.3. Radiacion solar en la atmosfera

La radiacién solar se podria definir como la emisién, propagacién y absorcién
de la energia en forma de ondas electromagnéticas y, que es expresado como la
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energia emitida por unidad de tiempo que incide en una superficie (Watts/m?). La
radiacién que llega del Sol a la Tierra es la fuente principal de energia para la
generacion de los fenémenos en la atmésfera, en los océanos y, en general para la
vida en la Tierra.

El Sol estd continuamente radiando energia en forma de ondas electromagnéticas,
la cantidad total de energia solar que llega a la Tierra depende de los siguientes
factores: emision de radiacion solar, distancia entre el Sol y la Tierra (es la distan-
cia promedio de | unidad astronémica (149 597 870.691 kilémetros) del Sol a la
Tierra), altitud del Sol (es el dngulo entre los rayos solares y el plano tangente a
la superficie terrestre) y longitud de dia (es el tiempo en que estd expuesta la faz
de la Tierra a la radiacion solar, también afecta la cantidad de energia solar que
recibe la Tierra).

Por otro lado, la atmésfera juega un papel muy importante en cuanto al balan-
ce entre la radiacién solar que entra a la Tierra y la radiacién que sale de la misma
(es decir que estd sujeta a un mecanismo de absorcién y dispersién), manteniendo
un promedio global de temperatura superficial de 15 grados C. Si la Tierra carecie-
ra de una atmdsfera para absorber y disminuir el calor que llega del Sol, entonces
gran parte de esa energia solar seria reflejada inmediatamente y la temperatura
media sobre la superficie terrestre estaria por debajo de los 0 grados C. Cuando
la radiacién solar llega a la superficie de la Tierra, es transformada en calor y en
radiacién infrarroja. Esta energia la absorbe la atmésfera y la emite nuevamente al
espacio. Al termino de un afio, el sistema terrestre devuelve exactamente la misma
cantidad de energia que llega del Sol ya que de no ser asf la Tierra se calentaria (o
se enfriarfa) ilimitadamente.

No toda la radiacién solar que llega a la atmosfera logra penetrar la superficie
de la Tierra (ver Figura 1.2). De esta, una pequeifia parte es reflejada al espacio,
de la restante una parte es absorbida por la atmosfera (principalmente por el O,
y el C'O,). Y de la otra parte restante (la cual es absorbida por la superficie te-
restre), una parte se transforma en movimiento de la atmosfera y la hidrosfera,
las cuales transportan el exceso de calor de los trépicos hacia los polos. Y la otra
parte es transformada en radiacién de onda larga, la cual es emitida a la atmosfe-
ra, reteniéndola por el efecto invernadero, para después remitirla a la superficie y
al espacio exterior, manteniendo un balance radiativo en el sistema terrestre. Los
principales gases de invernadero son: el vapor de agua, el di6xido de carbono, el
metano, el oxido nitroso y los clorofluorocarbonos, los cuales retienen un gran
porcentaje de la radiacion infrarroja terrestre. [25]
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Figura 1.2: Mecanismo de la Radiacién Solar.

Pero, si la atmoésfera contiene demasiados
de estos gases, toda la Tierra se convierte en
un invernadero cada vez mads caliente. La at-
mosfera conserva demasiado calor por la no-
che, en vez de dejarlo salir al espacio. En-
tonces, al dia siguiente, el Sol calienta la su-
perficie de la Tierra todavia mas (ver Figura
1.3).

La atmosfera funciona como un invernadero,
cada dia hace un poco mds de calor que el dia
anterior. No es posible medir este efecto de un
dia para otro, ni de un afio a otro. Sin embar-
2o, a lo largo de los aflos, apenas unos pocos
grados de calentamiento comienzan a provocar
cambios. El aumento de temperatura del agua
ocednica afecta el clima en todas partes del
mundo. Algunos sitios tienen tormentas mds
intensas, mientras que en otros apenas llueve.

Por la noche, casi
toda la energia solar
se escapa y vuelve al
espacio, Una parte
queda retenida en la
atmésfera por los
gases de efecto in-
vernadero y continta
calentando la Tierra,

Durante el dia, cuando
la energia solar llega a
la atmésfera de la
Tierra, la mayor parte
penetra la superficie,
pero una fraccién
rebota y welve al
espacio.

NAUA Spmer: Flae. {2007 (Voves 1w severmmdiro? Wsatsedbul S s wamble!
B \cepiaze.aasa

Figura 1.3: Efecto invernadero.
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Es de interés mencionar que, la atmésfera en alguna ubicacion de la superficie
terrestre, es frecuentemente clasificada en atmdsfera con nubosidad y sin nubo-
sidad. Los mecanismos de absorcién y dispersién son similares en ambos casos.
Sin embargo, es evidente que la menor disminucién de radiacién toma lugar en
un cielo sin nubosidad. En consecuencia, la radiacién méxima es recibida en la
superficie terrestre bajo las condiciones de cielo sin nubosidad. La radiacién se
puede dividir como sigue:

1. Radiacién directa o rayo: Es la radiacién solar recibida en la superficie te-
rrestre son cambiar la direccion, es decir, en linea con el sol.

2. Radiacion difusa: Es la radiacién recibida en la superficie terrestre desde
todas las direcciones del hemisferio celeste (después de ser sujeto a la dis-
persién en la atmoésfera).

3. Radiacioén global o total: Es la suma de la radiacién directa y la difusa. [30]
En ésta tesis se trabajé con la radiacién total.

1.4. Monitoreo atmosférico

Para llevar a cabo la obtencién de los datos meteorolégicos es necesario contar
con un instrumento que nos indique el valor de cada variable, en este caso, una
estacion meteoroldgica la cual permite cuantificar mediciones y hacer registros re-
gulares de diversas variables meteoroldgicas (por ejemplo la velocidad y direccién
del viento, la presién atmosférica, la insolacion del suelo, la humedad, la radia-
cién solar, la caida del agua, la temperatura). Una estacion meteoroldgica cuenta
con sensores especificos tales como anemémetro, barémetro, heliégrafo, higrome-
tro, piranémetro, pluviémetro, termémetro entre otros. El flujo de la radiacién es
usualmente medido mediante la ayuda de un piranémetro o un pirheliémetro. [30]

Los datos registrados se utilizan tanto para la elaboracién de predicciones meteo-
rolégicas a partir de modelos numéricos como para estudios climdticos. El instru-
mental meteorolégico registrard sus mediciones en funcién del relieve topogrifico
y urbano donde se encuentre instalado, ya que es necesario que este se encuentre
en un lugar despejado, sin elementos de encajonamiento que introduzcan una alte-
racion en los datos obtenidos y en los procesos de medicién. Estos aparatos deben
cumplir con regularidad en su funcionamiento, precision, sencillez en el disefio,
comodidad de manejo y solidez de construccion.
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Piranometro

El piranémetro es un instru-

. ™Y o~ swefcwns mento que mide la radiacién glo-

= K . bal o difusa que cae sobre una su-

Tomnillon da ainelaciineg - perficie sobre un campo hemisfé-
Paademontae~ N\ (Fh 1+ ] IFh . s . 2

S \\ ht ‘ | | n'co de vision (.ver I’Jlgura 1.4). Ba—

iy ﬂ,f Il M= X & sicamente el piranémetro consiste

L_TL = Ea L_ de una superficie “negra” la cual

4 j i se calienta cuando es expuesta a la

“ ' radiacién solar. Su temperatura au-

‘ ~ menta hasta que la tasa de ganan-

cia de calor por la radiacién solar

es igual a la tasa de pérdida de ca-

Figura 1.4: Piranometro. lor por conveccidn, la radiacién de

retorno y la conduccién. Las unio-

nes calientes de una termopila estdn unidos a la superficie de color negro, mientras

que las uniones frias se encuentran en una placa de proteccién de modo que no

reciben la radiacién directamente. Como resultado, se genera una electromotriz.

Esta fuerza electromotriz que esta generalmente en el intervalo de 0 a 10 mV pue-

de ser leida, o integrada en un periodo de tiempo y es una medida de la radicacién
global.

El piranémetro también puede ser utilizado para la medicién de la radiacién di-
fusa. Esto se hace mediante el montaje en el centro de un anillo de sombreado
semicircular. El anillo de sombreado se fija de tal manera que su plano es paralelo
al plano de la trayectoria de movimiento diario del sol por el cielo y sombrea el
elemento termopila y las dos cipulas de vidrio del piranémetro en todo el tiempo
de la luz del sol directa. En consecuencia, el pirandmetro mide sélo la radiacién
difusa recibida desde el cielo.

Pirheliometro

El pirheliémetro es un instrumento que mide el haz de radiacién que incide sobre
una superficie normal a los rayos del sol. En contraste con un piranémetro, la pla-
ca de absorcién negra (con las uniones calientes de una termopila unido a él) esta
situado en la base de un tubo de colimacién. El tubo estd alineado con la direccién
de los rayos del sol con la ayuda de un mecanismo de seguimiento en dos ejes y
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un indicador de alineacién. Asi, la placa de negro sélo recibe radiacién de haz y
una pequeiia cantidad de radiacién difusa que entra en el “dngulo de aceptacion”
del instrumento (ver Figura 1.5).

Angnlade
aceplacien ¥ \\

e N “Tube euwgrecido e el
™ \ interlor de la superfice

Figura 1.5: Pirheliometro.



CAPITULO 2

CONCEPTOS BASICOS DE SERIES
DE TIEMPO

2.1. Proceso estocastico

Antes de dar la definicién de una serie de tiempo, se definird lo que es un pro-
ceso estocdstico, ya que, una serie de tiempo es un caso particular de un proceso
estocastico.

Considérese un sistema que se caracteriza por estar en cualquier conjunto de esta-
dos previamente especificados. Ahora suponga que el sistema cambia de un esta-
do a otro a lo largo del tiempo, y sea X, el estado del sistema al tiempo ¢. Ahora,
considérese que la evolucién del sistema es provocada de algtina forma azarosa,
entonces se puede pensar que X; es una variable aleatoria para cada valor del in-
dice ¢.

A esta coleccion de variables aleatorias les llamaremos proceso estocastico, el
cual sirve para representar la evolucién de un sistema de manera secuencial a lo
largo del tiempo. Cabe mencionar que las variables aleatorias que conforman un
proceso no son independientes entre si, estas estdn relacionadas unas con otras de
alguna forma particular. [26]

Definicion 2.1 (Proceso estocastico). Un proceso estocdstico es una coleccion o
familia de variables aleatorias {X,, con t € T}, parametrizada por un conjunto
de indices T, llamado espacio parametral, definidas en algiin espacio de probabi-
lidad (), 7, P), y con valores en un conjunto S llamado espacio de estados. De

11
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tal manera que para cada elemento del conjunto T le corresponde una y solo una
variable aleatoria representada por X,.

Si T" es un intervalo de niimero reales ya sea abierto o cerrado, se dird que el
proceso estocdstico es continuo, por otro lado, si el conjunto es finito o infinito
pero numerable el proceso serd discreto. Téngase en cuenta que si el proceso es
discreto o continuo este no proporcionard informacién acerca de la variable alea-
toria, ya que ésta puede ser discreta o continua.

De acuerdo a esto, podemos clasificar dependiendo de cémo sea el conjunto 1"y
el conjunto de variables aleatorias X . (Ver tabla (2.1))

X . .
¢ Discreto Continuo
Discreto | Cadenas de Markov, Procesos | Series de tiempo.
de ramificacion.
Continuo | Procesos de Poisson, Teoria | Movimientos Brownianos.
de colas, Proceso de naci-

miento y muerte.

Tabla 2.1: Clasificacién de los procesos estocdsticos

Nota 2.1. En este trabajo nos enfocaremos en los procesos estocasticos a tiem-
po discreto con variable aleatoria continua, también conocidas como series de
tiempo.

2.2. Serie de Tiempo

Definicion 2.2 (Serie de tiempo). Una serie de tiempo es una sucesion cronolo-
gica de observaciones x;, generada por un proceso estocdstico, a tiempo discreto
y espacio de estados continuo, donde cada observacion estd asociada a un tiempo
en especificot € T.

Definicién 2.3. Las funciones X,(w),w € Qyt € T son conocidas como las
realizaciones de un proceso X;,t € T'y simplemente se denota por x;.
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Las series de tiempo consisten en observaciones anuales, trimestrales, men-
suales o aplicada a cualquier otro periodo. Se examinan los datos de las series de
tiempo con el propdsito de identificar un patrén que se pueda utilizar para descri-
birlo, luego, este patrén es extrapolado hacia un futro con el objetivo de preparar
un prondstico.

Existen muchos ejemplos de series de tiempo, algunos de los cuales se mencionan
a continuacion.

Meteorologia: temperaturas mdximas, medias o minimas, precipitaciones
mensuales, etc.

Economia: tasa de desempleo, tasa de inflacion, alza de comestibles, precio
del petréleo, etc.

Demografia: nacimientos anuales, casamientos mensuales, etc.

Medio ambiente: concentracion media anual de nitratos en agua, emisiones
anuales de C'O,, abundancia de animales, etc.

Como ya se ha mencionado, las series de tiempo se examinan con la esperanza de
hallar alguin patrén. Con objeto de identificar dicho patrén, es conveniente muchas
veces pensar que la serie de tiempo consta de varios componentes.

L

Tendencia: esta componente representa el movimiento hacia arriba o hacia

abajo que caracteriza a las series de tiempo. Esta refleja el crecimiento o
declinacién de larga duracién en las series de tiempo. La tendencia puede
ser: constante, lineal, cuadratica, exponencial, etc.

. Ciclo: esta componente representa los movimientos por arriba y por debajo

de los niveles de la tendencia. Estas oscilaciones tienen una duracién que
varia dependiendo el problema a estudiar.

. Variaciones estacionales: esta componente representa patrones periddicos,

es decir, secuencias que debido a la influencia de algiin fenémeno se repite
de forma frecuente afio tras afio, ya sea en los mismos meses (0 trimestres)
del afio con aproximadamente la misma intensidad.

Fluctuaciones irregulares: esta componente representa los movimientos
inesperados en una serie de tiempo que siguen un patrén incierto o irregular.

[8]
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2.3. Proceso estacionario y la autocorrelacion

Como se menciond anteriormente, las series de tiempo son un proceso esto-

castico cuyo objetivo en este tipo de procesos es determinar el comportamiento de
la serie y predecir en el futuro. Para lograr predicciones seguras no es posible usar
cualquier tipo de proceso estocdstico, es decir, este debe de contar con cierta esta-
bilidad, pero si a cada instante de tiempo se observa un comportamiento diferente
e inestable, este proceso no serd de gran utilidad para lograr lo que se desea. A
este tipo de condiciones se les conoce como estacionariedad. La estacionariedad
implica tener un tipo de estabilidad estadistica en los datos que permite aprender
sobre las propiedades del fenémeno, observandolo por un periodo suficientemente
largo de tiempo.
Se dice que un proceso estocdstico se puede caracterizar cuando se puede de-
terminar el conjunto de funciones de distribucién para cada conjunto finito de
variables aleatorias del proceso. Sin embargo, suele ser complejo determinar las
caracteristicas de un proceso por medio de su funcién de distribucién, por ello,
la caracterizacion se suele hacer a través de los dos primeros momentos (media y
varianza) de cada X;.

Definicion 2.4 (Media). El conjunto de medias de un proceso estocastico X, al
tiempo t estd definido por

ux () = E[Xi] = /_OO xf(x)dx si /|1,| fla)de=o0. 2.1

Es decir, cuando la integral de valores absolutos es convergente.

En general, yix(t) puede ser diferente en cada instante de tiempo t. Y la va-
rianza estd definida como

Definicion 2.5 (Varianza). El conjunto de varianzas de un proceso estocastico
X al tiempo t estd definido por

0% (t) =Var[X,] = E[(X; — pix)?] = /_ooi(q: — piz) 2 f(x)dz, 2.2)

i

/_m (x — pz)f(z)dz < co.
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2.3.1. Serie de tiempo estrictamente y débilmente estacionaria

Definicion 2.6. Sea X, un proceso estocdstico, se dice que este proceso es estric-
tamente estacionario si para cualesquiera dos colecciones finitas { Xy, Xy 1, .. ., Xepr }
VA{Xin, Xeghats -« o Xepnyr ), estas tienen la misma funcion de distribucion con-
Jjunta para todo entero h. Es decir

F[XhXH—h sy Xz+}.:] = F[Xurh, /Yt+h+la- . xX£+h+l\:] (2.3)

la funcion de distribucion conjunta de la serie no se ve alterada si esta es despla-
zada k periodos en el tiempo, es decir, que son invariantes ante una traslacion del
tiempo.

Como se menciond, determinar estas funciones suele ser algo muy complica-
do, ya que se requeriria determinar todas las distribuciones de las serie. Es por ello
que se usard una condicién mas débil, que consiste en restringir los dos primeros
momentos.

Definicion 2.7. Decimos que un proceso estocdstico es débilmente estacionario
si

EX)=p YVteRpu’><oo (2.4a)
Var(X,) = o2, vVt eR,0% < o0 (2.4b)
Cov(X;, Xevr) = Yhs Vt.k € R. (2.4¢)

No pierda de vista que en las expresiones de la media y la varianza, el termino
t no aparece, pues no dependen del tiempo, esto es, si atin cuando el proceso se
separa de la media, este siempre retornara a la vecindad de la misma, por otro
lado, si observamos a la covarianza, tampoco existe dependencia del tiempo, pero
si de el lapso k que existe entre las variables.

Con lo anterior se puede decir que, dado cualquier instante de tiempo, el compor-
tamiento de la serie serd el mismo sin importar el lapso en que esta sea observada,
por ejemplo, si se decidiera graficar una cierta cantidad de observaciones conti-
guas de la serie, la grifica resultante serfa semejante a la grafica con la misma
cantidad de observaciones contiguas pero k lapsos hacia adelante o hacia atras
dependiendo de donde se inicie. [18]
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Observacion 2.1.

» Se puede probar que la estacionariedad estricta implica estacionariedad
débil, pero, no necesariamente la implicacion inversa se cumple, esto ocu-
rriria si, las variables que integran el proceso tienen una funcion de distri-
bucion conjunta dada por una distribucion normal multivariada.

2.3.2. Funcion de autocovarianza (FACV) y autocorrelacion (FAC)

Comiinmente cuando se hace un andlisis estadistico se hace el supuesto de la
existencia de independencia entre las variables aleatorias. Sin embargo en las se-
ries de tiempo existen ciertas correlaciones entre las observaciones,es decir, que
los cambios que sufre una de las variables influyen en la otra, es por eso que obte-
ner la funcién de distribucién de cada una de las variables resulta ser complicado.

La covarianza entre dos observaciones X; y X, separadas un lapso k es lla-
mada autocovarianza y nos indica el grado de asociacion lineal que existe entre
esas observaciones, es decir, si una de las variable aumenta y la otra también lo
hace, entonces la autocovarianza serd positiva, pero si cuando una de las variables
aumenta la otra disminuye, entonces la autocovarianza serd negativa y cuando no
hay dependencia entre las variables la autocovarianza es cero.

Dada la definicién (2.3), se tiene que la funcién de distribucién bivariada de X; y
X, Vt,s € T, es la misma para un desplazamiento de tiempo k, esto es, X;_ y
X,_, se sigue que

Y5 = Cov(Xy, Xs) = Cov(Xi—k, Xs—k), Vt,k,s€T.
Cuando la longitud de desplazamiento k& = sy luego k = ¢, resulta que

Vs = Cov(Xi—, Xs—k)
= Cov(Xi-s, Xo)
= Cov(Xo, Xs—t)
= Cov(Xp, Xjt—q|)
= Y0,|t-s|.

Es decir que la covarianza C'ov(X;, X, ), depende solamente del lapso de tiempo
|t — s| y no del tiempo en el que se haya calculado, del mismo modo ocurre para
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la funcién de autocorrelacién.
Asi, para un proceso estacionario se tiene que

Y= Cov(X;, Xs—1) ¥y pr = Corr(Xy, X _y)
donde solamente dependen del lapso |k|. [14]

Definicion 2.8 (Coeficiente de Autocovarianza). La autocovarianza entre dos
observaciones Xy y Xk en un lapso k estd definido por

Y = Cov(Xe, X)) = E[(Xe — p)(Xewr — p))- (2.5)

El conjunto de valores 7, k = 1, 2, ... es llamado funcién de autocovarianza
(FACY).

Nota 2.2. Si el proceso es estacionario j = E[X;] = E[X,,1], es decir, que para
cualquier valor de ty k, la funcion de valor esperado es la misma para cualquier
valor en el tiempo.

Definicion 2.9 (Coeficiente de Autocorrelacion). El coeficiente de autocorrela-
cion entre dos variables X; y X, . en un lapso k mide el grado de relacion lineal
que existe entre esas observaciones, y estd definido por

o = E[(X: — 1) (X — )] _ Cov(Xy, Xow) T

- VEX, - )E[(Xer — 2 Var(Xs) (2.6)

Nota 2.3. Si el proceso es estacionario 0 = Var[X;] = Var[X,x] = 70, es
decir, que para cualquier valor de t y k, la varianza también es la misma para
cualquier valor en el tiempo.

Este coeficiente toma valores -1< p < 1.

= Si pr > 0, indica que una de la variables aumenta a medida que la otra
también aumenta.

Si pr=1, existe una autocorrelacién lineal perfecta con pendiente positiva.

Si pi. < 0, indica que al aumentar una de las variables la otra disminuye.

Si pr.=-1, existe una autocorrelacion lineal perfecta con pendiente negativa.

Si p= 0, no existe autocorrelacion lineal.
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Funcién de autocovarianza (1) | Funcién de autocorrelacion (py)
1 Yo =0 po=1
2 k| < 70 lokl <1
3 Ye = Y-k Pk = P—k
41 P D @iy 20 Doim1 21 @i®pli-j) 2 0

Tabla 2.2: Propiedades de las funciones de autocovarianza y autocorrelacion.

El conjunto de valores de p;., k = 1,2, ... es llamado funcion de autocorre-
lacion (FAC).

= Propiedades

Obsérvese que en la propiedad (1) de la funcién de autocovarianza, no es otra
cosa que la afirmacién de que la Var(X;) > 0.
Y para la funcién de autocorrelacién, se tiene que py, = E’% = 1.
En la propiedad (2) de la funcién de autocorrelacidn, resulta que las correlaciones
son menores o iguales a 1 en valor absoluto, de ahi que en la funcién de autoco-

varianza se tenga que || < 7o, esto es,

il <16 2| <16 ol <l 5 o <0
0
La propiedad (3) en la funcién de autocovarianza, es establecida observando que
e = Cov(Xiyr, Xi) = Cov(Xy, Xipk) = Yei-

Obsérvese tambien que, la propiedad (3) indica que las funciones son simétricas
para todo k. Por ello la funcién de autocorrelacion se grafica solamente para lap-
sos (retardos) positivos. El grifico de esta funcién es llamado correlograma.
Andlogamente ocurre con la funcién de autocorrelacion.

En la propiedad (4) ambas funciones son definidas positivas, para cualquier con-
junto de puntos ¢y, s, .. .t, y nimeros reales o, o, .. . .
Asi, la funcién de autocovarianza es definida positiva, ya que,
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n n n

Z Zaiaj')"[i—ﬂ - Z ia’ia’jE[(Xi — E[X]))(X; — E[X;])]

i=1 j=1 =1 j=1

- E[(Z i (Xi — E[Xi]))(Z o;(X; — E[X;])]

= E[()_ ai(X; — E[X])))] > 0.
i=1
Del mismo modo se verifica que la funcién de autocorrelacién es semidefinida
positiva.

2.3.3. Funcion autocorrelacion parcial (FACP)

Ademads de la autocorrelacién entre X; y X, ., es de interés conocer so-
bre la correlacién que existe entre X; y X, después de eliminar el efecto de
las variables aleatorias que intervienen entre ellas, es decir, cuando las variables
Xit1, Xig2,. .., Xipr—1 han sido removidas; dicha correlacién estd dada por

Pk = Corr(Xe, Xear| Xer1, Xea, .- -, Xiyk-1)- 2.7)

La ecuacién 2.7 es llamada funcién de autocorrelacién parcial o FACP.

Si se desea hallar el valor de dicha correlacion, considere el modelo de regresién
donde, la variable dependiente X, ; de un proceso estacionario con media cero es
expresada en términos de las £ variables retrasadas X -1, Xt n—2, - -, Xip1, Xt
en la forma

Xivr = O Xepn—1 + OroXipn—2 + -+ - + O Xt + €4k (2.8)

donde ¢; denota el i-ésimo parametro de regresién y e;,; denota el término
de error, con media cero el cual no estd correlacionado con X;,;_; para j =
1,2,....k.

Luego, multiplicado en ambos lados de la ecuacién 2.8 por X;,;_; y obteniendo
la esperanza se tiene,

E[Xt+k~th+k] = d)klE[Xt+k—th+k—-l]+' : '+(f)kkE[Xt+k—-th]+E[Xt+k—jet+k]
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y dado que X; es un proceso estacionario, entonces,

Vi = Pr1Yj-1 + Pr2Vj—2 + - + Pk Yj—k- (2.9)
Dividiendo la ecuacién 2.9 por la varianza del proceso (), se tiene,

Pi = dr1pj—1 + Grapj—2 + - + OrkpPj—k- (2.10)

Haciendo correr el indice de la ecuacién 2.10 desde j=1,2.. ...k obtenemos el si-
guiente sistema de ecuaciones

1= Prpo + Pr2p1 + ..+ GrkPr-1
p2 = Grap1 + Pr2p0 + - - + OkkpPr—2

Pk = Or1Pr—1 + ProPr—2 + ... + Orxpo-

Aplicando la regla de Cramer, logramos obtener ¢, parak = 1,2, .. ..
Parak =1
o1 = p

Para k = 2

I m
Lo o
L m
o1

Gog =

Para k = 3

pr 1 po

P2 P1 P3
Q533 =

p2 p1 1
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Para k
1 P1 P2 Pr—2
1 1 1 Pr-3 P2
: Prk—1 Pr-2 Pr-3 P1 Pk
Prr = (2.11)
1 P1 P2 Pk-2 Pr-1
1 1 1 Pk-3 Pr-2
Pk—1 Pr-2 Pr-3 1 1

Donde ¢y, es conocida como la Funcién de Autocorrelaciéon Parcial (FACP). [31]

A continuacién se mostrardn algunos ejemplos de

procesos estacionarios con su

funcién de autocovarianza y su funcién de autocorrelacién. [31] [10]

2.3.4. Ejemplos de series de tiempo estacionarias

Ejemplo 2.1. Ruido i.i.d. (independiente e identicamente distribuido)

Se dice que un ruido i.i.d es una sucesion de variables aleatorias ¢; indepen-
dienes e idénticamente distribuidas, con media cero y varianza o2, denotado de la
forma &, ~ 11D(0, 0?). Luego, por ser independientes

B o2, sik=
Vip—k = 0. G e

Funcién de autocorrelacion

L, sik=0;
=0, sik£0.

Y funcién de autocorrelacion parcial

0;
0.

0, sik#0.

‘ {1, sik=0:
Dk =



22 Conceptos basicos de series de tiempo

Ejemplo 2.2. Procesos de ruido blanco

Se dice que un proceso {;} es un proceso de ruido blanco si es una sucesién
de variables aleatorias no correlacionadas a partir de una distribucién fija. Este
tiene las siguientes caracteristicas:

L] E[St] =0
» Var(s) = o, varianza constante.
" Y = CO?I(Et, EH—k) = 0, Vk 7é 0.

De aqui se sigue que un proceso de ruido blanco es débilmente estacionario. Se
denotard al proceso de ruido blanco como {,} ~ RB(0,0?).

Con funcién de autocovarianza

ot sik=0;
7o, sik#£o0.
Funcién de autocorrelacion
1, sik=0;
=0, sik 20

Y funcién de autocorrelacion parcial

1, sik=0;
0, sik#0.

(A‘:)kk =
Cuando se hable de autocorrelacién y autocorrelacién parcial se hace referencia a
PrY Ori para k # 0, en otro caso py = ¢y = 1.

En la Figura 2.1 se puede observar la trayectoria para un Ruido blanco y el com-
portamiento de FAC y FACP.
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Ruido blanco
& =
& =
w5
s
T T T T T
0 a0 100 150 200
Time
FAC FACP
o I
iy 3 B2 hal |’ 11 ‘
& ; - 3 | §3
& EGilieds i e |
Ce= I ) i, i i o e e P e
T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 5 10 15 20
Lag Lag

Figura 2.1: Trayectoria, FAC y FACP del Ruido blanco.

Observacion 2.2.

n Es claro que un proceso i.i.d. implica un proceso de ruido blanco, pero un
proceso de ruido blanco no necesariamente es un proceso i.i.d. (ya que los
£’s no precisamente son idénticamente distribuidas o son independientes).

= Si se cumple que £, ~ N (0, (72), se dice que &, es ruido blanco Gaussiano.
Ejemplo 2.3. Caminata aleatoria

Sean {&y, €9, ¢3,. ..} una sucesién de variables aleatorias i.i.d con media cero
y varianza o2 (ruido i.i.d). Una caminata aleatoria {X,, ¢ = 1,2, ...} es construida
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de la siguiente forma

De ahi que la caminata aleatoria X, se obtiene de la suma de variables aleatorias
i.i.d. Asi, una caminata aleatoria con media cero se obtiene cuando

0, sit=0;
Xg: % g g
e1+ex+...4+¢&, sit=1,2,....

Donde {&;} es un ruido i.i.d. con media cero.

Si &; es un proceso binario, por ejemplo, Ple; = 1] = p, Plg; = —=1] = 1 —p,
entonces {X;,t = 0,1,2,...}, es llamada caminata aleatoria con simetria sim-
ple.

Ahora bien, dado que las variables ¢, €2, ..., £; son i.i.d. con p = 0, se tiene

E[X)|=FE[e;+e3+...+&] =0

Var[X,) = Varle, + 62+ ... +&] = to® < oo, Vi,
y Vk > 0 se tiene

vx(t,t + k) = Cov(X¢, Xevk)
= CO'IA«‘(Xt,Xt + Xt+1 T Xt+k)
= CO?.«‘(Xt,Xt)

= to’.

Obsérvese que vx(t,t + k) depende de ¢ y por definicién de estacionariedad, se
tiene que la serie X; es no estacionaria.






