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Antecedentes

La primera vez que se expuso lo que hoy conocemos como Álgebra lineal, fue en el año 1844,
gracias a que Hermann Grassmann (1809-1877), dió a conocer su obra maestra Die Lineale Ausdeh-
nungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik (Teoŕıa de las extensiones lineales, una nueva rama
de la matemática). Esta obra consist́ıa de algunas ideas básicas del álgebra lineal que hoy conoce-
mos, dentro de éstas estaban los espacios vectoriales de dimensión finita, subespacios, conjuntos
generadores, suma e intersección de subespacios, bases y dimensión. Sin embargo, este material
presentado por Grassmann, no tuvo mucha influencia, debido a que muchos planteamientos eran
considerados como filosóficos.
En 1862, Grassmann, ofreció una mejora de su trabajo, la cual fue apoyada por Alfred Clebsch
(1833-1872); esta nueva versión ya inclúıa temas relacionados con dependencia e independencia
lineal, aśı como productos interiores. Además, esta versión ya inclúıa algunas demostraciones sobre
la dimensión, entre ellas la conocida fórmula

dim(U) + dim(W ) = dim(U +W ) + dim(U ∩W )

donde U y W son subespacios de cierto espacio vectorial V .

Hermann Hankel (1839-1873), fue quien valoró el trabajo presentado por Grassmann, por lo que
en su obra Theorie der Complexen Zahlensysteme (Teoŕıa de Sistemas de Números Complejos),
presentada en 1867, hizo que se conocieran muchas de las aportaciones de Grassmann. La definición
de espacio vectorial que a la fecha utilizamos, fue dada por Giuseppe Peano (1858-1932), quien ya
propuso el término de Linear System (Sistema Lineal). Gracias a él, se conocieron los conceptos
de cerradura, asociatividad, distributividad y existencia del elemento neutro. Podemos decir que
como tal el concepto de espacio vectorial, se conoció abiertamente hasta el año 1920, gracias a los
trabajos de Hermann Weyl (1885-1955), mismos que llevan por nombre Space, Time, Matter (Es-
pacio, tiempo y materia); fue en este trabajo, publicado en 1918, donde él da la definición formal
de espacio vectorial sobre el campo de los números reales, sin darse cuenta que este concepto hab́ıa
sido definido por Peano, treinta años atrás.

Con respecto a los espacios de dimensión infinita, el concepto se introdujo en el año 1890, debi-
do a que Salvatore Pincherle (1853-1936), comenzó a trabajar una teoŕıa de operadores lineales,
los cuáles estaban definidos precisamente sobre espacios vectoriales de dimensión infinita. En el
desarrollo de esta teoŕıa, Pincherle, no se basó en la teoŕıa expuesta por Peano, sino en los tra-
bajos de Gottfried Leibniz (1646-1716) y Jean D’Alembert (1717-1783). Esta teoŕıa de inicio no
tuvo mucho impacto, hasta en el año 1920, Stefan Banach (1892-1945), en su tesis doctoral, On
Operations on Abstract Sets and their Application to Integral Equations (Sobre operaciones con
conjuntos abstractos y su Aplicación a las ecuaciones integrales)
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presentó la axiomática de los espacios infinito-dimensionales aśı como los tópicos asociados a este
tema que se comenzaron a investigar en este mismo año. En este trabajo también se introdujo el
concepto de espacio vectorial normado, que a la fecha tiene much́ısima relevancia en el área de
análisis matemático.
Otra aportación importante respecto a espacios infinito-dimensionales, se presentó en los trabajos
de Henri Lebesgue (1875- 1941), donde se presentó una construcción de los espacios de funciones.
Anterior a estos trabajos, David Hilbert (1862-1943) y su alumno Erhard Schmidt (1876-1959)

hab́ıan hecho investigaciones sobre espacios de funciones donde la dimensión es infinita, esto en el
año 1905. Hilbert, introdujo el concepto de Espacio euclideo, que siempre es de dimensión infinita,
estos espacios son los que actualmente conocemos como Espacios de Hilbert, dicho trabajo se
publicó en 1909. Estos conceptos sentaron las bases de la teoŕıa que hoy en d́ıa conocemos sobre
espacios de dimensión infinita, la cual se estudia en el análisis funcional.

En lo que corresponde a teoŕıa de categoŕıas, fue entre los años 1942 y 1945, cuando Saunders
Mac Lane (1909-2005) y Samuel Eilenberg (1913-1998), en conexión con la topoloǵıa algebraica,
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introdujeron esta nueva teoŕıa que empezó a expandirse entre los años 1960 y 1970, gracias a
Alexandre Grothendieck (1928-2014).

El concepto de categoŕıa ya se hab́ıa utilizado desde 1969, a partir de los trabajos de William
Lawvere, nacido en 1937
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con el objetivo de definir la lógica y la teoŕıa de conjuntos. Actualmente, la teoŕıa de categoŕıas,
puede ser considerada la base de las matemáticas. Sin embargo, no es muy utilizada por ser un
área relativamente nueva.



Introducción

En esta tesis, se presenta un estudio acerca de los funtores Hom y Tensor, dentro de la categoŕıa
de espacios vectoriales sobre un campo dado. En esta categoŕıa, los objetos son, valga la redun-
dancia, los espacios vectoriales y las flechas o morfismos, son las transformaciones lineales entre los
mismos cuya composición es la usual para funciones. A diferencia del enfoque que tradicionalmente
se le da a los objetos antes mencionados, aqúı se hace desde un punto de vista categórico, desde
luego que primero se construyen los objetos Hom(V,W ) y V ⊗W y posteriormente se definen las
asignaciones de la categoŕıa VecF (es como nosotros denotamos a la categoŕıa de espacios vec-
toriales sobre el campo F ) en śı misma, definiéndolas tanto para objetos como para morfismos.
Usando esto, se deducen algunas propiedades ya conocidas de estos, pero aplicando los funtores
antes mencionados.
Esta tesis está conformada por tres caṕıtulos y dos apéndices, a continuación se ofrece un pano-
rama general de como está constituido cada uno de éstos. En lo que respecta a caṕıtulos, está
estructurada de la siguiente manera:

En el Caṕıtulo 1, se abordan los conceptos básicos de álgebra lineal que serán fundamentales
durante todo el desarrollo de la tesis. Se da la definición de espacio vectorial sobre un campo
F y algunos ejemplos, se exponen resultados sobre bases y dimensión generalizados para
espacios de cualquier dimensión con el objetivo de que nos funcionen tanto para el caso
de dimensión finita como el de dimensión infinita. Se da a conocer el concepto de suma
directa de dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial dado, aśı como algunos ejemplos
y equivalencias a esta definición. También, se muestra lo más importante respecto a las
transformaciones lineales; dentro de lo que destaca es: una propiedad universal para las
bases, equivalencias a las definiciones de monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo y su
relación con la dimensión de los espacios. En ese apartado, se ofrece una generalización de los
conceptos de representación en cordenadas aśı como del isomorfismo entre las matrices y el
espacio de las transformaciones lineales, donde se deja abierta una pregunta de investigación
acerca de la utilidad de representar a las transformaciones lineales como un tipo de matrices.

En el Caṕıtulo 2, se expone el espacio vectorial cociente, mismo que se construye a partir
de un subespacio de un espacio vectorial dado. Sobre esto, se muestran propiedades de este
espacio tales como su dimensión, además de tres teoremas de isomorfismo y uno de correspon-
dencia que involucran fuertemente a este espacio. Posteriormente, se exponen los conceptos
de suma y producto directo de familias arbitrarias de espacios vectoriales, donde se resaltan
sus propiedades universales aśı como una relación entre suma directa interna y suma directa
externa, además de caracterizar a las bases de nuestros espacios vectoriales mediante sumas
directas internas.

En el Caṕıtulo 3, a nuestro juicio, el más importante de la tesis, se abordan primero los con-
ceptos más importantes sobre los funtores en espacios vectoriales. Posteriormente, se exponen
los funtores Hom, uno covariante y otro contravariante. Se exhiben algunos isomorfismos na-
turales que se deducen a partir de la construcción de estos funtores, además, se explica su
comportamiento respecto a sumas y productos directos de espacios vectoriales. Se muestran

ix
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a los funtores dual y bidual como casos particulares de los funtores Hom. Con respecto al
funtor bidual, se hace notar un monomorfismo natural entre un espacio y su bidual; se hace
énfasis de que en el caso finito-dimensional, este monomorfismo se convierte en isomorfismo
natural.
Respecto a Tensor, primero se explican los conceptos más relevantes sobre funciones bilinea-
les. Después se construye una categoŕıa, cuya clase de objetos está formada por funciones
bilineales que tienen como dominio al producto cartesiano de dos espacios vectoriales fijados
previamente, precisamente esta categoŕıa nos motiva a definir el producto tensorial de dos
espacios vectoriales. Después de construir el producto tensorial, se define la asignación del
funtor Tensor, primero en la categoŕıa producto y posteriormente, fijando uno de los objetos,
se definen dos funtores covariantes y aditivos en la categoŕıa normal. Una vez hecho esto, se
dan a conocer propiedades del producto tensorial, tales como conmutatividad, asociatividad,
entre otras. Finalmente, mostramos la adjunción entre los funtores Hom y Tensor, hecho que
nos permite deducir propiedades interesantes sin mayor dificultad.

Los apéndices están constituidos de la siguiente manera:

En el Apéndice A, se muestran los axiomas básicos de la teoŕıa de conjuntos, algunas defini-
ciones y propiedades básicas de funciones y finalmente, propiedades de la aritmética cardinal
que se usan para establecer resultados con respecto a la dimensión de los espacios, principal-
mente para el caso infinito-dimensional.

En el Apéndice B, se exponen los conceptos básicos sobre categoŕıas, tales como su definición,
ejemplos, tipos de objetos, tipos de morfismos, funtores, transformaciones naturales y funtores
adjuntos. Estos conceptos se utilizan principalmente en los resultados expuestos en el Caṕıtulo
3 de esta tesis.



Caṕıtulo 1

Preeliminares

En este caṕıtulo se presentarán los conceptos fundamentales del Álgebra Lineal, en los que
abarcaremos los temas de espacios vectoriales, subespacios, dependencia e independencia lineal,
bases, dimensión y transformaciones lineales.

Es importante comentar que los conceptos de base y dimensión se abordarán de manera general
con el fin de que funcionen para espacios tanto de dimensión finita como infinita y se expondrán
ejemplos y propiedades de ambos casos.
Para efectos de este trabajo consideraremos los números naturales como N = {0, 1, 2, . . .}. De
manera conjuntista se considerará a los numeros naturales como 0 = ∅ y n = {0, 1, 2, . . . , n− 1} si
n > 0. Esto se utilizará principalmente para cuestiones relacionadas con cardinalidad de conjuntos;
para fines operacionales se considerarán como normalmente los conocemos, con las operaciones
usuales y sus respectivas propiedades.

1.1. Espacios vectoriales

1.1.1. Definición y ejemplos

Definición 1.1.1 (Espacio vectorial). Sea F un campo y V un conjunto no vaćıo. Un espacio
vectorial es una quinteta (V,+, 0, F, · : F × V → V ) que cumple lo siguiente:

1) (V,+, 0) es un grupo abeliano.

2) · : F × V → V satisface:

a) Para cada v ∈ V , 1 · v = v.

b) Para cada c, d ∈ F , v ∈ V , (cd) · v = c · (d · v).
c) Para cada c, d ∈ F , v ∈ V , (c+ d) · v = c · v + d · v.
d) Para cada c ∈ F , v, w ∈ V , c · (v + w) = c · v + c · w.

Los elementos de V se llaman vectores, los de F , escalares; siempre que sea claro como se
definieron las operaciones se escribirá FV en lugar de toda la quinteta ordenada, es decir, FV se
lee: V es un espacio vectorial sobre el campo F . Siempre que no haya lugar a confusión con el
campo de escalares, denotaremos al espacio vectorial simplemente como V . Además, siempre que
no sea necesario, no se escribirá el punto para denotar el producto por escalar, es decir, c · v = cv,
para c ∈ F, v ∈ V .

Ejemplo 1.1.1. Consideremos F un campo y X un conjunto no vaćıo. Definimos

FX = {f : X → F | f es función}

1



Preeliminares
1.1 Espacios vectoriales

y la suma en FX de la siguiente manera:

+ : FX × FX → FX

(f, g) 7→ f + g

donde f + g : X → F se define como (f + g)(x) = f(x) + g(x), para cada x ∈ X. Definamos la
función 0 : X → F , como 0(x) = 0, para cada x ∈ X. Veamos que

(
FX ,+, 0

)
es un grupo abeliano:

1) Sean f, g, h ∈ FX , entonces, para x ∈ X tenemos lo siguiente:

(f + (g + h))(x) = f(x) + (g + h)(x)
= f(x) + (g(x) + h(x))
= (f(x) + g(x)) + h(x)
= (f + g)(x) + h(x)
= ((f + g) + h)(x)

es decir, f + (g + h) = (f + g) + h, con lo cual establecemos la asociatividad.

2) Sean f, g ∈ FX , entonces, para x ∈ X se tienen las siguientes igualdades:

(f + g)(x) = f(x) + g(x)
= g(x) + f(x)
= (g + f)(x)

de ah́ı que f + g = g + f .

3) Sea f ∈ FX , entonces para x ∈ X tenemos lo siguiente:

(f + 0)(x) = f(x) + 0(x)
= f(x) + 0
= f(x)

por consiguiente, f + 0 = f = 0 + f , por lo que 0 es el neutro aditivo en FX .

4) Sea f ∈ FX , definamos −f : X → F como (−f)(x) = −f(x), para cada x ∈ X, entonces
se cumplen las siguientes igualdades:

(f + (−f))(x) = f(x) + (−f)(x)
= f(x) + (−f(x))
= 0
= 0(x)

aśı, −f es el inverso aditivo de f , para cada f ∈ FX .

Por lo tanto,
(
FX ,+, 0

)
es un grupo abeliano.

Ahora, definamos el producto por escalar de la siguiente manera:

· : F × FX → FX

(c, f) 7→ cf

Donde cf : X → F se define por (cf)(x) = cf(x), para cada x ∈ X. Vamos a mostrar que este
producto satisface las cuatro propiedades para el producto por escalar de la definición de espacio
vectorial:

a) Sea f ∈ FX , si x ∈ X, entonces (1f)(x) = 1f(x) = f(x), pues 1 es el neutro multiplicativo
en el campo F , de ah́ı que 1f = f .
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b) Sean c, d ∈ F , f ∈ FX , entonces, para x ∈ X, ((cd)f)(x) = (cd)f(x) = c(df(x)) = c(df)(x).
Por consiguiente, (cd)f = c(df).

c) Sean c, d ∈ F , f ∈ FX , entonces para x ∈ X, ((c+d)f)(x) = (c+d)f(x) = cf(x)+df(x) =
(cf)(x) + (df)(x), aśı que (c+ d)f = cf + df .

d) Sea c ∈ F , f, g ∈ FX , entonces para x ∈ X, (c(f + g))(x) = c(f + g)(x) = c(f(x)+ g(x)) =
cf(x) + cg(x) = (cf)(x) + (cg)(x), de ah́ı que c(f + g) = cf + cg.

Aśı las cosas, hemos probado que (FX ,+, 0, F, · : F × FX → FX) es un espacio vectorial.

Ejemplo 1.1.2. Consideremos un conjunto no vaćıo X, FV un espacio vectorial y formemos el
conjunto V X = {f : X → V | f es función}. Definamos la suma en V X de la siguiente manera:

+ : V X × V X → V X

(f, g) 7→ f + g

donde f + g : X → V está dada por (f + g)(x) = f(x) + g(x), para cada x ∈ X. Definamos la
función 0 : X → V , como 0(x) = 0, para cada x ∈ X. Es claro que 0 ∈ V X . Veamos que

(
V X ,+, 0

)
es un grupo abeliano:

1) (Asociatividad): Sean f, g, h ∈ V X , x ∈ X, entonces:

(f + (g + h))(x) = f(x) + (g + h)(x)
= f(x) + (g(x) + h(x))
= (f(x) + g(x)) + h(x)
= (f + g)(x) + h(x)
= ((f + g) + h)(x).

De ah́ı que f + (g + h) = (f + g) + h.

2) (Conmutatividad): Sean f, g ∈ V X , luego, tenemos la siguiente cadena de igualdades:

(f + g)(x) = f(x) + g(x)
= g(x) + f(x).

Por consiguiente, se sigue que f + g = g + f .

3) (Elemento neutro): Sea f ∈ V X , entonces tenemos lo siguiente:

(f + 0)(x) = f(x) + 0(x)
= f(x) + 0
= f(x).

Es importante comentar que como en el punto anterior ya probamos la conmutatividad,
es suficiente probar esta propiedad en un solo orden de efectuar la operación, por tanto,
f + 0 = f = 0 + f .

4) (Elemento inverso): Sea f ∈ V X , definamos −f : X → V , como (−f)(x) = −f(x), para
cada x ∈ X. Es claro que −f ∈ V X , ahora:

(f + (−f))(x) = f(x) + (−f)(x)
= f(x) + (−f(x))
= 0
= 0(x).

Al igual que en el caso anterior, por la conmutatividad es sufiente verificar la igualdad en
un solo orden de efectuar la operación, en consecuencia, f + (−f) = 0 = (−f) + f .
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Con todo lo anterior, hemos probado que
(
V X ,+, 0

)
es un grupo abeliano.

Ahora, vamos a definir el producto por escalares como

· : F × V X → V X

(a, f) 7→ af

donde af : X → V está dada por (af)(x) = af(x), para cada x ∈ X. Vamos a ver que este producto
satisface las propiedades del producto por escalar de la definición de espacio vectorial, en efecto:

a) Sea f ∈ V X , si x ∈ X, entonces (1f)(x) = 1f(x) = f(x), ya que 1 es el elemento neutro
en F y f(x) ∈ V , el cual es un espacio vectorial sobre F .

b) Sean c, d ∈ F , f ∈ V X , entonces, para x ∈ X, ((cd)f)(x) = (cd)f(x) = c(df(x)) = c(df)(x).
Por consiguiente, (cd)f = c(df).

c) Sean c, d ∈ F , f ∈ V X , entonces para x ∈ X, ((c+d)f)(x) = (c+d)f(x) = cf(x)+df(x) =
(cf)(x) + (df)(x), aśı que (c+ d)f = cf + df .

d) Sea c ∈ F , f, g ∈ V X , entonces para x ∈ X, (c(f + g))(x) = c(f + g)(x) = c(f(x)+ g(x)) =
cf(x) + cg(x) = (cf)(x) + (cg)(x), de ah́ı que c(f + g) = cf + cg.

Por lo tanto,
(
V X ,+, 0, F, · : F × V X → V X

)
es un espacio vectorial.

Teorema 1.1.1. Sea FV un espacio vectorial. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

1) Para cada x ∈ V , 0F ·x = 0V , donde 0F es el neutro aditivo en F y 0V es el neutro aditivo
en V .

2) Para cada a ∈ F , a · 0V = 0V .

3) Para cada x ∈ V , (−1)x = −x.

4) Para cada a ∈ F , x ∈ V , ax = 0V si y solo si a = 0F ó x = 0V .

1.1.2. Subespacios vectoriales

Definición 1.1.2 (Subespacio vectorial). Sea (V,+, 0, F, · : F × V → V ) un espacio vectorial y
W ⊆ V . Decimos que W es un subespacio vectorial de V , o simplemente que W es un subespa-
cio de V , si

(
W,+|W×W , 0, F, ·|F×W : F ×W → V

)
es un espacio vectorial. Cuando esto suceda,

escribiremos W ≤ V .

Teorema 1.1.2 (Caracterización de los subespacios). Sea FV un espacio vectorial y W ⊆ V . Las
siguientes afirmaciones son equivalentes para W :

1) W ≤ V .

2) W satisface las siguientes condiciones:

a) w1, w2 ∈W , implica que w1 + w2 ∈W .

b) 0 ∈W .

c) a ∈ F,w ∈W , implica que aw ∈W .

Ejemplo 1.1.3. Si FV es un espacio vectorial, {0} y V son subespacios de V , donde 0 es el
elemento neutro en V . {0} es llamado el subespacio trivial de V .

Definición 1.1.3. Sea F un campo, X un conjunto y f : X → F una función. Definimos el
soporte de f de la siguiente manera:

sop(f) = {x ∈ X | f(x) ̸= 0}.

4



Preeliminares
1.1 Espacios vectoriales

Notación 1.1.1. Para indicar que un conjunto A es finito, escribiremos |A| <∞.

Ejemplo 1.1.4. Consideremos F un campo y X un conjunto, sabemos que FF
X es un espacio

vectorial. Consideremos el siguiente subconjunto de FX :

F (X) = {f ∈ FX | |sop(f)| <∞}.

Veamos que F (X) ≤ FX :

a) Sean f, g ∈ F (X), luego |sop(f)|, |sop(g)| < ∞, veamos que sop(f + g) ⊆ sop(f) ∪ sop(g),
en efecto, sea x ∈ sop(f + g), entonces (f + g)(x) ̸= 0, esto es f(x) + g(x) ̸= 0, por lo que
f(x) ̸= 0 ó g(x) ̸= 0, aśı que x ∈ sop(f) ó x ∈ sop(g), es decir, x ∈ sop(f)∪ sop(g). Por lo
tanto, sop(f + g) ⊆ sop(f) ∪ sop(g), entonces |sop(f + g)| ≤ |sop(f) ∪ sop(g)| y dado que
sop(f) y sop(g) son finitos se tiene que sop(f) ∪ sop(g) es finito, lo cual nos obliga a que
sop(f + g) sea finito. Por lo tanto f + g ∈ F (X).

b) Sabemos que 0 : X → F definida por 0(x) = 0, para cada x ∈ X, es el elemento neutro en
FX , además sop(0) = ∅, por lo que sop(0) es finito, aśı que 0 ∈ F (X).

c) Sea a ∈ F , f ∈ F (X), entonces para x /∈ sop(f) se tiene que f(x) = 0 y por tanto af(x) = 0,
es decir, (af)(x) = 0, para x /∈ sop(f), además, si a = 0, entonces af = 0. Finalmente,
si a ̸= 0, entonces sop(af) = sop(f), pues para cada x ∈ sop(f), af(x) ̸= 0, es decir,
(af)(x) ̸= 0, por lo que sop(af) es finito, en consecuencia af ∈ F (X).

Por lo tanto, F (X) ≤ FX .

Ejemplo 1.1.5. Si FV es un espacio vectorial, X un conjunto no vaćıo y definimos el conjunto

V (X) = {f ∈ V X | |sop(f)| <∞}.

Haciendo un razonamiento similar al del ejemplo anterior se tiene que V (X) ≤ V X .

1.1.3. Subespacios generados

Teorema 1.1.3. Sea FV un espacio vectorial, {Wα}α∈I una familia de subespacios de V , entonces⋂
α∈IWα ≤ V .

Demostración. Vamos a probar las tres condiciones que de acuerdo al Teorema 1.1.2 es suficiente
verificar:

a) Supongamos que w1, w2 ∈
⋂
α∈IWα, entonces w1, w2 ∈ Wα, para cada α ∈ I, como Wα ≤

V , para cada α ∈ I, entonces w1 + w2 ∈ Wα, para cada α ∈ I. Por lo tanto, w1 + w2 ∈⋂
α∈IWα.

b) Como Wα ≤ V , para cada α ∈ I, entonces 0 ∈Wα, para cada α ∈ I, esto es, 0 ∈
⋂
α∈IWα.

c) Supongamos que a ∈ F y w ∈
⋂
α∈IWα, entonces w ∈Wα, para cada α ∈ I, comoWα ≤ V ,

para cada α ∈ I, entonces aw ∈Wα, para cada α ∈ I, es decir, aw ∈
⋂
α∈IWα.

Por lo tanto,
⋂
α∈IWα ≤ V .

Corolario 1.1.1. Sea FV un espacio vectorial y X ⊆ V . Entonces existe un subespacio más
pequeño de V que contiene a X.

Demostración. Consideremos la familia de subespacios:

F = {W ≤ V | X ⊆W} .

Es claro que F ≠ ∅, ya que V ∈ F . Por el Teorema 1.1.3, se tiene que
⋂

F ≤ V . Además, como
X ⊆ W , para cada W ∈ F , entonces, X ⊆

⋂
F y

⋂
F ≤ V . Ahora, si H ≤ V y X ⊆ H, entonces

H ∈ F , en consecuencia,
⋂
F ⊆ H, más aún, como

⋂
F , H ≤ V , entonces

⋂
F ≤ H.

5



Preeliminares
1.1 Espacios vectoriales

Definición 1.1.4 (Subespacio generado). Sea FV un espacio vectorial y X ⊆ V . Al subespacio
más pequeño de V que contiene a X se le llama el subespacio generado por X y se denota como
⟨X⟩. Es decir:

⟨X⟩ =
⋂

{W ≤ V | X ⊆W} .

Observación 1.1.1. Sea FV un espacio vectorial y W ⊆ V . Entonces, W ≤ V si y solo si
W = ⟨W ⟩.

Ejemplo 1.1.6. Si FV es un espacio vectorial, entonces ⟨∅⟩ = {0}, donde 0 es el elemento neutro
en V .

Proposición 1.1.1. Sea FV un espacio vectorial, X,Y ⊆ V . Si X ⊆ Y , entonces ⟨X⟩ ⊆ ⟨Y ⟩.

Demostración. Por hipótesis X ⊆ Y y por definición, sabemos que Y ⊆ ⟨Y ⟩, entonces X ⊆ ⟨Y ⟩,
aśı, ⟨Y ⟩ es un subespacio de V que contiene a X, entonces ⟨X⟩ ⊆ ⟨Y ⟩. Más aún, ⟨X⟩ ≤ ⟨Y ⟩, ya
que ⟨X⟩, ⟨Y ⟩ ≤ V .

En el siguiente teorema, presentaremos una forma sencilla de obtener el subespacio generado
por un subconjunto no vaćıo de un espacio vectorial, pues salvo en casos excepcionales, hacerlo
directamente por la definición no es factible para fines prácticos.

Teorema 1.1.4. Sea FV un espacio vectorial y X ⊆ V , X ̸= ∅. Entonces:

⟨X⟩ =

{
n∑
i=1

aixi | n ∈ N \ {0}, xi ∈ X, ai ∈ F, i ∈ {1, . . . , n}

}
.

Demostración. Denotemos

C(X) =

{
n∑
i=1

aixi | n ∈ N \ {0}, xi ∈ X, ai ∈ F, i ∈ {1, . . . , n}

}
.

Vamos a probar que C(X) es un subespacio vectorial de V que contiene a X:

a) Sean x, y ∈ C(X), entonces x =
∑n
i=1 aixi, y =

∑m
j=1 bjyj , con m,n ∈ N \ {0}, xi, yj ∈ X,

ai, bj ∈ F , i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,m}, luego x+ y =
∑n
i=1 aixi +

∑m
j=1 bjyj , por lo que

x+ y ∈ C(X), pues es una combinación lineal finita de elementos de X.

b) Como X ̸= ∅, existe x ∈ V tal que x ∈ X, luego 0 = 0 · x, con 0 ∈ F , en consecuencia
0 ∈ C(X).

c) Sean α ∈ F , x ∈ C(X), entonces x =
∑n
i=1 aixi, con n ∈ N \ {0}, xi ∈ X, ai ∈ F , i ∈

{1, . . . , n}, aśı αx = α
∑n
i=1 aixi =

∑n
i=1 α(aixi) =

∑n
i=1(αai)xi, de ah́ı que αx ∈ C(X).

Por lo tanto C(X) ≤ V , ahora, si x ∈ X, entonces x = 1 · x, donde 1 ∈ F , aśı que x ∈ C(X), por
lo tanto, X ⊆ C(X). Aśı las cosas, hemos probado que C(X) ≤ V y X ⊆ C(X), pero ⟨X⟩ es el
subespacio de V más pequeño que contiene a X, entonces ⟨X⟩ ≤ C(X). Ahora vamos a probar que
C(X) ≤ ⟨X⟩, ya sabemos que ambos son subespacios de V , aśı que basta probar que C(X) ⊆ ⟨X⟩,
sea x ∈ C(X), entonces x =

∑n
i=1 aixi, con n ∈ N \ {0}, xi ∈ X, ai ∈ F , i ∈ {1, . . . , n}. Como

xi ∈ X, para cada i ∈ {1, . . . , n} y X ⊆ ⟨X⟩, entonces xi ∈ ⟨X⟩, para cada i ∈ {1, . . . , n}, pero
⟨X⟩ ≤ V , aśı que

∑n
i=1 aixi ∈ ⟨X⟩, es decir, x ∈ ⟨X⟩. Por lo tanto, C(X) ≤ ⟨X⟩ y en consecuencia

⟨X⟩ = C(X).

Corolario 1.1.2. Sea FV un espacio vectorial, X ⊆ V . Entonces:

⟨X⟩ =
⋃
Y⊆X
Y finito

⟨Y ⟩.
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Demostración. Veamos la primera contención, es decir, veamos que ⟨X⟩ ⊆
⋃
Y⊆X
Y finito

⟨Y ⟩. Si X = ∅,

dado que ⟨∅⟩ = {0} por el Ejemplo 1.1.6, el resultado es inmediato. A partir de este momento

podemos suponer que X ̸= ∅. Sea v ∈ ⟨X⟩, entonces v =

n∑
i=1

aixi, con n ∈ N \ {0}, xi ∈ X, ai ∈

F, i ∈ {1, . . . , n}, luego v ∈ ⟨{x1, . . . , xn}⟩ y {x1, . . . , xn} es finito, por consiguiente, v ∈
⋃
Y⊆X
Y finito

⟨Y ⟩.

Por lo tanto, ⟨X⟩ ⊆
⋃
Y⊆X
Y finito

⟨Y ⟩. Ahora, si Y ⊆ X, entonces ⟨Y ⟩ ⊆ ⟨X⟩, en particular cuando Y es

finito, por lo tanto,
⋃
Y⊆X
Y finito

⟨Y ⟩ ⊆ ⟨X⟩. De ambas contenciones se tiene la igualdad deseada.

1.1.4. Suma de subespacios

Definición 1.1.5. Sea FV un espacio vectorial, W1,W2 ≤ V . La suma de W1 y W2 se define de
la siguiente manera:

W1 +W2 = ⟨W1 ∪W2⟩.

Teorema 1.1.5. Sea FV un espacio vectorial, W1,W2 ≤ V . Entonces:

W1 +W2 = {w1 + w2 | w1 ∈W1, w2 ∈W2} .

Demostración. Denotemos S = {w1 + w2 | w1 ∈W1, w2 ∈W2}. Veamos que S ≤ V :

a) Sean x, y ∈ S, entonces x = w1
1 +w

1
2, y = w2

1 +w
2
2, con w

1
1, w

2
1 ∈W1, w

1
2, w

2
2 ∈W2, entonces

x+ y = (w1
1 +w1

2) + (w2
1 +w2

2) = (w1
1 +w2

1) + (w1
2 +w2

2), pero como W1,W2 ≤ V , entonces
w1

1 + w2
1 ∈W1, w

1
2 + w2

2 ∈W2, por lo tanto x+ y ∈ S.

b) 0 = 0 + 0, con 0 ∈W1, 0 ∈W2, por lo que 0 ∈ S.

c) Sea α ∈ F , x ∈ S, entonces x = w1 + w2, con w1 ∈ W1, w2 ∈ W2, aśı αx = α(w1 + w2) =
αw1 + αw2, pero W1,W2 ≤ V , entonces αw1 ∈W1, αw2 ∈W2, en consecuencia αx ∈ S.

Por lo tanto S ≤ V . Ahora veamos que W1∪W2 ⊆ S, en efecto, sea x ∈W1∪W2, entonces x ∈W1

ó x ∈ W2, si x ∈ W1, entonces x = x+ 0, con x ∈ W1, 0 ∈ W2, por consiguiente x ∈ S; si x ∈ W2,
entonces x = 0 + x, con 0 ∈ W1, x ∈ W2, por consiguiente x ∈ S. Por lo tanto W1 ∪W2 ⊆ S. Aśı
las cosas, hemos mostrado que S ≤ V y W1 ∪W2 ⊆ S, pero W1 +W2 es el subespacio de V más
pequeño que contiene a W1 ∪W2, entonces W1 +W2 ≤ S.
Ahora mostremos que S ≤ W1 + W2, en efecto, sea x ∈ S, entonces x = w1 + w2, con w1 ∈
W1, w2 ∈ W2, pero W1,W2 ⊆ W1 ∪W2, entonces w1, w2 ∈ W1 ∪W2, pero W1 ∪W2 ⊆ W1 +W2,
aśı w1, w2 ∈W1 +W2, como W1 +W2 ≤ V , entonces w1 +w2 ∈W1 +W2, es decir, x ∈W1 +W2.
Por lo tanto, S ≤W1 +W2 y consecuentemente, W1 +W2 = S.

La definición para dos subespacios la podemos generalizar a cualquier familia de subespacios,
lo cual lo hacemos en la siguiente definición.

Definición 1.1.6. Sea FV un espacio vectorial y {Wi}i∈I una familia de subespacios de V . Defi-
nimos la suma de la familia {Wi}i∈I , de la siguiente manera:

∑
i∈I

Wi =

〈⋃
i∈I

Wi

〉
.

7



Preeliminares
1.1 Espacios vectoriales

Teorema 1.1.6. Sea FV un espacio vectorial y {Wi}i∈I una familia de subespacios de V . Entonces,∑
i∈IWi es el subespacio de V más pequeño que contiene a cada Wi.

Demostración. Notemos que para cada j ∈ I, Wj ⊆
⋃
i∈IWi ⊆

∑
i∈IWi, por transitividad Wj ⊆∑

i∈IWi, para cada j ∈ I. Ahora, supongamos que Z ≤ V es tal que Wj ⊆ Z, para cada j ∈ I,
entonces

⋃
i∈IWi ⊆ Z, pero

∑
i∈IWi es el subespacio de V más pequeño que contiene a

⋃
i∈IWi,

entonces
∑
i∈IWi ≤ Z.

Teorema 1.1.7. Si FV es un espacio vectorial y {Wi}i∈I es una familia de subespacios de V ,
entonces ∑

i∈I
Wi =

∑
j∈J

wj | J ⊆ I, |J | <∞, wj ∈Wj para cada j ∈ J

 .

Proposición 1.1.2. Sea FV un espacio vectorial, X,Y ⊆ V . Entonces:

⟨X ∪ Y ⟩ = ⟨X⟩+ ⟨Y ⟩ = ⟨⟨X⟩ ∪ ⟨Y ⟩⟩ .

Demostración. Por definición, ⟨X⟩+⟨Y ⟩ = ⟨⟨X⟩ ∪ ⟨Y ⟩⟩. Ahora, sabemos que X ⊆ ⟨X⟩ y Y ⊆ ⟨Y ⟩,
entonces X ∪ Y ⊆ ⟨X⟩ ∪ ⟨Y ⟩, por la Proposición 1.1.1, ⟨X ∪ Y ⟩ ⊆ ⟨⟨X⟩ ∪ ⟨Y ⟩⟩. Por otro lado,
X ⊆ X∪Y y Y ⊆ X∪Y , entonces ⟨X⟩ ⊆ ⟨X∪Y ⟩ y ⟨Y ⟩ ⊆ ⟨X∪Y ⟩, aśı que ⟨⟨X⟩ ∪ ⟨Y ⟩⟩ ⊆ ⟨X∪Y ⟩.
Por lo tanto, ⟨X ∪ Y ⟩ = ⟨X⟩+ ⟨Y ⟩ = ⟨⟨X⟩ ∪ ⟨Y ⟩⟩.

Teorema 1.1.8 (Ley Modular). Sea FV un espacio vectorial, X,Y, Z subespacios de V tales que
X ≤ Y . Entonces:

Y ∩ (X + Z) = X + (Y ∩ Z).

Demostración. Veamos la primera contención, es decir, veamos que Y ∩ (X + Z) ⊆ X + (Y ∩ Z),
sea v ∈ Y ∩ (X + Z), entonces v ∈ Y y v ∈ X + Z, luego v = x + z, con x ∈ X, z ∈ Z.
Es suficiente ver que z ∈ Y ∩ Z, pero ya tenemos que z ∈ Z, ahora, como z = v − x, donde
v ∈ Y , x ∈ X, X ≤ Y y Y ≤ V , tenemos que z ∈ Y . Aśı las cosas, tenemos que z ∈ Y ∩ Z,
entonces v = x + z, con x ∈ X, z ∈ Y ∩ Z, por consiguiente v ∈ X + (Y ∩ Z). Por lo tanto,
Y ∩ (X + Z) ⊆ X + (Y ∩ Z). Ahora vamos a ver que X + (Y ∩ Z) ⊆ Y ∩ (X + Z). Sabemos que
X,Y ∩ Z ⊆ Y , entonces X ∪ (Y ∩ Z) ⊆ Y , por consiguiente, ⟨X ∪ (Y ∩ Z)⟩ ⊆ ⟨Y ⟩ = Y , ya que
Y ≤ V , es decir, X + (Y ∩ Z) ⊆ Y . Por otro lado, X ⊆ X + Z y Y ∩ Z ⊆ Z ⊆ X + Z, por lo
que X ∪ (Y ∩ Z) ⊆ X + Z, entonces ⟨X ∪ (Y ∩ Z)⟩ ⊆ ⟨X + Z⟩ = X + Z, ya que X + Z ≤ V ,
pero por definición, ⟨X ∪ (Y ∩ Z)⟩ = X + (Y ∩ Z), entonces X + (Y ∩ Z) ⊆ X + Z. Como
X + (Y ∩ Z) ⊆ Y y X + (Y ∩ Z) ⊆ X + Z, entonces X + (Y ∩ Z) ⊆ Y ∩ (X + Z). Nótese que
para probar esta contención no necesitamos usar que X ≤ Y . De ambas contenciones, tenemos que
Y ∩ (X + Z) = X + (Y ∩ Z).

1.1.5. Dependencia e independencia lineal

Definición 1.1.7 (Dependencia e independencia lineal). Sea FV un espacio vectorial, S ⊆ V .
Decimos que S es linealmente dependiente, lo cual se abrevia como l.d, si existe x ∈ S tal que
x ∈ ⟨S\{x}⟩. Cuando S no es linealmente dependiente, se dice que es linealmente independiente
y se abrevia como l.i.

Ejemplo 1.1.7. Si FV es un espacio vectorial, {0} es l.d, donde 0 es el elemento neutro en V .
En efecto, por el Ejemplo 1.1.6, {0} = ⟨∅⟩. Aśı, tenemos que 0 ∈ ⟨∅⟩ = ⟨{0} \ {0}⟩, por lo tanto,
{0} es l.d.

Ejemplo 1.1.8. Si FV es un espacio vectorial, ∅ es l.i en V.

Teorema 1.1.9 (Caracterización de conjuntos linealmente dependientes). Sea FV un espacio
vectorial, S ⊆ V . Son equivalentes las siguientes afirmaciones sobre S:
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1) S es l.d.

2) Existe x ∈ S tal que ⟨S⟩ = ⟨S \ {x}⟩.

3) Existe S′ ⊆ S, S′ finito tal que S′ es l.d.

4) Existe S′ ⊆ S, S′ = {y1, . . . , yn}, con n ∈ N \ {0} tal que
∑n
i=1 aiyi = 0, ai ∈ F y aj ̸= 0,

para algún j ∈ {1, . . . , n}.

Demostración. 1) ⇒ 2): Supongamos que S es l.d, luego existe x ∈ S tal que x ∈ ⟨S \ {x}⟩.
Veamos que ⟨S⟩ = ⟨S \ {x}⟩, en efecto, sabemos que S \ {x} ⊆ S, entonces ⟨S \ {x}⟩ ⊆ ⟨S⟩. Ahora,
{x} ⊆ ⟨S \ {x}⟩, además, S \ {x} ⊆ ⟨S \ {x}⟩, entonces S ⊆ ⟨S \ {x}⟩, por lo que ⟨S⟩ ⊆ ⟨S \ {x}⟩.
De ambas contenciones tenemos que ⟨S⟩ = ⟨S \ {x}⟩.
2) ⇒ 3): Supongamos que existe x ∈ S tal que ⟨S⟩ = ⟨S \ {x}⟩, entonces x ∈ ⟨S \ {x}⟩, luego,
x =

∑n
i=1 aixi, con n ∈ N \ {0}, xi ∈ X, xi ̸= x, ai ∈ F , i ∈ {1, . . . , n}. Consideremos S′ =

{x, x1, . . . , xn}, claramente S′ es finito, x ∈ S′ y x ∈ ⟨S′ \ {x}⟩, de ah́ı que S′ es finito y l.d.
3) ⇒ 4): Supongamos que existe S′ ⊆ S, S′ finito tal que S′ es l.d, luego S′ = {y1, . . . , yn},
para algún n ∈ N \ {0}, como S′ es l.d, existe yj ∈ ⟨{S′ \ {yj}⟩, para algún j ∈ {1, . . . , n}, luego
yj =

∑n
i=1,i̸=j aiyi, con ai ∈ F , yi ∈ S′, i ∈ {1, . . . , n}, entonces

∑n
i=1,i̸=j aiyi−yj = 0, aśı se tiene

que S′ es finito y es tal que
∑n
i=1 aiyi = 0, con aj = −1 ̸= 0.

4) ⇒ 1): Supongamos que existe S′ ⊆ S, S′ = {y1, . . . , yn}, con n ∈ N \ {0} tal que
∑n
i=1 aiyi = 0,

ai ∈ F y aj ̸= 0, para algún j ∈ {1, . . . , n}, luego yj =
∑n
i=1,i̸=j(−a

−1
j ai)yi, por lo que yj ∈

⟨S′ \ {yj}⟩, con yj ∈ S′, pero S′ ⊆ S, entonces yj ∈ S, además, S′ \ {yj} ⊆ S \ {yj}, por lo que
⟨S′ \ {yj}⟩ ≤ ⟨S \ {yj}⟩, en consecuencia yj ∈ ⟨S \ {yj}⟩, de ah́ı que S es l.d.

En el siguiente teorema vamos a probar una equivalencia de dependencia lineal para el caso
especial cuando el subconjunto es finito.

Teorema 1.1.10. Sea FV un espacio vectorial, S = {x1, . . . , xn} ⊆ V . Entonces S es l.d si y solo
si existe i ∈ {1, . . . , n} tal que xi ∈ ⟨{xj | j < i}⟩.

Demostración. ⇒) : Supongamos que S es l.d, luego existe l ∈ {1, . . . , n} tal que xl =∑n
j=1,j ̸=l ajxj , con aj ∈ F , xj ∈ S, j ∈ {1, . . . , n}, considermos i = mayor{j ∈ {1, . . . , n} | aj ̸= 0},

el cuál es claro que existe; ahora,
∑n
j=1,j ̸=l ajxj−xl = 0, note que l ∈ {j ∈ {1, . . . , n} | aj ̸= 0}, en-

tonces l ≤ i, aśı
∑n
j=1 ajxj = 0; esta suma la podemos separar como

∑i
j=1 ajxj+

∑n
j=i+1 ajxj = 0,

pero j > i implica que aj = 0 pues i = mayor{j ∈ {1, . . . , n} | aj ̸= 0}, entonces
∑i
j=1 ajxj = 0,

luego xi =
∑i−1
j=1(−a

−1
i aj)xj , de ah́ı que xi ∈ ⟨{xj | j < i}⟩.

⇐) : Supongamos que existe i ∈ {1, . . . , n} tal que xi ∈ ⟨{xj | j < i}⟩, pero ⟨{xj | j < i}⟩ ≤
⟨S \ {xi}⟩, aśı que xi ∈ ⟨S \ {xi}⟩ y por consiguiente S es l.d.

Proposición 1.1.3. Sea FV un espacio vectorial y x ∈ V . Entonces {x} es l.i si y solo si x ̸= 0.

Demostración. ⇒): Supongamos que {x} es l.i. Si x = 0, entonces x ∈ {0} = ⟨∅⟩ = ⟨{x} \ {x}⟩, es
decir, x ∈ ⟨{x} \ {x}⟩, aśı {x} seŕıa l.d lo cual es absurdo por hipótesis. Por lo tanto, x ̸= 0.
⇐): Supongamos que x ̸= 0, entonces para cada y ∈ {x}, y /∈ {0} = ⟨∅⟩ = ⟨{x} \ {x}⟩, por lo que
{x} es l.i.

Teorema 1.1.11. Sea FV un espacio vectorial y T ⊆ V . Si S ⊆ T y S es l.d entonces T es l.d.

Demostración. Supongamos que S ⊆ T y S es l.d, luego existe x ∈ S tal que x ∈ ⟨S \ {x}⟩. Ahora,
como S ⊆ T entonces S \ {x} ⊆ T \ {x}, entonces ⟨S \ {x}⟩ ≤ ⟨T \ {x}⟩, en consecuencia x ∈ T y
es tal que x ∈ ⟨T \ {x}⟩, de ah́ı que T es l.d.

Corolario 1.1.3. Sea FV un espacio vectorial y S ⊆ V . Si 0 ∈ S, entonces S es l.d.

Corolario 1.1.4. Sea FV un espacio vectorial, S ⊆ T ⊆ V . Si T es l.i entonces S es l.i.
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El siguiente teorema nos ofrece una caracterización de los conjuntos l.i.

Teorema 1.1.12 (Caracterización de los conjuntos linealmente independientes). Sea FV un es-
pacio vectorial y S ⊆ V . Las siguientes afirmaciones sobre S son equivalentes.

1) S es l.i.

2) Para cada x ∈ S, ⟨S \ {x}⟩ ⪇ ⟨S⟩.

3) Para cada S′ ⊆ S, |S′| <∞, S es l.i.

4) Para cada S′ ⊆ S, S′ = {x1, . . . , xn}, si
∑n
i=1 aixi = 0, con ai ∈ F , entonces ai = 0, para

cada i ∈ {1, . . . , n}.

Teorema 1.1.13. Sea FV un espacio vectorial, β un subconjunto l.i de V y x ∈ V . Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1) x /∈ ⟨β⟩.

2) β ∪ {x} es l.i.

Demostración. 1) ⇒ 2): Supongamos que x /∈ ⟨β⟩. Debemos mostrar que β∪{x} es l.i, supongamos
que

∑n
i=1 cixi + cn+1x = 0, con n ∈ N \ {0}, ci, cn+1 ∈ F , xi ∈ β, i ∈ {1, . . . , n}. Si cn+1 ̸= 0,

entonces x = −
∑n
i=1(c

−1
n+1ci)xi, de esta manera x ∈ ⟨β⟩, lo cual es absurdo por hipótesis, en

consecuencia cn+1 = 0. Luego,
∑n
i=1 cixi = 0 y como β es l.i, entonces ci = 0 para cada i ∈

{1, . . . , n}. Por lo tanto, ci = 0 para cada i ∈ {1, . . . , n + 1} y de esta manera establecemos que
β ∪ {x} es l.i.
2) ⇒ 1): Supongamos que β ∪ {x} es l.i. Si x ∈ ⟨β⟩, entonces β ∪ {x} es l.d, lo cual no es posible.
Por lo tanto, x /∈ ⟨β⟩.

1.2. Base y dimensión

1.2.1. Caracterización de las bases

Definición 1.2.1 (Conjunto generador). Sea FV un espacio vectorial y β ⊆ V . Decimos que β
genera a V si ⟨β⟩ = V . En tal caso tambien se dice que β es un conjunto generador de V .

Observación 1.2.1. Dado que V ≤ V y ⟨V ⟩ = V , entonces V es un conjunto generador de V ,
por lo que se concluye que todo espacio vectorial tiene conjuntos generadores.
De igual forma, dado que ∅ es l.i en cualquier espacio vectorial FV , se concluye que todo espacio
vectorial tiene conjuntos l.i.

Definición 1.2.2 (Base). Sea V un espacio vectorial sobre un campo F , β ⊆ V . Decimos que β
es una base para V si β es linealmente independiente y genera a V .

Notación 1.2.1. Para un espacio vectorial V sobre un campo F , denotamos:

I (V ) = {β ⊆ V | β es l.i} .
G (V ) = {β ⊆ V | β genera a V } .

Teorema 1.2.1 (Caracterización de Bases). Son equivalentes para β ⊆ V :

1) β es base de V .

2) β es un elemento máximo en I (V ).

3) β es un elemento mı́nimo en G (V ).
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4) Para cada x ∈ V , existe una única combinación lineal x =
∑n
i=1 cixi, con n ∈ N \ {0},

ci ∈ F , xi ∈ β, i ∈ {1, . . . , n}.

Demostración. 1) ⇒ 2): Supongamos que β es base de V . Claramente, β ∈ I (V ). Veamos que es
máximo, supongamos que β ⊊ β′, luego, existe x ∈ V tal que x ∈ β′ y x /∈ β, como ⟨β⟩ = V ,
entonces β ∪ {x} es l.d, ya que x ∈ V = ⟨β⟩ = ⟨(β ∪ {x}) \ {x}⟩, pero β ∪ {x} ⊆ β′, con β ∪ {x}
l.d, por consiguiente β′ es l.d, de ah́ı que β′ /∈ I(V ) y aśı queda establecida la maximalidad de β
en I (V ).
2) ⇒ 3): Supongamos que β es un elemento máximo en I(V ), luego β ∈ I(V ). Primero veamos
que V = ⟨β⟩, es claro que ⟨β⟩ ≤ V . Ahora, sea x ∈ V , entonces x ∈ β ó x /∈ β. Si x ∈ β, como
β ⊆ ⟨β⟩, trivialmente se tiene que x ∈ ⟨β⟩. Si x /∈ β, entonces β ⊊ β ∪ {x}, pero β es máximo
en I(V ), aśı que β ∪ {x} es l.d, luego existe una combinación lineal

∑n
i=1 aixi + an+1x = 0, con

ai ∈ F , xi ∈ β, con ai ̸= 0, para algún i ∈ {1, . . . , n + 1}, si an+1 = 0, entonces
∑n
i=1 aixi = 0,

con ai ̸= 0, para algún i ∈ {1, . . . , n}, pero esto es absurdo ya que β es l.i, de ah́ı que an+1 ̸= 0,
en consecuencia x =

∑n
i=1(−a

−1
n+1ai)xi, con lo que x ∈ ⟨β⟩. Por lo tanto, de cualquier manera

V ≤ ⟨β⟩, por consiguiente, V = ⟨β⟩, es decir, β ∈ G(V ).
Ahora, falta ver que β es mı́nimo en G(V ), en efecto sea β′ ⊊ β, luego existe x ∈ V tal que x ∈ β y
x /∈ β′, aśı β′∪{x} ⊆ β, como β es l.i, por el Corolario 1.1.4, tenemos que β′∪{x} es l.i, luego, por
el Teorema 1.1.12, para cada y ∈ β′∪{x}, tenemos que ⟨β′∪{x}\{y}⟩ ⪇ ⟨β′∪{x}⟩, en particular,
⟨β′ ∪ {x} \ {x}⟩ ⪇ ⟨β′ ∪ {x}⟩, es decir, ⟨β′⟩ ⪇ ⟨β′ ∪ {x}⟩, luego, como β′ ⊆ β′ ∪ {x} ⊆ β, entonces
⟨β′⟩ ⪇ ⟨β′ ∪ {x}⟩ ≤ ⟨β⟩ = V , con lo que ⟨β′⟩ ⪇ V , esto es β′ /∈ G(V ), con lo que se establece la
minimalidad de β en G(V ).
3) ⇒ 4): Sea x ∈ V , como V = ⟨β⟩, existe una combinación lineal para x de elementos de β, a
saber

x =

n∑
i=1

cixi (I)

con n ∈ N \ {0}, ci ∈ F , xi ∈ β, i ∈ {1, . . . , n}. Supongamos que hay otra combinación lineal
distinta para x de elementos de β, a saber

x =

m∑
j=1

djyj (II)

con m ∈ N \ {0}, 0 ̸= dj ∈ F , yj ∈ β, j ∈ {1, . . . ,m}. Restando miembro a miembro las ecuaciones
I y II, se tiene que 0 =

∑n
i=1 cixi −

∑m
j=1 djyj , con al menos uno de los coeficientes distintos de

cero, esto implica que γ = {x1, . . . , xn, y1, . . . , ym} es l.d, pero γ ⊆ β, en consecuencia β es l.d.
Luego, existe y ∈ β tal que ⟨β \ {y}⟩ = ⟨β⟩ = V , aśı, β \ {y} ∈ G(V ) con β \ {y} ⊊ β, lo que
contradice la minimalidad de β en G(V ). Por lo tanto, la representación de x como combinación
lineal finita de elementos de β es única.
4) ⇒ 1): Es inmediato.

1.2.2. Existencia de bases

Teorema 1.2.2 (Existencia de bases). Todo espacio vectorial tiene base.

Demostración. Sea FV un espacio vectorial. Recordemos que I (V ) = {β ⊆ V | β es l.i}, sabemos
que (I (V ) ,⊆) es un COPO, además I (V ) ̸= ∅, pues ∅ ∈ I (V ). Consideremos un conjunto I no
vaćıo y {Ai}i∈I una cadena en I (V ). Consideremos A =

⋃
i∈I Ai, luego A es una cota superior

para {Ai}i∈I , pues para cada i ∈ I, Ai ⊆ A. Ahora, veamos que A ∈ I (V ), es decir, hay que ver
que A es l.i, para esto, consideremos un subconjunto finito de A, a saber S = {x1, . . . , xm}, para
algún m ∈ N \ {0}, como A =

⋃
i∈I Ai, entonces, para cada j ∈ {1, . . . ,m}, existe ij ∈ I tal que

xj ∈ Aij . Como {Ai}i∈I es una cadena, entonces
{
Aij
}m
j=1

también lo es, por consiguiente existe

k ∈ {1, . . . ,m} tal que
⋃m
i=1Aij = Aik , como S ⊆

⋃m
i=1Aij = Aik , entonces S ⊆ Aik , pero por
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hipótesis Aik es l.i, por tanto S es l.i, ya que está contenido en un conjunto l.i. Aśı las cosas, hemos
probado que A es l.i, por lo tanto A ∈ I (V ), además A es cota superior para la cadena {Ai}i∈I ,
por el Lema de Zorn, I (V ) tiene un elemento máximo, digamos β, por el Teorema 1.2.1, β es base
de V .

Teorema 1.2.3. Todo subconjunto linealmente independiente en un espacio vectorial FV está
contenido en una base de V .

Demostración. Sea FV un espacio vectorial, X un subconjunto linealmente independiente de V .
Consideremos la siguiente familia de subconjuntos de V :

A = {Y ⊆ V | X ⊆ Y, Y ∈ I (V )} .

Por hipótesis, X ∈ A, aśı que A ≠ ∅, además, es claro que (A,⊆) es un COPO.
Sea I un conjunto no vaćıo, C = {Yi}i∈I una cadena de A y denotemos B =

⋃
i∈I Yi. Sabemos

que para cada i ∈ I, Yi ⊆ B, de ahi que B es una cota superior para C. Ahora, para cada i ∈ I,
X ⊆ Yi ⊆ B, entonces X ⊆ B y como C es una cadena, haciendo un razonamiento similar al del
Teorema 1.2.2, tenemos que B es l.i, en consecuencia, B ∈ A, aplicando el Lema de Zorn tenemos
que A tiene un elemento máximo, digamos M .
Por último, veamos que M es máximo en I (V ), en efecto, sea Z ∈ I (V ) tal que M ⊆ Z, luego
X ⊆ M ⊆ Z, con lo que X ⊆ Z con Z l.i, aśı Z ∈ A, pero M es máximo en A, entonces Z = M .
Por el Teorema 1.2.1 se tiene que M es base de V y es tal que X ⊆M .

Teorema 1.2.4. Todo subconjunto generador de un espacio vectorial FV contiene una base.

Demostración. Sea FV un espacio vectorial y γ un conjunto generador de V . Consideremos la
siguiente familia de subconjuntos de V :

A = {A ⊆ V | A es l.i yA ⊆ γ} .

Notemos que A ̸= ∅, ya que ∅ ∈ A. Además, (A,⊆) es un COPO. Sea I un conjunto no vaćıo,
C = {Ai}i∈I una cadena de A y consideremos B =

⋃
i∈I Ai. Sabemos que para cada i ∈ I, Ai ⊆ B,

además B ⊆ γ, más aún, con el mismo razonamiento usado en el Teorema 1.2.2 se establece que
B es l.i, con lo que B ∈ A. Hemos mostrado que toda cadena de A tiene una cota superior en A,
por el Lema de Zorn, A tiene un elemento máximo, digamos β, es decir, β es l.i y β ⊆ γ.
Para mostrar que β es una base de V , solo falta mostrar que V = ⟨β⟩, en efecto, sea x ∈ V , como
V = ⟨γ⟩, entonces x =

∑n
i=1 cixi, con n ∈ N \ {0}, ci ∈ F , xi ∈ γ, i ∈ {1, . . . , n}. Ahora, si existe

i ∈ {1, . . . , n} tal que xi /∈ ⟨β⟩, por el Teorema 1.1.13, β ∪ {xi} es l.i, además, xi /∈ β ya que
β ⊆ ⟨β⟩, luego β ⊊ β ∪ {xi}, β ∪ {xi} es l.i y β ∪ {xi} ⊆ γ, esto es, β ∪ {xi} ∈ A y β ⊊ β ∪ {xi},
pero esto contradice la maximalidad de β en A, en consecuencia para cada i ∈ {1, . . . , n} se tiene
que xi ∈ ⟨β⟩ y como ⟨β⟩ ≤ V , entonces x ∈ ⟨β⟩. Aśı las cosas, tenemos que β es base de V y
β ⊆ γ.

1.2.3. Dimensión

Aqúı, como en el caso de cualquier clase de conjuntos es importante introducir algún tipo de
medida, los espacios vectoriales no tienen por qué ser la excepción. En el caso de los espacios
vectoriales vamos a introducir el concepto de dimensión, el cuál definiremos como el número de
elementos de su base, pero para introducir esa definición es necesario mostrar que el concepto está
bien definido, sin importar si la cardinalidad de la base es finita o infinita, pues en el siguiente
ejemplo vamos a ver que un espacio vectorial puede tener bases diferentes.

Ejemplo 1.2.1. Consideremos el espacio vectorial RR2. Sabemos que β = {(1, 0), (0, 1)} es la base
canónica de R2, pero tambien β′ = {(1, 1), (5, 1)} es base de R2, pues para cualquier (x, y) ∈ R2,
la ecuación c1(1, 1) + c2(5, 1) = (x, y) tiene solución única.
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Notemos que pese a que β y β′ son diferentes, ambas tienen el mismo número de elementos. Resulta
que este hecho no es coincidencia, siempre se cumple que todas las bases tienen el mismo tamaño
sean finitas o infinitas, eso es lo que vamos a mostrar para que el concepto de dimensión quede
bien definido.

Notación 1.2.2. Si A, B son conjuntos y f : A→ B es una función inyectiva, podemos denotar
f : A↣ B. La notación antes mencionada indicará que la función es inyectiva, aún cuando no se
diga en palabras.

Notación 1.2.3. Si A, B son conjuntos con A ⊆ B, para denotar la función inclusión ι : A→ B,
definida por ι(a) = a, para cada a ∈ A, se escribirá simplemente A ↪→ B. Dicha notación se
referirá a la inclusión, aún cuando no se diga expĺıcitamente.

El siguiente teorema es precisamente el argumento que necesitamos para poder establecer el
concepto de dimensión de un espacio vectorial, en el cuál se establecerá que cualesquiera dos bases
de un espacio vectorial tienen el mismo tamaño, esto sin importar si tienen una cantidad finita o
infinita de elementos.

Teorema 1.2.5. Sea FV un espacio vectorial, A y B bases de V . Entonces |A| = |B|.

Demostración. Consideremos el siguiente conjunto:

Q =
{
(Ix, Fx) | Ix ⊆ A,Fx : Ix ↣ B, (B \ [Fx(Ix)])∪̊Ix es l.i en V

}
.

Es importante comentar que Q es una familia de parejas (Ix, Fx), donde Ix ⊆ A, Fx : Ix → B es
una función inyectiva. Se pide que B \ [Fx(Ix)] sea ajeno con Ix y su unión sea l.i en V . De manera
conjuntista, a B le quitamos la imagen de Ix bajo Fx y la reemplazamos por Ix.
Definamos la relación ≤ en Q de la siguiente manera:
(Ix, Fx) ≤ (Iy, Fy) si y solo si Ix ⊆ Iy y Fy|Ix = Fx, para cada (Ix, Fx), (Iy, Fy) ∈ Q. Veamos que
(Q,≤) es un COPO:
Reflexividad: Sea (Ix, Fx) ∈ Q, luego Ix ⊆ Ix y Fx|Ix = Fx, por lo que (Ix, Fx) ≤ (Ix, Fx)
Antisimetŕıa: Sean (Ix, Fx), (Iy, Fy) ∈ Q y supongamos que (Ix, Fx) ≤ (Iy, Fy) y (Iy, Fy) ≤
(Ix, Fx), luego Ix ⊆ Iy y Iy ⊆ Ix, entonces Ix = Iy. Además, Fy|Ix = Fx y Fx|Iy = Fy, entonces
Fx = Fx|Ix = Fx|Iy = Fy. Por lo tanto Ix = Iy y Fx = Fy, es decir, (Ix, Fx) = (Iy, Fy).
Transitividad: Sean (Ix, Fx), (Iy, Fy), (Iz, Fz) ∈ Q, supongamos que (Ix, Fx) ≤ (Iy, Fy) y
(Iy, Fy) ≤ (Iz, Fz), entonces Ix ⊆ Iy y Iy ⊆ Iz, por transitividad Ix ⊆ Iz, además Fy|Ix = Fx
y Fz|Iy = Fy, observemos los siguientes diagramas:

Iz //
Fz // B

Iy
?�

OO

Fy

??

Iy //
Fy // B

Ix
?�

OO

Fx

??

aśı, tenemos que Fz|Ix = (Fz|Iy )|Ix = Fy|Ix = Fx. De ah́ı que Ix ⊆ Iz y Fz|Ix = Fx, es decir,
(Ix, Fx) ≤ (Iz, Fz).
Por lo tanto, (Q,≤) es un COPO.
Ahora bien, tenemos que ∅ ⊆ ∅, ∅ : ∅ → B es inyectiva por vacuidad y B = [B \∅(∅)]∪̊∅ es l.i, dado
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que B es base de V , por consiguiente (∅, ∅) ∈ Q, con lo cual se tiene que Q ̸= ∅.
Consideremos un conjunto no vaćıo X y Γ = {(Ix, Fx)}x∈X una cadena de Q. Definamos la función

F :
⋃
x∈X Ix → B
v 7→ Fy(v), si v ∈ Iy.

En primera instancia, vamos a mostrar que F está bien definida, para eso, supongamos que v ∈ Iy
y v ∈ Iz, con (Iy, Fy), (Iz, Fz) ∈ Γ, como Γ es una cadena, entonces (Iy, Fy) ≤ (Iz, Fz) ó (Iz, Fz) ≤
(Iy, Fy); sin pérdida de generalidad supongamos que (Iy, Fy) ≤ (Iz, Fz), entonces Iy ⊆ Iz, por lo
que v ∈ Iz, entonces Fz(v) = Fz|Iy (v) = Fy(v), aśı, hemos mostrado que F está bien definida.
Vamos a ver que F es inyectiva: si v, w ∈

⋃
x∈X Ix, con v ̸= w, entonces v ∈ Iy y w ∈ Iz, para

algunos y, z ∈ X. Sin perdida de generalidad, supongamos que (Iy, Fy) ≤ (Iz, Fz), aśı Iy ⊆ Iz y
en consecuencia, v, w ∈ Iz. Además, F (v) = Fy(v) = Fz(v) ̸= Fz(w) = F (w), puesto que Fz es
inyectiva. Por lo tanto, F es inyectiva.
Ahora, vamos a exhibir que

[
B \ F

(⋃
x∈X Ix

)]
∪
(⋃

x∈X Ix
)
es l.i en V : sabemos que:[

B \ F
(⋃

x∈X Ix
)]

∪
(⋃

x∈X Ix
)
=

[
B \

(⋃
x∈X F (Ix)

)]
∪
(⋃

x∈X Ix
)

=
[⋂

x∈X(B \ F (Ix))
]
∪
(⋃

x∈X Ix
)

aśı, si {v1, . . . , vn} ⊆
⋂
x∈X(B \ F (Ix)) y {w1, . . . , wm} ⊆

⋃
x∈X Ix, entonces {w1, . . . , wm} ⊆

Iy, para algún y ∈ X, ya que Γ es una cadena y {v1, . . . , vn} ⊆ B \ F (Iy), aśı tenemos que
{v1, . . . , vn, w1, . . . , wm} ⊆ (B \ F (Iy)) ∪ Iy, el cúal es l.i, por lo que {v1, . . . , vn, w1, . . . , wm}
es l.i. Aśı las cosas, hemos mostrado que cualquier subconjunto finito de

[
B \ F

(⋃
x∈X Ix

)]
∪(⋃

x∈X Ix
)
es l.i, por lo tanto,

[
B \ F

(⋃
x∈X Ix

)]
∪
(⋃

x∈X Ix
)
es l.i. Finalmente, vamos a ver

que B \ F
(⋃

x∈X Ix
)
y
⋃
x∈X Ix son conjuntos ajenos, en efecto, supongamos que existe v ∈[

B \ F
(⋃

x∈X Ix
)]

∩
(⋃

x∈X Ix
)
, entonces v ∈

⋂
x∈X(B \ F (Ix)) y v ∈ Ix, para algún x ∈ X, con

lo que v ∈ (B \ F (Ix)) ∩ Ix, para algún x ∈ X, pero esto es absurdo pues para cada x ∈ X,
(B \ F (Ix)) ∩ Ix = ∅. Por lo tanto, B \ F

(⋃
x∈X Ix

)
y
⋃
x∈X Ix son ajenos.

Con todo lo anterior, tenemos que
(⋃

x∈X Ix, F
)
∈ Q, además es una cota superior para Γ, ya

que para cada x ∈ X, Ix ⊆
⋃
x∈X Ix y F|Ix = Fx, es decir, para cada (Ix, Fx) ∈ Γ, (Ix, Fx) ≤(⋃

x∈X Ix, F
)
. Por el Lema de Zorn, Q tiene un elemento máximo, digamos (M, g). En particular,

g :M → B es una función inyectiva y (B \ g(M))∪̊M es l.i en V .
Vamos a demostrar que B\g(M) = ∅ ó A\M = ∅, supongamos que no es aśı, entonces existe v ∈ V
tal que v ∈ B \g(M) y A\M ̸= ∅, entonces (B \ (g(M)∪{v}))∪̊M es l.i en V , ya que (B \ (g(M)∪
{v}))∪̊M ⊆ (B \ g(M))∪̊M y (B \ g(M))∪̊M es l.i. Además,

〈
(B \ (g(M) ∪ {v}))∪̊M

〉
̸= V , pues

de no ser aśı, tendriamos que v ∈
〈
(B \ (g(M) ∪ {v}))∪̊M

〉
y por consiguiente, (B \ g(M))∪̊M

seŕıa l.d, lo cual es absurdo. Más aún, A \ M ⊈
〈
(B \ (g(M) ∪ {v}))∪̊M

〉
, pues si A \ M ⊆〈

(B \ (g(M) ∪ {v}))∪̊M
〉
, tendriamos que A = (A \ M) ∪ M ⊆

〈
(B \ (g(M) ∪ {v}))∪̊M

〉
, aśı,

tendriamos que V = ⟨A⟩ ≤
〈
(B \ (g(M) ∪ {v}))∪̊M

〉
, por lo que V =

〈
(B \ (g(M) ∪ {v}))∪̊M

〉
,

lo cual mostramos que no es posible. Aśı las cosas, A \M ⊈
〈
(B \ (g(M) ∪ {v}))∪̊M

〉
, por lo que

existe w ∈ V tal que w ∈ A \M y w /∈
〈
(B \ (g(M) ∪ {v}))∪̊M

〉
. Consideremos M = M ∪ {w}

y definamos g : M → B por g(w) = v y g(m) = g(m) para m ∈ M . Es claro que g es inyectiva.
Veamos que (M, g) ∈ Q, en efecto, (B \ g(M) ∪M = [B \ (g(M) ∪ {v})] ∪ (M ∪ {w}), el cual
es l.i, ya que v, w /∈

〈
(B \ (g(M) ∪ {v}))∪̊M

〉
. Además, B \ (g(M) ∪ {v}) y M ∪ {w} son ajenos,

de otra manera w ∈
〈
(B \ (g(M) ∪ {v}))∪̊M

〉
, lo que es absurdo. Por consiguiente, (M, g) ∈ Q,

además, M ⊊ M y en consecuencia (M, g) ⪇ (M, g), pero esto contradice la maximalidad de
(M, g) en Q. Por lo tanto, B \ g(M) = ∅ ó A \M = ∅. Analicemos cada caso. Si A \M = ∅,
entonces A ⊆ M ⊆ A, aśı A = M y (B \ g(A))∪̊A es l.i en V , pero A es l.i máximo, pues es
base de V , entonces B \ g(A) = ∅, consecuentemente B = g(A), lo que implica que g : A → B
es una biyección y por lo tanto |A| = |B|. Si B \ g(M) = ∅, entonces B ⊆ g(M) ⊆ B, es decir,
B = g(M), entonces g : M → B es suprayectiva, con lo que |A| ≥ |M | ≥ |B|, por transitividad,
|A| ≥ |B|. Tomando ahora una familia de subconjuntos de B con las mismas caracteŕısticas que Q
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y realizando el mismo razonamiento tendriamos que |B| ≥ |A|, aplicando el Teorema de Cantor-
Schroeder-Bernstein tenemos que |A| = |B|.

Una vez que hemos mostrado la existencia de bases en cualquier espacio vectorial y que todas
las bases tienen el mismo tamaño, estamos en perfectas condiciones de definir la dimensión de un
espacio vectorial, lo cual se hará a continuación.

Definición 1.2.3 (Dimensión de un espacio vectorial). Sea FV un espacio vectorial. Definimos la
dimensión de V , la cual se denota como dim(V ), como |β|, donde β es una base de V , es decir,
dim(V ) = |β|. Cuando dim(V ) = n, con n un número natural se dice que V es un espacio vectorial
de dimensión finita, mientras que si dim(V ) = κ, con κ un cardinal infinito se dice que V es un
espacio de dimensión infinita. En muchas ocasiones a las bases para espacios de dimensión infinita
se les llama bases de Hamel.

Ejemplo 1.2.2. Consideremos un campo F , X un conjunto no vaćıo. Recordemos que F (X) =
{f ∈ FX | |sop(f)| <∞}. Vamos a ver que dim(F (X)) = |X|, consideremos la función

δ : X → F (X)

x 7→ δx

donde δx : X → F se define por δx(x) = 1 y δx(y) = 0, si y ̸= x. Veamos primero que δ : X → F (X)

es inyectiva, en efecto, sean x, y ∈ X con x ̸= y, si δ(x) = δ(y), entonces 1 = δx(x) = δy(x) = 0,
es decir, 1 = 0, lo cual es absurdo dado que F es campo, aśı que δ(x) ̸= δ(y). Por lo tanto
δ : X → F (X) es inyectiva, además Im(δ) = {δx}x∈X , por lo que δ : X → {δx}x∈X ya es una
función biyectiva. Ahora, por simplicidad denotemos B = Im(δ) = {δx}x∈X , demostremos que B
es una base de F (X):

B es l.i: Supongamos que
∑n
i=1 ciδxi

= 0, con n ∈ N \ {0}, ci ∈ F , δxi
∈ B, i ∈ {1, . . . , n}.

Ahora, para cada j ∈ {1, . . . , n} tenemos las siguientes igualdades:

cj = cjδxj
(xj) =

(
n∑
i=1

ciδxi

)
(xj) = 0(xj) = 0

es decir, cj = 0 para cada j ∈ {1, . . . , n}. Por lo tanto, B es l.i en F (X).

B genera a F (X): Sea f ∈ F (X). Si f = 0 es inmediato, aśı que podemos suponer que f ̸= 0,
entonces sop(f) = {x1, . . . , xn} para algún n ∈ N \ {0}, por lo que f(xj) = cj con cj ̸= 0
para j ∈ {1, . . . , n}. Veamos que f =

∑n
i=1 ciδxi

, en efecto, si x /∈ sop(f) la igualdad se ve
de forma inmediata. Ahora, para cada j ∈ {1, . . . , n}, (xj ∈ sop(f)), tenemos lo siguiente:

f(xj) = cj = cjδxj (xj) =

(
n∑
i=1

ciδxi

)
(xj)

Aśı las cosas, tenemos que para cada x ∈ X, f(x) = (
∑n
i=1 ciδxi

) (x), de ah́ı que f =∑n
i=1 ciδxi

. De esta manera queda demostrado que B genera a F (X).

De lo anterior tenemos que dim(F (X)) = |B| = |X|. De esta manera se tiene que dim(F (X)) =
κ, donde κ es el cardinal asociado a X, el cual puede ser finito o infinito, en otras palabras la
dimensión de F (X) depende del cardinal de X.

Ejemplo 1.2.3. Sea F un campo. Consideremos el espacio de los polinomios con coeficientes en
X, definido como sigue:

F [x] = {f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n | n ∈ N, n = grd(f(x))}

Es fácil ver que β = {xi | i ∈ N} es una base de F [x], además |β| = |N| = ℵ0, aśı que dim(F [x]) =
ℵ0. Por consiguiente F [x] es un espacio vectorial de dimensión infinita.

15



Preeliminares
1.2 Base y dimensión

Teorema 1.2.6. Sea FV un espacio vectorial. Si β ∈ I(V ) y γ ∈ G(V ), entonces |β| ≤ |γ|.

Demostración. Por un lado, como β es l.i, por el Teorema 1.2.3, existe β′ base de V tal que β ⊆ β′.
Por otro lado, como γ es un conjunto generador de V , por el Teorema 1.2.4, existe β′′ base de
V tal que β′′ ⊆ γ. Ahora, por el Teorema 1.2.5, |β′| = |β′′|, esto es, existe una función biyectiva
f : β′ → β′′. Observemos el siguiente diagrama:

β �
� // β′ f // β′′ � � // γ

aśı, la función g = ιγβ′′fι
β′

β : β → γ es una función inyectiva, de ah́ı que |β| ≤ |γ|.

Teoremas de dimensión

Teorema 1.2.7. Sea FV un espacio vectorial y W ≤ V . Entonces dim(W ) ≤ dim(V ).

Demostración. Como W ≤ V , en particular es un espacio vectorial, por el Teorema 1.2.2, existe
β ⊆ W tal que β es base de W . Luego, β es l.i en W , pero W ⊆ V , por consiguiente β tambien
es l.i en V , de acuerdo al Teorema 1.2.3, existe γ ⊆ V tal que γ es base de V y β ⊆ γ. Ahora,
como β ⊆ γ, tenemos que la inclusión β ↪→ γ es una función inyectiva, de ah́ı que |β| ≤ |γ|. De lo
anterior tenemos lo siguiente:

dim(W ) = |β| ≤ |γ| = dim(V )

es decir, dim(W ) ≤ dim(V ).

Teorema 1.2.8. Sea FV un espacio vectorial de dimensión finita y W ≤ V . Entonces, dim(W ) =
dim(V ) si y solo si W = V .

Demostración. Supongamos que dim(W ) = dim(V ). Si V = {0}, el resultado es inmediato, por
lo que podemos suponer que V ̸= {0}. Sea n = dim(V ) = dim(W ), con n un número natural
diferente de cero y consideremos β = {w1, . . . , wn} una base de W . Como W ≤ V , tenemos que
W ⊆ V , falta ver que V ⊆ W , en efecto, sea v ∈ V , si v ∈ W habremos terminado. Si v /∈ W ,
entonces β ⊊ β∪{v} y como β es base deW , β es l.i máximo, aśı que β∪{v} es l.d, entonces existe
una combinación lineal

∑n
i=1 ciwi + cn+1v = 0 con cj ̸= 0 para algún j ∈ {1, . . . , n + 1}, además

cn+1 ̸= 0, ya que si cn+1 = 0, β es l.d lo cual no es posible. Aśı, v = −
∑n
i=1(c

−1
n+1ci)wi ∈ W , es

decir, v ∈W . Por lo tanto, V ⊆W . De ambas contenciones tenemos la igualdad deseada. La otra
implicación es inmediata.

Corolario 1.2.1. Sea FV un espacio vectorial de dimensión finita y W ≤ V . Entonces dim(W ) <
dim(V ) si y solo si W ⪇ V .

Para el caso de dimensión infinita puede haber subespacios propios de la misma dimensión del
espacio. El siguiente ejemplo nos muestra este hecho.

Ejemplo 1.2.4. Consideremos un campo F y el espacio de los polinomios F [x]. Consideremos

W = {a0 + a2x
2 + · · ·+ a2mx

2m ∈ F [x] | existe m ∈ N tal que k > m implica a2k = 0}

Es fácil ver que W ≤ F [x], además W ⪇ V , pues x ∈ F [x] \W . También se ve fácilmente que
β = {x2i | i ∈ N} es una base de W y |β| = ℵ0. Aśı, tenemos que dim(W ) = dim(F [x]) = ℵ0, pero
W ⪇ F [x].

Teorema 1.2.9. Sea FV un espacio vectorial, U,W ≤ V . Entonces:

dim(U) + dim(W ) = dim(U +W ) + dim(U ∩W ).
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Demostración. Sabemos que U ∩ W ≤ U y U ∩ W ≤ W , en particular U ∩ W es un espacio
vectorial, por el Teorema 1.2.2, existe β ⊆ U ∩W tal que β es base de U ∩W . Como β es l.i en
U ∩W , U ∩W ≤ U y U ∩W ≤ W , entonces β es l.i en U y en W , por el Teorema 1.2.3, existen
β′ ⊆ U , β′′ ⊆ W tales que β′ es base de U , β′′ es base de W , β ⊆ β′ y β ⊆ β′′. Supongamos que
β′ = β ∪ γ′, β′′ = β ∪ γ′′ con γ′ ⊆ U , γ′′ ⊆W , β ∩ γ′ = ∅ y β ∩ γ′′ = ∅. Además γ′ ∩ γ′′ = ∅, pues
si x ∈ γ′ ∩ γ′′, entonces x ∈ U ∩W = ⟨β⟩, con lo que β ∪ {x} es l.d, pero β ∪ {x} ⊆ β′, por lo que
β′ es l.d, pero esto es absurdo ya que β′ es base de U .
Veamos que β ∪ γ′ ∪ γ′′ es base de U +W :

β∪γ′∪γ′′ es l.i: Supongamos que
∑m
i=1 cixi+

∑n
j=1 c

′
jyi+

∑p
k=1 c

′′
kzk = 0, conm,n, p ∈ N\{0},

ci, c
′
j , c

′′
k ∈ F , xi ∈ β, yj ∈ γ′, zk ∈ γ′′, i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n}, k ∈ {1, . . . , p}. Entonces

se tiene que

−
p∑
k=1

c′′kzk =

m∑
i=1

cixi +

n∑
j=1

c′jyi (I)

pero
∑m
i=1 cixi +

∑n
j=1 c

′
jyi ∈ U , con lo que −

∑p
k=1 c

′′
kzk ∈ U , además −

∑p
k=1 c

′′
kzk ∈ W

dado que zk ∈ W para cada k ∈ {1, . . . , p}, en consecuencia −
∑p
k=1 c

′′
kzk ∈ U ∩W , como β

es base de U ∩W tenemos que −
∑p
k=1 c

′′
kzk =

∑s
l=1 alz

′
l con s ∈ N \ {0}, al ∈ F , z′l ∈ β,

l ∈ {1, . . . , s}, esto es
∑s
l=1 alz

′
l +

∑p
k=1 c

′′
kzk = 0, al ser β una base de U ∩ W se tiene

que c′′k = al = 0 para cada k ∈ {1, . . . , p}, l ∈ {1, . . . , s}. De esta manera se concluye que
−
∑p
k=1 c

′′
kzk = 0. Sustituyendo en (I) se tiene que

∑m
i=1 cixi+

∑n
j=1 c

′
jyi = 0, pero xi, yj ∈ β′

para cada i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n} y β′ es base de U , de ah́ı que ci = c′j = 0 para
cada i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n}. En resumen, ci = c′j = c′′k = 0 para cada i ∈ {1, . . . ,m},
j ∈ {1, . . . , n}, k ∈ {1, . . . , p}.

β ∪ γ′ ∪ γ′′ genera a U +W : Sea x ∈ U +W , luego x = u+w con u ∈ U y w ∈W . Como β′

es base de U y β′′ es base de W , se tiene que u =
∑m
i=1 cixi+

∑n
j=1 c

′
jyj con m,n ∈ N \ {0},

ci, c
′
j ∈ F , xi ∈ β, yj ∈ γ′, i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n} y v =

∑m
i=1 dixi +

∑t
l=1 c

′′
l zl

con m, t ∈ N \ {0}, di, c′′l ∈ F , xi ∈ β, zl ∈ γ′′, i ∈ {1, . . . ,m}, l ∈ {1, . . . , t}. Notemos
que la suma de los elementos de β se pueden escribir en la misma longitud, esto se consigue
ordenando los elementos y agregando ceros si es necesario. Lo anterior nos conduce a las
siguientes igualdades:

x = u+ v =
∑m
i=1 cixi +

∑n
j=1 c

′
jyj +

∑m
i=1 dixi +

∑t
l=1 c

′′
l zl

=
∑m
i=1(ci + di)xi +

∑n
j=1 c

′
jyj +

∑t
l=1 c

′′
l zl

de ah́ı que x ∈ ⟨β ∪ γ′ ∪ γ′′⟩.

Por consiguiente se tiene que β ∪ γ′ ∪ γ′′ es base de U +W , en consecuencia tenemos las siguientes
igualdades respecto a las dimensiones:

dim(U) + dim(W ) = |β′|+ |β′′|
= |β ∪ γ′|+ |β ∪ γ′′|
= |β|+ |γ′|+ |β|+ |γ′′|
= (|β|+ |γ′|+ |γ′′|) + |β|
= |β ∪ γ′ ∪ γ′′|+ |β|
= dim(U +W ) + dim(U ∩W )

es decir, dim(U) + dim(W ) = dim(U +W ) + dim(U ∩W ), lo que se deseaba probar.

Es importante mencionar que el teorema anterior se cumple independientemente de la dimensión
del espacio vectorial en cuestión, sin embargo, vale la pena precisar los detalles de cuando el espacio
es de dimensión finita y cuando es de dimensión infinita, lo cual se hace en la siguiente observación.
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Observación 1.2.2. Sea FV un espacio vectorial, U y W subespacios de V .

Si V es dimensión finita, entonces dim(V ) = n para algún número natural n. Ahora, como
U,W ≤ V , por el Teorema 1.2.7 se tiene que dim(U), dim(W ) ≤ dim(V ). Además, U ∩W ≤
U y U ∩W ≤ W , con lo que dim(U ∩W ) ≤ dim(U) y dim(U ∩W ) ≤ dim(W ). Por estos
argumentos, a partir de la igualdad

dim(U) + dim(W ) = dim(U +W ) + dim(U ∩W )

dada por el teorema anterior, tiene sentido hacer el despeje para dim(U+W ), obteniendo una
fórmula para la dimensión de la suma de los subespacios, quedando de la siguiente manera:

dim(U +W ) = dim(U) + dim(W )− dim(U ∩W ).

Si V es de dimensión infinita, entonces dim(V ) = κ, donde κ es un cardinal infinito. Puede
ocurrir que tanto U como W sean de dimensión finita y en tal caso todo queda como el caso
anterior, excepto la dimensión de V .
Ahora, si al menos uno de los subespacios es de dimensión infinita, supongamos sin pérdida
de generalidad que dim(U) = λ con λ un cardinal infinito y que dim(W ) = µ con µ ≤ λ,
en tal caso se tiene que dim(U) + dim(W ) = λ, ya que λ = mayor{λ, µ}, pero por el
teorema anteior se tiene que dim(U) + dim(W ) = dim(U + W ) + dim(U ∩ W ), aśı que
dim(U +W ) + dim(U ∩W ) = λ, en consecuencia, dim(U +W ) = λ ó dim(U ∩W ) = λ. Es
fácil ver que U ∩W ≤ U +W , aśı que por el Teorema 1.2.7, dim(U ∩W ) ≤ dim(U +W ),
por lo que si dim(U ∩W ) = λ, forzosamente se debe cumplir que dim(U +W ) = λ.

Bases ordenadas

Definición 1.2.4 (Base ordenada). Sea FV un espacio vectorial de dimensión κ con κ un cardinal,
I un conjunto tal que |I| = κ. Decimos que la terna β = (β, I, f) es una base ordenada de V si β
es base de V y f : I → β es una función biyectiva.

Ejemplo 1.2.5. Considere n un número natural diferente de cero y FV un espacio vectorial de
dimensión n. Por el Teorema 1.2.2, existe β base de V , además |β| = |n|, luego, existe una función
biyectiva f : In = {1, . . . , n} → β. Entonces la terna β = (β, In, f) es una base ordenada de V .
En los espacios de dimensión finita no es necesario poner el conjunto sobre el que se ordena la
base, ya que por lo general en estos espacios las bases son muy espećıficas y todas son ordenadas.

Ejemplo 1.2.6. Consideremos un campo F y el espacio vectorial de los polinomios F [x]. Sabemos
que β = {xn | n ∈ N} es una base de F [x]. Es fácil ver que

f : N → β
n → xn

es una función biyectiva, por lo tanto la terna β = (β,N, f) es una base ordenada de F [x].

1.3. Suma directa de dos subespacios

Definición 1.3.1 (Definición). Sea FV un espacio vectorial, W,K ≤ V . Decimos que V es la
suma directa de W y K si V =W +K y W ∩K = {0}. En este caso escribimos V =W ⊕K.

Ejemplo 1.3.1. Consideremos el espacio vectorial RRR. Consideremos los siguientes subconjuntos
de RR:

P (R) = {f ∈ RR | f(−x) = f(x), para cada x ∈ R}.
I (R) = {f ∈ RR | f(−x) = −f(x), para cada x ∈ R}.

Dichos conjuntos se conocen como el conjunto de las funciones pares e impares, respectivamente.
Primero veamos que P (R) , I (R) ≤ RR. Veamos para P (R):
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a) Sean f, g ∈ P (R), x ∈ R, entonces (f+g)(−x) = f(−x)+g(−x) = f(x)+g(x) = (f+g)(x),
por lo que f + g ∈ P (R).

b) 0(−x) = 0 = 0(x), aśı que 0 ∈ P (R).

c) Sea c ∈ R y f ∈ P (R), entonces (cf)(−x) = cf(−x) = cf(x) = (cf)(x), de ah́ı que
cf ∈ P (R).

Por lo tanto, P (R) ≤ RR. Ahora veamos que I (R) ≤ RR:

a) Sean f, g ∈ I (R), x ∈ R, entonces (f + g)(−x) = f(−x) + g(−x) = −f(x) + (−g(x)) =
−(f(x) + g(x)) = −(f + g)(x), por lo que f + g ∈ I (R).

b) 0(−x) = 0 = −0 = −0(x), aśı que 0 ∈ I (R).

c) Sea c ∈ R y f ∈ I (R), entonces (cf)(−x) = cf(−x) = c(−f(x)) = −cf(x) = −(cf)(x), de
ah́ı que cf ∈ I (R).

Por consiguiente, tenemos que I (R) ≤ RR. Una vez hecho lo anterior, vamos a demostrar que
RR = P (R) ⊕ I (R), veamos que RR = P (R) + I (R), en efecto, sea f ∈ RR, consideremos las

funciones g, h : R → R, definidas por g(x) = f(x)+f(−x)
2 , h(x) = f(x)−f(−x)

2 , notemos que si

x ∈ R, entonces g(−x) = f(−x)+f(−(−x))
2 = f(x)+f(−x)

2 = g(x), aśı que g ∈ P (R). Ahora, h(−x) =
f(−x)−f(−(−x))

2 = f(−x)−f(x)
2 = − f(x)−f(−x)

2 = −h(x), en consecuencia h ∈ I (R). Además, observe

que (g + h)(x) = g(x) + h(x) = f(x)+f(−x)
2 + f(x)−f(−x)

2 = f(x). Aśı las cosas, tenemos que
f = g + h, con g ∈ P (R) , h ∈ I (R), por consiguiente, RR = P (R) + I (R). Finalmente, veamos
que P (R) ∩ I (R) = {0}, supongamos que f ∈ P (R) ∩ I (R), entonces, para cada x ∈ R, −f(x) =
f(−x) = f(x), luego, 2f(x) = 0, es decir, f(x) = 0, para cada x ∈ R, aśı que f = 0. Por lo tanto,
RR = P (R)⊕ I (R).

Teorema 1.3.1. Sea FV un espacio vectorial, W ≤ V . Entonces existe W ′ ≤ V tal que V =
W ⊕W ′.

Demostración. Como W ≤ V , en particular es espacio vectorial, por el Teorema 1.2.2, existe
β ⊆ W tal que β es base de W . Ahora, como β es l.i en W y W ⊆ V , entonces, β es l.i en V ,
por el Teorema 1.2.3, existe γ ⊆ V tal que γ es base de V y β ⊆ γ. Consideremos, β′ = γ \ β y
W ′ = ⟨β′⟩. Vamos a mostrar que V =W ⊕W ′, veamos primero que V =W +W ′:

V = ⟨γ⟩ = ⟨β ∪ β′⟩ = ⟨β⟩+ ⟨β′⟩ =W +W ′.

De lo anterior, tenemos que V = W +W ′. Finalmente, vamos a demostrar que W ∩W ′ = {0},
en efecto, supongamos que x ∈ W ∩W ′, luego, x ∈ ⟨β⟩ y x ∈ ⟨β′⟩,aśı, x =

∑n
i=1 aixi con ai ∈ F ,

xi ∈ β, n ∈ N\{0}, i ∈ {1, . . . , n} y x =
∑m
j=1 bjyj con aj ∈ F , yj ∈ β′,m ∈ N\{0}, j ∈ {1, . . . ,m},

entonces, 0 = x− x =
∑n
i=1 aixi −

∑m
j=1 bjyj , con xi, yj ∈ γ, pero como γ es l.i, entonces ai = 0,

bj = 0, para cada i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,m}, con lo que x = 0. Por lo tanto, V =W ⊕W ′.

Teorema 1.3.2 (Caracterización de la suma directa de dos subespacios). Sean FV un espacio
vectorial, W,K ≤ V . Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) V =W ⊕K.

2) Para cada v ∈ V , existen únicos w ∈W,k ∈ K, tales que v = w + k.

3) K es máximo con la propiedad de que W ∩K = {0}.

4) K es mı́nimo con la propiedad de que W +K = V .
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Demostración. 1) ⇒ 2): Supongamos que V = W ⊕ K. Sea v ∈ V , luego como V = W + K,
entonces, v = w+ k, con w ∈W , k ∈ K. Ahora, supongamos que v = w′ + k′, con w′ ∈W,k′ ∈ K,
aśı w + k = w′ + k′, entonces w − w′ = k′ − k ∈ W ∩ K = {0}, por consiguiente w − w′ = 0,
k′ − k = 0, de ah́ı que w = w′ y k = k′.
2) ⇒ 3): Veamos primero que W ∩ K = {0}, en efecto, si x ∈ W ∩ K, se tiene que x + 0 =
0 + x, pero por la unicidad de la representación, x = 0. Ahora veamos que K es máximo con
la propiedad. Es claro que V = W + K. Supongamos que K ⪇ K ′ ≤ V , por la Ley Modular,
tenemos que K ′ ∩ (K +W ) = K + (K ′ ∩W ). Además, K ′ ∩ (K +W ) = K ′ ∩ V = K ′, por lo que
K ′ = K ′ ∩ (K +W ) = K + (K ′ ∩W ). Si K ′ ∩W = {0}, entonces K ′ = K + {0} = K, lo cual es
absurdo. Por lo tanto, K ′ ∩W ̸= {0}.
3) ⇒ 4): Supongamos que K es máximo con la propiedad de que W ∩K = {0}. Veamos que K
es mı́nimo con la propiedad de que W + K = V , para esto, primero veamos que W + K = V .
Sea x ∈ V , si x ∈ K, entonces x = 0 + x, con 0 ∈ W , x ∈ K y en consecuencia x ∈ W + K.
Ahora, si x /∈ k, entonces K ⪇ K + ⟨x⟩, como K es máximo tal que W ∩ K = {0}, entonces
W ∩ (K + ⟨x⟩) ̸= {0}, luego, existe y ∈ V , y ̸= 0 tal que y ∈ W ∩ (K + ⟨x⟩), aśı y = k + αx, con
α ∈ F , notemos que α ̸= 0, pues si α = 0, entonces y = k ∈ K ∩W = {0}, con lo que y = 0, lo
cual no es posible. Aśı, se tiene que x = α−1y + (−α−1k), pero α−1y ∈W , −α−1k ∈ K, dado que
W,K ≤ V , con lo que x ∈W +K. Por lo tanto, V =W +K. Finalmente, vamos a probar que K
es mı́nimo con la propiedad de que V = W +K, si K ′ ⪇ K, entonces existe z ∈ V tal que z ∈ K
pero z /∈ K ′. Si V =W +K ′, entonces z ∈W +K ′, aśı, z = w+ k′, con w ∈W,k′ ∈ K ′, entonces
w = z − k′, con z, k′ ∈ K, con lo que z − k′ ∈W ∩K = {0}, entonces z − k′ = 0, es decir, z = k′,
con lo que z ∈ K ′, lo cual es absurdo. Por lo tanto, W +K ′ ̸= V .
4) ⇒ 1): Supongamos que K es mı́nimo con la propiedad de que W +K = V , con lo cual es claro
que V =W +K. Falta probar que W ∩K = {0}, supongamos que no es aśı, es decir, supongamos
que W ∩K ̸= {0}, luego, existe x ∈ V , x ̸= 0 tal que x ∈ W ∩K, como ⟨x⟩ ≤ K, por el Teorema
1.3.1, existe K ′ ≤ K tal que K = ⟨x⟩ ⊕ K ′; como ⟨x⟩ ≠ 0, entonces K ′ ⪇ K, además, como
x ∈ W , entonces W = W + ⟨x⟩. Con todo lo anterior, tenemos que K ′ +W = K ′ + (⟨x⟩+W ) =
(K ′+⟨x⟩)+W = K+W = V , es decir, K ′+W = V , con K ′ ⪇ K, lo cual no es posible, ya que por
hipótesis K es mı́nimo con la propiedad mencionada anteriormente. Por lo tanto,W ∩K = {0}.

Teorema 1.3.3. Sea FV un espacio vectorial, W,K ≤ V . Si V = W ⊕ K, entonces dim(V ) =
dim(W ) + dim(K).

Demostración. Por el Teorema 1.2.9, tenemos que

dim(W ) + dim(K) = dim(W +K) + dim(W ∩K)

pero en este caso dim(W ∩ K) = 0, ya que W ∩ K = {0}, por lo que dim(W ) + dim(K) =
dim(W+K). Ahora, como V =W+K, entonces dim(V ) = dim(W+K) = dim(W )+dim(K).

1.4. Transformaciones Lineales

En este apartado vamos a exponer material relacionado con las transformaciones lineales y
sus propiedades. Estos objetos son de gran importancia dentro del álgebra lineal, ya que son
funciones entre espacios vectoriales que respetan las operaciones. Se presentarán tres tipos de
transformaciones lineales, estos son: monomorfismos, epimorfismos e isomorfismos. Cabe mencionar
que a nuestro juicio, los isomorfismos tienen una mayor relevancia porque preservan la estructura de
nuestros espacios, en palabras, el hecho de que exista un isomorfismo entre dos espacios vectoriales
significa que tienen exactamente la misma estructura algebraica y lo único que cambia entre ellos
es la representación de los elementos.
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1.4.1. Definición y ejemplos

Definición 1.4.1 (Transformación lineal). Sean FV,F W espacios vectoriales y T : V → W una
función. Decimos que T es una transformación lineal si satisface las siguientes condiciones:

1) Para cada x, y ∈ V , T (x+ y) = T (x) + T (y).

2) Para cada c ∈ F , x ∈ V , T (cx) = cT (x).

En este caso tambien se dice que T es un morfismo de espacios vectoriales.

Observación 1.4.1. Si FV,F W son espacios vectoriales y T : V → W es una función, entonces
T es una transformación lineal si y solo si para cada c ∈ F , x, y ∈ V , T (x+ cy) = T (x) + cT (y).

A continuación, vamos a mostrar algunos ejemplos de transformaciones lineales.

Ejemplo 1.4.1 (La transformación identidad). Si FV es un espacio vectorial, es claro que la
función identidad idV : V → V , definida por idV (x) = x, para cada x ∈ V , es una transformación
lineal de V en V .

Ejemplo 1.4.2 (La transformación inclusión). Consideremos un espacio vectorial FV y W ≤ V .
La función inclusión ιVW : W → V , definida por ιVW (x) = x, para cada x ∈ W , es una transforma-
ción lineal de W en V .
Cuando no haya lugar a confusión con el espacio y subespacio en cuestión se denotará simplemente
ι :W → V ó W ↪→ V .

Ejemplo 1.4.3 (La transformación cero). Consideremos FV y FW espacios vectoriales. La función
0 : V →W , definida por 0(x) = 0W , para cada x ∈ V , es una transformación lineal.

1.4.2. Propiedades de las transformaciones lineales

Proposición 1.4.1. Sean FV , FW espacios vectoriales y T : V → W una transformación lineal,
entonces T (0V ) = 0W .

Demostración. Como T : V → W es una transformación lineal, entonces T (0V ) = T (0V + 0V ) =
T (0V ) + T (0V ), aśı, T (0V ) = T (0V ) + T (0V ), más aún, T (0V ) + 0W = T (0V ) + T (0V ), aplicando
leyes de cancelación, tenemos que T (0V ) = 0W .

Notación 1.4.1. Siempre que no dé lugar a confusión el espacio vectorial al que nos referimos,
el elemento neutro lo denotaremos únicamente como 0, con el cual nos estaremos refiriendo al
elemento neutro en el espacio vectorial con el que estemos trabajando al momento de mencionarlo.

Definición 1.4.2. Sean FV,F W espacios vectoriales, T : V → W una transformación lineal,
X ≤ V y Y ≤W . Definimos:

1) La imagen directa de X bajo T , como:

T (X) = {w ∈W | w = T (x), para algún x ∈ X} = {T (x) | x ∈ X}.

2) La imagen inversa de Y bajo T , como:

T−1(Y ) = {v ∈ V | T (v) ∈ Y }.

Teorema 1.4.1. Sean FV,F W espacios vectoriales, T : V → W una transformación lineal. En-
tonces:

1) Si X ≤ V , entonces T (X) ≤W .
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2) Si Y ≤W , entonces T−1(Y ) ≤ V .

Demostración.

1) Supongamos que X ≤ V , vamos a ver que T (X) ≤W , en efecto:

a) Sean w1, w2 ∈ T (X), c ∈ F , entonces w1 = T (x1), w2 = T (x2), con x1, x2 ∈ X,
luego, w1 + cw2 = T (x1) + cT (x2) = T (x1 + cx2), como x1, x2 ∈ X, c ∈ F y
X ≤ V , entonces x1 + cx2 ∈ X, por lo que w1 + w2 ∈ T (X).

b) Como 0W = T (0V ), con 0V ∈ Y , entonces 0W ∈ T (Y ).

c) Sea c ∈ F , w ∈ T (X), entonces w = T (x), con x ∈ X, luego, cw = cT (x) = T (cx),
como X ≤ V , entonces cx ∈ X, aśı que cw ∈ T (X).

2) Supongamos que Y ≤W , ahora:

a) Sean v1, v2 ∈ T−1(Y ), entonces T (v1), T (v2) ∈ Y , como Y ≤W , entonces T (v1)+
T (v2) ∈ Y , pero T (v1) + T (v2) = T (v1 + v2), ya que T es lineal, con lo que
T (v1 + v2) ∈ Y , en consecuencia, v1 + v2 ∈ T−1(Y ).

b) Como T (0V ) = 0W ∈W , entonces 0V ∈ T−1(Y ).

c) Sean c ∈ F , v ∈ T−1(Y ), entonces T (v) ∈ Y , como Y ≤ V , entonces cT (v) ∈ Y ,
pero cT (v) = T (cv), aśı que cv ∈ T−1(Y ).

Por lo tanto, T−1(Y ) ≤ V .

Definición 1.4.3. Sean FV,F W espacios vectoriales y T : V →W una transformación lineal. Se
define:

1) El Kernel de T como:
Ker(T ) = {v ∈ V | T (v) = 0W }.

2) La Imagen de T como:
Im(T ) = T (V ) = {T (v) | v ∈ V }.

Corolario 1.4.1. Sean FV,F W espacios vectoriales y T : V → W una transformación lineal.
Entonces:

1) Ker(T ) ≤ V .

2) Im(T ) ≤W .

Ahora, veamos como se comporta la composición de transformaciones lineales.

Teorema 1.4.2. Sean FV , FW , FZ espacios vectoriales, T : V → W y S : W → Z transforma-
ciones lineales. Entonces:

1) ST : V →W es una transformación lineal.

2) Ker(ST ) = T−1(Ker(S)).

Demostración.

1. Sean c ∈ F , x, y ∈ V , entonces tenemos la siguiente cadena de igualdades:

(ST )(x+ cy) = S(T (x+ cy))
= S(T (x) + cT (y))
= S(T (x)) + cS(T (y))
= (ST )(x) + c(ST )(y).

De lo anterior se establece la linealidad de ST .
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2. Observemos las siguientes igualdades:

Ker(ST ) = {v ∈ V | (ST )(v) = 0}
= {v ∈ V | S(T (v)) = 0}
= {v ∈ V | T (v) ∈ Ker(S)}
=

{
v ∈ V | v ∈ T−1(Ker(S))

}
= T−1(Ker(S)).

A continuación, mostraremos que el conjunto de transformaciones lineales entre dos espacios
vectoriales sobre cierto campo previamente fijados, tiene estructura de espacio vectorial sobre el
campo en cuestión. Notemos que si FV y FW son espacios vectoriales, como en particular V es
un conjunto, por el Ejemplo 1.1.2, WV es un espacio vectorial sobre F con las operaciones como
se definieron en dicho ejemplo.

Definición 1.4.4. Consideremos FV y FW espacios vectoriales. Definimos:

Hom (V,W ) = {T : V →W | T es lineal}.

Teorema 1.4.3. Sean FV,F W espacios vectoriales. Entonces FHom (V,W ) es un espacio vecto-
rial.

Demostración. Es claro que Hom (V,W ) ⊆ WV , el cuál es un espacio vectorial por el Ejemplo
1.1.2. Veamos ahora que Hom (V,W ) ≤WV , en efecto:

a) Sean T,U ∈ Hom (V,W ), veamos que T +U ∈ Hom (V,W ), para eso, sean c ∈ F , x, y ∈ V ,
entonces:

(T + U)(x+ cy) = T (x+ cy) + U(x+ cy)
= (T (x) + cT (y)) + (U(x) + cU(y))
= (T (x) + U(x)) + c(T (y) + U(y))
= (T + U)(x) + c(T + U)(y).

Aśı, tenemos que T + U ∈ Hom (V,W ).

b) Sabemos que 0 : V → W , definida por 0(x) = 0W , para cada x ∈ V es el elemento neutro
en WV . Ahora, por el Ejemplo 1.4.3, se tiene que 0 ∈ Hom (V,W ).

c) Sean d ∈ F , T ∈ Hom (V,W ). Veamos que dT ∈ Hom (V,W ), en efecto, sean c ∈ F ,
x, y ∈ V , entonces:

(dT )(x+ cy) = dT (x+ cy)
= d(T (x) + cT (y))
= dT (x) + d(cT (y))
= dT (x) + (dc)T (y)
= dT (x) + (cd)T (y)
= dT (x) + c(dT (y))
= (dT )(x) + c(dT )(y).

Aśı las cosas, hemos demostrado que Hom (V,W ) ≤ WV , lo cual implica que Hom (V,W ) es un
espacio vectorial sobre el campo F .
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1.4.3. Propiedad universal de las bases

El teorema que vamos a exponer a continuación nos ofrece una caracterización de las bases
utiizando la herramienta de las transformaciones lineales.

Teorema 1.4.4 (Propiedad universal de las bases). Sean FV un espacio vectorial y β ⊆ V . Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) β es base de V .

2) Para cada espacio vectorial FW y para cada función f : β →W , existe una única transfor-
mación lineal T : V →W tal que T|β = f . Lo anterior lo podemos resumir diciendo que el
siguiente diagrama conmuta:

β
f //

� _

��

W

V

T

>>

Demostración.
1) ⇒ 2): Supongamos que β es base de V . Sea FW un espacio vectorial y f : β →W una función.
Por el Teorema 1.2.1, para cada x ∈ V , existen únicos n ∈ N \ {0}, a1, . . . , an ∈ F , x1, . . . , xn ∈ β
tales que x =

∑n
i=1 aixi. Lo anterior nos permite definir la función:

T : V → W∑n
i=1 aixi = x 7→

∑n
i=1 aif(xi)

Vamos a ver que T es una transformación lineal, en efecto, sean c ∈ F , x, y ∈ V , luego x =∑n
i=1 aixi, y =

∑n
i=1 bixi, con n ∈ N \ {0}, ai, bi ∈ F , xi ∈ F , i ∈ {1, . . . , n}. Es importante

comentar que es posible escribir ambos vectores en terminos de los mismos básicos, lo cual se
consigue agregando ceros y reordenándolos si es necesario para tomar una longitud común de las
combinaciones lineales. Ahora si procederemos a mostrar la linealidad de T :

T (x+ cy) = T (
∑n
i=1 aixi + c

∑n
i=1 bixi)

= T (
∑n
i=1(ai + cbi)xi)

=
∑n
i=1(ai + cbi)f(xi)

=
∑n
i=1 aif(xi) +

∑n
i=1(cbi)f(xi)

=
∑n
i=1 aif(xi) + c

∑n
i=1 bif(xi)

= T (
∑n
i=1 aixi) + cT (

∑n
i=1 bixi)

= T (x) + cT (y)

Por lo tanto, T : V → W es una transformación lineal. Ahora, si x ∈ β, entonces x = 1 · x, aśı,
T|β(x) = T (x) = T (1 · x) = 1 · f(x) = f(x), con lo que se tiene que T|β = f .
Finalmente, probaremos la unicidad, para eso, supongamos que existe otra transformación lineal
U : V →W tal que U|β = f , veamos que U = T , en efecto, sea x ∈ V , luego, x =

∑n
i=1 aixi, para

únicos n ∈ N \ {0}, ai ∈ F , xi ∈ β, i ∈ {1, . . . , n}. Entonces, tenemos las siguientes igualdades:

U(x) = U (
∑n
i=1 aixi)

=
∑n
i=1 aiU(xi)

=
∑n
i=1 aif(xi)

= T (
∑n
i=1 aixi)

= T (x)

Aśı las cosas tenemos que U = T y de esta manera se establece la unicidad.
2) ⇒ 1): Supongamos que para cada espacio vectorial FW y para cada función f : β → W , existe
una única transformación lineal T : V →W tal que T|β = f . Debemos mostrar que β es base de V .
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Primero veamos que β es l.i, supongamos que no es aśı, es decir, supongamos que β es l.d, luego,
existe x ∈ β tal que x ∈ ⟨β \{x}⟩. Sabemos que el campo F es un espacio vectorial sobre śı mismo,
por lo que podemos definir la siguiente función:

f : β → F
x 7→ 1

x ̸= y 7→ 0

por hipótesis, existe una única transformación lineal T : V → F tal que T|β = f . Ahora, como
x ∈ ⟨β \ {x}⟩, entonces x =

∑n
i=1 aiyi, con n ∈ N \ {0}, ai ∈ F , yi ∈ β,yi ̸= x, i ∈ {1, . . . , n}.

Entonces, tenemos lo siguiente:
1 = f(x)
= T (x)
= T (

∑n
i=1 aiyi)

=
∑n
i=1 aiT (yi)

=
∑n
i=1 aif(yi)

=
∑n
i=1 ai · 0

= 0.

Aśı, 1 = 0, lo cual es absurdo, ya que F es campo. Por lo tanto, β es l.i.
Ahora, demostremos que V = ⟨β⟩, supongamos que ⟨β⟩ ⪇ V , por el Teorema 1.3.1, existe {0} ≠
W ≤ V tal que V = ⟨β⟩ ⊕ W . Consideremos la función inclusión β ↪→ V . Ahora, la función
S : V = ⟨β⟩ ⊕W → V , definida por S(x + w) = x, con x ∈ ⟨β⟩, w ∈ W es una transformación
lineal tal que S|β = ι, pero la función IdV : V → V tambien es lineal y cumple que IdV |β = ι,
además, como ⟨β⟩ ⪇ V , existe y ∈ V tal que y /∈ ⟨β⟩, aśı que y = x + w, con x ∈ ⟨β⟩ y
w ∈ W \ ⟨β⟩, por consiguiente S(x) = x ̸= y = IdV (y). Aśı las cosas, la función inclusión β ↪→ V
tiene dos trasformaciones lineales distintas con la propiedad enunciada en 2), lo cual no es posible
por hipótesis. Por lo tanto, V = ⟨β⟩. Con lo anterior y la independencia lineal de β en V , probada
anteriormente, se establece que β es base de V .

A continución proporciamos un ejemplo en el cual aplicamos la Propiedad universal de las
bases.

Ejemplo 1.4.4. Consideremos los espacios vectoriales RR2, RR3 y consideremos la base canónica
de R2, a saber, β = {e1, e2}. Definamos la función:

f : R2 → R3

e1 7→ (−1, 5, π)

e2 7→ (8,−3,
√
8)

por la Propiedad universal de las bases, podemos definir una única transformación lineal T : R2 →
R3, la cual quedaŕıa definida de la siguiente manera:

T (x, y) = T (xe1 + ye2)
= xT (e1) + yT (e2)

= x(−1, 5, π) + y(8,−3,
√
8)

= (−x, 5x, πx) + (8y,−3y, y
√
8)

= (−x+ 8y, 5x− 3y, πx+ y
√
8).

En otras palabras, la Propiedad universal de las bases afirma que para definir una transformación
lineal, es suficiente definirla en la base.

A continuación vamos a comentar algunas consecuencias de la Propiedad universal de las bases.
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Corolario 1.4.2. Sean FV , FW espacios vectoriales, β una base de V , S, T : V → W transfor-
maciones lineales. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) S = T .

2) S|β = T|β.

Demostración. 1) ⇒ 2): Es inmediato.
2) ⇒ 1): Supongamos que S|β = T|β . Denotemos g = S|β = T|β , la cual es una función de β en
W . Ahora, S y T son transformaciones lineales de V en W tales que S|β = g y T|β = g, por la
unicidad que nos garantiza la Propiedad universal de las bases, se tiene que S = T .

Corolario 1.4.3. Sean FV,F W espacios vectoriales y β ⊆ V una base de V . Entonces |W β | =
|Hom(V,W )|.

Demostración. Es claro por la Propiedad universal de las bases y el Corolario 1.4.2 que la función:

Φ : W β → Hom(V,W )
f 7→ Tf

donde Tf : V →W es la transformación lineal garantizada por la Propiedad universal de las bases,
es una biyección de W β en Hom(V,W ), en consecuencia, |W β | = |Hom(V,W )|.

1.4.4. Monomorfismos

Definición 1.4.5 (Monomorfismo). Sean FV , F ,W espacios vectoriales y T : V →W una trans-
formación lineal. Decimos que T es monomorfismo si es cancelable por la izquierda, esto es, para
cualesquiera espacio vectorial FX y transformaciones lineales S1, S2 : X → V , TS1 = TS2 implica
que S1 = S2.

Teorema 1.4.5 (Caracterización de los monomorfismos). Sean FV , FW espacios vectoriales y
T : V →W una transformación lineal. Las siguientes afirmaciones sobre T son equivalentes:

1) T es monomorfismo.

2) T es inyectiva.

3) Ker(T ) = {0}.

4) Si β ∈ I(V ), entonces T (β) ∈ I(W ).

5) Existe una transformación lineal S :W → V tal que ST = idV .

Demostración.
1) ⇒ 2): Supongamos que T no es inyectiva, luego existen x1, x2 ∈ V tales que x1 ̸= x2 pero
T (x1) = T (x2). Dado que FF es un espacio vectorial y {1F } es una base para el mismo, por la
Propiedad universal de las bases, existen únicas transformaciones lineales S1, S2 : F → V , tales
que S1(1F ) = x1 y S2(1F ) = x2. Aśı las cosas tenemos que

(TS1)(1F ) = T (S1(1F )) = T (x1) = T (x2) = T (S2(1F )) = (TS2)(1F )

es decir, (TS1)(1F ) = (TS2)(1F ), lo cual por el Corolario 1.4.2, implica que TS1 = TS2. Sin em-
bargo, S1(1F ) = x1 ̸= x2 = S2(1F ), o sea, S1(1F ) ̸= S2(1F ), de ah́ı que S1 ̸= S2. De esta manera,
hemos encontrado un espacio vectorial, a saber FF y transformaciones lineales S1, S2 : F → V ,
tales que TS1 = TS2 pero S1 ̸= S2, lo cual contradice nuestra hipótesis de que T es monomorfismo.
Por lo tanto, T es inyectiva.
2) ⇒ 3): Supongamos que T es inyectiva. Veamos que Ker(T ) = {0}. Por la Proposición 1.4.1,
tenemos que {0} ⊆ Ker(T ). Ahora, si x ∈ Ker(T ), entonces T (x) = 0 = T (0), pero T es inyectiva,
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aśı que x = 0. De ambas contenciones, tenemos la igualdad deseada.
3) ⇒ 4): Supóngase que Ker(T ) = {0}. Ahora, tomemos β ∈ I(V ). Vamos a mostrar que
T (β) ∈ I(W ), en efecto, tomemos γ ⊆ T (β), γ finito. Luego, γ = T (β′), donde β′ ⊆ β es
finito, entonces β′ = {x1, . . . , xn}, por consiguiente γ = {T (x1), . . . , T (xn)}. Podemos asumir
que todos los elementos de γ son distintos, pues si T (xi) = T (xj), entonces T (xi − xj) = 0,
aśı, xi − xj ∈ Ker(T ) = {0}, en consecuencia xi = xj . Ahora veamos que γ es l.i, para
eso supongamos que

∑n
i=1 ciT (xi) = 0, como T es lineal, entonces T (

∑n
i=1 cixi) = 0, luego∑n

i=1 cixi ∈ Ker(T ) = {0}, aśı que
∑n
i=1 cixi = 0, pero x1, . . . , xn ∈ β′, el cual es l.i, por lo

que ci = 0, para cada i ∈ {1, . . . , n}. Aśı las cosas, hemos probado que γ es l.i, en consecuencia
T (β) es l.i en W .
4) ⇒ 5): Veamos primero que T es inyectiva, en efecto, si no es aśı, existen x, y ∈ V tales que
x ̸= y pero T (x) = T (y). Luego, {x− y} es l.i, ya que x− y ̸= 0, pero T ({x− y}) es l.d en W , pues
T (x− y) = T (x)− T (y) = 0, lo cual contradice nuestra hipótesis. Ahora, consideremos β una base
para V , en particular, β es l.i en V , por hipótesis T (β) es l.i en W , por el Teorema 1.2.3, existe γ
base de W tal que T (β) ⊆ γ. Observemos el diagrama

β
T

|T (β)

|β // T (β) �
� // γ

de donde obtenemos que la función g = ιT
|T (β)
|β : β → γ es inyectiva por ser composición de

funciones inyectivas. En consecuencia, existe una función h : γ → β tal que hg = idβ . Por la
Propiedad universal de las bases, existe una única transformación lineal S : W → V tal que
S|γ = h. Para mostrar que ST = idV , por el Corolario 1.4.2, es suficiente ver que (ST )|β = idβ , en
efecto, sea x ∈ β, entonces se cumple que

(ST )|β(x) = (ST )(x)
= S(T (x))
= S(ι(T (x)))
= h((ιT )(x))
= h(g(x))
= (hg)(x)
= idβ(x)

es decir, (ST )|β(x) = idβ(x). Por lo tanto, S es la transformación lineal buscada.
5) ⇒ 1): Supongamos que existe S : W → V tal que ST = idV . Debemos mostrar que T es
monomorfismo, en efecto, sean FX un espacio vectorial y S1, S2 : X → V transformaciones lineales
tales que TS1 = TS2, entonces se tiene que

S1 = idV S1 = (ST )S1 = S(TS1) = S(TS2) = (ST )S2 = idV S2 = S2

es decir, S1 = S2.

Ejemplo 1.4.5. Si FV es un espacio vectorial y H ≤ V , la inclusión H ↪→ V es un monomorfismo.

El teorema que vamos a exponer a continuación, nos ofrece una relación entre la existencia de
un monomorfismo entre dos espacios vectoriales y su dimensión.

Teorema 1.4.6. Sean FV , FW espacios vectoriales. Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1) dim(V ) ≤ dim(W ).

2) Existe un monomorfismo T : V →W .
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Demostración.
1) ⇒ 2): Supongamos que dim(V ) ≤ dim(W ). Como V y W son espacios vectoriales, por el
Teorema 1.2.2, existen β ⊆ V y γ ⊆W tales que son bases de V yW , respectivamente, ahora, como
dim(V ) ≤ dim(W ), entonces |β| ≤ |γ|, aśı que existe una función inyectiva f : β → γ. Notemos que
en particular f es una función de β en W , ya que γ ⊆W , por la Propiedad universal de las bases,
existe una única transformación lineal T : V →W tal que T|β = f . Demostremos que T es inyectiva,
para esto, supongamos que x ∈ Ker(T ), luego, T (x) = 0. Ahora bien, como β es base de V , existe
una única combinación lineal x =

∑n
i=1 cixi, con n ∈ N \ {0}, xi ∈ β, ci ∈ F , i ∈ {1, . . . , n}, por

la linealidad de T , se tiene que 0 = T (x) = T (
∑n
i=1 cixi) =

∑n
i=1 ciT (xi) =

∑n
i=1 cif(xi), aśı,∑n

i=1 cif(xi) = 0, pero f(xi) ∈ γ, para cada i ∈ {1, . . . , n} y γ es l.i en W , por lo que ci = 0,
para cada i ∈ {1, . . . , n}, en consecuencia x = 0. Aśı las cosas, tenemos que Ker(T ) = {0}, por el
Teorema 1.4.5, T es monomorfismo..
2) ⇒ 1): Supongamos que existe un monomorfismo T : V →W , en consecuencia T es inyectiva por
el Teorema 1.4.5. Por el Teorema 1.2.2, tenemos que existe β ⊆ V tal que β es base de V , luego,
T (β) es l.i en W , haciendo uso del Teorema 1.2.3, tenemos que existe γ ⊆W tal que γ es base de
W y T (β) ⊆ γ. Consideremos el siguiente diagrama:

β
T

|T (β)

|β // T (β) �
� // γ

aśı, tenemos que la función g = ιT
|T (β)
|β : β → γ es una función inyectiva, pues es composición

de funciones inyectivas, en consecuencia dim(V ) = |β| ≤ |γ| = dim(W ), es decir, dim(V ) ≤
dim(W ).

Ejemplo 1.4.6. Consideremos un espacio vectorial FV y W ≤ V . Como la inclusión ι : W → V
es un monomorfismo, aplicando el teorema anterior tenemos que dim(W ) ≤ dim(V ), lo cual se
confirma con el Teorema 1.2.7.

Teorema 1.4.7 (Teorema de Cantor-Schroeder-Bernstein para espacios vectoriales). Sean FV ,

FW espacios vectoriales. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) dim(V ) = dim(W ).

2) Existen monomorfismos T : V →W y S :W → V .

Demostración.
1) ⇒ 2): Como V y W son espacios vectoriales, por el Teorema 1.2.2, existen β ⊆ V y γ ⊆ W ,
bases de V yW , respectivamente. Ahora, por hipótesis dim(V ) = dim(W ), aśı que |β| = |γ|, luego,
existe una función biyectiva f : β → γ, por ser f biyectiva, tiene inversa f−1 : γ → β, la cuál
tambien es biyectiva. Observemos los siguientes diagramas:

β
f // γ �

� // W

γ
f−1

// β �
� // V

denotemos g = ιf : β → W y h = ιg : γ → V , las cuales son funciones inyectivas, puesto que
son composiciones de inyectivas. La Propiedad universal de las bases nos garantiza que existen
transformaciones lineales T : V → W y S : W → V tales que T|β = g y S|γ = h. Utilizando el
mismo argumento de la demostración del Teorema 1.4.6, tenemos que T : V → W y S : W → V
son monomorfismos.
2) ⇒ 1): Supongamos que existen monomorfismos T : V → W y S : W → V . Ahora, sean β y γ
bases de V y W , respectivamente. Por el Teorema 1.4.6, dim(V ) ≤ dim(W ) y dim(W ) ≤ dim(V ),
esto es, |β| ≤ |γ| y |γ| ≤ |β|, aplicando el Teorema de Cantor-Schroeder-Bernstein, tenemos que
|β| = |γ|, es decir, dim(V ) = dim(W ).
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Teorema 1.4.8. Sean FV,F W,F Z espacios vectoriales, T : V → W y S : W → Z. Si S y T son
monomorfismos, entonces ST : V → Z es monomorfismo.

Demostración. Por el Teorema 1.4.2, ST : V → Z es una transformación lineal. Veamos que es
cancelable por la izquierda, en efecto, sea FX un espacio vectorial, U1, U2 : X → V tales que
(ST )U1 = (ST )U2, luego S(TU1) = S(TU2), pero S es monomorfismo, aśı que TU1 = TU2 y como
T es monomorfismo, se tiene que U1 = U2.

1.4.5. Epimorfismos

Definición 1.4.6 (Epimorfismo). Sean FV , FW espacios vectoriales y T : V → W una trans-
formación lineal. Decimos que T es un epimorfismo si es cancelable por la derecha, es decir, para
cualesquiera espacio vectorial FY y transformaciones lineales S1, S2 :W → Y , S1T = S2T , implica
que S1 = S2.

Teorema 1.4.9 (Caracterización de los epimorfismos). Sean FV , FW espacios vectoriales y T :
V →W una transformación lineal. Las siguientes afirmaciones sobre T son equivalentes:

1) T es epimorfismo.

2) T es suprayectiva.

3) T (V ) =W .

4) Si β ∈ G(V ), entonces T (β) ∈ G(W ).

5) Existe una transformación lineal S :W → V tal que TS = idW .

Demostración.
1) ⇒ 2): Supongamos que T no es suprayectiva, entonces existe w0 ∈ W \ T (V ), de donde con-
cluimos que T (V ) ⪇ W . Luego, existe {0} ≠ Y ≤ W tal que W = T (V ) ⊕ Y . Notemos que como
w0 /∈ T (V ), entonces w0 = T (v0) + y0, con v0 ∈ V y y0 ∈ Y \ {0}. Consideremos las transforma-
ciones lineales idW : W → W y S : W → W , dada por S(w) = T (v), si w = T (v) + y, con v ∈ V ,
y ∈ Y . Es claro que idWT = ST , sin embargo, idW (w0) = T (v0) + y0 ̸= T (v0) = S(w0), es decir,
idW (w0) ̸= S(w0), de donde se sigue que idW ̸= S. Esto último contradice la hipótesis de que T es
epimorfismo. Por lo tanto, T es suprayectiva.
2) ⇒ 3): Es inmediato.
3) ⇒ 4): Sea β ∈ G(V ), luego ⟨β⟩ = V . Veamos que ⟨T (β)⟩ = W , en efecto, sea w ∈ W = T (V ),
entonces existe v ∈ V tal que w = T (v), como V = ⟨β⟩, entonces v =

∑n
i=1 cixi, con n ∈ N \ {0},

xi ∈ β, ci ∈ F , i ∈ {1, . . . , n}. Ahora, como T es lineal, entonces w = T (v) = T (
∑n
i=1 cixi) =∑n

i=1 ciT (xi), pero T (xi) ∈ T (β), para cada i ∈ {1, . . . , n}, en consecuencia w ∈ ⟨T (β)⟩, con lo
que T (β) ∈ G(W ).
4) ⇒ 5): Consideremos β una base de V , en particular, β ∈ G(V ), por hipótesis se tiene que
T (β) ∈ G(W ). En consecuencia, existe γ base de W tal que γ ⊆ T (β). Es claro que la función

g = T
|γ
|β : β → γ es suprayectiva, por consiguiente, existe una función h : γ → β tal que gh = idγ .

Por la Propiedad universal de las bases, existe una única transformación lineal S :W → V tal que
S|γ = h. Debemos mostrar que TS = idW , pero por el Corolario 1.4.2, es suficiente mostrar que
(TS)|γ = idγ . En efecto, sea y ∈ γ, entonces se cumplen las siguientes igualdades:

(TS)|γ(y) = (TS)(y)
= T (S(y))
= T (h(y))
= g(h(y))
= (gh)(y)
= idγ(y)
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es decir, (TS)|γ(y) = idγ(y), lo cual ocurre para cada y ∈ γ. De esta manera se concluye lo deseado.
5) ⇒ 1): Supongamos que existe una transformación lineal S : W → V tal que TS = idW . Para
mostrar que T es epimorfismo, sea FY un espacio vectorial, S1, S2 :W → Y tales que S1T = S2T .
Luego, se tiene lo siguiente:

S1 = S1idW = S1(TS) = (S1T )S = (S2T )S = S2(TS) = S2idW = S2

es decir, S1 = S2.

Ejemplo 1.4.7. Consideremos un espacio vectorial FV ,W,K ≤ V tales que V =W⊕K. Entonces
las funciones:

πW : V =W ⊕K → W
v = w + k 7→ w

y
πK : V =W ⊕K → K

v = w + k 7→ k

son epimorfismos, pues son transformaciones lineales suprayectivas.

Teorema 1.4.10. Sean FV , FW espacios vectoriales. Las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes:

1) dim(V ) ≥ dim(W ).

2) Existe un epimorfismo T : V →W .

Demostración. 1) ⇒ 2) : Sean β y γ bases de V y W , respectivamente. Como dim(V ) ≥ dim(W ),
por la Observación A.3.1 se tiene que existe una función suprayectiva f : β → γ. Por la Propiedad
universal de las bases, existe una única transformación lineal T : V →W tal que T|β = f . Veamos
que T es suprayectiva, sea w ∈W , como γ es base de W , entonces w =

∑n
i=1 ciyi, con n ∈ N \ {0},

ci ∈ F , yi ∈ γ, i ∈ {1, . . . , n}. Ahora, como para cada i ∈ {1, . . . , n}, yi ∈ γ y f : β → γ
es suprayectiva, existe xi ∈ β tal que yi = f(xi). Entonces, w =

∑n
i=1 ciyi =

∑n
i=1 cif(xi) =∑n

i=1 ciT (xi) = T (
∑n
i=1 cixi), con

∑n
i=1 cixi ∈ V . Por lo tanto, T : V →W es suprayectiva y por

lo tanto epimorfismo.
2) ⇒ 1) : Supongamos que existe un epimorfismo T : V → W . Sea β una base de V , por el
Teorema 1.4.9, T (β) es un generador de W , de acuerdo al Teorema 1.2.4, existe una base γ de W
tal que γ ⊆ T (β). Por un lado, como γ ↪→ T (β) es una función inyectiva, entonces |γ| ≤ |T (β)|.
Por otro lado, como T

|T (β)
|β : β → T (β) es suprayectiva, de acuerdo a la Observación A.3.1 se

tiene que |T (β)| ≤ |β|. En consecuencia, dim(V ) = |β| ≥ |T (β)| ≥ |γ| = dim(W ), es decir,
dim(V ) ≥ dim(W ).

Teorema 1.4.11. Sean FV,F W,F Z espacios vectoriales, T : V → W y S : W → Z transforma-
ciones lineales. Si S y T son epimorfismos, entonces ST : V → Z es epimorfismo.

Demostración. Por el Teorema 1.4.2, tenemos que ST : V → Z es una transformación lineal.
Veamos que es cancelable por la derecha. Sea FY un espacio vectorial, U1, U2 : Z → Y transforma-
ciones lineales tales que U1(ST ) = U2(ST ), entonces (U1S)T = (U2S)T , como T es epimorfismo,
se tiene que U1S = U2S, pero S también es epimorfismo, aśı que U1 = U2.

1.4.6. Isomorfismos

Definición 1.4.7 (Isomorfismo). Sean FV,F W espacios vectoriales y T : V → W una transfor-
mación lineal. Decimos que T es un isomorfismo si existe una transformación lineal S : W → V
tal que ST = idV y TS = idW .
Cuando existe un isomorfimo T : V →W se dice que V es isomorfo a W , lo cual se denota como
V ∼=W .
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A continuación se presenta una caracterización de los isomorfismos.

Teorema 1.4.12 (Caracterización de los isomorfismos). Sean FV,F W espacios vectoriales y T :
V →W una transformación lineal. Las siguientes afirmaciones sobre T son equivalentes:

1) T es isomorfismo.

2) T es monomorfismo y epimorfismo.

3) T es biyectiva.

4) Si β es base de V , T (β) es base de W .

Demostración.
1) ⇒ 2): Se sigue de las implicaciones 5) ⇒ 1) del Teorema 1.4.5 y 5) ⇒ 1) del Teorema 1.4.9.
2) ⇒ 3): Se sigue de la implicación 1) ⇒ 2) del Teorema 1.4.5 y la implicación 1) ⇒ 2) del Teorema
1.4.9.
3) ⇒ 4): Se sigue de 2) ⇒ 4) del Teorema 1.4.5 y 2) ⇒ 4) del Teorema 1.4.9.
4) ⇒ 1): Como V es espacio vectorial, por el Teorema 1.2.2, V tiene una base, digamos β, por

hipótesis T (β) es base de W . Vamos a probar que T
|T (β)
|β : β → T (β) es biyectiva, es claro que es

suprayectiva, por lo que solo falta ver que es inyectiva, supogamos que no es aśı, entonces existen
u, v ∈ β tales que u ̸= v pero T (u) = T (v). Consideremos el conjunto β′ = (β \ {v}) ∪ {u − v}.
Veamos que β′ es l.i, para esto supongamos que

∑n
i=1 cixi + cn+1(u − v) = 0, con n ∈ N \ {0},

ci ∈ F , cn+1 ∈ F , xi ∈ β, xi ̸= v, i ∈ {1, . . . , n}. Si xi ̸= u, para cada i ∈ {1, . . . , n}, entonces∑n
i=1 cixi+cn+1u−cn+1v = 0, pero xi, u, v ∈ β, con β l.i, aśı que ci = 0, para cada i ∈ {1, . . . , n+1}.

Ahora, si xj = u, para alguna j ∈ {1, . . . , n}, entonces
∑n
i=1,i̸=j cixi + (cn+1 + cj)u − cn+1v = 0,

como xi, u, v ∈ β y β es l.i, entonces c1 = · · · cn = cn+1 = 0 y cn+1 + cj = 0, como cn+1 = 0, se
deduce que cj = 0. Por lo tanto, β′ es l.i, de acuerdo al Teorema 1.2.3, existe una base de V , digamos
γ tal que β′ ⊆ γ, por hipótesis T (γ) es base deW , además T (β′) ⊆ T (γ). Ahora, 0 = T (u)−T (v) =
T (u−v) ∈ T (β′) ⊆ T (γ), aśı que 0 ∈ T (γ), con lo que T (γ) es l.d, pero esto es absurdo ya que T (γ)

es base de W . Por lo tanto, T
|T (β)
|β es inyectiva. Por comodidad, denotemos g = T

|T (β)
|β : β → T (β),

aśı g es biyectiva, consideremos la función inversa g−1 : T (β) → β. Por la Propiedad universal de
las bases, existe única transformación lineal S : W → V tal que S|T (β) = g−1. Ahora, si x ∈ β,
entonces (ST )|β(x) = (ST )(x) = S(T (x)) = S(g(x)) = g−1(g(x)) = (g−1g)(x) = idβ(x) = x, de
ahi que (ST )|β = idβ Análogamente se muestra que (TS)|T (β) = idT (β). Por el Corolario 1.4.2, se
tiene que ST = idV y TS = idW , consecuentemente T : V →W es isomorfismo.

Ejemplo 1.4.8. Consideremos un campo F y un espacio vectorial FV tal que dim(V ) = n, con
n ∈ N \ {0}. Consideremos β = {x1, . . . , xn} una base ordenada de V y γ = {e1, . . . , en} la base
canónica de Fn. Definamos la función:

f : β → Fn

xi 7→ ei

por la Propiedad universal de las bases, existe una única transformación lineal T : V → W tal
que T|β = f . Veamos expĺıcitamente como está definida T , sea x ∈ V , luego como β es base
de V , existe una única combinación lineal x =

∑n
i=1 cixi, con ci ∈ F , xi ∈ β, i ∈ {1, . . . , n}.

Entonces T (x) = T (
∑n
i=1 cixi) =

∑n
i=1 ciT (xi) =

∑n
i=1 ciei = (c1, . . . , cn). Aśı las cosas, tenemos

que T (x) = (c1, . . . , cn), donde los ci son los coeficientes de la combinación lineal de x en la base
β. Veamos que T es biyectiva, primero veamos la inyectividad, para esto tomemos y ∈ Ker(T ),
luego T (y) = 0 (el cero de Fn), luego y =

∑n
i=1 dixi, con di ∈ F, xi ∈ β, entonces (d1, . . . , dn) =

(0, . . . , 0), por lo que di = 0, para cada i ∈ {1, . . . , n} y en consecuecia y = 0. Por lo tanto, T es
inyectiva. Ahora, si z ∈ Fn, entonces z =

∑n
i=1 aiei, con ai ∈ F , ei ∈ γ, i ∈ {1, . . . , n}. Tomando

x =
∑n
i=1 aixi ∈ V , se tiene que T (x) = z. Por lo tanto T es isomorfismo y en consecuencia

V ∼= Fn. Para v ∈ V , T (v) se suele denotar por [v]β y se le llama la representación en
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coordenadas del vector v respecto a la base β y T se suele denotar como Φβ.
Generalmente es más usual escribir al vector de coordenadas en forma de columna, es decir:

[v]β =

c1...
cn


Definición 1.4.8. Sean FV , FW espacios vectoriales. Decimos que V se sumerge en W si existe
un monomorfismo T : V →W .

Proposición 1.4.2. Sean FV , FW espacios vectoriales. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1) V se sumerge en W .

2) Existe L ≤W tal que V ∼= L.

Demostración. 1) ⇒ 2): Supongamos que V se sumerge en W , por definición existe un monomor-
fismo T : V → W . Sabemos que Im(T ) ≤ W , además T |T (V ) : V → T (V ) ya es un isomorfismo.
Tomando L = T (V ) se tiene que V ∼= L con L ≤W .
2) ⇒ 1): Supongamos que existe L ≤ W tal que V ∼= L. Luego, existe un isomorfismo ψ : V → L.
Ahora, observemos el siguiente diagrama:

V
ψ // L �

� // W.

Consideremos ιψ : V → W , donde ι : L → W es el morfismo inclusión. Al ser ιψ : V → W
composición de monomorfismos es monomorfismo. Por lo tanto, V se sumerge en W .

Teorema 1.4.13. Sean FV , FW espacios vectoriales y T : V → W una transformación lineal.
Entonces existen X ≤ V y Z ≤ W tales que V = Ker(T ) ⊕ X y W = Im(T ) ⊕ Z. Además,
X ∼= Im(T ).

Demostración. Como Ker(T ) ≤ V , por el Teorema 1.3.1, existe X ≤ V tal que V = Ker(T )⊕X.
De igual forma, como Im(T ) ≤W , existe Z ≤W tal que W = Im(T )⊕ Z.
Ahora, consideremos T|X : X → Im(T ). Veamos que T|X es inyectiva, en efecto, sea x ∈ Ker(T|X),
como Ker(T|X) = Ker(T ) ∩X = {0}, ya que Ker(T )⊕X = V , tenemos que x = 0.
Ahora veamos la suprayectividad. Si y ∈ Im(T ), entonces y = T (v), con v ∈ V , pero V =
Ker(T ) ⊕ X, entonces v = k + x, con únicos k ∈ Ker(T ), x ∈ X. De esta manera, T (v) =
T (x + k) = T (k) + T (x) = T (x) = T|X(x), de esta manera se prueba la suprayectividad. Por lo
tanto, T|X : X → Im(T ) es isomorfismo y consecuentemente X ∼= Im(T ).

Clases de isomorfimo

Recordemos que si F es un campo, entonces:

VecF = {V | V es un espacio vectorial sobre F}

no es un conjunto sino una clase propia. Entonces utilizando el convenio que nos permite definir
relaciones de equivalencia en clases, podemos particionar la clase de espacios vectoriales en clases
de isomorfismo, para eso mostraremos primero que la relación de isomorfismo es de equivalencia
en la clase de espacios vectoriales sobre un campo F . El siguiente lema nos ayudará a establecer
este resultado.

Lema 1.4.1. Sean FV , FW y FZ espacios vectoriales. Se cumplen las siguientes propiedades:

1) Si T : V →W y S :W → Z son isomorfismos, entonces ST : V → Z es isomorfismo.
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2) Si T : V →W es isomorfismo, entonces S−1 :W → Z es isomorfismo.

Demostración.

1) Es inmediato a partir de los Teoremas 1.4.8 y 1.4.11.

2) Supongamos que T : V → W es isomorfismo, por el Teorema 1.4.12 se tiene que T : V →
W es una función biyectiva. Entonces existe la función inversa T−1 : W → V tal que
T−1T = idV y TT−1 = idW , además T−1 : W → V es una función biyectiva. Veamos
que T−1 : W → V es una transformación lineal, para esto sean w,w′ ∈ W , c ∈ F , luego
w, cw′ ∈W , aśı se tiene que T−1(w) y cT−1(w′). Como T : V →W es lineal, entonces

T (T−1(w) + cT−1(w′)) = T (T−1(w)) + cT (T−1(w′))
= (TT−1)(w) + c(TT−1)(w′)
= idW (w) + cidW (w′)
= w + cw′

es decir:
T (T−1(w) + cT−1(w′)) = w + cw′ (I)

aplicando T−1 a la ecuación (I) tenemos:

T−1(T (T−1(w) + cT−1(w′))) = T−1(w + cw′)

esto es:
(T−1T )(T−1(w) + cT−1(w′)) = T−1(w + cw′)

pero T−1T = idV , aśı que la última ecuación nos conduce a:

T−1(w + cw′) = T−1(w) + cT−1(w′)

De donde se establece la linealidad de T−1. Por lo tanto, T−1 :W → V es un isomorfismo.

Observación 1.4.2. Sean FV , FW espacios vectoriales. Si T : V →W es isomorfismo, entonces
T−1 :W → V es la única transformación lineal tal que T−1T = idV y TT−1 = idW . Además, T−1

tambien es isomorfismo.

Teorema 1.4.14. Sea F un campo. Entonces la relación de isomorfismo es una relación de equi-
valencia en VecF .

Demostración.

Reflexividad: Sea FV un espacio vectorial. Luego, la transformación identidad idV : V → V ,
definida por idV (v) = v para cada v ∈ V es un isomorfismo, de ah́ı que V ∼= V .

Simetŕıa: Sean FV,F W espacios vectoriales. Supongamos que V ∼= W , luego, existe un
isomorfismo T : V → W , por el Lema 1.4.1, se tiene que T−1 : W → V es un isomorfismo,
de ah́ı que W ∼= V .

Transitividad: Sean FV , FW y FZ espacios vectoriales. Supongamos que V ∼=W yW ∼= Z,
entonces existen isomorfismos T : V → W y S : W → Z, por el Lema 1.4.1, tenemos que
ST : V →W es un isomorfismo. Por lo tanto, V ∼= Z.

De lo anterior, tenemos que la relación de isomorfismo es una relación de equivalencia en VecF .

Definición 1.4.9. Sea FV un espacio vectorial. Definimos la clase de isomorfismo de V de la
siguiente manera:

C (V ) = {W ∈ VecF |W ∼= V } .
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Ejemplo 1.4.9. De acuerdo al Ejemplo 1.4.8, tenemos que si n es un número natural, F es un
campo y FV es un espacio vectorial de dimensión n, entonces V ∼= Fn. Utilizando este hecho
podemos definir la clase de isomorfismo de Fn como sigue:

C (Fn) = {V ∈ VecF | V ∼= Fn}
= {V ∈ VecF | dim(V ) = n} .

De esta manera concluimos que todos los espacios vectoriales de dimensión n están en la misma
clase de isomorfismo de Fn y por lo tanto es lo mismo trabajar con un espacio de dimensión n
particular que con el espacio Fn, ya que su estructura interna es exactamente la misma.

A continuación vamos a mostrar que de hecho este hecho no es una coincidencia ni es casualidad,
en general, para ver que dos espacios son isomorfos es suficiente ver que tienen la misma dimensión
y visceversa. Los detalles se presentan en el siguiente teorema.

Teorema 1.4.15 (Teorema fundamental del Álgebra Lineal). Sean FV,F W espacios vectoriales.
Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) V ∼=W .

2) dim(V ) = dim(W ).

Demostración. 1) ⇒ 2): Supongamos que V ∼=W , luego existe un isomofismo T : V →W . Sea β

una base de V , por el Teorema 1.4.12, T (β) es una base de W , además, T
|T (β)
|β : β → T (β) es una

función biyectiva. Aśı, dim(V ) = |β| = |T (β)| = dim(W ).
2) ⇒ 1): Supongamos que dim(V ) = dim(W ). Por el Teorema 1.2.2, sabemos que todo espacio
vectorial tiene base y por el Teorema 1.2.5, todas las bases de un espacio vectorial tienen la misma
cardinalidad, por consiguiente podemos considerar bases cualesquiera de nuestros espacios. Sea β
una base de V y γ una base de W , por hipótesis existe una función biyectiva f : β → γ, por
ser f biyectiva tiene inversa f−1 : γ → β. Por la propiedad universal de las bases, existe una
única transformación lineal T : V → W tal que T|β = f y existe una única transformación lineal
S :W → V tal que S|γ = f−1. Es fácil ver que (ST )|β = idβ y (TS)|γ = idW , por el Corolario 1.4.2,
tenemos que ST = idV y TS = idW , de ah́ı que T : V → W es un isomorfismo y en consecuencia
V ∼=W .

Corolario 1.4.4. Sea FV un espacio vectorial. Entonces V ∼= F (X), para algún conjunto X.

Demostración. Como V es un espacio vectorial, por el Teorema 1.2.2, existe β ⊆ V tal que β
es base de V . Aśı, tenemos que dim(V ) = |β| y por lo realizado en el Ejemplo 1.2.2, se tiene
que dim(F (β)) = |β|, en consecuencia dim(V ) = |β| = dim(F (β)), aplicando el teorema anterior
tenemos que V ∼= F (β).

Esto último nos permite concluir que si X es un conjunto y F es un campo, entonces podemos
definir la clase de isomorfismo de F (X) de la siguiente manera:

C(F (X)) = {V ∈ VecF | dim(V ) = |X|} .

Esto último nos dice que hay tantos espacios vectoriales como cardinales haya, ya que recordemos
que el Axioma de Elección nos permite asignarle a cada conjunto un cardinal. De aqúı podemos
concluir que hay una correspondencia biyectiva entre la clase de los cardinales y la clase de los
espacios vectoriales sobre un campo F dado, por lo que ambas clases son equipotentes, es decir,
|Card| = |VecF |.

Observación 1.4.3. Dado que todo espacio vectorial FV es isomorfo a F (β), con β base de V ,
podemos abusar y decir que β es una base de F (β), que aunque no es propiamente aśı, la biyección
entre las bases β de V y {δx}x∈β de F (β), con las δx como se definieron en el Ejemplo 1.2.2, las
hace algebraicamente indistinguibles.
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Las propiedades expuestas hasta el momento, nos permite introducir un funtor de la categoŕıa de
conjuntos a la categoŕıa de espacios vectoriales sobre el campo F y otro de la categoŕıa de espacios
vectoriales sobre el campo F a la categoŕıa de conjuntos. Además, mostraremos que estos funtores
son adjuntos entre śı. Para revisar con detalle estos conceptos se puede consultar la Sección B.8
del Apéndice B.

Proposición 1.4.3. Sea F un campo. Entonces existe un funtor covariante G : Set → VecF ,
definido en objetos como:

G : Obj(Set) → Obj(VecF )
X → F (X)

y en morfismos como:

G : Set(X,Y ) → VecF (F
(X), F (Y ))

f → Tf

donde Tf es la única transformación lineal Tf : F (X) → F (Y ), garantizada por la Propiedad
universal de las bases que cumple Tf |X = f .

Demostración. Es claro que la asignación está bien definida en objetos, ya que por el Ejemplo
1.1.4, F (X) es un espacio vectorial sobre el campo F , para cualquier conjunto X. Además, por
el Corolario 1.4.4, todos los espacios vectoriales que tengan como base al conjunto X están en la
misma clase de isomorfismo de F (X) y eso los hace indistinguibles algebraicamente.
Ahora veamos que está bien definida en morfismos, si X y Y son conjuntos y f : X → Y una
función, por la Observación 1.4.3, podemos suponer que Y ⊆ F (Y ), por lo que f : X → F (Y ) es
una función. Ahora, tenemos el siguiente diagrama:

X
f //� _

��

F (Y )

F (X)

por la Propiedad universal de las bases, existe una única transformación lineal Tf : F (X) → F (Y )

que hace conmutativo el siguiente diagrama:

X
f //� _

��

F (Y )

F (X)

Tf

;;

de esta manera establecemos que el funtor está bien definido en morfismos. Finalmente, veamos
que este funtor es covariante, para esto sean X,Y, Z conjuntos, f : X → Y y g : Y → Z funciones,
luego gf : X → Z es una función, Tf : F (X) → F (Y ) y Tg : F (Y ) → F (Z) son transformaciones
lineales, por el Teorema 1.4.2 tenemos que TgTf : F (X) → F (Z) es una transformación lineal y por
la definición del funtor, Tgf : F (X) → F (Z) es una transformación lineal. Debemos mostrar que
Tgf = TgTf , por el Corolario 1.4.2, es suficiente ver que coinciden en la base. Sea x ∈ X, entonces,
Tgf (x) = (gf)(x) = g(f(x)) = Tg(f(x)) = Tg(Tf (x)) = (TgTf )(x). De ah́ı que Tgf = TgTf .
Es claro que para cada conjunto X, TidX = idF (X) . Por lo tanto, G : Set → VecF es un funtor
covariante.

Definición 1.4.10. Sea FV un campo. El funtor que olvida H : VecF → Set está definido en
objetos como:

H : Obj(VecF ) → Obj(Set)

FV → V
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donde V es el conjunto subyacente de FV , en otras palabras le quitamos a FV la estructura de
espacio vectorial. En morfismos se define de la siguiente manera:

H : VecF (FV,F W ) → Set(V,W )
T → T

donde T : V →W es la función entre los conjuntos V y W , es decir, le quitamos a T la linealidad.
Es fácil ver que este funtor es covariante.

Teorema 1.4.16. Sea F un campo. G : Set → VecF el funtor definido en la Proposición 1.4.3 y
H : VecF → Set el funtor que olvida. Entonces G ⊣ H.

Demostración. Sea X un conjunto y FV un espacio vectorial. Proponemos:

τX,V : VecF
(
F (X),F V

)
→ Set (X,V )

T 7→ τX,V (T )

donde τX,V (T ) : X → V está definida por τX,V (T )(x) = T (x), para cada x ∈ X. Claramente,
τX,V (T ) está bien definida. Vamos a demostrar que τX,V (T ) : VecF

(
F (X),F V

)
→ Set (X,V ) es

una biyección:

Inyectividad: Sean T : F (X) →F V , U : F (X) →F V transformaciones lineales y suponga-
mos que τX,V (T ) = τX,V (U). Debemos exhibir que T = U , por el Corolario 1.4.2, es suficiente
ver que coinciden en la base, en efecto, sea x ∈ X, luego T (x) = τX,V (T )(x) = τX,V (U)(x) =
U(x), es decir, T (x) = U(x), para cada x ∈ X. Por lo tanto, T = U .

Suprayectividad: Sea g : X → V una función, como X es base de F (X), de acuerdo con
la Propiedad universal de las bases, existe una única transformación lineal Tg : F (X) →F V
tal que Tg|X = g. Ahora, si x ∈ X, entonces τX,V (Tg)(x) = Tg(x) = g(x), de esta manera
g = τX,V (Tg) y aśı se concluye que τX,V es suprayectiva.

Aśı las cosas, tenemos que τX,V : VecF
(
F (X),F V

)
→ Set (X,V ) es una biyección.

Finalmente, vamos a probar la naturalidad. Tomemos un conjunto Y , un espacio vectorial FW ,
una función f : Y → X y una transformación lineal T :F V →F W . Necesitamos exhibir que el
diagrama

VecF (F
(X),F V )

τX,V //

T G(f)

��

Set(X,V )

H(T ) f

��
VecF (F

(Y ),F W )
τY,W // Set(Y,W )

es conmutativo, es decir, H(T ) fτX,V = τY,WT G(f), donde (T G(f))(S) = TSG(f), para cada
S : F (X) →F V en VecF y (H(T ) f)(g) = H(T )gf , para cada g : X → V en Set. Tomemos
S : F (X) →F V en VecF . Por un lado, (H(T ) fτX,V )(S) = H(T )τX,V (S)f : Y → W es una
función en Set y para cada y ∈ Y , tenemos lo siguiente:

(H(T )τX,V (S)f)(y) = (H(T )τX,V (S))(f(y))
= H(T )(τX,V (S)(f(y)))
= H(T )(S(f(y))
= T (S(f(y))).

(I)

Por otro lado, (τY,WT G(f))(S) = τY,W (TSG(f)) : Y → W es una función en Set y para y ∈ Y
se cumplen las siguientes igualdades:

τY,W (TSG(f))(y) = (TSG(f))(y)
= (TS)(G(f)(y))
= (TS)(f(y))
= T (S(f(y))).

(II)
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Comparando las igualdades (I) y (II), tenemos que H(T ) fτX,V = τY,WT G(f), lo que estabamos
buscando.
Por lo tanto, τX,V : VecF

(
F (X),F V

)
→ Set (X,V ) es una biyección natural, para cada X ∈

Obj(Set) y FV ∈ Obj(VecF ). En consecuencia, G ⊣ H.

1.4.7. Representación en coordenadas y matrices

Para finalizar este caṕıtulo, vamos a introducir una representación en coordenadas en espacios
vectoriales de dimensión arbitraria aśı como las representaciones matriciales de las transformacio-
nes lineales.
Consideremos F un campo y FV un espacio vectorial. Por el Teorema 1.2.2, V tiene al menos una
base, dado que por el Teorema 1.2.5, todas las bases tienen la misma cardinalidad nos podemos
conformar con tomar una base cualquiera. Para generalizar el concepto de representación en coor-
denadas, vamos a considerar un conjunto I cualquiera (puede ser finito o infinito) y (β, I, f) una
base ordenada de V . Como para cada i ∈ I, f(i) ∈ β, entonces f(i) = xi, donde xi ∈ β, además
cada elemento de β proviene de un único elemento de I bajo la función f , esto nos permite denotar
β = {xi}i∈I , donde xi ̸= xj si i ̸= j, para cada i, j ∈ I. Como V y F (I) tienen la misma dimensión,
a saber |I|, entonces V ∼= F (I). Vamos a hacer expĺıcito tal isomorfismo. Consideremos la función:

δ : β → F (I)

xi 7→ δi

donde δi : I → F se define como δi(i) = 1 y δi(j) = 0, si i ̸= j. Por lo realizado en el Ejemplo
1.2.2, se tiene que {δi}i∈I es una base de F (I), además δ : β → {δi}i∈I es una biyeción. Aplicando
la propiedad universal de las bases a δ, existe una única transformación lineal Φβ : V → F (I) tal
que Φβ|β = δ. Ahora, si v ∈ V , entonces v =

∑
j∈J cjxj , con únicos J ⊆ I finito, cj ∈ F , xj ∈ β,

j ∈ J . De esta manera, tenemos lo siguiente:

Φβ(v) = Φβ

(∑
j∈J cjxj

)
=

∑
j∈J cjΦβ(xj)

=
∑
j∈J cjδj

Aśı, para cada i ∈ I, si i ∈ J , entonces Φβ(v)(i) = ci y si i /∈ J , entonces Φβ(v)(i) = 0.
Vamos a ver que Φβ : V → F (I) es un isomorfismo:

(Inyectividad:) Sea v ∈ ker(Φβ), entonces Φβ(v) = 0. Como β es base de V , v =
∑
j∈J cjxj ,

con únicos J ⊆ I finito, cj ∈ F , xj ∈ β, j ∈ J . como Φβ(v)(i) = 0, para cada i ∈ I, en
particular Φβ(v)(j) = 0, para cada j ∈ J , esto es cj = 0, para cada j ∈ J y por consiguiente
v = 0.

(Suprayectividad:) Sea f ∈ F (I), entonces sop(f) = J , donde J ⊆ I es un conjunto finito,
entonces f(j) = aj , con aj ∈ F , aj ̸= 0, para cada j ∈ J . Aśı, f =

∑
j∈J ajδj . Si elegimos

v =
∑
j∈J ajxj ∈ V , tenemos que Φβ(v) = f .

Por lo tanto, Φβ : V → F (I) es un isomorfismo. Además, Φ−1
β : F (I) → V es tal que Φ−1

β (δi) = xi,
para cada i ∈ I.
A partir de lo anterior, estamos en posibilidades de introducir el concepto de representación en
coordenadas.

Definición 1.4.11 (Representación en coordenadas). Sea FV un espacio vectorial de dimensión
κ, (β, I, f) una base ordenada de V y Φβ : V → F (I) definida como antes. Para cada v ∈ V , Φβ(v)
se llama la representación en coordenadas de v en la base β, donde si v =

∑
j∈J cjxj, con J ⊆ I

finito, cj ∈ F y xj ∈ β es la combinación lineal de v en la base β, entonces:

Φβ(v)(i) =

{
ci si i ∈ J
0 en otro caso
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Φβ(v) se denota como [v]β.

Ejemplo 1.4.10. Consideremos F un campo y F [x] el espacio de los polinomios con coeficientes
en F . Sabemos que (β,N, f) es una base ordenada de F [x], donde β = {xi | i ∈ N} y f : N → β
está definida por f(i) = xi, para cada i ∈ N. Si p(x) ∈ F [x] es un polinomio de grado n, con n
un número natural, consideremos J = {0, 1, . . . , n}, entonces p(x) =

∑
j∈J ajx

j, donde an ̸= 0. La
representación en coordenadas de p(x) en la base β es [p(x)]β, donde:

[p(x)]β(i) =

{
ai si i ∈ J
0 en otro caso.

Definición 1.4.12. Sea F un campo e I un conjunto no vaćıo. Definimos la base canónica de
F (I) como β = {δi}i∈I , donde δi(i) = 1 y δi(j) = 0 si j ̸= i, para cada i, j ∈ I.

Para que sea más provechosa esta representación que hemos construido, vamos a definir el
espacio de las matrices de dimensiones arbitrarias. Considemos conjuntos cualesquiera I, J y F un
campo. Como I×J es un conjunto , por el Ejemplo 1.1.1, se tiene que F I×J es un espacio vectorial,
con las operaciones definidas como (A + B)(i, j) = A(i, j) + B(i, j) y (cA)(i, j) = cA(i, j), para
cada A,B ∈ F I×J , c ∈ F , (i, j) ∈ I × J . Si A ∈ F I×J , como para cada (i, j) ∈ I × J , A(i, j) ∈ F ,
entonces A(i, j) = aij , con aij ∈ F , para cada (i, j) ∈ I × J , esto nos permite denotar a A como
A = (aij)i∈I,j∈J , o abusando, siempre que sea claro los conjuntos I y J que se están utilizando,
podemos denotar solamente A = (aij).
Si A ∈ F I×J , entonces para cada j ∈ J , podemos definir la función A( , j) : I → F , como
A( , j)(i) = aij . Consideremos el conjunto:

MI×J(F ) = {A ∈ F I×J | |sop(A( , j)| <∞, para cada j ∈ J}.

Notemos que si A,B ∈ MI×J(F ) y c ∈ F , para cada j ∈ J , en realidad A( , j), B( , j) ∈ F (I),
pero sabemos que F (I) ≤ F I , por lo que A( , j) + B( , j) ∈ F (I) y cA( , j) ∈ F (I), de esta
manera se concluye que A + B ∈ MI×J(F ) y cA ∈ MI×J(F ) . Además, es claro que la función
0 : I × J → F , definida por 0(i, j) = 0, para cada (i, j) ∈ I × J satisface que sop(0( , j)) es finito,
para cada j ∈ J , por lo que 0 ∈ MI×J(F ). Por lo tanto, MI×J(F ) ≤ F I×J y consecuentemente,
MI×J(F ) es un espacio vectorial sobre el campo F . A este conjunto le podemos dar un nombre,
lo cual haremos en la siguiente definición.

Definición 1.4.13. Sean I, J conjuntos y F un campo. El espacio vectorial MI×J(F ) es llamado
el espacio de las matrices I × J con coeficientes en F .

Definición 1.4.14. Sean I, J conjuntos, A ∈ MI×J(F ).

Para cada i ∈ I, definimos la i-ésima fila de A como la función A(i, ) : J → F , dada por
A(i, )(j) = A(i, j) = aij, para cada j ∈ J .

Para cada j ∈ J , definimos la columna j-ésima de A como la función A( , j) : I → F , dada
por A( , j)(i) = A(i, j) = aij, para cada i ∈ I.

Es importante mencionar que cuando los conjuntos I y J son finitos, estaŕıamos hablando
de los espacios de matrices finitas ya conocidos. Vamos a definir un producto generalizado de
matrices. Consideremos I, J y K conjuntos cualesquiera. Si A ∈ MI×J(F ) y B ∈ MJ×K(F ),
proponemos el producto de A con B como (AB)(i, k) =

∑
j∈J A(i, j)B(j, k), para cada i ∈ I, k ∈

K. Ahora, para k ∈ K, como B ∈ MJ×K(F ), entonces sop(B( , k)) = J0, con J0 ⊆ J un conjunto
finito, notemos que si j /∈ J0, entonces A(i, j)B(j, k) = 0, por lo que en realidad (AB)(i, k) =∑
j∈J0 A(i, j)B(j, k), para cada i ∈ I, k ∈ K. De esta manera, la suma anterior es finita. Ahora,

si i ∈ sop((AB)( , k), entonces (AB)(i, k) ̸= 0, esto es
∑
j∈J0 A(i, j)B(j, k) ̸= 0, por consiguiente

existe j0 ∈ J0 tal que A(i, j0)B(j0, k) ̸= 0, pero B(j0, k) ̸= 0, ya que j0 ∈ sop(B( , k)), aśı que
A(i, j0) ̸= 0, esto es, i ∈ sop(A( , j0)). De esta manera, sop((AB)( , k)) ⊆

⋃
j∈J0 sop((A( , j)),
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pero
⋃
j∈J0 sop((A( , j)) es un conjunto finito, pues es la unión finita de conjuntos finitos, lo que

nos obliga a que sop((AB)( , k)) sea finito, esto para cada k ∈ K. De esta manera AB ∈ MI×K(F )
y por lo tanto nuestra propuesta tiene sentido.

Notación 1.4.2. Si A ∈ MI×J(F ), B ∈ MJ×K(F ), denotaremos las evaluaciones del producto
AB ∈ MI×K(F ) por:

(AB)(i, k) =
∑
j∈J

A(i, j)B(j, k) =
∑
j∈J

aijbjk

para cada i ∈ I, k ∈ K, esto para simplificar la notación, pues ya vimos que esta suma es finita y
no nos debe causar problemas.

Definición 1.4.15 (Producto de matrices). Sea F un campo, I, J , K conjuntos, A ∈ MI×J(F ),
B ∈ MJ×K(F ). Definimos el producto de A con B como la matriz AB ∈ MI×K(F ), definida
como:

(AB)(i, k) =
∑
j∈J

A(i, j)B(j, k) =
∑
j∈J

aijbjk

para cada i ∈ I, k ∈ K.

Proposición 1.4.4 (Propiedades del producto de matrices). Sean I, J , K, L conjuntos, A ∈
MI×J(F ), B ∈ MJ×K(F ), C ∈ MJ×K(F ), D ∈ MK×L(F ) y α ∈ F . Entonces, se cumplen las
siguientes propiedades:

1) A(B + C) = AB +AC.

2) A(BD) = (AB)D.

3) (αA)B = A(αB) = α(AB).

Demostración.

1) Como B,C ∈ MJ×K(F ), entonces B + C ∈ MJ×K(F ), en consecuencia A(B + C) ∈
MI×K(F ). De igual forma, AB,AC ∈ MI×K(F ), por lo que AB + AC ∈ MI×K(F ). De
aqúı concluimos que las matrices de ambos lados están definidas en los mismos conjuntos,
ahora veamos que son iguales en cada pareja (i, k) ∈ I ×K, en efecto:

(A(B + C))(i, j) =
∑
j∈J A(i, j)(B + C)(j, k)

=
∑
j∈J(aij(bjk + cjk))

=
∑
j∈J(aijbjk + aijcjk)

=
∑
j∈J aijbjk +

∑
j∈J aijcjk

= (AB)(i, k) + (AC)(i, k)

esto sucede para cada i ∈ I, k ∈ K, por lo que A(B + C) = AB +AC.

2) Como B ∈ MJ×K(F ), D ∈ MK×L(F ), entonces BD ∈ MJ×L(F ), pero A ∈ MI×J(F ),
aśı que A(BD) ∈ MI×L(F ). Por otro lado, como A ∈ MI×J(F ), B ∈ MJ×K(F ), entonces
AB ∈ MI×K(F ) y como D ∈ MK×L(F ), entonces (AB)D ∈ MI×L(F ). Aśı, hemos visto
que en ambos lados de la igualdad tenemos matrices definidas en los mismos conjuntos.
Ahora, falta ver que son iguales en cada elemento de su dominio, en efecto, sea i ∈ I, l ∈ L,
entonces, desarrollando el lado izquierdo de nuestra igualdad tenemos:

(A(BD))(i, l) =
∑
j∈J A(i, j)(BD)(j, l)

=
∑
j∈J

(
aij
(∑

k∈K bjkckl
))

=
∑
j∈J

∑
k∈K aijbjkckl.

(I)
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Si ahora desarrollamos el lado derecho de la igualdad, obtenemos:

((AB)D)(i, l) =
∑
k∈K(AB)(i, k)D(k, l)

=
∑
k∈K

(∑
j∈J aijbjk

)
dkl

=
∑
k∈K

∑
j∈J aijbjkdkl

=
∑
j∈J

∑
k∈K aijbjkdkl.

(II)

Comparando (I) y (II) tenemos que (A(BD))(i, l) = ((AB)D)(i, l), para cada i ∈ I, l ∈ L.
Por lo tanto, A(BD) = (AB)D.

3) Veamos que (αA)B = A(αB):

((αA)B)(i, k) =
∑
j∈J(αA)(i, j)B(j, k)

=
∑
j∈J αaijbjk

=
∑
j∈J aij(αbjk)

=
∑
j∈J A(i, j)(αB)(j, k)

= (A(αB))(i, k).

Como esto sucede para cada i ∈ I, k ∈ K, tenemos que (αA)B = A(αB). De manera
similar se muestra que (αA)B = α(AB).

Una vez teniendo estas propiedades vamos a relacionar las matrices con transformaciones li-
neales en espacios de cualquier dimensión.

Observación 1.4.4. A partir de este momento, vamos a suponer que todas las bases son ordenadas
respecto a un conjunto I no vaćıo. De esta manera, si FV es un espacio vectorial y β es una base
de V , podemos denotar β = {xi}i∈I , con I un conjunto no vaćıo, donde xi ̸= xj si i ̸= j.

Observación 1.4.5. Si F es un campo, I es un conjunto no vaćıo y h ∈ F (I), entonces podemos
considerar a h como una matriz de I × 1, donde 1 = {0}, incluso podemos considerar cualquier
conjunto de un solo elemento, aśı que podemos pensar que h(i) = h(i, 0), para cada i ∈ I, de
esta manera sop(h( , 0)) es finito y nuestra afirmación es correcta. Para no complicar la notación
consideraremos h(i, 0) = h(i), para cada i ∈ I.

Consideremos I, J conjuntos y un campo F . Si T : F (J) → F (I) es una transformación lineal
y f ∈ F (J), como {δj}i∈J es base de F (J), entonces f =

∑
j∈J cjδj , recordemos que esta suma es

finita, pero se denota sobre toda j ∈ J para tomar en cuenta los coeficientes cero, que sabemos

que son casi todos salvo un número finito de ellos. Luego, T (f) = T
(∑

j∈J cjδj

)
=
∑
j∈J cjT (δj).

Esto nos motiva a introducir la siguiente definición.

Definición 1.4.16. Sean I, J conjuntos, F un campo y T : F (J) → F (I) una transformación lineal.
Definimos a la matriz de T como la matriz A ∈ MI×J(F ) tal que para cada j ∈ J , A( , j) = T (δj).

Ahora, la intención es poder definir la representación matricial de una transformación lineal,
para esto consideremos FV , FW espacios vectoriales, β = {xj}j∈J una base ordenada de V ,
γ = {yi}i∈I una base ordenada de W y T : V → W una transformación lineal. Entonces, el
diagrama

V
T //

Φβ

��

W

Φγ

��
F (J)

ΦγTΦ−1
β // F (I)

es conmutativo, de esta manera introducimos la siguiente definición.
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Definición 1.4.17 (La matriz de una transformación lineal). Sean FV , FW espacios vectoriales,
β = {xj}j∈J una base ordenada de V , γ = {yi}i∈I una base ordenada de W y T : V → W una
transformación lineal. La representación matricial de T respecto a las bases β y γ se define como
la matriz de ΦγTΦ

−1
β : F (J) → F (I) y se denota como [T ]γβ.

Observemos que para j ∈ J , tenemos lo siguiente:

(ΦγTΦ
−1
β )(δj) = (ΦγT )((Φ

−1
β )(δj))

= (ΦγT )(xj)
= Φγ(T (xj))
= [T (xj)]γ

De esta manera concluimos que la j-ésima columna de [T ]γβ es la representación en coordenadas de

T (xj), para cada j ∈ J , más aún, [T ]γβ(i, j) = [T (xj)]γ(i), para cada i ∈ I, es decir, el i, j-ésimo

coeficiente de [T ]γβ es la i-ésima coordenada de [T (xj)]γ , esto para cada i ∈ I, j ∈ J .

Teorema 1.4.17. Sean I, J conjuntos, FV un espacio vectorial de dimensión |J | y FW un espacio
vectorial de dimensión |I|. Entonces Hom(V,W ) ∼= MI×J(F ).

Demostración. Sabemos por el Teorema 1.2.2, que todo espacio vectorial tiene base, además, por el
Teorema 1.2.5, sabemos que todas las bases de un espacio vectorial tienen la misma cardinalidad lo
cual nos garantiza que no hay problema con las bases que consideremos. Consideremos β = {xj}j∈J
una base ordenada de V y γ = {yi}i∈I una base ordenada de W . Definamos:

Ψ : Hom(V,W ) → MI×J(F )
T 7→ [T ]γβ .

Es claro que Ψ está bien definida.

Φ es una transformación lineal: Sean T,U ∈ Hom(V,W ) y c ∈ F . Debemos mostrar que
Ψ(T + cU) = Ψ(T ) + cΨ(U), como Ψ(T + cU),Ψ(T ) + cΨ(U) ∈ MI×J(F ), debemos checar
la igualdad en cada (i, j) ∈ I × J . Sea (i, j) ∈ I × J , entonces se tiene lo siguiente:

Ψ(T + cU)(i, j) = [T + cU ]γβ(i, j)

= [(T + cU)(xj)]γ(i)
= [T (xj) + cU(xj)]γ(i)
= ([T (xj)]γ + c[U(xj)]γ)(i)
= [T (xj)]γ(i) + c[U(xj)]γ(i)
= [T ]γβ(i, j) + c[U ]γβ(i, j)

= Ψ(T )(i, j) + cΨ(U)(i, j)

con lo que concluimos que Ψ(T + cU) = Ψ(T ) + cΨ(U) y aśı queda establecida la linealidad.

Ψ es monomorfismo: Sea T ∈ Ker(Ψ), entonces Ψ(T ) = 0, donde 0 : I × J está definida
por 0(i, j) = 0, para cada i ∈ I, j ∈ J . Como Ψ(T ) = [T ]γβ , entonces [T ]

γ
β(i, j) = 0, para cada

i ∈ I, j ∈ J , aśı para cada j ∈ J , [T (xj)]γ(i) = 0, para cada i ∈ T , de esta manera todos
los coeficientes de la combinación lineal de T (xj) en la base γ son ceros, lo que implica que
T (xj) = 0 y esto sucede para cada j ∈ J . Aśı las cosas tenemos que T se anula en todos
los elementos de la base, por el Corolario 1.4.2, se tiene que T = 0 (la transformación lineal
cero). Por lo tanto Ker(Ψ) = {0} y aśı se concluye que Ψ es monomorfismo.

Ψ es epimorfismo: Sea A ∈ MI×J(F ), luego, para cada j ∈ J , sop(A( , j)) es finito, esto
nos permite definir la función:

f : β → W
xj 7→

∑
i∈I A(i, j)yi
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donde yi ∈ γ, para cada i ∈ I. Por la Propiedad universal de las bases, existe una única
transformación lineal T : V → W tal que T (xj) = f(xj) =

∑
i∈I A(i, j)yi, para cada j ∈ J .

De esta manera tenemos que A = [T ]γβ = Ψ(T ). Aśı queda demostrada la suprayectividad.

Por lo tanto Ψ : Hom(V,W ) → MI×J(F ) es un isomorfismo y por tal razón Hom(V,W ) ∼=
MI×J(F ).

Observación 1.4.6. Sean F un campo, I, J conjuntos y A ∈ MI×J(F ). Consideremos β =
{δj}j∈J la base canónica de F (J). Definamos la función:

µ : β → F (I)

δj 7→ Aδj .

Notemos que para cada i ∈ I, j ∈ J , se tiene lo siguiente:

µ(δj)(i) = (Aδj)(i) =
∑
k∈J A(i, k)δj(k)

= A(i, j)δj(j)
= A(i, j)

de ah́ı concluimos que µ(δj) = Aδj = A( , j), para cada j ∈ J , es decir, µ(δj) = Aδj es la j-ésima
columna de A. Aplicando la Propiedad universal de las bases a µ, existe una única transformación
lineal LA : F (J) → F (I) tal que LA|β = µ. Sea h ∈ F (J), deseamos ver quien es expĺıcitamente

LA(h). Como β es base de F (J), entonces h =
∑
j∈J cjδj, con cj ∈ F , para cada j ∈ J , recordemos

que esta última suma es finita. Entonces, tenemos las siguientes igualdades:

LA(h) = LA

(∑
j∈J cjδj

)
=

∑
j∈J cjLA(δj)

=
∑
j∈J cjµ(δj)

=
∑
j∈J cj(Aδj)

=
∑
j∈J A(cjδj)

= A
∑
j∈J cjδj

= Ah.

Aśı las cosas, se tiene que LA(h) = Ah, para cada h ∈ F (J). En pocas palabras, LA : F (J) → F (I)

no hace otra cosa más que multiplicar a h por la izquierda por la matriz A.

Definición 1.4.18. Sean F un campo, I, J conjuntos, A ∈ MI×J(F ). Definimos como LA :
F (J) → F (I) la transformación lineal que multiplica por A a la izquierda por cada elemento de
F (J).

Observación 1.4.7. Si F es un campo, I, J conjuntos, β = {δj}j∈J la base canónica de F (J),
γ = {δi}i∈I la base canónica de F (I) y A ∈ MI×J(F ). Entonces la matriz de LA : F (J) → F (I)

respecto a las bases β y γ es A. En efecto, es suficiente notar las siguientes igualdades para cada
i ∈ I, j ∈ J :

[LA]
γ
β(i, j) = [LA(δj)]γ(i)

= [Aδj ]γ(i)
= [A( , j)]γ(i)
= A(i, j).

Teorema 1.4.18. Sean F un campo, I, J conjuntos y T : F (J) → F (I) una transformación lineal.
Entonces existe A ∈ MI×J tal que T = LA.

Demostración. Consideremos A ∈ MI×J(F ) la matriz de T , la cuál está dada por A( , j) = T (δj),
para cada j ∈ J . Tomemos h ∈ F (J), como β = {δj}j∈J es base de F (J), entonces h =

∑
j∈J cjδj ,
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con cj ∈ F , donde cj = 0 para casi toda j ∈ J . Luego, T (h) = T
(∑

j∈J cjδj

)
=
∑
j∈J cjT (δj) =∑

j∈J cjA( , j) =
∑
j∈J cj(Aδj) = A

∑
j∈J cjδj = Ah = LA(h). De esta manera, T = LA, donde

A es la matriz de T .

En palabras lo que dice el teorema anterior es que todas las transformaciones lineales entre dos
productos de copias del campo, en realidad son de la forma LA, para alguna matriz adecuada A.

Teorema 1.4.19. Sea F un campo, I, J , K conjuntos, A ∈ MI×J(F ) y B ∈ MJ×K . Considere-
mos las transformaciones lineales LA : F (J) → F (I) y LB : F (K) → F (J). Entonces LALB = LAB.

Demostración. Consideremos β = {δk}k∈K la base canónica de F (K). Por un lado, LALB : F (K) →
F (I) es una transformación lineal, pues es composición de transformaciones lineales. Por otro lado,
LAB : F (K) → F (I) es una transformación lineal, ya que AB ∈ MI×K . De esta manera, ambas
transformaciones lineales tienen el mismo dominio y el mismo contradominio. Por el Corolario
1.4.2, es suficiente ver que ambas coinciden en la base, para esto sea k ∈ K, luego se tiene lo
siguiente:

(LALB)(δk) = LA(LB(δk)
= LA(Bδk)
= A(Bδk)
= (AB)δk
= LAB(δk).

Por lo tanto, LALB = LAB .

Teorema 1.4.20. Sean FV , FW espacios vectoriales con bases ordenadas β = {xj}j∈J y γ =
{yi}i∈I , respectivamente y T : V →W una transformación lineal. Entonces, el diagrama

V
T //

Φβ

��

W

Φγ

��
F (J)

L[T ]
γ
β // F (I)

conmuta, es decir, ΦγT = L[T ]ββ
Φβ.

Demostración. Sea v ∈ V , como β es base de V , entonces v =
∑
j∈J cjxj , donde cj ∈ F y cj = 0

para casi toda j ∈ J . Entonces se tiene lo siguiente:

(ΦγT )(v) = Φγ(T (v))

= Φγ

(
T
(∑

j∈J cjxj

))
= Φγ

(∑
j∈J cjT (xj)

)
=

∑
j∈J cjΦγ(T (xj))

=
∑
j∈J cj [T (xj)]γ

=
∑
j∈J cj [T ]

γ
β( , j)

=
∑
j∈J cj([T ]

γ
βδj)

=
∑
j∈J [T ]

γ
β(cjδj)

= [T ]γβ
∑
j∈J cjδj

= [T ]γβ
∑
j∈J cjδj

= [T ]γβ [v]β
= (L[T ]γβ

Φβ)(v).

De ah́ı que ΦγT = L[T ]γβ
Φβ , lo que se buscaba.

En el siguiente teorema, vamos a encontrar una representación matricial para la composición
de transformaciones lineales.
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Teorema 1.4.21. Sean FV , FW y FZ espacios vectoriales con bases ordenadas β = {xj}j∈J ,
γ = {yi}i∈I y λ = {zk}k∈K , respectivamente. Sean T : V → W y S : W → Z transformaciones
lineales, entonces

[ST ]λβ = [S]λγ [T ]
γ
β .

Demostración. De acuerdo a nuestras hipótesis y los resultados previos tenemos el diagrama

V
T //

Φβ

��

W
S //

Φγ

��

Z

Φλ

��
F (J)

L[T ]
γ
β // F (I)

L
[S]λγ // F (K)

(I)

el cuál podemos extender como

V
T //

Φβ

��

W
S //

Φγ

��

Z

Φλ

��
F (J)

L[T ]
γ
β //

Id
��

F (I)
L

[S]λγ // F (K)

Id
��

F (J)
L

[S]λγ
L[T ]

γ
β // F (K)

(II)

Por otro lado, tenemos el diagrama para la composición de T con S de esta manera

V
ST //

Φβ

��

Z

Φλ

��
F (J)

L
[ST ]λ

β // F (K)

(III)

Comparando los diagramas (II) y (III) y por el Teorema 1.4.19, tenemos las siguientes igualdades:

L[ST ]λβ
= Φ−1

β (ST )Φλ

= L[S]λγ
L[T ]γβ

= L[S]λγ [T ]γβ
.

Aśı, tenemos que L[ST ]λβ
= L[S]λγ [T ]γβ

y de la Observación 1.4.7, se concluye que [ST ]λβ = [S]λγ [T ]
γ
β .

Definición 1.4.19 (La matriz identidad). Sea I un conjunto no vaćıo. Definimos la matriz iden-
tidad como la matriz δI ∈ MI×I(F ), definida como

δI(i, j) =

{
1 si i = j
0 en otro caso

para cada i, j ∈ I.

Proposición 1.4.5. Sean F un campo, I, J conjuntos, A ∈ MI×J(F ), B ∈ MJ×I(F ). Entonces:

1) δIA = A.

2) BδI = B.

Demostración.
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1) Como δI ∈ MI×I(F ) y A ∈ MI×I(F ), entonces δIA ∈ MI×J(F ). Ahora, para cada i ∈ I,
j ∈ J , (δIA) =

∑
k∈I δI(i, k)A(k, j) = δI(i, i)A(i, j) = A(i, j). Por lo tanto, δIA = A.

2) Dado que B ∈ MJ×I(F ) y δI ∈ MI×I(F ), tenemos que BδI ∈ MJ×I(F ). Falta ver que
ambas matrices son iguales en cada pareja (j, i) ∈ J×I, en efecto, sean j ∈ J , i ∈ I, entonces
(BδI)(j, i) =

∑
k∈K B(j, k)δI(k, i) = B(j, i)δI(i, i) = B(j, i). De esta manera tenemos lo

deseado.

Observación 1.4.8. Sea FV un espacio vectorial, β = {xi}i∈I una base ordenada de V . Entonces

[idV ]
β
β = δI . En efecto, sean i, j ∈ I. Entonces [idV ]

β
β(i, j) = [xj ]β(i). Pero

[xj ]β(i) =

{
1 si i = j
0 otro caso

y dado que δI está definida de la misma forma para cada i, j ∈ I, tenemos lo deseado.

Ahora, vamos a definir una matriz invertible para dimensiones arbitrarias.

Definición 1.4.20. Sea F un campo, I, J conjuntos y A ∈ MI×J(F ). Decimos que A es invertible
si existe B ∈ MJ×I(F ) tal que BA = δJ y AB = δI . En este caso se dice que B es matriz inversa
de A.

Teorema 1.4.22. Sea F un campo, I, J conjuntos y A ∈ MI×J(F ). Si B,C ∈ MJ×I(F ) son
matrices inversas de A, entonces B = C. Además, |I| = |J |.

Demostración. Consideremos la transformación lineal LA : F (J) → F (I) como en la Definición
1.4.18. Ahora, consideremos las transformaciones lineales LB , LC : F (I) → F (J), también como en
la Definición 1.4.18. Notemos que LBLA = LBA = LδJ = idF (J) y LALB = LAB = LδI = idF (I) .
De igual forma, LCLA = idF (J) y LALC = idF (I) . Aśı, tenemos que LB , LC : F (I) → F (J) son
funciones inversas de LA : F (J) → F (I), pero sabemos que la función inversa cuando existe es
única, en consecuencia LB = LC con lo que se concluye que B = C. Además, LA : F (J) → F (I) es
una transformación lineal con inversa LB : F (I) → F (J), por consiguiente LA es un isomorfismo y
consecuentemente F (J) ∼= F (I). Por el Teorema 1.4.15, |I| = |J |.

Notación 1.4.3. Al ver que cuando existe la matriz inversa es única, si I, J son conjuntos,
A ∈ MI×J(F ) y B ∈ MJ×I es la matriz inversa de A, denotamos B = A−1. Además, dada la
biyección entre I y J , podemos suponer que si A es invertible, entonces A ∈ MI×I(F ), lo cual nos
facilita un poco de trabajo.

Proposición 1.4.6. Sea F un campo, I un conjunto, A,B ∈ MI×I(F ). Entonces se cumple lo
siguiente:

1) Si A es invertible, entonces A−1 es invertible y
(
A−1

)−1
= A.

2) Si A y B son invertibles, entonces AB es invertible y (AB)−1 = B−1A−1.

Demostración.

1) Es inmediato a partir de que A−1A = δI = AA−1, pues A actua como inversa de A−1 y
como la inversa es única se establece lo deseado.

2) Notemos que

(B−1A−1)(AB) = B−1(A−1A)B = B−1δIB = B−1B = δI .

De manera que análoga se exhibe que (AB)(B−1A−1) = δI . Por consiguiente,B
−1A−1 actua

como inversa de AB y por la unicidad de la inversa se concluye que (AB)−1 = B−1A−1.
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Teorema 1.4.23. Sea I, J conjuntos, FV , FW espacios vectoriales de dimensiones |J | y |I|,
respectivamente, β = {xj}j∈J , γ = {yi}i∈I bases ordenadas de V y W , respectivamente y T : V →
W una transformación lineal. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) T es isomorfismo.

2) [T ]γβ es invertible

Demostración. 1) ⇒ 2): Supongamos que T es isomorfismo y demostremos que [T ]γβ es invertible.

Como T es isomorfismo, existe T−1 : W → V tal que T−1T = idV y TT−1 = idW . Recordemos
que T−1 tambien es una transformación lineal, por el Teorema 1.4.17, [T−1]βγ ∈ MJ×I(F ). Ahora,

veamos que [T−1]βγ es la inversa de [T ]γβ , para esto notemos las siguientes igualdades:

[T−1]βγ [T ]
γ
β = [T−1T ]γγ

= [idW ]γγ
= δJ .

De manera análoga se exhibe que [T ]γβ [T
−1]βγ = δI . Aśı las cosas, tenemos que [T−1]βγ es la inversa

de [T ]γβ y consecuentemente [T ]γβ es invertible.

2) ⇒ 1): Supongamos que [T ]γβ es invertible. Luego, existe B ∈ MJ×I(F ) tal que satisface las
siguientes igualdades:

B [T ]
γ
β = δJ

[T ]
γ
β B = δI .

(I)

Por el Teorema 1.4.17, existe una transformación lineal S : W → T tal que B = [S]βγ , además

recordemos que [idV ]
β
β = δJ y que [idW ]γγ = δI , de modo que las igualdades de (I) se convierten en

[S]
β
γ [T ]

γ
β = [idV ]

β
β

[T ]
γ
β [S]

β
γ = [idW ]

γ
γ

(II)

pero [S]βγ [T ]
γ
β = [ST ]ββ y [T ]γβ [S]

β
γ = [ST ]γγ , aśı que sustiyendo en las igualdades de (II), se tiene

[ST ]
β
β = [idV ]

β
β

[TS]
γ
γ = [idW ]

γ
γ .

(III)

Ahora bien, Ψ : Hom(V, V ) → MJ×J(F ), dado por Ψ(T ) = [T ]ββ , para cada T ∈ Hom(V, V ) y Ψ′ :
Hom(W,W ) → MI×I(F ), dada por Ψ′(S) = [S]γγ , para cada S ∈ Hom(W,W ) son isomorfismos
por el Teorema 1.4.17, por consiguiente ambos tienen inversas. Si aplicamos Ψ−1 y Ψ′−1 a la
primera y segunda igualdad de (III), respectivamente, tenemos que

ST = idV
TS = idW .

(IV)

De (IV) se establece que T es isomorfismo, lo que deseábamos demostrar.

Para finalizar esta parte, vamos a generalizar el concepto de matriz de cambio de base, antes
haremos notar una observación.

Observación 1.4.9. Si FV es un espacio vectorial, β = {xi}i∈I y β′ = {yj}j∈J son bases orde-
nadas de V , como V ∼= V , entonces |I| = |J |, por consiguiente existe una biyección g : I → J , aśı
que para cada j ∈ J , yj = yg(i), para un único i ∈ I. De esta manera, tenemos que β′ = {yg(i)}i∈I ,
si para cada i ∈ I llamamos yg(i) = x′i, entonces β

′ = {x′i}i∈I . En palabras, todas las bases de
un espacio vectorial se pueden ordenar respecto al mismo conjunto, cambiando únicamente los
elementos si es necesario.
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Definición 1.4.21. Sean F un campo, I un conjunto, A,B ∈ MI×I(F ). Decimos que A es
semejante a B, lo cual denotamos como A ∼ B, si existe Q ∈ MI×I(F ) invertible tal que A =
Q−1BQ.

Proposición 1.4.7. Sea F un campo e I un conjunto. La relación ∼ es una relación de equiva-
lencia en MI×I(F ).

Demostración.

(Reflexividad): Sea A ∈ MI×I(F ). Es claro que δI es invertible y δ−1
I = δI . Haciendo

Q = δI tenemos que A = Q−1BQ.

(Simetŕıa): Sean A ∈ MI×I(F ) y supongamos que A ∼ B. Luego, existe Q ∈ MI×I(F )
invertible tal que A = Q−1BQ. Multiplicando ambos lados de la igualdad anterior por Q a
la izquierda y por Q−1 a la derecha, tenemos que B = QAQ−1. Aśı, si hacemos R = Q−1,
tenemos que R es invertible y es tal que B = R−1AR, con lo que concluimos que B ∼ A.

(Transitividad): Sean A,B,C ∈ MI×I(F ). Supongamos que A ∼ B y B ∼ C, luego existen
Q,R ∈ MI×I(F ) invertibles tales que A = Q−1BQ y B = R−1CR. Entonces, tenemos las
siguientes igualdades:

A = Q−1BQ
= Q−1(R−1CR)Q
= (Q−1R−1)C(RQ)
= (RQ)−1C(RQ).

Haciendo S = RQ, tenemos que S es invertible y A = S−1CS, de ah́ı que A ∼ C.

Definición 1.4.22. Sea F un campo, I un conjunto y A ∈ MI×I(F ). Definimos la clase de
semejanza de A como

[A]∼ = {B ∈ MI×I(F ) | A ∼ B} .

El conjunto de clases de semejanza lo definimos como

MI×I(F )/ ∼= {[A]∼ | A ∈ MI×I(F )} .

Recordemos que por las propiedades de las relaciones de equivalencia, MI×I(F )/ ∼ es una partición
de MI×I(F ).

Con estos conceptos que hemos introducido estamos en condiciones de definir la matriz de
cambio de base.

Definición 1.4.23 (Matriz de cambio de base). Sea FV un espacio vectorial, β = {xi}i∈I y

β′ = {yi}i∈I bases ordenadas de V . Definimos la matriz de cambio de base de β a β′ como [idV ]
β′

β ,
donde idV : V → V es la transformación lineal identidad.

Notemos que el diagrama

V
idV //

Φβ

��

V

Φβ′
��

F (I)

L
[idV ]

β′
β // F (I)

es conmutativo, con lo que concluimos que lo que hace la matriz de cambio de base es mandar
la representación en coordenadas respecto a la base β de cualquier vector a su representación en
coordenadas en la base β′.

Notemos que como idV = idV idV , por el Teorema 1.4.21, [idV ]
β
β′ [idV ]

β′

β = [idV ]
β
β y [idV ]

β′

β [idV ]
β
β′ =
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[idV ]
β′

β′ . Como [idV ]
β′

β′ = [idV ]
β
β = δI , se concluye que

(
[idV ]

β′

β

)−1

= [idV ]
β
β′ y

(
[idV ]

β
β′

)−1

=

[idV ]
β′

β . En palabras, la inversa de la matriz de cambio de base de β a β′ es la matriz de cambio
de base de β′ a β y visceversa.
Finalmente, si FV , FW son espacios vectoriales, T : V →W una transformación lineal, β, β′ bases
ordenadas de V y γ, γ′ bases ordenadas deW , como T = idWTidV , por el Teorema 1.4.21, tenemos

que [T ]γβ = [idW ]γγ′ [T ]
γ′

β′ [idV ]
β′

β .
Como caso particular, si T : V → V es una transformación lineal, β y β′ son bases ordenadas de V ,

aplicando lo anterior tenemos que [T ]ββ = [idV ]
β
β′ [T ]

β′

β′ [idV ]
β′

β . Si hacemos Q = [idV ]
β′

β , tenemos que

[T ]ββ = Q−1[T ]β
′

β′Q, por lo que [T ]ββ ∼ [T ]β
′

β′ . Aśı las cosas, todas las representaciones matriciales de
una transformación lineal de un espacio vectorial en śı mismo son semejantes pese a que se utilicen
bases diferentes.
Con lo que hicimos hemos generalizado los conceptos de matrices y representación en coordenadas
para espacios de dimensión arbitraria, en espacios de dimensión finita estos conceptos tienen mucha
utilidad para cuestiones de diagonalización y construcción de formas canónicas; estos conceptos son
aplicables a otras áreas de las matemáticas como probabilidad, ecuaciones diferenciales, entre otras.
Sin embargo, hemos mostrado que por lo menos a nivel teórico esto se puede generalizar a espacios
de dimensión arbitraria. Cabe mencionar tales resultados son propiedad del autor, por lo que no
se encuentran en la literatura, por lo menos en la que se expone al final de este trabajo y que fue
utilizada como apoyo para realizar el mismo. Seŕıa interesante para quiénes nos dedicamos a estas
áreas encontrar su utilidad y aplicaciones, principalmente en espacios de dimensión infinita, lo que
podemos dejar como una pregunta de investigación a futuro o probablemente ya haya trabajo al
respecto y solo nos falte explorarlo más. Por lo pronto nos quedamos con esta pequeña introducción
que se ha hecho.
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Caṕıtulo 2

Espacio cociente, producto y suma
directa generalizados

En este caṕıtulo nos dedicaremos a estudiar a fondo los espacios cociente, los cuáles serán
construidos a través de una relación de equivalencia en un espacio vectorial FV que será inducida
v́ıa un subespacio W de V . Precisamente al conjunto de clases de equivalencia de la relación
mencionada, la cuál será definida más adelante, lo dotaremos de una suma y un producto por
escalar para darle estructura de espacio vectorial sobre el campo F en cuestión; ese nuevo espacio
será al que llamaremos espacio cociente y se denotará como V/W . Una vez hecho esto, exploraremos
algunas propiedades de este nuevo espacio tales como su dimensión, sus transformaciones lineales
de interés, entre otras cosas. También se expondrán tres teoremas importantes de isomorfsmo, aśı
como un teorema de correspondencia, tales teoremas involucran fuertemente al espacio cociente.
Otra cosa que se presentará en este caṕıtulo son los productos y sumas directas de familias de
espacios vectoriales; a diferencia del caṕıtulo anterior que presentamos el concepto de suma directa
para dos subespacios, aqúı se hará para familias generalizadas, incluso dejando abierta la posibilidad
de que el conjunto de ı́ndices sobre el que están etiquetadas nuestras familias sea infinito. También
exploraremos algunas propiedades de estos objetos y principalmente, sus propiedades universales.

2.1. Espacio cociente

2.1.1. Construcción

Definición 2.1.1. Sea FV un espacio vectorial y W un subespacio de V . Definimos la relación
de congruencia módulo W en V , denotada por ≡W , de la siguiente manera: u ≡W v si y solo si
u− v ∈W , para cada u, v ∈ V .

Teorema 2.1.1. Sea FV un espacio vectorial y W un subespacio de V . La relación ≡W es una
relación de equivalencia en V .

Demostración.

Reflexividad: Sea v ∈ V . Como v−v = 0 y 0 ∈W , dado queW ≤ V , se tiene que v−v ∈W ,
es decir v ≡W v.

Simetŕıa: Sean u, v ∈ V . Supongamos que u ≡W v, luego u− v ∈ W , pero W ≤ V , aśı que
−(u− v) ∈W , es decir, v − u ∈W , de ah́ı que v ≡W u.

Transitividad: Sean u, v, z ∈ V . Supongamos que u ≡W v y v ≡W z, entonces u − v ∈ W
y v − z ∈ W , al ser W ≤ V se tiene que (u − v) + (v − z) ∈ W , esto es u − z ∈ W . De ah́ı
que u ≡W z.
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Por lo tanto, ≡W es una relación de equivalencia en V .

Definición 2.1.2. Sea FV un espacio vectorial, W un subespacio de V y v ∈ V . Definimos la
clase de equivalencia de v sobre la relación de equivalencia ≡W como:

[v]≡W
= {u ∈ V | u ≡W v}.

El conjunto cociente de V bajo la relación de equivalencia ≡W se define como:

V

≡W
= {[v]≡W

| v ∈ V }.

Observación 2.1.1. Si FV es un espacio vectorial, W es un subespacio de V y v ∈ V , tenemos
las siguientes igualdades:

[v]≡W
= {u ∈ V | u ≡W v}
= {u ∈ V | u− v ∈W}
= {u ∈ V | u− v = w,w ∈W}
= {u ∈ V | u = v + w,w ∈W}
= {v + w | w ∈W}.

A partir de lo anterior podemos denotar [v]≡W
= v +W .

De esta manera, el conjunto conciente de V sobre la relación de equivalencia ≡W lo podemos
redefinir como:

V

≡W
= {v +W | v ∈ V }

por lo que ésta o la definición anterior para el conjunto cociente son correctas y no debe de causar
problemas la que se utilice.

Vamos a dotar a
V

≡W
de estructura de espacio vectorial sobre el campo F . Vamos a definir

primero una suma en
V

≡W
de la siguiente manera:

⊕ :
V

≡W
× V

≡W
→ V

≡W
(u+W, v +W ) 7→ (u+ v) +W

vamos a ver que esta suma está bien definida, en efecto, supongamos que u + W = u′ + W y
que v +W = v′ +W , entonces tenemos que u − u′ ∈ W y v − v′ ∈ W , pero W ≤ V , aśı que
(u−u′)+ (v− v′) ∈W , asociando y conmutando los vectores tenemos que (u+ v)− (u′+ v′) ∈W ,
esto implica que (u+ v)+W = (u′ + v′)+W , es decir, (u+W )⊕ (v+W ) = (u′ +W )⊕ (v′ +W ).

Por lo tanto, ⊕ está bien definida en
V

≡W
.

Ahora, introducimos el siguiente producto por escalar:

⊙ : F × V

≡W
→ V

≡W
(c, u+W ) 7→ cu+W

debemos mostrar que este producto está bien definido; tomemos c ∈ F y supongamos que u+W =
u′ +W , luego u− u′ ∈W , como W ≤ V se tiene que c(u− u′) ∈W , pero c(u− u′) = cu− cu′, de
manera que cu− cu′ ∈W , es decir cu+W = cu′ +W , aśı se tiene que c⊙ (u+W ) = c⊙ (u′ +W ).
De esta manera hemos visto que las dos operaciones que introducimos en V

≡W
están bien definidas.
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Observación 2.1.2. Si FV es un espacio vectorial yW un subespacio de V , se tienen las siguientes
igualdades:

[0]≡W
= 0 +W = {0 + w | w ∈W} = {w | w ∈W} =W.

Además, si w ∈W , entonces w−0 ∈W , por consiguiente [w]≡W
= w+W = 0+W =W = [0]≡W

.

Teorema 2.1.2. Sea FV un espacio vectorial y W un subespacio de V . Entonces(
V

≡W
,⊕,W, F,⊙ : F × V

≡W
→ V

≡W

)
es un espacio vectorial.

Demostración. Veamos primero que
(

V
≡W

,⊕,W
)
es un grupo abeliano:

1) Sean u+W, v +W, z +W ∈ V
≡W

, entonces tenemos lo siguiente:

(u+W )⊕ ((v +W )⊕ (z +W )) = (u+W )⊕ ((v + z) +W )
= (u+ (v + z)) +W
= ((u+ v) + z) +W
= ((u+ v) +W )⊕ (z +W )
= ((u+W )⊕ (v +W ))⊕ (z +W )

es decir, (u+W )⊕ ((v+W )⊕ (z+W )) = ((u+W )⊕ (v+W ))⊕ (z+W ). De esta manera
queda establecida la asociatividad.

2) Sean u+W, v +W ∈ V
≡W

, luego se cumplen las siguientes igualdades:

(u+W )⊕ (v +W ) = (u+ v) +W
= (v + u) +W
= (v +W )⊕ (u+W )

aśı, tenemos que (u +W ) ⊕ (v +W ) = (v +W ) ⊕ (u +W ). Por lo tanto, se cumple la
conmutatividad.

3) Sea v +W ∈ V
≡W

, entonces:

(v +W )⊕W = (v +W )⊕ (0 +W )
= (v + 0) +W
= v +W

es decir, (v +W ) ⊕W = v +W , en consecuencia se tiene que W es el elemento neutro
respecto a ⊕.

4) Sea v +W ∈ V
≡W

, luego como v ∈ V , entonces −v ∈ V , en consecuencia −v +W ∈ V
≡W

.
Ahora, observemos las siguientes igualdades:

(v +W )⊕ (−v +W ) = (v + (−v)) +W
= 0 +W
= W

de ah́ı que (v+W )⊕ (−v+W ) =W , con lo que se deduce que −v+W es el inverso aditivo
de v +W .

De esta manera hemos probado que
(

V
≡W

,⊕,W
)
es un grupo abeliano.

Ahora, vamos a demostrar que ⊙ : F × V
≡W

→ V
≡W

satisface las condiciones para el producto por
escalar de la definición de espacio vectorial:

a) Sea v+W ∈ V
≡W

, luego, 1⊙(v+W ) = (1·v)+W = v+W . Por lo tanto, 1⊙(v+W ) = v+W .
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b) Sean c, d ∈ F , v +W ∈ V
≡W

. Tenemos las siguientes igualdades:

(cd)⊙ (v +W ) = ((cd)v) +W
= (c(dv)) +W
= c⊙ (dv +W )
= c⊙ (d⊙ (v +W )).

De ah́ı se concluye que (cd)⊙ (v +W ) = c⊙ (d⊙ (v +W )).

c) Sean c, d ∈ F , v +W ∈ V
≡W

. Notemos las siguientes igualdades:

(c+ d)⊙ (v +W ) = ((c+ d)v) +W
= (cv + dv) +W
= (cv +W )⊕ (dv +W )
= (c⊙ (v +W ))⊕ (d⊙ (v +W )).

Es decir, (c+ d)⊙ (v +W ) = (c⊙ (v +W ))⊕ (d⊙ (v +W )).

d) Sea c ∈ F , u+W, v +W ∈ V
≡W

. Se cumple lo siguiente:

c⊙ ((u+W )⊕ (v +W )) = c⊙ ((u+ v) +W )
= (c(u+ v)) +W
= (cu+ cv) +W
= (cu+W )⊕ (cv +W )
= (c⊙ (u+W ))⊕ (c⊙ (v +W )).

Por consiguiente, c⊙ ((u+W )⊕ (v +W )) = (c⊙ (u+W ))⊕ (c⊙ (v +W )).

Por lo tanto,
(

V
≡W

,⊕,W, F,⊙ : F × V
≡W

→ V
≡W

)
es un espacio vectorial.

Definición 2.1.3 (Espacio cociente). Sea FV un espacio vectorial y W un subespacio de V . El

espacio vectorial
(

V
≡W

,⊕,W, F,⊙ : F × V
≡W

→ V
≡W

)
es llamado el espacio vectorial cociente

de V sobre W .
A partir de este momento al espacio vectorial cociente de V sobre W lo denotaremos como V

W ó
V/W ; las operaciones ⊕ y ⊙ serán denotadas con las notaciones usuales para la suma y producto,
es decir, (u +W ) ⊕ (v +W ) = (u +W ) + (v +W ) y c ⊙ (v +W ) = c · (v +W ) = c(v +W ).
Es importante no confundirnos con las notaciones, pues u+W es solamente una notación para la
clase [v]≡W

por lo realizado en la Observación 2.1.1, por lo que dicho signo más no indica alguna
operación como tal.

Ejemplo 2.1.1. Consideremos un campo F y X un conjunto. Por el Ejemplo 1.1.1 y el Ejemplo
1.1.4 sabemos que FX es un espacio vectorial y F (X) ≤ FX . Entonces:

FX/F (X) = {f + F (X) | f ∈ FX}.

Ahora, tomemos f ∈ FX . Vamos a ver quien seŕıa f + F (X) para que podamos hacer una inter-
pretación. Si g ∈ f + F (X), entonces f − g ∈ F (X), con lo que |sop(f − g)| < ∞. Si f − g = 0,
entonces f(x)− g(x) = 0, para cada x ∈ X, es decir, f(x) = g(x), para cada x ∈ X. Si f − g ̸= 0,
entonces sop(f − g) = {x1, . . . , xn}, con n ∈ N \ {0}, xj ∈ X, j ∈ {1, . . . , n}. Notemos que para
j ∈ {1, . . . , n}, f(xj) − g(xj) ̸= 0, es decir, f(xj) ̸= g(xj). Ahora, si y /∈ sop(f − g), entonces
f(y) − g(y) = 0, o sea, f(y) = g(y). De esta manera concluimos que en f + F (X) se encuentran
todas las funciones que coinciden con f en casi todos los elementos de X, salvo en un número
finito de ellos, esto para cada f ∈ FX .
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2.1.2. Dimensión del espacio cociente

Teorema 2.1.3. Sea FV un espacio vectorial y W ≤ V . Entonces:

dim(W ) + dim(V/W ) = dim(V ).

Demostración. Sea β una base de W . Como β es l.i en W y W ⊆ V , entonces β es l.i en V , por el
Teorema 1.2.3, existe una base β′ de V tal que β ⊆ β′. Supongamos que β′ = β ∪ γ, donde γ ⊆ V ,
β ∩ γ = ∅ y consideremos γ = {y +W | y ∈ γ}. Vamos a mostrar que γ es una base de V/W :

γ es l.i en V/W : Supongamos que
∑n
i=1 ci(yi +W ), con n ∈ N \ {0}, ci ∈ F , yi +W ∈ γ,

i ∈ {1, . . . , n}. Entonces
∑n
i=1(ciyi + W ) = W , en consecuencia, (

∑n
i=1 ciyi) + W = W ,

aśı
∑n
i=1 ciyi ∈ W . Como β es base de W , tenemos que

∑n
i=1 ciyi =

∑m
j=1 djzj , para algún

m ∈ N \ {0}, dj ∈ F , zj ∈ β, j ∈ {1, . . . ,m}, pero entonces
∑n
i=1 ciyi−

∑m
j=1 djzj = 0, como

yi, zj ∈ β′, para cada i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,m} y β′ es l.i por ser base de V , se tiene
que ci = 0, dj = 0, para cada i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,m}. En particular ci = 0, para cada
i ∈ {1, . . . , n}. Por lo tanto, γ es l.i en V/W .

γ es un generador de V/W : Sea v +W ∈ V/W , luego v ∈ V , como β′ = β ∪ γ es base de
V , v =

∑m
i=1 cixi +

∑n
j=1 djyj , con m,n ∈ \{0}, ci, dj ∈ F , xi ∈ β, yj ∈ γ, i ∈ {1, . . . ,m},

j ∈ {1, . . . , n}. Aśı, tenemos las siguientes igualdades:

v +W =
(∑m

i=1 cixi +
∑n
j=1 djyj

)
+W

= (
∑m
i=1 cixi +W ) +

(∑n
j=1 djyj +W

) (I)

Pero como xi ∈ W , para cada i ∈ {1, . . . ,m} y W ≤ V , entonces
∑m
i=1 cixi + W = W .

Sustituyendo en (I), tenemos:

v +W = W +
(∑n

j=1 djyj +W
)

=
∑n
j=1 djyj +W

=
∑n
j=1(djyj +W )

(II)

como yj +W ∈ γ, para cada j ∈ {1, . . . , n} se tiene que v +W ∈ ⟨γ⟩.

Por lo tanto, γ es base de V/W .
Ahora, vamos a ver que |γ| = |γ|, para esto definamos:

µ : γ → γ
y 7→ y +W

es claro que µ es una función suprayectiva. Vamos a ver la inyectividad, sean y, y′ ∈ γ y supongamos
que µ(y) = µ(y′), entonces y +W = y′ +W , aśı que y − y′ ∈ W . Si y − y′ ̸= 0, dado que β es
base de W , entonces y − y′ =

∑n
i=1 cixi, con n ∈ N \ {0}, ci ∈ F , xi ∈ β, i ∈ {1, . . . , n}, aśı

y − y′ −
∑n
i=1 cixi = 0, en consecuencia {y, y′, x1, . . . , xn} es l.d y como {y, y′, x1, . . . , xn} ⊆ β′ se

tiene que β′ es l.d, pero esto es absurdo ya que β′ es base de V . Por lo tanto, y − y′ = 0, esto es,
y = y′, con lo que se establece la inyectividad de µ. Aśı, µ : γ → γ es una función biyectiva y por
consiguiente |γ| = |γ|. De esta manera, tenemos las siguientes igualdades respecto a la dimensión:

dim(W ) + dim(V/W ) = |β|+ |γ|
= |β|+ |γ|
= |β ∪ γ|
= |β′|
= dim(V ).

De ah́ı que dim(W ) + dim(V/W ) = dim(V ).
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Como se puede ver, el teorema anterior se cumple sin asumir algo respecto a la dimensión del
espacio vectorial, sin embargo, vale la pena hacer la precisión de cuando trabajamos con espacios
de dimensión finita y cuando trabajamos con espacios de dimensión infinita, esto se hace en la
siguiente observación.

Observación 2.1.3. Sean FV un espacio vectorial y W un subespacio de V . Del Teorema 2.1.3,
tenemos que:

dim(W ) + dim(V/W ) = dim(V ). (I)

Si V es de dimensión finita, entonces dim(V ) = n, para algún número natural n diferente de
cero. ComoW ≤ V , se tiene que dim(W ) ≤ dim(V ), por consiguiente dim(V )−dim(W ) ∈ N,
en este caso tiene sentido despejar dim(V/W ) de la igualdad (I) y obtenemos la siguiente
fórmula para la dimensión del espacio cociente:

dim(V/W ) = dim(V )− dim(W ).

Si V es de dimensión infinita, entonces dim(V ) = κ, donde κ es un cardinal infinito. Por
el Axioma de elección, podemos asignar cardinales a dim(W ) y dim(V/W ), de esta manera,
dim(W ) = λ, dim(V/W ) = µ con λ y µ cardinales; además λ ≤ κ ya que W ≤ V . Como
λ+ µ = κ, debemos tener que λ = κ ó µ = κ, pues κ = λ+ µ = may{λ, µ} (ver Apéndice
A). Es decir, dim(W ) = κ ó dim(V/W ) = κ.

2.1.3. Teoremas de isomorfismo y aplicaciones

En este apartado, vamos a enunciar y probar tres teoremas de isomorfismo para espacios vecto-
riales, aśı como consecuencias de los mismos. Vamos a iniciar introduciendo el epimorfismo natural
de un espacio vectorial en su cociente.

Proposición 2.1.1. Sea FV un espacio vectorial y W ≤ V . Entonces, la función

πW : V → V/W
v 7→ v +W

es un epimorfismo, además Ker(πW ) =W .

Demostración. Es claro que πW : V → V/W está bien definida. Para mostrar que πW es lineal,
sean u, v ∈ V , c ∈ F . Entonces, se satisfacen las siguientes igualdades:

πW (u+ cv) = (x+ cv) +W
= (u+W ) + (cv +W )
= (u+W ) + c(v +W )
= πW (u) + cπW (v)

Es decir, πW (u+ cv) = πW (u) + cπW (v), esto sucede para cada u, v ∈ V . Por lo tanto, πW : V →
V/W es una transformación lineal.
Si tomamos v +W ∈ V/W , tenemos que v ∈ V y es tal que v +W = πW (v). De esta manera se
tiene que πW es suprayectiva.
Finalmente, observemos las siguientes igualdades para Ker(πW ):

Ker(πW ) = {v ∈ V | πW (v) =W}
= {v ∈ V | v +W =W}
= {v ∈ V | v ∈W}
= W

Es decir, Ker(πW ) =W .
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Definición 2.1.4 (El epimorfismo natural). Sea FV un espacio vectorial yW ≤ V . El epimorfismo
πW : V → V/W , definido por πW (v) = v +W para cada v ∈ V , es llamado el epimorfismo
natural de V en V/W .
Siempre que no haya lugar a confusión con el subespacio en cuestión, se denotará al epimorfismo
natural simplemente como π : V → V/W .

Teorema 2.1.4 (Teorema de Emmy Noether). Sean FV,F W espacios vectoriales, T : V → W
una transformación lineal y L ≤ V tal que L ≤ Ker(T ). Entonces existe una única transformación
lineal T : V/W →W que hace conmutativo el siguiente diagrama:

V
T //

π

��

W

V/L
T

==

es decir, Tπ = T , donde π : V → V/L es el epimorfismo natural.

Demostración. Como L ≤ V , sabemos que V/L es un espacio vectorial. Proponemos la función:

T : V/L → W
v + L 7→ T (v)

Debemos mostrar que T está bien definida, en efecto, supongamos que v + L = v′ + L, entonces
v − v′ ∈ L, como L ≤ ker(T ) tenemos que v − v′ ∈ Ker(T ), aśı T (v − v′) = 0, por la linealidad
de T se tiene que T (v) − T (v′) = 0, esto es T (v) = T (v′), o sea T (v + L) = T (v′ + L). De esta
manera, T : V/L→W está bien definida.
Vamos a exhibir que T es una transformación lineal, para esto tomemos u+L, v+L ∈ V/L, c ∈ F .
Luego, se satisfacen las siguientes igualdades:

T ((u+ L) + c(v + L)) = T ((u+ L) + (cv + L))
= T ((u+ cv) + L)
= T (u+ cv)
= T (u) + cT (v)
= T (u+ L) + cT (v + L).

Es decir, T ((u+L)+c(v+L)) = T (u+L)+cT (v+L), lo cual sucede para cada u+L, v+L ∈ V/L
y c ∈ F . De esto se sigue que T es una transformación lineal.
Ahora veamos que Tπ = T . Sea v ∈ V , entonces (Tπ)(v) = T (π(v)) = T (v + L) = T (v). Es decir,
(Tπ)(v) = T (v), esto para cada v ∈ V . Por lo tanto, Tπ = T .
Finalmente, vamos a mostrar que T es única. Supongamos que existe U : V/L → W tal que
Uπ = T . Debemos mostrar que T = U , en efecto, sea v+L ∈ V/L, entonces U(v+L) = U(π(v)) =
(Uπ)(v) = T (v) = T (v+L). Es decir, U(v+L) = T (v+L), para cada v+L ∈ V/L. Por lo tanto,
U = T y de esta manera queda establecida la unicidad.

Teorema 2.1.5 (Primer teorema de isomorfismo). Sean FV , FW espacios vectoriales y T : V →
W una transformación lineal. Entonces V/Ker(T ) ∼= Im(T ).

Demostración. Sabemos que Ker(T ) ≤ V y Ker(T ) ≤ Ker(T ). Por el Teorema 2.1.4, existe una
única transformación lineal T : V/Ker(T ) →W tal que el diagrama

V
T //

π

��

W

V/Ker(T )
T

::
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conmuta, es decir, Tπ = T , donde π : V → V/Ker(T ) es el epimorfismo natural. Más aún, T
está definida por T (v + Ker(T )) = T (v), para cada v + Ker(T ) ∈ V/Ker(T ). Vamos a ver que
T es monomorfismo, sea v +Ker(T ) ∈ Ker(T ), entonces T (v +Ker(T )) = 0, esto es T (v) = 0,
de esta manera v ∈ Ker(T ), en consecuencia v +Ker(T ) = Ker(T ). Aśı, Ker(T ) = {Ker(T )} y
por consiguiente T es monomorfismo. Por lo realizado en la demostración de la Proposición 1.4.2,
tenemos que:

V/Ker(T ) ∼= Im(T ). (I)

Ahora calculemos Im(T ), para esto observemos las siguientes igualdades:

Im(T ) = {T (v +Ker(T )) | v +Ker(T ) ∈ V/Ker(T )}
= {T (v +Ker(T )) | v ∈ V }
= {T (v) | v ∈ V }
= Im(T ).

Es decir, Im(T ) = Im(T ), sustituyendo en la ecuación (I), tenemos que V/Ker(T ) ∼= Im(T ), lo
que se buscaba.

Ahora, vamos a mostrar algunas consecuencias de el teorema anterior.

Corolario 2.1.1. Sean FV,F W espacios vectoriales y T : V → W un epimorfismo. Entonces
V/Ker(T ) ∼=W .

Demostración. Por el Teorema 2.1.5, V/Ker(T ) ∼= Im(T ), pero al ser T epimorfismo tenemos que
Im(T ) =W , consecuentemente V/Ker(T ) ∼=W .

Corolario 2.1.2. Sean FV , FW espacios vectoriales, T : V → W una transformación lineal,
U ≤ V y Z ≤W tal que T (U) ≤ Z. Entonces se cumple lo siguiente:

1) Existe una única transformación lineal T : V/U →W/Z, definida por T (v+U) = T (v)+Z,
para cada v + U ∈ V/U .

2) T : V/U →W/Z es un isomorfismo si y solo si Z + Im(T ) =W y T−1(Z) ≤ U .

3) Si T : V →W es un epimorfismo, T (U) = Z y Ker(T ) ≤ U , entonces T : V/U →W/Z es
un isomorfismo.

Demostración.

1) Observemos el siguiente diagrama:

V
T // W

πZ // W/Z.

Cosideremos la función πZT : V → W/Z, es claro que πZ es una transformación lineal, ya
que es composición de transformaciones lineales. Calculemos Ker(πZT ):

Ker(πZT ) = {v ∈ V | (πZT )(v) = Z}
= {v ∈ V | πZ(T (v)) = Z}
= {v ∈ V | T (v) + Z = Z}
= {v ∈ V | T (v) ∈ Z}
= T−1(Z).

Es decir, Ker(πZT ) = T−1(Z). Ahora, si u ∈ U , entonces T (u) ∈ T (U), pero T (U) ≤ Z,
por lo que T (u) ∈ Z, es decir, u ∈ T−1(Z) = Ker(πZT ). Aśı, U ≤ Ker(πZT ), por el
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Teorema 2.1.4, existe una única transformación lineal T : V/U →W/Z tal que el siguiente
diagrama conmuta:

V
πZT //

πU

��

W/Z

V/U

T

<<

es decir, TπU = πZT . Ahora, veamos como está definida T , tomemos v + U ∈ V/U ,
entonces T (v + U) = T (πU (v)) = (TπU )(v) = (πZT )(v) = πZ(T (v)) = T (v) + Z. Es decir,
T (v + U) = T (v) + Z, para cada v + U ∈ V/U .

2) Supongamos que T : V/U →W/Z es isomorfismo. Veamos primero que Z+Im(T ) =W , es
claro que Z+Im(T ) ≤W . Ahora, si w ∈W , entonces w+Z ∈W/Z, como T : V/U →W/Z
es suprayectiva, existe v + U ∈ V/U tal que w + Z = T (v + U) = T (v) + Z, es decir,
w + Z = T (v) + Z, aśı w − T (v) ∈ Z, esto es w − T (v) = z con z ∈ Z, aśı w = T (v) + z,
con T (v) ∈ Im(T ), z ∈ Z. De esta manera, Im(T ) + Z =W .
Sea v ∈ T−1(Z), entonces T (v) ∈ Z, entonces T (v + U) = T (v) + Z = Z = T (U), como T
es inyectiva se tiene que v + U = U , es decir, v ∈ U . De esta manera, T−1(Z) ≤ U .

3) Por 2), es suficiente checar que Z + Im(T ) = W y T−1(Z) ≤ W . Como T : V → W es
suprayectiva, se tiene que Im(T ) =W , por consiguiente Z + Im(T ) = Z +W =W , ya que
Z ≤W .
Ahora veamos que T−1(Z) ≤ U , en efecto, sea v ∈ T−1(Z), luego T (v) ∈ Z, aśı T (v)+Z =
Z = T (U), en consecuencia T (v) ∈ T (U), esto es T (v) = T (u), con u ∈ U , por consiguiente
T (v−u) = 0. Entonces v−u ∈ Ker(T ) ≤ U , es decir, v−u ∈ U , entonces v+U = u+U = U ,
o bien, v ∈ U . Por lo tanto T−1(Z) ≤ U .

Una aplicación del Primer teorema de isomorfismo se da en el siguiente corolario, donde se
presenta una relación de la dimensión del espacio vectorial dominio de una transformación lineal
con las dimensiones del kernel y la imagen de esta última.

Corolario 2.1.3. Sean FV , FW espacios vectoriales y T : V → W una transformación lineal.
Entonces:

dim(V ) = dim(Ker(T )) + dim(Im(T )).

Demostración. Sabemos que Ker(T ) ≤ V . Por el Teorema 2.1.3, tenemos que:

dim(V ) = dim(Ker(T )) + dim(V/Ker(T )). (I)

Por el Teorema 2.1.5, V/Ker(T ) ∼= Im(T ) y por el Teorema 1.4.15, dim(V/Ker(T )) =
dim(Im(T )). Sustituyendo en (I), tenemos que dim(V ) = dim(Ker(T )) + dim(Im(T )).

Al igual que siempre que hemos expuesto teoremas sobre dimensión, es importante hacer el
análisis por separado para espacios de dimensión finita e infinita.

Observación 2.1.4. Si FV,F W son espacios vectoriales y T : V → W es una transformación
lineal, por el Corolario 2.1.3, tenemos:

dim(V ) = dim(Ker(T )) + dim(Im(T )). (I)

Si V es de dimensión finita, entonces dim(V ) = n, para algún número natural n diferente
de cero(si la dimensión es cero no tendŕıa utilidad el análisis). Como Ker(T ) ≤ V , entonces
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dim(Ker(T )) ≤ dim(V ), por lo que dim(V )−dim(Ker(T )) ∈ N. Por esta razón tiene sentido
hacer el despeje de (I) para dim(Im(T )), obteniendo:

dim(Im(T )) = dim(V )− dim(Ker(T )). (II)

De (II), deducimos que dim(Im(T )) ≤ dim(V ), lo que nos permite despejar también de (I)
la dimensión del kernel, obteniendo:

dim(Ker(T )) = dim(V )− dim(Im(T )). (III)

Si V es de dimensión infinita, entonces dim(V ) = κ, para algún cardinal infinito κ. Como
κ = dim(Ker(T ))+dim(Im(T )), se debe cumplir que dim(Ker(T )) = κ ó dim(Im(T )) = κ,
para que la igualdad tenga sentido(ver Apéndice A). Notemos que si dim(Im(T )) = κ, como
Im(T ) ≤ W , entonces dim(W ) ≥ κ, por lo que en tal caso W también será de dimensión
infinita, por lo menos κ.

Una aplicación del Corolario 2.1.3, es el siguiente teorema, el cual es válido únicamente para
espacios vectoriales de dimensión finita.

Teorema 2.1.6. Sea FV , FW espacios vectoriales tales que dim(V ) = dim(W ) = n, donde n
es un número natural diferente de cero y T : V → W una transformación lineal. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1) T es monomorfismo.

2) T es epimorfismo.

3) T es isomorfismo.

4) dim(Im(T )) = n.

Demostración. 1) ⇒ 2): Supongamos que T es monomorfismo. Luego, Ker(T ) = {0}, lo que im-
plica que dim(Ker(T )) = 0. Por el Corolario 2.1.3, se tiene que n = dim(V ) = dim(Ker(T )) +
dim(Im(T )) = 0 + dim(Im(T )) = dim(Im(T )), es decir, dim(Im(T )) = n, aśı Im(T ) ≤ W y es
tal que dim(Im(T )) = dim(W ), al ser W de dimensión finita, tenemos que W = Im(T ), por lo
que T es epimorfismo.
2) ⇒ 3): Supongamos que T es epimorfismo. Para ver que T es isomorfismo, falta ver que es
monomorfismo. Como T es epimorfismo, entonces W = Im(T ), en consecuencia dim(Im(T )) =
dim(W ) = n. Entonces, dim(Ker(T )) = dim(V ) − dim(Im(T )) = n − n = 0, es decir,
dim(Ker(T )) = 0, por consiguiente Ker(T ) = {0}. De esta manera, T es monomorfismo y co-
mo por hipótesis es epimorfismo, se tiene que T es isomorfismo.
3) ⇒ 4): Como T es isomorfismo, entonces Im(T ) =W , aśı dim(Im(T )) = dim(W ) = n.
4) ⇒ 1): Como dim(Im(T )) = n, por el Corolario 2.1.3, dim(Ker(T )) = 0, lo que implica que
Ker(T ) = {0} y en consecuencia T es monomorfismo.

En el siguiente ejemplo vamos a ver que el terema anterior no es cierto para espacios vectoriales
de dimensión infinita.

Ejemplo 2.1.2. Consideremos el campo de los números reales R y el espacio de los polinomios
R[x]. Consideremos la función

D : R[x] → R[x]
f 7→ f ′

donde f ′ es la derivada de f . D es una transformación lineal, pues para cada f, g ∈ R[x] y c ∈ R
se tiene que D(f + cg) = f ′ + cg′ = D(f) + cD(g)(por propiedades de la derivada). Recordemos
que R[x] es de dimensión infinita, a saber ℵ0 = |N|. Veamos que D es suparayectiva, en efecto, sea
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f ∈ R[x]. Si f = 0, tomando g = 0 tenemos que D(g) = f . Ahora, si f ̸= 0, entonces grd(f) = n,
para algún n ∈ N, aśı f(x) =

∑n
j=0 ajx

j, con aj ∈ R, para cada j ∈ {0, . . . , n} y an ̸= 0. Si

tomamos g(x) =
∑n
j=0

aj
j+1x

j+1 tenemos que g ∈ R[x] y es tal que D(g) = f . Por lo tanto, D
es suprayectiva y por consiguiente epimorfismo. Sin embargo, D no es monomorfismo, pues si
tomamos h(x) = 6 tenemos que h ∈ R[x], D(h) = 0 pero h ̸= 0. Aśı que h ∈ Ker(D) \ {0} y en
consecuencia Ker(D) ̸= {0}.

Teorema 2.1.7 (Segundo teorema de isomorfismo). Sea FV un espacio vectorial, U,W ≤ V .
Entonces:

U +W

W
∼=

U

U ∩W
.

Demostración. Es fácil ver que U ≤ U +W y W ≤ U +W . De esta manera, podemos formar el
cociente U+W

W . Ahora, consideremos el siguiente diagrama:

U
� � // U +W

π // U+W
W

donde π : U +W → U+W
W es el epimorfismo natural. Entonces π|U : U → U+W

W es una transfor-
mación lineal. Por el Teorema 2.1.5, tenemos:

U

Ker(π|U )
∼= Im(π|U ). (I)

Solo falta calcular Ker(π|U ) e Im(π|U ). Vamos a calcular primero el kernel:

Ker(π|U ) = {u ∈ U | π|U (u) =W}
= {u ∈ U | π(u) =W}
= {u ∈ U | u+W =W}
= {u ∈ U | u ∈W}
= U ∩W.

Es decir, Ker(π|U ) = U ∩W . Ahora procederemos a calcular Im(π|U ):

Im(π|U ) = {π|U (u) | u ∈ U}
= {π(u) | u ∈ U}
= {u+W | u ∈ U}
= {(u+ w) +W | u ∈ U,w ∈W}
= U+W

W .

De esta manera, Im(π|U ) = U+W
W . Sustituyendo las igualdades para Ker(π|U ) e Im(π|U ) en la

ecuación (I) se sigue que
U

U ∩W
∼=
U +W

W

lo que es equivalente a U+W
W

∼= U
U∩W , que es lo que pretendiamos.

Teorema 2.1.8 (Tercer teorema de isomorfismo). Sea FV un espacio vectorial, U,W ≤ V tales
que U ≤W . Entonces:

V

U
W

U

∼=
V

W
.

Demostración. Definamos

T :
V

U
→ V

W
v + U 7→ v +W.
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Vamos a ver que T está bien definida. Si v + U = v′ + U , entonces v − v′ ∈ U , pero U ≤ W , aśı
que v − v′ ∈W , es decir, v +W = v′ +W , o sea T (v) = T (v′). Por lo tanto, T está bien definida.
Veamos que T es una transformación lineal, en efecto, sean v + U, v′ + U ∈ V

U y c ∈ F . Tenemos
las siguientes igualdades:

T ((v + U) + c(v′ + U)) = T ((v + U) + (cv′ + U))
= T ((v + cv′) + U)
= (v + cv′) +W
= (v +W ) + (cv′ +W )
= (v +W ) + c(v′ +W )
= T (v + U) + cT (v′ + U)

con lo cual queda establecida la linealidad. Ahora, si v + W ∈ V
W , tenemos que v ∈ V , como

U ≤ V se tiene que v + U ∈ V
U y es tal que T (v + U) = v +W . De esta manera tenemos que T es

epimorfismo. Aplicando el Corolario 2.1.1, se sigue que

V

U
Ker(T )

∼=
V

W
. (I)

Ahora, solo calcularemos Ker(T ):

Ker(T ) = {v + U ∈ V
U | T (v + U) =W}

= {v + U ∈ V
U | v +W =W}

= {v + U ∈ V
U | v ∈W}

= {v + U ∈ V
U | v = w,w ∈W}

= {w + U | w ∈W}
= W

U .

De lo anterior, tenemos que Ker(T ) = W
U . Al sustituir en la ecuación (I) se concluye que

V

U
W

U

∼=
V

W

lo que se necesitaba demostrar.

2.1.4. Teorema de correspondencia

En este apartado, vamos a dar un teorema de correspondencia, el cual nos dice que dados
dos espacios vectoriales y una transformación lineal entre ellos, hay una correspondencia entre los
subespacios del dominio que contienen al kernel y los subespacios del dominio que están contenidos
en la imagen. También mostraremos algunas consecuencias de este hecho, por lo mientras recorda-
remos algunos conceptos que nos serán de utilidad para explorar otras caracteŕısticas adicionales
que tiene la correspondencia que se comentó.

Definición 2.1.5. Sea (A,≤) un COPO. Decimos que A es una ret́ıcula si se cumple lo siguiente:

1) Para cada a, b ∈ A, existe el supremos del conjunto {a, b}, el cuál se denota como a ∨ b, es
decir, a ∨ b = sup{a, b}.

2) Para cada a, b ∈ A, existe el ı́nfimo del conjunto {a, b}, el cuál se denota como a ∧ b, es
decir, a ∧ b = ı́nf{a, b}.
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Ejemplo 2.1.3. Si X es un conjunto, entonces (P(X),⊆) es una ret́ıcula, pues para cada A,B ∈
P(X), A ∨B = A ∪B y A ∧B = A ∩B.

Ejemplo 2.1.4. Si (A,≤) es un conjunto linealmente ordenado entonces es una ret́ıcula.

Definición 2.1.6. Sean (A,≤), (B,⪯) COPOS y f : A → B una función. Decimos que f es un
morfismo de orden si para cada a, b ∈ A, a ≤ b implica f(a) ⪯ f(b).
Cuando f es biyectiva y f−1 : B → A es también un morfismo de orden se dice que f es un
isomorfismo de orden. En este caso decimos que (A,≤) y (B,⪯ A) son isomorfos, lo cual denotamos
como (A,≤) ∼= (B,⪯).

Definición 2.1.7. Sean (A,≤) y (B,⪯) ret́ıculas. Una función f : A → B es un morfismo de
ret́ıculas si para cada a, b ∈ A, f(a ∧ b) = f(a) ∧ f(b) y f(a ∨ b) = f(a) ∨ f(b).

Ejemplo 2.1.5. Sean X, Y conjuntos y f : X → Y una función inyectiva. Consideremos las
ret́ıculas (P(X),⊆) y (P(Y ),⊆). Entonces la función f∗ : P(X) → P(Y ), definida por f∗(A) =
f(A)(la imagen directa de A bajo f) es un morfismo de ret́ıculas, pues para cada A,B ∈ P(X), se
tiene que f∗(A ∩B) = f∗(A) ∩ f∗(B) y f∗(A ∪B) = f∗(A) ∪ f∗(B).

Definición 2.1.8. Sean (A,≤) y (B,⪯) ret́ıculas y f : A→ B un morfismo de ret́ıculas. Decimos
que f es isomorfismo de ret́ıculas si existe un morfismo de ret́ıculas g : B → A tal que gf = idA y
fg = idB. En este caso se dice que las ret́ıculas (A,≤) y (B,⪯) son isomorfas y lo denotamos como
(A,≤) ∼= (B,⪯), cuando son claras las relaciones de orden en cada ret́ıcula se escribe simplemente
A ∼= B.

Teorema 2.1.9. Sean (A,≤) y (B,⪯) ret́ıculas y f : A → B un morfismo de ret́ıculas. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) f es isomorfismo de ret́ıculas.

2) f es biyectiva.

Demostración. 1) ⇒ 2): Supongamos que f es isomorfismo de ret́ıculas. Luego, existe un morfismo
de ret́ıculas g : B → A tal que gf = idA y fg = idB . Aśı tenemos que en particular f tiene función
inversa, a saber g y en consecuencia es biyectiva.
2) ⇒ 1): Supongamos que f es biyectiva, luego existe la función inversa f−1 : B → A tal que
f−1f = idA y ff−1 = idB . Solo falta ver que f−1 es un isomorfismo de ret́ıculas. En efecto, sean
x, y ∈ B, como f : A→ B es suprayectiva, existen a, b ∈ A tales que x = f(a) e y = f(b). Entonces
tenemos las siguientes igualdades:

f−1(x ∧ y) = f−1(f(a) ∧ f(b))
= f−1(f(a ∧ b))
= (f−1f)(a ∧ b)
= a ∧ b
= f−1(x) ∧ f−1(y)

es decir, f−1(x ∧ y) = f−1(x) ∧ f−1(y). De manera análoga se exhibe que f−1(x ∨ y) = f−1(x) ∨
f−1(y), esto para cada x, y ∈ B. Por lo tanto, f es isomorfismo de ret́ıculas.

Teorema 2.1.10. Sean (A,≤), (B,⪯) ret́ıculas y f : A→ B una función. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

1) f es isomorfismo de orden.

2) f es isomorfismo de ret́ıculas.

61



Espacio cociente, producto y suma directa generalizados
2.1 Espacio cociente

Demostración. 1) ⇒ 2): Supongamos que f es un isomorfismo de orden. Sean a, b ∈ A, luego se
tiene que a ∧ b ≤ a y a ∧ b ≤ b, como f es morfismo de orden tenemos que f(a ∧ b) ⪯ f(a) y
f(a ∧ b) ⪯ f(b). De esta manera f(a ∧ b) es cota inferior de {f(a), f(b)}. Ahora, si s ∈ B es cota
inferior de {f(a), f(b)}, entonces s ⪯ f(a) y s ⪯ f(b), por ser f suprayectiva existe x ∈ A tal que
s = f(x), aśı f(x) ⪯ f(a) y f(x) ⪯ f(b). Dado que f−1 : B → A tambien es morfismo de orden
por hipótesis, se sigue que f−1(f(x)) ≤ f−1(f(a)) y f−1(f(x)) ≤ f−1(f(b)), lo que implica que
x ≤ a y x ≤ b, pero a ∧ b es la mayor cota inferior de {a, b}, aśı que x ≤ a ∧ b, en consecuencia
s = f(x) ⪯ f(a∧b). De lo anterior concluimos que f(a∧b) es la mayor cota inferior de {f(a), f(b)}
y por lo tanto f(a ∧ b) = f(a) ∧ f(b). Similarmente se muestra que f(a ∨ b) = f(a) ∨ f(b).
2) ⇒ 1): Supongamos que f es isomorfismo de ret́ıculas. Debemos mostrar que f es isomorfismo de
orden, primero vamos a ver que f es morfismo de orden, para eso sean a, b ∈ A y supongamos que
a ≤ b. Como a ≤ a y a ≤ b, entonces a ≤ a∧b, pero por definición a∧b ≤ a, usando la antisimetŕıa de
≤, tenemos que a∧b = a. Por ser f morfismo de ret́ıculas, tenemos que f(a) = f(a∧b) = f(a)∧f(b),
pero esto implica que f(a) ⪯ f(b). Aśı las cosas, tenemos que f es morfismo de orden. Ahora bien,
por lo realizado en la demostración del Teorema 2.1.9, se tiene que f−1 : B → A es un isomorfismo
de ret́ıculas; como acabamos de demostrar que un morfismo de ret́ıculas es morfismo de orden, se
tiene que f−1 también es morfismo de orden.

Definición 2.1.9 (Subret́ıcula). Sea (A,≤) una ret́ıcula y B ⊆ A. Decimos que B es una su-
bret́ıcula de A si para cada a, b ∈ A, se tiene que a ∧ b ∈ B y a ∨ b ∈ B. En este caso, (B,≤|B×B)
es una ret́ıcula, donde ≤|B×B=≤ ∩(B ×B).

Definición 2.1.10. Sean (A,≤) una ret́ıcula, a, b ∈ A con a ≤ b. Definimos el intervalo [a, b] de
la siguiente manera:

[a, b] = {x ∈ A | a ≤ x ≤ b}.

Proposición 2.1.2. Sean (A,≤) una ret́ıcula, a, b ∈ A con a ≤ b. Entonces [a, b] es una subret́ıcula
de A.

Demostración. Sean x, y ∈ [a, b]. Como [a, b] ⊆ A, entonces x, y ∈ A, por ser A una ret́ıcula se
tiene que existen x ∧ y = ı́nf{x, y} y x ∨ y = sup{x, y}. Debemos mostrar que x ∧ y, x ∨ y ∈ [a, b].
Veamos que x∧y ∈ [a, b]. Como a ≤ x y a ≤ y, se tiene que a es una cota inferior para {x, y}, pero
x∧ y es la mayor cota inferior de {x, y}, de ah́ı que a ≤ x∧ y. Además, tenemos que x∧ y ≤ x ≤ b,
por transitividad x ∧ y ≤ b. De esta manera establecemos que a ≤ x ∧ y ≤ b. Análogamente se
demuestra que a ≤ x ∨ y ≤ b. Por lo tanto, [a, b] es una subret́ıcula de A.

Hasta aqúı hemos expuesto algunos conceptos de ret́ıculas, dicho tema corresponde a la teoŕıa
de orden y es un campo de estudio muy extenso. Sin embargo, únicamente se expusieron los
conceptos que consideramos necesarios para aplicarlos en nuestro estudio particular de los espacios
vectoriales.

Definición 2.1.11. Sea FV un espacio vectorial. Definimos el conjunto de subespacios de V como

S(V ) = {H ∈ P(V ) | H ≤ V }.

Teorema 2.1.11. Sea FV un espacio vectorial. Entonces (S(V ),⊆) es una ret́ıcula.

Demostración. Es claro que (S(V ),⊆) es un COPO. Falta ver que es ret́ıcula. Sean H,L ∈ S(V ).
Sabemos que H ∩ L ≤ V , además H ∩ L ⊆ H y H ∩ L ⊆ H. Ahora, si T ∈ S(V ) y es tal que
T ⊆ H y T ⊆ L, fácilmente se sigue que H ∩ L ⊆ T . De esta manera, H ∧ L = H ∩ L.
Para ver que existe sup{H,L} = H ∨ L en S(V ), recordemos que H ∪ L no es un subespacio de
V , a menos que H ⊆ L ó L ⊆ H. Sin embargo, si consideramos H + L = ⟨H ∪ L⟩, tenemos que
H ⊆ H + L, L ⊆ H + L y H + L ≤ V . De esta manera, H + L ∈ S(V ) y es cota superior de
{H,L}. Ahora, sea U ∈ S(V ) que satisface H ⊆ U y L ⊆ U . Si x ∈ H + L, entonces x = h + l,
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con h ∈ H, l ∈ L, luego h, l ∈ U y como U ≤ V se sigue que x ∈ U . De lo anterior se concluye que
H + L ⊆ U . Por lo tanto, H ∨ L = H + L.

Antes de establecer el Teorema de correspndencia, vamos a hacer notar algunas cuestiones.

Definición 2.1.12. Sean FV , FW espacios vectoriales y T : V → W una transformación lineal.
Definimos las funciones

T ∗ : S(V ) → S(W )
H 7→ T (H)

donde T (H) = {T (h) | h ∈ H} y

T∗ : S(W ) → S(V )
L 7→ T−1(L)

donde T−1(L) = {x ∈ V | T (x) ∈ L}.

En general, las funciones de la definición anterior, una no es inversa de la otra, de hecho, vamos
a obtener las igualdades para las composiciones en ambos sentidos, lo cual se hace en el siguiente
lema.

Lema 2.1.1. Sean FV,F W espacios vectoriales y T : V →W una transformación lineal. Entonces,
para cada H ∈ S(V ), (T∗T

∗)(H) = H +Ker(T ) y para cada L ∈ S(W ), (T ∗T∗)(L) = L ∩ Im(T ).

Demostración. Sea H ∈ S(V ). Luego, se tienen las siguientes igualdades:

(T∗T
∗)(H) = T∗(T

∗(H))
= T−1(T (K))
= {x ∈ V | T (x) ∈ T (H)}
= {x ∈ V | T (x) = T (h), h ∈ H}
= {x ∈ V | T (x− h) = 0, h ∈ H}
= {x ∈ V | x− h ∈ Ker(T ), h ∈ H}
= {x ∈ V | x− h = k, h ∈ H, k ∈ Ker(T )}
= {x ∈ V | x = h+ k, h ∈ H, k ∈ Ker(T )}
= {x ∈ V | x ∈ H +Ker(T )}
= H +Ker(T ).

Es decir, (T∗T
∗)(H) = H +Ker(T ), para cada H ∈ S(V ).

Ahora veamos la otra composición, tomemos L ∈ S(W ), observense las siguientes igualdades:

(T ∗T∗)(L) = T ∗(T∗(L))
= T (T−1(L))
= {T (x) | x ∈ T−1(L)}
= {T (x) | T (x) ∈ L}
= L ∩ Im(T ).

Es decir, (T ∗T∗)(L) = Im(T ) ∩ L, para cada L ∈ S(W ).

A partir del lema anterior, para H ∈ S(V ), (T∗T
∗)(H) = H +Ker(T ), lo que seŕıa igual a H

únicamente cuando Ker(T ) ⊆ H. Ahora, si L ∈ S(W ), (T ∗T∗)(L) = L∩ Im(T ), lo cual seŕıa igual
a L solamente que L ⊆ Im(T ). Lo anterior nos da una pista de como reestringir los dominios de
las funciones T ∗ y T∗ para lograr que una sea inversa de la otra.

63



Espacio cociente, producto y suma directa generalizados
2.1 Espacio cociente

Definición 2.1.13. Sean FV,F W espacios vectoriales y T : V → W una transformación lineal.
Definimos los intervalos

[Ker(T ), V ] = {H ∈ S(V ) | Ker(T ) ⊆ H ⊆ V }

y
[{0}, Im(T )] = {L ∈ S(W ) | L ⊆ Im(T )}.

Observación 2.1.5. Por la Proposición 2.1.2, tenemos que [Ker(T ), V ] es una subret́ıcula de
S(V ) y [{0}, Im(T )] es una subret́ıcula de S(W ). De esta manera, [Ker(T ), V ] y [{0}, Im(T )] son
ret́ıculas en śı mismas.

Con lo que hemos realizado hasta el momento, estamos en perfectas condiciones para enunciar
y probar el Teorema de correspondencia.

Teorema 2.1.12 (Teorema de correspondencia). Sean FV,F W espacios vectoriales y T : V →W
una transformación lineal. Entonces [Ker(T ), V ] ∼= [{0}, Im(T )](como ret́ıculas).

Demostración. Por un lado, consideremos la función

T ∗ : [Ker(T ), V ] → [{0}, Im(T )]
H 7→ T (H)

donde T (H) = {T (x) | x ∈ H}. Si H ∈ [Ker(T ), V ], entonces Ker(T ) ⊆ H ⊆ V , por propiedades
de la imagen directa, T (Ker(T )) ⊆ T (H) ⊆ T (V ), esto es {0} ⊆ T (H) ⊆ Im(T ), además T (H) ≤
W , en consecuencia T (H) ∈ [{0}, Im(T )]. Por lo tanto, T ∗ está bien definida. Por otro lado,
consideremos la función

T∗ : [{0}, Im(T )] → [Ker(T ), V ]
L 7→ T−1(L)

donde T−1(L) = {x ∈ V | T (x) ∈ L}. Sea L ∈ [{0}, Im(T )]. Como {0} ⊆ L ⊆ Im(T ), por
propiedades de la imagen inversa tenemos que T−1({0}) ⊆ T−1(L) ⊆ T−1(Im(T )), pero esto último
equivale a Ker(T ) ⊆ T−1(L) ⊆ V , además T−1(L) ≤ V . Por consiguiente, T−1(L) ∈ [Ker(T ), V ],
de donde se sigue que T∗ está bien definida.
Ahora, veamos que T ∗ y T∗ son inversa una de otra. En efecto, sea H ∈ [Ker(T ), V ], luego, por el
Lema 2.1.1, (T∗T

∗)(H) = H +Ker(T ), pero Ker(T ) ⊆ H, en consecuencia (T∗T
∗)(H) = H.

Ahora, si L ∈ [{0}, Im(T )], por el Lema 2.1.1, (T ∗T∗)(L) = L∩Im(T ) y como L ⊆ Im(T ), tenemos
que (T ∗T∗)(L) = L. Aśı las cosas, T∗T

∗ = id[Ker(T ),V ] y T
∗T∗ = id[{0},Im(T )], por consiguiente T∗

es inversa de T ∗ y por esta razón, T ∗ es biyectiva.
Finalmente, para ver que T ∗ es isomorfismo de ret́ıculas, sean H,J ∈ [Ker(T ), V ], ya sabemos que
T (H ∩J) ⊆ T (H)∩T (J). Falta ver que T (H)∩T (J) ⊆ T (H ∩J), en efecto, sea y ∈ T (H)∩T (J),
luego y = T (h), y = T (j), con h ∈ H, j ∈ J , entonces T (h) = T (j), lo que equivale a que
T (h − j) = 0, en consecuencia h − j ∈ Ker(T ). Como Ker(T ) ⊆ H y Ker(T ) ⊆ J , entonces
Ker(T ) ⊆ H ∩ J y por tanto h − j ∈ H ∩ J . Luego, h − j = v con v ∈ H ∩ J , aśı h = j + v con
h ∈ H, j, v ∈ H ∩ J , por esta razón h ∈ H ∩ J . De ah́ı que y = T (h) con h ∈ H ∩ J , lo que implica
que y ∈ T (H ∩ J). De lo anterior se sigue que T ∗(H ∩ J) = T ∗(H) ∩ T ∗(J). Es sencillo ver que
T ∗(H + J) = T ∗(H) + T ∗(J). Por lo tanto, T ∗ : [Ker(T ), V ] → [{0}, Im(T )] es isomorfismo de
ret́ıculas, también T∗ : [{0}, Im(T )] → [Ker(T ), V ] es isomorfismo de ret́ıculas. Más aún, por el
Teorema 2.1.10, tanto T ∗ como T∗ son isomorfismos de orden.

En palabras, lo que nos dice el teorema anterior es que dada una transformación lineal entre
dos espacios vectoriales, hay una correspondencia biyectiva entre los subespacios del dominio que
contienen al kernel y los subespacios del contradominio que que están contenidos en la imagen.
Vamos a exponer algunas consecuencias del teorema mencionado.

Corolario 2.1.4. Sean FV,F W espacios vectoriales y T : V → W un epimorfismo. Entonces
[Ker(T ), V ] ∼= [{0},W ] (como ret́ıculas).
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Demostración. Por el Teorema 2.1.12, [Ker(T ), V ] ∼= [{0}, Im(T )], pero como T es epimorfismo
por hipótesis, se sigue que Im(T ) =W , de ah́ı que [Ker(T ), V ] ∼= [{0},W ].

Corolario 2.1.5. Sean FV un espacio vectorial y W ≤ V . Entonces [W,V ] ∼= [{W}, V/W ](como
ret́ıculas). Además, para cada U,U ′ ∈ S(V ), se tiene que W ≤ U ≤ U ′ ≤ V si y solo si U/W ≤
U ′/W ≤ V/W . Más aún, si L ≤ V/W , entonces L = U/W para algún U ∈ [W,V ].

Demostración. Consideremos el epimorfismo natural π : V → V/W , definido por π(v) = v +W ,
para cada v ∈ V . Por el Corolario 2.1.4, [Ker(π), V ] ∼= [{0V/W }, V/W ], pero Ker(π) = W y
0V/W = W , de ah́ı que [W,V ] ∼= [{W}, V/W ]. Ahora bien, por lo realizado en la demostración
del Teorema 2.1.12, π∗ : [W,V ] → [{W}, V/W ], dado por π∗(H) = π(H) = H/W , para cada
H ∈ [W,V ] es un isomorfismo de ret́ıculas con inversa π∗ : [{W}, V/W ] → [W,V ], definida por
π∗(L) = π−1(L), para cada L ∈ [{W}, V/W ], el cual también es isomorfismo de ret́ıculas. Por el
Teorema 2.1.10, tanto π∗ como π∗ son isomorfismos de orden, de donde se sigue que para cada
U,U ′ ∈ [W,V ], W ≤ U ≤ U ′ ≤ V si y solo si U/W ≤ U ′/W ≤ V/W . Más aún, si L ≤ V/W , por
ser π∗ : [W,V ] → [{W}, V/W ] suprayectiva, existe U ∈ [W,V ] tal que L = π∗(U) = π(U) = U/W .
Es decir, todos los subespacios de V/W son de la forma U/W , para algún subespacio U de V que
contiene a W .

2.2. Suma y producto directo generalizados

En este apartado vamos a exponer los conceptos de suma y producto directo generalizados aśı
como sus propiedades de interés.

2.2.1. Producto directo

Sea {FVi}i∈I una familia de espacios vectoriales. Definimos el producto cartesiano de {FVi}i∈I
como ∏

i∈I
Vi =

{
f : I →

⋃
i∈I

Vi | f es función y para cada i ∈ I, f(i) ∈ Vi

}
.

Si f ∈
∏
i∈I Vi, entonces f(i) = vi, con vi ∈ Vi, esto para cada i ∈ I. Además, por ser f función,

este vi ∈ Vi es único para cada i ∈ I, de modo que podemos denotar a f como el “juego de
coordenadas” (vi)i∈I , donde vi ∈ Vi, para cada i ∈ I, es decir f = (vi)i∈I , lo cual hace nuestra
notación más cómoda. De esta manera podemos redefinir al producto cartesiano de nuestra familia
como ∏

i∈I
Vi = {(vi)i∈I | vi ∈ Vi, para cada i ∈ I} .

Vamos a definir una suma en
∏
i∈I Vi como

+ :
∏
i∈I Vi ×

∏
i∈I Vi →

∏
i∈I Vi

((vi)i∈I , (wi)i∈I) 7→ (vi + wi)i∈I

la cual claramente está bien definida. Conisideremos 0 = (0Vi)i∈I , donde 0Vi es el neutro aditivo
en el espacio Vi, para cada i ∈ I. Es claro que 0 ∈

∏
i∈I Vi. Veamos que

(∏
i∈I Vi,+, 0

)
es un grupo

abeliano:

1) Sean (vi)i∈I , (wi)i∈I , (ui)i∈I ∈
∏
i∈I Vi, luego se tienen las siguientes igualdades:

(vi)i∈I + ((wi)i∈I + (ui)i∈I) = (vi)i∈I + (wi + ui)i∈I
= (vi + (wi + ui))i∈I
= ((vi + wi) + ui)i∈I
= (vi + wi)i∈I + (ui)i∈I
= ((vi)i∈I + (wi)i∈I) + (ui)i∈I .
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Es decir, (vi)i∈I + ((wi)i∈I + (ui)i∈I) = ((vi)i∈I + (wi)i∈I) + (ui)i∈I . De aqúı se sigue la
asociatividad.

2) Sean (vi)i∈I , (wi)i∈I ∈
∏
i∈I Vi. Entonces se tiene lo siguiente:

(vi)i∈I + (wi)i∈I = (vi + wi)i∈I
= (wi + vi)i∈I
= (wi)i∈I + (vi)i∈I .

Es decir, (vi)i∈I + (wi)i∈I = (wi)i∈I + (vi)i∈I , con lo que se establece la conmutatividad.

3) Sea (vi)i∈I ∈
∏
i∈I Vi. Entonces se cumple lo siguiente:

(vi)i∈I + (0Vi)i∈I = (vi + 0Vi)i∈I
= (vi)i∈I .

Aśı, (vi)i∈I + (0Vi)i∈I = (vi)i∈I y en consecuencia 0 = (0Vi)i∈I es el elemento neutro en∏
i∈I Vi.

4) Sea (vi)i∈I ∈
∏
i∈I Vi. Como vi ∈ Vi y Vi es un espacio vectorial, para cada i ∈ I, entonces

−vi ∈ Vi, para cada i ∈ I y por consiguiente (−vi)i∈I ∈
∏
i∈I Vi. Ahora, notemos las

siguientes igualdades:

(vi)i∈I + (−vi)i∈I = (vi + (−vi))i∈I
= (0Vi

)i∈I .

Es decir, (vi)i∈I + (−vi)i∈I = (0Vi
)i∈I . De esta manera, (−vi)i∈I es el inverso aditivo de

(vi)i∈I , esto para cada (vi)i∈I ∈
∏
i∈I Vi.

Aśı las cosas, hemos probado que
(∏

i∈I Vi,+, (0Vi
)i∈I

)
es un grupo abeliano.

Ahora, vamos a definir un producto externo en
∏
i∈I Vi como

· : F ×
∏
i∈I Vi →

∏
i∈I Vi

(c, (vi)i∈I) 7→ (cvi)i∈I

Por simplicidad, siempre que sea claro denotaremos c(vi)i∈I para referirnos a este producto externo,
es decir, c · (vi)i∈I = c(vi)i∈I , para cada c ∈ F , (vi)i∈I ∈

∏
i∈I Vi. Vamos a ver que este producto

externo cumple las condiciones del producto por escalar de la definición de espacio vectorial:

a) Sea (vi)i∈I ∈
∏
i∈I Vi, luego se satisfacen las siguientes igualdades:

1 · (vi)i∈I = (1 · vi)i∈I
= (vi)i∈I .

Es decir, 1 · (vi)i∈I = (vi)i∈I , para cada (vi)i∈I ∈
∏
i∈I Vi.

b) Sean c, d ∈ F, (vi)i∈I ∈
∏
i∈I Vi, entonces tenemos las siguientes igualdades:

(cd)(vi)i∈I = ((cd)vi)i∈I
= (c(dvi))i∈I
= c(dvi)i∈I
= c(d(vi)i∈I).

Es decir, (cd)(vi)i∈I = c(d(vi)i∈I), para cada c, d ∈ F , (vi)i∈I ∈
∏
i∈I Vi.
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c) Sean c, d ∈ F , (vi)i∈I ∈
∏
i∈I Vi. Se satisface lo siguiente:

(c+ d)(vi)i∈I = ((c+ d)vi)i∈I
= (cvi + dvi))i∈I
= (cvi)i∈I + (dvi)i∈I
= c(vi)i∈I + d(vi)i∈I .

Es decir, (c+ d)(vi)i∈I = c(vi)i∈I + d(vi)i∈I , para cada c, d ∈ F , (vi)i∈I ∈
∏
i∈I Vi.

d) Sean c ∈ F , (vi)i∈I , (wi)i∈I ∈
∏
i∈I Vi. Luego, se cumplen las siguientes igualdades:

c((vi)i∈I + (wi)i∈I) = c(vi + wi)i∈I
= (c(vi + wi))i∈I
= (cvi + cwi))i∈I
= (cvi)i∈I + (cwi)i∈I
= c(vi)i∈I + c(wi)i∈I .

Es decir, c((vi)i∈I + (wi)i∈I) = c(vi)i∈I + c(wi)i∈I , para cada c ∈ F , (vi)i∈I , (wi)i∈I ∈∏
i∈I Vi.

Aśı las cosas, hemos mostrado que
(∏

i∈I Vi,+, 0, F, · : F ×
∏
i∈I Vi →

∏
i∈I Vi

)
es un espacio vec-

torial. Este espacio vectorial tiene un nombre y lo especificamos en la siguiente definición.

Definición 2.2.1 (Producto directo). Sea {FVi}i∈I una familia de espacios vectoria-
les. Definimos el producto directo de la familia {FVi}i∈I como el espacio vectorial(∏

i∈I Vi,+, 0, F, · : F ×
∏
i∈I Vi →

∏
i∈I Vi

)
, con las operaciones definidas como (vi)i∈I+(wi)i∈I =

(vi + wi)i∈I y c(vi)i∈I = (cvi)i∈I , para cada c ∈ F , (vi)i∈I , (wi)i∈I ∈
∏
i∈I Vi. En lo sucesivo es-

cribiremos
∏
i∈I Vi para referirnos al producto directo de {FVi}i∈I como espacio vectorial.

Si {FVi}i∈I es una familia de espacios vectoriales, para cada j ∈ I, definimos de manera natural
la función:

πj :
∏
i∈I Vi → Vj

(vi)i∈I 7→ vj .

Veamos que πj es una transformación lineal para cada j ∈ I, en efecto, sean c ∈ F , (vi)i∈I , (wi)i∈I ∈∏
i∈I Vi, luego se cumplen las siguientes igualdades:

πj((vi)i∈I + c(wi)i∈I) = πj((vi)i∈I + (cwi)i∈I)
= πj((vi + cwi)i∈I)
= vj + cwj
= πj((vi)i∈I) + cπj((wi)i∈I)

es decir, πj((vi)i∈I + c(wi)i∈I) = πj((vi)i∈I) + cπj((wi)i∈I), para cada c ∈ F , (vi)i∈I , (wi)i∈I ∈∏
i∈I Vi. Además, si v ∈ Vj , considerando (vi)i∈I ∈

∏
i∈I Vi donde vj = v y vi = 0Vi

si i ̸= j,
entonces se tiene que πj((vi)i∈I) = v, de ah́ı que πj es epimorfismo para cada j ∈ I.

Definición 2.2.2. Sea {FVi}i∈I una famlia de espacios vectoriales. Para cada j ∈ I, la transfor-
mación lineal

πj :
∏
i∈I Vi → Vj

(vi)i∈I 7→ vj .

se llama la j-ésima proyección de
∏
i∈I Vi en Vj o simplemente la j-ésima proyección.{

πi :
∏
i∈I Vi → Vi

}
i∈I es la familia de proyecciones en cada uno de los espacios Vi.

Observación 2.2.1. Si {FVi}i∈I una familia de espacios vectoriales y j ∈ I. Entonces

Ker(πj) =
{
(vi)i∈I ∈

∏
i∈I Vi | πj((vi)i∈I) = 0Vj

}
=

{
(vi)i∈I ∈

∏
i∈I Vi | vj = 0Vj

}
.
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De esta manera concluimos que Ker(πj) está formado por los “juegos de coordenadas” que en la

coordenada j-ésima tienen al cero del respectivo Vj. Por el Corolario 2.1.1,
∏

i∈I Vi

Ker(πj)
∼= Vj, para

cada j ∈ I, esto es ∏
i∈I Vi{

(vi)i∈I ∈
∏
i∈I Vi | vj = 0Vj

} ∼= Vj

para cada j ∈ I.

Ejemplo 2.2.1. Si F es un campo, FV y FW son espacios vectoriales, entonces V×W
{0V }×W

∼= V y
V×W

V×{0W }
∼=W .

Teorema 2.2.1 (Propiedad universal del producto directo). Sea {FVi}i∈I una familia de espacio
vectoriales. Entonces:

1) Para cualquier espacio vectorial FW y cualquier familia de transformaciones lineales {Ti :
W → Vi}i∈I , existe una única transformación lineal T : W →

∏
i∈I Vi tal que πjT = Tj,

para cada j ∈ I. Es decir, el diagrama

W
T //

Tj ##

∏
i∈I Vi

πj

��
Vj

conmuta para cada j ∈ I, donde πj es la j-ésima proyección.

2) Si FU es un espacio vectorial y {τi : U → Vi}i∈I es una familia de transformaciones lineales
que satisfacen 1), entonces U ∼=

∏
i∈I Vi.

Demostración.

1) Sea W un espacio vectorial y {Ti : W → Vi}i∈I una familia de transformaciones lineales.
Definamos

T : W →
∏
i∈I Vi

w 7→ (Ti(w))i∈I .

Es claro que T está bien definida. Vamos a ver que es una transformación lineal, para esto
tomemos c ∈ F , w,w′ ∈W . Se satisfacen las siguientes igualdades:

T (w + cw′) = (Ti(w + cw′))i∈I
= (Ti(w) + cTi(w

′))i∈I
= (Ti(w))i∈I + (cTi(w

′))i∈I
= (Ti(w))i∈I + c(Ti(w

′))i∈I
= T (w) + cT (w′).

Es decir, T (w + cw′) = T (w) + cT (w′) para cada c ∈ F , w,w′ ∈ W , con lo que queda
establecida la linealidad.
Sea j ∈ I. Veamos que πjT = Tj , en efecto, sea w ∈W , notemos las siguientes igualdades:

(πjT )(w) = πj(T (w))
= πj((Ti(w))i∈I)
= Tj(w).

Aśı que (πjT )(w) = Tj(w) para cada w ∈W y en consecuencia πjT = Tj para cada j ∈ I.
Finalmente, veamos la unicidad de T . Supongamos que existe otra transformación lineal
S : W →

∏
i∈I Vi tal que πjS = Tj , para cada j ∈ I. Debemos mostrar que S = T , en
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efecto, sea w ∈ W , luego S(w) = (vi)i∈I donde vi ∈ Vi para cada i ∈ I. Si i ∈ I, entonces
tenemos lo siguiente:

vi = πi((vi)i∈I)
= πi(S(w))
= (πiS)(w)
= Ti(w).

Aśı las cosas, vi = Ti(w) para cada i ∈ I, por consiguiente S(w) = (Ti(w))i∈I = T (w), lo
cual sucede para cada w ∈ W . Por lo tanto, S = T y de esta manera queda probada la
unicidad.

2) Supongamos que U es un espacio vectorial y {τi : U → Vi}i∈I una familia de transformacio-
nes lineales que satisfacen 1). Luego, existe una única transformación lineal T : U →

∏
i∈I Vi

tal que el diagrama

U
T //

τj
""

∏
i∈I Vi

πj

��
Vj

(I)

conmuta para cada j ∈ I y existe una única transformación lineal S :
∏
i∈I Vi → U tal que

el diagrama ∏
i∈I Vi

S //

πj

""

U

τj

��
Vj

(II)

es conmutativo para cada j ∈ I. De los diagrmas (I) y (II) tenemos el diagrama

U
T //

τj

))

∏
i∈I Vi

S // U

τj

��
Vj

(III)

el cual en realidad es

U
ST //

τj ��

U

τj

��
Vj

(III)

que es conmutativo para cada j ∈ I, pero el diagrama

U
idU //

τj ��

U

τj

��
Vj

(IV)

tambien es conmutativo para cada j ∈ I. Por la unicidad de la transformación lineal con
esta propiedad que se probó en 1), se tiene que ST = idU . De manera completamente
análoga se prueba que TS = id∏

i∈I Vi
, de donde se concluye que T : U →

∏
i∈I Vi es un

isomorfismo y consecuentemente U ∼=
∏
i∈I Vi.

69



Espacio cociente, producto y suma directa generalizados
2.2 Suma y producto directo generalizados

De acuerdo al teorema anterior tenemos que si {FVi}i∈I es una familia de espacios vectoriales,

entonces el par
(∏

i∈I Vi,
{
πi :

∏
i∈I Vi → Vi

}
i∈I

)
, donde πi es la i-ésima proyección para cada

i ∈ I, es el producto de la familia {FVi}i∈I en la categoŕıa VecF (ver Apéndice B), lo que nos
dice que el nombre que le dimos a

∏
i∈I Vi tiene sentido. Además, vimos que este producto es

único salvo isomorfismo, por lo que si hubiera una construcción distinta a la que expusimos no hay
diferencia en su estructura algebraica.

Observación 2.2.2. Sea {FVi}i∈I es una familia de espacios vectoriales. Dado que F

∏
i∈I Vi es

un espacio vectorial, por el Corolario 1.4.4,
∏
i∈I Vi

∼= F (X), para algún conjunto X. Para ser más

espećıficos,
∏
i∈I Vi

∼= F (β), donde β es la base de
∏
i∈I Vi, cuya existencia está garantizada por el

Teorema 1.2.2. Lo que esto nos dice es que el producto se puede reducir a un coproducto, aunque
es posible que dicha base se “agrande” considerablemente.

Observación 2.2.3. Un caso especial del producto es cuando se tiene una familia de espacios
vectoriales {FVi}i∈I tal que para cada i ∈ I, FVi =F V para un cierto espacio vectorial FV .
En este caso el producto directo de la familia {FVi}i∈I se denota simplemente por V I , es decir,∏
i∈I Vi =

∏
i∈I V = V I . Un ejemplo conocido de este tipo de producto es RN, que es el espacio de

las sucesiones de números reales.

Teorema 2.2.2. Sean {FVi}i∈I , {FWi}i∈I familias de espacios vectoriales y {Ti : Vi → Wi}i∈I
una familia de transformaciones lineales. Entonces existe una única transformación lineal T :∏
i∈I Vi →

∏
i∈IWi definida por

T ((vi)i∈I) = (Ti(vi))i∈I

para cada (vi)i∈I ∈
∏
i∈I Vi.

Demostración. Para cada j ∈ I, tenemos el diagrama

∏
i∈I Vi

πj // Vj
Tj // Wj

donde πj es la j-ésima proyección de
∏
i∈I Vi en Vj . Luego, Tjπj :

∏
i∈I Vi → Vj es una trans-

formación lineal, ya que es composición de transformaciones lineales, esto para cada j ∈ I. Aśı,
{Tiπi :

∏
i∈I Vi → Wi}i∈I es una familia de transformaciones lineales. Por la Propiedad universal

del producto directo, existe una única transformación lineal T :
∏
i∈I Vi →

∏
i∈IWi que hace

conmutativo el diagrama ∏
i∈I Vi

T //

Tjπj %%

∏
i∈IWi

π′
j

��
Wj

para cada j ∈ I, es decir, π′
jT = Tjπj , donde π′

j :
∏
i∈IWi → Wj es la j-ésima proyección

de
∏
i∈IWi en Wj , todo esto para cada j ∈ I. Solo resta ver como está definida T , tomemos

(vi)i∈I ∈
∏
i∈I Vi, luego T ((vi)i∈I) ∈

∏
i∈IWi, en consecuencia T ((vi)i∈I) = (wi)i∈I , con wi ∈ Wi

para cada i ∈ I. Ahora, para cada k ∈ I, se tiene lo siguiente:

wk = π′
k((wi)i∈I)

= π′
k(T ((vi)i∈I))

= (π′
kT )((vi)i∈I)

= (Tkπk)((vi)i∈I)
= Tk(πk((vi)i∈I))
= Tk(vk)

es decir, wk = Tk(vk). De esta manera se concluye que T ((vi)i∈I) = (Ti(vi))i∈I , lo que sucede para
cada (vi)i∈I ∈

∏
i∈I Vi.
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Definición 2.2.3. Sean {FVi}i∈I , {FWi}i∈I familias de espacios vectoriales y {Ti : Vi →Wi}i∈I
una familia de transformaciones lineales. Definimos el producto directo de la familia {Ti :
Vi →Wi}i∈I , denotado por

∏
i∈I Ti, como la transformación lineal∏

i∈I Ti :
∏
i∈I Vi →

∏
i∈IWi

(vi)i∈I 7→ (Ti(vi))i∈I .

Teorema 2.2.3. Sean {FVi}i∈I , {FWi}i∈I familias de espacios vectoriales y {Ti : Vi → Wi}i∈I
una familia de transformaciones lineales. Entonces:

1) Ker
(∏

i∈I Ti
)
=
∏
i∈I Ker(Ti).

2) Im
(∏

i∈I Ti
)
=
∏
i∈I Im(Ti).

Demostración. Para aligerar un poco la notación, denotaremos T =
∏
i∈I Ti.

1) Vamos a mostrar que Ker(T ) =
∏
i∈I Ker(Ti):

⊆]: Sea (vi)i∈I ∈
∏
i∈I Vi, entonces T ((vi)i∈I) = (0Wi

)i∈I , esto es (Ti(vi))i∈I = (0Wi
),

luego Ti(vi) = 0Wi para cada i ∈ I, lo cual implica que vi ∈ Ker(Ti) para cada i ∈ I. Aśı
concluimos que (vi)i∈I ∈

∏
i∈I Ker(Ti).

⊇]: Sea (vi)i∈I ∈
∏
i∈I Ker(Ti), entonces vi ∈ Ker(Ti) para cada i ∈ I. Luego, Ti(vi) = 0Wi

para cada i ∈ I. Entonces (Ti(vi))i∈I = (0Wi
)i∈I , pero (Ti(vi))i∈I = T ((vi)i∈I), de donde

obtenemos que T ((vi)i∈I) = (0Wi
)i∈I . Por lo tanto, (vi)i∈I ∈ Ker(T ).

2) Vamos a demostrar que Im(T ) =
∏
i∈I Im(Ti):

⊆]: Sea (wi)i∈I ∈ Im(T ), entonces (wi)i∈I = T ((vi)i∈I), para algún (vi)i∈I ∈
∏
i∈I Vi.

Luego, (wi)i∈I = (Ti(vi))i∈I , esto equivale a que wi = Ti(vi) para cada i ∈ I, donde
vi ∈ Vi. Por consiguiente, wi ∈ Im(Ti) para cada i ∈ I, esto es (wi)i∈I ∈

∏
i∈I Im(Ti).

⊇]: Sea (wi)i∈I ∈
∏
i∈IWi, entonces wi ∈ Im(Ti) para cada i ∈ I. Luego, wi = Ti(vi), con

vi ∈ Vi para cada i ∈ I. Aśı las cosas tenemos que (wi)i∈I = (Ti(vi))i∈I = T ((vi)i∈I). De
esta manera tenemos que (wi)i∈I = T ((vi)i∈I), donde (vi)i∈I ∈

∏
i∈I Vi, en consecuencia

(wi)i∈I ∈ Im(T ).

Corolario 2.2.1. Sean {FVi}i∈I , {FWi}i∈I familias de espacios vectoriales y {Ti : Vi → Wi}i∈I
una familia de transformaciones lineales. Entonces:

1)
∏
i∈I Ti es monomorfismo, si y solo si, Ti es monomorfismo para cada i ∈ I.

2)
∏
i∈I Ti es epimorfismo, si y solo si, Ti es epimorfismo para cada i ∈ I.

3)
∏
i∈I Ti es isomorfismo, si y solo si, Ti es isomorfismo para cada i ∈ I.

Demostración.

1) Para la primera implicación, supongamos que
∏
i∈I Ti es monomorfismo, entonces

Ker
(∏

i∈I Ti
)

= {(0Vi
)i∈I} =

∏
i∈I{0Vi

}. Por el Teorema 2.2.3,
∏
i∈I Ker(Ti) =∏

i∈I{0Vi
}. Sea i ∈ I, entonces tenemos las siguientes igualdades:

Ker(Ti) = πi
(∏

i∈I Ker(Ti)
)

= πi
(∏

i∈I{0Vi
}
)

= {0Vi
}.

Es decir, Ker(Ti) = {0Vi
} para cada i ∈ I, lo que significa que Ti es monomorfismo para

cada i ∈ I.
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Ahora, si Ti es monomorfismo para cada i ∈ I, entonces Ker(Ti) = {0Vi
}, para cada i ∈ I.

Por el Teorema 2.2.3, tenemos lo siguiente:

Ker
(∏

i∈I Ti
)

=
∏
i∈iKer(Ti)

=
∏
i∈i{0Vi

}
= {(0Vi)i∈I}.

Es decir, Ker
(∏

i∈I Ti
)
= {(0Vi

)i∈I}. Por lo tanto,
∏
i∈I Ti es monomorfismo.

2) Primero supongamos que
∏
i∈I Ti es epimorfismo y demostremos que Ti es epimorfismo para

cada i ∈ I. Como
∏
i∈I Ti es epimorfismo, Im

(∏
i∈I Ti

)
=
∏
i∈IWi, pero por el Teorema

2.2.3, Im
(∏

i∈I Ti
)
=
∏
i∈I Im(Ti), de modo que para cada i ∈ I, tenemos lo siguiente:

Im(Ti) = πi
(∏

i∈I Im(Ti)
)

= πi
(∏

i∈IWi

)
= Wi.

Es decir, Im(Ti) =Wi para cada i ∈ I. Por lo tanto, Ti es epimorfismo para cada i ∈ I.
Ahora, supongamos que Ti es epimorfismo para cada i ∈ I. Luego, Im(Ti) =Wi para cada
i ∈ I. Entonces tenemos las siguientes igualdades:

Im
(∏

i∈I Ti
)

=
∏
i∈I Im(Ti)

=
∏
i∈IWi.

Es decir, Im
(∏

i∈I Ti
)
=
∏
i∈IWi y en consecuencia

∏
i∈I Ti es epimorfismo.

3) Inmediato a partir de 1) y 2).

Ejemplo 2.2.2. Sea {FVi}i∈I una familia de espacios vectoriales. Por el Teorema 1.2.2, para cada
i ∈ I existe βi ⊆ Vi tal que βi es base de Vi, luego Vi ∼= F (βi) para cada i ∈ I. Haciendo uso del
Corolario 2.2.1, se tiene que

∏
i∈I Vi

∼=
∏
i∈I F

(βi).

Ejemplo 2.2.3. Sean F un campo, {FVi} y {FWj}j∈I familias de espacios vectoriales ta-
les que dim(Vi) = ni para cada i ∈ I y dim(Wj) = mj para cada j ∈ J , donde
ni,mj ∈ N \ {0}. Luego {FHom(Vi,Wj)}(i,j)∈I×J es una familia de espacios vectoriales tales
que Hom(Vi,Wj) ∼= Mmj×ni

(F ) para cada (i, j) ∈ I × J . Aplicando el Corolario 2.2.1, se tiene
que

∏
(i,j)∈I×J Hom(Vi,Wj) ∼=

∏
(i,j)∈I×J Mmj×ni(F ).

Corolario 2.2.2. Sean {FVi}i∈I y {FWi}i∈I familias de espacios vectoriales tales que Wi ≤ Vi
para cada i ∈ I. Entonces ∏

i∈I
Wi ≤

∏
i∈I

Vi

y ∏
i∈I Vi∏
i∈IWi

∼=
∏
i∈I

Vi
Wi

.

Demostración. Como para cada i ∈ I, Wi ≤ Vi, existe
Vi

Wi
, para cada i ∈ I. De esta manera, para

cada i ∈ I podemos considerar el epimorfismo natural

π
Vi/Wi

Vi
: Vi → Vi

Wi

vi 7→ vi +Wi.
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Por el Corolario 2.2.1, la función
∏
i∈I π

Vi/Wi

Vi
:
∏
i∈I Vi →

∏
i∈I

Vi

Wi
es un epimorfismo, además,

como Ker(π
Vi/Wi

Vi
) = Wi para cada i ∈ I, por el Teorema 2.2.3, Ker

(∏
i∈I π

Vi/Wi

Vi

)
=
∏
i∈IWi.

De esta manera,
∏
i∈IWi ≤

∏
i∈I Vi y aplicando el Corolario 2.1.1, tenemos que∏

i∈I Vi∏
i∈IWi

∼=
∏
i∈I

Vi
Wi

.

2.2.2. Suma directa

Suma directa externa

Definición 2.2.4. Sea {FVi}i∈I una familia de espacios vectoriales y f ∈
∏
i∈I Vi. Definimos el

soporte de f como
sop(f) = {i ∈ I | f(i) ̸= 0Vi

}.

Si consideramos a f como el juego de cordenadas (vi)i∈I , donde vi ∈ Vi para cada i ∈ I, definiremos
el soporte de f = (vi)i∈I como

sop(f) = sop((vi)i∈I) = {i ∈ I | vi ̸= 0Vi
}.

Es importante mencionar que por lo que se realizó anteriormente ambas definiciones son correctas
por lo que se utilizará una u otra según convenga, lo cual no debe causar problema.

Dada una familia de espacios vectoriales {FVi}i∈I , consideremos el conjunto∐
i∈I

Vi = {f ∈
∏
i∈I

Vi | |sop(f)| <∞}.

Es claro que
∐
i∈I Vi ⊆

∏
i∈I Vi. Veamos ahora que

∐
i∈I Vi ≤

∏
i∈I Vi:

a) Sean f, g ∈
∐
i∈I Vi. Luego, sop(f) y sop(g) son finitos. Veamos que sop(f + g) ⊆ sop(f) ∪

sop(g): sea i ∈ sop(f + g), entonces f(i) + g(i) ̸= 0Vi
, en consecuencia f(i) ̸= 0Vi

ó
g(i) ̸= 0Vi

, esto es i ∈ sop(f) ó i ∈ sop(g). Por la definición de unión de conjuntos, tenemos
que i ∈ sop(f) ∪ sop(g).
Dado que sop(f + g) ⊆ sop(f) ∪ sop(g) y sop(f) ∪ sop(g) es un conjunto finito, ya que es
unión de conjuntos finitos, concluimos que sop(f + g) es un conjunto finito. Por lo tanto,
f + g ∈

∐
i∈I Vi.

b) Recordemos que 0 = (0Vi
)i∈I es el elemento neutro en

∏
i∈I Vi. Ahora, como sop(0) = ∅, se

concluye que sop(0} es finito, en consecuencia 0 ∈
∐
i∈I Vi.

c) Sean c ∈ F y f ∈
∐
i∈I Vi. Luego, sop(f) es finito. Si c = 0, entonces cf = 0, por consiguiente

sop(cf) = ∅ y de esta manera cf ∈
∐
i∈I Vi. Es fácil ver que si c ̸= 0, entonces sop(cf) =

sop(f). Aśı, de cualquier manera sop(cf) es finito y por lo tanto, cf ∈
∐
i∈I Vi.

De lo anterior establecemos que
∐
i∈I Vi ≤

∏
i∈I Vi y consecuentemente

∐
i∈I Vi es un espacio

vectorial sobre F .

Definición 2.2.5 (Suma directa externa). Sea {FVi}i∈I una familia de espacios vectoriales. El
espacio vectorial F

∐
i∈I Vi es llamado la suma directa externa de la familia {FVi}i∈I .

Observación 2.2.4. Sea {FVi}i∈I una familia de espacios vectoriales. Si I es un conjunto finito,
entonces

∏
i∈I Vi =

∐
i∈I Vi.
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Demostración. Ya sabemos que
∐
i∈I Vi ≤

∏
i∈I Vi siempre. Falta ver que

∏
i∈I Vi ≤

∐
i∈I Vi, en

efecto, si f ∈
∏
i∈I Vi, entonces sop(f) ⊆ I y como I es finito, esto nos obliga que sop(f) sea

finito, en consecuencia f ∈
∐
i∈I Vi. De esta manera se tiene que

∏
i∈I Vi ≤

∐
i∈I Vi y de ambas

contenciones tenemos que
∏
i∈I Vi =

∐
i∈I Vi.

Si tenemos una familia de espacios vectoriales {FVi}i∈I , para j ∈ I definimos de manera natural
la función

ιj : Vj →
∐
i∈I Vi

v 7→ fv

donde fv : I →
⋃
i∈I Vi se define como fv(j) = v y fv(i) = 0Vi si i ̸= j. Veamos que ιj es una

transformación lineal, para eso tomemos c ∈ F , v, v′ ∈ Vj . Es suficiente ver que fv+cv′ = fv + cfv′ ,
en efecto, si i ̸= j, dado que v + cv′ ∈ Vj , se cumplen las siguientes igualdades:

fv+cv′(i) = 0Vi

= 0Vi + 0Vi

= 0Vi + c0Vi

= fv(i) + cfv′(i)
= (fv + cfv′)(i)

Es decir, fv+cv′(i) = (fv+cfv′)(i) cuando i ̸= j. Ahora, para j se cumplen las siguientes igualdades:

fv+cv′(j) = v + cv′

= fv(j) + cfv′(j)
= (fv + cfv′)(j).

Es decir, fv+cv′(j) = (fv + cfv′)(j). Como hemos visto que las funciones coinciden en cada i ∈ I,
se tiene que fv+cv′ = fv + cfv′ , esto es ιj(v+ cv

′) = ιj(v)+ cιj(v
′), lo cual sucede para cada c ∈ F ,

v, v′ ∈ Vj . Por lo tanto, ιj es una transformación lineal para cada j ∈ I.
Veamos que ιj es monomorfismo, en efecto, si v ∈ Ker(ιj), entonces ιj(v) = (0Vi)i∈I , de aqúı
concluimos que v = 0Vj

. De esta manera, tenemos que Ker(ιj) = {0Vj
}. Por lo tanto, ιj es

monomorfismo para cada j ∈ I.

Definición 2.2.6. Sea {FVi}i∈I una familia de espacios vectoriales. Para cada j ∈ I, la transfor-
mación lineal

ιj : Vj →
∐
i∈I Vi

v 7→ fv

donde fv : I →
⋃
i∈I Vi se define como fv(j) = v y fv(i) = 0Vi

, si i ̸= j, es llamado la j-ésima
inclusión de Vj en

∐
i∈I Vi o simplemente la j-ésima inclusión. {ιi : Vi →

∐
i∈I Vi}i∈I es

la familia de inclusiones de cada Vi en
∐
i∈I Vi.

Observación 2.2.5. Si {FVi}i∈I es una familia de espacios vectoriales y j ∈ I, dado que ιj :
Vj →

∐
i∈I Vi es monomorfismo, tenemos que Vj ∼= ιj(Vj), donde

ιj(Vj) = {(ai)i∈I ∈
∐
i∈I

Vi | ai = 0Vi si i ̸= j}

esto para cada j ∈ I. Denotaremos ιj(Vj) = Vj para cada j ∈ I. Reescribiendo lo anterior, tenemos
que Vj ∼= Vj para cada j ∈ I.

Ejemplo 2.2.4. Sabemos que R es un espacio vectorial sobre śı mismo. Entonces R ∼= R× {0} y
R ∼= {0} × R, donde R× {0} y {0} × R se consideran como subespacios de R2.

Observación 2.2.6. Un caso especial de la suma directa externa es cuando tenemos una familia
de espacios vectoriales {FVi}i∈I tal que para cada i ∈ I, FVi =F V , para un determinado espacio
vectorial FV . En este caso, la suma directa externa de {FVi}i∈I se denota como V (I), es decir,∐
i∈I Vi =

∐
i∈I V = V (I). Un ejemplo muy famoso de este hecho es F (X), con F un campo y X

un conjunto no vaćıo, el cual hemos utilizado en muchas ocasiones durante esta tesis.
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Observación 2.2.7. Sea {FVi}i∈I una familia de espacios vectoriales y f ∈
∐
i∈I Vi. Entonces

f =
∑

i∈sop(f)

ιi(f(i)).

Demostración. Es claro que si k /∈ sop(f), la igualdad se cumple sin problema, pues de ambos
lados tenemos 0Vk

. Ahora, si k ∈ sop(f), se tienen las siguientes igualdades:(∑
i∈sop(f) ιi(f(i))

)
(k) =

∑
i∈sop(f) ιi(f(i))(k)

= ιk(f(k))(k)
= f(k).

Es decir,
(∑

i∈sop(f) ιi(f(i))
)
(k) = f(k) cuando k ∈ sop(f). Como hemos visto que la igualdad se

da para cada k ∈ I, concluimos que f =
∑
i∈sop(f) ιi(f(i)).

Vamos a dar a continuación una propiedad muy importante que tiene la suma directa externa.

Teorema 2.2.4 (Propiedad universal de la suma directa externa). Sea {FVi}i∈I una familia de
espacios vectoriales. Entonces:

1) Para cualquier espacio vectorial FW y cualquier familia de transformaciones lineales {Ti :
Vi → W}i∈I , existe una única transformación lineal T :

∐
i∈I Vi → W tal que Tιj = Tj

para cada j ∈ I. Es decir, el diagrama

Vj
Ti //

ιj

��

W

∐
i∈I Vi

T

;;

es conmutativo para cada j ∈ I, donde ιj es la j-ésima inclusión.

2) Si FU es un espacio vectorial y {λi : Vi → U}i∈I es una familia de transformaciones
lineales que satisfacen 1), entonces U ∼=

∐
i∈I Vi.

Demostración.

1) Como para cada f ∈
∐
i∈I Vi, sop(f) es finito, podemos definir la función

T :
∐
i∈I Vi → W
f 7→

∑
i∈sop(f) Ti(f(i))

que claramente está bien definida. Vamos a ver que T es una transformación lineal, para
eso tomemos c ∈ F , f, g ∈

∐
i∈I Vi. Luego, tenemos las siguientes igualdades:

T (f + cg) =
∑
i∈sop(f+cg) Ti((f + cg)(i))

=
∑
i∈sop(f+cg) Ti(f(i) + cg(i))

=
∑
i∈sop(f+cg)[Ti(f(i)) + cTi(g(i))]

=
∑
i∈sop(f+cg) Ti(f(i)) + c

∑
i∈sop(f+cg) Ti(g(i))

=
∑
i∈sop(f) Ti(f(i)) + c

∑
i∈sop(cg) Ti(g(i))

=
∑
i∈sop(f) Ti(f(i)) + c

∑
i∈sop(g) Ti(g(i))

= T (f) + cT (g).

Es decir, T (f+cg) = T (f)+cT (g), lo cual vemos que sucede para cada c ∈ F , f, g ∈
∐
i∈I Vi.

Por lo tanto, T es una transformación lineal.
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Ahora, vamos a ver que Tιj = Tj , para cada j ∈ I. Sea j ∈ J , v ∈ Vj . Recordemos que
ιj(v) = fv, donde fv : I →

⋃
i∈I Vi, definida como fv(j) = v y fv(i) = 0Vi

cuando i ̸= j.
Entonces, se satisfacen las siguientes igualdades:

(Tιj)(v) = T (ιj(v))
= T (fv)
=

∑
i∈sop(fv) Ti(fv(i))

= Tj(fv(j))
= Tj(v)

es decir, (Tιj)(v) = Tj(v), lo que se cumple para cada v ∈ Vj . Aśı las cosas, Tιj = Tj para
cada j ∈ I.
Finalmente, vamos a mostrar que T es única. Supongamos que existe otra transformación
lineal S :

∐
i∈I Vi →W que hace conmutativo el diagrama

Vj
Ti //

ιj

��

W

∐
i∈I Vi

S

;;

para cada j ∈ I, o sea, Sιj = Tj para cada j ∈ I. Debemos mostrar que S = T , para hacerlo
tomemos f ∈

∐
i∈I Vi. Por la Observación 2.2.7, tenemos que f =

∑
i∈sop(f) ιi(f(i)), lo que

nos conduce a las siguientes igualdades:

S(f) = S
(∑

i∈sop(f) ιi(f(i))
)

=
∑
i∈sop(f) S(ιi(f(i)))

=
∑
i∈sop(f)(Sιi)(f(i))

=
∑
i∈sop(f) Ti(f(i))

= T (f).

Es decir, S(f) = T (f) para cada f ∈
∐
i∈I Vi. Por lo tanto S = T , de lo cual se sigue la

unicidad.

2) Supongamos que FU es un espacio vectorial y {λi : Vi → U}i∈I es una familia de
transformaciones lineales que satisfacen 1). Luego, existe una única transformación lineal
T : U →

∐
i∈I Vi tal que el diagrama

Vj
ιj //

λj

��

∐
i∈I Vi

U

T

;;
(I)

conmuta para cada i ∈ I. De igual manera, existe una única transformación lineal S :∐
i∈I Vi → U que hace conmutativo el diagrama

Vj
λj //

ιj

��

U

∐
i∈I Vi

S

<< (II)
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es conmutativo para cada j ∈ I. Si componemos T con S, a partir de los diagramas (I) y
(II), obtenemos el diagrama

Vj
λj //

λj

��

U

U

ST

?? (III)

el cual es conmutativo para cada j ∈ J . Pero idU : U → U tambien está en el diagrama
conmutativo

Vj
λj //

λj

��

U

U

idU

?? (IV)

para cada j ∈ J . Como por hipótesis la transformación lineal con esta propiedad es única,
se concluye que ST = idU . Similarmente se demuestra que TS = id∐

i∈I Vi
. Aśı las cosas,

tenemos que T : U →
∐
i∈I Vi es un isomorfismo y en consecuencia U ∼=

∐
i∈I Vi.

A partir del teorema anterior tenemos que
(∐

i∈I Vi, {ιi : Vi →
∐
i∈I Vi}i∈I

)
es un coproducto

de la familia {FVi}i∈I en la categoŕıa VecF (ver Apéndice B). Además este elemento es único
salvo isomorfismo, lo cual nos da la tranquilidad de que la suma directa externa de una familia de
espacios vectoriales {FVi}i∈I “merece” ser denotada como lo hemos hecho hasta el momento.

Teorema 2.2.5. Sean {FVi}i∈I , {Wi}i∈I y {Ti : Vi → Wi}i∈I una familia de transformaciones
lineles. Entonces existe una única transformación lineal T :

∐
i∈I Vi →

∐
i∈IWi, definida para

cada f = (vi)i∈I ∈
∐
i∈I Vi como

T (f) =
∑

i∈sop(f)

ι′i(Ti(vi))

donde ι′i :Wi →
∐
i∈IWi es la i-ésima inclusión de Wi en

∐
i∈IWi, para cada i ∈ I.

Demostración. Tomemos j ∈ I. Luego, tenemos el siguiente diagrama

Vj
Tj // Wj

ι′j // ∐
i∈IWi

donde ι′j es la j-ésima inclusión de Wj en
∐
i∈IWi. Aśı, tenemos que ιjT

′
j : Vj →

∐
i∈IWi es una

transformación lineal para cada j ∈ I. {ι′iTi : Vi →
∐
i∈IWi}i∈I es una familia de transformaciones

lineales, por la Propiedad universal de la suma directa externa, existe una única transformación
lineal T :

∐
i∈I Vi →

∐
i∈IWi tal que el diagrama

Vj
ι′jTj //

ιj

��

∐
i∈IWi

∐
i∈I Vi

99

conmuta para cada j ∈ I, es decir, Tιj = ι′jTj , donde ιj es la j-ésima inclusión de Vj en
∐
i∈I Vi para

cada j ∈ I. Ahora, veamos como se define T , tomemos f = (vi)i∈I ∈
∐
i∈I Vi. Por la Observación
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2.2.7, f =
∑
i∈sop(f) ιi(vi), lo cual nos conduce a las siguientes igualdades:

T (f) = T
(∑

i∈sop(f) vi

)
=

∑
i∈sop(f) T (ιi(vi))

=
∑
i∈sop(f)(Tιi)(vi)

=
∑
i∈sop(f)(ι

′
iTi)(vi)

=
∑
i∈sop(f) ι

′
i(Ti(vi))

es decir, T (f) =
∑
i∈sop(f) ι

′
i(Ti(vi)), lo que sucede para cada f ∈

∐
i∈I Vi.

Observación 2.2.8. Si {FVi}i∈IVi, {FWi}i∈I son familias de espacios vectoriales y {Ti : Vi →
Wi}i∈I es una familia de transformaciones lineales, la única transformación lineal T :

∐
i∈I Vi →∐

i∈IWi garantizada por el teorema anterior la podemos considerar como T ((vi)i∈I) = (Ti(vi))i∈I ,
para cada (vi)i∈I ∈

∐
i∈I Vi, pues al sumar todas las inclusiones sobre el soporte de nuestra función,

nos queda el juego de coordenadas mencionado con todas las entradas cero salvo una cantidad
finita. Esto puede simplificar nuestra notación en algunas ocasiones y el significado sigue siendo
exactamente el mismo.

Definición 2.2.7. Sean {FVi}i∈I , {FWi}i∈I familias de espacios vectoriales y {Ti : Vi →Wi}i∈I
es una familia de transformaciones lineales. Definimos la suma directa externa de la familia
{Ti : Vi →Wi}i∈I , denotada por

∐
i∈I Ti, como la transformación lineal∐

i∈I Ti :
∐
i∈I Vi →

∐
i∈IWi

f = (vi)i∈I 7→ (Ti(vi))i∈I =
∑
i∈sop(f) Ti(vi).

Teorema 2.2.6. Sean {FVi}i∈I , {Wi}i∈I y {Ti : Vi → Wi}i∈I una familia de transformaciones
lineles. Entonces:

1) Ker
(∐

i∈I Ti
)
=
∐
i∈I Ker(Ti).

2) Im
(∐

i∈I Ti
)
=
∐
i∈I Im(Ti)

Demostración. La prueba se realiza mutatis mutandis la realizada en el Teorema 2.2.3.

Corolario 2.2.3. Sean {FVi}i∈I , {FWi}i∈I familias de espacios vectoriales y {Ti : Vi → Wi}i∈I
una familia de transformaciones lineales. Entonces:

1)
∐
i∈I Ti es monomorfismo, si y solo si, Ti es monomorfismo para cada i ∈ I.

2)
∐
i∈I Ti es epimorfismo, si y solo si, Ti es epimorfismo para cada i ∈ I.

3)
∐
i∈I Ti es isomorfismo, si y solo si, Ti es isomorfismo para cada i ∈ I.

Demostración. Mutatis mutandis la demostración del Corolario 2.2.1.

Corolario 2.2.4. Sean {FVi}i∈I y {FWi}i∈I familias de espacios vectoriales tales que Wi ≤ Vi
para cada i ∈ I. Entonces ∐

i∈I
Wi ≤

∐
i∈I

Vi

y ∐
i∈I Vi∐
i∈IWi

∼=
∐
i∈I

Vi
Wi

.

Demostración. Mutatis mutandis la prueba del Corolario 2.2.2.
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Suma directa interna

Definición 2.2.8 (Suma directa interna). Sea FV un espacio vectorial y {Wi}i∈I una familia de
subespacios de V . Decimos que V es la suma directa interna de la familia {Wi}i∈I si se cumplen
las siguientes condiciones:

1) V =
∑
i∈IWi.

2) Para cada j ∈ I, Wj ∩
∑
i∈I,i̸=jWi = {0}.

En este caso denotamos V =
⊕

i∈IWi.

Observación 2.2.9. No debemos confundir la suma directa externa con la interna, pues mientras
en la suma directa externa podemos tener una familia de espacios vectoriales que no tienen ninguna
relación entre śı, en la suma directa interna tenemos una familia de subespacios vectoriales de un
espacio vectorial dado.

Lema 2.2.1. Sea FV un espacio vectorial y {Wi}i∈I una familia de subespacios de V tales que
V =

⊕
i∈IWi. Para cada J ⊆ I, |J | <∞, si

∑
j∈J wj = 0 con wj ∈Wj para cada j ∈ J , entonces

wj = 0 para cada j ∈ J .

Demostración. Sea J ⊆ I, |J | <∞ y supongamos que
∑
j∈J wj = 0, con wj ∈Wj para cada j ∈ J .

Si existe k ∈ J tal que wk ̸= 0, entonces wk = −
∑
j∈J,j ̸=k wj . Aśı wk ∈ Wk ∩

∑
j∈J,j ̸=kWj ≤

Wk ∩
∑
i∈I,i̸=kWi = {0}, es decir, wk = 0, lo cual es absurdo. Por lo tanto, wj = 0 para cada

j ∈ J .

Teorema 2.2.7 (Caracterización de la suma directa interna). Sean FV un espacio vectorial y
{Wi}i∈I una familia de subespacios vectoriales de V . Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) V =
⊕

i∈IWi.

2) Para cada v ∈ V , existe un único J ⊆ I finito y únicos wj ∈Wj para cada j ∈ J , tales que
v =

∑
j∈J wj.

Demostración. 1) ⇒ 2): Supongamos que V =
⊕

i∈IWi y tomemos v ∈ V . Si v = 0, por el
Lema 2.2.1, la única representación posible de v es la de 0, donde 0 está en todos los Wi, aśı que
tomando cualquiera de ellos y el conjunto con el respectivo ı́ndice se tiene el resultado. Si v ̸= 0,
como V =

∑
i∈IWi, hay un conjunto finito J ⊆ I tal que v =

∑
j∈J wj , donde wj ∈ Wj para

cada j ∈ J . Aqúı podemos suponer que wj ̸= 0 para cada j ∈ J y que todos los ı́ndices que
se encuentran en J son distintos, pues al efectuar la suma, los elementos que están en el mismo
Wj se reducen a un solo elemento y el cero mantiene la suma sin cambios. Debemos mostrar
la unicidad de esta representación, para eso supongamos que hay otro conjunto finito K ⊆ I
tal que v =

∑
k∈K wk, donde wk ∈ Wk para cada k ∈ K, suponiendo tambien que wk ̸= 0

para cada k ∈ K y que todos los ı́ndices ubicados en K son diferentes, por el mismo argumento
que se dió para J . Aśı, tenemos que

∑
j∈J wj =

∑
k∈K wk. Si existiera j0 ∈ J \ K, entonces

wj0 = −
∑
j∈J,j ̸=j0 wj +

∑
k∈K wk ∈ Wj0 ∩

∑
i∈I,i̸=j0 Wi = {0}, lo que implica que wj0 = 0, pero

esto es imposible por nuestra suposición. Lo anterior nos permite concluir que J ⊆ K y utilizando
un razonamiento similar se tiene queK ⊆ J , lo que implica que J = K. Ahora, si v =

∑
j∈J w

′
j , con

w′
j ∈Wj para cada j ∈ J , entonces

∑
j∈J wj =

∑
j∈J w

′
j , esto equivale a que

∑
j∈J(wj −w′

j) = 0.
Por el Lema 2.2.1, wj − w′

j = 0 para cada j ∈ J , es decir, wj = w′
j para cada j ∈ J . Por lo tanto,

v =
∑
j∈J wj es la única representación posible para v, donde J ⊆ I, |J | <∞, wj ∈Wj para cada

j ∈ J .
2) ⇒ 1): Por hipótesis, para cada v ∈ V , hay un único conjunto finito J ⊆ I tal que v =

∑
j∈J wj ,

donde wj ∈ Wj para cada j ∈ J . De aqúı tenemos que V =
∑
i∈IWi. Ahora, sea j ∈ J y

supongamos que v ∈ Wj ∩
∑
i∈I,i̸=jWi. Aśı v =

∑
k∈K wk, para algún K ⊆ I \ {j}, |K| < ∞,

wk ∈ Wk para cada k ∈ K, esto es v −
∑
k∈K wk = 0. Por el Lema 2.2.1, tenemos que v = 0. Aśı

concluimos que Wj ∩
∑
i∈I,i̸=jWi = {0} para cada j ∈ J . Por lo tanto, V =

⊕
i∈IWi.
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Relación de la suma directa interna con bases y dimensión

Teorema 2.2.8. Sea FV un espacio vectorial y β = {xi}i∈I ⊆ V \{0}. Las siguientes afirmaciones
sobre β son equivalentes:

1) β es base de V .

2) V =
⊕

i∈I⟨xi⟩.

Demostración. 1) ⇒ 2): Supongamos que β es base de V . Sea v ∈ V , luego existe una única
combinación lineal v =

∑
j∈J cjxj , con J ⊆ I finito, cj ∈ F , xj ∈ β para cada j ∈ J . Si para

cada j ∈ J hacemos yj = cjxj , tenemos que yj ∈ ⟨xj⟩ para cada j ∈ J y v =
∑
j∈J yj es la única

representación de V como suma de elementos de
⋃
i∈I⟨xi⟩. Por el Teorema 2.2.7, V =

⊕
i∈I⟨xi⟩.

2) ⇒ 1): Como V =
⊕

i∈I⟨xi⟩, por el Teorema 2.2.7, para cada v ∈ V existe una única represen-
tación de la forma v =

∑
j∈J yj , con J ⊆ I finito, yj ∈ ⟨xj⟩ para cada j ∈ J . Ahora, para cada

j ∈ J , se tiene que yj = cjxj donde cj ∈ F . Notemos que si cjxj = c′jxj , entonces (cj − c′j)xj = 0,
dado que xj ̸= 0 concluimos que cj − c′j = 0, es decir, cj = c′j , lo cual sucede para cada j ∈ J . De
esta manera, v =

∑
j∈J cjxj es la única combinación lineal para v de elementos de β, de lo cual

inferimos que β es base de V .

Proposición 2.2.1. Sea FV un espacio vectorial y {Wi}i∈I una familia de subespacios de V . Si
V =

⊕
i∈IWi, entonces V =

∑
i∈IWi y para cada j, k ∈ I, j ̸= k implica Wj ∩Wk = {0}.

Demostración. Es claro que V =
∑
i∈IWi. Sea j, k ∈ I con j ̸= k y v ∈ Wj ∩Wk. Como k ̸= j,

tenemos que Wk ⊆
∑
i∈I,i̸=jWi, aśı que v ∈Wj ∩

∑
i∈I,i̸=jWi. Por hipótesis, Wj ∩

∑
i∈I,i̸=jWi =

{0}, lo cual implica que v = 0.

El siguiente ejemplo nos muestra que si FV es un espacio vectorial, {Wi}i∈I una familia de
subespacios de V , el hecho de que V =

∑
i∈IWi y para cada i, j ∈ I, i ̸= j impliqueWi∩Wj = {0},

no necesariamente significa que V =
⊕

i∈IWi.

Ejemplo 2.2.5. Consideremos FV un espacio vectorial de dimensión 2 y β = {x, y} una base de
V . Por el Teorema 2.2.8, V = ⟨x⟩ ⊕ ⟨y⟩. Notemos lo siguiente:

V = ⟨x⟩+ ⟨y⟩
≤ ⟨x+ y⟩+ ⟨x⟩+ ⟨y⟩
≤ V

de lo que concluimos que V = ⟨x + y⟩ + ⟨x⟩ + ⟨y⟩. Es claro que ⟨x⟩ ∩ ⟨y⟩ = {0}. Ahora, si
v ∈ ⟨x⟩ ∩ ⟨x + y⟩, entonces v = ax = b(x + y) con a, b ∈ F , por consiguiente, ax = b(x + y), lo
que es equivalente a que (a − b)x = by. Si b ̸= 0, entonces y = [b−1(a − b)]x ∈ ⟨x⟩ ∩ ⟨y⟩ = {0},
aśı que [b−1(a − b)]x = 0, como x ̸= 0 y b−1 ̸= 0, se tiene que a − b = 0, o sea, a = b. Luego,
tenemos que ax = ax + ay, lo cual equivale a ay = 0, dado que y ̸= 0 por ser un básico de V , se
tiene que a = 0, de ah́ı que v = 0. De lo anterior concluimos que ⟨x⟩ ∩ ⟨x + y⟩ = {0} y de forma
completamente similar se exhibe que ⟨y⟩ ∩ ⟨x + y⟩ = {0}. Sin embargo, V ̸= ⟨x + y⟩ ⊕ ⟨x⟩ ⊕ ⟨y⟩,
pues 0 = (x+ y)− x− y, con x+ y ∈ ⟨x+ y⟩ \ {0}.

Teorema 2.2.9. Sea FV un espacio vectorial y {Wi}i∈I una familia de subespacios de V . Si
V =

⊕
i∈IWi, entonces V =

∑
i∈IWi y dim(V ) =

∑
i∈I dim(Wi).

Demostración. Es claro que V =
∑
i∈IWi. Falta ver que dim(V ) =

∑
i∈I dim(Wi). Como para

cada i ∈ I, Wi es un espacio vectorial, entonces Wi tiene base, digamos βi. Sean i, j ∈ I con
i ̸= j, si x ∈ βi ∩ βj , entonces x ∈ Wi ∩Wj , pero como V =

⊕
i∈IWi, por la Proposición 2.2.1,

Wi∩Wj = {0}, aśı que x = 0, pero esto es absurdo, ya que βi y βj son l.i. De lo anterior concluimos
que para cada i, j ∈ I, si i ̸= j, entonces βi ∩ βj = ∅. Propongamos β =

⋃
i∈I βi. Vamos a ver que

β es base de V :
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β genera a V : Es suficiente observar la siguiente cadena de igualdades:

V =
∑
i∈IWi

=
∑
i∈I⟨βi⟩

=
〈⋃

i∈I⟨βi⟩
〉

=
〈⋃

i∈I βi
〉

= ⟨β⟩

es decir, V = ⟨β⟩.

β es l.i: Si β es l.d, existe γ = {xi}ni=1 ⊆ β, γ l.d con n ∈ N \ {0}. Como βik es l.d para cada
k ∈ {1, . . . , n}, no pueden estar todos los elementos de γ en un solo βik . Vamos a ordenar
los elementos que pertenecen a cada βik , podemos suponer que x1 = x1,1, x2,1, . . . , xt1,1 ∈
βi1 , x1,2, x2,2, . . . , xt2,2 ∈ βi2 , . . . , x1,s, x2,s, . . . , xts,s = xn ∈ βis , donde s ∈ N con s ≤ n.
Lo anterior se puede conseguir sin ningún problema reordenando los elementos de γ en
caso necesario. Por ser γ l.d, hay una combinación lineal para 0 de los vectores enlistados
anteriormente con algún coeficiente distinto de cero, es decir

s∑
j=1

tj∑
i=1

ci,jxi,j = 0

con ci,j ̸= 0, para algún j ∈ {1, . . . , s}, i ∈ {1, . . . , tj}. Ahora bien, de la igualdad anterior
tenemos lo siguiente:

0 =
∑s
j=1

∑tj
i=1 ci,jxi,j

=
∑s
j=1

(∑tj
i=1 ci,jxi,j

)
=

∑s
j=1 wij

es decir,
∑s
j=1 wij = 0, donde wij =

∑tj
i=1 ci,jxi,j ∈ Wij para cada j ∈ {1, . . . , s}. Supon-

gamos, sin perdida de generalidad que wi1 contiene al coeficiente diferente de cero, luego
wi1 ̸= 0, entonces wi1 = −

∑s
j=2 wij ∈ Wi1 ∩

∑
i∈I,i̸=i1 Wi = {0}, aśı que wi1 = 0, lo cual es

absurdo por nuestra suposición. De lo anterior concluimos que β es l.i.

Aśı las cosas, hemos probado que β es base de V . Ahora bien, observemos las siguientes igualdades
respecto a la dimensión:

dim(V ) = |β|
=

∣∣⋃
i∈I βi

∣∣
=

∑
i∈I |βi|

=
∑
i∈I dim(Wi)

Es decir, dim(V ) =
∑
i∈I dim(Wi).

Cabe mencionar que el teorema anterior se cumple aunque I sea infinito, siempre y cuando se
asuma el Axioma de elección (ver Apéndice A), como lo hemos hecho siempre en el desarrollo de
esta tesis.
El rećıproco se cumple solo en el caso finito dimensional, antes de dar el teorema que lo garantiza
probaremos un lema auxiliar.

Lema 2.2.2. Sea FV un espacio vectorial de dimensión finita y {Wi}mi=1 una familia de subespacios
de V , con m ∈ N, m ≥ 2. Entonces:

dim

(
m∑
i=1

Wi

)
≤

m∑
i=1

dim(Wi).
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Demostración. Vamos a hacer inducción sobre m ≥ 2. Para m = 2, por el Teorema 1.2.9 y dado
que estamos en dimensión finita, tenemos lo siguiente:

dim(W1 +W2) = dim(W1) + dim(W2)− dim(W1 ∩W2)
≤ dim(W1) + dim(W2)

es decir, dim(W1 +W2) ≤ dim(W1) + dim(W2). Aśı, la desigualdad es válida para m = 2.
Supongamos que la desigualdad es válida para m− 1, m ≥ 3. Debemos mostrar la validez para m,
para eso notemos la siguiente cadena de desigualdades:

dim (
∑m
i=1Wi) = dim

(∑m−1
i=1 Wi +Wm

)
≤ dim

(∑m−1
i=1 Wi

)
+ dim(Wm)

≤
∑m−1
i=1 dim(Wi) + dim(Wm)

=
∑m
i=1 dim(Wi)

es decir, dim (
∑m
i=1Wi) ≤

∑m
i=1 dim(Wi). Por lo tanto, la desigualdad es válida para cada m ≥

2.

Teorema 2.2.10. Sea FV un espacio vectorial de dimensión finita y {Wi}mi=1 una familia de
subespacios de V con m ∈ N, m ≥ 2. Si V =

∑m
i=1Wi y dim(V ) =

∑m
i=1 dim(Wi), entonces

V =
⊕m

i=1Wi.

Demostración. Por hipótesis tenemos que V =
∑m
i=1Wi. Ahora, sea j ∈ {1, . . . ,m}. Luego, ha-

ciendo uso del Lema 2.2.2, tenemos lo siguiente:

dim(V ) = dim
(
Wj +

∑m
i=1,i̸=jWi

)
≤ dim(Wj) + dim

(∑m
i=1,i̸=jWi

)
≤ dim(Wj) +

∑m
i=1,i̸=j dim(Wi)

=
∑m
i=1 dim(Wi)

= dim(V ).

Aśı, tenemos que

dim(V ) = dim(Wj) + dim

 m∑
i=1,i̸=j

Wi

 . (I)

Por otro lado, tenemos que

dim(V ) = dim(Wj) + dim

 m∑
i=1,i̸=j

Wi

− dim

Wj ∩
m∑

i=1,i̸=j

Wi

 . (II)

Igualando las expresiones de (I) y (II) para dim(V ), tenemos que

dim(Wj) + dim

 m∑
i=1,i̸=j

Wi

 = dim(Wj) + dim

 m∑
i=1,i̸=j

Wi

− dim

Wj ∩
m∑

i=1,i̸=j

Wi


simplificando de la última igualdad, tenemos que

dim

Wj ∩
m∑

i=1,i̸=j

Wi

 = 0

de donde inferimos que Wj ∩
∑m
i=1,i̸=jWi = {0}, lo cual sucede para cada j ∈ {1, . . . ,m}. Por lo

tanto, V =
⊕m

i=1Wi.
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El siguiente ejemplo nos indica que el teorema anterior no es válido para espacios de dimensión
infinita.

Ejemplo 2.2.6. Consideremos el espacio vectorial R[x]. Sabemos que dim(R[x]) = ℵ0. Tenemos
que R[x] ≤ R[x] y P2(R) = {f ∈ R[x] | grd(f) ≤ 2} ≤ R[x]. Dado que P2(R) ≤ R[x], tenemos que
R[x] = P2(R) + R[x], además

dim(P2(R)) + dim(R[x]) = 3 + ℵ0 = mayor{3,ℵ0} = ℵ0 = dim(R[x]).

Sin embargo, R[x] ̸= P2(R)⊕ R[x], pues R[x] ∩ P2(R) = P2(R) ̸= {0}.

Relación suma directa externa-suma directa interna

Pese a que en la Observación 2.2.9, se explicó que suma directa externa y suma directa interna
son cosas diferentes, vamos a ver que no hay diferencia significativa entre ambos objetos, para
eso expondremos algunos resultados para finalmente concluir que ambos objetos en realidad son
isomorfos.
En primera instancia veremos que una suma directa externa se puede ver como una suma directa
interna, lo cual se hace en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.11. Sea {FVi}i∈I una familia de espacios vectoriales. Entonces∐
i∈I

Vi =
⊕
i∈I

Vi

donde Vi = ιi(Vi) con ιi la i-ésima inclusión para cada i ∈ I.

Demostración. Veamos primero que
∐
i∈I Vi =

∑
i∈I Vi. Sea f ∈

∐
i∈I Vi, por la Observación

2.2.7, f =
∑
k∈sop(f) ιk(f(k)), recordamos que sop(f) es finito, además, ιk(f(k)) ∈ Vk para cada

k ∈ sop(f). De esta manera concluimos que f ∈
∑
i∈I Vi.

Ahora, sea j ∈ I y supongamos que g ∈ Vj ∩
∑
i∈I,i̸=j Vi. Luego, g = ιj(vj) para algún vj ∈ Vj y

g =
∑
k∈K ιk(vk), donde K ⊆ I \ {j}, K es finito y vk ∈ Vk para cada k ∈ K. Debemos mostrar

que g = 0, para hacerlo nos conviene particionar I como I = (K ∪ {j}) ∪ (I \ (K ∪ {j}). Es claro
que si i ∈ I \ (K ∪ {j}), g(i) = 0Vi . Ahora, para j, tenemos que

g(j) =
∑
k∈K

ιk(vk)(j) = 0Vj

ya que j /∈ K, es decir, g(j) = 0Vj
. Finalmente, si k0 ∈ K, entonces g(k0) = ιj(vj)(k0) = 0Vk0

, es
decir, g(k0) = 0Vk0

cuando k0 ∈ K. En resumen, hemos visto que g(i) = 0Vi
para cada i ∈ I y

consecuentemente g = 0. De ah́ı que Vj ∩
∑
i∈I,i̸=j Vi = 0 para cada j ∈ I.

Corolario 2.2.5. Sea {FVi}i∈I una familia de espacios vectoriales. Entonces

dim

(∐
i∈I

Vi

)
=
∑
i∈I

dim(Vi).

Demostración. Sabemos que Vi ∼= Vi, donde Vi = ιi(Vi) para cada i ∈ I. Por el Teorema 1.4.15,
dim(Vi) = dim(Vi) para cada i ∈ I. Aplicando los Teoremas 2.2.9 y 2.2.11, aśı como lo que
acabamos de mencionar, tenemos las siguientes igualdades:

dim
(∐

i∈I Vi
)

= dim
(⊕

i∈I Vi
)

=
∑
i∈I dim(Vi)

=
∑
i∈I dim(Vi)
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es decir,

dim

(∐
i∈I

Vi

)
=
∑
i∈I

dim(Vi)

que es precisamente lo que se buscaba.

Notación 2.2.1. Sea FV un espacio vectorial y {Ti : V → V }i∈I una familia de transformaciones
lineales tales que para cada v ∈ V , el conjunto Sv = {i ∈ I | Ti(v) ̸= 0} es finito. Denotamos por
la suma

∑
i∈I Ti a la transformación lineal∑

i∈I Ti : V → V
v 7→

∑
i∈Sv

Ti(v)

que claramente está bien definida.

Ahora, estamos en condiciones de presentar una caracterización para determinar cuando un
espacio vectorial es isomorfo a una suma directa externa de una familia de espacios vectoriales.

Teorema 2.2.12. Sea FW un espacio vectorial y {FVi}i∈I una familia de espacios vectoriales.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) W ∼=
∐
i∈I Vi.

2) Existe una familia de monomorfismos {λi : Vi →W}i∈I tal que W =
⊕

i∈I λi(Vi).

3) Existe una familia de transformaciones lineales {λi : Vi → W}i∈I tales que para cada
w ∈ W , existe un único J ⊆ I finito y únicos vj ∈ Vj para cada j ∈ J , tales que v =∑
j∈J λj(vj).

4) Existe una familia de transformaciones lineales {λi : Vi → W}i∈I llamadas inclusiones
y una familia de transformaciones lineales {ρi : W → Vi}i∈I llamadas proyecciones que
satisfacen las siguientes condiciones:

a) Para cada i ∈ I, ρiλi = idVi

b) Para cada i, j ∈ I, ρiλj = 0, si i ̸= j.

c) Para cada w ∈W , ρi(v) = 0Vi
para casi toda i ∈ I.

d) idW =
∑
i∈I λiρi.

No está de más mencionar que la condición d) tiene sentido gracias a la condición c).

5) Con las hipótesis de 4), tenemos que

T : W →
∐
i∈I Vi

w 7→ (ρi(w))i∈I

es un isomorfismo.

Demostración. 1) ⇒ 2): Por hipótesis existe un isomorfismo S :
∐
i∈I Vi → W . Consideremos

la familia {ιi : Vi →
∐
i∈I Vi}i∈I , donde ιi es la i-ésima inclusión para cada i ∈ I. Proponemos

para cada i ∈ I, λi = Sιi : Vi → W . Es claro que λi es monomorfismo para cada i ∈ I, ya
que es composición de monomorfismos. Aśı, tenemos que {λi : Vi → W}i∈I es una familia de
monomorfismos. Solo resta probar que W =

⊕
i∈I λi(Vi). Veamos primero que W =

∑
i∈I λi(Vi).

Ya sabemos que
∑
i∈I λi(Vi) ≤ W . Ahora sea w ∈ W , por ser S un isomorfismo, existe f =
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(vi)i∈I ∈
∐
i∈I Vi tal que w = S(f). Por la Observación 2.2.7, f =

∑
i∈sop(f) ιi(vi), entonces

tenemos las siguientes igualdades:

w = S(f)

= S
(∑

i∈sop(f) ιi(vi)
)

=
∑
i∈sop(f) S(ιi(vi))

=
∑
i∈sop(f)(Sιi)(vi)

=
∑
i∈sop(f) λi(vi)

es decir, w =
∑
i∈sop(f) λi(vi), donde sop(f) es finito y λi(vi) ∈ λi(Vi) para cada i ∈ sop(f), en

consecuencia w ∈
∑
i∈I λi(Vi). De esta manera se concluye que W =

∑
i∈I λi(Vi).

Ahora, sea j ∈ I y supongamos que u ∈ λj(Vj) ∩
∑
i∈I,i̸=j λi(Vi). Luego, u = λj(vj) para algún

vj ∈ Vj y u =
∑
i∈K λi(vi) para algún K ⊆ I \ {j}, K finito, vi ∈ Vi para cada i ∈ K. Entonces

λj(vj) =
∑
i∈K λi(vi), esto es S(ιj(vj)) = S

(∑
i∈K ιi(vi)

)
, pero como S es isomorfismo, tenemos

que ιj(vj) =
∑
i∈K ιi(vi), o bien, ιj(vj)−

∑
i∈K ιi(vi) = 0. Como

∐
i∈I Vi =

⊕
i∈I ιi(Vi), tenemos

que ιi(vi) = 0, para cada i ∈ K ∪{j}, esto por el Lema 2.2.1. Como ιi es monomorfismo para cada
i ∈ K ∪ {j}, tenemos que vi = 0 para cada i ∈ K ∪ {j}, lo que nos permite concluir que u = 0.
Por lo tanto, W =

⊕
i∈I λi(Vi).

2) ⇒ 3): Por hipótesis hay una familia de monomorfismos {λi : Vi → W}i∈I tal que W =⊕
i∈I λi(Vi). Sea w ∈ W , por el Teorema 2.2.7, existe un único conjunto finito J ⊆ I y únicos

uj ∈ λj(Vj), tales que w =
∑
j∈J uj . Como uj ∈ λj(Vj) y λj es monomorfismo, existe único vj ∈ Vj

tal que uj = λj(vj), esto para cada j ∈ J . De esta manera, tenemos que w =
∑
j∈J λj(vj), donde

vj ∈ Vj es único para cada j ∈ J , con lo que establecemos lo deseado.
3) ⇒ 4): Supongamos que existe una familia de transformaciones lineales {λi : Vi → W}i∈I tales
que para cada w ∈ W , existe un único conjunto finito J ⊆ I y únicos vj ∈ Vj para cada j ∈ J
tales que w =

∑
j∈J λj(vj). Podemos abusar y decir que para cada w ∈ W , w =

∑
i∈I λi(vi), con

vi = 0Vi
para casi toda i ∈ I. Propongamos para cada i ∈ I

ρi : W → Vi∑
i∈I λi(vi) = w 7→ vi

la cual claramente es una transformación lineal. De esta manera hemos construido la familia de
transformaciones lineales {ρi : W → Vi}i∈I . Veamos que las familias {λi : Vi → W}i∈I y {ρi :
W → Vi}i∈I satisfacen lo que se pide:

a) Sea i ∈ I y tomemos vi ∈ Vi, entonces tenemos lo siguiente:

(ρiλi)(vi) = ρi(λi(vi))
= vi
= idVi

(vi)

es decir, (ρiλi)(vi) = idVi
(vi) para cada vi ∈ Vi, esto ocurre para cada i ∈ I.

b) Sean i, j ∈ I con i ̸= j y vj ∈ Vj . Entonces se cumple lo siguiente:

(ρiλj)(vj) = ρi(λj(vj))
= ρi(λj(vj) + 0)
= ρi(λj(vj) + λi(0Vi))
= 0Vi

= 0(vj)

es decir, (ρiλj)(vj) = 0(vj), para cada vj ∈ Vj . Aśı, tenemos que ρiλj = 0 cuando i ̸= j.
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c) Sea w ∈ W , por hipótesis existe un único conjunto finito J ⊆ I y únicos vj ∈ Vj para
cada j ∈ J , tales que w =

∑
j∈J λj(vj). Podemos suponer que vj ̸= 0Vj

para cada j ∈ J .
Aśı, para cada j ∈ J , ρj(w) = vj ̸= 0Vj y si i ∈ I \J , entonces ρi(w) = 0Vi . Aśı, tenemos
que ρi(w) es diferente de cero en los indices que se encuentran en J , donde J es un
conjunto finito, esto sucede para cada w ∈W .

d) Sea w ∈ W . Por hipótesis, hay un único conjunto finito J ⊆ I y únicos vj ∈ Vj para
cada j ∈ J , tales que w =

∑
j∈J λj(vj). Esto nos conduce a las siguientes igualdades:

idW (w) = w
=

∑
j∈J λj(vj)

=
∑
j∈J λj(ρj(w))

=
∑
j∈J(λjρj)(w)

=
(∑

i∈I λiρi
)
(w)

es decir, idW (w) =
(∑

i∈I λjρj
)
(w) para cada w ∈W . Por lo tanto, idW =

∑
i∈I λiρi.

De lo anterior hemos conseguido lo buscado. Notemos que el hecho de que ρiλi = idVi
implica que

λi es monomorfismo y ρi es epimorfismo para cada i ∈ I.
4) ⇒ 5): Supongamos que existen familias de transformaciones lineales {λi : Vi → W}i∈I y {ρi :
W → Vi}i∈I que satisfacen a), b), c) y d). Sea w ∈W , por hipótesis w = idW (w) =

(∑
i∈I λiρi

)
(w),

entonces hay un conjunto finito J ⊆ I tal que w =
∑
j∈J λj(ρj(w)), si hacemos vj = ρj(vj) ∈ Vj

para cada j ∈ J , tenemos que w =
∑
j∈J λj(vj), además es fácil ver que este conjunto finito es

único aśı como los vj . Veamos que la transformación lineal

T : W →
∐
i∈I Vi

w 7→ (ρi(w))i∈I

es isomorfismo. Propongamos la transformación lineal

S :
∐
i∈I Vi → W

f = (vi)i∈I 7→
∑
i∈sop(f) λi(vi).

Necesitamos ver que las transformaciones lineales definidas anteriormente son inversas entre śı. Sea
w ∈ W , entonces w =

∑
j∈J λj(vj), para un único conjunto finito J ⊆ I con únicos 0Vj

̸= vj ∈ Vj
para cada j ∈ J . Luego se tienen las siguientes igualdades:

(ST )(w) = S(T (w))
= S((ρi(w))i∈I)
=

∑
j∈J λj(ρj(w))

=
∑
j∈J(λjρj)(w)

=
(∑

i∈I λiρi
)
(w)

= idW (w)

es decir, (ST )(w) = idW (w) para cada w ∈W . De ah́ı que ST = idW . Ahora tomemos f = (vi)i∈I ,
luego se cumple lo siguiente:

(TS)(f) = (TS)((vi)i∈I)
= T (S((vi)i∈I))

= T
(∑

i∈sop(f) λi(vi)
)

=
(
ρi

(∑
i∈sop(f) λi(vi)

))
i∈I

= (vi)i∈I
= f
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es decir, (TS)(f) = id∐
i∈I Vi

(f). Aśı, se tiene que TS = id∐
i∈I Vi

. Por consiguiente, T es isomor-
fismo.
5) ⇒ 1): Es inmediato.

Corolario 2.2.6. Sea FV un espacio vectorial y {Wi}i∈I una familia de subespacios de V . Si
V =

⊕
i∈IWi, entonces V ∼=

∐
i∈IWi.

Demostración. Consideremos para cada i ∈ I, la transformación lineal inclusión que denotaremos
como µi : Wi ↪→ V , definida por µi(wi) = wi, para cada wi ∈ Wi. Aśı, tenemos la familia de
transformaciones lineales inyectivas {µi : Wi → V }i∈I , además µi(Wi) = Wi para cada i ∈ I.
Entonces, V =

⊕
i∈IWi =

⊕
i∈I µi(Wi). Por el Teorema 2.2.12, V ∼=

∐
i∈IWi.

Con el corolario anterior, hemos visto que la suma directa interna y la suma directa externa
son isomorfas, lo que nos dice que son indistinguibles algebraicamente. A partir de este momento
denotaremos

⊕
i∈I Vi para referirnos a cualquiera de ellas, siempre indicando claramente si son

espacios vectoriales sin relación entre śı o si se trata de subespacios de algún espacio vectorial
dado, que es lo que haŕıa la diferencia.

Ejemplo 2.2.7. Utilizando la herramienta de las sumas directas podemos dar una demostración
alternativa del Corolario 1.4.4. Si FV es un espacio vectorial, tiene una base, digamos β. Por el
Teorema 2.2.8, V =

⊕
x∈β⟨x⟩. Además, como dim(F ) = dim(⟨x⟩) = 1, por el Teorema 1.4.15,

⟨x⟩ ∼= F para cada x ∈ β, aplicando el Corolario 2.2.3,
∐
x∈β⟨x⟩ ∼=

∐
x∈β F . Todo esto junto con

el Corolario 2.2.6, nos conduce a lo siguiente:

V =
⊕

x∈β⟨x⟩
∼=

∐
x∈β⟨x⟩

= F (β)

es decir, V ∼= F (β).
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Caṕıtulo 3

Funtores Hom y Tensor en
espacios vectoriales

En este tercer y último caṕıtulo de esta tesis, vamos a abordar los funtores Hom y Tensor en la
categoŕıa de espacios vectoriales, lo cual es nuestro tema principal de este trabajo. Vamos a exponer
el Hom y Tensor, que si bien sabemos o sospechamos que como objetos son espacios vectoriales,
aqúı mostraremos formalmente este hecho y principalmente, encapsularemos las propiedades para la
categoŕıa de espacio vectorial tomando en cuenta al mismo tiempo sus objetos como sus morfismos,
que en este caso son las ya conocidas transformaciones lineales. Expondremos al espacio dual como
un caso particular del funtor Hom, aśı como algunas de sus propiedades de interés. Exploraremos
el comportamiento de estos funtores respecto a las sumas y productos directos de los espacios
vectoriales. Finalmente, mostraremos que estos funtores son adjuntos entre śı, lo que nos indicará
que en realidad estos funtores están ı́ntimamente relacionados, en pocas palabras, es muy fácil
pasar de uno a otro sin gran dificultad.

3.1. Hom

3.1.1. Resultados previos

Recordemos que si F es un campo, FV y FW son espacios vectoriales, entonces

Hom(V,W ) = {T : V →W | T es una transformación lineal}.

Notación 3.1.1. Durante este caṕıtulo, dado que estamos dando a los espacios vectoriales un
enfoque categórico, si F es un campo y FV es un espacio vectorial, denotaremos FV ∈ Obj(VecF ),
incluso siempre que no haya lugar a confusión con el campo y en que nos estamos refiriendo a los
objetos de la categoŕıa VecF , denotaremos simplemente V ∈ VecF .

Proposición 3.1.1. Sea F un campo. Si V,W ∈ VecF , entonces:

1) Hom(V,W ) ∈ VecF .

2) Si V ′,W ′ ∈ VecF , entonces:

a) U(T + S) = UT + US para cada U ∈ Hom(W,W ′), T, S ∈ Hom(V,W ).

b) (T + S)U = TU + SU para cada U ∈ Hom(V ′, V ), T, S ∈ Hom(V,W ).

c) U(cT ) = (cU)T = c(UT ), para cada c ∈ F , U ∈ Hom(W,W ′), T ∈ Hom(V,W ).

Demostración.
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1) En el Teorema 1.4.3, se mostró que Hom(V,W ) es un espacio vectorial, definiendo la suma

+ : Hom(V,W )×Hom(V,W ) → Hom(V,W )
(T, S) 7→ T + S

con (T + S)(v) = T (v) + S(v) para cada v ∈ V y el producto por escalar

· : F ×Hom(V,W ) → Hom(V,W )
(c, T ) 7→ cT

donde (cT )(v) = cT (v) para cada v ∈ V .

2) Sean V ′,W ′ ∈ VecF .

a) Sean U ∈ Hom(W,W ′), T, S ∈ Hom(V,W ) y tomemos v ∈ V . Se tienen las
siguientes igualdades:

(U(T + S))(v) = U((T + S)(v))
= U(T (v) + S(v))
= U(T (v)) + U(S(v))
= (UT )(v) + (US)(v)

es decir, (U(T + S))(v) = (UT )(v) + (US)(v), lo cual ocurre para cada v ∈ V .

b) Sean U ∈ Hom(V ′, V ), T, S ∈ Hom(V,W ) y tomemos v′ ∈ V ′. Se cumplen lo
siguiente:

((T + S)U)(v′) = (T + S)(U(v′))
= T (U(v′)) + S(U(v′))
= (TU)(v′) + (SU)(v′)

es decir, ((T + S)U)(v′) = (TU)(v′) + (SU)(v′) para cada v′ ∈ V ′.

c) Sean c ∈ F , U ∈ Hom(W,W ′), T ∈ Hom(V,W ) y consideremos v ∈ V un
elemento arbitrario. Luego, se cumplen las siguientes igualdades:

(U(cT ))(v) = U((cT )(v))
= U(cT (v))
= cU(T (v))
= c(UT )(v)

es decir, (U(cT ))(v) = ((cU)T = (v) = c(UT )(v), de donde obtenemos lo desea-
do.

Observación 3.1.1. Si F es un campo, para cada V,W ∈ VecF sabemos que VecF (V,W ) está
conformado por las transformaciones lineales, que es precisamente lo que nosotros definimos como
Hom(V,W ), por lo denotaremos VecF (V,W ) por Hom(V,W ), es decir:

VecF (V,W ) = Hom(V,W ).

Definición 3.1.1. Sea F un campo. Un funtor G : VecF → VecF (covariante o contravariante) es
aditivo si para cada V,W ∈ Obj(VecF ) y para cada T, S ∈ Hom(V,W ), se cumple que G(T +S) =
G(T ) +G(S).

Teorema 3.1.1. Sea F un campo y G : VecF → VecF un funtor aditivo covariante o contrava-
riante. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:
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1) G(0) = 0, donde 0 : V →W es la transformación lineal cero.

2) G({0}) = {0}.

Demostración.

1) Sean V,W ∈ VecF . Como Hom(V,W ) y Hom(G(V ), G(W )) son espacios vectoriales sobre
F , en particular son grupos abelianos. Definamos

GV,W : Hom(V,W ) → Hom(G(V ), G(W ))
T 7→ G(T )

por hipótesis para cada T, S ∈ Hom(V,W ) se cumple que GV,W (T + S) = GV,W (T ) +
GV,W (S), por lo que GV,W es un morfismo de grupos abelianos. Como 0 : V → W es
el elemento neutro en Hom(V,W ) respecto a la suma, entonces GV,W (0) = 0, es decir,
G(0) = 0.

2) Tomemos V ∈ VecF . Veamos que idV = 0 si y solo si V = {0}: supongamos primero que
idV = 0, luego para cada v ∈ V , v = idV (v) = 0(v) = 0, es decir, v = 0 para cada v ∈ V ,
en consecuencia V = {0}. Si V = {0} es claro que idV = 0.
Notemos ahora las siguientes igualdades:

idG({0}) = G(id{0})
= G(0)
= 0

es decir, idG({0}) = 0. Por la afirmación probada anteriormente tenemos que G({0}) = {0}.

Teorema 3.1.2. Sea F un campo, G : VecF → VecF un funtor (covariante o contravariante),
V,W ∈ Obj(VecF ). Si V ∼=W , entonces G(V ) ∼= G(W ).

Demostración. Supongamos que V ∼= W , entonces existe un isomorfismo T ∈ Hom(V,W ). Por
definición de isomorfismo, existe S ∈ Hom(W,V ) tal que ST = idV y TS = idW .

SiG es covariante, entoncesG(T ) ∈ Hom(G(V ), G(W )) yG(S) ∈ Hom(G(W ), G(V )). Ahora
bien, se cumple que:

idG(V ) = G(idV )
= G(ST )
= G(S)G(T )

y
idG(W ) = G(idW )

= G(TS)
= G(T )G(S)

es decir, G(S)G(T ) = idG(V ) y G(T )G(S) = idG(W ). En consecuencia G(T ) ∈
Hom(G(V ), G(W )) es un isomorfismo, de donde se concluye que G(V ) ∼= G(W ).

Si G es contravariante, entonces G(T ) ∈ Hom(G(W ), G(V )) y G(S) ∈ Hom(G(V ), G(W )).
Además, tenemos que

idG(V ) = G(idV )
= G(ST )
= G(T )G(S)
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y
idG(W ) = G(idW )

= G(TS)
= G(S)G(T )

es decir, G(T )G(S) = idG(V ) y G(S)G(T ) = idG(W ), por lo que G(S) ∈ Hom(G(V ), G(W ))
es isomorfismo y consecuentemente, G(V ) ∼= G(W ).

3.1.2. Hom covariante y contravariante

Teorema 3.1.3. Sea F un campo y V ∈ VecF . Entonces la asignación

Hom(V, ) : VecF → VecF

definida en objetos como

Hom(V, ) : Obj(VecF ) → Obj(VecF )
W 7→ Hom(V,W )

y en morfismos como

Hom(V, ) : Hom(W,W ′) → Hom(Hom(V,W ), Hom(V,W ′))
T 7→ Hom(V, T ) = T⋆

donde T⋆ se define por
T⋆ : Hom(V,W ) → Hom(V,W ′)

S 7→ TS

para cada W,W ′ ∈ Obj(VecF ), es un funtor aditivo covariante.

Demostración. Por el Teorema 1.4.3, para cada W ∈ Obj(VecF ) se tiene que Hom(V,W ) ∈
Obj(VecF ), por lo que la asignación está bien definida en objetos.
Ahora, seanW,W ′ ∈ Obj(VecF ), T ∈ Hom(W,W ′). Veamos que T∗ : Hom(V,W ) → Hom(V,W ′)
es una transformación lineal. Sean c ∈ F, S, S′ ∈ Hom(V,W ). Entonces, usando la Proposición
3.1.1, tenemos las siguientes igualdades:

T∗(S + cS′) = T (S + cS′)
= TS + T (cS′)
= TS + c(TS′)
= T∗(S) + cT∗(S)

es decir, T∗(S + cS′) = T∗(S) + cT∗(S) para cada c ∈ F, S, S′ ∈ Hom(V,W ). Por lo tanto, T∗ es
una transformación lineal y de esta manera mostramos que la asignación en morfismos es correcta.
Nos falta ver esta asignación satisface la definición de funtor covariante, lo cual hacemos a conti-
nuación:

1) Sean W,W ′,W ′′ ∈ Obj(VecF ), T ∈ Hom(W,W ′), S ∈ Hom(W ′,W ′′), entonces ST ∈
Hom(W,W ′′). Debemos mostrar que (ST )⋆ = S⋆T⋆. Es claro que ambas funciones compar-
ten el mismo dominio, a saber Hom(V,W ). Ahora, si U ∈ Hom(V,W ), por definición de
nuestra asignación tenemos que (ST )⋆(U) = (ST )U . Por otro lado, tenemos que

(S⋆T⋆)(U) = S⋆(T⋆(U))
= S⋆(TU)
= S(TU)
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es decir, (S⋆T⋆)(U) = S(TU). Aplicando la asociatividad de la composición tenemos lo
siguiente:

(ST )⋆(U) = (ST )U
= S(TU)
= (S⋆T⋆)(U)

es decir, (ST )⋆(U) = (S⋆T⋆)(U), lo cual ocurre para cada U ∈ Hom(V,W ), de ah́ı que
(ST )⋆ = S⋆T⋆, o sea, Hom(V, ST ) = Hom(V, S)Hom(V, T ).

2) SeaW ∈ Obj(VecF ). Debemos ver que (idW )⋆ = idHom(V,W ), en efecto, si U ∈ Hom(V,W ),
tenemos lo siguiente:

(idW )⋆(U) = idWU
= U
= idHom(V,W )(U)

de ah́ı que (idW )⋆ = idHom(V,W ), o sea, Hom(V, idW ) = idHom(V,W ).

Hasta aqúı hemos visto queHom(V, ) es un funtor covariante. Finalmente, siW,W ′ ∈ Obj(VecF ),
T, S ∈ Hom(W,W ′), entonces Hom(V, T + S) = (T + S)⋆, pero si aplicamos la Proposición 3.1.1,
para cada U ∈ Hom(V,W ), tenemos lo siguiente:

(T + S)⋆(U) = (T + S)U
= TU + SU
= T⋆(U) + S⋆(U)

de donde concluimos que (T +S)⋆ = T⋆+S⋆, es decir, Hom(V, T +S) = Hom(V, T )+Hom(V, S).
Por lo tanto, Hom(V, ) es un funtor aditivo covariante.

Sabemos que si F es un campo, F es un espacio vectorial sobre śı mismo, además tiene di-
mensión 1, pues {1F } es una base para F . Si V es cualquier espacio vectorial sobre F , podŕıamos
preguntarnos: ¿habrá alguna relación entre V y Hom(F, V )? Resulta que la respuesta es si, el
siguiente teorema nos lo explica detalladamente con un enfoque categórico.

Teorema 3.1.4. Sea F un campo. Entonces el funtor Hom(F, ) : VecF → VecF es naturalmente
isomorfo al funtor identidad Id : VecF → VecF .

Demostración. Sea V ∈ Obj(VecF ). Definamos

ψ : Hom(F, V ) → V
T 7→ T (1F )

Es claro que ψ está bien definida. Vamos a ver que es una transformación lineal, para eso tomemos
c ∈ F , T, S ∈ Hom(F, V ). Entonces tenemos las siguientes igualdades:

ψ(T + cS) = (T + cS)(1F )
= T (1F ) + (cS)(1F )
= T (1F ) + cS(1F )
= ψ(T ) + cψ(S)

es decir, ψ(T + cS) = ψ(T )+ cψ(S) para cada c ∈ F, S, T ∈ Hom(F, V ). En consecuencia ψ es una
transformación lineal.
Para ver que es monomorfismo, tomemos T ∈ Ker(ψ), entonces ψ(T ) = 0, esto es, T (1F ) = 0, aśı
que T se anula en la base de F , en consecuencia T = 0.
Ahora, veamos que ψ es epimorfismo: sea v ∈ F , definamos

fv : {1F } → V
1F 7→ v
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por la Propiedad universal de las bases, existe una única transformación lineal Tv : F → V tal que
Tv(1F ) = v. Aśı, tenemos que ψ(Tv) = v, con Tv ∈ Hom(F, V ).
Hasta el momento hemos probado que ψ es un isomorfismo, falta ver que es natural. Para mostrarlo,
tomemos W ∈ Obj(VecF ) y T ∈ Hom(V,W ). Debemos mostrar que el diagrama

Hom(F, V )
ψ //

T⋆

��

V

T

��
Hom(F,W )

ψ′
// W

es conmutativo, para eso tomemos S ∈ Hom(F, V ). Por un lado, tenemos que

(Tψ)(S) = T (ψ(S))
= T (S(1F ))

(I)

por otro lado,

(ψ′T⋆)(S) = ψ′(T⋆(S))
= ψ′(TS)
= (TS)(1F )
= T (S(1F ))

(II)

Al hacer la comparación de las igualdades de (I) y (II), concluimos que (Tψ)(S) = (ψ′T⋆)(S) y
dado que S fue tomado de forma arbitraria, tenemos que Tψ = ψ′T⋆, lo que se necesitaba.

Corolario 3.1.1. Sea F un campo y V ∈ VecF . Entonces dim(V ) = dim(Hom(F, V )).

Demostración. Por el teorema anterior, V ∼= Hom(V, F ). Por el Teorema fundamental del álgebra
lineal, se tiene que dim(V ) = dim(Hom(F, V )).

Ejemplo 3.1.1. Si F es un campo, tenemos que F ∼= Hom(F, F ), entonces dim(Hom(F, F )) =
dim(F ) = 1.

Veamos ahora que el Hom covariante se porta muy bien respecto a monomorfismos y epimor-
fismos, lo cual se expone en el siguiente teorema.

Teorema 3.1.5. Sea F un campo, V ∈ VecF .

1) Para cada W,W ′ ∈ VecF , si T :W →W ′ es monomorfismo, entonces T∗ : Hom(V,W ) →
Hom(V,W ′) es monomorfismo.

2) Para cada W,W ′ ∈ VecF , si T : W → W ′ es epimorfismo, entonces T∗ : Hom(V,W ) →
Hom(V,W ′) es epimorfismo.

Demostración.

1) Seaan W,W ′ ∈ VecF y supongamos que T :W →W ′ es monomorfismo. Vamos a mostrar
que T∗ : Hom(V,W ) → Hom(V,W ′) es monomorfismo. Sea ϕ ∈ Ker(T∗), luego T∗(ϕ) =
Tϕ = 0. Debemos ver que ϕ = 0. Notemos que Tϕ = 0 = 0ϕ, pero al ser T monomorfismo
es cancelable por la izquierda, aśı que ϕ = 0. Por lo tanto Ker(T∗) = {0} y aśı se sigue que
T∗ es monomorfismo.

2) Sean W,W ′ ∈ VecF y supongamos que T : W → W ′ es epimorfismo. Debemos demostrar
que T∗ : Hom(V,W ) → Hom(V,W ′) es epimorfismo. Sea ψ ∈ Hom(V,W ′), como T :W →
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W ′ es epimorfismo, por el Teorema 1.4.9, existe S : W ′ → W tal que TS = idW ′ . Aśı,
tenemos las siguientes igualdades:

ψ = idW ′ψ
= (TS)ψ
= T (Sψ)
= T∗(Sψ)

es decir, ψ = T∗(Sψ), con Sψ ∈ Hom(V,W ), de donde se sigue la suprayectividad de T∗.

Teorema 3.1.6. Sea F un campo y W ∈ VecF . Entonces la asignación

Hom( ,W ) : VecF → VecF

definida en objetos como

Hom( ,W ) : Obj(VecF ) → Obj(VecF )
V 7→ Hom(V,W )

y en morfismos como

Hom( ,W ) : Hom(V, V ′) → Hom(Hom(V ′,W ), Hom(V,W ))
T 7→ Hom(T,W ) = T ⋆

donde T ⋆ se define como

T ⋆ : Hom(V ′,W ) → Hom(V,W )
S 7→ ST

para cada V, V ′ ∈ Obj(VecF ), es un funtor aditivo contravariante.

Demostración. De acuerdo al Teorema 1.4.3, para cada V ∈ Obj(VecF ), Hom(V,W ) ∈
Obj(VecF ), de ah́ı que nuestra asignación está bien definida en objetos.
Tomemos ahora V, V ′ ∈ Obj(VecF ), T ∈ Hom(V, V ′). Debemos mostrar que T ⋆ : Hom(V ′,W ) →
Hom(V,W ) es una transformación lineal. Sean c ∈ F, S, S′ ∈ Hom(V ′,W ). De acuerdo a la Pro-
posición 3.1.1, se siguen las siguientes igualdades:

T ⋆(S + cS′) = (S + cS′)T
= ST + (cS′)T
= ST + c(S′T )
= T ⋆(S) + cT ⋆(S)

es decir, T ⋆(S + cS′) = T ⋆(S) + cT ⋆(S) para cada c ∈ F, S, S′ ∈ Hom(V ′,W ). De esta manera se
sigue que T ⋆ es una transformación lineal y en consecuencia nuestra asignación en morfismos es
válida.
Vamos a ver que esta asignación satisface la definición de funtor contravariante:

1) Sean V, V ′, V ′′ ∈ Obj(VecF ). Tomemos T ∈ Hom(V, V ′), S ∈ Hom(V, V ′′), entonces ST ∈
Hom(V, V ′′). Necesitamos demostrar que (ST )⋆ = T ⋆S⋆. Notemos que tanto (ST )⋆ como
T ⋆S⋆ tienen como dominio a Hom(V ′′,W ), lo único que nos falta es ver que coinciden en
cada elemento de su dominio común, en efecto, tomemos U ∈ Hom(V ′′,W ), por un lado
tenemos que (ST )⋆(U) = U(ST ), lo cual es debido a la definición de (ST )⋆. Por otro lado,
para T ⋆S⋆ tenemos las siguientes igualdades:

(T ⋆S⋆)(U) = T ⋆(S⋆(U))
= T ⋆(US)
= (US)T
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lo cual, al utilizar la asociatividad de la composición de funciones nos conduce a lo siguiente:

(ST )⋆(U) = U(ST )
= (US)T
= (T ⋆S⋆)(U)

es decir, (ST )⋆(U) = (T ⋆S⋆)(U), lo cual ocurre para cada U ∈ Hom(V ′′,W ). Por consi-
guiente, (ST )⋆ = T ⋆S⋆, o bien, Hom(ST,W ) = Hom(T,W )Hom(S,W ).

2) Tomemos V ∈ Obj(VecF ). Debemos exhibir que (idV )
⋆ = idHom(V,W ), en efecto, sea

U ∈ Hom(V,W ), luego tenemos lo siguiente:

(idV )
⋆(U) = UidV

= U
= idHom(V,W )(U)

es decir, (idV )
⋆(U) = idHom(V,W )(U), lo cual sucede para cada U ∈ Hom(V,W ). Por lo

tanto, (idV )
⋆ = idHom(V,W ), o sea, Hom(idV ,W ) = idHom(V,W ).

Con lo anterior hemos probado que Hom( ,W ) : VecF → VecF es un funtor contravariante.
Finalmente, vamos a mostrar que se cumple la aditividad, en efecto, sea V, V ′ ∈ Obj(VecF ),
T, S ∈ Hom(V, V ′). Aplicando la Proposición 3.1.1, tenemos que para cada U ∈ Hom(V ′,W ) se
cumple lo siguiente:

(T + S)⋆(U) = U(T + S)
= UT + US
= T ⋆(U) + S⋆(U)

es decir, (T + S)⋆(U) = T ⋆(U) + S⋆(U) para cada U ∈ Hom(V, V ′), aśı que (T + S)⋆ = T ⋆ + S⋆,
o bien, Hom(T + S,W ) = Hom(T,W ) +Hom(S,W ).

A diferencia del Hom covariante, el Hom contravariante no se comporta tan bondadoso con
los monomorfismos y epimorfismos, a continuación se presentan un par de ejemplos.

Ejemplo 3.1.2. Consideremos el campo Z2, el cual es un espacio vectorial sobre śı mismo, V ∈
VecZ2

de dimensión 2 con base β = {v1, v2} y consideremos W = ⟨v1⟩ ≤ V . Consideremos
el morfismo inclusión ι : W → V , el cual sabemos que es monomorfismo. Vamos a ver que
ι⋆ : Hom(V,Z2) → Hom(W,Z2) no es monomorfismo. Cosideremos la función

g : β → Z2

v1 7→ 0
v2 7→ 1.

Aplicando la Propiedad universal de las bases, existe una única transformación lineal T : V → Z2

tal que T|β = g. Como (Tι)(v1) = 0 y {v1} es base deW , entonces Tι = 0, o sea ι⋆(T ) = 0, es decir,
T ∈ Ker(ι⋆). Sin embargo, T (v2) = 1 ̸= 0, en consecuencia T ̸= 0. Por lo tanto, Ker(ι⋆) ̸= {0),
con lo que se sigue que ι⋆ no es monomorfismo.

Ejemplo 3.1.3. Consideremos el campo Z2 y sea V ∈ VecZ2 de dimensión 2 con base β = {v1, v2}
y tomemos W = ⟨v1⟩ ≤ V . Vamos a considerar el epimorfismo natural

π : V → V/W
v 7→ v +W.

Recordemos que β = {v2 + W} es base de V/W . Lo que vamos a demostrar es que π⋆ :
Hom(V/W,Z2) → Hom(V,Z2) → no es epimorfismo. Consideremos la función

h : β → Z2

v1 7→ 1
v2 7→ 0.
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Por la Propiedad universal de las bases, existe una única transformación lineal ϕ : V → Z2 tal
que ϕ|β = h. Vamos a ver que ϕ /∈ Im(π⋆). Tomemos α ∈ Hom(V/W,Z2), luego α tiene dos
posibilidades, α = 0 ó α(v2 +W ) = 1, pues al ser transformación lineal, es suficiente saber como
está definida en el básico v2 +W . Si α = 0, entonces π⋆(α) = απ = 0π = 0, mientras que ϕ ̸= 0,
ya que ϕ(v1) = 1 ̸= 0, en consecuencia, π⋆(α) ̸= ϕ. Ahora, si α(v2+W ) = 1, entonces απ(v2) = 1,
mientras que ϕ(v2) = 0, consecuentemente π⋆(α) ̸= ϕ. Aśı las cosas, hemos visto que ϕ /∈ Im(π⋆),
de donde se concluye que π⋆ no es epimorfismo.

Comportamiento con productos y sumas directas

Una vez que hemos construido nuestros funtores Hom covariante y contravariante, resulta
interesante investigar acerca de su comportamiento respecto a los productos y sumas directas.

Teorema 3.1.7. Sea F un campo, V ∈ VecF y {FWi}i∈I una familia de espacios vectoriales.
Entonces:

1) Existe un isomorfismo entre Hom
(
V,
∏
i∈IWi

)
y
∏
i∈I Hom(V,Wi), el cuál está definido

por
ψ : Hom

(
V,
∏
i∈IWi

)
→

∏
i∈I Hom(V,Wi)

T 7→ (πiT )i∈I

donde πi :
∏
i∈IWi →Wi es la i-ésima proyección para cada i ∈ I.

2) El isomorfismo definido en 1) es natural en el siguiente sentido: si {FZj}j∈J es una familia
de espacios vectoriales y existe i0 ∈ I tal que para cada j ∈ J , existe una transformación
lineal Ti0j :Wi0 → Zj, entonces existe un diagrama conmutativo

Hom
(
V,
∏
i∈IWi

) T⋆ //

ψ

��

Hom
(
V,
∏
j∈J Zj

)
ψ′

��∏
i∈I Hom(V,Wi)

T̃ // ∏
j∈J Hom(V,Zj)

donde T y T̃ se definen como

T :
∏
i∈IWi →

∏
j∈J Zj

(wi)i∈I 7→ (Ti0j(wi0))j∈J

y

T̃ :
∏
i∈I Hom(V,Wi) →

∏
j∈J Hom(V,Zj)

(Si)i∈I 7→ (Ti0jSi0)j∈J .

Demostración.

1) Vamos a empezar por construir ψ. Como para cada i ∈ I, πi :
∏
i∈IWi →Wi es una trans-

formación lineal, entonces πi⋆ : Hom
(
V,
∏
i∈IWi

)
→ Hom(V,Wi) es una tranformación

lineal para cada i ∈ I. Aśı las cosas,
{
πi⋆ : Hom

(
V,
∏
i∈IWi

)
→ Hom(V,Wi)

}
i∈I es una

familia de transformaciones lineales. Por la Propiedad universal del producto directo, exis-
te una única transformación lineal ψ : Hom

(
V,
∏
i∈IWi

)
→
∏
i∈I Hom(V,Wi) que hace

conmutativo el diagrama

Hom
(
V,
∏
i∈IWi

) ψ //

πi⋆
))

∏
i∈I Hom(V,Wi)

Πi

��
Hom(V,Wi)
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para cada i ∈ I. Solo nos falta ver la regla de correspondencia de ψ. Tomemos S ∈
Hom

(
V,
∏
i∈IWi

)
, luego ψ(S) ∈

∏
i∈I Hom(V,Wi), esto es, ψ(S) = (Si)i∈I , donde

Si ∈ Hom(V,Wi) para cada i ∈ I. Ahora bien, para cada i ∈ I, tenemos las siguientes
igualdades:

Si = Πi((Si)i∈I)
= Πi(ψ(S))
= (Πiψ)(S)
= πi⋆(S)
= πiS

es decir, Si = πiS para cada i ∈ I. En consecuencia, ψ(S) = (πiS)i∈I , lo cual ocurre para
cada S ∈ Hom

(
V,
∏
i∈IWi

)
, dado que S se tomó de forma arbitraria.

Veamos ahora que ψ es monomorfismo, para eso tomemos T ∈ Ker(ψ). Luego ψ(T ) =
(0i)i∈I = (πiT )i∈I , esto es, πiT = 0i para cada i ∈ I. Debemos ver que T = 0, sea v ∈ V ,
entonces T (v) ∈

∏
i∈IWi, o sea, T (v) = (wi)i∈I donde wi ∈ Wi para cada i ∈ I. Aśı, para

cada i ∈ I, se tienen las siguientes igualdades:

wi = πi((wi)i∈I)
= πi(T (v))
= (πiT )(v)
= 0i(v)
= 0Wi

es decir, wi = 0Wi para cada i ∈ I, esto es, T (v) = (0Wi)i∈I para cada v ∈ V . Por lo tanto,
T = 0.
Finalmente vamos a exhibir que ψ es epimorfismo. Sea f ∈

∏
i∈I Hom(V,Wi), luego f =

(Ti)i∈I , donde para cada i ∈ I, Ti ∈ Hom(V,Wi). Aśı, {Ti : V →Wi}i∈I es una familia de
transformaciones lineales, por la Propiedad universal del producto directo, existe una única
transformación lineal U : V →

∏
i∈IWi que hace conmutativo el diagrama

V
T //

Tj ##

∏
i∈IWi

πj

��
Vj

para cada j ∈ I, es decir, πjU = Tj para cada j ∈ I. De esta manera, tenemos lo siguiente:

ψ(U) = (πiU)i∈I
= (Ti)i∈I
= f

es decir, ψ(U) = f , con U ∈ Hom
(
V,
∏
i∈IWi

)
.

Por lo tanto, ψ es isomorfismo.

2) Supongamos que {FZi}i∈I es una familia de espacios vectoriales y que existe i0 ∈ I tal
que para cada j ∈ J , existe una transformación lineal Ti0j : Wi0 → Zj . Vamos a construir
primero T . Por hipótesis, {Ti0j :Wi0 → Zj}j∈J es una familia de transformaciones lineales,
aplicando la Propiedad universal del producto directo, existe una única transformación
lineal η :Wi0 →

∏
j∈J Zj que hace conmutativo el diagrama

Wi0

η //

Ti0k $$

∏
j∈J Zj

π′
j

��
Zj
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para cada j ∈ J . Esto nos induce el diagrama

∏
i∈IWi

πi0 // Wi0

η // ∏
j∈J Zj

consecuentemente, T = ηπi0 :
∏
i∈IWi →

∏
j∈J Zj es una transformación lineal al ser

composición de transformaciones lineales. Si tomamos un elemento arbitrario (wi)i∈I ∈∏
i∈IWi, tenemos lo siguiente:

T ((wi)i∈I) = (ηπi0)((wi)i∈I)
= η(πi0((wi)i∈I))
= η(wi0)

es decir, T ((wi)i∈I) = η(wi0). Como η(wi0) ∈
∏
j∈J Zj , entonces η(wi0) = (zj)j∈J , donde

zj ∈ Zj para cada j ∈ J . Luego, para cada j ∈ J , tenemos las siguientes igualdades:

zj = π′
j((zj)j∈J)

= π′
j(η(wi0))

= (π′
jη)(wi0)

= Ti0j(wi0)

es decir, zj = Ti0j(wi0), para cada j ∈ J , en consecuencia, η(wi0) = (Ti0j(wi0))j∈J , o sea,
T ((wi)i∈I) = (Ti0j(wi0))j∈J . De está manera hemos construido T y por consiguiente T⋆.

Ahora procederemos a construir T̃ . Notemos el siguiente diagrama:

∏
i∈I Hom(V,Wi)

Πi0 // Hom(V,Wi0)
η⋆ // Hom

(
V,
∏
j∈JWj

)
ψ′
// ∏

j∈J Hom(V,Wj)

de donde deducimos que T̃ = ψ′η∗Πi0 :
∏
i∈I Hom(V,Wi) →

∏
j∈J Hom(V,Wj) es una

transformación lineal, ya que es composición de transformaciones lineales. Nos falta ver
como está definida T̃ , tomemos (Si)i∈I ∈

∏
i∈I Hom(V,Wi) un elemento arbitrario. Se

cumplen las siguientes igualdades:

T̃ ((Si)i∈I) = (ψ′η∗Πi0)((Si)i∈I)
= (ψ′η∗)(Πi0((Si)i∈I))
= (ψ′η∗)(Si0)
= ψ′(η∗(Si0))
= ψ′(ηSi0)
= (π′

j(ηSi0))j∈J
= ((π′

jη)Si0)j∈J
= (Ti0jSi0)j∈J

es decir, T̃ ((Si)i∈I) = (Ti0jSi0)j∈J , para cada (Si)i∈I ∈
∏
i∈I Hom(V,Wi), con lo cual

queda construida T̃ .
Finalmente, vamos a demostrar que el diagrama

Hom
(
V,
∏
i∈IWi

) T⋆ //

ψ

��

Hom
(
V,
∏
j∈J Zj

)
ψ′

��∏
i∈I Hom(V,Wi)

T̃ // ∏
j∈J Hom(V,Zj)
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es conmutativo, para eso tomemos U ∈ Hom
(
V,
∏
i∈IWi

)
. Por un lado, tenemos:

(ψ′T⋆)(U) = ψ′(T⋆(U))
= ψ′(TU)
= (π′

j(TU))j∈J
= (π′

j((ηπi0)U))j∈J
= ((π′

jη)πi0U)j∈J
= (Ti0jπi0U)j∈J

(I)

por otro lado,

(T̃ψ)(U) = T̃ (ψ(U))

= T̃ ((πiU)i∈I)
= (Ti0j(πi0U))j∈J
= (Ti0jπi0U)j∈J

(II)

si comparamos las igualdades de (I) y (II), tenemos que (ψ′T⋆)(U) = (T̃ψ)(U), lo cual

ocurre para cada U ∈ Hom
(
V,
∏
i∈IWi

)
. Por lo tanto, ψ′T⋆ = T̃ψ, lo que deseábamos.

Ahora veamos el comportamiento del Hom contravariante con sumas directas.

Teorema 3.1.8. Sea F un campo, W ∈ VecF y {FVi}i∈I una familia de espacios vectoriales.
Entonces:

1) Existe un isomorfismo entre Hom
(⊕

i∈I Vi,W
)
y
∏
i∈I Hom(Vi,W ), el cuál está definido

como
ϕ : Hom

(⊕
i∈I Vi,W

)
→

∏
i∈I Hom(V,Wi)

T 7→ (Tιi)i∈I

donde ιi : Vi →
⊕

i∈I Vi es la i-ésima inclusión para cada i ∈ I.

2) El isomorfismo dado en 1) es natural en el siguiente sentido: si {FUj}j∈J es una familia
de espacios vectoriales y existe i0 ∈ I tal que para cada j ∈ J , existe una transformación
lineal Sji0 : Uj → Vi0 , entonces existe un diagrama conmutativo

Hom
(⊕

i∈I Vi,W
) S⋆

//

ϕ

��

Hom
(⊕

j∈J Uj ,W
)

ϕ′

��∏
i∈I Hom(Vi,W )

Ŝ // ∏
j∈J Hom(Uj ,W )

donde S y Ŝ están definidas como

S :
⊕

j∈J Uj →
⊕

i∈I Vi
f = (uj)j∈J 7→

∑
j∈sop(f)(ιi0Sji0)(uj)

y

Ŝ :
∏
i∈I Hom(Vi,W ) →

∏
j∈J Hom(Uj ,W )

(Ti)i∈I 7→ (Ti0Sji0)j∈J .

Demostración.
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1) Como para cada i ∈ I, ιi : Vi →
⊕

i∈I Vi es una transformación lineal, entonces, para

cada i ∈ I, ι⋆i : Hom
(⊕

i∈I Vi,W
)
→ Hom(Vi,W ) es una transformación lineal. Luego,{

ι⋆i : Hom
(⊕

i∈I Vi,W
)
→ Hom(Vi,W )

}
i∈I es una familia de transformaciones lineales.

Por la Propiedad universal del producto directo, existe una única transformación lineal
ϕ : Hom

(⊕
i∈I Vi,W

)
→
∏
i∈I Hom(Vi,W ) que hace conmutativo el diagrama

Hom
(⊕

i∈I Vi,W
) ϕ //

ι⋆i ))

∏
i∈I Hom(Vi,W )

Πi

��
Hom(Vi,W )

para cada i ∈ I. Falta ver como está definida ϕ, tomemos T ∈ Hom
(⊕

i∈I Vi,W
)
. Luego,

ϕ(T ) ∈
∏
i∈I Hom(Vi,W ), esto es, ϕ(T ) = (Ti)i∈I , con Ti ∈ Hom(Vi,W ) para cada i ∈ I.

Ahora, para cada i ∈ I, se tiene lo siguiente:

Ti = Πi((Ti)i∈I)
= Πi(ϕ(T ))
= (Πiϕ)(T )
= ι⋆i (T )
= Tιi

es decir, Ti = Tιi para cada i ∈ I, en consecuencia, ϕ(T ) = (Tιi)i∈I para cada
T ∈ Hom

(⊕
i∈I Vi,W

)
.

Veamos que ϕ es monomorfismo, sea T ∈ Ker(ϕ), entonces ϕ(T ) = (0i)i∈I , es decir,
(Tιi)i∈I = (0i)i∈I . Luego, Tιi = 0i para cada i ∈ I. Debemos demostrar que T = 0.
Si T ̸= 0, entonces existe f = (vi)i∈I ∈

⊕
i∈I Vi tal que T (f) ̸= 0. Recordemos que

f =
∑
i∈sop(f) ιi(vi), por lo que concluimos que existe i0 ∈ sop(f) tal que T (ιi0(vi0)) ̸= 0,

o sea que Tιi0 ̸= 0, lo cual es absurdo. Por lo tanto, T = 0.
Finalmente, veamos que ϕ es epimorfismo. Sea g = (Si)i∈I ∈

∏
i∈I Hom(Vi,W ), luego

Si ∈ Hom(Vi,W ) para cada i ∈ I. Aśı, {Si : Vi → W}i∈I es una familia de transfor-
maciones lineales, por la Propiedad universal de la suma directa externa, existe una única
transformación lineal S :

⊕
i∈I Vi →W que hace conmutativo el diagrama

Vi
Si //

ιi

��

W

⊕
i∈I Vi

S

;;

para cada i ∈ I. Luego, se tienen las siguientes igualdades:

g = (Si)i∈I
= (Sιi)i∈I
= ϕ(S)

es decir, g = ϕ(S) con S ∈ Hom
(⊕

i∈I Vi,W
)
, de donde se sigue la suprayectividad de ϕ.

2) Supongamos que {FUj}j∈J es una familia de espacios vectoriales tal que existe i0 ∈ I
tal que para cada j ∈ J , tenemos una transformación lineal Sji0 : Uj → Vi0 . Vamos
a iniciar por construir nuestra S. Notemos que {Sji0 : Uj → Vi0}j∈J es una familia de
transformaciones lineales, por la Propiedad universal de la suma directa externa, existe una
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única transformación lineal ρ :
⊕

j∈J Uj → Vi0 que hace conmutativo el diagrama

Uj
Sji0 //

ι′j

��

Vi0

⊕
j∈J Uj

ρ

;;

para cada j ∈ J . Lo anterior nos induce el diagrama⊕
j∈J Uj

ρ // Vi0
ιi0 //⊕

i∈I Vi

por lo que S = ιi0ρ :
⊕

j∈J Uj →
⊕

i∈I Vi es una transformación lineal al ser composición
de transformaciones lineales. Ahora veamos como queda expĺıcitamente definida S. Tome-
mos f = (uj)j∈J ∈

⊕
j∈J Uj , luego (uj)j∈J =

∑
j∈sop(f) ι

′
j(uj), lo cual nos conduce a las

siguientes igualdades:
S(f) = S((uj)j∈J)

= S
(∑

j∈sop(f) ι
′
j(uj)

)
=

∑
j∈sop(f) S(ι

′
j(uj))

=
∑
j∈sop(f)(ιi0ρ)(ι

′
j(uj))

=
∑
j∈sop(f) ιi0((ρι

′
j)(uj))

=
∑
j∈sop(f) ιi0(Sji0(uj))

=
∑
j∈sop(f)(ιi0Sji0)(uj)

es decir, S(f) =
∑
j∈sop(f)(ιi0Sji0)(uj), para cada f = (uj)j∈J ∈

⊕
j∈J Uj , que es precisa-

mente la transformación lineal que buscábamamos.
Ahora procedamos a construir Ŝ, para eso observemos el siguiente diagrama:∏

i∈I Hom(Vi,W )
Πi0 // Hom(Vi0 ,W )

ρ⋆ // Hom
(⊕

j∈J Uj ,W
)

ϕ′
// ∏

j∈J Hom(Uj ,W )

por lo que Ŝ = ϕ′ρ⋆Πi0 :
∏
i∈I Hom(Vi,W ) →

∏
j∈J Hom(Uj ,W ) es una transformación

lineal al ser composición de transformaciones lineales. Veamos la regla de asociación de Ŝ,
para eso tomemos (Ti)i∈I ∈

∏
i∈I Hom(Vi,W ), se siguen las siguiente igualdades:

Ŝ((Ti)i∈I) = (ϕ′ρ⋆Πi0)((Ti)i∈I)
= (ϕ′ρ⋆)(Πi0((Ti)i∈I))
= (ϕ′ρ⋆)(Ti0)
= ϕ′(ρ⋆(Ti0))
= ϕ′(Ti0ρ)
= ((Ti0ρ)ιj)j∈J
= (Ti0(ριj))j∈J
= (Ti0Sji0)j∈J

es decir, Ŝ((Ti)i∈I) = (Ti0Sji0)j∈J , lo cual sucede para cada (Ti)i∈I ∈
∏
i∈I Hom(V,Wi).

De esta manera queda construida nuestra Ŝ.
Por último, vamos a ver que se cumple la conmutatividad del diagrama

Hom
(⊕

i∈I Vi,W
) S⋆

//

ϕ

��

Hom
(⊕

j∈J Uj ,W
)

ϕ′

��∏
i∈I Hom(Vi,W )

Ŝ // ∏
j∈J Hom(Uj ,W )
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para eso tomemos T ∈ Hom
(⊕

i∈I Vi,W
)
. Por un lado,

(ϕ′S⋆)(T ) = ϕ′(S⋆(T ))
= ϕ′(TS)
= ((TS)ι′j)j∈J
= ((T (ιi0ρ))ι

′
j)j∈J

= (Tιi0(ρι
′
j))j∈J

= (Tιi0Sji0)j∈J .

(I)

Por otro lado,

(Ŝϕ)(T ) = Ŝ(ϕ(T ))

= Ŝ(Tιi)i∈I
= (Tιi0Sji0)j∈J .

(II)

Si comparamos las igualdades de (I) y (II), tenemos que (ϕ′S⋆)(T ) = (Ŝϕ)(T ), lo cual
ocurre para cada T ∈ Hom

(⊕
i∈I Vi,W

)
, de donde concluimos lo deseado.

Los isomorfismos de los Teoremas 3.1.7 y 3.1.8, se portan muy bien si nos restringimos a sumas
directas de familias finitas de espacios vectoriales, esto se especifica en el siguiente corolario.

Corolario 3.1.2. Sea F un campo, V,W ∈ VecF , {FVi}ni=1 y {FWj}mj=1 familias finitas de
espacios vectoriales. Entonces:

1) Hom
(
V,
⊕m

j=1Wj

)
∼=
⊕m

j=1Hom(V,Wi).

2) Hom (
⊕n

i=1 Vi,W ) ∼=
⊕n

i=1Hom(Vi,W ).

Demostración. Recordemos que como nuestras familias de espacios vectoriales son finitas, en-
tonces

⊕n
i=1 Vi =

∏n
i=1 Vi,

⊕n
i=1Hom(Vi,W ) =

∏n
i=1Hom(Vi,W ),

⊕m
j=1Wj =

∏m
j=1Wj y⊕m

j=1Hom(V,Wj) =
∏m
j=1Hom(V,Wj). Ahora, procederemos a probar 1) y 2):

1) Por el Teorema 3.1.7, ocurre lo siguiente:

Hom
(
V,
⊕m

j=1Wj

)
= Hom

(
V,
∏m
j=1Wj

)
∼=

∏m
j=1Hom(V,Wj)

=
⊕m

j=1Hom(V,Wj)

es decir, Hom
(
V,
⊕m

j=1Wj

)
∼=
⊕m

j=1Hom(V,Wj).

2) Haciendo uso del Teorema 3.1.8, se tiene que:

Hom (
⊕n

i=1 Vi,W ) ∼=
∏m
i=1Hom (Vi,W )

=
⊕n

i=1Hom(Vi,W )

es decir, Hom (
⊕n

i=1 Vi,W ) ∼=
⊕n

i=1Hom(V,Wj).

Sin embargo, en familias infinitas el isomorfismo del Teorema 3.1.8, no env́ıa necesariamente
sumas directas en sumas directas, el siguiente ejemplo da testimonio de este hecho.
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Ejemplo 3.1.4. Sea F un campo, W ∈ VecF , κ un cardinal infinito y {FVi}i∈κ una familia de
espacios vectoriales. Consideremos una familia de transformaciones lineales {Ti : Vi → W}i∈κ
tal que para cada i ∈ κ, Ti ̸= 0i. Por la Propiedad de la suma directa externa, existe una única
transformación lineal T :

⊕
i∈κ Vi →W que hace conmutativo el diagrama

Vi
Ti //

ιi

��

W

⊕
i∈κ Vi

T

;;

para cada i ∈ κ. Entonces, tenemos que ϕ(T ) = (Ti)i∈κ, donde Ti ̸= 0i para cada i ∈ κ, por lo que
sop(ϕ(T )) = κ y en consecuencia ϕ(T ) /∈

⊕
i∈κ Vi.

Como una aplicación de la teoŕıa que hemos presentado acerca de los funtores Hom, en el
siguiente ejemplo vamos a dar una demostración alternativa del Teorema 1.4.17, restringiendonos
al caso finito dimensional.

Ejemplo 3.1.5. Sea F un campo, V,W ∈ VecF tales que dim(V ) = n y dim(W ) = m, donde
n,m ∈ N \ {0}. Consideremos bases β = {xj}nj=1 y γ = {yi}mi=1 de V y W , respectivamente. Por

el Teorema 2.2.8, V =
⊕n

j=1⟨xj⟩ y W =
⊕m

i=1⟨yi⟩. Notemos que para cada i ∈ {1, . . . ,m} y para
cada j ∈ {1, . . . , n} se tiene que dim(⟨yi⟩) = 1 y dim(⟨xj⟩) = 1, por lo que ⟨yi⟩ ∼= F y ⟨xj⟩ ∼= F .
Si aplicamos los Teoremas 3.1.2, 3.1.4 y el Corolario 3.1.2, se tienen las siguientes igualdades:

Hom(V,W ) = Hom
(⊕n

j=1⟨xj⟩,
⊕m

i=1⟨yi⟩
)

∼=
⊕n

j=1Hom (⟨xj⟩,
⊕m

i=1⟨yi⟩)
∼=

⊕n
j=1Hom (F,

⊕m
i=1⟨yi⟩)

∼=
⊕n

j=1

⊕m
i=1⟨yi⟩

∼=
⊕n

j=1

⊕m
i=1 F

=
⊕n

j=1 F
m

= (Fm)n

∼= Fmn

∼= Mm×n(F )

es decir, Hom(V,W ) ∼= Mm×n(F ).
Notemos que aunque esta demostración es más corta que la presentada en el Teorema 1.4.17, su
desventaja es que no nos dá explicitamente el isomorfismo, el cual muchas veces es necesario. Sin
embargo, ambas demostraciones son válidas y podemos utilizar una u otra según el propósito que
busquemos.

3.1.3. El caso particular de los funtores dual y bidual

En este apartado haremos ver a los funtores dual y bidual como un caso particular del funtor
Hom contravariante.

El funtor dual

Por los resultados que hemos probado hasta el momento, tenemos que si F es un campo, es un
espacio vectorial sobre śı mismo, por lo que si FV es un espacio vectorial, entonces Hom(V, F ) es
un espacio vectorial. Este espacio tiene un nombre muy particular, lo cual definimos a continuación.

Definición 3.1.2 (Espacio dual). Sea F un campo y FV un espacio vectorial. Definimos el espacio
dual de V , el cual denotamos por V ⋆, de la siguiente manera:

V ⋆ = Hom(V, F ) = {T ∈ FV | T es transformación lineal}.
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Los elementos de V ⋆ se suelen llamar funcionales lineales.

Si F es un campo, es un espacio vectorial sobre śı mismo, si definimos la asignación ()
⋆
:

VecF → VecF , dada en objetos por:

()
⋆
: Obj(VecF ) → Obj(VecF )

V 7→ V ⋆ = Hom(V, F )

y en morfismos por

()
⋆
: Hom(V, V ′) → Hom(Hom(V ′, F ), Hom(V, F ))

T 7→ T ⋆

donde T ⋆ la definimos por

T ⋆ : Hom(V ′, F ) → Hom(V, F )
S 7→ ST

para cada V, V ′ ∈ Obj(VecF ), notemos que es un caso particular de la asignación dada en el
Teorema 3.1.6, por lo que ()

⋆
es un funtor aditivo contravariante.

A partir del Teorema 3.1.8, podemos determinar fácilmente un espacio isomorfo para el espacio
dual.

Teorema 3.1.9. Sea F un campo y V ∈ VecF de dimensión κ, donde κ es un cardinal (finito o
infinito). Entonces V ⋆ ∼= Fκ.

Demostración. Como V tiene dimensión κ, podemos elegir una base ordenada β = {xi}i∈κ. Luego
V =

⊕
i∈κ⟨xi⟩. Si aplicamos el Teorema 3.1.8, tenemos lo siguiente:

V ⋆ = Hom(V, F )
= Hom

(⊕
i∈κ⟨xi⟩, F

)
∼=

∏
i∈κHom(⟨xi⟩, F )

∼=
∏
i∈κHom(F, F )

∼=
∏
i∈κ F

= Fκ

es decir, V ⋆ ∼= Fκ, lo que buscábamos.

Del teorema anterior concluimos que dim(V ) ≤ dim(V ⋆), ya que V ∼= F (κ) ≤ Fκ ∼= V ⋆, donde
κ es el cardinal asociado a la dimensión de V .

Observación 3.1.2. Si FV es un espacio vectorial de dimensión finita, entonces V ∼= V ⋆, ya que
en este caso, Fκ = F (κ), pues aqúı κ es un número natural y por tanto es finito.

En el caso de dimensión infinita, no es cierto que V ∼= V ⋆. Para más detalles sobre esto se
puede consultar [1].

El funtor bidual

Si tenemos un campo F y un espacio vectorial FV , tenemos que Hom(V, F ) es un espacio
vectorial sobre F , el cual es el espacio dual de V del que hablamos anteriormente. Si este hecho lo
aplicamos ahora para V ⋆, tenemos que Hom(V ⋆, F ) es nuevamente un espacio vectorial. Resulta
que este nuevo espacio vectorial tiene un nombre muy famoso, lo cual describimos a continuación.

Definición 3.1.3 (Espacio bidual). Sea F un campo y FV un espacio vectorial. Definimos el
espacio bidual de V , como el espacio Hom(V ⋆, F ) = Hom(Hom(V, F ), F ), el cual denotamos
por V ⋆⋆, es decir, V ⋆⋆ = Hom(V ⋆, F ) = Hom(Hom(V, F ), F ).
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Con este nuevo espacio que acabamos de definir, al igual que en el caso del espacio dual, también
podemos inducir un funtor de la categoŕıa VecF en śı misma, lo cual se hace a continuación.
Consideremos un campo F y la asignación ()⋆⋆ : VecF → VecF , definida en objetos como

()⋆⋆ : Obj(VecF ) → Obj(VecF )
V 7→ V ⋆⋆

que claramente está bien definida por lo comentado anteriormente. En morfimos, definimos la
asignación como

()⋆⋆ : Hom(V, V ′) → Hom(V ⋆⋆, V ′⋆⋆)
T 7→ T ⋆⋆

donde T ⋆⋆ está dada por

T ⋆⋆ : V ⋆⋆ → V ′⋆⋆

S 7→ ST ∗

para cada V, V ′ ∈ Obj(VecF ). Vamos a ver que esta asignación es un funtor aditivo covariante.
Por la definición de espacio bidual, es claro que la asignación es correcta en objetos. Ahora, sean
V, V ′ ∈ Obj(VecF ), T ∈ Hom(V, V ′). Si S ∈ V ⋆⋆, entonces S ∈ Hom(V ⋆, F ) y sabemos que
T ⋆ ∈ Hom(V ′⋆, V ⋆), en consecuencia ST ⋆ ∈ Hom(V ′⋆, F ), es decir, T ⋆⋆(S) ∈ Hom(V ⋆⋆, V ′⋆⋆). Lo
anterior muestra que la asignación dada también está bien definida en morfismos. Ahora, vamos a
ver que esta asignación satisface las propiedades de funtor covariante:

1) Sean V, V ′, V ′′ ∈ Obj(VecF ), T ∈ Hom(V, V ′), S ∈ Hom(V ′, V ′′). Por propieda-
des de las transformaciones lineales tenemos que ST ∈ Hom(V, V ′′), en consecuen-
cia, (ST )⋆⋆ ∈ Hom(V ⋆⋆, V ′′⋆⋆). Por otro lado, tenemos que T ⋆⋆ ∈ Hom(V ⋆⋆, V ′⋆⋆) y
S⋆⋆ ∈ Hom(V ′⋆⋆, V ′′⋆⋆), aśı que S⋆⋆T ⋆⋆ ∈ Hom(V ⋆⋆, V ′′⋆⋆). Aśı las cosas, hemos visto
que (ST )⋆⋆ y S⋆⋆T ⋆⋆ tienen el mismo dominio, a saber, V ⋆⋆. Nos falta ver que coinciden
en cada elemento de dicho dominio común, para mostrarlo tomemos ϕ ∈ V ⋆⋆, luego se
satisfacen las siguientes igualdades:

(ST )⋆⋆(ϕ) = ϕ(ST )⋆

= ϕ(T ⋆S⋆)
= (ϕT ⋆)S⋆

= S⋆⋆(ϕT ⋆)
= (S⋆⋆T ⋆⋆)(ϕ)

es decir, (ST )⋆⋆(ϕ) = (S⋆⋆T ⋆⋆)(ϕ), lo cual ocurre para cada ϕ ∈ V ⋆⋆. Por lo tanto, (ST )⋆⋆ =
S⋆⋆T ⋆⋆.

2) Sea V ∈ Obj(VecF ). Debemos mostrar que id⋆⋆V = idV ⋆⋆ . Como idV ∈ Hom(V, V ), entonces
id⋆⋆V ∈ Hom(V ⋆⋆, V ⋆⋆), tambien se tiene que idV ⋆⋆ ∈ Hom(V ⋆⋆, V ⋆⋆). Solo nos falta ver que
ambas funciones coinciden en V ⋆⋆, tomemos ϕ ∈ V ⋆⋆. Se tienen las siguientes igualdades:

id⋆⋆V (ϕ) = ϕid⋆V
= ϕidV ⋆

= ϕ
= idV ⋆⋆(ϕ)

es decir, id⋆⋆V (ϕ) = idV ⋆⋆(ϕ), lo que sucede para cada ϕ ∈ V ⋆⋆. Por lo tanto, id⋆⋆V = idV ⋆⋆ .

De lo anterior queda probado que ()⋆⋆ es un funtor covariante. Veamos que además es aditivo, para
eso tomemos V, V ′ ∈ Obj(VecF ), T, S ∈ Hom(V, V ′), luego, T + S ∈ Hom(V, V ′) y consecuen-
temente, (T + S)⋆⋆ ∈ Hom(V ⋆⋆, V ′⋆⋆). De igual forma, tenemos que T ⋆⋆, S⋆⋆ ∈ Hom(V ⋆⋆, V ′⋆⋆).
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Ahora, para cada ϕ ∈ V ⋆⋆, se tiene lo siguiente:

(T + S)⋆⋆(ϕ) = ϕ(T + S)⋆

= ϕ(T ⋆ + S⋆)
= ϕT ⋆ + ϕS⋆

= T ⋆⋆(ϕ) + S⋆⋆(ϕ)

de donde se concluye que (T + S)⋆⋆ = T ⋆⋆(ϕ) + S⋆⋆(ϕ).
A partir de lo anterior, hemos visto que el espacio bidual nos permite inducir un funtor aditivo
covariante, a diferencia del dual que vimos que es contravariante. Una cuestión interesante sobre
este funtor es que podemos definir un monomorfismo entre un espacio vectorial y su espacio bidual,
además dicho monomorfismo es natural. Este hecho se expone con detalle en el siguiente teorema.

Teorema 3.1.10. Sea F un campo y V ∈ Obj(VecF ). Entonces:

1) La función
λ : V → V ⋆⋆

v 7→ λv

donde λv se define por
λv : V ⋆ → F

f 7→ f(v)

es un monomorfismo.

2) El monomorfismo definido en 1) es natural en el siguiente sentido: Para cada V,W ∈
Obj(VecF ) y T ∈ Hom(V,W ), el diagrama

V
T //

λ
��

W

λ′

��
V ⋆⋆

T⋆⋆
// W ⋆⋆

es conmutativo.

Demostración.

1) Sean c ∈ F, v, v′ ∈ V , luego, λ(v + cv′) = λv+cv′ . Ahora, para cada f ∈ V ⋆, se tiene lo
siguiente:

λv+cv′(f) = f(v + cv′)
= f(v) + cf(v′)
= λv(f) + cλv′(f)
= (λv + cλv′)(f)

es decir, λv+cv′(f) = (λv + cλv′)(f), esto para cada f ∈ V . Por lo tanto, λ(v + cv′) =
λ(v) + cλ(v′), para cada c ∈ F, v, v′ ∈ V , con lo cual queda probada la linealidad de λ.
Para ver que λ es monomorfismo, tomemos v ∈ Ker(λ), luego λv = 0, esto es, f(v) = 0,
para cada f ∈ V ⋆. Si v ̸= 0, tenemos que {v} es l.i en V , entonces existe una base β de V
tal que v ∈ β. Definamos la función

h : V → F
v 7→ 1

v ̸= u 7→ 0.

Por la Propiedad universal de las bases, existe una única transformación lineal µ : V → F
tal que µ|β = h. Aśı, tenemos que µ ∈ V ⋆ y satisface que µ(v) = 1 ̸= 0, lo cual es absurdo.
Por lo tanto v = 0 y de esta manera se sigue que λ es monomorfismo.
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2) Sean V,W ∈ Obj(VecF ) y T ∈ Hom(V,W ). Debemos mostrar que el diagrama

V
T //

λ
��

W

λ′

��
V ⋆⋆

T⋆⋆
// W ⋆⋆

es conmutativo. Para eso, tomemos v ∈ V . Por un lado,

(λ′T )(v) = λ′(T (v))
= λ′T (v)

(I)

por otro lado, tenemos que

(T ⋆⋆λ)(v) = T ⋆⋆(λ(v))
= T ⋆⋆(λv)
= λvT

⋆

es decir, (T ⋆⋆λ)(v) = λvT
⋆. Pero notemos que para cada f ∈ V ⋆, tenemos que

(λvT
⋆)(f) = λv(T

⋆(f))
= λv(fT )
= (fT )(v)
= f(T (v))
= λ′T (v)(f)

de donde concluimos que λvT
⋆ = λ′T (v). Por las igualdades que tenemos en I), se concluye

que λ′T = T ⋆⋆λ, lo que estábamos buscando.

Es importante mencionar que si F es un campo y V es un espacio vectorial de dimensión
infinita, el morfismo λ definido en el teorema anterior no puede ser isomorfismo, ya que en tal caso
dim(V ⋆⋆) > dim(V ⋆) > dim(V ), es decir, dim(V ⋆⋆) > dim(V ). Sin embargo, al restringirnos a
espacios de dimensión finita la situación cambia.

Corolario 3.1.3. Si F es un campo y V es un espacio de dimensión finita, entonces λ : V → V ⋆⋆,
definido como en el teorema anterior, es un isomorfismo natural.

Demostración. Como V es de dimensión finita, entonces dim(V ) = dim(V ⋆) = dim(V ⋆⋆), es decir,
dim(V ) = dim(V ⋆⋆). Luego, λ : V → V ⋆⋆ es un monomorfismo entre espacios vectoriales de
dimensión finita, además con la misma dimensión. De acuerdo al Teorema 2.1.6, λ es isomorfismo
y es natural por el Teorema 3.1.10.

En sentido categórico, podemos notar lo siguiente. Sea F un campo y consideremos Fin(VecF ),
donde

Obj(Fin(VecF )) = {V ∈ VecF | dim(V ) <∞}.

Es claro que Obj(Fin(VecF )) ⊆ Obj(VecF ) y para cada V,W ∈ Obj(Fin(VecF )),
Fin(VecF )(V,W ) ⊆ VecF (V,W ). Aśı las cosas, Fin(VecF ) es una subcategoŕıa de VecF y por
derecho propio, una categoŕıa. De acuerdo al Corolario 3.1.3, podemos concluir que el funtor bidual
es naturalmente isomorfo al funtor identidad en la categoŕıa Fin(VecF ).
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3.2. Tensor

En esta sección, vamos a exponer el producto tensorial de dos espacios vectoriales sobre un
campo F dado y discutiremos el hecho de que con este nuevo objeto, podemos inducir un funtor
de la categoŕıa VecF en śı misma, encapsulando aśı las propiedades tanto para objetos como para
morfismos. Antes de proceder con eso, se expondrá un poco sobre las formas bilineales.

3.2.1. Funciones bilineales

Definición 3.2.1. Sea F un campo, V,W,Z ∈ VecF . Una función f : V ×W → Z es llamada
bilineal, si para cada c ∈ F , v, v′ ∈ V , w,w′ ∈W , se tiene que:

1) f(v + v′, w) = f(v, w) + f(v′, w)(Aditividad respecto al primer argumento).

2) f(v, w + w′) = f(v, w) + f(v, w′)(Aditividad respecto al segundo argumento).

3) f(cv, w) = f(v, cw) = cf(v, w)(Homogeneidad en ambos argumentos).

Cuando Z = F , se dice que f es una forma bilineal.

Ejemplo 3.2.1 (El producto por escalar usual). Sean F un campo y V ∈ VecF . La función

µ : F × V → V
(c, v) 7→ cv

es una función bilineal, en efecto, tomemos c, d ∈ F, v, v′ ∈ V . Entonces, por las propiedades del
producto por escalar, tenemos lo siguiente:

1) (Aditividad respecto al primer argumento):

µ(c+ d, v) = (c+ d)v
= cv + dv
= µ(c, v) + µ(d, v)

es decir, µ(c+ d, v) = µ(c, v) + µ(d, v).

2) (Aditividad respecto al primer argumento):

µ(c, v + v′) = c(v + v′)
= cv + cv′

= µ(c, v) + µ(c, v′)

es decir, µ(c, v + v′) = µ(c, v) + µ(c, v′).

3) (Homogeneidad en ambos argumentos): Por un lado,

µ(cd, v) = (cd)v
= c(dv)
= cµ(d, v)

es decir, µ(cd, v) = cµ(d, v). Por otro lado,

µ(d, cv) = d(cv)
= (dc)v
= (cd)v
= c(dv)
= cµ(d, v)

es decir, µ(d, cv) = cµ(d, v).
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Aśı las cosas, el producto por escalar se puede ver como una función bilineal de F × V en V .

Ejemplo 3.2.2 (La evaluación de una transformación lineal). Sea F un campo, V,W ∈ VecF .
Sabemos que Hom(V,W ) ∈ VecF . Definamos la función

Ev : V ×Hom(V,W ) → W
(v, T ) 7→ T (v).

Vamos a ver que e : V ×W → W es una función bilineal, para eso tomemos c ∈ F , v, v′ ∈ V ,
T, S ∈ Hom(V,W ). Entonces se cumple lo siguiente:

1) (Aditividad respecto al primer argumento):

Ev(v + v′, T ) = T (v + v′)
= T (v) + T (v′)
= Ev(v, T ) + Ev(v′, T )

es decir, Ev(v + v′, T ) = Ev(v, T ) + Ev(v′, T ).

2) (Aditividad respecto al segundo argumento):

Ev(v, T + S) = (T + S)(v)
= T (v) + S(v)
= Ev(v, T ) + Ev(v, S)

es decir, Ev(v, T + S) = Ev(v, T ) + Ev(v, S).

3) (Homogeneidad en ambos argumentos): Por un lado,

Ev(cv, T ) = T (cv)
= cT (v)
= cEv(T, v)

es decir, Ev(cv, T ) = cEv(T, v). Por otro lado,

Ev(v, cT ) = (cT )(v)
= cT (v)
= cEv(v, T )

es decir, Ev(v, cT ) = cEv(v, T ).

De lo anterior se sigue que Ev : V ×W →W es una función bilineal.
Considerando el espaacio dual de V , V ∗ = Hom(V, F ), tenemos que Ev : V × V ∗ → F , definida
como antes, es una forma bilineal.

Ejemplo 3.2.3 (La opuesta de una función bilineal). Sea F un campo, V,W,Z ∈ VecF y f :
V ×W → Z una función bilineal. Es claro que la función

fop : W × V → Z
(w, v) 7→ f(v, w)

es bilineal. fop es llamada la función bilineal opuesta de f .

Consideremos F un campo, V,W,Z ∈ VecF . Consideremos el conjunto

Bil(V ×W,Z) = {f ∈ ZV×W | f es bilineal}.

Es claro que Bil(V ×W,Z) ⊆ ZV×W y recordemos que ZV×W es un espacio vectorial. Veamos
que Bil(V ×W,Z) ≤ ZV×W :
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a) Sean f, g ∈ Bil(V ×W,Z). Debemos mostrar que f +g ∈ Bil(V ×W,Z), para eso tomemos
c ∈ F, v, v′ ∈ V,w,w′ ∈W y veamos que f + g satisface la definición de función bilineal:

1) (Aditividad respecto al primer argumento):

(f + g)(v + v′, w) = f(v + v′, w) + g(v + v′, w)
= (f(v, w) + f(v′, w)) + (g(v, w) + g(v′, w))
= (f(v, w) + g(v, w)) + (f(v′, w) + g(v′, w))
= (f + g)(v, w) + (f + g)(v′, w)

es decir, (f + g)(v + v′, w) = (f + g)(v, w) + (f + g)(v′, w).

2) (Aditividad respecto al segundo argumento):

(f + g)(v, w + w′) = f(v, w + w′) + g(v, w + w′)
= (f(v, w) + f(v, w′)) + (g(v, w) + g(v, w′))
= (f(v, w) + g(v, w)) + (f(v, w) + g(v, w′))
= (f + g)(v, w) + (f + g)(v, w′)

es decir, (f + g)(v, w + w′) = (f + g)(v, w) + (f + g)(v, w′).

3) (Homogeneidad en ambos argumentos): Por un lado, observemos que

(f + g)(cv, w) = f(cv, w) + g(cv, w)
= cf(v, w) + cg(v, w)
= c(f(v, w) + g(v, w))
= c(f + g)(v, w)

es decir, (f + g)(cv, w) = c(f + g)(v, w). Por otro lado,

(f + g)(v, cw) = f(v, cw) + g(v, cw)
= cf(v, w) + cg(v, w)
= c(f(v, w) + g(v, w))
= c(f + g)(v, w)

es decir, (f + g)(v, cw) = c(f + g)(v, w).

De lo anterior, se sigue que f + g ∈ Bil(V ×W,Z).

b) Es claro que

0 : V ×W → Z
(v, w) 7→ 0

es una función bilineal, lo que implica que 0 ∈ Bil(V ×W,Z).

c) Sean α ∈ F y f ∈ Bil(V ×W,Z). Se debe mostrar que αf ∈ Bil(V ×W,Z), para hacerlo
tomemos c ∈ F , v, v′ ∈ V , w,w′ ∈W . Vamos a verificar que αf satisface la bilinealidad:

1) (Aditividad respecto al primer argumento):

(αf)(v + v′, w) = αf(v + v′, w)
= α(f(v, w) + f(v′, w))
= αf(v, w) + αf(v′, w)
= (αf)(v, w) + (αf)(v′, w)

es decir, (αf)(v + v′, w) = (αf)(v, w) + (αf)(v′, w).
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2) (Aditividad respecto al segundo argumento):

(αf)(v, w + w′) = αf(v, w + w′)
= α(f(v, w) + f(v, w′))
= αf(v, w) + αf(v, w′)
= (αf)(v, w) + (αf)(v, w′)

es decir, (αf)(v, w + w′) = (αf)(v, w) + (αf)(v, w′).

3) (Homogeneidad en ambos argumentos): Para el primer argumento, tenemos:

(αf)(cv, w) = αf(cv, w)
= α(cf(v, w))
= (αc)f(v, w)
= (cα)f(v, w)
= c(αf(v, w))
= c(αf)(v, w)

es decir, (αf)(cv, w) = c(αf)(v, w). Ahora, para el segundo argumento, se tiene:

(αf)(v, cw) = αf(v, cw)
= α(cf(v, w))
= (αc)f(v, w)
= (cα)f(v, w)
= c(αf(v, w))
= c(αf)(v, w)

es decir, (αf)(v, cw) = c(αf)(v, cw).

De lo anterior, hemos mostrado que αf ∈ Bil(V ×W,Z).

Aśı las cosas, hemos mostrado que Bil(V ×W,Z) ≤ ZV×W y por derecho propio, Bil(V ×W,Z)
es un espacio vectorial sobre el campo F , esto sucede para cualesquiera V,W,Z ∈ VecF .

Algunas propiedades de las funciones bilineales

Proposición 3.2.1. Sean F un campo, V,W,Z ∈ VecF . Entonces

Op : Bil(V ×W,Z) → Bil(W × V,Z)
f 7→ fop

donde fop :W × V → Z es como en el Ejemplo 3.2.3, es un isomorfismo.

Demostración. Por el Ejemplo 3.2.3, tenemos que Op está bien definida. Veamos que es una trans-
formación lineal, para eso, tomemos c ∈ F , f, g ∈ Bil(V ×W,Z), entonces Op(f+cg) = (f+cg)op.
Ahora, tomando w ∈W, v ∈ V y evaluando (f + cg)op en (w, v), tenemos lo siguiente:

(f + cg)op(w, v) = (f + cg)(v, w)
= f(v, w) + cg(v, w)
= fop(w, v) + cgop(w, v)

es decir, (f + cg)op(w, v) = fop(w, v) + cgop(w, v). Dado que w ∈ W, v ∈ V fueron tomados de
manera arbitraria, se tiene que (f + cg)op = fop + cgop, o sea, Op(f + cg) = op(f) + cOp(g),
mostrando de esta manera la linealidad de Op.
Para ver que Op es un monomorfismo, tomemos f ∈ Ker(Op), entonces Op(f) = 0, esto es,
fop(w, v) = 0 para cada w ∈ W, v ∈ V . Aśı, tenemos que f(v, w) = 0, para cada v ∈ V,w ∈ W .
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Esto es mostrar que f = 0 y de esta manera queda probado que Ker(Op) = {0}.
Finalmente, mostremos que Op es epimorfismo. Consideremos h ∈ Bil(W × V,Z), definiendo

g : V ×W → Z
(v, w) 7→ h(w, v)

tenemos claramente que gop ∈ Bil(W ×V,Z) y para cada w ∈W, v ∈ V , se cumple que gop(w, v) =
g(v, w) = h(w, v), es decir, gop(w, v) = h(w, v), mostrando aśı que gop = h y consecuentemente,
h = Op(g).
Por lo tanto, Op es isomorfismo y consecuentemente, Bil(V ×W,Z) ∼= Bil(W × V,Z).

Una situación curiosa con las funciones bilineales es que a diferencia de las funciones lineales, la
imagen no siempre es un subespacio del contradominio, para corroborarlo observemos el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 3.2.4. Consideremos el campo de los números reales y la función

f : R2 × R2 → M2×2(R)((
x1
y1

)
,

(
x2
y2

))
7→

(
x1
y1

)(
x2 y2

)
=

(
x1x2 x1y2
x2y1 y1y2

)
.

Es claro que f es una función bilineal. Ahora, notemos que(
0 1
0 0

)
=

(
1
0

)(
0 1

)
= f

((
1
0

)
,

(
0
1

))
∈ Im(f)

y (
0 0
1 0

)
=

(
0
1

)(
1 0

)
= f

((
0
1

)
,

(
1
0

))
∈ Im(f).

Sin embargo, (
0 1
0 0

)
+

(
0 0
1 0

)
=

(
0 1
1 0

)
/∈ Im(f),

pues si existieran

(
x1
y1

)
,

(
x2
y2

)
∈ R2, tales que

(
0 1
1 0

)
=

(
x1x2 x1y2
x2y1 y1y2

)
, entonces ocurriŕıa que

x1x2 = 0, x1y2 = 1, x2y1 = 1 e y1y2 = 0, de donde se tendŕıa que 1 = 0, lo cual es absurdo.

Al igual que en el caso de las transformaciones lineales se tiene una propiedad universal de las
bases, también se tiene una propiedad universal para las bases en las funciones bilineales.

Teorema 3.2.1 (Propiedad universal de las bases para funciones bilineales). Sea F un campo,
V,W ∈ VecF , con bases β = {xi}i∈I y γ = {yj}j∈J , respectivamente. Para cada Z ∈ VecF y
cualquier función f0 : β × γ → Z, existe una única función bilineal f : V × W → Z tal que
f|β×γ = f0. Utilizando diagramas, se dice que el diagrama

β × γ
α //

� _

��

Z

V ×W

f

;;

es conmutativo.

Demostración. Sea Z ∈ VecF y α : β × γ → Z una función. Sabemos que para cada v ∈ V , existe
una única combinación lineal v =

∑
i∈I aixi, donde ai ∈ F , xi ∈ β y los ai son todos cero salvo

una cantidad finita de ellos. De igual manera, para cada w ∈ W , existe una única combinación
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lineal w =
∑
j∈J bjyj , con bj ∈ F , yj ∈ γ y los bj todos cero, excepto un número finito de ellos.

Esto nos motiva a definir la función

f : V ×W → Z

(v, w) =
(∑

i∈I aixi,
∑
j∈J bjyj

)
7→

∑
i∈I
∑
j∈J aibjf0(xi, yj)

que claramente está bien definida. Vamos a mostrar que f es una función bilineal, para eso tomemos
c ∈ F , v, v′ ∈ V , w,w′ ∈ W , entonces v =

∑
i∈I aixi, v

′ =
∑
i∈I a

′
ixi, w =

∑
j∈J bjyj y w′ =∑

j∈J b
′
jyj , con únicos ai, a

′
i, bj , b

′
j ∈ F , xi ∈ β, yj ∈ γ, los coeficientes ai, a

′
i, bi, b

′
i todos cero salvo

un número finito de ellos. Veamos que se satisface la definición de función bilineal:

1) (Aditividad respecto al primer argumento):

f(v + v′, w) = f
(∑

i∈I aixi +
∑
i∈I a

′
ixi,

∑
j∈J bjyj

)
= f

(∑
i∈I(ai + a′i)xi,

∑
j∈J bjyj

)
=

∑
i∈I
∑
j∈J(ai + a′i)bjf0(xi, yj)

=
∑
i∈I
∑
j∈J(aibjf0(xi, yj) + a′ibjf0(xi, yj))

=
∑
i∈I
∑
j∈J aibjf0(xi, yj) +

∑
i∈I
∑
j∈J a

′
ibjf0(xi, yj)

= f
(∑

i∈I aixi,
∑
j∈J bjyj

)
+ f

(∑
i∈I a

′
ixi,

∑
j∈J bjyj

)
= f(v, w) + f(v′, w)

es decir, f(v + v′, w) = f(v, w) + f(v′, w).

2) (Aditividad respecto al segundo argumento):

f(v, w + w′) = f
(∑

i∈I aixi,
∑
j∈J bjyj +

∑
j∈J b

′
jyj

)
= f

(∑
i∈I aixi,

∑
j∈J(bj + b′j)yj

)
=

∑
i∈I
∑
j∈J ai(bj + b′j)f0(xi, yj)

=
∑
i∈I
∑
j∈J(aibjf0(xi, yj) + aib

′
jf0(xi, yj))

=
∑
i∈I
∑
j∈J aibjf0(xi, yj) +

∑
i∈I
∑
j∈J aib

′
jf0(xi, yj)

= f
(∑

i∈I aixi,
∑
j∈J bjyj

)
+ f

(∑
i∈I aixi,

∑
j∈J b

′
jyj

)
= f(v, w) + f(v, w′)

es decir, f(v, w + w′) = f(v, w) + f(v, w′).

3) (Homogeneidad en ambos argumentos): Por un lado,

f(cv, w) = f
(
c
∑
i∈I aixi,

∑
j∈J bjyj

)
= f

(∑
i∈I(cai)xi,

∑
j∈J bjyj

)
=

∑
i∈I
∑
j∈J(cai)bjf0(xi, yj)

=
∑
i∈I
∑
j∈J c(aibjf0(xi, yj))

= c
∑
i∈I
∑
j∈J aibjf0(xi, yj)

= cf
(∑

i∈I aixi,
∑
j∈J bjyj

)
= cf(v, w)
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es decir, f(cv, w) = cf(v, w). Por otro lado, tenemos que

f(v, cw) = f
(∑

i∈I aixi, c
∑
j∈J bjyj

)
= f

(∑
i∈I aixi,

∑
j∈J(cbj)yj

)
=

∑
i∈I
∑
j∈J ai(cbj)f0(xi, yj)

=
∑
i∈I
∑
j∈J c(aibjf0(xi, yj))

= c
∑
i∈I
∑
j∈J aibjf0(xi, yj)

= cf
(∑

i∈I aixi,
∑
j∈J bjyj

)
= cf(v, w)

es decir, f(v, cw) = cf(v, w). Por lo tanto, f(cv, w) = f(v, cw) = cf(v, w).

De lo anterior, hemos probado que la función f que definimos es una función bilineal. Es claro que
para cada i ∈ I, j ∈ J , se tiene que f(xi, yj) = f0(xi, yj), por lo que f|β×γ = f0.
Finalmente, vamos a demostrar la unicidad. Supongamos que existe una función bilineal g : V ×
W → Z, tal que g|β×γ = f0. Debemos mostrar que g = f , para eso tomemos v ∈ V,w ∈ W , como
β y γ son bases de V y W , repectivamente, v =

∑
i∈I aixi, w =

∑
j∈J bjyj , con xi ∈ β, yj ∈ γ,

ai, bj ∈ F todos cero salvo una cantidad finita. Entonces se cumplen las siguientes igualdades:

g(v, w) = g
(∑

i∈I aixi,
∑
j∈J bjyj

)
=

∑
i∈I aif

(
xi,
∑
j∈J bjyj

)
=

∑
i∈I
∑
j∈J aibjg(xi, yj)

=
∑
i∈I
∑
j∈J aibjf0(xi, yj)

= f
(∑

i∈I aixi,
∑
j∈J bjyj

)
= f(v, w)

es decir, g(v, w) = f(v, w), lo cual sucece para cada v ∈ V y w ∈W . Por lo tanto, g = f .

A diferencia de la Propiedad universal de las bases para transformaciones lineales, en el caso de
las funciones bilineales, es más práctico definir directamente la función bilineal en todo el espacio
vectorial que definir primero una función en el producto cartesiano de las bases y luego extenderla
a una bilineal.
En el siguiente teorema vamos a mostrar que el espacio de las funciones bilineales es posible
reducirlo isomorficamente a un espacio de transformaciones lineales.

Teorema 3.2.2. Sea F un campo, V,W,Z ∈ VecF . Entonces,

Bil(V ×W,Z) ∼= Hom(V,Hom(W,Z)).

Demostración. En esta ocasión, haremos la demostración proponiendo dos transformaciones linea-
les, una de Bil(V ×W,Y ) enHom(V,Hom(W,Y )) y otra deHom(V,Hom(W,Y )) en Bil(V ×W,Y )
y mostrando que una es inversa de la otra, pues en tal caso ambas son isomorfismos y basta consi-
derar cualquiera de ellas para mostrar lo deseado, pues recordemos que la relación de isomorfismo
es de equivalencia en VecF .
Definamos primero la función

ϕ : Bil(V ×W,Z) → Hom(V,Hom(W,Z))
f 7→ ϕ(f)

donde ϕ(f) se define como
ϕ(f) : V → Hom(W,Z)

v 7→ ϕ(f)(v)
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y a su vez, ϕ(f)(v) se define por

ϕ(f)(v) : W → Z
w 7→ f(v, w)

.

Tomemos f ∈ Bil(V ×W,Z) y v ∈ V . Para cada c ∈ F,w,w′ ∈W , tenemos que

ϕ(f)(v)(w + cw′) = f(v, w + cw′)
= f(v, w) + cf(v, w′)
= ϕ(f)(v)(w) + cϕ(f)(v)(w′)

es decir, ϕ(f)(v)(w+ cw′) = f(v, w+ cw′) = ϕ(f)(v)(w) + cϕ(f)(v)(w′), de donde se concluye que
ϕ(f)(v) ∈ Hom(W,Z). Ahora, tomando c ∈ F, v, v′ ∈ V , tenemos que para cada w ∈W ,

ϕ(f)(v + cv′)(w) = f(v + cv′, w)
= f(v, w) + cf(v′, w)
= ϕ(f)(v)(w) + cϕ(f)(v′)(w)

es decir, ϕ(f)(v+cv′)(w) = ϕ(f)(v)(w)+cϕ(f)(v′)(w). Como esto último ocurre para cada w ∈W ,
tenemos que ϕ(f)(v) + cϕ(f)(v′), lo cual implica que ϕ(f) ∈ Hom(V,Hom(W,Z)). Aśı las cosas,
hemos mostrado que ϕ está bien definida. Ahora, vamos a ver que es lineal, para esto tomemos
c ∈ F , f, g ∈ Bil(V ×W,Z), entonces para cada v ∈ V y w ∈W , tenemos lo siguiente:

ϕ(f + cg)(v)(w) = (f + cg)(v, w)
= f(v, w) + cg(v, w)
= ϕ(f)(v)(w) + cϕ(g)(v)(w)

es decir, ϕ(f + cg)(v)(w) = ϕ(f)(v)(w) + cϕ(g)(v)(w), lo cual ocurre para cada v ∈ V y w ∈ W .
En consecuencia, tenemos que ϕ(f + cg) = ϕ(f) + cϕ(g). Por lo tanto, ϕ : Bil(V × W,Z) →
Hom(V,Hom(W,Z)) es una transformación lineal.
Ahora, propongamos la función

ψ : Hom(V,Hom(W,Z)) → Bil(V ×W,Z)
T 7→ ψ(T )

donde ψ(T ) se define por
ψ(T ) : V ×W → Z

(v, w) 7→ T (v)(w).

Vamos a ver primero que ψ está bien definida, tomemos para eso T ∈ Hom(V,Hom(W,Z)). Vamos
a ver que efectivamente ψ(T ) ∈ Bil(V ×W,Z), consideremos c ∈ F , v, v′ ∈ V , w,w′ ∈W , luego:

1) (Aditividad respecto al primer argumento):

ψ(T )(v + v′, w) = T (v + v′)(w)
= T (v)(w) + T (v′)(w)
= ψ(T )(v, w) + ψ(T )(v′, w)

es decir, ψ(T )(v + v′, w) = ψ(T )(v, w) + ψ(T )(v′, w).

2) (Aditividad respecto al segundo argumento):

ψ(T )(v, w + w′) = T (v)(w + w′)
= T (v)(w) + T (v)(w′)
= ψ(T )(v, w) + ψ(T )(v, w′)

es decir, ψ(T )(v, w + w′) = ψ(T )(v, w) + ψ(T )(v, w′).
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3) (Homogeneidad en ambos argumentos): Para el primer argumento, tenemos que

ψ(T )(cv, w) = T (cv)(w)
= cT (v)(w)
= cψ(T )(v, w)

es decir, ψ(T )(cv, w) = cψ(T )(v, w). Ahora, para el segundo argumento, se tiene que

ψ(T )(v, cw) = T (v)(cw)
= cT (v)(w)
= cψ(T )(v, w)

es decir, ψ(T )(v, cw) = cψ(T )(v, w). Por lo tanto, ψ(T )(cv, w) = ψ(T )(v, cw) =
cψ(T )(v, w).

Aśı las cosas, hemos mostrado que ψ(T ) ∈ Bil(V ×W,Z) y consecuentemente, nuestra función
está bien definida.
Vamos a mostrar ahora que ψ es lineal, para eso tomemos c ∈ F , T, S ∈ Hom(V,Hom(W,Z)).
Luego, para cada v ∈ V , w ∈W , tenemos lo siguiente:

ψ(T + cS)(v, w) = (T + cS)(v)(w)
= T (v)(w) + cS(v)(w)
= ψ(T )(v, w) + cψ(T )(v, w)

es decir, ψ(T + cS)(v, w) = ψ(T )(v, w) + cψ(T )(v, w), esto para cada v ∈ V y w ∈ W ,
de donde concluimos que ψ(T + cS) = ψ(T ) + cψ(S). De esta manera hemos probado que
ψ : Hom(V,Hom(W,Z)) → Bil(V ×W,Z) es una transformación lineal.
Finalmente, vamos a mostrar que las transformaciones lineales propuestas anteriormente son inver-
sas entre śı. Veamos primero que ψϕ = idBil(V×W,Z). Para hacerlo, tomemos f ∈ Bil(V ×W,Z),
tomando v ∈ V , w ∈W y evaluando ψϕ(f) en (v, w), obtenemos lo siguiente:

((ψϕ)(f))(v, w) = (ψ(ϕ(f)))(v, w)
= ϕ(f)(v)(w)
= f(v, w)

es decir, ((ψϕ)(f))(v, w) = f(v, w), lo cual ocurre para cada v ∈ V y w ∈ W , lo que nos per-
mite concluir que (ψϕ)(f) = f , esto sucede para cada f ∈ Bil(V × W,Z), por consiguiente
ψϕ = idBil(V×W,Z).
Ahora, vamos a mostrar que ϕψ = idHom(V,Hom(W,Z)), para hacerlo tomemos T ∈
Hom(V,Hom(W,Z)). Luego, para cada v ∈ V , w ∈W , se satisface lo siguiente:

((ϕψ)(T ))(v)(w) = (ϕ(ψ(T )))(v)(w)
= ψ(T )(v, w)
= T (v)(w)

es decir, ((ϕψ)(T ))(v)(w) = T (v)(w), para cada v ∈ V y w ∈ W . Aśı las cosas, tenemos que
(ϕψ)(T ) = T , en consecuencia, ϕψ = idHom(V,Hom(W,Z)).
De lo anterior, tenemos que ϕ : Bil(V × W,Z) → Hom(V,Hom(W,Z)) es isomorfismo y por
consiguiente, Bil(V ×W,Z) ∼= Hom(V,Hom(W,Z)), que era lo que deseábamos.

El teorema anterior se puede decir que es un preámbulo al teorema que será a nuestra opinión,
el teorema principal de esta tesis, el cual se refiere a la adjunción entre el funtor Hom y el funtor
Tensor, sin embargo, para proceder a enunciar y demostrar tal teorema, primero necesitamos
exponer la teoŕıa correspondiente al producto tensorial.
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3.2.2. Producto tensorial

Antes de proceder a dar la definición de producto tensorial, vamos a ver que a la colección de
funciones bilineales que tienen como dominio al producto cartesiano de dos espacios vectoriales
sobre el mismo campo, le podemos dar una estructura categorica.
Tomemos F un campo, V,W ∈ VecF dos objetos fijos. Podemos construir una nueva categoŕıa, la
cual denotaremos por Bil(V ×W )F y está descrita de la siguiente manera:

1) La clase de objetos está dada por

Obj(Bil(V ×W )F ) = {f ∈ Bil(V ×W,Z) | Z ∈ Obj(VecF )} .

2) Para cada f, g ∈ Obj(Bil(V ×W )F ), tenemos que f ∈ Bil(V ×W,Y ) y g ∈ Bil(V ×W,Y ),
para algunos Y,Z ∈ Obj(VecF ). Entonces definimos a las flechas como

Bil(V ×W )F (f, g) = {T ∈ Hom(Y, Z) | Tf = g} .

Usando diagramas, podemos decir que T ∈ Bil(V ×W )F (f, g), si y solo si, el diagrama

V ×W
g //

f

��

Z

Y

T

;;

es conmutativo.

3) Para cada f, g, h ∈ Obj(Bil(V ×W )F ), consideramos la operación

◦ : Bil(V ×W )F (f, g)×Bil(V ×W )F (g, h) → Bil(V ×W )F (f, h)
(T, S) 7→ S ◦ T = ST

como la composición usual de funciones.

Vamos a ver que estos elementos satisfacen los axiomas que debe cumplir una categoŕıa.(Ver
Apéndice B).

a) Es claro que para cada f, g, h, k ∈ Obj(Bil(V ×W )F ), se cumple que Bil(V ×W )F (f, g) =
Bil(V ×W )F (h, k), si y solo si, f = h y g = k.

b) Es suficiente mostrar que la operación propuesta está bien definida, pues ya sabemos que
la composición de funciones es asociativa, en particular la composición de transformaciones
lineales.
Sean f, g, h ∈ Obj(Bil(V ×W )F ), luego, f ∈ Bil(V ×W,X), g ∈ Bil(V ×W,Y ) y h ∈
Bil(V ×W,Z), para algunos X,Y, Z ∈ Obj(VecF ). Ahora tomemos T ∈ Bil(V ×W )F (f, g)
y S ∈ Bil(V × W )F (g, h). Entonces T ∈ Hom(X,Y ), S ∈ Hom(Y, Z) y son tales que
Tf = g y Sg = h. Luego, por propiedades de las transformaciones lineales, tenemos que
ST ∈ Hom(X,Z) y cumple que (ST )f = S(Tf) = Sg = h, en consecuencia, ST ∈
Bil(V ×W )F (f, h). De esta manera se muestra que la composición propuesta es correcta.

c) Sea f ∈ Obj(Bil(V ×W )F . Luego f ∈ Bil(V ×W,X), para algún X ∈ Obj(VecF ). Es claro
que idX ∈ Hom(X,X) y es tal que idXf = f , en consecuencia idX ∈ Bil(V ×W )F (f, f).
Ahora, es claro que si g ∈ Obj(Bil(V ×W )F ), T ∈ Bil(V ×W )F (f, g) y S ∈ Hom(g, f),
entonces idXS = S y TidX = T .

Con lo anterior, hemos construido la categoŕıa Bil(V × W )F , cuyos objetos los las funciones
bilineales con dominio V ×W y cuyas flechas son las descritas anteriormente.
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Construcción del producto tensorial

Recordemos que cuando existe el objeto inicial en una categoŕıa, es único salvo isomorfismo (ver
Apéndice B). Esto nos motiva a definir el producto tensorial de dos espacios vectoriales utilizando
la categoŕıa construida anteriormente.

Definición 3.2.2 (Producto tensorial). Sea F un campo, V,W ∈ Obj(VecF ). El par (Y, h) , donde
Y ∈ Obj(VecF ) y h ∈ Bil(V ×W,Y ), es el producto tensorial de V con W , si h es el objeto
inicial en la categoŕıa Bil(V ×W )F , es decir, para cada g ∈ Obj(Bil(V ×W )F ), existe una única
T ∈ Bil(V ×W )F (h, g). Expĺıcitamente, (Y, h) es el producto tensorial de V con W , si para cada
Z ∈ Obj(VecF ) y g ∈ Bil(V ×W,Z), existe una única transformación lineal T ∈ Hom(Y,Z), que
hace conmutativo el diagrama

V ×W
g //

h

��

Z

Y

T

;;

es decir, Th = g. Esta última propiedad también se conoce como la Propiedad universal del producto
tensorial.

Notación 3.2.1. Si F es un campo, V,W ∈ Obj(VecF ) y (Y, h) es el producto tensorial de V con
W , dado que este elemento es único salvo isomorfismo, lo denotaremos por (V ⊗W,h). Más aún,
en lo sucesivo para referirnos al producto tensorial de V con W , escribiremos simplemente V ⊗W ,
omitiendo la función bilineal asociada h : V ×W → V ⊗W , siempre que no se requiera.

Observación 3.2.1. Notemos que si F es un campo, V,W ∈ Obj(VecF ), como consecuencia de
la definición de producto tensorial, se tiene que V ⊗W ∈ VecF .

El hecho de que el producto tensorial es único salvo isomorfismo, nos permite concluir que la
construcción que se realice del mismo es válida, pues cualquier otra es algebraicamente equivalente
y posiblemente solo cambie la representación. Lo que queremos hacer es lo siguiente: dado un
campo F , queremos inducir un funtor

⊗ : VecF ×VecF → VecF

donde VecF ×VecF es la categoŕıa producto de VecF consigo misma. Dicho funtor debemos poder
definirlo en objetos y en morfismos.
Para poder realizar lo planteado, primero necesitamos ver que dados dos espacios vectoriales sobre
un campo dado, siempre existe su producto tensorial, lo cual se expone en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.3 (Existencia del producto tensorial). Sea F un campo, V,W ∈ Obj(VecF ). En-
tonces, existe V ⊗W .

Demostración. Dado que V y W son espacios vectoriales sobre F , tenemos que V ×W ̸= ∅. Al
ser V ×W un conjunto no vaćıo, sabemos que F (V×W ) ∈ Obj(VecF ) y tiene base de cardinalidad
|V ×W |. Siendo más expĺıcitos, consideremos la función

δ : V ×W → F (V×W )

(v, w) 7→ δ(v, w) = δv,w

donde para cada (v, w) ∈ V ×W ,

δv,w : V ×W → F
(v, w) 7→ 1

(v, w) ̸= (v′, w′) 7→ 0.
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Recordemos que por las propiedades respecto a las bases, expuestas en el Caṕıtulo 1, β =
{δv,w}(v,w)∈V×W ⊆ F (V×W ) es una base de F (V×W ). Consideremos X ⊆ F (V×W ), dado por

X = {δv+v′,w − δv,w − δv′,w, δv,w+w′ − δv,w − δv,w′ , δcv,w − cδv,w, δv,cw − cδv,w | v, v′ ∈ V,w,w′ ∈W, c ∈ F} .

Luego, tenemos que U = ⟨X⟩ ≤ F (V×W ), en consecuencia, podemos formar el espacio cociente
F (V×W )/U . Con las consideraciones anteriores, tenemos el diagrama

V ×W
δ // F (V×W ) π // F (V×W )/U

donde
π : F (V×W ) → F (V×W )/U

f 7→ f + U

es el epimorfismo natural. De lo anterior, podemos considerar la función

g = πδ : V ×W → F (V×W )/U
(v, w) 7→ δv,w + U.

Veamos que g es una función bilineal, para hacerlo tomemos v, v′ ∈ V , w,w′ ∈W , c ∈ F y veamos
que se satisface la bilinealidad:

1) (Aditividad respecto al primer argumento):

g(v + v′, w) = δv+v′,w + U
= (δv+v′,w + U) + (0 + U)
= (δv+v′,w + U) + ((−δv,w − δv′,w + δv,w + δv′,w) + U)
= ((δv+v′,w − δv,w − δv′,w) + U) + ((δv,w + δv′,w) + U)
= (0 + U) + ((δv,w + δv′,w) + U)
= (δv,w + δv′,w) + U
= (δv,w + U) + (δv′,w + U)
= g(v, w) + g(v′, w)

es decir, g(v + v′, w) = g(v, w) + g(v′, w).

2) (Aditividad respecto al segundo argumento):

g(v, w + w′) = δv,w+w′ + U
= (δv,w+w′ + U) + (0 + U)
= (δv,w+w′ + U) + ((−δv,w − δv,w′ + δv,w + δv,w′) + U)
= ((δv,w+w′ − δv,w − δv,w′) + U) + ((δv,w + δv,w′) + U)
= (0 + U) + ((δv,w + δv,w′) + U)
= (δv,w + δv,w′) + U
= (δv,w + U) + (δv,w′ + U)
= g(v, w) + g(v, w′)

es decir, g(v, w + w′) = g(v, w) + g(v, w′).

3) (Homogeneidad en ambos argumentos): Por un lado,

g(cv, w) = δcv,w + U
= (δcv,w + U) + (0 + U)
= (δcv,w + U) + ((−cδv,w + cδv,w) + U)
= ((δcv,w − cδv,w) + U) + (cδv,w + U)
= (0 + U) + (cδv,w + U)
= cδv,w + U
= c(δv,w + U)
= cg(v, w)
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es decir, g(cv, w) = cg(v, w). Por otro lado,

g(v, cw) = δv,cw + U
= (δv,cw + U) + (0 + U)
= (δv,cw + U) + ((−cδv,w + cδv,w) + U)
= ((δv,cw − cδv,w) + U) + (cδv,w + U)
= (0 + U) + (cδv,w + U)
= cδv,w + U
= c(δv,w + U)
= cg(v, w)

es decir, g(v, cw) = cg(v, w). De lo anterior, se tiene que g(cv, w) = g(v, cw) = cg(v, w).

Aśı las cosas, hemos probado que g : V × W → F (V×W )/U es una función bilineal. Entonces,
nosotros proponemos (V ⊗W,h) = (F (V×W )/U, g). Para establecer que lo anterior es cierto, debe-
mos probar que (F (V×W )/U, g) satisface la Propiedad universal del producto tensorial. Tomemos
Z ∈ Obj(VecF ) y f ∈ Bil(V ×W,Z). Se debe probar que existe una única T ∈ Hom(F (V×W )/U,Z)
que hace que el diagrama

V ×W
f //

g

��

Z

F (V×W )/U

T

::

sea conmutativo, es decir, Tg = f . Entonces, nuestro objetivo es construir la transformación lineal
T : F (V×W )/U → Z que cumpla la propiedad deseada. Considerando las funciones f y δ, tenemos
el diagrama

V ×W
f //

δ
��

Z

F (V×W )

de modo que si aplicamos la Propiedad universal de las bases, existe una única S ∈
Hom(F (V×W ), Z), que hace conmutativo el diagrama

V ×W
f //

δ
��

Z

F (V×W )

S

;;

es decir, Sδ = f . Notemos que para cada (v, w) ∈ V ×W , se tiene que S(δv,w) = (Sδ)(v, w) =
f(v, w).
Ahora, nuestro objetivo es obtener una tranformación lineal S : F (V×W )/U 99K Z, lo que nos
hace pensar en aplicar el Teorema de Emmy Noether, para poder hacerlo, debemos mostrar que
U ≤ Ker(S), pero dado que U es un espacio definido por generadores, es suficiente mostrar que
cada uno de los mismos pertenece a Ker(S), lo cual hacemos a continuación:

a) Para δv+v′,w − δv,w − δv′,w, con v, v
′ ∈ V,w ∈W , tenemos lo siguiente:

S(δv+v′,w − δv,w − δv′,w) = S(δv+v′,w)− S(δv,w)− S(δv′,w)
= (Sδ)(v + v′, w)− (Sδ)(v, w)− (Sδ)(v′, w)
= f(v + v′, w)− f(v, w)− f(v′, w)
= 0

es decir, S(δv+v′,w − δv,w − δv′,w) = 0, lo que implica que δv+v′,w − δv,w − δv′,w ∈ Ker(S),
para cada v, v′ ∈ V,w ∈W .
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b) Para δv,w+w′ − δv,w − δv,w′ , donde v ∈ V,w,w′ ∈W , se tiene que:

S(δv,w+w′ − δv,w − δv,w′) = S(δv,w+w′)− S(δv,w)− S(δv,w′)
= (Sδ)(v, w + w′)− (Sδ)(v, w)− (Sδ)(v, w′)
= f(v, w + w′)− f(v, w)− f(v, w′)
= 0

es decir, S(δv,w+w′ − δv,w − δv,w′) = 0, lo que muestra que δv,w+w′ − δv,w − δv,w′ ∈ Ker(S),
esto sucede para cada v ∈ V,w,w′ ∈W .

c) Para δcv,w − cδv,w, con v ∈ V,w ∈W, c ∈ F , se cumple lo siguiente:

S(δcv,w − cδv,w) = S(δcv,w)− S(cδv,w)
= S(δcv,w)− cS(δv,w)
= (Sδ)(cv, w)− c(Sδ)(v, w)
= f(cv, w)− cf(v, w)
= 0

es decir, S(δcv,w − cδv,w) = 0. Lo anterior exhibe que δcv,w − cδv,w ∈ Ker(S), esto ocurre
para cada v ∈ V,w ∈W, c ∈ F .

d) Para δv,cw − cδv,w, con v ∈ V,w ∈W, c ∈ F , se tiene que:

S(δv,cw − cδv,w) = S(δv,cw)− S(cδv,w)
= S(δv,cw)− cS(δv,w)
= (Sδ)(v, cw)− c(Sδ)(v, w)
= f(v, cw)− cf(v, w)
= 0

es decir, S(δv,cw − cδv,w) = 0, lo que implica que δv,cw − cδv,w ∈ Ker(S), lo cual ocurre
para cada v ∈ V,w ∈W, c ∈ F .

De lo anterior, hemos visto que todos los generadores de U pertenecen a Ker(S) y consecuen-
temente, se concluye que U ≤ Ker(S). Por el Teorema de Emmy Noether, existe una única
S ∈ Hom(F (V×W )/U,Z), que hace conmutativo el diagrama

F (V×W ) S //

π

��

Z

F (V×W )/U

S

::

es decir, Sπ = S, donde π : F (V×W ) → F (V×W )/U es el epimorfismo natural. Hagamos T = S y
mostremos que el diagrama

V ×W
f //

g

��

Z

F (V×W )/U

T

::

es conmutativo, es decir, mostremos que Tg = f . En efecto, por la manera en que tenemos definidas
nuestras funciones, tenemos las siguientes igualdades:

Tg = Sg
= S(πδ)
= (Sπ)δ
= Sδ
= f
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es decir, Tg = f , lo cual deseábamos.
Finalmente, vamos a mostrar la unicidad de la transformación lineal T , para eso, supongamos que
existe L ∈ Hom(F (V×W )/U,Z), que hace conmutativo el diagrama

V ×W
f //

g

��

Z

F (V×W )/U

L

::

es decir, Lg = f . Debemos demostrar que L = T . Notemos que como Lg = f , Tg = f y g = πδ,
por un lado, tenemos que

Tg = S(πδ)
= (Sπ)δ
= Sδ
= f

es decir, Tg = f . Por otro lado, se cumple que

(Lπ)δ = L(πδ)
= Lg
= f

es decir, (Lπ)δ = f . En consecuencia, tenemos que los diagramas

V ×W
f //

δ
��

Z

F (V×W )
Sπ

;;

y

V ×W
f //

δ
��

Z

F (V×W )

Lπ

;;

son conmutativos. Aplicando la Propiedad universal de las bases, se tiene que Lπ = Sπ, pero π es
epimorfismo, en particular, π es una función suprayectiva, aśı que es cancelable por la derecha, en
consecuencia, L = S, o sea, L = T , lo cual queriamos probar.

Notación 3.2.2. A partir de este momento, si F es un campo, V,W ∈ VecF y (V ⊗W,h) es
el producto tensorial de V con W , para cada v ∈ V , w ∈ W , al elemento h(v, w) ∈ V ⊗W , se
denotará por v⊗w, es decir, h(v, w) = v⊗w. Leeremos v⊗w como “v tensor w” ó “v tensado
con w”.

Observación 3.2.2. Si F es un campo, V,W ∈ VecF y (V ⊗W,h) es el producto tensorial de
V con W , como una consecuencia inmediata de la definición de producto tensorial, se siguen las
siguientes propiedades, para cada v, v′ ∈ V,w,w′ ∈W y c ∈ F :

1) (v + v′)⊗ w = v ⊗ w + v′ ⊗ w.

2) v ⊗ (w + w′) = v ⊗ w + v ⊗ w′.

3) c(v ⊗ w) = (cv)⊗ w = v ⊗ (cw).
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4) v ⊗ 0W = 0V⊗W = 0V ⊗ w, esto porque h es una función bilineal y en consecuencia, es
lineal en ambos argumentos.

Otra consecuencia importante de la construcción que presentamos del producto tensorial es que
si x ∈ V ⊗W , entonces x =

∑
j∈J cj(vj ⊗ wj), para algún conjunto finito J , cj ∈ F , vj ∈ V ,

wj ∈ W , para cada j ∈ J , pues recordemos que V ⊗W está generado por V ×W . Notemos que
esta representación no es única, pues por ejemplo

0 = v ⊗ (w + w′)− v ⊗ w − v ⊗ w′

0 = (v + v′)⊗ w − v ⊗ w − v′ ⊗ w
0 = c(v ⊗ w)− (cv)⊗ w = c(v ⊗ w)− v ⊗ (cw) = (cv)⊗ w − v ⊗ (cw)

para cualesquiera c ∈ F , v, v′ ∈ V , w,w′ ∈ W que se elijan. De lo anterior concluimos que si
Z ∈ Obj(VecF ), no es correcto querer definir una transformación lineal T : V ⊗W → Z en los
generadores v⊗w, pues un vector en V ⊗W puede tener varias representaciones en dichos genera-
dores y por lo tanto la transformación lineal puede tener varios valores en Z, lo cual claramente no
es válido, simplemente por la definición de función. Si quisieramos definir directamente tal trans-
formación lineal, necesitariamos primero mostrar que T (U) = {0}, donde U ≤ F (V×W ) es como
en la demostración del Teorema 3.2.3, para aśı convencernos de que está bien definida, pero esto
dificultaŕıa el trabajo de una manera considerable. Entonces, la manera más “sencilla” de definir
una transformación lineal T : V ⊗W → Z, es definir primero una función bilineal f : V ×W → Z
y a ésta, aplicarle la Propiedad universal del producto tensorial. Este es el camino que nosotros
utiizaremos siempre que requieramos la construcción de tal transformación lineal. Una vez que
se den a conocer más propiedades del producto tensorial, trataremos de encontrar una base para
V ⊗W .

Con lo que hemos hecho hasta el momento, hemos probado que siempre existe el producto
tensorial de cualesquiera dos espacios vectoriales sobre un campo dado. Para tener definido com-
pletamente nuestro funtor ⊗ , necesitamos construir el producto tensorial para transformaciones
lineales, lo cual se presenta en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.4. Sea F un campo, V, V ′,W,W ′ ∈ Obj(VecF ), T ∈ Hom(V,W ) y S ∈
Hom(V ′,W ′). Entonces, existe una única transformación lineal T ⊗ S : V ⊗ W → V ′ ⊗ W ′,
tal que (T ⊗ S)(v ⊗ w) = T (v)⊗ T (w), para cada v ∈ V , w ∈W .

Demostración. Por el Teorema 3.2.3, V ⊗W ∈ Obj(VecF ) y V
′⊗W ′ ∈ Obj(VecF ). Además, para

cada v ∈ V,w ∈W , se tiene que T (v) ∈ V ′ y S(w) ∈W ′, por consiguiente, T (v)⊗T (w) ∈ V ′⊗W ′.
Definamos la función

f : V ×W → V ′ ⊗W ′

(v, w) 7→ T (v)⊗ T (w).

Veamos que f es una función bilineal, para eso tomemos v, v′ ∈ V,w,w′ ∈W , c ∈ F y apliquemos
las propedades de la Observación 3.2.2, para mostrar la bilinealidad de f :

1) (Aditividad respecto al primer argumento):

f(v + v′, w) = T (v + v′)⊗ T (w)
= (T (v) + T (v′))⊗ T (w)
= T (v)⊗ T (w) + T (v′)⊗ T (w)
= f(v, w) + f(v′, w)

es decir, f(v + v′, w) = f(v, w) + f(v′, w).

2) (Aditividad respecto al segundo argumento):

f(v, w + w′) = T (v)⊗ T (w + w′)
= T (v)⊗ (T (w) + T (w′))
= T (v)⊗ T (w) + T (v)⊗ T (w′)
= f(v, w) + f(v, w′)
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es decir, f(v, w + w′) = f(v, w) + f(v, w′).

3) (Homogeneidad en ambos argumentos): Por un lado, tenemos que

f(cv, w) = T (cv)⊗ T (w)
= (cT (v))⊗ T (w)
= c(T (v)⊗ T (w))
= cf(v, w)

es decir, f(cv, w) = cf(v, w). Por otro lado, se satisface que

f(v, cw) = T (v)⊗ T (cw)
= T (v)⊗ (cT (w))
= c(T (v)⊗ T (w))
= cf(v, w)

es decir, f(v, cw) = cf(v, w). Juntando las igualdades probadas anteriormente, tenemos que
f(cv, w) = f(v, cw) = cf(v, w), con lo cual se tiene los deseado.

Aśı las cosas, hemos probado que f : V ×W → V ′ ⊗W ′ es una función bilineal, por Propiedad
universal del producto tensorial, existe una única tranformación lineal, T ⊗S : V ⊗W → V ′⊗W ′,
que hace conmutativo el diagrama

V ×W
f //

h

��

V ′ ⊗W ′

V ⊗W

T⊗S

99

es decir, (T ⊗ S)h = f , donde h : V ×W → V ⊗W es la función bilineal asociada a V ⊗W . Aśı,
para cada v ∈ V , w ∈W , se tiene que

(T ⊗ S)(v ⊗ w) = (T ⊗ S)(h(v, w))
= ((T ⊗ S)h)(v, w)
= f(v, w)
= T (v)⊗ T (w)

es decir, (T ⊗ S)(v ⊗ w) = T (v)⊗ T (w), que era lo que se buscaba.

Con lo que hemos hecho hasta el momento, dado un campo F , podemos definir la asignación

⊗ : VecF ×VecF → VecF

en objetos como

⊗ : Obj(VecF )×Obj(VecF ) → Obj(VecF )
(V,W ) 7→ V ⊗W.

Con respecto a los morfismos, vale la pena recordar que por los resultados expuestos en Caṕıtulo 2,
respecto al producto directo de espacios vectoriales, si V, V ′,W,W ′ ∈ Obj(VecF ), T ∈ Hom(V, V ′),
S ∈ Hom(W,W ′), el producto de T con S, denotado por T × S, es la única transformación lineal,
definida por

T × S : V ×W → V ′ ×W ′

(v, w) 7→ (T (v), S(w)).

También, recordemos que como estamos en la categoŕıa producto VecF × VecF (ver
Ejemplo B.1.6 del Apéndice B), para cada (V,W ), (V ′,W ′) ∈ Obj(VecF × VecF ), se
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tiene que Hom((V,W ), (V ′,W ′)) = Hom(V, V ′) × Hom(W,W ′). Más aún, para cada
(V,W ), (V ′,W ′), (V ′′,W ′′) ∈ Obj(VecF ×VecF ), se tiene que si (T, S) ∈ Hom((V,W ), (V ′,W ′))
y (T ′, S′) ∈ Hom((V ′,W ′), (V ′′,W ′′)), entonces, (T ′, S′)(T, S) = (T ′T, S′S). Usando estos argu-
mentos, vamos a mostrar que el funtor ⊗ : VecF ×VecF → VecF es covariante, para eso se
requerirá el siguiente lema.

Lema 3.2.1. Sea F un campo, V, V ′, V ′′,W,W ′,W ′′ ∈ Obj(VecF ), T ∈ Hom(V, V ′), T ′ ∈
Hom(V ′, V ′′), S ∈ Hom(W,W ′) y S′ ∈ Hom(W ′,W ′′). Entonces,

(T ′ ⊗ S′)(T ⊗ S) = T ′T ⊗ S′S.

Demostración. Consideremos h : V ×W → V ⊗W , h′ : V ′ ×W ′ → V ′ ⊗W ′ y h′′ : V ′′ ×W ′′ →
V ′′ ⊗W ′′ las funciones bilineales asociadas a V ⊗W , V ′ ⊗W ′ y V ′′ ⊗W ′′, respectivamente. De
acuerdo a lo comentado antes de enunciar este lema y al Teorema 3.2.4, tenemos el diagrama
conmutativo

V ×W
h //

T×S
��

f

&&

V ⊗W

T⊗S
��

V ′ ×W ′ h′
//

T ′×S′

��

f ′

&&

V ′ ⊗W ′

T ′⊗S
��

V ′′ ×W ′′ h′′
// V ′′ ⊗W ′′

(I)

donde f y f ′ son funciones bilineales, definidas por

f : V ×W → V ′ ×W ′

(v, w) 7→ T (v)⊗ S(w)

y

f ′ : V ′ ×W ′ → V ′′ ×W ′′

(v′, w′) 7→ T ′(v′)⊗ S′(w′)

respectivamente. Por otro lado, dado que T ′T ∈ Hom(V, V ′′) y S′S ∈ Hom(W,W ′′), de la demos-
tración del Teorema 3.2.4, tenemos que para la función bilineal

f ′′ : V ×W → V ′′ ⊗W ′′

(v, w) 7→ (T ′T )(v)⊗ (S′S)(w)

existe una única transformación lineal, (T ′T )⊗ (S′S) : V ⊗W → V ′′ ⊗W ′′, que hace conmutativo
el diagrama

V ×W
f ′′
//

h

��

V ′′ ⊗W ′′

V ⊗W

(T ′T )⊗(S′S)

88

es decir, ((T ′T )⊗ (S′S))h = f ′′. Veamos que el diagrama

V ×W
f ′′
//

h

��

V ′′ ⊗W ′′

V ⊗W

(T ′⊗S′)(T⊗S)

88
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es conmutativo, en efecto, de acuerdo a la información que nos proporciona el diagrama (I), tenemos
lo siguiente:

((T ′ ⊗ S′)(T ⊗ S))h = (T ′ ⊗ S′)((T ⊗ S)h)
= (T ′ ⊗ S′)f
= (T ′ ⊗ S′)(h′(T × S))
= ((T ′ ⊗ S′)h)(T × S)
= f ′(T × S)
= (h′′(T ′ × S′))(T × S)
= h′′(T ′ × S′)(T × S)

es decir, ((T ′⊗S′)(T⊗S))h = h′′(T ′×S′)(T×S). Tomando (v, w) ∈ V ×W cualquiera y evaluando
en la última igualdad, se tiene que

((T ′ ⊗ S′)(T ⊗ S)h)(v, w) = (h′′(T ′ × S′)(T × S))(v, w)
= (h′′(T ′ × S′))((T × S)(v, w))
= (h′′(T ′ × S′))(T (v), S(w))
= h′′((T ′ × S′)(T (v), S(w)))
= h′′(T ′(T (v)), S′(S(w)))
= (T ′(T (v)))⊗ (S′(S(w)))
= (T ′T )(v)⊗ (S′S)(w)
= f ′′(v, w)

es decir, ((T ′ ⊗ S′)(T ⊗ S)h)(v, w) = f ′′(v, w), lo cual ocurre para cada v ∈ V , w ∈ W . Aśı las
cosas, hemos mostrado que los diagramas

V ×W
f ′′
//

h

��

V ′′ ⊗W ′′

V ⊗W

(T ′T )⊗(S′S)

88

y

V ×W
f ′′
//

h

��

V ′′ ⊗W ′′

V ⊗W

(T ′⊗S′)(T⊗S)

88

son conmutativos, pero por la Propiedad universal del producto tensorial, se cumple que (T ′ ⊗
S′)(T ⊗ S) = (T ′T )⊗ (S′S), lo cual queŕıamos demostrar.

Ahora śı, estamos en condiciones de definir el funtor covariante que mencionamos anteriormente,
eso lo estableceremos en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.5. Sea F un campo. Entonces la asignación

⊗ : VecF ×VecF → VecF

definida en objetos como

⊗ : Obj(VecF )×Obj(VecF ) → Obj(VecF )
(V,W ) 7→ V ⊗W

y en morfismos como

⊗ : Hom((V,W ), (V ′,W ′)) → Hom(V ⊗ V ′,W ⊗W ′)
(T, S) 7→ T ⊗ S

para cada (V,W ), (V ′,W ′) ∈ Obj(VecF ×VecF ), es un funtor covariante.
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Demostración. Por los Teoremas 3.2.3 y 3.2.4, la asignación está bien definida tanto en objetos
como en morfismos. Solo nos falta ver que es covariante, lo cual hacemos a continuación:

1) Sean (V,W ), (V ′,W ′), (V ′′,W ′′) ∈ Obj(VecF ) y sean (T, S) ∈
Hom((V,W ), (V ′,W ′)), (T ′, S′) ∈ Hom((V ′,W ′), (V ′′,W ′′)). De acuerdo al Lema
3.2.1, tenemos lo siguiente:

⊗ ((T ′, S′)(T, S)) = ⊗ ((T ′T, S′S))
= (T ′T )⊗ (S′S)
= (T ′ ⊗ S′)(T ⊗ S)
= ⊗ (T ′, S′) ⊗ (T, S)

es decir, ⊗ ((T ′, S′)(T, S)) = ⊗ (T ′, S′) ⊗ (T, S).

2) Sea (V,W ) ∈ Obj(VecF ×VecF ), luego id(V,W ) = (idV , idW ) ∈ Hom((V,W ), (V,W )). Por
definición de nuestra asignación, ⊗ (id(V,W )) = ⊗ ((idV , idW )) = idV ⊗ idW . Por el
Teorema 3.2.4, es claro que idV ⊗ idW ∈ Hom(V ⊗W,V ⊗W ). Si tomamos un generador
cualquiera v ⊗ w de V ⊗W , se tiene que

(idV ⊗ idW )(v ⊗ w) = idV (v)⊗ idW (w)
= v ⊗ w
= idV⊗W (v ⊗ w)

es decir, (idV ⊗ idW )(v ⊗ w) = idV⊗W (v ⊗ w). De esta manera queda establecido que
⊗ (id(V,W )) = idV⊗W , lo que deseábamos.

Observación 3.2.3. Si F es un campo, el funtor ⊗ : VecF ×VecF → VecF en general no es
aditivo, pues si (V,W ), (V ′,W ′) ∈ Obj(VecF ×VecF ), (T, S), (T

′, S′) ∈ Hom((V,W ), (V ′,W ′)),
para cualquier generador v ⊗ w de V ⊗W , se tiene lo siguiente:

((T + T ′)⊗ (S + S′))(v ⊗ w) = (T + T ′)(v)⊗ (S + S′)(w)
= (T (v) + T ′(v))⊗ (S(w) + S′(w))
= T (v)⊗ (S(w) + S′(w)) + T ′(v)⊗ (S(w) + S′(w))
= T (v)⊗ S(w) + T (v)⊗ S′(w) + T ′(v)⊗ S(w) + T ′(v)⊗ S′(v)

es decir, ((T +T ′)⊗ (S+S′))(v⊗w) = T (v)⊗S(w)+T (v)⊗S′(w)+T ′(v)⊗S(w)+T ′(v)⊗S′(v).
Esto último nos indica que ((T + T ′) ⊗ (S + S′))(v ⊗ w) = T (v) ⊗ S(w) + T ′(v) ⊗ S′(w) ocurre
cuando T (v)⊗ S′(w) = T ′(v)⊗ S(w) = 0, lo cual es claro que no siempre se cumple.

Antes de continuar exponiendo resultados acerca del producto tensorial, vamos a dar unos
ejemplos donde podemos aplicar la teoŕıa que hemos presentado hasta el momento.

Ejemplo 3.2.5. Sean F un campo, V,W ∈ Obj(VecF ). Tomemos ϕ ∈ V ⋆ = Hom(V, F ) y
ψ ∈W ⋆ = Hom(W,F ). Es claro que

f : V ×W → F
(v, w) 7→ ϕ(v)ψ(w)

es una función bilineal. Por la Propiedad universal del producto tensorial, existe una única trans-
formación lineal, T : V ⊗W → F , que hace conmutativo el diagrama

V ×W
f //

h

��

F

V ⊗W

T

;;
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es decir, Th = f , donde h : V ×W → V ⊗W es la función bilineal asociada a V ⊗W . Notemos que
si u ∈ V ⊗W , entonces u =

∑
j∈J cj(vj ⊗ wj), para algún conjunto finito J . Entonces, tenemos

que

T (u) = T
(∑

j∈J cj(vj ⊗ wj)
)

=
∑
j∈J cjT (vj ⊗ wj)

=
∑
j∈J cjT (h(vj × wj))

=
∑
j∈J cjTh(vj × wj)

=
∑
j∈J cjf(vj × wj)

=
∑
j∈J cjϕ(vj)ψ(wj)

es decir, T (u) =
∑
j∈J cjϕ(vj)ψ(wj). Observemos que T ∈ (V ⊗ W )⋆ = Hom(V ⊗ W,F ). En

palabras, a partir de dos funcionales, uno en V ⋆ y otro en W ⋆, construimos un funcional en
(V ⊗W )⋆.

Ejemplo 3.2.6. Sea F un campo y sean m,n, p, q ∈ N \ {0}. Es fácil ver que la función

g : Mm×n(F )×Mp×q(F ) → Mmp×nq(F )

(A,B) 7→

a11B · · · a1nB
...

...
am1B · · · amnB


es bilineal, en consecuencia, existe una única transformación lineal, T : Mm×n(F )⊗Mp×q(F ) →
Mmp×nq(F ), que hace conmutativo el diagrama

Mm×n(F )×Mp×q(F )
g //

h

��

Mmp×nq(F )

Mm×n(F )⊗Mp×q(F )

T

55

es decir, Th = g, donde h : Mm×n(F ) × Mp×q(F ) → Mm×n(F ) ⊗ Mp×q(F ), es la función
bilineal asociada a Mm×n(F ) ⊗ Mp×q(F ). Para A ∈ Mm×n(F ), B ∈ Mp×q(F ), el elemento
T (A⊗B) = f(A,B), es conocido como el producto de Kronecker.
Ahora, sabemos que las trasposiciones de matrices

T1 : Mm×n(F ) → Mn×m(F )
A 7→ AT

y

T2 : Mp×q(F ) → Mq×p(F )
A 7→ AT

son transformaciones lineales, por el Teorema 3.2.4, existe una única transformación lineal, T1 ⊗
T2 : Mm×n(F )⊗Mp×q(F ) → Mn×m(F )⊗Mq×p(F ), tal que (T1⊗T2)(A⊗B) = T1(A)⊗T2(B) =
AT ⊗ BT , para cada A ∈ Mm×n(F ) y B ∈ Mp×q(F ). De aqúı podemos concluir que para cada
A ∈ Mm×n(F ), B ∈ Mp×q(F ), se tiene que (A⊗B)T = AT ⊗BT .

Continuando con la exposición de las propiedades del producto tensorial visto como un funtor,
en la Observación 3.2.3, se comentó que el funtor del Teorema 3.2.5, como tal no es aditivo, sin
embargo, fijando alguno de los argumentos, es posible inducir dos funtores covariantes que si son
aditivos, eso se expone con detalle en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.6. Sea F en un campo, U,W ∈ Obj(VecF ). Entonces:
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1) La asignación
U ⊗ : VecF → VecF

definida en objetos como

U ⊗ : Obj(VecF ) → Obj(VecF )
V 7→ U ⊗ V

y en morfismos como

U ⊗ : Hom(V, V ′) → Hom(U ⊗ V,U ⊗ V ′)
T 7→ idU ⊗ T

para cada V, V ′ ∈ Obj(VecF ), es un funtor aditivo covariante.

2) La asignación
⊗W : VecF → VecF

definida en objetos como

⊗W : Obj(VecF ) → Obj(VecF )
W 7→ V ⊗W

y en morfismos como

⊗W : Hom(V, V ′) → Hom(V ⊗W,V ′ ⊗W )
T 7→ T ⊗ idW

para cada V, V ′ ∈ Obj(VecF ), es un funtor aditivo covariante.

Demostración.

1) Por el Teorema 3.2.5, tenemos que la asignación está bien definida tanto en objetos como
en morfismos y es un funtor covariante. Solo nos falta probar que es aditivo, para hacerlo,
tomemos V, V ′ ∈ Obj(VecF ), T, T

′ ∈ Hom(V, V ′), Entonces, para cualquier generador
u⊗ v ∈ U ⊗ V , se tiene lo siguiente:

(1U ⊗ (T + T ′))(u⊗ v) = 1U (u)⊗ ((T + T ′)(v))
= u⊗ (T (v) + T ′(v))
= u⊗ T (v) + u⊗ T ′(v)
= idU (u)⊗ T (v) + idU (u)⊗ T ′(v)
= (idU ⊗ T )(u⊗ v) + (idU ⊗ T ′)(u⊗ v)

es decir, (1U ⊗ (T + T ′))(u⊗ v) = (idU ⊗ T )(u⊗ v) + (idU ⊗ T ′)(u⊗ v). En consecuencia,
idU ⊗ (T +T ′) = idU ⊗T + idU ⊗T ′, o sea, ( ⊗W )(T +T ′) = ( ⊗W )(T )+( ⊗W )(T ′),
de donde se sigue la aditividad.

2) Al igual que en el caso 1), por el Teorema 3.2.5, la asignación está bien definida tanto en
objetos como en morfismos y es un funtor covariante. Hay que mostrar la aditividad, para
eso tomemos V, V ′ ∈ Obj(VecF ), T, T

′ ∈ Hom(V, V ′). Luego, para cualquier generador
v ⊗ w ∈ V ⊗W , se tienen las siguientes igualdades:

((T + T ′)⊗ idW )(v ⊗ w) = ((T + T ′)(v))⊗ idW (w)
= ((T (v) + T ′(v))⊗ w
= T (v)⊗ w + T ′(v)⊗ w
= T (v)⊗ idW (w) + T ′(v)⊗ idW (w)
= (T ⊗ idW )(v ⊗ w) + (T ′ ⊗ idW )(v ⊗ w)

es decir, ((T +T ′)⊗ idW )(v⊗w) = (T ⊗ idW )(v⊗w)+(T ′⊗ idW )(v⊗w). Por consiguiente,
(T +T ′)⊗ idW = T ⊗ idW +T ′⊗ idW , o sea, ( ⊗W )(T +T ′) = ( ⊗W )(T )+( ⊗W )(T ′).
De esta manera, queda establecida la aditividad.
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Aśı las cosas, teniendo construido el funtor de la categoŕıa producto, que vimos que no cumple la
aditividad, podemos inducir dos funtores que si cumplen la aditividad, además ambos covariantes;
algo un poco diferente al funtor Hom, que es contravariante en el primer argumento y covariante
en el segundo.
En el siguiente corolario, se expresa una forma fácil de ver cuando el producto tensorial de dos
transformaciones lineales es un isomorfismo.

Corolario 3.2.1. Sea F un campo, V, V ′,W,W ′ ∈ Obj(VecF ), T ∈ Hom(V, V ′) y S ∈
Hom(W,W ′). Si T y S son isomorfismos, entonces, T⊗S ∈ Hom(V ⊗W,V ′⊗W ′) es isomorfismo.

Demostración. Como T : V → V ′ es isomorfismo, por el Teorema 3.1.2, T⊗idW : V ⊗W → V ′⊗W
es isomorfismo. De igual manera, como S : W → W ′ es isomorfismo, se tiene que idV ′ ⊗ S :
V ′ ⊗W → V ′ ⊗W ′ es isomorfismo. En consecuencia, (idV ′ ⊗ S)(T ⊗ idW ) : V ⊗W → V ′ ⊗W ′ es
isomorfismo, ya que es composición de isomorfismos, pero por el Lema 3.2.1, se tiene que (idV ′ ⊗
S)(T ⊗ idW ) = T ⊗ S, aśı que T ⊗ S : V ⊗W → V ′ ⊗W ′ es isomorfismo.

Algo curioso respecto con los funtores anteriores es que respetan monomorfismos y epimorfismos,
aplicados en cualquiera de los argumentos, esto se explica en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.7. Sean F un campo, V, V ′,W,W ′ ∈ Obj(VecF ). Entonces:

1) Si T ∈ Hom(V, V ′) es monomorfismo, entonces T ⊗ idW ∈ Hom(V ⊗W,V ′ ⊗W ) es
monomorfismo.

Si S ∈ Hom(W,W ′) es monomorfismo, entonces idV ⊗ S ∈ Hom(V ⊗W,V ⊗W ′) es
monomorfismo.

2) Si T ∈ Hom(V, V ′) es epimorfismo, entonces T ⊗ idW ∈ Hom(V ⊗W,V ′ ⊗W ) es
epimorfismo.

Si S ∈ Hom(W,W ′) es epimorfismo, entonces idV ⊗ S ∈ Hom(V ⊗W,V ⊗W ′) es
epimorfismo.

Demostración.

1) Supongamos que T ∈ Hom(V, V ′) es monomorfismo, en consecuencia, por el Teorema
1.4.5, existe T ′ ∈ Hom(V ′, V ) tal que T ′T = idV . Ahora, sabemos por el Teorema
3.2.6, se tiene que T ⊗ idW ∈ Hom(V ⊗W,V ′ ⊗W ) y T ′ ∈ Hom(V ′ ⊗W,V ⊗W ).
Ahora, haciendo uso del Lema 3.2.1, se tiene lo siguiente:

(T ′ ⊗ idW )(T ⊗ idW ) = (T ′T )⊗ (idW idW )
= idV ⊗ idW
= idV⊗W

es decir, (T ′ ⊗ idW )(T ⊗ idW ) = idV⊗W . De esta manera, por el Teorema 1.4.5, se
sigue lo deseado.

Mutatis mutandis la prueba del caso anterior.

2) Supongamos que T ∈ Hom(V, V ′) es epimorfismo, luego, por el Teorema 1.4.9, existe
T ′ ∈ Hom(V ′, V ), tal que TT ′ = idV ′ . Tenemos que T ⊗ idW ∈ Hom(V ⊗W,V ′ ⊗W )
y T ′ ⊗ idW ∈ Hom(V ′ ⊗ W,V ⊗ W ) y por el Lema 3.2.1, se tienen las siguientes
igualdades:

(T ⊗ idW )(T ′ ⊗ idW ) = (TT ′)⊗ (idW idW )
= idV ′ ⊗ idW
= idV ′⊗W

es decir, (T ⊗ idW )(T ′ ⊗ idW ) = idV ′⊗W . A consecuencia del Teorema 1.4.9, hemos
probado lo deseado.
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Mutatis mutandis la prueba del caso anterior.

Corolario 3.2.2. Sea F un campo, V, V ′,W,W ′ ∈ Obj(VecF ). Entonces:

1) Si T ∈ Hom(V, V ′) y S ∈ Hom(W,W ′) son monomorfismos, entonces T ⊗ S ∈ Hom(V ⊗
W,V ′ ⊗W ′) es monomorfismo.

2) Si T ∈ Hom(V, V ′) y S ∈ Hom(W,W ′) son epimorfismos, entonces T ⊗ S ∈ Hom(V ⊗
W,V ′ ⊗W ′) es epimorfismos.

Demostración. Mutatis mutandis la demostración del Corolario 3.2.1.

Más propiedades del producto tensorial

Usando los resultados que tenemos hasta el momento, vamos a seguir probando propiedades
del producto tensorial.
Cuando expusimos la teoŕıa correspondiente al funtor Hom, vimos que si F es un campo y
V ∈ Obj(VecF ), entonces Hom(F, V ) ∼= V , además, tal isomorfismo es natural. La pregunta
es: ¿ocurrirá lo mismo con el Tensor? El siguiente teorema tiene la respuesta.

Teorema 3.2.8. Sea F un campo. Entonces:

1) Para cada V ∈ Obj(VecF ), existe un isomorfismo, ψV : F⊗V → V , tal que ψV (c⊗v) = cv,
para cada c ∈ F , v ∈ V .

2) El isomorfismo dado en 1), es natural en el siguiente sentido: si V, V ′ ∈ Obj(VecF ) y
T ∈ Hom(V, V ′), entonces el diagrama

F ⊗ V
ψV //

idF⊗T
��

V

T
��

F ⊗ V ′ ψV ′ // V ′

es conmutativo, es decir, TψV = ψV ′(idF ⊗ T ).

Demostración.

1) Sea V ∈ Obj(VecF ). Por el Ejemplo 3.2.1, tenemos que

f : F × V → V
(c, v) 7→ cv

es una función bilineal. Por la Propiedad universal del producto tensorial, existe una única
transformación lineal, ψV : F ⊗ V → V , que hace conmutativo el diagrama

F × V
f //

h

��

V

F ⊗ V

ψV

<<

es decir, ψV h = f , donde h : F × V → F ⊗ V es la función bilineal asociada a F ⊗ V .
Notemos que para cada c ∈ F, v ∈ V , se tiene que:

ψV (c⊗ v) = ψV (h(c, v))
= (ψV h)(c, v)
= f(c, v)
= cv
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es decir, ψV (c⊗ v) = cv. Con esto tenemos que ψV es la transformación lineal que cumple
lo que se propone, nos falta ver que es isomorfismo, lo cual se probará construyendo una
transformación lineal inversa para ψV . Definamos la función

αV : V → F ⊗ V
v 7→ 1F ⊗ v

y veamos que es una transformación lineal, para eso tomemos c ∈ F , v, v′ ∈ V . Entonces se
cumplen las siguientes igualdades:

αV (v + cv′) = 1F ⊗ (v + cv′)
= 1F ⊗ v + 1F ⊗ (cv′)
= 1F ⊗ v + c(1F ⊗ v′)
= αV (v) + cαV (v

′)

es decir, αV (v + cv′) = αV (v) + cαV (v
′), lo cual sucede para cada c ∈ F , v, v′ ∈ V . De ah́ı

se sigue que αV es una transformación lineal.
Ahora, por un lado, si c ∈ F, v ∈ V , tenemos que

(αV ψV )(c⊗ v) = αV (ψV (c⊗ v))
= αV (cv)
= 1F ⊗ (cv)
= c⊗ v
= idF⊗V (c⊗ v)

es decir, (αV ψV )(c ⊗ v) = idF⊗V (c ⊗ v), lo cual sucede para cada c ∈ F, v ∈ V . Dado que
los elementos de la forma c ⊗ v, con c ∈ F , v ∈ V , son los generadores de F ⊗ V , idF y
αV ψV son transformaciones lineales, se sigue que αV ψV = idF⊗V . Por otro lado, si v ∈ V ,
se tiene lo siguiente:

(ψV αV )(v) = ψV (αV (v))
= ψV (1F ⊗ v)
= 1F · v
= v
= idV (v)

es decir, (ψV αV )(v) = idV (v), lo cual ocurre para cada v ∈ V , por consiguiente, ψV αV =
idV . Aśı las cosas, hemos mostrado que αV es la transformación lineal inversa de ψV , con
lo cual queda mostrado que ψV es un isomorfismo.

2) Sean V, V ′ ∈ Obj(VecF ) y T ∈ Hom(V, V ′). Debemos mostrar que el diagrama

F ⊗ V
ψV //

idF⊗T
��

V

T
��

F ⊗ V ′ ψV ′ // V ′

es conmutativo. Sean c ∈ F, v ∈ V . Por un lado, tenemos que

(TψV )(c⊗ v) = T (ψV (c⊗ v))
= T (cv)
= cT (v)

es decir, (TψV )(c⊗ v) = cT (v). Por otro lado, se tiene que

(ψV ′(idF ⊗ T ))(c⊗ v) = ψV ′((idF ⊗ T )(c⊗ V ))
= ψV ′(idF (c)⊗ T (v))
= ψV ′(c⊗ T (v))
= cT (v)
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es decir, (ψV ′(idF ⊗ T ))(c⊗ v) = cT (v). De lo anterior se sigue que TψV = ψV ′(idF ⊗ T ),
lo que se queŕıa demostrar.

De lo anterior se ha mostrado que los funtores Id : VecF → VecF y F ⊗ : VecF → VecF ,
son naturalmente isomorfos.

Corolario 3.2.3. Sea F un campo y V ∈ Obj(VecF ). Entonces, dim(F ⊗ V ) = dim(V ).

Demostración. Por el Teorema 3.2.8, se tiene que F ⊗ V ∼= V y por el Teorema fundamental del
álgebra lineal, se sigue que dim(V ) = dim(F ⊗ V ).

Por la forma en que está construido nuestro producto tensorial, es claro que si F es un campo,
U, V,W ∈ Obj(VecF ), entonces V ⊗W ̸= W ⊗ V y U ⊗ (V ⊗W ) ̸= (U ⊗ V ) ⊗W , pues está
construido a partir de un producto cartesiano. Sin embargo, hay una relación fuerte entre los
espacios mencionados, eso se expone en los dos teoremas siguientes.

Teorema 3.2.9 (Conmutatividad del producto tensorial). Sea F un campo. Entonces:

1) Para cada V,W ∈ Obj(VecF ), existe un isomorfismo, ηV,W : V ⊗W → W ⊗ V , tal que
η(v ⊗ w) = w ⊗ v, para cada v ∈ V,w ∈W .

2) El isomorfismo dado en 1), es natural en el siguiente sentido: si V, V ′,W,W ′ ∈ Obj(VecF ),
T ∈ Hom(V, V ′) y S ∈ Hom(W,W ′), entonces el diagrama

V ⊗W
ηV,W //

T⊗S
��

W ⊗ V

S⊗T
��

V ′ ⊗W ′ ηV ′,W ′
// W ′ ⊗ V ′

es conmutativo, es decir, (S ⊗ T )ηV,W = ηV ′,W ′(T ⊗ S).

Demostración.

1) Sean V,W ∈ Obj(VecF ). Consideremos los productos tensoriales (V ⊗W,h) y (W ⊗V, h′),
donde h y h′ son sus respectivas funciones bilineales asociadas. Definamos primero la función

f : V ×W → W ⊗ V
(v, w) 7→ w ⊗ v.

Veamos que f es una función bilineal, para eso tomemos c ∈ F, v, v′ ∈ V,w,w′ ∈W . Luego,
tenemos lo siguiente:

(Aditividad respecto al primer argumento):

f(v + v′, w) = w ⊗ (v + v′)
= w ⊗ v + w ⊗ v′

= f(v, w) + f(v′, w)

es decir, f(v + v′, w) = f(v, w) + f(v′, w).

(Aditividad respecto al segundo argumento):

f(v, w + w′) = (w + w′)⊗ v
= w ⊗ v + w′ ⊗ v
= f(v, w) + f(v, w′)

es decir, f(v, w + w′) = f(v, w) + f(v, w′).
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(Homogeneidad en ambos argumentos): Por un lado, tenemos que

f(cv, w) = w ⊗ (cv)
= c(w ⊗ v)
= cf(v, w)

es decir, f(cv, w) = cf(v, w). Por otro lado, tenemos que

f(v, cw) = (cw)⊗ v
= c(w ⊗ v)
= cf(v, w)

es decir, f(v, cw) = cf(v, w). Al comparar las igualdades anteriores, se sigue que
f(cv, w) = f(v, cw) = cf(v, w).

Aśı las cosas, hemos mostrado que f : V ×W → W ⊗ V es una función bilineal, por la
Propiedad universal del producto tensorial, existe una única transformación lineal, ηV,W ∈
Hom(V ⊗W,W ⊗ V ), que hace conmutativo el diagrama

V ×W
f //

h

��

W ⊗ V

V ⊗W

ηV,W

99

es decir, ηV,Wh = f . De esta manera, se tiene que para cada v ∈ V , w ∈W ,

ηV,W (v ⊗ w) = ηV,W (h(v, w))
= (ηV,Wh)(v, w)
= f(v, w)
= w ⊗ v

es decir, ηV,W (v ⊗ w) = w ⊗ v. Aśı, tenemos que ηV,W es una transformación lineal con la
propiedad que se propone en el enunciado del teorema, solo nos falta ver que es isomorfismo,
lo cual mostraremos construyendo una transformación lineal inversa para ηV,W . Definamos
la función

f ′ : W × V → V ⊗W
(w, v) 7→ v ⊗ w.

Haciendo un proceso similar al realizado para mostrar la bilinealidad de f , se establece
la blilinealidad de f ′. Por la propiedad universal del producto tensorial, existe una única
ρW,V ∈ Hom(W ⊗ V, V ⊗W ), que hace conmutativo el diagrama

W × V
f ′
//

h′

��

V ⊗W

W ⊗ V

ρW,V

99

es decir, ρW,V h
′ = f ′. De esta manera, se tiene que ρW,V (w ⊗ v) = v ⊗ w, para cada

w ∈ W, v ∈ V . Vamos a mostrar que ρW,V es inversa de ηV,W . Por un lado, tenemos que
para cada v ∈ V,w ∈W ,

(ρW,V ηV,W )(v ⊗ w) = ρW,V (ηV,W (v ⊗ w))
= ρW,V (w ⊗ v)
= v ⊗ w
= idV⊗W (v ⊗ w)
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es decir, (ρW,V ηV,W )(v ⊗ w) = idV⊗W (v ⊗ w). Como la igualdad anterior se da en los
generadores de V ⊗W , se sigue que ρW,V ηV,W = idV⊗W . Por otro lado, para cada w ∈
W, v ∈ V , se tiene lo siguiente:

(ηV,W ρW,V )(w ⊗ v) = ηW,V (ρV,W (v ⊗ w))
= ηW,V (v ⊗ w)
= w ⊗ v
= idW⊗V (w ⊗ v)

es decir, (ηV,W ρW,V )(w⊗v) = idW⊗V (w⊗v). Dado que la igualdad se da en los generadores
deW⊗V , se concluye que ηV,W ρW,V = idW⊗V . De lo anterior, se establece que ρW,V = η−1

V,W

y consecuentemente, ηV,W es isomorfismo.

2) Sean V, V ′,W,W ′ ∈ Obj(VecF ), T ∈ Hom(V, V ′) y S ∈ Hom(W,W ′). Debemos mostrar
que el diagrama

V ⊗W
ηV,W //

T⊗S
��

W ⊗ V

S⊗T
��

V ′ ⊗W ′ ηV ′,W ′
// W ′ ⊗ V ′

es conmutativo, es decir, se debe mostrar que (S ⊗ T )ηV,W = ηV ′,W ′(T ⊗ S). Basta ver la
igualdad en los generadores de V ⊗W . Tomemos v ∈ V,w ∈W . Por un lado, tenemos que

((S ⊗ T )ηV,W )(v ⊗ w) = (S ⊗ T )(ηV,W (v ⊗ w))
= (S ⊗ T )(w ⊗ v)
= S(w)⊗ T (w)

es decir, ((S ⊗ T )ηV,W )(v ⊗ w) = S(w)⊗ T (w). Por otro lado, se tiene que

(ηV ′,W ′(T ⊗ S))(v ⊗ w) = ηV ′,W ′((T ⊗ S)(v ⊗ w))
= ηV ′,W ′(T (v)⊗ S(w))
= S(w)⊗ T (v)

es decir, (ηV ′,W ′(T ⊗ S))(v ⊗ w) = S(w)⊗ T (v). Comparando las igualdades anteriores, se
tiene lo deseado.

Corolario 3.2.4. Sea F un campo. Entonces, para cada V ∈ Obj(VecF ), se tiene que F ⊗ V ∼=
V ∼= V ⊗ F .

Demostración. Por el teorema anterior, se tiene que V ⊗ F ∼= F ⊗ V y por el Teorema 3.2.8,
F ⊗ V ∼= V . Por la transitividad de la relación de isomorfismo, se sigue lo deseado.

Teorema 3.2.10 (Asociatividad del producto tensorial). Sea F un campo. Entonces:

1) Para cada U, V,W ∈ Obj(VecF ), existe un isomorfismo, θU,V,W : U⊗(V ⊗W ) → (U⊗V )⊗
W , tal que para cada u ∈ U , v ∈ V y w ∈W , se cumple que θU,V,W (u⊗(v⊗w)) = (u⊗v)⊗w.

2) El isomorfismo dado en 1), es natural en el siguiente sentido: para cada U,U ′, V, V ′,W,W ′ ∈
Obj(VecF ), si T ∈ Hom(U,U ′), S ∈ Hom(V, V ′) y R ∈ Hom(W,W ′), entonces el diagra-
ma

U ⊗ (V ⊗W )
θV,W,Z //

T⊗(S⊗R)

��

(U ⊗ V )⊗W

(T⊗S)⊗R
��

U ′ ⊗ (V ′ ⊗W ′)
θV ′,W ′,Z′

// (U ′ ⊗ V ′)⊗W ′

es conmutativo, es decir, (T ⊗ (S ⊗R))θV,W,Z = θV ′,W ′,Z′(T ⊗ (S ⊗R)).
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Demostración.

1) Sean U, V,W ∈ Obj(VecF ) y consideremos los productos tensoriales (U ⊗ (V ⊗W ), h) y
(h′, (U ⊗ V ) ⊗W ), donde h y h′ son sus respectivas funciones bilineales asociadas. Para
cada u ∈ U , definamos la función

Tu : V → U ⊗ V
v 7→ u⊗ v.

Tomemos u ∈ U y veamos que Tu ∈ Hom(U,U ⊗ V ), para eso tomemos c ∈ F , v, v′ ∈ V .
Luego, se tienen las siguientes igualdades:

Tu(v + cv′) = u⊗ (v + cv′)
= u⊗ v + u⊗ (cv′)
= u⊗ v + c(u⊗ v′)
= Tu(v) + cTu(v

′)

es decir, Tu(v + cv′) = Tu(v) + cTu(v
′), lo cual sucede para cada c ∈ F , v, v′ ∈ V , en

consecuencia, Tu ∈ Hom(U,U ⊗V ), esto para cada u ∈ U . Consideremos el funtor ⊗W :
VecF → VecF , del Teorema 3.2.6. Luego, se tiene que para cada u ∈ U , ( ⊗W )(Tu) =
Tu ⊗ idW , consecuentemente, se tiene que Tu ⊗ idW ∈ Hom(V ⊗W, (U ⊗ V )⊗W ), lo cual
sucede para cada u ∈ U . Lo anterior nos permite definir la función

f : U × (V ⊗W ) → (U ⊗ V )⊗W
(u, v ⊗ w) 7→ (Tu ⊗ idW )(v ⊗ w).

Notemos que para cada u ∈ U, v ∈ V,w ∈W , se tiene que

f(u, v ⊗ w) = (Tu ⊗ idW )(v ⊗ w)
= Tu(v)⊗ idW (w)
= (u⊗ v)⊗ w

es decir, f(u, v ⊗ w) = (u ⊗ v) ⊗ w. Ahora veamos que f es bilineal, lo cual hacemos a
continuación:

(Aditividad respecto al primer argumento): Sean u1, u2 ∈ U, v ⊗ w ∈ V ⊗W . Obser-
vemos que

Tu1+u2
(v) = (u1 + u2)⊗ v

= u1 ⊗ v + u2 ⊗ v
= Tu1(v) + Tu2(v)

es decir, Tu1+u2(v) = Tu1(v) + Tu2(v). Como esto ocurre para cada v ∈ V , tenemos
que Tu1+u2 = Tu1 +Tu2 . Usando lo anterior y la aditividad del funtor ⊗W , tenemos
lo siguiente:

f(u1 + u2, v ⊗ w) = (Tu1+u2
⊗ idW )(v ⊗ w)

= ((Tu1
+ Tu2

)⊗ idW )(v ⊗ w)
= (Tu1

⊗ idW + Tu2
⊗ idW )(v ⊗ w)

= (Tu1
⊗ idW )(v ⊗ w) + (Tu2

⊗ idW )(v ⊗ w)
= f(u1, v ⊗ w) + f(u2, v ⊗ w)

es decir, f(u1 + u2, v ⊗ w) = f(u1, v ⊗ w) + f(u2, v ⊗ w).

(Aditividad respecto al segundo argumento): Sean u ∈ U, v1 ⊗ w1, v2 ⊗ w2 ∈ V ⊗W ,
entonces se tiene lo siguiente:

f(u, v1 ⊗ w1 + v2 ⊗ w2) = (Tu ⊗ idW )(v1 ⊗ w1 + v2 ⊗ w2)
= (Tu ⊗ idW )(v1 ⊗ w1) + (Tu ⊗ idW )(v2 ⊗ w2)
= f(u, v1 ⊗ w2) + f(u, v2 ⊗ w2)

es decir, f(u, v1 ⊗ w1 + v2 ⊗ w2) = f(u, v1 ⊗ w2) + f(u, v2 ⊗ w2).
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(Homogeneidad en ambos argumentos): Sean c ∈ F, u ∈ U, v ⊗ w ∈ V ⊗W . Veamos
primero la homogeneidad en el primer argumento, lo cual se hace a continuación:

f(cu, v ⊗ w) = ((cu)⊗ v)⊗ w
= (c(u⊗ v))⊗ w
= c((u⊗ v)⊗ w)
= cf(u, v ⊗ w)

es decir, f(cu, v ⊗w) = cf(u, v ⊗w). Ahora, respecto al segundo argumento, tenemos
lo siguiente:

f(u, c(v ⊗ w)) = (Tu ⊗ idW )(c(v ⊗ w))
= c((Tu ⊗ idW )(v ⊗ w))
= cf(u, v ⊗ w)

es decir, f(u, c(v ⊗ w)) = cf(u, v ⊗ w).

Aśı las cosas, hemos visto que f es una función bilineal, por la Propiedad universal del
producto tensorial, existe una única transformación lineal, θU,V,W : U ⊗ (V ⊗W ) → (U ⊗
V )⊗W , que hace conmutativo el diagrama

U × (V ⊗W )
f //

h

��

(U ⊗ V )⊗W

U ⊗ (V ⊗W )

θU,V,W

66

es decir, θU,V,Wh = f . Notemos que para cada u ∈ U, v ∈ V,w ∈W , se cumple lo siguiente:

θU,V,W (u⊗ (v ⊗ w)) = θU,V,W (h(u, v ⊗ w))
= (θU,V,Wh)(u, v ⊗ w)
= f(u, v ⊗ w)
= (u⊗ v)⊗ w

es decir, θU,V,W (u⊗(v⊗w)) = (u⊗v)⊗w, de donde se sigue que θU,V,W es una transformación
lineal con la propiedad deseada.
Nos falta mostrar que es isomorfismo, lo cual haremos construyendo una transformación
lineal inversa para θU,V,W . Para hacerlo, definamos ahora para cada w ∈W , la función

Sw : V 7→ V ⊗W
v 7→ v ⊗ w.

Mostremos que para cada w ∈W , Sw ∈ Hom(V, V ⊗U), para eso tomemos c ∈ F , v, v′ ∈ V .
Entonces se tiene lo siguiente:

Sw(v + cv′) = (v + cv′)⊗ w
= v ⊗ w + (cv′)⊗ w
= v ⊗ w + c(v′ ⊗ w)
= Sw(v) + cSw(v

′)

es decir, Sw(v + cv′) = Sw(v) + cSw(v
′). De donde se sigue la linealidad de Sw, para cada

w ∈ W . Considerando el funtor U ⊗ : VecF → VecF , tenemos que (U ⊗ )(Sw) =
idU ⊗ Sw ∈ Hom(U ⊗ V,U ⊗ (V ⊗ W )), para cada w ∈ W , esto nos permite definir la
función

g : (U ⊗ V )⊗W → U ⊗ (V ⊗W )
(u⊗ v, w) 7→ (idU ⊗ Sw)(u⊗ v).
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Notemos que para cada u ∈ U, v ∈ V,w ∈W , se tiene que

g(u⊗ v, w) = (idU ⊗ Sw)(u⊗ v)
= idU (u)⊗ Sw(u⊗ v)
= u⊗ (v ⊗ w)

es decir, g(u ⊗ v, w) = u ⊗ (v ⊗ w). Haciendo un razonamiento totalmente similar al
implementado para probar que la función f es bilineal, se muestra la bilinealidad de g.
Por la Propiedad universal del producto tensorial, existe una única transformación lineal,
γU,V,W ∈ Hom((U ⊗ V )⊗W,U ⊗ (V ⊗W )), que hace conmutativo el diagrama

(U ⊗ V )×W
g //

h′

��

U ⊗ (V ⊗W )

(U ⊗ V )⊗W

γU,V,W

66

es decir, γU,V,Wh
′ = g. Nos queda mostrar que γU,V,W es la inversa de θU,V,W , lo cual

haremos mostrando ambas composiciones. Por un lado, para cada generador u⊗ (v ⊗w) ∈
U ⊗ (V ⊗W ), se satisfacen las siguientes igualdades:

(γU,V,W θU,V,W )(u⊗ (v ⊗ w)) = γU,V,W (θU,V,W (u⊗ (v ⊗ w)))
= γU,V,W ((u⊗ v)⊗ w)
= u⊗ (v ⊗ w)
= idU⊗(V⊗W )(u⊗ (v ⊗ w))

es decir, (γU,V,W θU,V,W )(u ⊗ (v ⊗ w)) = idU⊗(V⊗W )(u ⊗ (v ⊗ w)), de donde se sigue que
γU,V,W θU,V,W = idU⊗(V⊗W ). Por otro lado, para cada generador (u⊗v)⊗w ∈ (U⊗V )⊗W ,
se tiene que

(θU,V,W γU,V,W )((u⊗ v)⊗ w) = θU,V,W (γU,V,W ((u⊗ v)⊗ w))
= θU,V,W (u⊗ (v ⊗ w))
= (u⊗ v)⊗ w
= id(U⊗V )⊗W ((u⊗ v)⊗ w)

es decir, (θU,V,W γU,V,W )((u⊗ v)⊗w) = id(U⊗V )⊗W ((u⊗ v)⊗w), de donde obtenemos que
θU,V,W γU,V,W = id(U⊗V )⊗W , en consecuencia, γU,V,W es inversa de θU,V,W y por consiguien-
te, θU,V,W es isomorfismo.

2) Sean U,U ′, V, V ′,W,W ′ ∈ Obj(VecF ), T ∈ Hom(U,U ′), S ∈ Hom(V, V ′) y R ∈
Hom(W,W ′). Debemos mostrar que el diagrama

U ⊗ (V ⊗W )
θV,W,Z //

T⊗(S⊗R)

��

(U ⊗ V )⊗W

(T⊗S)⊗R
��

U ′ ⊗ (V ′ ⊗W ′)
θV ′,W ′,Z′

// (U ′ ⊗ V ′)⊗W ′

es conmutativo, o sea, debemos mostrar que ((T ⊗S)⊗R)θV,W,Z = θV ′,W ′,Z′(T ⊗ (S⊗R)).
Como de costumbre, se mostrará evaluando ambas igualdades en un generador arbitrario de
U ⊗ (V ⊗W ) y comparando. Tomemos un generador cualquiera u⊗ (v⊗w) ∈ U ⊗ (V ⊗W ).
Por un lado, tenemos las siguientes igualdades:

((T ⊗ S)⊗R)θV,W,Z)(u⊗ (v ⊗ w)) = ((T ⊗ S)⊗R)(θV,W,Z(u⊗ (v ⊗ w)))
= ((T ⊗ S)⊗R)((u⊗ v)⊗ w)
= ((T ⊗ S)(u⊗ v))⊗R(w)
= (T (u)⊗ S(v))⊗R(w)
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es decir, ((T ⊗S)⊗R)θV,W,Z)(u⊗ (v⊗w)) = (T (u)⊗S(v))⊗R(w). Por otro lado, se tiene
que

(θV ′,W ′,Z′(T ⊗ (S ⊗R)))(u⊗ (v ⊗ w)) = θV ′,W ′,Z′((T ⊗ (S ⊗R))(u⊗ (v ⊗ w)))
= θV ′,W ′,Z′(T (u)⊗ ((S ⊗R)(v ⊗ w)))
= θV ′,W ′,Z′(T (u)⊗ (S(v)⊗R(w)))
= (T (u)⊗ S(v))⊗R(w)

es decir, (θV ′,W ′,Z′(T ⊗ (S ⊗ R)))(u ⊗ (v ⊗ w)) = (T (u) ⊗ S(v)) ⊗ R(w). Al comparar las
igualdades de ambas composiciones, se tiene lo que se buscaba.

Comportamiento del tensor de las sumas directas

Teorema 3.2.11. Sean F un campo, V ∈ Obj(VecF ) y {Wi}i∈I una familia de espacios vectoriales
sobre F . Entonces:

1) Existe un isomorfismo

σ : V ⊗
(⊕

i∈IWi

)
→

⊕
i∈I(V ⊗Wi)

definido en generadores por

σ(v ⊗ (wi)i∈I) = (v ⊗ wi)i∈I .

2) El isomorfismo dado en 1), es natural en el siguiente sentido: si {Zi}i∈I es otra familia de
espacios vectoriales sobre F y {Ti :Wi → Zi}i∈I una familia de transformaciones lineales,
entonces el diagrama

V ⊗
(⊕

i∈IWi

) idV ⊗T //

σ

��

V ⊗
(⊕

i∈I Zi
)

σ′

��⊕
i∈I(V ⊗Wi)

T̂ //⊕
i∈I(V ⊗ Zi)

es conmutativo, es decir, σ′(idV ⊗ T ) = T̂ σ, donde T =
⊕

i∈I Ti y T̂ =
⊕

i∈I(idV ⊗ Ti).

Demostración.

1) Definamos la función

f : V ⊗
⊕

i∈IWi →
⊕

i∈I(V ⊗Wi)
(v, (wi)i∈I) 7→ (v ⊗ wi)i∈I .

Notemos que f está bien definida, pues si (wi)i∈I ∈
⊕

i∈IWi, entonces wi = 0Wi , para casi
toda i ∈ I, en consecuencia, v ⊗ wi = 0V⊗Wi , para casi toda i ∈ I, lo que implica que
(v ⊗ wi)i∈I ∈

⊕
i∈I(V ⊗Wi). Ahora veamos que f es bilineal:

(Aditividad respecto al primer argumento): Sean v, v′ ∈ V , (wi)i∈I ∈
⊕

i∈IWi. Luego,
se tiene lo siguiente:

f(v + v′, (wi)i∈I) = ((v + v′)⊗ wi)i∈I
= (v ⊗ wi + v′ ⊗ wi)i∈I
= (v ⊗ wi)i∈I + (v′ ⊗ wi)i∈I
= f(v, (wi)i∈I) + f(v′, (wi)i∈I)

es decir, f(v + v′, (wi)i∈I) = f(v, (wi)i∈I) + f(v′, (wi)i∈I).
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(Aditividad respecto al segundo argumento): Sean v ∈ V , (wi)i∈I , (w
′
i)i∈I ∈

⊕
i∈IWi.

Se tienen las siguientes igualdades:

f(v, (wi)i∈I + (w′
i)i∈I) = f(v, (wi + w′

i)i∈I)
= (v ⊗ (wi + w′

i))i∈I
= (v ⊗ wi + v ⊗ w′

i)i∈I
= (v ⊗ wi)i∈I + (v ⊗ w′

i)i∈I
= f(v, (wi)i∈I) + f(v, (w′

i)i∈I)

es decir, f(v, (wi)i∈I + (w′
i)i∈I) = f(v, (wi)i∈I) + f(v, (w′

i)i∈I).

(Homogeneidad en ambos argumentos): Sean c ∈ F , v ∈ V y (wi)i∈I ∈
⊕

i∈IWi. Por
un lado, tenemos:

f(cv, (wi)i∈I) = ((cv)⊗ wi)i∈I
= (c(v ⊗ wi))i∈I
= c(v ⊗ wi)i∈I
= cf(v, (wi)i∈I)

es decir, f(cv, (wi)i∈I) = cf(v, (wi)i∈I), de donde se sigue la homogeneidad en el
primer argumento. Por otro lado, se tiene que

f(v, c(wi)i∈I) = f(v, (cwi)i∈I)
= (v ⊗ (cwi))i∈I
= (c(v ⊗ wi))i∈I
= c(v ⊗ wi)i∈I
= cf(v, (wi)i∈I)

es decir, f(v, c(wi)i∈I) = cf(v, (wi)i∈I) y aśı se establece la homogeneidad en el se-
gundo argumento.

Al ser f una función bilineal, por la Propiedad universal del producto tensorial, existe una
única transformación lineal, σ ∈ Hom

(
V ⊗

(⊕
i∈IWi

)
,
⊕

i∈I(V ⊗Wi)
)
, que hace conmu-

tativo el diagrama

V ×
(⊕

i∈IWi

) f //

h

��

⊕
i∈I(V ⊗Wi)

V ⊗
(⊕

i∈IWi

) σ

66

es decir, σh = f , donde h : V ×
(⊕

i∈IWi

)
→ V ⊗

(⊕
i∈IWi

)
es la función bilineal asociada

a V ⊗
(⊕

i∈IWi

)
. Notemos que para cada v ∈ V , (wi)i∈I ∈

⊕
i∈IWi, se tiene que

σ(v ⊗ (wi)i∈I) = σ(h(v, (wi)i∈I))
= (σh)(v, (wi)i∈I)
= f(v, (wi)i∈I)
= (v ⊗ wi)i∈I

es decir, σ(v ⊗ (wi)i∈I) = (v ⊗ wi)i∈I . Aśı, tenemos que σ es una transformación lineal
con la propiedad deseada, falta ver que es isomorfismo, para eso vamos, a construir una
transformación lineal inversa para σ. Consideremos para cada k ∈ I, la k-ésima inclusión

ιk : Wi →
⊕

i∈IWi

wk 7→ (xi)i∈I

donde xk = wk y xi = 0Wk
, si i ̸= k. Al aplicar el funtor V ⊗ : VecF → VecF a cada ιk,

tenemos que (V ⊗ )(ιk) = idV ⊗ιk ∈ Hom
(
V ⊗Wk, V ⊗

(⊕
i∈IWi

))
. Luego, tenemos que
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{idV ⊗ ιi : V ⊗Wi → V ⊗
(⊕

i∈IWi

)
}i∈I es una familia de transformaciones lineales, por

la Propiedad universal de la suma directa externa, existe una única transformación lineal,
τ ∈ Hom

(⊕
i∈I(V ⊗Wi), V ⊗

(⊕
i∈IWi

))
, que hace conmutativo el diagrama

V ⊗Wk
idV ⊗ιk//

ι′k

��

V ⊗
(⊕

i∈IWi

)
⊕

i∈I(V ⊗Wi)

τ

66

es decir, τι′k = idV ⊗ιk, para cada k ∈ I. Notemos que para cada (v⊗wi)i∈I ∈
⊕

i∈I(V ⊗Wi),
se cumple que

τ((v ⊗ wi)i∈I) = τ
(∑

i∈I ι
′
i(v ⊗ wi)

)
=

∑
i∈I τ(ι

′
i(v ⊗ wi))

=
∑
i∈I(τι

′
i)(v ⊗ wi)

=
∑
i∈I(idV ⊗ ιi)(v ⊗ wi)

=
∑
i∈I(v ⊗ ιi(wi))

= v ⊗
(∑

i∈I ιi(wi)
)

= v ⊗ (wi)i∈I

es decir, τ((v ⊗ wi)i∈I) = v ⊗ (wi)i∈I . Usando lo anterior vamos a mostrar que τ es la
transformación lineal inversa de σ, lo cual se hará evaluando ambas composiciones en gene-
radores arbitrarios de los respectivos productos tensoriales. Tomemos primero un generador
v ⊗ (wi)i∈I ∈ V ⊗

(⊕
i∈IWi

)
. Entonces, se satisfacen las siguientes igualdades:

(τσ)(v ⊗ (wi)i∈I) = τ(σ(v ⊗ (wi)i∈I))
= τ(σ(v ⊗ (wi)i∈I))
= τ((v ⊗ wi)i∈I)
= v ⊗ (wi)i∈I
= idV⊗(

⊕
i∈I Wi)(v ⊗ (wi)i∈I)

es decir, (τσ)(v ⊗ (wi)i∈I) = idV⊗(
⊕

i∈I Wi)(v ⊗ (wi)i∈I). Aśı, se sigue que τσ =

idV⊗(
⊕

i∈I Wi). Ahora, si tomamos (v ⊗ wi)i∈I ∈
⊕

i∈I(V ⊗Wi), se tiene lo siguiente:

(στ)((v ⊗ wi)i∈I) = σ(τ((v ⊗ wi)i∈I)
= σ(v ⊗ (wi)i∈I)
= (v ⊗ wi)i∈I
= id⊕

i∈I(V⊗Wi)((v ⊗ wi)i∈I)

es decir, (στ)((v ⊗ wi)i∈I) = id⊕
i∈I(V⊗Wi)((v ⊗ wi)i∈I), de donde se tiene que στ =

id⊕
i∈I(V⊗Wi). De lo anterior, se tiene que τ es la transformación lineal inversa de σ y

en consecuencia, σ es ismorfismo.

2) Ahora, tomemos otra familia de espacios vectoriales sobre F {Zi}i∈I y una familia de
transformaciones lineales {Ti :Wi → Zi}i∈I . Se debe mostrar que el diagrama

V ⊗
(⊕

i∈IWi

) idV ⊗T //

σ

��

V ⊗
(⊕

i∈I Zi
)

σ′

��⊕
i∈I(V ⊗Wi)

T̂ //⊕
i∈I(V ⊗ Zi)

es conmutativo, donde T =
⊕

i∈I Ti y T̂ =
⊕

i∈I(idV ⊗ Ti)i∈I . Esto se probará evaluando

ambas composiciones en un generador cualquiera de V ⊗
(⊕

i∈IWi

)
. Pues tomemos un
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generador v ⊗ (wi)i∈I ∈ V ⊗
(⊕

i∈IWi

)
. Por un lado, se tiene que

(σ′(idV ⊗ T ))(v ⊗ (wi)i∈I) = σ′((idV ⊗ T )(v ⊗ (wi)i∈I))
= σ′(v ⊗ (Ti(wi))i∈I)
= (v ⊗ Ti(wi))i∈I

es decir, (σ′(idV ⊗ T ))(v ⊗ (wi)i∈I) = (v ⊗ Ti(wi))i∈I . Por otro lado, tenemos que

(T̂ σ)(v ⊗ (wi)i∈I) = T̂ (σ(v ⊗ (wi)i∈I))

= T̂ ((v ⊗ wi)i∈I)
= (idV (v)⊗ Ti(wi))i∈I
= (v ⊗ Ti(wi))i∈I

es decir, (T̂ σ)(v ⊗ (wi)i∈I) = (v ⊗ Ti(wi))i∈I . Comparando ambas composiciones, se sigue

que σ′(idV ⊗ T ) = T̂ σ, lo que deseábamos probar.

Corolario 3.2.5. Sea F un campo, {Vi}i∈I una familia en Obj(VecF ) y W ∈ Obj(VecF ). En-
tonces, (⊕

i∈I
Vi

)
⊗W ∼=

⊕
i∈I

(Vi ⊗W ).

Demostración. Usando los isomorfismos de los Teoremas 3.2.9, 3.2.11 y la transitividad de la
relación de isomorfismo, se tiene lo siguiente:(⊕

i∈I Vi
)
⊗W = ∼=W ⊗

(⊕
i∈I Vi

)
∼=

⊕
i∈I(W ⊗ Vi)

∼=
⊕

i∈I(Vi ⊗Wi)

es decir,
(⊕

i∈I Vi
)
⊗W ∼=

⊕
i∈I(Vi ⊗Wi), lo que se deseaba.

Una aplicación del teorema y corolario anterior, es encontrar una base para el producto tensorial
y por consiguiente, su dimensión. Con estos resultados, se encuentra tal base de una manera muy
fácil, a diferencia de la manera tradicional en que se hace.

Teorema 3.2.12. Sea F un campo, V,W ∈ Obj(VecF ) con bases {vi}i∈I y {wj}j∈J , respectiva-
mente. Entonces, {vi ⊗ wj}(i,j)∈I×J es una base de V ⊗W .

Demostración. Por el Teorema 2.2.8, tenemos que V =
⊕

i∈I⟨vi⟩ y W =
⊕

j∈J⟨wj⟩. Ahora,
aplicando el Teorema 3.2.11, el Corolario 3.2.5 y la transitividad de la relación de isomorfismo en
la clase Obj(VecF ), se tiene la siguiente cadena de isomorfismos:

V ⊗W =
(⊕

i∈I⟨vi⟩
)
⊗
(⊕

j∈J⟨wj⟩
)

∼=
⊕

i∈I⟨vi⟩ ⊗
(⊕

j∈J⟨wj⟩
)

∼=
⊕

i∈I
⊕

j∈J⟨vi⟩ ⊗ ⟨wj⟩
∼=

⊕
(i,j)∈I×J⟨vi⟩ ⊗ ⟨wj⟩

∼=
⊕

(i,j)∈I×J⟨vi ⊗ wj⟩

es decir, V ⊗W ∼=
⊕

(i,j)∈I×J⟨vi⊗wj⟩. De aqúı se sigue que {vi⊗wj}(i,j)∈I×J es base de V ⊗W .

Observación 3.2.4. Como una consecuencia inmediata del teorema anterior, se tiene que si F
es un campo, V,W ∈ Obj(VecF ), entonces dim(V ⊗W ) = dim(V )dim(W ) (usando aritmética
cardinal en el caso de dimensión infinita). En particular, si dim(V ) = n y dim(W ) = m, con
n,m ∈ N, entonces dim(V ⊗W ) = nm.
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Ejemplo 3.2.7. Sea F un campo y V ∈ Obj(VecF ) tal que dim(V ) = 2. Consideremos β =
{v1, v2} una base de V . Por la observación anterior, dim(V ⊗ V ) = 4 y γ = {v1 ⊗ v1, v1 ⊗ v2, v2 ⊗
v1, v2⊗v2} es una base para V ⊗V . Al propósito, en V ⊗V , el elemento v1⊗v2+v2⊗v1 no es posible
escribirlo como un generador u⊗v, con u, v ∈ V . Si esto sucede, tenemos que v1⊗v2+v2⊗v1 = u⊗v,
para algunos u, v ∈ V . Como β es base de V , se tiene que u = c1v1 + c2v2 y v = d1v1 + d2v2, para
únicos c1, d1, c2, d2 ∈ F , luego, se tienen las siguientes igualdades:

v1 ⊗ v2 + v2 ⊗ v1 = u⊗ v
= (c1v1 + c2v2)⊗ (d1v1 + d2v2)
= (c1v1)⊗ (d1v1) + (c1v1)⊗ (d2v2) + (c2v2)⊗ (d1v1) + (c2v2)⊗ (d2v2)
= (c1d1)v1 ⊗ v1 + (c1d2)v1 ⊗ v2 + (c2d1)v2 ⊗ v1 + (c2d2)v2 ⊗ v2

es decir, v1⊗v2+v2⊗v1 = (c1d1)v1⊗v1+(c1d2)v1⊗v2+(c2d1)v2⊗v1+(c2d2)v2⊗v2. Comparando
coeficientes, tenemos que c1d1 = c2d2 = 0 y c1d2 = c2d1 = 1, de donde se concluye que 1 = 0, lo
cual es absurdo, ya que F es campo. Por lo tanto, v1 ⊗ v2 + v2 ⊗ v1 no se puede escribir como un
generador.

3.2.3. La adjunción entre Hom y Tensor

Para concluir esta tesis, vamos a probar el teorema de adjunción entre los funtores Hom y
Tensor, aśı como algunas consecuencias que se deducen fácilmente de este hecho.

Teorema 3.2.13 (Adjunción entre Hom y Tensor). Sea F un campo y V ∈ Obj(VecF ). Entonces,
( ⊗ V ) ⊣ Hom(V, ), esto es, para cada U,W ∈ Obj(VecF ), existe un isomorfismo natural

ΦU,V,W : Hom(U ⊗ V,W ) → Hom(U,Hom(V,W )).

Demostración. Sean V,W ∈ Obj(VecF ). Definamos

ΦU,V,W : Hom(U ⊗ V,W ) → Hom(U,Hom(V,W ))
T 7→ ΦU,V,W (T )

donde ΦU,V,W (T ) lo definimos por

ΦU,V,W (T ) : U → Hom(V,W )
u 7→ ΦU,V,W (T )(u)

y a su vez, definimos a ΦU,V,W (T )(u) por

ΦU,V,W (T )(u) : V → W
v 7→ T (u⊗ v).

Es claro que ΦU,V,W está bien definida. Vamos a ver ahora que ΦU,V,W es una transformación
lineal, para eso tomemos c ∈ F , T, S ∈ Hom(U ⊗ V,W ). Luego, para cada u ∈ U y para cada
v ∈ V , tenemos lo siguiente:

ΦU,V,W (T + cS)(u)(v) = (T + cS)(u⊗ v)
= T (u⊗ v) + (cS)(u⊗ v)
= T (u⊗ v) + cS(u⊗ v)
= ΦU,V,W (T )(u)(v) + cΦU,V,W (S)(u)(v)

es decir, ΦU,V,W (T + cS)(u)(v) = ΦU,V,W (T )(u)(v) + cΦU,V,W (S)(u)(v), esto para cada u ∈ U y
v ∈ V . En consecuencia, ΦU,V,W (T + cS) = ΦU,V,W (T ) + cΦU,V,W (S), lo cual sucede para cada
c ∈ F , T, S ∈ Hom(U ⊗ V,W ), con lo que queda probada la linealidad.
Ahora, veamos que ΦU,V,W es monomorfismo, para eso tomemos T ∈ Ker(ΦU,V,W ). Luego,
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ΦU,V,W (T ) = 0, en consecuencia, T (u ⊗ v) = 0, para cada u ∈ U , v ∈ V . Aśı, si y ∈ U ⊗ V ,
entonces y =

∑
i∈I ci(vi ⊗ wi), con ci ∈ F , para cada i ∈ I, donde I es algún conjunto finito. Por

consiguiente, se tienen las siguientes igualdades:

T (y) = T
(∑

i∈I ci(vi ⊗ wi)
)

=
∑
i∈I ciT (vi ⊗ wi)

= 0

es decir, T (y) = 0. Dado que esto ocurre para cada y ∈ U ⊗ V , se tiene que T = 0. De ah́ı que
Ker(ΦU,V,W ) = {0}.
Veamos ahora que ΦU,V,W es suprayectiva. Tomemos θ ∈ Hom(U,Hom(V,W )). Por lo realizado
en la demostración del Teorema 3.2.2, tenemos que la función

g : U ⊗ V → W
(u, v) 7→ θ(u)(v).

es bilineal. Aplicando la Propiedad universal del producto tensorial, existe una única transformación
lineal, T ∈ Hom(U ⊗ V,W ), que hace conmutativo el diagrama

U × V
g //

h

��

W

U ⊗ V

T

;;

es decir, Th = g, donde h : V ×W → V ⊗W es la función bilineal asociada a V ⊗W . Entonces,
para cada generador u⊗ v ∈ U ⊗ V , se cumple que

T (u⊗ v) = T (h(u, v))
= (Th)(u, v)
= g(u, v)
= θ(u)(v)

es decir, T (u ⊗ v) = θ(u)(v). En consecuencia, ΦU,V,W (T )(u)(v) = θ(u)(v), para cada u ∈ U y
v ∈ V . Aśı, se tiene que ΦU,V,W (T ) = θ y de esta forma se establece la suprayectividad de ΦU,V,W .
Como ΦU,V,W es monomorfismo y epimorfismo, se tiene que es isomorfismo.
Para ver la naturalidad, tomemos U,U ′,W,W ′ ∈ Obj(VecF ), T ∈ Hom(U ′, U) y S ∈
Hom(W,W ′). Debemos mostrar que el diagrama

Hom(U ⊗ V,W )
ΦU,V,W //

S (T⊗idV )

��

Hom(U,Hom(V,W ))

S⋆ T

��
Hom(U ′ ⊗ V,W ′)

ΦU′,V,W ′
// Hom(U ′, Hom(V,W ′))

es conmutativo, donde (S (T ⊗ idV ))(η) = Sη(T ⊗ idV ), para cada η ∈ Hom(U ⊗ V,W ) y
(S⋆ T )(θ) = S⋆θT , para cada θ ∈ Hom(U,Hom(V,W )). Tomemos η ∈ Hom(U⊗V,W ). Entonces,
por un lado tenemos que

((S⋆ T )ΦU,V,W )(η) = (S⋆ T )(ΦU,V,W (η))
= S⋆ΦU,V,W (η)T

es decir, (S⋆ T )ΦU,V,W )(η) = S⋆ΦU,V,W (η)T . Por otro lado, tenemos que

(ΦU ′,V,W ′(S (T ⊗ idV )))(η) = ΦU ′,V,W ′((S (T ⊗ idV ))(η))
= ΦU ′,V,W ′(Sη(T ⊗ idV ))
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es decir, (ΦU ′,V,W ′(S (T ⊗ idV )))(η) = ΦU ′,V,W ′(Sη(T ⊗ idV )). Ahora bien, tomemos u′ ∈ U ′ y
v ∈ V , luego, por una parte, se tiene que

[S⋆ΦU,V,W (η)T ](u′)(v) = [(S⋆ΦU,V,W (η)T )(u′)](v)
= [(S⋆ΦU,V,W (η))(T (u′))](v)
= [S⋆(ΦU,V,W (η)(T (u′)))](v)
= [SΦU,V,W (η)(T (u′))](v)
= S(ΦU,V,W (η)(T (u′))(v))
= S(η(T (u′)⊗ v))

es decir, [S⋆ΦU,V,W (η)T ](u′)(v) = S(η(T (u′)⊗ v)). Por otra parte, tenemos que

ΦU ′,V,W ′(Sη(T ⊗ idV ))(u
′)(v) = (Sη(T ⊗ idV ))(u

′ ⊗ v)
= (Sη)(T (u′)⊗ v)
= S(η(T (u′)⊗ v))

es decir, ΦU ′,V,W ′(Sη(T ⊗ idV ))(u
′)(v) = S(η(T (u′) ⊗ v)). Aśı las cosas, hemos visto que

[S⋆ΦU,V,W (η)T ](u′)(v) = ΦU ′,V,W ′(Sη(T ⊗ idV ))(u
′)(v) y como esto sucede para cada u′ ∈

U ′ y v ∈ V , se tiene que S⋆ΦU,V,W (η)T = ΦU ′,V,W ′(Sη(T ⊗ idV )), pero esto muestra que
((S⋆ T )ΦU,V,W )(η) = (ΦU ′,V,W ′(S (T ⊗ idV )))(η), lo cual ocurre para cada η ∈ Hom(U ⊗ V,W ),
en consecuencia, (S⋆ T )ΦU,V,W = ΦU ′,V,W ′(S (T ⊗ idV )), que es precisamente lo que estábamos
buscando.

Ejemplo 3.2.8. Consideremos F un campo, V y W espacios vectoriales sobre el campo F . Recor-
demos que V ⋆ = Hom(V, F ) y W ⋆ = Hom(W,F ), entonces, usando el teorema anterior se tiene
que

(V ⊗W )⋆ = Hom(V ⊗W,F )
∼= Hom(V,Hom(W,F ))
= Hom(V,W ⋆)

es decir, (V ⊗W )⋆ ∼= Hom(V,W ⋆). En palabras, el espacio dual de V ⊗W , es isomorfo de manera
natural al espacio de las transformaciones lineales cuyo dominio es V y cuyo contradominio es el
espacio dual de W .

Ejemplo 3.2.9. Sea F un campo, U,W ∈ Obj(VecF ) y {Vi}i∈I una familia en Obj(VecF ). Luego,
usando el teorema anterior y el Teorema 3.1.8, tenemos lo siguiente:

Hom
(
U ⊗

(⊕
i∈I Vi

)
,W
) ∼= Hom

(
U,Hom

(⊕
i∈I Vi,W

))
∼= Hom

(
U,
∏
i∈I Hom(Vi,W )

)
∼=

∏
i∈I Hom(U,Hom(Vi,W ))

es decir, Hom
(
U ⊗

(⊕
i∈I Vi

)
,W
) ∼=∏i∈I Hom(U,Hom(Vi,W )). Cuando I es un conjunto finito,

se tiene que Hom
(
U ⊗

(⊕
i∈I Vi

)
,W
) ∼=⊕i∈I Hom(U,Hom(Vi,W )).

Corolario 3.2.6. Sea F un campo, U, V,W ∈ Obj(VecF ). Entonces,

Bil(U × V,W ) ∼= Hom(U ⊗ V,W ).

Demostración. Por el Teorema 3.2.2, tenemos que Bil(U × V,W ) ∼= Hom(U,Hom(V,W )) y por
el Teorema 3.2.13, Hom(U ⊗ V,W ). Aplicando la transitividad de la relación de isomorfismo en
Obj(VecF ), tenemos que Bil(U × V,W ) ∼= Hom(U ⊗ V,W ).

Ejemplo 3.2.10. Sea F un campo, V,W ∈ Obj(VecF ). Por el corolario anterior, tenemos que
Bil(V ×W,F ) ∼= Hom(V ⊗W,F ), pero Hom(V ⊗W,F ) = (V ⊗W )⋆, por lo que Bil(V ×W,F ) ∼=
(V ⊗W )⋆. En palabras, el espacio de las formas bilineales de V ×W es isomorfo al espacio dual
de V ⊗W .
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Corolario 3.2.7. Sea F un campo, U, V,W ∈ Obj(VecF ). Entonces, dim(Hom(U ⊗ V,W )) =
dim(Hom(U,Hom(V,W )).

Demostración. Es inmediato a partir del Teorema 3.2.13 y el Teorema fundamental del álgebra
lineal.

Ejemplo 3.2.11. Sea F un campo, U, V,W ∈ Obj(VecF ) con dimensiones n, m y p, respecti-
vamenta, donde n,m, p ∈ N \ {0}. Luego, tenemos que dim(U ⊗ V ) = dim(U)dim(W ) = nm.
Entonces tenemos que Hom(U ⊗ V,W ) ∼= M(nm)×p(F ). Pero por el Teorema 3.2.13, se tie-
ne que Hom(U ⊗ V,W ) ∼= Hom(U,Hom(V,W )), además dim(Hom(V,W )) = mp, por lo que
Hom(U,Hom(V,W )) ∼= Mn×(mp)(F ). De esta manera, se concluye que Hom(U ⊗ V,W ) ∼=
M(nm)×p(F ) y Hom(U ⊗ V,W ) ∼= Mn×(mp)(F ), lo que nos permite usar uno u otro espacio,
según nos convenga.
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Conclusiones

Podemos considerar a los espacios vectoriales sobre cierto campo F como una categoŕıa, a la
que nosostros le llamamos VecF , la cual consta de los espacios vectoriales como objetos y las
transformaciones lineales entre ellos como las flechas o morfismos. Viendo a los espacios vectoriales
desde este punto de vista, podemos definir funtores de ésta a cualquier otra categoŕıa. Nosotros
expusimos dos funtores de la categoŕıa VecF es śı misma, estos son, el funtor Hom, tanto cova-
riante como contravariante y el funtor Tensor. Estos funtores nos permiten construir objetos más
complejos porque desde luego, no es lo mismo un espacio vectorial simple, que las transformacio-
nes lineales que tienen como dominio o contradominio a cierto espacio vectorial, que es lo que se
obtiene con el funtor Hom en objetos; no es lo mismo una transformación lineal entre dos espacios
vectoriales, que composiciones de transformaciones lineales, lo cual se obtiene con los morfismos
entre los objetos que se construyen con el funtor Hom. Ahora, si hablamos del Tensor, obtenemos
objetos todav́ıa más complejos, pues en este caso hay de por medio una función bilineal asociada,
¿o no?. Sin embargo, lo interesante de estos funtores en la categoŕıa de espacios vectoriales es que
los nuevos objetos, pese a que como se dijo: son más complejos, se quedan dentro de la misma
categoŕıa, situación que no sucede en otras categoŕıas, por ejemplo en la categoŕıa R−Mod, que
son objetos parecidos a los espacios vectoriales pero el conjunto de escalares es un anillo; aunque
en esta tesis no se expuso nada al respecto, no se descarta una investigación a futuro sobre el tema
y se pueden consultar más detalles acerca del mismo en [4] y [6]. Regresando al caso de los espacios
vectoriales, los funtores que mencionamos nos permiten obtener propiedades de una manera más
sencilla sobre estos nuevos objetos, comparado con la que manera en que normalmente se hace,
estas propiedades son respecto a las bases, la dimensión, entre otras cuestiones de interés.
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Apéndice A

Conjuntos

A.1. Axiomas de la teoŕıa de conjuntos

A.1.1. Axiomas principales

Axioma A.1.1 (De existencia). Existe un conjunto que no tiene elementos.
Este conjunto es único, se conoce como el conjunto vaćıo y se denota por ∅.

Axioma A.1.2 (De extensión). Dos conjuntos A y B son iguales si tienen los mismos elementos.

Axioma A.1.3 (De especificación). Si p(x) es una propiedad y A es un conjunto, podemos formar
el conjunto:

B = {x ∈ A | p(x)}.

Este conjunto es único y se conoce como el conjunto de los elementos de A que tienen la propiedad
p.

Axioma A.1.4 (Del par). Si A y B son conjuntos, podemos formar el conjunto {A,B}.

Axioma A.1.5 (De la unión). Para cualquier conjunto A, existe un conjunto B tal que x ∈ B si
y solo si x ∈ X para algún X ∈ A.
Este conjunto es único y se conoce como la unión de A y se denota por

⋃
A, es decir, B =

⋃
A.

Axioma A.1.6 (De regularidad). En cada conjunto no vaćıo A, existe u ∈ A tal que u y A no
tienen elementos en común, es decir, para cualquier x, si x ∈ A, entonces x /∈ u.

Axioma A.1.7 (De las partes). Para cualquier conjunto X, existe el conjunto de los subconjuntos
de X.
Este conjunto se conoce como el conjunto potencia de X y se denota por P(X).

Axioma A.1.8 (Del infinito). Existe un conjunto infinito.

A.1.2. Axioma de elección

El Axioma de elección es de gran importancia dentro de la teoŕıa de conjuntos y se aplica
en diversas áreas de las matemáticas, antes de enunciarlo procederemos a definir el concepto de
Función de elección o selectora.

Definición A.1.1 (Función de elección). Sea A un conjunto. Una función de elección o selectora
es una función f : P(A) \ {∅} → A tal que para cada X ∈ P(A) \ {∅}, f(X) ∈ X.
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Ejemplo A.1.1. Consideremos el conjunto X = {a, b, c}, luego, la función definida por:

f : P(X) \ {∅} → X
{a} 7→ a
{b} 7→ b
{c} 7→ c
{a, b} 7→ a
{a, c} 7→ a
{b, c} 7→ c
{a, b, c} 7→ a

es una función de elección.

Axioma A.1.9 (De elección). Todo conjunto no vació tiene una función de elección.

El siguiente teorema nos presenta una serie de afirmaciones equivalentes al Axioma de Elección.

Teorema A.1.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) Axioma de elección.

2) Si A es una familia no vaćıa de conjuntos no vaćıos y ajenos dos a dos, es decir, para cada
A,B ∈ A, si A ̸= B, entonces A ∩B = ∅, entonces existe un conjunto B tal que para todo
A ∈ A, A ∩B tiene un solo elemento.

3) Toda función suprayectiva tiene una inversa derecha.

4) Si {Ai}i∈I es una familia indexada de conjuntos tal que Ai ̸= ∅, para cada i ∈ I y para
cada i, j ∈ I, si i ̸= j, Ai ∩ Aj = ∅, entonces existe B ⊆

⋃
i∈I Ai tal que B ∩ Ai tiene un

único elemento, para cada i ∈ I.

5) Si {Ai}i∈I es una familia indexada de conjuntos no vaćıos, entonces existe una función
f : I →

⋃
i∈I Ai tal que para cada i ∈ I, f(i) ∈ Ai.

6) Si {Ai}i∈I es una familia indexada de conjuntos no vaćıos, entonces
∏
i∈I Ai ̸= ∅.

7) Si F : X → P(Y ) \ {∅} es una función, entonces existe una función f : X → Y tal que
f(x) ∈ F (x), para cada x ∈ X.

La demostración detallada del teorema anterior se puede consultar en [3]. A continuación se
enuncian algunos teoremas dentro de las matemáticas que utilizan el Axioma de Elección para que
tengan sentido, pues de otra manera seŕıa imposible su existencia.

Teorema A.1.2 (Lema de Zorn). Todo COPO no vaćıo en el que toda cadena tiene una cota
superior, tiene al menos un elemento máximo.

Teorema A.1.3 (Existencia de bases en espacios vectoriales). Todo espacio vectorial tiene base.

La demostración del teorema anterior se encuentra en el Caṕıtulo 1 de esta tesis.

Teorema A.1.4 (Teorema de Krull). Todo anillo con uno distinto de cero tiene al menos un ideal
máximo.

Teorema A.1.5 (Equivalencia de continuidad por sucesiones). Una función f : (a, b) → R es
cont́ınua en un punto x0 ∈ (a, b) si y solo si para cada sucesión {xn}n∈N en (a, b) tal que xn −→ x0
se tiene que f(xn) −→ f(x0).

Teorema A.1.6. Existen subconjuntos de R no medibles según Lesbegue.

Teorema A.1.7 (Teorema de Nielson-Scheir). Todo subgrupo de un grupo libre es un grupo libre.

Teorema A.1.8. Todo campo tiene única clausura algebraica salvo isomorfismos.

Para información más detallada sobre las propiedades comentadas anteriormente y otras más
de la Teoŕıa de Conjuntos se puede consultar [3].
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A.2. Ordinales

A.2.1. Conceptos preliminares

Definición A.2.1. Sea A un conjunto y ≤ una relación en A. Decimos que ≤ es una relación de
orden parcial si es:

Reflexiva: Para cada a ∈ A, a ≤ a.

Antisimétrica: Para cada a, b ∈ A, si a ≤ b y b ≤ a, entonces a = b.

Transitiva: Para cada a, b, c ∈ A, si a ≤ b y b ≤ c entonces a ≤ c.

En este caso se dice que el par (A,≤) es un Conjunto Parcialmente Ordenado, lo cual se abrevia
como COPO.

Ejemplo A.2.1. Si X es un conjunto, entonces (P(X),⊆) es un COPO.

Definición A.2.2. Sea (A,≤) un COPO y B ⊆ A.

1) Un elemento u ∈ A es una cota superior para B si para cada b ∈ B, b ≤ u.
Denotamos U(B) = {u ∈ A | u es cota superior de B}.

2) Un elemento l ∈ A es una cota inferior de B si para cada b ∈ B, l ≤ b.
Denotamos L(B) = {l ∈ A | l es cota inferior de B}.

3) Un elemento M ∈ B es mayor de B si para cada b ∈ B, b ≤M .

4) Un elemento m ∈ B es menor de B si para cada b ∈ B, m ≤ b.

5) Un elemento s ∈ A es supremo de B si es menor de U(B).

6) Un elemento i ∈ A es ı́nfimo de B si es mayor de L(B).

Observación A.2.1. Si (A,≤) es un COPO y B ⊆ A, debido a la antisimetŕıa de ≤, es fácil ver
que si existe el supremo de B ó ı́nfimo de B, éste es único, por lo que lo denotamos por sup(B) ó
ı́nf(B), según el caso.
De igual forma, cuando existe el mayor o menor de B, éste es único, por lo cuál se denota por
mayor(B) ó menor(B), según el caso.

Definición A.2.3. Sea (A,≤) un COPO.

1) Un elemento x ∈ A es máximo si no existe y ∈ A tal que x ≤ y y x ̸= y.
Otra manera de decir que x es máximo en A es: si x ≤ y e y ∈ A, entonces x = y.

2) Un elemento z ∈ A es mı́nimo si no existe w ∈ A tal que w ≤ z y z ̸= w.
Otra manera de decir que z es mı́nimo en A es: si w ≤ z y w ∈ A, entonces z = w.

Definición A.2.4. Sea (A,≤) un COPO no vaćıo y x, y ∈ A. Decimos que x e y son comparables
si x ≤ y ó y ≤ x.

Definición A.2.5. Sea (A,≤) un COPO. Decimos que A es linealmente ordenado si cualesquiera
dos elementos en A son comparables.

Ejemplo A.2.2. (R,≤), donde ≤ es el orden usual en los reales es un conjunto linealmente
ordenado.

Definición A.2.6. Si (A,≤) es un COPO y C ⊆ A, decimos que C es una cadena de A si (C,≤)
es un conjunto linealmente ordenado.
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Un teorema importante que relaciona estos últimos conceptos es el Lema de Zorn, el cuál
enunciamos a continuación.

Teorema A.2.1 (Lema de Zorn). Todo COPO no vaćıo en el que toda cadena tiene una cota
superior, tiene al menos un elemento máximo.

Definición A.2.7 (Buen orden). Sea (A,≤) un conjunto linealemente ordenado. Decimos que ≤
es un buen orden en A si cada B ⊆ A, con B ̸= ∅ tiene un elemento menor.
En este caso al par (A,≤) le llamaremos conjunto bien ordenado y por comodidad, siempre que no
haya lugar a confusión al orden inducido se dirá simplemente que A es un conjunto bien ordenado.

Ejemplo A.2.3. (N,≤) es un conjunto bien ordenado.

Ejemplo A.2.4. El conjunto de los enteros Z no está bien ordenado, ya que Z− =
{. . . ,−3,−2,−1} ⊆ Z, Z− ̸= ∅ pero no tiene un elemento menor.

Definición A.2.8 (Conjunto transitivo). Un conjunto X es transitivo si Z ∈ Y ∈ X implica que
Z ∈ X.

Proposición A.2.1. Sea X un conjunto. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) X es transitivo.

2) Si Y ∈ X entonces Y ⊆ X.

A.2.2. Introducción a los números ordinales

El objetivo de introducir los números cardinales es generalizar el método conjuntista utilizado
para la construcción de los números naturales, en el cuál, un objeto es un número natural si
es un conjunto transitivo, bien ordenado por la relación de pertenencia restringida y cualquier
subconjunto no vaćıo tiene un elemento máximo con respecto a este orden. En este caso, si n es
un número natural se tiene que n = {0, 1, 2, . . . , n− 1}. Si denotamos

ω = {0, 1, 2, . . . , n, n+ 1, . . .},

podemos pensar que ω es el primer “número” más grande que cualquier número natural. Llegando
a este ĺımite, la operación de sucesor puede ser utilizada para generar “números” posteriores a ω
de la siguiente forma:

S(ω) = ω ∪ {ω} = {0, 1, 2, . . . , n, . . . , ω}
S(S(ω)) = S(ω) ∪ {S(ω)} = {0, 1, 2, . . . , n, . . . , ω, S(ω)}

...
etc.

Si denotamos S(ω) = ω + 1, tenemos:

S(ω) = ω + 1
S(S(ω)) = (ω + 1) + 1 = ω + 2

...
etc.

Ahora, tenemos una sucesión 0, 1, . . . , ω, ω+1, ω+2, ω+3, . . . , ω+n, . . ., para todo número natural
n.
Un número más grande que todo ω+n podemos considerarlo como el conjunto de todos los números
más pequeños:

ω · 2 = ω + ω = {0, 1, 2, . . . , ω, ω + 1, . . . , ω + n, . . .}
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continuando con este proceso hasta n tenemos:

ω · n = {0, 1, 2, . . . , ω, . . . , ω · 2, . . . , ω · (n− 1), ω · (n− 1) + 1, . . .}

con lo cual podemos llegar hasta:

ω · ω = {0, 1, 2, . . . , ω, . . . , ω · n, . . . , ω · (n+ 1), . . .}.

Los conjuntos generados por este razonamiento cumplen casi todas las propiedades necesarias para
la definición de número natural. Son transitivos y están linealmente ordenados por ∈, esto es, x ∈ y
implica que x ⊆ y. Ahora, si x, y ∈ z, entonces tenemos que:

x < y si y solo si x ∈z y

es un orden lineal.

A.2.3. Conceptos de números ordinales

Con la pequeña introducción dada anteriormente estamos en condiciones de dar la definición
de número ordinal.

Definición A.2.9 (Número ordinal). Sea x un conjunto. Diremos que x es un número ordinal si:

1) x es transitivo.

2) x está bien ordenado por ∈x.

Los números ordinales suelen ser denotados por las primeras letras minúsculas del alfabeto
griego, tales como α, β, γ, etc.
La siguiente proposición nos garantiza la existencia de números ordinales que no son naturales.

Proposición A.2.2. Los números naturales son números ordinales y hay un número ordinal que
no es un número natural, a saber ω.

Definición A.2.10. El conjunto ω dado por la proposición anterior se conoce como N, que es
precisamente el conjunto de los números naturales.

A continuación se da una proposición que nos encamina a definir un sucesor de un número
ordinal.

Proposición A.2.3. Si α es un número ordinal, entonces α∪{α} también es un número ordinal.

Definición A.2.11. Sea α un número ordinal. El sucesor de α se define por α∪{α}. Este elemento
es denota por S(α) ó α+ 1, es decir:

S(α) = α+ 1 = α ∪ {α}.

Definición A.2.12. Un número ordinal α es llamado ordinal sucesor si existe un ordinal β tal
que α = β + 1.
Cuando α no es un ordinal sucesor se dice que es un ordinal ĺımite.

Ejemplo A.2.5. ∅ es un ordinal ĺımite, ya que no es sucesor de ningún ordinal.

Ejemplo A.2.6. Cualquier número natural diferente de cero siempre es un ordinal sucesor, pues
siempre es sucesor de algún ordinal, a saber un número natural.

Ejemplo A.2.7. Los números ω, ω · 2, . . . , ω · ω son ordinales ĺımite.
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Los siguientes lemas nos encaminan a ordenar a los ordinales.

Lema A.2.1. Cualquier elemento de un número ordinal es un número ordinal.

Lema A.2.2. Si α es un número ordinal, entonces α /∈ α. Si α y β son dos números ordinales,
no se puede cumplir simultáneamente que α ∈ β y β ∈ α.

Lema A.2.3. Si α y β son ordinales tales que α ⊆ β, entonces α ∈ β.

Definición A.2.13. Para α y β ordinales, definimos α < β si y solo si α ∈ β.

Es fácil notar que este orden extiende el orden dado en la construcción de los números naturales.
El siguiente teorema nos garantiza que el orden ≤, dado por α ≤ β si y solo si α ∈ β ó α = β, con
α y β ordinales es un buen orden.

Teorema A.2.2. Sean α, β y γ números ordinales. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

1) Si α < β y β < γ entonces α < γ.

2) α < β y β < α no se pueden cumplir de manera simultánea.

3) Se satisface una de las siguientes afirmaciones:

a) α < β.

b) α = β.

c) β < α.

4) Si X es un conjunto de números ordinales, entonces (X,≤), con ≤ definido como antes es
un conjunto bien ordenado.

5) Para cualquier conjunto X de números ordinales, hay un ordinal α tal que α /∈ X. Esto nos
dice que no existe el conjunto de números ordinales, por lo que la colección de los números
ordinales es una clase propia.

Definición A.2.14. Si X es un conjunto de ordinales, entonces definimos:

supX =
⋃
X.

Sabemos que hay un convenio con respecto a las clases que nos permite extender los conceptos
de los conjuntos a éstas, tales como relaciones, funciones, órdenes, etc.
De acuerdo a lo anterior podemos introducir la siguiente definición.

Definición A.2.15. Si C es una clase de número ordinales, definimos:

sup C =
⋃

C

y

ı́nf C =
⋂

C.

Es fácil ver que sup C e ı́nf C son ordinales.
El siguiente teorema nos dice quiénes son los ordinales finitos.

Teorema A.2.3. Los números naturales son exactamente los números ordinales finitos.

Observación A.2.2. Si Ord es la clase de los ordinales y α es un ordinal, de acuerdo al Teorema
A.2.2 podemos a expresar a α de la siguiente manera:

α = {β | β ∈ Ord y β < α}.

Si vemos a α como un conjunto de ordinales, cuando α es un ordinal sucesor, digamos que α = β+1
con β un ordinal se tiene que α tiene elemento mayor, a saber β.
Cuando α es un ordinal ĺımite no tiene un elemento mayor, en este caso α = sup{β | β < α} =

⋃
α.
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A continuación se dan algunos ejemplos de ordinales sucesores y ĺımite que de acuerdo a nuestro
criterio son de mucha importancia dentro de las matemáticas.

1) 0 = ∅ no es un ordinal ĺımite ya que no es sucesor de ningún ordinal.

2) Los números naturales diferentes de cero, por ejemplo:

1 = {∅} = ∅ ∪ {∅}
2 = {∅, {∅}} = 1 ∪ {1}

...
n = {0, 1, . . . , n− 1}

son ordinales sucesores.

3) ω es un ordinal ĺımite.

Asumiendo el Axioma de elección, enunciado en la sección anterior podemos afirmar la siguiente
proposición.

Proposición A.2.4. Todo conjunto es equipotente a algún número ordinal.

A continuación enunciaremos el Principio de inducción transfinita, que no es otra cosa que una
generalización del Principio de inducción matemática usado para los números naturales.

Teorema A.2.4. Sea p(x) una propiedad que satisface las siguientes condiciones:

1) p(0) es verdadera.

2) p(α) implica p(α+ 1) para todos los ordinales α.

3) Para todo ordinal ĺımite α ̸= 0, si p(β) se cumple para todo β < α, entonces p(α) se cumple.

Entonces p(α) es verdadero para todos los ordinales α.

Al igual que el caso del Principio de inducción matemática, podemos generalizar el Principio
de recursion utilizado en los números naturales.

Teorema A.2.5 (Principio de recursión transfinita). Sea Ω un ordinal, A un conjunto, S =⋃
α<ΩA

α el conjunto de las sucesiones transfinitas de todos los elementos en A de longitud menor
que Ω y g : S → A una función. Entonces existe una única función f : Ω → A tal que:

f(α) = g(f|α) para todo α < Ω.

No se escriben las demostraciones de los teoremas expuestos anteriormente puesto que no es el
objetivo de esta tesis, sin embargo, si se desean conocer tales demostraciones aśı como propiedades
más a fondo sobre los números ordinales se puede consultar [3].

A.3. Cardinalidad

A.3.1. Conceptos preeliminares

Definición A.3.1 (Equipotencia). Sean A y B conjuntos. Decimos que A y B son equipotentes
si existe una función biyectiva f : A→ B. En este caso denotamos |A| = |B|.

Ejemplo A.3.1. Si a, b, c, d son números reales con a < b y c < d entonces los intervalos [a, b] y
[c, d] son equipotentes, pues la función

f : [a, b] → [c, d]
x 7→ d−c

b−ax+ cb−ad
b−a

es biyectiva.
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Definición A.3.2. Sean A y B conjuntos. Decimos que A se sumerge en B si existe una función
inyectiva f : A→ B. Lo anterior se denota como |A| ≤ |B|.

Antes de continuar vamos a recordar algunos conceptos de funciones que son necesarios para
establecer algunas precisiones.

Definición A.3.3 (Composición de funciones). Sean A, B, C conjuntos, f : A → B, g : B → C
funciones. La composición de f con g es la función g◦f : A→ C, definida por (g◦f)(a) = g(f(a)),
para cada a ∈ A.

Notación A.3.1. Si A, B, C son conjuntos, f : A→ B y g : B → C son funciones, denotaremos
a la composición g ◦ f : A→ C como gf , es decir, g ◦ f = gf .

Definición A.3.4. Sean A, B conjuntos y f : A→ B una función.

1) Decimos que A es cancelable por la izquierda si para cada conjunto X y para cualesquiera
funciones g, h : X → A, fg = fh, implica g = h.

2) Decimos que A es cancelable por la izquierda si para cada conjunto X y para cualesquiera
funciones g, h : B → X, gf = hf , implica g = h.

3) Decimos que f es cancelable si es cancelable por la izquierda y por la derecha.

Teorema A.3.1. Sean A, B conjuntos y f : A→ B una función. Entonces:

1) f es inyectiva si y solo si es cancelable por la izquierda.

2) f es suprayectiva si y solo si es cancelable por la derecha.

3) f es biyectiva si y solo si es cancelable.

La demostración de este teorema se puede consultar en [1].

Teorema A.3.2. Sean A, B conjuntos y f : A→ B una función. Entonces:

1) f es inyectiva si y solo si existe una función g : B → A tal que gf = idA. Dicha función g
es llamada inversa izquierda de f .

2) f es suprayectiva si y solo si existe una función g : B → A tal que fg = idB. Dicha función
g es llamada inversa derecha de f .

3) f es biyetiva si y solo si existe una función g : B → A tal que gf = idA y fg = idB. Esta
función además es única, por lo que es llamada la función inversa de f y se denota por
f−1, es decir, g = f−1.

Observación A.3.1. Si A, B son conjuntos y f : A → B es una función suprayectiva, por el
Teorema A.3.2, existe una función g : B → A tal que fg = idB. Aśı, se tiene que f es un inverso
izquierdo para g, por el Teorema A.3.2, g : B → A es inyectiva y en consecuencia |B| ≤ |A|.
De igual forma, si f : A→ B es una función inyectiva, entonces por el Teorema A.3.2 existe una
función g : B → A tal que gf = idA. Note que f es inverso derecho de g, de donde concluimos que
g es suprayectiva.

Notación A.3.2. Si A y B son conjuntos, para indicar la unión ajena de A con B se escribirá
A∪̊B, esto significa que A ∩B = ∅.

Definición A.3.5. Sean A y B conjuntos. Decimos que |A| < |B| cuando existe una función
inyectiva f : A→ B pero no existe una función suprayectiva de A a B.

Ejemplo A.3.2. Si A es un conjunto entonces |A| < |P(A)| ya que

f : A → P(A)
x 7→ {x}

es una función inyectiva de A en P(A) pero no existe una función suprayectiva de A en P(A).
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A.3.2. Cardinalidad

Definición A.3.6 (Número cardinal). Sea α un número ordinal. Decimos que α es un número
cardinal si no es equipotente con ninguno de sus elementos.

Observación A.3.2. Asumiendo el Axioma de Elección, como se hizo al elaborar este trabajo,
a cualquier conjunto A le podemos asignar un número cardinal |A|, con lo que diremos que dos
conjuntos tienen la misma cardinalidad si y solo si son equipotentes.
Los números cardinales los denotamos con letras del alfabeto griego, tales como κ, λ, . . . , ϕ, χ, ψ, ω.

Lema A.3.1. Si A, A1 y B son conjuntos tales que A1 ⊆ B ⊆ A y |A1| = |A|, entonces |B| = |A|.

La demostración del lema anterior se puede consultar en [3].
El siguiente teorema nos ofrece una forma relativamente fácil de saber cuando las cardinalidades
de dos conjuntos coinciden.

Teorema A.3.3 (Teorema de Cantor-Schroeder-Bernstein). Sean A y B conjuntos, si |A| ≤ |B|
y |B| ≤ |A|, entonces |A| = |B|.

La demostración se puede consultar en [3]. En palabras, lo que nos dice el Teorema de Cantor-
Schroeder-Bernstein es que si tenemos conjuntos A y B, existe una función inyectiva f : A→ B y
otra función inyectiva g : B → A, se garantiza la existencia de una función biyectiva h : A→ B.

Proposición A.3.1. En la clase de conjuntos, el orden A ≤ B si y solo si |A| ≤ |B| es un orden
lineal, siempre que se asuma el Axioma de elección.

Definición A.3.7 (Conjunto finito). Sea A un conjunto. Decimos que A es finito si existe un
número natural n tal que |A| = |n|.
Cuando A no es un conjunto finito decimos que es infinito.

Observación A.3.3. Podemos asegurar que los únicos cardinales finitos son los números natura-
les.

Ejemplo A.3.3. El conjunto vaćıo ∅ es un conjunto finito, ya que |∅| = 0.

Teorema A.3.4. Si A es un conjunto infinito, entonces |X| > n, para cada n ∈ N.

Definición A.3.8 (Conjunto numerable).

1) Un conjunto A es numerable si |A| = |N|.

2) Un conjunto A es a lo más numerable si |A| ≤ |N|.

3) Cuando un conjunto A no es numerable se dice que es no numerable.

Ejemplo A.3.4.

1) Si {Ai}i∈I es una familia de conjuntos numerables, se tiene que
⋃
i∈I Ai es un conjunto

numerable.

2) Q es un conjunto numerable.

3) Si A y B son conjuntos numerables, entonces A×B es numerable.
De aqúı se deduce que |N× N| = |N|.

Ejemplo A.3.5. Los conjunto R y C no son conjuntos numerables.

Los detalles de las afirmaciones anteriores se pueden consultar en [3].
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A.3.3. Aritmética cardinal

En este apartado vamos a introducir una forma de operar los números cardinales, de manera
similar a los sistemas numéricos conocidos.

A.3.4. Suma de cardinales

Definición A.3.9 (Suma de cardinales). Sean A, B conjuntos tales que A ∩ B = ∅, con |A| = κ
y |B| = λ, defiimos la suma de κ y λ de la siguiente manera:

κ+ λ = |A ∪B|.

En general, si {Ai}i∈I es una familia de conjuntos ajenos por pares, es decir, Ai∩Aj = ∅, si i ̸= j
y |Ai| = κi, para cada i ∈ I, definimos la suma de {κi}i∈I como:∑

i∈I
κi =

∣∣∣∣∣⋃
i∈I

Ai

∣∣∣∣∣ .
Es importante mencionar que si tenemos una familia infinita de conjuntos es vital asumir el Axioma
de elección.

Teorema A.3.5. Sea λ es un cardinal infinito, κα un cardinal no nulo para cada α < λ y κ =
sup{κα | α < λ} . Entonces: ∑

α<λ

κα = λ · κ.

Corolario A.3.1. Si κi son números cardinales y |I| ≤ sup{κi | i ∈ I}, entonces:∑
i∈I

κi = sup{κi | i ∈ I}.

La demostraciones se pueden consultar en [3].

A.3.5. Producto de cardinales

Definición A.3.10. Sean A, B conjuntos tales que |A| = κ y |B| = λ. Definimos el producto de
κ con λ del siguiente modo:

κ · λ = |A×B|.
En general, si {Ai}i∈I es una familia de conjuntos tales que |Ai| = κi, para cada i ∈ I, definimos
el producto de {κi}i∈I como: ∏

i∈I
κi =

∣∣∣∣∣∏
i∈I

Ai

∣∣∣∣∣ .
Teorema A.3.6. Si λ es un cardinal infinito, {κα}α<λ es una sucesión no decreciente de cardinales
no nulos y κ = sup{κα | α < λ}, entonces:∏

α<λ

κα = κλ.

El siguiente teorema nos presenta una relación entre las sumas y los productos de cardinales.

Teorema A.3.7. Si para cada i ∈ I, κi y λi son números cardinales tales que κi < λi, entonces:∑
i∈I

κi <
∏
i∈I

λi.

Observación A.3.4. Del teorema anterior se deduce que si κ es un cardinal infinito, entonces
κ < 2κ, dicha desigualdad se conoce como El Teorema de Cantor.

Las demostraciones de los resultados expuestos se pueden consultar en [3].
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A.3.6. Potencia de cardinales

Definición A.3.11 (Potencia de cardinales). Sean A, B conjutos con |A| = κ y |B| = λ. Defini-
mos:

κλ =
∣∣AB∣∣

donde
AB = {f : B → A | f es función}.

A.3.7. Propiedades de los cardinales

Teorema A.3.8. Sean κ, λ, µ y ϕ cardinales. Se cumplen las siguientes propiedades:

1. κ+ λ = λ+ κ.

2. κ+ (λ+ µ) = (κ+ λ) + µ.

3. κ · λ = λ · κ.

4. κ(λ · µ) = (κ · λ) · µ.

5. κ · (λ+ µ) = κ · λ+ κ · µ.

6. κ+ κ = 2 · κ.

7. κ+ 0 = κ.

8. Si κ+ 1 = λ+ 1, entonces κ = λ.

9. (κ · λ)µ = κµ · λµ.

10. κλ+µ = κλ · κµ.

11. (κλ)µ = κλ·µ.

12. κ0 = 1.

13. κ1 = κ, si κ > 0.

14. 1κ = 1.

15. 0κ = 0, si κ > 0.

16. κ ≤ κ+ λ.

17. Si κ ≤ λ y µ ≤ ϕ, entonces κ+ µ ≤ λ+ ϕ.

18. κ ≤ κ · λ, si λ > 0.

19. Si κ ≤ λ y µ ≤ ϕ, entonces κ · µ ≤ λ · ϕ.

20. κ ≤ κλ, si λ > 0.

21. λ ≤ κλ, si κ > 1.

22. Si κ ≤ λ y µ ≤ ϕ, entonces κµ ≤ λϕ.

23. κ · κ = κ2.

Para más detalles se puede consultar [3].

Teorema A.3.9. Si A es un conjunto y |A| = κ, entonces |P(A)| = 2κ.
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A.3.8. El continuo

Antes de proceder a dar los detalles sobre el continuo recordemos el siguiente teorema.

Teorema A.3.10 (Diagonal de Cantor). R no es numerable.

De acuerdo al teorema anterior se deduce que |N| < |R|, para seguir formalizando los detalles
veamos la siguiente proposición.

Proposición A.3.2. El Axioma de elección implica que la relación |A| = |B| en la clase de los
conjuntos es una relación de equivalencia.

La proposición anterior nos permite afirmar que N representa a todos los conjuntos numerables,
aśı al número cardinal asociado a |N| lo denotaremos por ℵ0.
A partir de lo comentado previamente tenemos que

n < ℵ0

para cualquier número natural y además

ℵ0 + ℵ0 = ℵ0

ℵ0 · ℵ0 = ℵ0.

El conjunto de los números reales R es llamado linea real o continuo, a continuación tenemos algo
sobre su cardinalidad.

Teorema A.3.11. El número cardinal del continuo es 2ℵ0 .

Dado que hay funciones biyectivas de cualquier intervalo abierto a los reales se concluye que
cualquier intervalo abierto (a, b) tiene la misma cardinalidad del continuo.
Los intervalos cerrados [a, b] de números reales o son a lo más numerables o tienen cardinalidad 2ℵ0 .

Afirmación A.3.1 (Hipótesis del continuo). No existe un cardinal κ tal que:

ℵ0 < κ < 2ℵ0 .

La afirmación anterior nos garantiza que no hay conjuntos infinitos de números reales de car-
dinalidad distinta de ℵ0 y 2ℵ0 .

Observación A.3.5.
2ℵ0 + 2ℵ0 = 2ℵ0 · 2ℵ0 = 2ℵ0 .

La igualdad anterior se deduce del Terorema de Cantor-Schoeder-Bernstein y de la igualdad ℵ0·ℵ0 =
ℵ0.

A partir de lo anterior podemos deducir algunos resultados importantes sobre cardinalidad.

Proposición A.3.3. El conjunto de los números complejos tiene cardinalidad 2ℵ0 .

Proposición A.3.4. El conjunto de todas las sucesiones de números naturales tiene cardinalidad
2ℵ0 .

Proposición A.3.5. El conjunto de las funciones de R en R, denotado por RR tiene cardinalidad
2ℵ0 .

Proposición A.3.6. El conjunto de las funciones continuas de R en R tiene cardinalidad 2ℵ0 .

Proposición A.3.7. Si A es un subconjunto numerable de números reales, entonces |R \A| = 2ℵ0 .

Observación A.3.6. Como Q es numerable, de la proposición anterior se tiene que el conjunto
de los números irracionales R \Q tiene cardinalidad 2ℵ0 .

Los detalles de los resultados expuestos aśı como sus demostraciones se pueden consultar en
[3].
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A.3.9. Alephs

En este apartado vamos a generalizar el concepto de los Alephs, introducido anteriormente para
el caso del conjunto de los números naturales.

Definición A.3.12. Un número ordinal α es inicial si no es equipotente a algún ordinal β < α.

Ejemplo A.3.6.

1) Los números naturales son ordinales iniciales.

2) El ordinal ω es inicial pues no es equipotente a ningún número natural.

3) ω + 1 no es un ordinal inicial.

Teorema A.3.12. Todo conjunto bien ordenado es equipotente a un único ordinal inicial.

Corolario A.3.2. El Axioma de elección implica que todo conjunto es equipotente a un único
ordinal inicial.

A partir del corolario anterior podemos definir con mayor precisión el concepto de cardinal.

Definición A.3.13. Si A es un conjunto, el cardinal |A| es el único ordinal inicial equipotente a
A.
En particular, |A| = ω para cualquier conjunto numerable y |A| = n, para cualquier conjunto finito
de n elementos. Esto coincide con los conceptos expuestos anteriormente.

Definición A.3.14. Para cualquier conjunto A, el mı́nimo número ordinal que no es equipotente
a algún subconjunto de A se llama El número de Hartog de A y se denota por h(A).

Observación A.3.7. Asumiendo el Axioma de elección se tiene que el número de Hartog existe
para cualquier conjunto A.

Lema A.3.2. Para cualquier conjunto A, h(A) es un ordinal inicial.

Las demostraciones de los resultados enunciados anteriormente se pueden consultar en [3].
Con lo expuesto hasta el momento estamos en perfectas condiciones para definir por Recursión
Transfinita una escala para nuestros ordinales iniciales.

Definición A.3.15. Definimos los ordinales iniciales de la siguiente manera:

ω0 = ω
ωα+1 = h(ωα) para todo ordinal α
ωα = sup{ωβ | β < α} si α ̸= 0 es un ordinal ĺımite.

Teorema A.3.13.

1) Para cada ordinal α, ωα es un ordinal inicial infinito.

2) Si Ω es un ordinal inicial infinito, entonces Ω = ωα, para algún ordinal α.

La demostración se puede consultar en [3].

Observación A.3.8. A partir del Axioma de elección y del teorema anterior concluimos que
cualquier conjunto infinito es equipotente a ωα, para algún ordinal α. Además, los ordinales iniciales
son los cardinales de los conjuntos infinitos, estos números se llaman Alephs y se denotan como
ℵα, para cada ordinal α. Es decir, la notación ℵα se utilizará cuando nos refiramos a cardinales.
Notemos que el orden de los cardinales coincide con el orden de los ordinales, es decir, si α y β
son ordinales y α < β entonces ℵα < ℵβ.
Más aún, los números cardinales son los representantes de las clases de equivalencia de conjuntos
de la misma cardinalidad (en la clase de conjuntos).
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Anteriormente vimos que ℵ0 + ℵ0 = ℵ0 y ℵ0 · ℵ0 = ℵ0, además, si n es un número natural,
entonces n + ℵ0 = ℵ0. Vamos a generalizar estas operaciones por medio de los resultados que se
exponen a continuación.

Teorema A.3.14. Para cada ordinal α, ℵα · ℵα = ℵα.

Corolario A.3.3. Para cualesquiera ordinales α y β, tales que α ≤ β, ℵα · ℵβ = ℵβ.
Además, si n es un número natural se tiene que n · ℵα = ℵα.

Corolario A.3.4. Para cualesquiera ordinales α y β tales que α ≤ β, se tiene que ℵα + ℵβ = ℵβ.
Además, si n es un número natural, entonces n+ ℵα = ℵα.

La demostración de los resultados anteriores se puede consultar en [3].

Observación A.3.9. A partir de los resultados anteriores se deduce que si κ y λ son cardinales
y alguno de ellos es infinito, entonces:

κ+ λ = κ · λ = mayor{κ, λ}.

Definición A.3.16. Si A es un conjunto infinito y κ es un cardinal tal que κ ≤ |A|, definimos:

1) El conjunto de todos los subconjuntos de A de cardinalidad κ como:

[A]
κ
= {X ⊆ A | |X| = κ} .

2) El conjunto de todos los subconjuntos de A de cardinalidad menor que κ como:

[A]
<κ

= {X ⊆ A | |X| < κ} .

Teorema A.3.15. Si A es un conjunto infinito, entonces:∣∣[A]<κ∣∣ = |A|.

A continuación se presentan más propiedades de interés para las operaciones con cardinalidades.

Teorema A.3.16. Sea {Ai}i∈I una familia de conjuntos, donde I es un conjunto de ı́ndices tal
que |I| = κ. Si |Ai| ≤ λ, para cada i ∈ I, entonces:∣∣∣∣∣⋃

i∈I
Ai

∣∣∣∣∣ ≤ κ · λ.

Teorema A.3.17. Para cualquier familia de conjuntos {Ai}i∈I se tiene que:∣∣∣∣∣⋃
i∈I

Ai

∣∣∣∣∣ ≤∑
i∈I

|Ai| = sup{|Ai| | i ∈ I}.

Teorema A.3.18. Sea {κi | i ∈ I} una familia de cardinales, entonces, para cualquier número
cardinal µ se tiene que:

µ ·
∑
i∈I

κi =
∑
i∈I

µ · κi.

Teorema A.3.19. Sea {κi | i ∈ I} una familia de cardinales no nulos, tales que |I| es un cardinal
infinito o κi es un cardinal infinito, para algún i ∈ I, entonces:∑

i∈I
κi = |I| · sup{κi | i ∈ I}.

Para más detalles consultar [3].
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Apéndice B

Categoŕıas

B.1. Definición y ejemplos

Definición B.1.1 (Categoŕıa). Una categoŕıa C consta de los siguientes elementos:

1) Una clase de objetos Obj (C).

2) Un conjunto C(A,B), para cada A,B ∈ Obj (C).

3) Una operación

◦ : C(A,B)× C(B,C) → C(A,C)

para cada A,B,C ∈ Obj (C).

los cuales están sujetos a los siguientes axiomas:

a) C(A,B) = C(C,D) si y solo si A = C y B = D, para cada A,B,C,D ∈ Obj (C).

b) Si f ∈ C(A,B), g ∈ C(B,C), h ∈ C(C,D), entonces h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f , para cada
A,B,C,D ∈ Obj (C).

c) Para cada A ∈ Obj (C), existe idA ∈ C(A,A) tal que para cada B ∈ Obj (C), f ∈ C(A,B), g ∈
C(B,A), se tiene que f ◦ idA = f y idA ◦ g = g.

Para cada A,B ∈ Obj (C), los elementos de C(A,B) se llaman flechas o morfismos. Si f ∈

C(A,B), denotamos f : A→ B ó A
f // B .

La operación ◦ : C(A,B)×C(B,C) → C(A,C), definida en 3), es llamada composición de morfismos
y se denotará por gf , es decir, si f ∈ C(A,B), g ∈ C(B,C), con A,B,C ∈ Obj (C), entonces
g ◦ f = gf .
El morfismo idA ∈ C(A,A) definido en c) es llamado el morfismo identidad en A.

Ejemplo B.1.1. Set denotará la categoŕıa de los conjuntos, en la cual los objetos son los conjuntos
y los morfismos son las funciones usuales entre conjuntos.

Ejemplo B.1.2. Top denota la categoŕıa de espacios topológicos, donde los objetos son los espacios
topoloǵıcos y los morfismos son las funciones cont́ınuas entre ellos.

Ejemplo B.1.3. VecF es la categoŕıa de espacios vectoriales sobre un campo fijo F , donde los
objetos son los espacios vectoriales sobre el campo F mientras que los morfismos son las transfor-
maciones lineales entre ellos.

165



Categoŕıas
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Ejemplo B.1.4. Consideremos un COPO (A,≤). Definimos la categoŕıa CA, definiendo sus ob-
jetos como:

Obj (CA) = {X | X ∈ A}

y sus flechas de la siguiente manera:

CA(X,Y ) =

{
{(X,Y )} si X ≤ Y

∅ otro caso

para cada X,Y ∈ Obj (CA).

Ejemplo B.1.5 (Categoŕıa opuesta). Sea C una categoŕıa. La categoŕıa opuesta, denotada por
Cop, define sus objetos como:

Obj (Cop) = Obj (C)

y sus morfismos como:
Cop(A,B) = C(B,A)

para cada A,B ∈ Cop.

Ejemplo B.1.6 (Categoŕıa producto). Sean C,D categoŕıas. La categoŕıa producto, denotada
por C × D, consiste de los objetos:

Obj (C × D) = {(A,B) | A ∈ Obj (C) , B ∈ Obj (D)}

y los morfismos:
(C × D) ((A1, B1), (A2, B2)) = C(A1, A2)×D(B1, B2)

para cada A1, A2 ∈ Obj (C), B1, B2 ∈ Obj (D). En este caso, para cada
(A1, B1), (A2, B2), (A3, B3) ∈ Obj (C × D), la composición se define como

◦ : (C × D)((A1, B1), (A2, B2))× (C × D)((A2, B2), (A3, B3)) → (C × D)((A1, B1), (A3, B3))
((T1, S1), (T2, S2)) 7→ (T2 ◦C T1, S2 ◦D S1)

donde ◦C y ◦D son las composiciones en C y D, respectivamente.

B.2. Tipos de morfismos

Definición B.2.1 (Monomorfismo). Sea C una categoŕıa, A,B ∈ Obj (C) y f ∈ C(A,B). Decimos
que f es monomorfismo si para cada C ∈ Obj (C) y para cada g, h ∈ C(C,A), si fg = fh, entonces
g = h.

Ejemplo B.2.1. En la categoŕıa Set los monomorfismos son las funciones inyectivas.

Ejemplo B.2.2. En la categoŕıa VecF los monomorfismos son las transformaciones lineales in-
yectivas.

Definición B.2.2 (Epimorfismo). Sea C una categoŕıa, A,B ∈ Obj (C) y f ∈ C(A,B). Decimos
que f es epimorfismo si para cada C ∈ Obj (C) y para cada g, h ∈ C(B,C), si gf = hf , entonces
g = h.

Ejemplo B.2.3. En la categoŕıa Set los epimorfismos son las funciones suprayectivas.

Ejemplo B.2.4. En la categoŕıa Grp(grupos) los epimorfismos son los homomorfismos de grupos
suprayectivos.

Definición B.2.3 (Isomorfismo). Sea C una categoŕıa, A,B ∈ Obj (C) y f ∈ C(A,B). f es un
isomorfismo si existe g ∈ C(B,A) tal que gf = idA y fg = idB.
En este caso se dice que los objeto A y B son isomorfos y se denota A ∼= B.

166



Categoŕıas
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Ejemplo B.2.5. En la categoŕıa Set, los isomorfismos son las funciones biyectivas entre conjuntos.

Ejemplo B.2.6. En la categoŕıa Top, los isomorfismos son los homeomorfismos entre los espacios
topológicos.

Definición B.2.4. Sea C una categoŕıa, A ∈ Obj (C). Si f ∈ C(A,A), entonces f es llamado
endomorfismo y si es isomorfismo le llamamos automorfismo.

Vamos a mostrar algunas propiedades de los morfismos.

Proposición B.2.1. Sea C una categoŕıa, A,B ∈ Obj (C) y f : A→ B un morfismo. Entonces, f
es un isomorfismo si y solo si existe un único morfismo g : B → A tal que gf = idA y fg = idB.

Proposición B.2.2. Sea C una categoŕıa, A,B ∈ Obj (C) y f : A → B un morfismo. Si f es
isomorfismo, entonces es monomorfismo y epimorfismo.

En el siguiente ejemplo vamos a ver que en general el rećıproco de la Proposición B.2.2 no es
cierto.

Ejemplo B.2.7. Consideremos la categoŕıa CRing, que es la categoŕıa de anillos conmutativos.
Consideremos a los objetos Z, Q y el morfismo f : Z → Q, definido por f(n) = n

1 , para cada
n ∈ Z. Veamos que f es monomorfismo, sean R ∈ Obj(CRing) y morfismos h, k : R → Z tales
que fh = fk. Veamos que h = k, sea r ∈ R, luego (fh)(r) = (fk)(r), esto es f(h(r)) = f(k(r)), o

sea h(r)
1 = k(r)

1 , es decir, h(r) = k(r), como esto sucede para cada r ∈ R, se tiene que h = k. Por
lo tanto, f es monomorfismo.
Ahora veamos que f es epimorfismo, para esto sea S ∈ Obj(CRing) y morfismos s, t : Q → S
tales que sf = tf , por lo que s(n) = t(n), para cada n ∈ Z. Debemos mostrar que s = t, en efecto,
sea a

b ∈ Q, entonces tenemos las siguientes igualdades:

s
(
a
b

)
= s

(
a · 1

b

)
= s(a)s

(
1
b

)
= t(a)s

(
1
b

)
= t

(
a
b b
)
s
(
1
b

)
= t

(
a
b

)
t(b)s

(
1
b

)
= t

(
a
b

)
s(b)s

(
1
b

)
= t

(
a
b

)
.

De ah́ı que s = t. Por lo tanto, f es epimorfismo. Aśı las cosas, hemos mostrado que f es mo-
nomorfismo y epimorfismo, sin embargo, no es isomorfismo puesto que no puede tener inversa ya
que f no es una función biyectiva.

Teorema B.2.1. Sea C una categoŕıa, A,B,C ∈ Obj (C), f : A→ B y g : B → C morfismos.

1) Si f y g son monomorfismos, entonces gf : A→ C es monomorfismo.

2) Si f y g son epimorfismos, entonces gf : A→ C es epimorfismo.

3) Si f y g son isomorfismos, entonces gf : A→ C es isomorfismo.

El siguiente teorema establece relaciones entre la composición de morfismos y los morfismos
que se componen.

Teorema B.2.2. Sea C una categoŕıa, A,B,C ∈ Obj (C), f : A→ B y g : B → C morfismos.

1) Si gf es monomorfismo, entonces f es monomorfismo.

2) Si gf es epimorfismo, entonces g es epimorfismo.
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B.3. Tipos de objetos

Definición B.3.1 (Objeto inicial). Sea C una categoŕıa y A ∈ Obj (C). Decimos que A es un
objeto inicial en C si para cada B ∈ Obj (C), existe un único morfismo f : A→ B.

Ejemplo B.3.1. El conjunto vaćıo ∅ es un objeto inicial en Set, pues para cada conjunto B,
existe una única función f : ∅ → A, a saber, la función vaćıa.

Definición B.3.2 (Objeto final). Sea C una categoŕıa y A ∈ Obj (C). Decimos que A es un objeto
final en C, si para cada B ∈ Obj (C), existe un único morfismo f : B → A.

Ejemplo B.3.2. En la categoŕıa Set, el conjunto {a}, donde a es un elemento, es un objeto final,
pues para cada conjunto B, existe una única función f : B → {a}, a saber, la función a : B → {a},
definida por a(b) = a, para cada b ∈ B.

Teorema B.3.1. Sea C una categoŕıa, A,B ∈ Obj (C). Si A es un objeto inicial y B es un objeto
final, entonces existe un único isomorfismo f : A→ B.

Teorema B.3.2. Sea C una categoŕıa. Los objetos iniciales y finales en C, cuando existen son
únicos salvo isomorfismo. Es decir, si A,B ∈ Obj(C) son objetos iniciales, entonces A ∼= B.
Análogamente, si C,D ∈ Obj(C) son objetos finales, entonces C ∼= D.

B.4. Subcategoŕıas

Definición B.4.1 (Subcategoŕıa). Sean C y D categoŕıas. Decimos que C es una subcategoŕıa de
D si:

1) Obj (C) ⊆ Obj (D). (Recordemos el convenio que nos permite extender la relaciones de
conjuntos a las clases).

2) Para cada A,B ∈ Obj (C), C(A,B) ⊆ D(A,B).

3) La composición de cualesquiera dos morfismos en C es la misma que su composición en D.

4) La identidad idA en C, es la misma que en D, para cada A ∈ Obj (C).

Cuando C(A,B) = D(A,B), para cada A,B ∈ Obj (C) se dice que C es una subcategoŕıa plena de
D.

Ejemplo B.4.1. La categoŕıa CRing es una subcategoŕıa de Ring.

Ejemplo B.4.2. La categoŕıa Ab es una subcategoŕıa de Grp.

B.5. Construcciones universales

Definición B.5.1 (Producto). Sea C una categoŕıa, {Ai}i∈I una familia de objetos de C, A ∈
Obj (C) y {πi : A → Ai}i∈I una familia de morfismos. Decimos que el par (A, {πi : A→ Ai}i∈I)
es un producto de la familia {Ai}i∈I en C, si para cada B ∈ Obj (C) y cada familia de morfismos
{fi : B → Ai}i∈I , existe un único morfismo g : B → A tal que para cada j ∈ I, πjg = fj. En otras
palabras, para cada j ∈ I, el diagrama

B
fj //

g

��

Aj

A

πj

>>

es conmutativo.
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Teorema B.5.1. Sea C una categoŕıa. Si (A, {πi : A→ Ai}i∈I) y (A′, {π′
i : A

′ → Ai}i∈I) son pro-
ductos de una familia {Ai}i∈I de objetos de C, entonces A ∼= A′.

La demostración se puede consultar en [7].
En palabras, lo que el teorema anterior nos dice es que si existe el producto de una familia de
objetos en una categoŕıa, éste es único salvo isomorfismos.

Notación B.5.1. Si (A, {πi : A→ Ai}i∈I) es un producto en una categoŕıa C, denotamos a A por∏
i∈I Ai, es decir:

A =
∏
i∈I

Ai.

Ejemplo B.5.1. Consideremos la categoŕıa Set. Consideremos una familia de conjuntos {Ai}i∈I ,
A =

{
f : I →

⋃
i∈I Ai | f es función y para cada i ∈ I, f(i) ∈ Ai

}
. Es claro que A ∈ Obj (Set).

Además, si f ∈ A, como para cada i ∈ I, f(i) ∈ Ai, entonces, para cada i ∈ I, f(i) = ai, con
ai ∈ Ai, aśı, podemos caracterizar a f como el “juego de coordenadas” (ai)i∈I , donde ai ∈ Ai, para
cada i ∈ I, de esta manera podemos reescribir a A como A = {(ai)i∈I | ai ∈ Ai, para cada i ∈ I}.
Consideremos la familia de funciones {πi : A→ Ai}i∈I , donde para cada i ∈ I, πi se define como
πi((ai)i∈I) = ai, para cada (ai)i∈I ∈ A. Vamos a ver que (A, {πi : A→ Ai}i∈I) es el producto de
la familia {Ai}i∈I en Set. Tomemos un conjunto B y una familia de funciones {fi : B → Ai}i∈I .
Debemos mostrar que existe una única función g : B → A, tal que para cada j ∈ I, πjg = fj.
Proponemos:

g : B → A
b 7→ (fi(b))i∈I

que claramente es una función bien definida. Sea j ∈ I, b ∈ B, entonces (πjg)(b) = πj(g(b)) =
πj((fi(b))i∈I) = fj(b). Por lo tanto, πjg = fj, para cada j ∈ I.
Finalmente veamos la unicidad de g, supongamos que existe otra función h : B → A tal que
para cada j ∈ I, πjh = fj. Debemos mostrar que h = g, en efecto, sea b ∈ B, luego h(b) ∈
A, aśı que h(b) = (ai)i∈I , donde ai ∈ Ai, para cada i ∈ I. Ahora, para j ∈ I, tenemos que
aj = (πj)((ai)i∈I) = (πj)(h(b)) = (πjh)(b) = fj(b), por lo que aj = fj(b), para cada j ∈ I, en
consecuencia, h(b) = (fi(b))i∈I = g(b). Por lo tanto, (A, {πi : A→ Ai}i∈I) es el producto de la
familia {Ai}i∈I , de ah́ı que

∏
i∈I

Ai =

{
f : I →

⋃
i∈I

Ai | f es función y para cada i ∈ I, f(i) ∈ Ai

}

lo que usualmente conocemos en teoŕıa de conjuntos.

Definición B.5.2 (Coproducto). Sea C una categoŕıa, {Ai}i∈I una familia de objetos de C, A ∈
Obj (C) y {ιi : Ai → A}i∈I una familia de morfismos. Decimos que el par (A, {ιi : Ai → A}i∈I) es
un coproducto de {Ai}i∈I en C, si para cada B ∈ Obj (C) y cada familia de morfismos {fi : Ai →
B}, existe un único morfismo g : A → B tal que para cada j ∈ I, gιj = fj, es decir, para cada
j ∈ I, el diagrama

Aj
fj //

ιj

��

B

A

g

>>

es conmutativo.

Teorema B.5.2. Sea C una categoŕıa. Si (A, {ιi : Ai → A}i∈I) y (A′, {ι′i : Ai → A}i∈I) son co-
productos de la familia {Ai}i∈I en C, entonces A ∼= A′.

169



Categoŕıas
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El teorema anterior nos dice en palabras que al igual que en el caso del producto, el coproducto
de una familia de objetos de una categoŕıa es único salvo isomorfismos.
En ocasiones se denota al coproducto de una familia de objetos {Ai}i∈I en una categoŕıa C como
⨿i∈IAi, sin embargo, no es una notación uniforme, ya que depende mucho de la categoŕıa donde
estamos trabajando, por ejemplo, en las categoŕıas Ab, VecF , R-Mod los coproductos son las
sumas directas de familias de estos objetos y se denotan como

⊕
i∈I Ai. En el Caṕıtulo 2 de esta

tesis se formalizan los detalles sobre las sumas directas para el caso particular de la categoŕıa
de espacios vectoriales, pues es la estructura con la que trabajamos durante el desarrollo de este
trabajo.

B.6. Funtores

Definición B.6.1 (Funtor covariante). Sean C y D categoŕıas. Un funtor covariante F : C → D
es una asignación F : Obj (C) → Obj (D) y F : C(A,B) → D(F (A), F (B)), sujeta a los siguientes
axiomas:

1) Para cada A,B,C ∈ Obj (C), f ∈ C(A,B), g ∈ C(B,C), F (gf) = F (g)F (f).

2) Para cada A ∈ Obj (C), F (idA) = idF (A).

Ejemplo B.6.1. Consideremos T : Ab → Set, definido en objetos como:

T : Obj (Ab) → Obj (Set)
G 7→ T (G)

donde T (G) es el conjunto subyacente del grupo abeliano G, es decir, debilitamos la estructura del
grupo abeliano G a solamente la estructura de conjunto y en morfismos como:

T : Ab(G,H) → Set(T (G), T (H))
f 7→ T (f)

donde T (f) : T (G) → T (H) es la función entre los conjuntos subyacentes T (G) y T (H), esto para
cada G,H ∈ Obj (Ab). Es facil ver que T es un funtor covariante.

Ejemplo B.6.2 (Funtor Hom(A, )). Consideremos una categoŕıa C, A ∈ Obj (C). Definimos
Hom(A, ) : C → Set en objetos como

Hom(A, ) : Obj (C) → Obj (Set)
B 7→ C(A,B)

donde es claro a partir de la definición de categoŕıa que Hom(A,B) es un conjunto para cada
B ∈ Obj (C), por lo que la asignación está bien definida en objetos. La asignación en morfismos
se hace de la siguiente manera:

Hom(A, ) : C(B,C) → Set (Hom(A,B), Hom(A,C))
f 7→ Hom(A, f)

donde Hom(A, f) se define como

Hom(A, f) : Hom(A,B) → Hom(A,C)
g 7→ fg

lo anterior para cada B,C ∈ Obj (C). Se ve fácilmente que Hom(A, ) es un funtor covariante.

Definición B.6.2 (Funtor contravariante). Sean C y D categoŕıas. Un funtor contravariante F :
C → D es una asignación F : Obj (C) → Obj (D) y F : C(A,B) → D(F (B), F (A)), sujeta a los
siguientes axiomas:
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1) Para cada A,B,C ∈ Obj (C), f ∈ C(A,B), g ∈ C(B,C), F (gf) = F (f)F (g).

2) Para cada A ∈ Obj (C), F (idA) = idF (A).

Ejemplo B.6.3 (Funtor Hom( , B)). Sea C una categoŕıa, B ∈ Obj (C). Se define Hom( , B) :
C → Set en objetos como

Hom( , B) : Obj (C) → Obj (Set)
C 7→ C(C,B)

y en morfismos como

Hom( , B) : C(C,D) → Set (Hom(D,B), Hom(C,B))
f 7→ Hom(f,B)

donde Hom(f,B) se define de la siguiente manera:

Hom(f,B) : Hom(D,B) → Hom(C,B)
g 7→ gf.

Entonces, Hom( , B) es un funtor contravariante.

B.7. Transformaciones naturales

Definición B.7.1 (Transformación natural). Sean C, D categoŕıas, F : C → D y G : C → D
funtores. τ : F → G es una transformación natural si:

1) Para cada A ∈ Obj (C), existe un morfismo τA : F (A) → G(A) en D.

2) Para cada A,B ∈ Obj (C) y para cada morfismo f : A→ B, G(f)τA = τBF (f), es decir, el
diagrama

F (A)
τA //

F (f)

��

G(A)

G(f)

��
F (B)

τB // G(B)

es conmutativo.

En este caso se dice que τA : F (A) → G(A) es un morfismo natural en A. Se suele denotar a la
transformación natural τ como {τA}A∈Obj(C).

Observación B.7.1. Podemos definir la composición de transformaciones naturales en el siguiente
sentido:
Sean C, D categoŕıas, F,G,H : C → D funtores, τ : F → G y σ : G → H transformaciones
naturales. La composición de σ con τ la definimos como στ : F → H, dada por (στ)A = σAτA,
para cada A ∈ Obj (C). Veamos que efectivamente στ es una transformación natural, para eso sean
A,B ∈ Obj (C) y f : A→ B un morfismo. Debemos tener que el diagrama

F (A)
(στ)A //

F (f)

��

H(A)

H(f)

��
F (B)

(στ)B // H(B)
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conmuta. Pero tal diagrama lo podemos escribir como

F (A)
τA //

F (f)

��

G(A)
σA //

G(f)

��

H(A)

H(f)

��
F (B)

τB // G(B)
σB // H(B)

de manera que tenemos las siguientes igualdades:

H(f)(στ)A = H(f)(σAτA)
= (H(f)σA)τA
= (σBG(f))τA
= σB(G(f)τA)
= σB(τBF (f))
= (σBτB)F (f)
= (στ)BF (f)

es decir, H(f)(στ)A = (στ)BF (f), en consecuencia, στ : F → H es una transformación natural.

Definición B.7.2 (Isomorfismo natural). Sean C, D categoŕıas, F,G : C → D funtores y τ : F → G
una transformación natural. Decimos que τ es un isomorfismo natural si para cada A ∈ Obj (C),
τA : F (A) → G(A) es un isomorfismo. En este caso se dice que los funtores F y G son naturalmente
isomorfos.

Definición B.7.3 (Isomorfismo de categoŕıas). Sean C, D categoŕıas y F : C → D un funtor.
Decimos que F es un isomorfismo de categoŕıas si existe un funtor G : D → C tal que GF, IdD :
C → C son naturalmente isomorfos y tambien FG, IdD : D → D son naturalmente isomorfos.

B.8. Funtores adjuntos

Definición B.8.1. Sean C y D categoŕıas, F : C → D y G : D → C funtores. Decimos que G es
adjunto derecho de F y que F es adjunto izquierdo de G si para cada A ∈ Obj (C) y B ∈ Obj (D),
existe un isomorfismo ΦA,B : D(F (A), B) → C(A,G(B)), que es natural tanto en C como en D,
esto es, para cada morfismo f : A′ → A en C y para cada morfismo g : B → B′ en D, el diagrama

D(F (A), B)
ΦA,B //

g F (f)

��

C(A,G(B))

G(g) f

��
D(F (A′), B′)

ΦA′,B′
// C(A′, G(B′))

es conmutativo, es decir, G(g) fΦA,B = ΦA′,B′g F (f), donde (g F (f))(α) = gαF (f), para cada
morfismo α : F (A) → B en D y (G(g) f)(β) = G(g)βf , para cada morfismo β : A→ G(B) en C.
En este caso denotamos F ⊣ G.
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[4] Joseph J. Rotman. (2008). An introduction to homological algebra, Second edition. New York,
USA: Springer.

[5] Br. Ojeda A. Juan N. (2011). Estudio comparativo entre espacios vectoriales de dimensión
finita e infinita. Tesis de licenciatura. Venezuela: Universidad de Carabobo.
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