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Antecedentes

La primera vez que se expuso lo que hoy conocemos como Algebm lineal, fue en el afio 1844,

gracias a que Hermann Grassmann (1809-1877), di6 a conocer su obra maestra Die Lineale Ausdeh-
nungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik (Teoria de las extensiones lineales, una nueva rama
de la matemdtica). Esta obra consistia de algunas ideas bésicas del dlgebra lineal que hoy conoce-
mos, dentro de éstas estaban los espacios vectoriales de dimensién finita, subespacios, conjuntos
generadores, suma e interseccién de subespacios, bases y dimensién. Sin embargo, este material
presentado por Grassmann, no tuvo mucha influencia, debido a que muchos planteamientos eran
considerados como filoséficos.
En 1862, Grassmann, ofrecié una mejora de su trabajo, la cual fue apoyada por Alfred Clebsch
(1833-1872); esta nueva versién ya inclufa temas relacionados con dependencia e independencia
lineal, asi como productos interiores. Ademas, esta versién ya incluia algunas demostraciones sobre
la dimensién, entre ellas la conocida férmula

dim(U) + dim(W) = dim(U + W) + dim(U N W)

donde U y W son subespacios de cierto espacio vectorial V.

Hermann Hankel (1839-1873), fue quien valoré el trabajo presentado por Grassmann, por lo que
en su obra Theorie der Complexen Zahlensysteme (Teoria de Sistemas de Nimeros Complejos),
presentada en 1867, hizo que se conocieran muchas de las aportaciones de Grassmann. La definicién
de espacio vectorial que a la fecha utilizamos, fue dada por Giuseppe Peano (1858-1932), quien ya
propuso el término de Linear System (Sistema Lineal). Gracias a él, se conocieron los conceptos
de cerradura, asociatividad, distributividad y existencia del elemento neutro. Podemos decir que
como tal el concepto de espacio vectorial, se conocié abiertamente hasta el ano 1920, gracias a los
trabajos de Hermann Weyl (1885-1955), mismos que llevan por nombre Space, Time, Matter (Es-
pacio, tiempo y materia); fue en este trabajo, publicado en 1918, donde él da la definicién formal
de espacio vectorial sobre el campo de los niimeros reales, sin darse cuenta que este concepto habia
sido definido por Peano, treinta anos atrés.

Con respecto a los espacios de dimensién infinita, el concepto se introdujo en el ano 1890, debi-
do a que Salvatore Pincherle (1853-1936), comenzé a trabajar una teoria de operadores lineales,
los cuédles estaban definidos precisamente sobre espacios vectoriales de dimensién infinita. En el
desarrollo de esta teoria, Pincherle, no se basé en la teoria expuesta por Peano, sino en los tra-
bajos de Gotifried Leibniz (1646-1716) y Jean D’Alembert (1717-1783). Esta teorfa de inicio no
tuvo mucho impacto, hasta en el afio 1920, Stefan Banach (1892-1945), en su tesis doctoral, On
Operations on Abstract Sets and their Application to Integral Equations (Sobre operaciones con
conjuntos abstractos y su Aplicacion a las ecuaciones integrales)

\%
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presento la axiomatica de los espacios infinito-dimensionales asi como los tépicos asociados a este
tema que se comenzaron a investigar en este mismo ano. En este trabajo también se introdujo el
concepto de espacio vectorial normado, que a la fecha tiene muchisima relevancia en el area de
andlisis matemdtico.

Otra aportacién importante respecto a espacios infinito-dimensionales, se presentd en los trabajos
de Henri Lebesque (1875- 1941), donde se presenté una construccién de los espacios de funciones.
Anterior a estos trabajos, David Hilbert (1862-1943) y su alumno Erhard Schmidt (1876-1959)

habian hecho investigaciones sobre espacios de funciones donde la dimension es infinita, esto en el
ano 1905. Hilbert, introdujo el concepto de Espacio euclideo, que siempre es de dimensién infinita,
estos espacios son los que actualmente conocemos como FEspacios de Hilbert, dicho trabajo se
publicé en 1909. Estos conceptos sentaron las bases de la teoria que hoy en dia conocemos sobre
espacios de dimensién infinita, la cual se estudia en el andlisis funcional.

En lo que corresponde a teoria de categorias, fue entre los afios 1942 y 1945, cuando Saunders
Mac Lane (1909-2005) y Samuel Eilenberg (1913-1998), en conexién con la topologia algebraica,
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introdujeron esta nueva teoria que empez6 a expandirse entre los anos 1960 y 1970, gracias a
Alezandre Grothendieck (1928-2014).

Samuel Eilenberg

El concepto de categoria ya se habia utilizado desde 1969, a partir de los trabajos de William
Lawvere, nacido en 1937
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con el objetivo de definir la ldgica y la teoria de conjuntos. Actualmente, la teoria de categorias,
puede ser considerada la base de las matematicas. Sin embargo, no es muy utilizada por ser un
area relativamente nueva.



Introduccion

En esta tesis, se presenta un estudio acerca de los funtores Hom y Tensor, dentro de la categoria
de espacios vectoriales sobre un campo dado. En esta categoria, los objetos son, valga la redun-
dancia, los espacios vectoriales y las flechas o morfismos, son las transformaciones lineales entre los
mismos cuya composicion es la usual para funciones. A diferencia del enfoque que tradicionalmente
se le da a los objetos antes mencionados, aqui se hace desde un punto de vista categdrico, desde
luego que primero se construyen los objetos Hom(V, W)y V ® W y posteriormente se definen las
asignaciones de la categoria Vecp (es como nosotros denotamos a la categoria de espacios vec-
toriales sobre el campo F') en s{ misma, definiéndolas tanto para objetos como para morfismos.
Usando esto, se deducen algunas propiedades ya conocidas de estos, pero aplicando los funtores
antes mencionados.

Esta tesis estd conformada por tres capitulos y dos apéndices, a continuacién se ofrece un pano-
rama general de como estd constituido cada uno de éstos. En lo que respecta a capitulos, esta
estructurada de la siguiente manera:

= En el Capitulo 1, se abordan los conceptos bésicos de dlgebra lineal que serdan fundamentales
durante todo el desarrollo de la tesis. Se da la definicién de espacio vectorial sobre un campo
F y algunos ejemplos, se exponen resultados sobre bases y dimension generalizados para
espacios de cualquier dimensiéon con el objetivo de que nos funcionen tanto para el caso
de dimension finita como el de dimensién infinita. Se da a conocer el concepto de suma
directa de dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial dado, asi como algunos ejemplos
y equivalencias a esta definicién. También, se muestra lo mds importante respecto a las
transformaciones lineales; dentro de lo que destaca es: una propiedad universal para las
bases, equivalencias a las definiciones de monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo y su
relacién con la dimensién de los espacios. En ese apartado, se ofrece una generalizacion de los
conceptos de representacién en cordenadas asi como del isomorfismo entre las matrices y el
espacio de las transformaciones lineales, donde se deja abierta una pregunta de investigacién
acerca de la utilidad de representar a las transformaciones lineales como un tipo de matrices.

= En el Capitulo 2, se expone el espacio vectorial cociente, mismo que se construye a partir
de un subespacio de un espacio vectorial dado. Sobre esto, se muestran propiedades de este
espacio tales como su dimensién, ademds de tres teoremas de isomorfismo y uno de correspon-
dencia que involucran fuertemente a este espacio. Posteriormente, se exponen los conceptos
de suma y producto directo de familias arbitrarias de espacios vectoriales, donde se resaltan
sus propiedades universales asi como una relacién entre suma directa interna y suma directa
externa, ademas de caracterizar a las bases de nuestros espacios vectoriales mediante sumas
directas internas.

= En el Capitulo 3, a nuestro juicio, el méds importante de la tesis, se abordan primero los con-
ceptos mas importantes sobre los funtores en espacios vectoriales. Posteriormente, se exponen
los funtores Hom, uno covariante y otro contravariante. Se exhiben algunos isomorfismos na-
turales que se deducen a partir de la construccién de estos funtores, ademads, se explica su
comportamiento respecto a sumas y productos directos de espacios vectoriales. Se muestran

IX
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a los funtores dual y bidual como casos particulares de los funtores Hom. Con respecto al
funtor bidual, se hace notar un monomorfismo natural entre un espacio y su bidual; se hace
énfasis de que en el caso finito-dimensional, este monomorfismo se convierte en isomorfismo
natural.

Respecto a Tensor, primero se explican los conceptos mas relevantes sobre funciones bilinea-
les. Después se construye una categoria, cuya clase de objetos estda formada por funciones
bilineales que tienen como dominio al producto cartesiano de dos espacios vectoriales fijados
previamente, precisamente esta categoria nos motiva a definir el producto tensorial de dos
espacios vectoriales. Después de construir el producto tensorial, se define la asignacién del
funtor Tensor, primero en la categoria producto y posteriormente, fijando uno de los objetos,
se definen dos funtores covariantes y aditivos en la categoria normal. Una vez hecho esto, se
dan a conocer propiedades del producto tensorial, tales como conmutatividad, asociatividad,
entre otras. Finalmente, mostramos la adjuncién entre los funtores Hom y Tensor, hecho que
nos permite deducir propiedades interesantes sin mayor dificultad.

Los apéndices estan constituidos de la siguiente manera:

= En el Apéndice A, se muestran los axiomas basicos de la teoria de conjuntos, algunas defini-
ciones y propiedades béasicas de funciones y finalmente, propiedades de la aritmética cardinal
que se usan para establecer resultados con respecto a la dimensién de los espacios, principal-
mente para el caso infinito-dimensional.

= En el Apéndice B, se exponen los conceptos béasicos sobre categorias, tales como su definicién,
ejemplos, tipos de objetos, tipos de morfismos, funtores, transformaciones naturales y funtores
adjuntos. Estos conceptos se utilizan principalmente en los resultados expuestos en el Capitulo
3 de esta tesis.



Capitulo 1

Preeliminares

En este capitulo se presentaran los conceptos fundamentales del Algebra Lineal, en los que
abarcaremos los temas de espacios vectoriales, subespacios, dependencia e independencia lineal,
bases, dimension y transformaciones lineales.

Es importante comentar que los conceptos de base y dimension se abordaran de manera general
con el fin de que funcionen para espacios tanto de dimensién finita como infinita y se expondran
ejemplos y propiedades de ambos casos.

Para efectos de este trabajo consideraremos los nimeros naturales como N = {0,1,2,...}. De
manera conjuntista se considerard a los numeros naturales como 0 =@ y n = {0,1,2,...,n— 1} si
n > 0. Esto se utilizara principalmente para cuestiones relacionadas con cardinalidad de conjuntos;
para fines operacionales se consideraran como normalmente los conocemos, con las operaciones
usuales y sus respectivas propiedades.

1.1. Espacios vectoriales

1.1.1. Definiciéon y ejemplos

Definicién 1.1.1 (Espacio vectorial). Sea F un campo y V un conjunto no vacio. Un espacio
vectorial es una quinteta (V,+,0,F,-: F x V. — V) que cumple lo siguiente:

1) (V,+,0) es un grupo abeliano.
2) - FxV =V satisface:

a) Para cadav eV, 1 -v=wv.

b) Para cada c,d€ F,veV, (cd)-v=c-(d-v).

¢) Para cadac,dc€ F,veV, (c+d)-v=c-v+d-v.

d) Para cadac€ F,v,weV,c-(v+w)=c-v+c-w.
Los elementos de V' se llaman wvectores, los de F', escalares; siempre que sea claro como se
definieron las operaciones se escribird pV en lugar de toda la quinteta ordenada, es decir, pV se
lee: V' es un espacio vectorial sobre el campo F. Siempre que no haya lugar a confusion con el
campo de escalares, denotaremos al espacio vectorial simplemente como V. Ademds, siempre que

no sea necesario, no se escribird el punto para denotar el producto por escalar, es decir, ¢-v = cv,
parac € FlveV.

Ejemplo 1.1.1. Consideremos F un campo y X un conjunto no vacio. Definimos

FX={f:X = F| f es funcién}
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y la suma en FX de la siguiente manera:
+: FXxFX —» FX
(f,9) = [f+y

donde f+ g : X — F se define como (f + g)(x) = f(x) + g(x), para cada x € X. Definamos la
funcion 0: X — F, como 0(z) = 0, para cada v € X. Veamos que (FX, +,6) es un grupo abeliano:

1) Sean f,g,h € FX, entonces, para x € X tenemos lo siguiente:

(f+(g+h)(x) = Fflx)+(g+h)(z

= fl@)+(9(z) +h
9(

(f
= Ef +9)(x) + h(;C)

es decir, f 4+ (g+h) = (f+g) + h, con lo cual establecemos la asociatividad.

2) Sean f,g € FX, entonces, para v € X se tienen las siguientes igualdades:

(f+9)@) = flz)+g(z)
= g(@) + f(z)
(9+ f)(x)

de ahi que f+g=g+ f.
3) Sea f € FX, entonces para x € X tenemos lo siguiente:
(f +0)(z) = f(x)+0(x)

= f(x)+0
= f(z)

por consiguiente, f +0= f =0+ f, por lo que 0 es el neutro aditivo en FX.

4) Sea f € FX, definamos —f : X — F como (—f)(x) = —f(x), para cada x € X, entonces
se cumplen las siguientes igualdades:

(f + (=/))(=) = (=f)(x)

+(~f
+(~f(@))

Il
Ol O~
—~
8
~

ast, —f es el inverso aditivo de f, para cada f € FX.

Por lo tanto, (FX7 —i—,ﬁ) es un grupo abeliano.
Ahora, definamos el producto por escalar de la siguiente manera:

FxFX — FX
(¢.f) = cf
Donde cf : X — F se define por (cf)(x) = cf(x), para cada © € X. Vamos a mostrar que este

producto satisface las cuatro propiedades para el producto por escalar de la definicion de espacio
vectorial:

a) Sea f € FX, siz € X, entonces (1f)(x) = 1f(z) = f(x), pues 1 es el neutro multiplicativo
en el campo F, de ahi que 1f = f.
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b) Seanc,d € F, f € FX, entonces, parax € X, ((cd) f)(z) = (cd) f(z) = c(df (z)) = c(df) ().
Por consiguiente, (cd)f = c(df).

c) Seanc,d € F, f € FX entonces parax € X, ((c+d)f)(x) = (c+d) f(x) = cf(z) +df (x) =
(cf)(x) + (df)(z), asi que (c+d)f = cf +df.

d) Seac€ F, f,g € FX, entonces parax € X, (c(f +9))(x) = c(f +9)(z) = c(f(z) + g(z)) =
cf (@) + cg(x) = (cf) (@) + (cg)(x), de ahi que c(f +g) = cf +cg.

Asi las cosas, hemos probado que (FX,+,0,F,-: F x FX — FX) es un espacio vectorial.

Ejemplo 1.1.2. Consideremos un conjunto no vacio X, gV un espacio vectorial y formemos el
conjunto VX = {f : X — V| f es funcion}. Definamos la suma en VX de la siguiente manera:

4+ VXxVX o5 yX
(f,g9) = f+g

donde f+g: X — V estd dada por (f + g)(x) = f(z) + g(z), para cada x € X. Definamos la
funcion0: X — V, como 0(z) = 0, para cada x € X. Es claro que 0 € VX. Veamos que (VX,+,0)
es un grupo abeliano:

1) (Asociatividad): Sean f,g,h € VX, x € X, entonces:

(f+(g+h)(@) = flx)+(g+h)
= f(@)+(g
z)+g

|
—~—~

De ahi que f+ (9+h) = (f +g) + h.

2) (Conmutatividad): Sean f,g € VX, luego, tenemos la siguiente cadena de igualdades:

(f+9)(x)= f(z)+g(z)
= g(x)+ f(z).

Por consiguiente, se sigue que f+g=g+ f.

3) (Elemento neutro): Sea f € VX, entonces tenemos lo siquiente:

(f+0)(z) = f(x)+0(z)
= f(z)+0
= f(z).

Es importante comentar que como en el punto anterior ya probamos la conmutatividad,
es suficiente probar esta propiedad en un solo orden de efectuar la operacion, por tanto,

f+0=f=0+/.

4) (Elemento inverso): Sea f € VX, definamos —f : X — V, como (—f)(z) = —f(z), para
cada x € X. Es claro que —f € VX, ahora:

(f+(=M) = flx) + (=f) (=)

+(=f(=))

|

Ol O = =
8
~—"

Al igual que en el caso anterior, por la conmutatividad es sufiente verificar la igualdad en
un solo orden de efectuar la operacion, en consecuencia, f + (—f)=0=(—f) + f.
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Con todo lo anterior, hemos probado que (VX, +,6) es un grupo abeliano.
Ahora, vamos a definir el producto por escalares como

Fxv¥ 5 vX
(a,f) = af

donde af : X — V estd dada por (af)(x) = af(z), para cada x € X. Vamos a ver que este producto
satisface las propiedades del producto por escalar de la definicion de espacio vectorial, en efecto:

a) Sea f € VX, siz € X, entonces (1f)(z) = 1f(z) = f(x), ya que 1 es el elemento neutro
en F y f(z) €V, el cual es un espacio vectorial sobre F'.

b) Seanc,d € F, f € VX, entonces, parax € X, ((cd) f)(x) = (cd) f(x) = c(df (z)) = c(df )(z).
Por consiguiente, (cd)f = c(df).

c) Seanc,d € F, f € VX, entonces parax € X, ((c+d)f)(z) = (c+d) f(x) = cf(z) +df (x) =
(cf)(x) + (df)(z), asi que (c +d)f = cf +df.

d) Seace F, f,gc VX, entonces para x € X, (c(f +9))(x) = c(f +9)(x) = c(f(z) +g(x)) =
cf () +cg(x) = (cf)(x) + (cg)(x), de ahi que c(f +g) = cf +cg.

Por lo tanto, (VX7 +,0,F, : FxVX > VX) es un espacio vectorial.
Teorema 1.1.1. Sea gV un espacio vectorial. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

1) Para cada x € V, Op -x = Oy, donde O es el neutro aditivo en F y Oy es el neutro aditivo
enV.

2) Para cada a € F, a-0y =0y .
3) Para cada z €V, (—1)z = —x.

4) Para cada a € F, x € V, ax =0y si y solo sia=0p 6 x =0y.

1.1.2. Subespacios vectoriales

Definicién 1.1.2 (Subespacio vectorial). Sea (V,+,0,F,-: F xV — V) un espacio vectorial y
W C V. Decimos que W es un subespacio vectorial de V', o simplemente que W es un subespa-
cio de V', si (VV7 Fiwxws 0 Fypw - F X W — V) es un espacio vectorial. Cuando esto suceda,
escribiremos W < V.

Teorema 1.1.2 (Caracterizacién de los subespacios). Sea pV un espacio vectorial y W C V. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes para W :

1)) W<V,
2) W satisface las siguientes condiciones:

a) wy,we € W, implica que wy + we € W.
b) 0 e W.
¢) a € FyweW, implica que aw € W.

Ejemplo 1.1.3. Si gV es un espacio vectorial, {0} y V son subespacios de V, donde 0 es el
elemento neutro en V. {0} es llamado el subespacio trivial de V.

Definicién 1.1.3. Sea F un campo, X un conjunto y f : X — F wuna funcion. Definimos el
soporte de f de la siguiente manera:

sop(f) = {x € X[ f(x) # 0}.
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Notacién 1.1.1. Para indicar que un conjunto A es finito, escribiremos |A| < oo.

Ejemplo 1.1.4. Consideremos F un campo y X un conjunto, sabemos que pFX es un espacio
vectorial. Consideremos el siguiente subconjunto de FX :

FX) = {f € F¥ | |sop(f)| < oo}
Veamos que FX) < FX:
a) Sean f,g € FX), luego |sop(f)|,|sop(g)| < oo, veamos que sop(f + g) C sop(f) U sop(g),
en efecto, sea x € sop(f + g), entonces (f + g)(x) # 0, esto es f(x) + g(x) # 0, por lo que

f(x)#0 6 g(x) #0, asi que x € sop(f) ¢ x € sop(g), es decir, x € sop(f)U sop(g). Por lo

tanto, sop(f + g) C sop(f) U sop(g), entonces |sop(f + g)| < |sop(f) U sop(g)| y dado que
sop(f) y sop(g) son finitos se tiene que sop(f) U sop(g) es finito, lo cual nos obliga a que
sop(f + g) sea finito. Por lo tanto f +g € F(X),

b) Sabemos que 0 : X — F definida por 0(x) = 0, para cada x € X, es el elemento neutro en
FX, ademds sop(0) = 0, por lo que sop(0) es finito, asi que 0 € F(X),

¢) Seaac F, fe FX) entonces para x ¢ sop(f) se tiene que f(z) = 0 y por tanto af(z) = 0,
es decir, (af)(x) = 0, para x ¢ sop(f), ademds, si a = 0, entonces af = 0. Finalmente,
st a # 0, entonces sop(af) = sop(f), pues para cada x € sop(f), af(x) # 0, es decir,
(af)(x) # 0, por lo que sop(af) es finito, en consecuencia af € F(X),

Por lo tanto, F©X) < FX,
Ejemplo 1.1.5. Si pV es un espacio vectorial, X un conjunto no vacio y definimos el conjunto
VI = {f e V| [sop(f)| < oo}

Haciendo un razonamiento similar al del ejemplo anterior se tiene que VX) < VX,

1.1.3. Subespacios generados

Teorema 1.1.3. Sea pV un espacio vectorial, {We},; una familia de subespacios de V', entonces
Nact Wa < V.

Demostracion. Vamos a probar las tres condiciones que de acuerdo al Teorema 1.1.2 es suficiente
verificar:

a) Supongamos que wi, w2 € [\ye; Wa, entonces wy, ws € Wy, para cada a € I, como W, <
V, para cada o € I, entonces wy + we € W, para cada o« € I. Por lo tanto, wy + wy €

mael WO“
b) Como W, <V, para cada « € I, entonces 0 € W,,, para cada a € I, esto es, 0 € ﬂael We.

¢) Supongamos que a € F'y w € [, c; Wa, entonces w € W, para cada a € I, como W, <V,
para cada a € I, entonces aw € W, para cada a € I, es decir, aw € (,c; Wa.

Por lo tanto, (),c; Wa < V. O

Corolario 1.1.1. Sea pV un espacio vectorial y X C V. Entonces existe un subespacio mds
pequeno de V' que contiene a X.

Demostracion. Consideremos la familia de subespacios:
F={W<<V|XCW}.

Es claro que F # ), ya que V € F. Por el Teorema 1.1.3, se tiene que [ F < V. Ademds, como
X C W, para cada W € F, entonces, X C (| F y (F < V. Ahora, si H<V y X C H, entonces
H € F, en consecuencia, (| F C H, més ain, como [ F,H <V, entonces (| F < H. O
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Definicién 1.1.4 (Subespacio generado). Sea pV un espacio vectorial y X C V. Al subespacio
mds pequeno de V' que contiene a X se le llama el subespacio generado por X y se denota como
(X). Es decir:

(X)=([{W<VIXCW}.

Observacién 1.1.1. Sea pV un espacio vectorial y W C V. Entonces, W < V si y solo si
W =(W).

Ejemplo 1.1.6. Si gV es un espacio vectorial, entonces (}) = {0}, donde 0 es el elemento neutro
en'V.

Proposicién 1.1.1. Sea pV un espacio vectorial, X, Y CV. Si X CY, entonces (X) C (V).

Demostracion. Por hipétesis X C Y y por definicién, sabemos que Y C (Y'), entonces X C (Y),
asi, (Y) es un subespacio de V' que contiene a X, entonces (X) C (Y). Mds atun, (X) < (Y), ya
que (X),(Y) <V. O

En el siguiente teorema, presentaremos una forma sencilla de obtener el subespacio generado
por un subconjunto no vacio de un espacio vectorial, pues salvo en casos excepcionales, hacerlo
directamente por la definicién no es factible para fines practicos.

Teorema 1.1.4. Sea pV un espacio vectorial y X CV, X # (). Entonces:

(X) = {iaianGN\{O},xi €X,a; € Fiie {1,...,n}}.

i=1

Demostracion. Denotemos

C(X) = {iaixi |neN\{0},z; € X,a; € Fyi € {1,...,n}}.

i=1
Vamos a probar que C(X) es un subespacio vectorial de V' que contiene a X:

a) Sean z,y € C(X), entonces z = Y " | a;x;, y = Z;”:l bjy;, con m,n € N\ {0}, z;,y; € X,
ai,bj e Foie{l,....,n},j€{l,...,m}, luego z +y = Z?:laia:i—&-zy;lbjyj, por lo que
x4y € C(X), pues es una combinacién lineal finita de elementos de X.

b) Como X # (), existe x € V tal que z € X, luego 0 = 0 -z, con 0 € F, en consecuencia
0 e C(X).

¢) Sean a € F, z € C(X), entonces z = > . a;x;, conn € N\ {0}, z; € X, a; € F, i €
{1,...,n},asf ax = ad  aw; = >y afaz;) = Y (@a;)z;, de ahi que az € C(X).

Por lo tanto C(X) <V, ahora, si « € X, entonces x = 1 -z, donde 1 € F, as{ que x € C(X), por
lo tanto, X C C(X). Asf las cosas, hemos probado que C(X) <V y X C C(X), pero (X) es el
subespacio de V mds pequeno que contiene a X, entonces (X) < C'(X). Ahora vamos a probar que
C(X) < (X), ya sabemos que ambos son subespacios de V', asi que basta probar que C(X) C (X),
sea © € C(X), entonces © = > -, a;z;, conn € N\ {0}, z; € X, a; € F, i € {1,...,n}. Como
x; € X, para cada i € {1,...,n} y X C (X), entonces z; € (X), para cada ¢ € {1,...,n}, pero
(X) <V,asique Y . a;z; € (X), es decir, z € (X). Por lo tanto, C(X) < (X) y en consecuencia
(X) =C(X). O

Corolario 1.1.2. Sea gV un espacio vectorial, X C V. Entonces:
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Demostracion. Veamos la primera contencién, es decir, veamos que (X) C U (V). Si X =0,

YCX
Y finito
dado que (@) = {0} por el Ejemplo 1.1.6, el resultado es inmediato. A partir de este momento

n
podemos suponer que X # ). Sea v € (X), entonces v = Zaixi, conn € N\ {0},z; € X,q; €

i=1
Fiie{l,....,n},luegov € ({z1,...,2,}) vy {21,...,2,} es finito, por consiguiente, v € U (Y).
YCXx
Y finito
Por lo tanto, (X) C U (Y). Ahora, si Y C X, entonces (Y) C (X), en particular cuando Y es
YCX
Y finito
finito, por lo tanto, U (Y) C (X). De ambas contenciones se tiene la igualdad deseada. O
YCXx
Y finito

1.1.4. Suma de subespacios

Definicién 1.1.5. Sea pV un espacio vectorial, W1, Wo < V. La suma de Wy y Wy se define de
la siguiente manera:
Wy + Wy = (W1 UTWa).

Teorema 1.1.5. Sea ¢V un espacio vectorial, W1, Wy < V. Entonces:
Wi+ W, = {w1—|—w2 | wy € Wi, wy € WQ}
Demostracion. Denotemos S = {wy + wq | wy € Wi, we € Wa}. Veamos que S < V:

a) Sean x,y € S, entonces r = wi +wi, y = w? +w3, con wi,w? € Wi, wl, w3 € W, entonces
r+y=(w] +wd)+ (w?+w3) = (wi +w?) + (w} +w3), pero como Wy, Wy <V, entonces
wi +w? € Wi, wi + w3 € Wy, por lo tanto x +y € S.

b) 0=0+0, con 0 € W;,0 € Wy, por lo que 0 € S.

c) Seaa € F, xz € S, entonces x = wy + wa, con wy € Wi, wy € Wa, asi ax = a(w + ws) =
awy + aws, pero Wi, Wy < V| entonces aw; € Wi, aws € W, en consecuencia ax € S.

Por lo tanto S < V. Ahora veamos que Wy UW5 C S, en efecto, sea x € W1 UWs, entonces x € W1
6x e Wy, sixe Wy, entonces x = x + 0, con x € Wp,0 € W, por consiguiente x € S; si x € Wo,
entonces x = 0+ x, con 0 € Wi,z € Wy, por consiguiente x € S. Por lo tanto W7 U Wy C S. Asi
las cosas, hemos mostrado que S <V y Wy UW, C S, pero W7 4+ W5 es el subespacio de V mas
pequeno que contiene a Wi U Ws, entonces Wy + Wy < S.

Ahora mostremos que S < W; + Ws, en efecto, sea x € S, entonces x = wy + ws, con wy €
Wi, we € Wao, pero Wy, Wy C Wy U Wsy, entonces wy,we € Wi U Wsy, pero Wi U Wy C Wy + Wo,
asi wy,ws € W1 + Wy, como Wi + Wy < V| entonces wy + we € Wy + W, es decir, x € Wi + W,
Por lo tanto, S < W7 + W5 y consecuentemente, Wy + Wy = S. O

La definicién para dos subespacios la podemos generalizar a cualquier familia de subespacios,
lo cual lo hacemos en la siguiente definicién.

Definicién 1.1.6. Sea pV un espacio vectorial y {Wi},.; una familia de subespacios de V. Defi-
nimos la suma de la familia {W;} de la siguiente manera:

ZWi:<UWi>.

icl el

iel’
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Teorema 1.1.6. Sea pV un espacio vectorial y {W;},.; una familia de subespacios de V. Entonces,
> icr Wi es el subespacio de V' mds pequeno que contiene a cada W;.

Demostracion. Notemos que para cada j € I, W; C J;c; Wi € >_,c; Wi, por transitividad W; C
> ic1 Wi, para cada j € I. Ahora, supongamos que Z < V es tal que W; C Z, para cada j € I,
entonces | J,.; Wi C Z, pero ), ; W; es el subespacio de V' mds pequefio que contiene a | J;; Wi,
entonces » ., W; < Z. O

iel iel
Teorema 1.1.7. Si gV es un espacio vectorial y {W;}icr es una familia de subespacios de V,
entonces

ZW" = ij | J C1,]|J| < oo,wj € W para cada j € J
iel jeJ

Proposicion 1.1.2. Sea ¢V un espacio vectorial, X, Y C V. Entonces:
(XUY) =(X)+(Y) = {(X)u(Y)).

Demostracion. Por definicién, (X)+ (V) = ((X) U (Y)). Ahora, sabemos que X C (X)y Y C (Y),
entonces X UY C (X) U (Y), por la Proposicién 1.1.1, (X UY) C ((X) U (Y)). Por otro lado,
X CXUYyY C XUY, entonces (X) C(XUY) y (V) C(XUY), asi que ((X) U (Y)) C (XUY).
Por lo tanto, (X UY) = (X) + (Y) = ((X) U(Y)). O

Teorema 1.1.8 (Ley Modular). Sea gV un espacio vectorial, X,Y,Z subespacios de V tales que
X <Y. Entonces:
YN(X+2)=X+(YnNZ).

Demostracion. Veamos la primera contencién, es decir, veamos que Y N (X +Z) C X + (Y N 2),
seav € YN(X 4+ Z), entonces v € Y yv e X+ Z luegov =x+2 conz € X,z € Z.
Es suficiente ver que z € Y N Z, pero ya tenemos que z € Z, ahora, como z = v — x, donde
veY e X, X <YyY <V, tenemos que z € Y. Asi las cosas, tenemos que z € Y N Z,
entonces v = ¢ + z, con ¢ € X,z € Y N Z, por consiguiente v € X + (Y N Z). Por lo tanto,
YN(X+2)C X+ (YNZ). Ahora vamos a ver que X + (Y NZ) CY N (X + Z). Sabemos que
X, YNZ CY, entonces X U (Y NZ) CY, por consiguiente, (X U (Y NZ)) C(Y) =Y, ya que
Y <V,esdecir, X+ (YNZ)CY.Porotrolado, X CX+ZyYNZCZCX+Z, porlo
que XU(YNZ)C X+ Z entonces (XUYNZ)C(X+Z)=X+Z, yaque X+Z <V,
pero por definicién, (X U(Y N Z)) = X + (Y N Z), entonces X + (Y NZ) C X + Z. Como
X+¥nNnZ)CYyX+(YNZ)C X+ Z,entonces X + (Y NZ) CYN(X+ Z). Nétese que
para probar esta contencion no necesitamos usar que X < Y. De ambas contenciones, tenemos que

YN(X+2)=X+(YNn2Z). O

1.1.5. Dependencia e independencia lineal

Definicién 1.1.7 (Dependencia e independencia lineal). Sea pV un espacio vectorial, S C V.
Decimos que S es linealmente dependiente, lo cual se abrevia como l.d, si existe x € S tal que
x € (S\{z}). Cuando S no es linealmente dependiente, se dice que es linealmente independiente
y se abrevia como l.i.

Ejemplo 1.1.7. Si gV es un espacio vectorial, {0} es l.d, donde 0 es el elemento neutro en V.
En efecto, por el Ejemplo 1.1.6, {0} = (). Asi, tenemos que 0 € (B) = ({0} \ {0}), por lo tanto,
{0} es l.d.

Ejemplo 1.1.8. Si pV es un espacio vectorial, () es l.i en V.

Teorema 1.1.9 (Caracterizacién de conjuntos linealmente dependientes). Sea pV un espacio
vectorial, S C V. Son equivalentes las siguientes afirmaciones sobre S':
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1) S esl.d.
2) Eziste v € S tal que (S) = (S\ {z}).
3) Eziste 8" C S, S’ finito tal que S’ es l.d.

4) Eziste " C S, S" ={y1,....yn}, conn € N\ {0} tal que Y a;y; =0, a; € F ya; #0,
para algin j € {1,...,n}.

Demostracion. 1) = 2): Supongamos que S es l.d, luego existe x € S tal que x € (S \ {z}).
Veamos que (S) = (S\ {z}), en efecto, sabemos que S\ {z} C S5, entonces (S\ {z}) C (S). Ahora,
{z} C (S\ {z}), ademds, S\ {x} C (S\ {z}), entonces S C (S'\ {z}), por lo que (S) C (S\ {z}).
De ambas contenciones tenemos que (S) = (S'\ {z}).

2) = 3): Supongamos que existe x € S tal que (S) = (S \ {z}), entonces x € (S \ {x}), luego,
z =Y ax,conn e N\{0}, 2, € X, 2; # x, a; € F, i € {1,...,n}. Consideremos S’ =
{z,21,...,2,}, claramente S’ es finito, z € §" y x € (S’ \ {z}), de ahi que S’ es finito y 1.d.

3) = 4): Supongamos que existe S’ C S, S’ finito tal que S’ es 1.d, luego S" = {y1,...,Un},
para algun n € N\ {0}, como S’ es 1.d, existe y; € ({S"\ {y;}), para algin j € {1,...,n}, luego
Yj= > iy QY cona; € Fy; € S',ie{l,...,n}, entonces > ., iy QY — Y = O asi se tiene
que S’ es finito y es tal que Y. ; a;y; = 0, con aj = —1 # 0.

4) = 1): Supongamos que existe S’ C S, S" = {y1,...,yn}, con n € N\ {0} tal que > ; a;y; = 0,
a; € Fya; # 0, para algin j € {1,...,n}, luego y; = Z?:Li#(—a;lai)yi, por lo que y; €
(8" \ {y;}), con y; € §', pero S" C S, entonces y; € S, ademds, S’ \ {y;} C S\ {y;}, por lo que
(S"\{y;}) < (S\{y,}), en consecuencia y; € (S'\ {y;}), de ahi que S es L.d. O

En el siguiente teorema vamos a probar una equivalencia de dependencia lineal para el caso
especial cuando el subconjunto es finito.

Teorema 1.1.10. Sea gV un espacio vectorial, S = {x1,...,2,} C V. Entonces S es l.d si y solo
si existe i € {1,...,n} tal que z; € ({z; | j < i}).

Demostracion. =) : Supongamos que S es ld, luego existe | € {1,...,n} tal que z; =
dim1j21 @5, cona; € Foay € S, j € {1,...,n}, considermos i = mayor{j € {1,...,n} | a; # 0},
el cudl es claro que existe; ahora, ijl 1075 —x =0, note quel € {j € {1,...,n} | a; # 0}, en-

tonces | < 1, asi Z?Zl ajz; = 0; esta suma la podemos separar como 22:1 a;T; +Z?:?+1 ajr; =0,

pero j > 4 implica que a; = 0 pues i = mayor{j € {1,...,n} | a; # 0}, entonces 23:1 a;z; =0,

luego z; = Z;;ll(fai_laj)xj, de ahif que z; € ({z; | j < i}).

<) : Supongamos que existe ¢ € {1,...,n} tal que z; € ({z; | j < i}), pero ({z; | j < i}) <

(S\{z:}), asi que x; € (S'\ {x;}) y por consiguiente S es l.d. O
0

Proposicién 1.1.3. Sea pV un espacio vectorial y x € V. Entonces {x} es i si y solo si x #

Demostracion. =): Supongamos que {x} es Li. Si = 0, entonces = € {0} = (0) = ({z} \ {z}), es
decir, x € {{z} \ {z}), asi {«} serfa l.d lo cual es absurdo por hipétesis. Por lo tanto, x # 0.

<): Supongamos que z # 0, entonces para cada y € {z}, y ¢ {0} = (0) = ({«} \ {z}), por lo que
{z} es Li. O

Teorema 1.1.11. Sea pV un espacio vectorial y T CV. Si S CT y S esl.d entonces T es l.d.

Demostracion. Supongamos que S C T y S es 1.d, luego existe x € S tal que x € (S\ {z}). Ahora,
como S C T entonces S\ {z} C T\ {z}, entonces (S \ {z}) < (T'\ {z}), en consecuencia z € Ty
es tal que x € (T'\ {z}), de ahi que T es 1.d. O

Corolario 1.1.3. Sea ¢V un espacio vectorial y S CV. Si 0 € S, entonces S es l.d.

Corolario 1.1.4. Sea ¢V un espacio vectorial, S CT C V. Si T es l.i entonces S es L.i.
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El siguiente teorema nos ofrece una caracterizacién de los conjuntos L.i.

Teorema 1.1.12 (Caracterizacién de los conjuntos linealmente independientes). Sea pV un es-
pacio vectorial y S C V. Las siguientes afirmaciones sobre S son equivalentes.

1) S es li.
2) Para cada x € S, (S\ {z}) < (S).
3) Para cada S" C S, |S'| < 00, S es Li.

4) Para cada 8" C S, S" ={z1,...,an}, si Y1y a;x; =0, con a; € F, entonces a; = 0, para
cada i € {1,...,n}.

Teorema 1.1.13. Sea pV un espacio vectorial, 5 un subconjunto l.i de V y x € V. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1) x ¢ (B).
2) pU{x} es li.

Demostracion. 1) = 2): Supongamos que x ¢ (). Debemos mostrar que SU{z} es L.i, supongamos
que > iz + cpp1z = 0, con n € N\ {0}, ¢;,cnq1 € F, 2 € 8,4 € {1,...,n}. Si cpy1 # 0,

entonces r = —2?21(07:41-1%)131’ de esta manera x € (), lo cual es absurdo por hipétesis, en
consecuencia c¢,4+1 = 0. Luego, Z?:l cx; = 0y como S es Li, entonces ¢; = 0 para cada i €
{1,...,n}. Por lo tanto, ¢; = 0 para cada ¢ € {1,...,n + 1} y de esta manera establecemos que
BU{z} es Li.

2) = 1): Supongamos que S U {z} es li. Si x € (), entonces S U {x} es 1.d, lo cual no es posible.
Por lo tanto, x ¢ (). O

1.2. Base y dimensién

1.2.1. Caracterizacién de las bases

Definicién 1.2.1 (Conjunto generador). Sea pV un espacio vectorial y 8 C V. Decimos que 3
genera a'V si (8) = V. En tal caso tambien se dice que B8 es un conjunto generador de V.

Observacién 1.2.1. Dado que V <V y (V) =V, entonces V es un conjunto generador de V,
por lo que se concluye que todo espacio vectorial tiene conjuntos generadores.

De igual forma, dado que () es 1.i en cualquier espacio vectorial gV, se concluye que todo espacio
vectorial tiene conjuntos l.1.

Definicién 1.2.2 (Base). Sea V' un espacio vectorial sobre un campo F, B C V. Decimos que 3
es una base para V' si B es linealmente independiente y genera a V.

Notacion 1.2.1. Para un espacio vectorial V' sobre un campo F, denotamos:

I(V)= {BCV|Besli}.
G(V)= {BCV|pBgeneraaV}.

Teorema 1.2.1 (Caracterizacién de Bases). Son equivalentes para 5 C V:
1) B es base de V.
2) B es un elemento mdximo en I (V).

3) B es un elemento minimo en G (V).
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4) Para cada x € V, existe una tnica combinacion lineal x = > | c;z, conn € N\ {0},
G €EF,x; €8,ie{l,...,n}.

Demostracion. 1) = 2): Supongamos que (3 es base de V. Claramente, 8 € Z (V). Veamos que es
méximo, supongamos que 8 C ', luego, existe x € V tal que z € f' y « ¢ S, como () =V,
entonces S U {z} es L.d, yaque x € V = (B) = ((BU{z}) \ {z}), pero U {z} C &, con S U {z}
l.d, por consiguiente 8’ es 1.d, de ahi que 5’ ¢ Z(V') y asi queda establecida la maximalidad de g
en Z (V).

2) = 3): Supongamos que 8 es un elemento maximo en Z(V'), luego 8 € Z(V). Primero veamos
que V = (B), es claro que () < V. Ahora, sea x € V, entonces z € 8 6 = ¢ 5. Si x € 8, como
B C (), trivialmente se tiene que xz € (8). Si x ¢ B, entonces  C S U {z}, pero S es maximo
en Z(V), asi que B U {z} es 1.d, luego existe una combinacién lineal Y7 | a;z; + ap412 = 0, con
a; € F, z; € B, con a; # 0, para algtin ¢ € {1,...,n+ 1}, si ap41 = 0, entonces Y., a;z; = 0,
con a; # 0, para algin i € {1,...,n}, pero esto es absurdo ya que 3 es Li, de ahf que a,; # 0,
en consecuencia @ = Y1 (—a; 11a;)7;, con lo que z € (B). Por lo tanto, de cualquier manera
V < (B), por consiguiente, V = (), es decir, 8 € G(V).

Ahora, falta ver que 8 es minimo en G(V), en efecto sea 8’ C 3, luego existe x € V tal que x € B y
x ¢ B, asi f/U{x} C B, como f es Li, por el Corolario 1.1.4, tenemos que ' U{z} es Li, luego, por
el Teorema 1.1.12, para cada y € 8/ U{z}, tenemos que (8’ U{x}\ {y}) < (8’ U{x}), en particular,
(8" U{a}\ {z}) < (B U{x}), es decir, (') < (B’ U{z}), luego, como B’ C ' U {z} C 3, entonces
(8" < (B u{a}) < (B) =V, conlo que (f') <V, estoes 8 ¢ G(V), con lo que se establece la
minimalidad de 8 en G(V).

3) = 4): Sea x € V, como V = (f), existe una combinacién lineal para x de elementos de f, a

saber .
r = Z CiT; )
i=1

conn € N\ {0}, ¢; € F, z; € 8,1 € {1,...,n}. Supongamos que hay otra combinacién lineal
distinta para z de elementos de 3, a saber

r=Y d;y; (II)
j=1

conm e N\{0},0#d; € F,y; € 5,5 €{1,...,m}. Restando miembro a miembro las ecuaciones
Iy II, se tiene que 0 = Z?zl CiT; — Z;":l d;y;, con al menos uno de los coeficientes distintos de
cero, esto implica que v = {x1,...,Zn,¥Y1,-..,Ym} €s L.d, pero v C 3, en consecuencia § es l.d.
Luego, existe y € f tal que (8\ {y}) = () =V, asi, B\ {y} € G(V) con B\ {y} C B, lo que
contradice la minimalidad de 8 en G(V). Por lo tanto, la representacién de = como combinacién
lineal finita de elementos de 8 es tnica.

4) = 1): Es inmediato. O

1.2.2. Existencia de bases
Teorema 1.2.2 (Existencia de bases). Todo espacio vectorial tiene base.

Demostracion. Sea gV un espacio vectorial. Recordemos que Z (V) = {8 C V | § es L.i}, sabemos
que (Z(V),C) es un COPO, ademéds Z (V) # (), pues § € Z (V). Consideremos un conjunto I no
vacio y {A;};c; una cadena en Z (V). Consideremos A = J;o; A;, luego A es una cota superior
para {A;};c;, pues para cada i € I, A; C A. Ahora, veamos que A € Z(V), es decir, hay que ver
que A es i, para esto, consideremos un subconjunto finito de A, a saber S = {x1,..., 2}, para
algin m € N\ {0}, como A = [J,.; As, entonces, para cada j € {1,...,m}, existe i; € I tal que
rj € Aj;. Como {4;};.; es una cadena, entonces {Ai_j};.n:l también lo es, por consiguiente existe
ke {1,...,m} tal que ", A;, = A;,, como S C |J;~, A;, = A;,, entonces S C A;,, pero por
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hipétesis A;, es Li, por tanto S es Li, ya que estd contenido en un conjunto l.i. Asf las cosas, hemos
probado que A es i, por lo tanto A € Z(V'), ademds A es cota superior para la cadena {A;};.;,
por el Lema de Zorn, Z (V') tiene un elemento maximo, digamos 3, por el Teorema 1.2.1, § es base
de V. O

Teorema 1.2.3. Todo subconjunto linealmente independiente en un espacio vectorial pV estd
contenido en una base de V.

Demostracion. Sea gV un espacio vectorial, X un subconjunto linealmente independiente de V.
Consideremos la siguiente familia de subconjuntos de V:

A={Y CV|XCY,YeI(V)}.

Por hipdtesis, X € A, asi que A # ), ademds, es claro que (A, C) es un COPO.

Sea I un conjunto no vacio, C = {Y;},.; una cadena de A y denotemos B = |J,c; Y. Sabemos
que para cada i € I, Y; C B, de ahi que B es una cota superior para C. Ahora, para cada i € I,
X CY; C B, entonces X C By como C es una cadena, haciendo un razonamiento similar al del
Teorema 1.2.2, tenemos que B es 1.i, en consecuencia, B € A, aplicando el Lema de Zorn tenemos
que A tiene un elemento maximo, digamos M.

Por tltimo, veamos que M es méximo en Z (V), en efecto, sea Z € Z (V) tal que M C Z, luego
XCMCZ conloque X C Z con Z Li, asi Z € A, pero M es maximo en A, entonces Z = M.

Por el Teorema 1.2.1 se tiene que M es base de V' y es tal que X C M. O
Teorema 1.2.4. Todo subconjunto generador de un espacio vectorial gV contiene una base.

Demostracion. Sea pV un espacio vectorial y v un conjunto generador de V. Consideremos la
siguiente familia de subconjuntos de V:

A={ACV|AesliyAC~}.

Notemos que A # (§, ya que } € A. Ademds, (A, C) es un COPO. Sea I un conjunto no vacio,
C = {Ai}icr una cadena de A y consideremos B = |J;.; 4i. Sabemos que para cada i € I, A; C B,
ademds B C -y, mas aun, con el mismo razonamiento usado en el Teorema 1.2.2 se establece que
B es 1, con lo que B € A. Hemos mostrado que toda cadena de A tiene una cota superior en A,
por el Lema de Zorn, A tiene un elemento maximo, digamos 3, es decir, S es Liy 8 C 7.

Para mostrar que § es una base de V, solo falta mostrar que V = (), en efecto, sea x € V', como
V = (), entonces x = > | ¢;x;, conn € N\ {0}, ¢; € F, x; € v, i € {1,...,n}. Ahora, si existe
i € {1,...,n} tal que z; ¢ (B), por el Teorema 1.1.13, S U {z;} es Li, ademds, z; ¢ 8 ya que
B C (B), luego B C BU{xi}, BU{zit esliy BU{xi} Cv, estoes, fU{z;} € Ay BC BU{x},

pero esto contradice la maximalidad de 8 en A, en consecuencia para cada ¢ € {1,...,n} se tiene
que x; € (B) y como (8) < V, entonces = € (B). Asi las cosas, tenemos que 3 es base de V' y
B <. O

1.2.3. Dimensién

Aqui, como en el caso de cualquier clase de conjuntos es importante introducir algin tipo de
medida, los espacios vectoriales no tienen por qué ser la excepcién. En el caso de los espacios
vectoriales vamos a introducir el concepto de dimension, el cual definiremos como el niimero de
elementos de su base, pero para introducir esa definicién es necesario mostrar que el concepto esta
bien definido, sin importar si la cardinalidad de la base es finita o infinita, pues en el siguiente
ejemplo vamos a ver que un espacio vectorial puede tener bases diferentes.

Ejemplo 1.2.1. Consideremos el espacio vectorial gR?. Sabemos que 8 = {(1,0),(0,1)} es la base
candnica de R?, pero tambien B’ = {(1,1),(5,1)} es base de R?, pues para cualquier (z,y) € R?,
la ecuacion c¢1(1,1) + c2(5,1) = (z,y) tiene solucion unica.
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Notemos que pese a que 8y ' son diferentes, ambas tienen el mismo nimero de elementos. Resulta
que este hecho no es coincidencia, siempre se cumple que todas las bases tienen el mismo tamano
sean finitas o infinitas, eso es lo que vamos a mostrar para que el concepto de dimension quede

bien definido.

Notacién 1.2.2. Si A, B son conjuntos y f : A — B es una funcion inyectiva, podemos denotar
f: A B. La notacion antes mencionada indicard que la funcién es inyectiva, aiun cuando no se
diga en palabras.

Notacién 1.2.3. Si A, B son conjuntos con A C B, para denotar la funcion inclusion v : A — B,
definida por 1(a) = a, para cada a € A, se escribird simplemente A — B. Dicha notacidn se
referird a la inclusion, aun cuando no se diga explicitamente.

El siguiente teorema es precisamente el argumento que necesitamos para poder establecer el
concepto de dimensién de un espacio vectorial, en el cudl se establecera que cualesquiera dos bases
de un espacio vectorial tienen el mismo tamafo, esto sin importar si tienen una cantidad finita o
infinita de elementos.

Teorema 1.2.5. Sea pV un espacio vectorial, A y B bases de V. Entonces |A| = |B].

Demostracion. Consideremos el siguiente conjunto:
Q={Us,F,) | I, CAF,: 1, — B,(B\ [Fy(I;)])Ul; es Lien V'}.

Es importante comentar que @ es una familia de parejas (I, Fy), donde I, C A, F, : I, — B es
una funcién inyectiva. Se pide que B\ [F,(I;)] sea ajeno con I, y su unién sea l.i en V. De manera
conjuntista, a B le quitamos la imagen de I, bajo F, y la reemplazamos por I.

Definamos la relaciéon < en @ de la siguiente manera:

Iy, Fy) < (I, Fy) siysolosi I, C I,y Fy 1, = F, para cada (I, Fy), (I, ;) € Q. Veamos que
(Q, <) es un COPO:

Reflexividad: Sea (I, F;) € Q, luego I, C I, y Fy;, = Iy, por lo que (I, Fy) < (I, F)
Antisimetria: Sean (I, F;), (I, F,) € Q y supongamos que (I, Fy) < (I, Fy) v (Iy, Fy) <
(I, Fy), luego I, C I, y I, C I, entonces I, = I,,. Ademéds, F;, = F, y Fy;, = F,, entonces
F, = Fy1, = Fy1, = Fy. Por lo tanto I, = I, y F, = F), es decir, (I, F;) = (I, F).
Transitividad: Sean (I, F,), (1, Fy),(I;,F;) € @, supongamos que (I, F,) < (I, F,) v
Iy, Fy) < (I.,F), entonces I, C I, y I, C I, por transitividad I, C I., ademéds Fy|;, = F,
y F.1, = F,, observemos los siguientes diagramas:

]?L
J 4
I

B

asi, tenemos que F,;, = (Fy1,)i1, = Fyr, = Fr. De ahi que I, C I, y F,|;, = F, es decir,
Iz, i) < (I, Fy).

Por lo tanto, (@, <) es un COPO.

Ahora bien, tenemos que ) C (), () : ) — B es inyectiva por vacuidad y B = [B\ 0(0)]U0 es Li, dado
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que B es base de V', por consiguiente (@, ) € @, con lo cual se tiene que Q # 0.
Consideremos un conjunto no vacio X y I' = {(I, Fi)}, x una cadena de Q. Definamos la funcién

F: Upexle — B
v —  Fy(v), sivel,.

En primera instancia, vamos a mostrar que I’ estd bien definida, para eso, supongamos que v € I,
y v €I, con (I, Fy), (I, F;) € T, como I' es una cadena, entonces (I, F,) < (I;, F;) 6 (I, F,) <
(Iy, Fy); sin pérdida de generalidad supongamos que (I, Fy) < (I, F%), entonces I, C I, por lo
que v € I, entonces F,(v) = F,;, (v) = Fy(v), asi, hemos mostrado que F' estd bien definida.
Vamos a ver que F' es inyectiva: si v,w € UxeX I, con v # w, entonces v € I, y w € I, para
algunos y, z € X. Sin perdida de generalidad, supongamos que (I, Fy) < (I, F,), asi I, C I, y
en consecuencia, v,w € I,. Ademds, F'(v) = Fy(v) = F,(v) # F.(w) = F(w), puesto que F, es
inyectiva. Por lo tanto, F' es inyectiva.

Ahora, vamos a exhibir que [B \ F (Umex Im)] U (UmeX Ix) es 1.i en V: sabemos que:

[B \ F (UzEX Im)] U (UfeX Ii) = B\ (UzEX F(II))] U (UmeX Ix)
= nweX(B \ F(Ir))} U (U;ceX IT)

asi, si {v1,...,0n} C Npex(B\ F(I2)) vy {wi,...,wm} € Uyex lo; entonces {wy,...,wn} C
I,, para algin y € X, ya que I' es una cadena y {v1,...,v,} € B\ F(I,), asi tenemos que
{v1,...,p,w1,...,wn} C (B\ F(I)) UI,, el ctal es Li, por lo que {vi,...,vn,w1,...,Wn}
es Li. Asi las cosas, hemos mostrado que cualquier subconjunto finito de [B\F (Uxex Im)] U
(Uyex Iz) es Li, por lo tanto, [B\ F (U,cx Io)] U (Uyex Iz) es Li. Finalmente, vamos a ver
que B\ F (UxEX Im) ¥ Uzex Iz son conjuntos ajenos, en efecto, supongamos que existe v €
[B\ F (Usex 12)] N (Uzex ), entonces v € ey (B\ F(I)) y v € I, para algin = € X, con
lo que v € (B\ F(I;)) NI, para algin z € X, pero esto es absurdo pues para cada z € X,
(B\ F(I,)) NI, = 0. Por lo tanto, B\ F (U,cx Iz) ¥ U,cx L= son ajenos.

Con todo lo anterior, tenemos que (UmGX II,F) € @, ademds es una cota superior para I', ya
que para cada x € X, I, C U,cx Io v Fj1, = Fi, es decir, para cada (I, F;) € ', (I, F,) <
(UmeX I, F) Por el Lema de Zorn, @ tiene un elemento maximo, digamos (M, g). En particular,
g: M — B es una funcién inyectiva y (B '\ g(M))UM es lLien V.

Vamos a demostrar que B\ g(M) = () 6 A\ M = (), supongamos que no es asi, entonces existe v € V
tal que v € B\ g(M)y A\ M # (), entonces (B\ (g(M)U{v}))UM es Lien V, ya que (B\ (g(M)U
{v})UM C (B\ g(M))UM y (B\ g(M))UM es Li. Ademds, ((B\ (g(M)U {v}))UM) # V, pues
de no ser asi, tendriamos que v € ((B\ (g(M)U{v}))UM) y por consiguiente, (B \ g(M))UM
serfa 1.d, lo cual es absurdo. Més atn, A\ M ¢ ((B\ (¢(M)U{v}))UM), pues si A\ M C
((B\ (9(M)U{v}))UM), tendriamos que A = (A\ M) UM C ((B\ (¢(M)U{v}))UM), asi,
tendriamos que V = (A) < ((B\ (¢(M) U {v}))UM), por lo que V = ((B\ (9(M) U {v}))UM),
lo cual mostramos que no es posible. Asf las cosas, A\ M € ((B\ (g(M) U {v}))UM), por lo que
existe w € V tal que w € A\ M y w ¢ ((B\ (9(M) U {v}))UM). Consideremos M = M U {w}
y definamos g : M — B por g(w) = v y g(m) = g(m) para m € M. Es claro que g es inyectiva.
Veamos que (M,g) € @, en efecto, (B\g(M)UM = [B\ (¢9(M)U {v})] U (M U {w}), el cual
es Li, ya que v,w ¢ ((B\ (9(M) U {v}))UM). Ademés, B\ (g(M) U {v}) y M U {w} son ajenos,
de otra manera w € ((B\ (g(M) U {v}))UM), lo que es absurdo. Por consiguiente, (M,7) € Q,
ademds, M C M y en consecuencia (M,g) < (M,g), pero esto contradice la maximalidad de

(M,g) en Q. Por lo tanto, B\ g(M) = 0 6 A\ M = (. Analicemos cada caso. Si A\ M = 0,
entonces A C M C A, asi A= My (B\ g(A))UA es li en V, pero A es li méximo, pues es
base de V, entonces B\ g(A) = ), consecuentemente B = g(A), lo que implica que g : A — B
es una biyeccién y por lo tanto |A| = |B]. Si B\ g(M) = (), entonces B C g(M) C B, es decir,
B = g(M), entonces g : M — B es suprayectiva, con lo que |A| > |M| > |B|, por transitividad,
|A] > |B|. Tomando ahora una familia de subconjuntos de B con las mismas caracteristicas que Q
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y realizando el mismo razonamiento tendriamos que |B| > |A|, aplicando el Teorema de Cantor-
Schroeder-Bernstein tenemos que |A| = |B|. O

Una vez que hemos mostrado la existencia de bases en cualquier espacio vectorial y que todas
las bases tienen el mismo tamano, estamos en perfectas condiciones de definir la dimensién de un
espacio vectorial, lo cual se hard a continuacién.

Definicién 1.2.3 (Dimensién de un espacio vectorial). Sea pV un espacio vectorial. Definimos la
dimension de V, la cual se denota como dim(V'), como |B|, donde B es una base de V', es decir,
dim(V) = |B|. Cuando dim(V') = n, con n un nimero natural se dice que V' es un espacio vectorial
de dimensidn finita, mientras que si dim(V) = K, con k un cardinal infinito se dice que V es un
espacio de dimension infinita. En muchas ocasiones a las bases para espacios de dimension infinita
se les llama bases de Hamel.

Ejemplo 1.2.2. Consideremos un campo F, X un conjunto no vacio. Recordemos que FX) =
{f € FX | |sop(f)| < oo}. Vamos a ver que dim(FX)) = |X|, consideremos la funcién

§5: X — FX
T o~ Oy

donde 6, : X — F se define por §,(x) =1y 6,(y) =0, siy # x. Veamos primero que § : X — FX)
es inyectiva, en efecto, sean x,y € X con x # y, si 6(z) = 6(y), entonces 1 = d,(x) = dy(xz) =0
es decir, 1 = 0, lo cual es absurdo dado que F es campo, asi que §(x) # d(y). Por lo tanto
§: X = F) es inyectiva, ademds Im(5) = {0z}eex, por lo que § : X — {0, eex ya es una
funcion biyectiva. Ahora, por simplicidad denotemos B = Im(8) = {0z }zex, demostremos que B
es una base de F(X):

» B es Li: Supongamos que Y ., ¢;05, =0, conn € N\ {0}, ¢; € F, §,, € B, i € {1,...,n}.
Ahora, para cada j € {1,...,n} tenemos las siguientes igualdades:

¢j = ¢j0q, (25) (ZCZ r) =0(z;) =0

es decir, ¢; =0 para cada j € {1,...,n}. Por lo tanto, B es Li en FX),

» B genera a F: Sea f € FX), Si f =0 es inmediato, asi que podemos suponer que f # 0,
entonces sop(f) = {x1,..., 2.} para algin n € N\ {0}, por lo que f(z;) = ¢; con ¢c; # 0
para j € {1,...,n}. Veamos que f=>"" iy, en efecto, si x ¢ sop(f) la igualdad se ve
de forma mmedmta Ahora, para cada j € {1 ..,n}, (x; € sop(f)), tenemos lo siguiente:

f(xj)_cj_cj x; -77] = <Zczw>

Asi las cosas, tenemos que para cada x € X, f(z) = (X1 ¢iby,) (z), de ahi que [ =
St €ibg,. De esta manera queda demostrado que B genera a F X

De lo anterior tenemos que dim(FX)) = |B| = |X|. De esta manera se tiene que dim(F(X)) =
K, donde k es el cardinal asociado a X, el cual puede ser finito o infinito, en otras palabras la
dimension de FX) depende del cardinal de X .

Ejemplo 1.2.3. Sea F un campo. Consideremos el espacio de los polinomios con coeficientes en
X, definido como sigue:

Flz] ={f(x)=as+ a1z + -+ ana” | n € Nyn = grd(f(x))}

Es fdcil ver que 3 = {x' | i € N} es una base de F[z], ademds |B| = |N| = Vg, asi que dim(F[x]) =
Rg. Por consiguiente F[x] es un espacio vectorial de dimension infinita.
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Teorema 1.2.6. Sea pV un espacio vectorial. Si B € Z(V) y v € G(V), entonces |8] < |v|.

Demostracion. Por un lado, como 3 es Li, por el Teorema 1.2.3, existe 3’ base de V tal que 8 C /.
Por otro lado, como v es un conjunto generador de V', por el Teorema 1.2.4, existe §” base de
V tal que B8” C ~. Ahora, por el Teorema 1.2.5, |8'| = |8”|, esto es, existe una funcién biyectiva
f: B8 — B”. Observemos el siguiente diagrama:

!

BC e B gl

asi, la funcién g = Lg,,ngl : B — ~ es una funcién inyectiva, de ahi que |5]| < |7]. O

Teoremas de dimension

Teorema 1.2.7. Sea pV un espacio vectorial y W < V. Entonces dim(W) < dim(V).

Demostracion. Como W < V, en particular es un espacio vectorial, por el Teorema 1.2.2, existe
B8 C W tal que B es base de W. Luego, 8 es l.i en W, pero W C V|, por consiguiente 5 tambien
es Li en V, de acuerdo al Teorema 1.2.3, existe v C V tal que 7 es base de V' y g C . Ahora,
como 3 C +, tenemos que la inclusién 8 < 7 es una funcién inyectiva, de ahi que |3| < |v|. De lo
anterior tenemos lo siguiente:

dim(W) = |B] < || = dim(V)
es decir, dim(W) < dim(V). O

Teorema 1.2.8. Sea gV un espacio vectorial de dimensidn finita y W < V. Entonces, dim(W) =
dim(V') siy solo si W =1V.

Demostracion. Supongamos que dim(W) = dim (V). Si V = {0}, el resultado es inmediato, por
lo que podemos suponer que V' # {0}. Sea n = dim(V) = dim(W), con n un ndimero natural
diferente de cero y consideremos § = {ws,...,w,} una base de W. Como W < V| tenemos que
W C V, falta ver que V. C W, en efecto, sea v € V, si v € W habremos terminado. Si v ¢ W,
entonces § C fU{v} y como S es base de W, S es L.i maximo, as{ que SU{v} es l.d, entonces existe
una combinacién lineal Y"1 | c;w; + ¢,1v = 0 con ¢; # 0 para algtn j € {1,...,n + 1}, ademds
cnt1 # 0, ya que si c,p1 = 0, B es Ld lo cual no es posible. Asf, v = — 31" (1 c;)w; € W, es
decir, v € W. Por lo tanto, V' C W. De ambas contenciones tenemos la igualdad deseada. La otra
implicacion es inmediata. O

Corolario 1.2.1. Sea pV un espacio vectorial de dimension finita y W < V. Entonces dim(W) <
dim(V') siy solo si W < V.

Para el caso de dimensién infinita puede haber subespacios propios de la misma dimension del
espacio. El siguiente ejemplo nos muestra este hecho.

Ejemplo 1.2.4. Consideremos un campo F' y el espacio de los polinomios F[x]. Consideremos
W = {ao + ax® + - - - + agmx®™ € Flz] | existe m € N tal que k > m implica ag, = 0}

Es fdcil ver que W < Flz|, ademds W <V, pues © € F[z] \ W. También se ve facilmente que
B ={2%|i € N} es una base de W y |3] = Rg. Asi, tenemos que dim(W) = dim(F|x]) = Vo, pero
W < Flz).

Teorema 1.2.9. Sea pV un espacio vectorial, U, W < V. Entonces:

dim(U) + dim(W) = dim(U + W) + dim(U N W).
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Demostracion. Sabemos que UNW < U y UNW < W, en particular U N W es un espacio
vectorial, por el Teorema 1.2.2, existe § C U N W tal que 5 es base de U N W. Como S es l.i en
UNnW, UNnW<UyUNW < W, entonces $ es l.ien U y en W, por el Teorema 1.2.3, existen
B C U, B” CW tales que 3’ es base de U, 8" es base de W, 8 C 8’ y 8 C 8”. Supongamos que
B =pU,B"=BUy" cony CU, v CW, BNy =0y BN+y"=0. Ademis v N+" = 0, pues
siz €' N~y", entonces x € UNW = (B), con lo que S U {z} es 1.d, pero SU{z} C B, por lo que
B’ es 1.d, pero esto es absurdo ya que 8’ es base de U.

Veamos que S U~ U~" es base de U + W

= SUY'Uy" es Li: Supongamos que Y " | cixi+Y 0 iyt g ¢z = 0, conm,n,p € N\{0},
ci, e € Foap € Boy; €,z €9 ie{l,...,m}p,je{l,...,n},k€{l,...,p}. Entonces

se tiene que
D m n
/! /
= Fa =Y i+ Yy ey
k=1 i=1 j=1
n /

pero Y% cixi + Y5, ¢y € U, con lo que —37)_, ¢z, € U, ademds — >0 ¢z, € W
dado que z € W para cada k € {1,...,p}, en consecuencia — 2:1 cizi € UNW, como
es base de U N W tenemos que — Y »_; ¢}z = > ;_; wz con s € N\ {0}, s € F, z] € 3,
l € {l,....s}, estoes Y7 aiz[ + > h_yclzi = 0, al ser B una base de U N W se tiene
que ¢ = a; = 0 para cada k € {1,...,p}, | € {1,...,s}. De esta manera se concluye que
— > k=1 Chz = 0. Sustituyendo en (I) se tiene que Y37 | ciai+3°7_ ¢jy; = 0, pero a,y; € 5/
para cada i € {1,...,m}, j € {1,...,n} y B’ es base de U, de ahi que ¢; = ¢; = 0 para
cadai € {1,...,m}, j € {1,...,n}. En resumen, ¢; = ¢; = ¢} = 0 para cada i € {1,...,m},
jed{l,....,n} ke {l,...,p}.

s SUY UY" generaa U+ W:Seaxz e U+ W, luegox =u+wconu €U yweW. Como

es base de U y " es base de W, se tiene que u = >\, ¢z + )5, ¢jy; con m,n € N\ {0},
ci,¢j € Foazp € Byy; €4,i€{l,...om}, j€{l,....n} yv = S diwi + S )z
con m,t € N\ {0}, dj,¢f € F,z; € 8, zr € v, i€ {1,....m}, l € {1,...,t}. Notemos
que la suma de los elementos de 3 se pueden escribir en la misma longitud, esto se consigue
ordenando los elementos y agregando ceros si es necesario. Lo anterior nos conduce a las

siguientes igualdades:

r o= utv=30 cw+ E?:l iy + >imy diwi + 25:1 'z
Sy (e di)ai + 370y + Yo da

de ahi que z € (BU~ U~").

Por consiguiente se tiene que SU~" U~" es base de U + W, en consecuencia tenemos las siguientes

igualdades respecto a las dimensiones:
dim(U) + dim(W) 16| + 18"

1BUA+ 18U~

= 1Bl +1+18l+ 1

U1+ '+ 1)) + 18]

1BUY Uy + 8|

= dim({U+W)+dim(UNW)

es decir, dim(U) + dim(W) = dim(U + W) + dim(U N W), lo que se deseaba probar. O

Es importante mencionar que el teorema anterior se cumple independientemente de la dimension
del espacio vectorial en cuestién, sin embargo, vale la pena precisar los detalles de cuando el espacio
es de dimension finita y cuando es de dimensién infinita, lo cual se hace en la siguiente observacion.
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Observaciéon 1.2.2. Sea pV un espacio vectorial, U y W subespacios de V.

Si V' es dimension finita, entonces dim(V) = n para algin nimero natural n. Ahora, como
U W <V, por el Teorema 1.2.7 se tiene que dim(U), dim(W) < dim(V'). Ademds, UNW <
UyUNW < W, con lo que dim(UNW) < dim(U) y dim(U NW) < dim(W). Por estos
argumentos, a partir de la igualdad

dim(U) + dim(W) = dim(U + W) + dim(U N W)

dada por el teorema anterior, tiene sentido hacer el despeje para dim(U+W), obteniendo una
formula para la dimension de la suma de los subespacios, quedando de la siguiente manera:

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).

Si 'V es de dimension infinita, entonces dim(V) = k, donde k es un cardinal infinito. Puede
ocurrir que tanto U como W sean de dimension finita y en tal caso todo queda como el caso
antertor, excepto la dimension de V.

Ahora, si al menos uno de los subespacios es de dimension infinita, supongamos sin pérdida
de generalidad que dim(U) = A con A un cardinal infinito y que dim(W) = u con p < A,
en tal caso se tiene que dim(U) + dim(W) = A, ya que A\ = mayor{\, u}, pero por el
teorema anteior se tiene que dim(U) + dim(W) = dim(U + W) + dim(U N W), asi que
dim(U + W) +dim(UNW) = A, en consecuencia, dim(U +W) =X 6 dim(UNW) = \. Es
facil ver que UNW < U + W, asi que por el Teorema 1.2.7, dim(UNW) < dim(U + W),
por lo que si dim(U NW) = A, forzosamente se debe cumplir que dim(U + W) = A.

Bases ordenadas

Definicién 1.2.4 (Base ordenada). Sea pV un espacio vectorial de dimension k con x un cardinal,

I un

conjunto tal que |I| = k. Decimos que la terna 5= (8,1, f) es una base ordenada de V' si 8

es base de V y f: I — B es una funcion biyectiva.

Ejemplo 1.2.5. Considere n un nimero natural diferente de cero y gV un espacio vectorial de
dimension n. Por el Teorema 1.2.2, existe B base de V', ademds |B| = |n|, luego, existe una funcion
biyectiva f : I, = {1,...,n} — (. Entonces la terna 3 = (3, I, f) es una base ordenada de V.

En los espacios de dimension finita no es necesario poner el conjunto sobre el que se ordena la

base,

ya que por lo general en estos espacios las bases son muy especificas y todas son ordenadas.

Ejemplo 1.2.6. Consideremos un campo F y el espacio vectorial de los polinomios F[x]. Sabemos

que 3

= {a" | n € N} es una base de F[z]. Es fdcil ver que

f+ N - g

n — x"

es una funcion biyectiva, por lo tanto la terna B = (B,N, f) es una base ordenada de F|[x].

1.3.

Suma directa de dos subespacios

Definicién 1.3.1 (Definicién). Sea pV un espacio vectorial, W, K < V. Decimos que V es la

suma

directa de W y K siV =W + K yWNK ={0}. En este caso escribimos V=W & K.

Ejemplo 1.3.1. Consideremos el espacio vectorial RR®. Consideremos los siguientes subconjuntos
de RR:

P(R)= {feR®|f(—z)= f(z), para cada z € R}.
IR)= {feR®| f(-z)=—f(z), para cada x € R}.

Dichos conjuntos se conocen como el conjunto de las funciones pares e impares, respectivamente.
Primero veamos que P (R),I (R) < RE. Veamos para P (R):
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a) Sean f,g € P(R), x € R, entonces (f+g)(—z) = f(—z)+g(—z) = f(x)+g(z) = (f+9)(z),
por lo que f + g € P (R).

b) 0(—z) = 0=0(z), asi que 0 € P (R).

¢) Sea c € Ry f e P(R), entonces (cf)(—z) = cf(—x) = cf(x) = (cf)(x), de ahi que
cf € P(R).

Por lo tanto, P (R) < RE. Ahora veamos que I (R) < RE:

a) Sean f.g € I(R), x € R, entonces (f + g)(~=) = f(—x) + g(~) = —f(x) + (~g(x)) =
—(f(2) + g(2)) = ~(f +g) @), por lo que [ +g € I(R).

b) 0(—z) = 0= —0= —0(z), asi que 0 € I (R).

¢) Sea c e Ry felI(R), entonces (cf)(—x) = cf(—x) =c(—f(x)) = —cf(x) = —(cf)(x), de
ahi que cf € I (R).

Por consiguiente, tenemos que I (R) < R®. Una vez hecho lo anterior, vamos a demostrar que
RR = P(R) @ I (R), veamos que R® = P (R) + I (R), en efecto, sea f € R¥, consideremos las

funciones g,h : R — R, definidas por g(x) = w, h(z) = W, notemos que si

fJUc(G IEQ;;(WEO";@S 9(?’”)) :f(f()fw)ﬂ;(*(ﬂ)) = L@ — (2, asi que g € P (R). Ahora, h(—x) =
—z)—f(=(—==z)) _ f(—z)—f(z [z
A — A

5 )72f(7x) = —h(z), en consecuencia h € I (R). Ademds, observe
que (g + h)(z) = g(z) + h(z) = f(w)+2f(_w) + f(”:)_Qf(_w) = f(x). Asi las cosas, tenemos que
f=g+h, conge P(R),helIR), por consiguiente, R® = P (R) + I (R). Finalmente, veamos
que P (R) NI (R) = {0}, supongamos que f € P(R) NI (R), entonces, para cada x € R, —f(z) =
f(==z) = f(x), luego, 2f(x) =0, es decir, f(x) =0, para cada x € R, asi que f = 0. Por lo tanto,
RE = P (R) & I (R).

Teorema 1.3.1. Sea pV wun espacio vectorial, W < V. Entonces existe W' < V tal que V =
wWaoWw'.

Demostracion. Como W < V, en particular es espacio vectorial, por el Teorema 1.2.2, existe
B C W tal que B es base de W. Ahora, como f eslien W y W C V, entonces, 5 es lien V,
por el Teorema 1.2.3, existe v C V tal que v es base de V' y 8 C ~. Consideremos, ' = v\ 8y
W’ = (B’). Vamos a mostrar que V=W @& W', veamos primero que V. =W + W":

V={(y=(BUp)=B)+(B)=W+W.

De lo anterior, tenemos que V' = W + W’. Finalmente, vamos a demostrar que W NW’ = {0},
en efecto, supongamos que x € W NW’, luego, z € (8) y z € (8'),asl, x = > 1, a;x; con a; € F,

i=
zi € B,n € N\{0},i € {1,...,n}yx =37 bjy;cona; € F,y; € f',m e N\{0},j € {1,...,m},
entonces, 0 =z —z = Z?:l a;T; — Z;n:l bjy;, con x;,y; € 7, pero como 7y es Li, entonces a; = 0,
b; =0, paracadai € {1,...,n}, j € {1,...,m}, con lo que z = 0. Por lo tanto, V=W e W'. O

Teorema 1.3.2 (Caracterizacién de la suma directa de dos subespacios). Sean pV un espacio
vectorial, W, K < V. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

) V=WakK.
2) Para cada v € V, existen dunicos w € W,k € K, tales que v =w + k.
3) K es mdzimo con la propiedad de que W N K = {0}.

4) K es minimo con la propiedad de que W + K = V.
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Demostracion. 1) = 2): Supongamos que V. = W @ K. Sea v € V, luego como V = W + K,
entonces, v = w+k, con w € W, k € K. Ahora, supongamos que v =w’' + k', con w’ € W, k' € K,
ast w+ k = w' + k', entonces w —w’ = k¥ —k € WnNK = {0}, por consiguiente w — w’ = 0,
k' —k=0,deahi quew=w"y k=Fk.

2) = 3): Veamos primero que W N K = {0}, en efecto, si ¢ € W N K, se tiene que z + 0 =
0 + z, pero por la unicidad de la representacién, x = 0. Ahora veamos que K es maximo con
la propiedad. Es claro que V = W + K. Supongamos que K < K’ < V, por la Ley Modular,
tenemos que K/ N (K +W) =K+ (K'NW). Ademéds, K'N (K +W) =K' NV =K', por lo que
K =K'nNK+W)=K+ (K'nW).Si K'nW = {0}, entonces K’ = K 4+ {0} = K, lo cual es
absurdo. Por lo tanto, K’ N W # {0}.

3) = 4): Supongamos que K es méximo con la propiedad de que W N K = {0}. Veamos que K
es minimo con la propiedad de que W + K = V| para esto, primero veamos que W + K = V.
Seax € V,six € K, entonces t =0+, con 0 € W, x € K y en consecuencia x € W + K.
Ahora, si x ¢ k, entonces K < K + (z), como K es maximo tal que W N K = {0}, entonces
W N (K + (z)) # {0}, luego, existe y € V, y # 0 tal que y € W N (K + (x)), asi y = k + ax, con
a € F, notemos que « # 0, pues si @« = 0, entonces y = k € K NW = {0}, con lo que y = 0, lo
cual no es posible. Asi, se tiene que * = a1ty + (—a~'k), pero a "ty € W, —a~ 'k € K, dado que
W, K <V, conloquex e W+ K. Por lo tanto, V = W + K. Finalmente, vamos a probar que K
es minimo con la propiedad de que V. =W + K, si K’ < K, entonces existe z € V tal que z € K
pero z ¢ K'.SiV =W + K’ entonces 2 € W+ K', asi, 2 =w+ k', con w € W, k' € K', entonces
w=z—k con z, k' € K, conlo que z— k' € WnN K = {0}, entonces z — k' =0, es decir, z = k/,
con lo que z € K, lo cual es absurdo. Por lo tanto, W + K’ # V.

4) = 1): Supongamos que K es minimo con la propiedad de que W 4+ K =V, con lo cual es claro
que V = W 4+ K. Falta probar que W N K = {0}, supongamos que no es asi, es decir, supongamos
que W N K # {0}, luego, existe z € V, x # 0 tal que x € W N K, como (z) < K, por el Teorema
1.3.1, existe K’ < K tal que K = (x) ® K’; como (r) # 0, entonces K’ < K, ademds, como
x € W, entonces W = W + (z). Con todo lo anterior, tenemos que K’ + W = K’ + ({(x) + W) =
(K'+{x))+W = K+ W =V, esdecir, K'+ W =V, con K’ < K, lo cual no es posible, ya que por
hipétesis K es minimo con la propiedad mencionada anteriormente. Por lo tanto, WNK = {0}. O

Teorema 1.3.3. Sea gV un espacio vectorial, W, K < V. SiV =W @& K, entonces dim(V) =
dim(W) + dim(K).

Demostracion. Por el Teorema 1.2.9, tenemos que
dim(W) + dim(K) = dim(W + K) + dim(W N K)

pero en este caso dim(W N K) = 0, ya que W N K = {0}, por lo que dim(W) + dim(K)
dim(W+K). Ahora, como V = W+ K, entonces dim(V) = dim(W+K) = dim(W)+dim(K).

oo

1.4. Transformaciones Lineales

En este apartado vamos a exponer material relacionado con las transformaciones lineales y
sus propiedades. Estos objetos son de gran importancia dentro del algebra lineal, ya que son
funciones entre espacios vectoriales que respetan las operaciones. Se presentaran tres tipos de
transformaciones lineales, estos son: monomorfismos, epimorfismos e isomorfismos. Cabe mencionar
que a nuestro juicio, los isomorfismos tienen una mayor relevancia porque preservan la estructura de
nuestros espacios, en palabras, el hecho de que exista un isomorfismo entre dos espacios vectoriales
significa que tienen exactamente la misma estructura algebraica y lo Gnico que cambia entre ellos
es la representacion de los elementos.

20



Preeliminares
1.4 Transformaciones Lineales

1.4.1. Definiciéon y ejemplos

Definicién 1.4.1 (Transformacién lineal). Sean pV,p W espacios vectoriales y T : V. — W una
funcion. Decimos que T es una transformacion lineal si satisface las siguientes condiciones:

1) Para cada z,y €V, T(z+y) =T(z) + T(y).
2) Para cadac€ F, x €V, T(cx) = T (z).
En este caso tambien se dice que T es un morfismo de espacios vectoriales.

Observacion 1.4.1. Si pV,p W son espacios vectoriales y T : V — W es una funcion, entonces
T es una transformacion lineal si y solo si para cada c € F, x,y € V, T(x + cy) = T(x) + T (y).

A continuacién, vamos a mostrar algunos ejemplos de transformaciones lineales.

Ejemplo 1.4.1 (La transformacién identidad). Si gV es un espacio vectorial, es claro que la
funcion identidad idy : V — V, definida por idy (z) = x, para cada x € V, es una transformacion
lineal de V en V.

Ejemplo 1.4.2 (La transformacién inclusién). Consideremos un espacio vectorial gV y W < V.
La funcion inclusion LI‘,/V : W =V, definida por L“,/V(x) =z, para cada x € W, es una transforma-
cion lineal de W en V.
Cuando no haya lugar a confusion con el espacio y subespacio en cuestion se denotard simplemente
LW =V eiW—=V.

Ejemplo 1.4.3 (La transformacién cero). Consideremos gV y pW espacios vectoriales. La funcion
0:V — W, definida por 0(z) = Ow, para cada x € V, es una transformacion lineal.
1.4.2. Propiedades de las transformaciones lineales

Proposicion 1.4.1. Sean pV, pW espacios vectoriales y T : V — W una transformacion lineal,
entonces T(0y) = Ow .

Demostracion. Como T : V' — W es una transformacioén lineal, entonces T'(0y) = T'(0y + Oy) =
T(0v) 4+ T(0v), ast, T(0y) = T(0y) + T(0y ), més atin, T(0y) + Oy = T(0y) + T(0y ), aplicando
leyes de cancelacién, tenemos que T'(0y ) = Oy . O

Notacion 1.4.1. Siempre que no dé lugar a confusion el espacio vectorial al que nos referimos,
el elemento neutro lo denotaremos unicamente como 0, con el cual nos estaremos refiriendo al
elemento neutro en el espacio vectorial con el que estemos trabajando al momento de mencionarlo.

Definicién 1.4.2. Sean pV,p W espacios vectoriales, T : V. — W wuna transformacion lineal,
X <V yY <W. Definimos:

1) La imagen directa de X bajo T, como:
T(X)={weW |w=T(x), para algin x € X} = {T(z) |z € X}.
2) La imagen inversa de Y bajo T, como:
T7'Y)={veV|Tk) €Y}

Teorema 1.4.1. Sean pV,p W espacios vectoriales, T : V. — W wuna transformacion lineal. En-
tonces:

1) 8i X <V, entonces T(X) <W.
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2) SiY <W, entonces T"1H(Y) < V.
Demostracion.
1) Supongamos que X <V, vamos a ver que T'(X) < W, en efecto:

a) Sean wi,ws € T(X), ¢ € F, entonces wy = T(x1), we = T(x2), con z1,25 € X,
luego, wy + cwe = T(x1) + T'(x2) = T(x1 + cxz), como x1,20 € X, c € F'y
X <V, entonces 1 + cxe € X, por lo que wy + wy € T(X).

b) Como Ow = T'(0y ), con Oy € Y, entonces Oy € T(Y).

¢) Seace F,we T(X),entoncesw = T(x), conx € X, luego, cw = ¢T'(x) = T(cx),
como X <V, entonces cx € X, asi que cw € T'(X).

2) Supongamos que Y < W ahora:

a) Sean vy, vy € T7H(Y), entonces T'(vq), T(v2) € Y, como Y < W, entonces T'(v1)+
T(vy) € Y, pero T(v1) + T(v2) = T(v1 + v2), ya que T es lineal, con lo que
T(vy +v2) €Y, en consecuencia, vy +vo € T~ 1(Y).

b) Como T'(0y) = Ow € W, entonces Oy € T7(Y).

c) Sean c € F, v € T71(Y), entonces T'(v) € Y, como Y < V, entonces c¢T'(v) € Y,
pero ¢T'(v) = T(cv), asi que cv € T~H(Y).

Por lo tanto, T-1(Y) < V.
O

Definicién 1.4.3. Sean pV,p W espacios vectoriales y T : V — W una transformacion lineal. Se
define:

1) El Kernel de T como:
Ker(T)={veV|T(v)=0w}.

2) La Imagen de T como:
Im(T)=T(V)={T(v) |veV}

Corolario 1.4.1. Sean pV,p W espacios vectoriales y T : V. — W wuna transformacion lineal.
Entonces:

1) Ker(T)<V.
2) Im(T) <W.
Ahora, veamos como se comporta la composicién de transformaciones lineales.

Teorema 1.4.2. Sean gV, pW, pZ espacios vectoriales, T : V — W y S : W — Z transforma-
ciones lineales. Entonces:

1) ST :V — W es una transformacidn lineal.
2) Ker(ST) =T Y(Ker(9)).
Demostracion.
1. Sean c € F, x,y € V, entonces tenemos la siguiente cadena de igualdades:

STz +cy) = S(T(x+cy))

— S(I(2) + T(y))
— S(I(2) +eS(T(y))
= (ST)(a) + <(ST)(y).

De lo anterior se establece la linealidad de ST
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2. Observemos las siguientes igualdades:

Ker(ST) {veV | (ST)(v) =0}
{veV]5(T(v)) =0}
{veV|T(v) € Ker(S)}
{veV]veT Y Ker(9))}
= T YKer(S)).

O

A continuacién, mostraremos que el conjunto de transformaciones lineales entre dos espacios
vectoriales sobre cierto campo previamente fijados, tiene estructura de espacio vectorial sobre el
campo en cuestién. Notemos que si gV y W son espacios vectoriales, como en particular V es
un conjunto, por el Ejemplo 1.1.2, WV es un espacio vectorial sobre F' con las operaciones como
se definieron en dicho ejemplo.

Definicién 1.4.4. Consideremos gV y pW espacios vectoriales. Definimos:
Hom (VW) ={T:V — W | T es lineal}.

Teorema 1.4.3. Sean pV,p W espacios vectoriales. Entonces pHom (V,W) es un espacio vecto-
rial.

Demostracion. Es claro que Hom (V,W) C WV el cudl es un espacio vectorial por el Ejemplo
1.1.2. Veamos ahora que Hom (V,W) < WV en efecto:

a) Sean T,U € Hom (V,W), veamos que T4+ U € Hom (V,W), para eso, sean c € F, x,y € V,
entonces:
(T+U)xz+cy) = T(x+cy)+U(x+cy)
(T(x) + cT'(y)) + (U(z) + cU(y))
(T(z) + U(x)) + (T (y) + U(y))
(T+U)(z)+c(T+U)(y).

Asi, tenemos que T+ U € Hom (V,W).

b) Sabemos que 0 : V — W, definida por 0(x) = Oy, para cada z € V es el elemento neutro
en WV. Ahora, por el Ejemplo 1.4.3, se tiene que 0 € Hom (V, W).

c) Sean d € F, T € Hom (V,W). Veamos que dI' € Hom (V,W), en efecto, sean ¢ € F,
x,y € V, entonces:
(dT)(x +cy) = dT(z + cy)
d(T (x) + T (y)

)
= dT(z) +d(cT(y))
= dT(z) + (do)T(y)
= dT(z) + (cd)T(y)
= dT(x) +c(dT(y))

)
= (dT)(x) + c(dT)(y).

Asf las cosas, hemos demostrado que Hom (V,W) < WV lo cual implica que Hom (V, W) es un
espacio vectorial sobre el campo F. O
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1.4.3. Propiedad universal de las bases

El teorema que vamos a exponer a continuacién nos ofrece una caracterizacion de las bases
utiizando la herramienta de las transformaciones lineales.

Teorema 1.4.4 (Propiedad universal de las bases). Sean gV un espacio vectorial y 8 C V. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) B es base de V.

2) Para cada espacio vectorial pW y para cada funcion f : 8 — W, existe una unica transfor-
macién lineal T : V- — W tal que T|g = f. Lo anterior lo podemos resumir diciendo que el

stguiente diagrama conmuta:
3 f w
| A
v

Demostracion.
1) = 2): Supongamos que S es base de V. Sea pW un espacio vectorial y f : 8 — W una funcién.
Por el Teorema 1.2.1, para cada z € V, existen tnicos n € N\ {0}, a1,...,a, € F, z1,...,z, € 8

tales que © = > | a;x;. Lo anterior nos permite definir la funcién:

T: Vv — w
Srjawi =z — > aif(x)

Vamos a ver que T es una transformacién lineal, en efecto, sean ¢ € F, x,y € V, luego z =
S aixi, y = Yo bz, con n € N\ {0}, a;,b; € F, x; € F, i € {1,...,n}. Es importante
comentar que es posible escribir ambos vectores en terminos de los mismos bésicos, lo cual se
consigue agregando ceros y reordenandolos si es necesario para tomar una longitud comin de las
combinaciones lineales. Ahora si procederemos a mostrar la linealidad de T":

T(x+cy)= T amwi+cd i bixg)

= T (3 (a; + b))
Sor o (a; + ebi) f(w;)
iy aif (i) + 20 (ebi) f(w4)
Z?:l aif(z;) + CZL bi f ()
T (320 aiws) + T (3072, bizi)
= T(x)+T(y)

Por lo tanto, T : V' — W es una transformacién lineal. Ahora, si € 3, entonces z = 1 - x, asi,
Tig(x) =T(z) =T(1-x)=1- f(x) = f(x), con lo que se tiene que T|g = f.

Finalmente, probaremos la unicidad, para eso, supongamos que existe otra transformacién lineal
U:V — W tal que Ug = f, veamos que U =T, en efecto, sea z € V, luego, x = Z?:l a;x;, para
unicos n € N\ {0}, a; € F, x; € 8,4 € {1,...,n}. Entonces, tenemos las siguientes igualdades:

Ulx) = U (X, airi)

= Z?:l a;U(x;)
Z?:l ai f(;)
T (Z:‘L:I air;)
= T(z)

Asi las cosas tenemos que U = T' y de esta manera se establece la unicidad.
2) = 1): Supongamos que para cada espacio vectorial pWW y para cada funcién f : 8 — W, existe
una unica transformacioén lineal 7': V' — W tal que T|g = f. Debemos mostrar que 3 es base de V.
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Primero veamos que (8 es l.i, supongamos que no es asi, es decir, supongamos que [ es 1.d, luego,
existe x € B tal que z € (8\ {z}). Sabemos que el campo F' es un espacio vectorial sobre si mismo,
por lo que podemos definir la siguiente funcion:

f: B8 — F
x — 1
x£y — 0

por hipdtesis, existe una tnica transformacién lineal 7' : V' — F tal que Tz = f. Ahora, como

z € (B\ {z}), entonces z = > a;y;, conn € N\ {0}, a; € F, y; € By; # x, i € {1,...,n}.
Entonces, tenemos lo siguiente:
]_ =

S

)
x)

Z?:l aiyi)

I
SR>

—~

= 2221 a;T(y;)
= Zi:1 aif(yi)
= Y40

= 0.

Asi, 1 =0, lo cual es absurdo, ya que F' es campo. Por lo tanto, 3 es 1.i.

Ahora, demostremos que V = (), supongamos que (§) < V, por el Teorema 1.3.1, existe {0} #
W <V tal que V = () & W. Consideremos la funcién inclusién § < V. Ahora, la funcién
S:V =(B)®W — V, definida por S(z + w) = z, con = € (B),w € W es una transformacién
lineal tal que Sg = ¢, pero la funcién Idy : V — V tambien es lineal y cumple que Idy |z = ¢,
ademds, como () < V, existe y € V tal que y ¢ (8), asi que y = z + w, con ¢ € (B) y
w € W\ (B), por consiguiente S(x) = x # y = Idy(y). Asf las cosas, la funcién inclusién 8 — V
tiene dos trasformaciones lineales distintas con la propiedad enunciada en 2), lo cual no es posible
por hipétesis. Por lo tanto, V' = (3). Con lo anterior y la independencia lineal de 5 en V, probada
anteriormente, se establece que [ es base de V. O

A continucién proporciamos un ejemplo en el cual aplicamos la Propiedad universal de las
bases.

Ejemplo 1.4.4. Consideremos los espacios vectoriales gR?, gR? y consideremos la base canénica
de R?, a saber, B = {ey1,ea}. Definamos la funcion:

f: R? —» R3
€1 = (71757’”)
e —  (8,-3,V8)

por la Propiedad universal de las bases, podemos definir una tinica transformacion lineal T : R? —
R3, la cual quedaria definida de la siguiente manera:

T(z,y) = T(wer + yeo)

aT(e1) +yT(ez)

= z(-1,5,7) +y(8,—3,V8)
(—z, 5z, 72) + (8y, —3y, yV/3)
(—x + 8y, 5z — 3y, 7z + yV/8).

En otras palabras, la Propiedad universal de las bases afirma que para definir una transformacion
lineal, es suficiente definirla en la base.

A continuacién vamos a comentar algunas consecuencias de la Propiedad universal de las bases.
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Corolario 1.4.2. Sean pV, pW espacios vectoriales, B una base de V., S,T : V. — W transfor-
maciones lineales. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) S=T.
2) S5 =T

Demostracion. 1) = 2): Es inmediato.

2) = 1): Supongamos que S|z = T|g. Denotemos g = S|z = T|g, la cual es una funcién de § en
W. Ahora, S y T son transformaciones lineales de V' en W tales que S|z = g y Tjg = g, por la
unicidad que nos garantiza la Propiedad universal de las bases, se tiene que S =T O

Corolario 1.4.3. Sean pV,p W espacios vectoriales y 3 C V una base de V. Entonces |[WP| =
[Hom(V, W)|.

Demostracion. Es claro por la Propiedad universal de las bases y el Corolario 1.4.2 que la funcién:

d: WP — Hom(V,W)
f — Tf

donde Ty : V' — W es la transformacién lineal garantizada por la Propiedad universal de las bases,
es una biyeccién de W# en Hom(V, W), en consecuencia, |W#| = |[Hom(V, W)]|. O

1.4.4. Monomorfismos

Definicién 1.4.5 (Monomorfismo). Sean gV, g, W espacios vectoriales y T : V. — W una trans-
formacion lineal. Decimos que T es monomorfismo si es cancelable por la izquierda, esto es, para
cualesquiera espacio vectorial p X y transformaciones lineales S1,S2 : X — V, T'S1 =TSy implica
que S1 = Ss.

Teorema 1.4.5 (Caracterizacién de los monomorfismos). Sean gV, pW espacios vectoriales y
T:V — W wuna transformacion lineal. Las siguientes afirmaciones sobre T son equivalentes:

1) T es monomorfismo.

2) T es inyectiva.

3) Ker(T) = {0}.

4) Si B €Z(V), entonces T(B) € Z(W).

5) Exziste una transformacidn lineal S : W — V' tal que ST = idy .

Demostracion.

1) = 2): Supongamos que T no es inyectiva, luego existen x1,z2 € V tales que z1 # x2 pero
T(x1) = T(z2). Dado que pF es un espacio vectorial y {1r} es una base para el mismo, por la
Propiedad universal de las bases, existen tnicas transformaciones lineales S1,S> : ' — V, tales
que S1(1p) =21 y So(1p) = xo. Asi las cosas tenemos que

(TS1)(1p) = T(S:1(1p)) = T(x1) = T(x2) = T(S2(1r)) = (T'S2)(1r)

es decir, (T'S1)(1p) = (T'S2)(1F), lo cual por el Corolario 1.4.2, implica que T'Sy = T'S3. Sin em-
bargo, S1(1p) = 21 # 2 = So(1F), o0 sea, S1(1r) # S2(1F), de ahi que S; # S5. De esta manera,
hemos encontrado un espacio vectorial, a saber pF y transformaciones lineales S1,5; : FF — V,
tales que T'S1 = T'Ss pero S7 # Ss, lo cual contradice nuestra hipotesis de que T es monomorfismo.
Por lo tanto, T es inyectiva.

2) = 3): Supongamos que T es inyectiva. Veamos que Ker(T) = {0}. Por la Proposicién 1.4.1,
tenemos que {0} C Ker(T). Ahora, si x € Ker(T'), entonces T'(z) = 0 = T(0), pero T es inyectiva,
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asi que z = 0. De ambas contenciones, tenemos la igualdad deseada.

3) = 4): Supéngase que Ker(T) = {0}. Ahora, tomemos 8 € Z(V). Vamos a mostrar que
T(B) € Z(W), en efecto, tomemos v C T(8), v finito. Luego, v = T(5’), donde 8 C S es
finito, entonces 8 = {x1,...,2z,}, por consiguiente v = {T(z1),...,T(zy)}. Podemos asumir
que todos los elementos de + son distintos, pues si T'(z;) = T'(z;), entonces T(z; — ;) = 0,
asl, x; —x; € Ker(T) = {0}, en consecuencia x; = x;. Ahora veamos que 7 es li, para
eso supongamos que y . ¢;T(z;) = 0, como T es lineal, entonces T (Y} ., c;x;) = 0, luego
Yo cx; € Ker(T) = {0}, ast que Y .-, ¢;x; = 0, pero z1,...,x, € (', el cual es Li, por lo
que ¢; = 0, para cada i € {1,...,n}. Asi las cosas, hemos probado que v es li, en consecuencia
T(B) eslien W.

4) = 5): Veamos primero que T es inyectiva, en efecto, si no es asi, existen z,y € V tales que
x # y pero T'(z) = T(y). Luego, {x —y} es Li, ya que z —y # 0, pero T({x — y}) es L.d en W, pues
T(x—y)=T(z)—T(y) =0, lo cual contradice nuestra hipétesis. Ahora, consideremos 5 una base
para V, en particular, § es 1.i en V, por hipétesis T'(8) es 1.i en W, por el Teorema 1.2.3, existe
base de W tal que T'(8) C ~. Observemos el diagrama

IT(8)
Tig

T(B)C v
de donde obtenemos que la funcién g = LT‘lﬁT ®
funciones inyectivas. En consecuencia, existe una funcién h : v — 3 tal que hg = idg. Por la
Propiedad universal de las bases, existe una tnica transformacion lineal S : W — V tal que
S|y = h. Para mostrar que ST = idy, por el Corolario 1.4.2, es suficiente ver que (ST)g = idg, en
efecto, sea = € (3, entonces se cumple que

(ST)5(x)

: B — v es inyectiva por ser composicién de

Il
N5
S
®

1
S
BN
~
S—

es decir, (ST)3(x) = idg(z). Por lo tanto, S es la transformacién lineal buscada.

5) = 1): Supongamos que existe S : W — V tal que ST = idy. Debemos mostrar que T es
monomorfismo, en efecto, sean X un espacio vectorial y S1,S2 : X — V transformaciones lineales
tales que T'S; = T'S5, entonces se tiene que

Sy =idy Sy, = (ST)S1 = S(T'S1) = S(TS2) = (ST)S2 = idy Sz = So
es decir, S1 = S5. O

Ejemplo 1.4.5. Si pV es un espacio vectorial y H <V, la inclusion H — V es un monomorfismo.

El teorema que vamos a exponer a continuacién, nos ofrece una relacion entre la existencia de
un monomorfismo entre dos espacios vectoriales y su dimensién.

Teorema 1.4.6. Sean pV, pW espacios vectoriales. Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1) dim(V) < dim(W).

2) Eziste un monomorfismo T :V — W.
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Demostracion.

1) = 2): Supongamos que dim(V) < dim(W). Como V y W son espacios vectoriales, por el
Teorema 1.2.2; existen § C V y v C W tales que son bases de V' y W, respectivamente, ahora, como
dim (V') < dim(W), entonces | 3| < ||, asi que existe una funcién inyectiva f : 3 — ~. Notemos que
en particular f es una funcién de 8 en W, ya que v C W, por la Propiedad universal de las bases,
existe una tinica transformacioén lineal 7' : V' — W tal que Tjz = f. Demostremos que T es inyectiva,
para esto, supongamos que x € Ker(T), luego, T'(z) = 0. Ahora bien, como [ es base de V, existe
una tnica combinacién lineal z = Y7 | ¢;x;, conn € N\ {0}, z; € 8, ¢; € F, i € {1,...,n}, por
la linealidad de T', se tiene que 0 = T'(z) = T (30 cizs) = Yooy T (x;) = > cif(wi), asi,
S cif(z;) =0, pero f(z;) € v, para cada i € {1,...,n} y v es Li en W, por lo que ¢; = 0,
para cada ¢ € {1,...,n}, en consecuencia x = 0. Asi las cosas, tenemos que Ker(T') = {0}, por el
Teorema 1.4.5, T' es monomorfismo..

2) = 1): Supongamos que existe un monomorfismo 7' : V' — W en consecuencia T es inyectiva por
el Teorema 1.4.5. Por el Teorema 1.2.2, tenemos que existe 5 C V tal que 3 es base de V, luego,
T(B) es 1.i en W, haciendo uso del Teorema 1.2.3, tenemos que existe v C W tal que ~ es base de
Wy T(58) C ~. Consideremos el siguiente diagrama:

IT(8)
Tig

B T(B)¢ v

asi, tenemos que la funcién g = LTI‘B ® B — ~ es una funcién inyectiva, pues es composicién

de funciones inyectivas, en consecuencia dim(V) = |8 < |y| = dim(W), es decir, dim(V) <
dim(W). O

Ejemplo 1.4.6. Consideremos un espacio vectorial gV y W < V. Como la inclusion v : W — V
es un monomorfismo, aplicando el teorema anterior tenemos que dim(W) < dim(V), lo cual se
confirma con el Teorema 1.2.7.

Teorema 1.4.7 (Teorema de Cantor-Schroeder-Bernstein para espacios vectoriales). Sean gV,
W espacios vectoriales. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) dim(V) = dim(W).
2) Ezisten monomorfismos T :V =W y S: W = V.

Demostracion.

1) = 2): Como V' y W son espacios vectoriales, por el Teorema 1.2.2, existen § C V y v C W,
bases de V' 'y W, respectivamente. Ahora, por hipdtesis dim(V') = dim(W), asi que |8| = ||, luego,
existe una funcién biyectiva f : 3 — =, por ser f biyectiva, tiene inversa f~! : vy — 3, la cuél
tambien es biyectiva. Observemos los siguientes diagramas:

BT W

—1
7$5C_>V

denotemos g = +f : B = W y h =19 : v — V, las cuales son funciones inyectivas, puesto que
son composiciones de inyectivas. La Propiedad universal de las bases nos garantiza que existen
transformaciones lineales 7' : V. — W y S : W — V tales que T|jg = g y S|, = h. Utilizando el
mismo argumento de la demostracién del Teorema 1.4.6, tenemos que T : V - Wy S W — V
son monomorfismos.

2) = 1): Supongamos que existen monomorfismos T : V. — Wy S : W — V. Ahora, sean 8y
bases de V' y W, respectivamente. Por el Teorema 1.4.6, dim (V) < dim(W) y dim(W) < dim(V),
esto es, |6 < |v| v |v] < 18|, aplicando el Teorema de Cantor-Schroeder-Bernstein, tenemos que
|B] = |, es decir, dim(V') = dim(W). O
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Teorema 1.4.8. Sean pV,p W,p Z espacios vectoriales, T :V - W y S W = Z. Si S y T son
monomorfismos, entonces ST :'V — Z es monomorfismo.

Demostracion. Por el Teorema 1.4.2, ST : V — Z es una transformaciéon lineal. Veamos que es
cancelable por la izquierda, en efecto, sea pX un espacio vectorial, U;,Us : X — V tales que
(ST)U, = (ST)Us, luego S(TU;) = S(TU), pero S es monomorfismo, asi que TU; = TU, y como
T es monomorfismo, se tiene que U; = Us. O

1.4.5. Epimorfismos

Definicién 1.4.6 (Epimorfismo). Sean pV, pW espacios vectoriales y T : V. — W wuna trans-
formacion lineal. Decimos que T es un epimorfismo si es cancelable por la derecha, es decir, para
cualesquiera espacio vectorial Y vy transformaciones lineales S1, 52 : W — Y, S1T = ST, implica
que S1 = Ss.

Teorema 1.4.9 (Caracterizacién de los epimorfismos). Sean gV, pW espacios vectoriales y T :
V — W wuna transformacion lineal. Las siguientes afirmaciones sobre T' son equivalentes:

1) T es epimorfismo.

2) T es suprayectiva.

3) T(V)=W.

4) SiBegG(V), entonces T(B) € G(W).

5) Eziste una transformacion lineal S : W — V tal que T'S = idyy .

Demostracion.

1) = 2): Supongamos que T no es suprayectiva, entonces existe wy € W\ T(V), de donde con-
cluimos que T(V) < W. Luego, existe {0} #Y < W tal que W = T(V) @ Y. Notemos que como
wo ¢ T(V), entonces wo = T'(vg) + Yo, con vg € V' y yp € Y \ {0}. Consideremos las transforma-
ciones lineales idy : W — W y S : W — W, dada por S(w) =T(v), siw =T(v) +y, conv €V,
y € Y. Es claro que idwT = ST, sin embargo, idw (wo) = T(vo) + yo # T(vo) = S(wp), es decir,
idw (wg) # S(wyp), de donde se sigue que idy # S. Esto ultimo contradice la hipdtesis de que T es
epimorfismo. Por lo tanto, T es suprayectiva.

2) = 3): Es inmediato.

3) = 4): Sea 8 € G(V), luego (8) = V. Veamos que (T'(8)) = W, en efecto, sea w € W = T(V),
entonces existe v € V' tal que w = T'(v), como V = (), entonces v = Y., ¢;z;, con n € N\ {0},
z; € B, ¢; € F,i € {1,...,n}. Ahora, como T es lineal, entonces w = T'(v) = T (31, c;w;) =
S T (x;), pero T(z;) € T(B), para cada i € {1,...,n}, en consecuencia w € (T'(3)), con lo
que T(B) € G(W).

4) = 5): Consideremos 8 una base de V, en particular, 8 € G(V), por hipitesis se tiene que
T(8) € G(W). En consecuencia, existe v base de W tal que v C T(8). Es claro que la funcién
g= Tlg : B — ~ es suprayectiva, por consiguiente, existe una funcién h : v — g tal que gh = id,.
Por la Propiedad universal de las bases, existe una tinica transformacién lineal S : W — V tal que
S|y = h. Debemos mostrar que T'S = idy, pero por el Corolario 1.4.2; es suficiente mostrar que
(T'S)|y = id,. En efecto, sea y € ~, entonces se cumplen las siguientes igualdades:

(Tly) = (TS)(y)

Il
23
>®n oy

S

I
—
> S
—~
<
~—
~— —
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es decir, (T'S)|,(y) = id,(y), lo cual ocurre para cada y € . De esta manera se concluye lo deseado.
5) = 1): Supongamos que existe una transformacién lineal S : W — V tal que T'S = idy . Para
mostrar que 1" es epimorfismo, sea rY un espacio vectorial, Sy, Sy : W — Y tales que S1T = S5T.
Luego, se tiene lo siguiente:

Sy = Siidw = S1(TS) = (517)S = (S21)S = S2(T'S) = Syidw = S
es decir, S1 = Ss. O

Ejemplo 1.4.7. Consideremos un espacio vectorial pV, W, K <V tales que V = W& K. Entonces
las funciones:
mw: V=WaoeK —» W
v=w+k +— w

g V=We&K — K
v=w+k — k

son epimorfismos, pues son transformaciones lineales suprayectivas.

Teorema 1.4.10. Sean gV, pW espacios vectoriales. Las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes:

1) dim(V) > dim(W).
2) Existe un epimorfismo T : V. — W.

Demostracion. 1) = 2) : Sean [y 7 bases de V' y W, respectivamente. Como dim (V) > dim (W),
por la Observacién A.3.1 se tiene que existe una funcién suprayectiva f : § — . Por la Propiedad
universal de las bases, existe una tnica transformacién lineal 7': V' — W tal que T|g = f. Veamos
que T es suprayectiva, sea w € W, como v es base de W, entonces w = >~ ; ¢;y;, con n € N\ {0},
¢i € F,y; € 7,1 € {1,...,n}. Ahora, como para cada i € {1,...,n}, y; € vy f: 8 =~
es suprayectiva, existe z; € 8 tal que y; = f(x;). Entonces, w = Y. ciyi = >y cif(x) =
ST (z) =T (3, cizs), con Yy i, ciz; € V. Por lo tanto, T': V — W es suprayectiva y por
lo tanto epimorfismo.

2) = 1) : Supongamos que existe un epimorfismo T : V' — W. Sea 8 una base de V, por el
Teorema 1.4.9, T(8) es un generador de W, de acuerdo al Teorema 1.2.4, existe una base v de W
tal que v C T(8). Por un lado, como v < T'(f) es una funcién inyectiva, entonces |y| < |T(8)].
Por otro lado, como TllﬁT(ﬁ ) B — T(B) es suprayectiva, de acuerdo a la Observacién A.3.1 se
tiene que |T(B)| < |B]. En consecuencia, dim(V) = |8 > |T(B)| > |y| = dim(W), es decir,
dim(V) > dim(W). O

Teorema 1.4.11. Sean pV,p W,r Z espacios vectoriales, T : V. — W y S : W — Z transforma-
ciones lineales. Si S y T son epimorfismos, entonces ST :V — Z es epimorfismo.

Demostracion. Por el Teorema 1.4.2; tenemos que ST : V — Z es una transformacion lineal.
Veamos que es cancelable por la derecha. Sea pY un espacio vectorial, Uy, Us : Z — Y transforma-
ciones lineales tales que Uy (ST) = Uz(ST), entonces (U1S)T = (UzS)T, como T es epimorfismo,
se tiene que U1.S = Uy, pero S también es epimorfismo, asi que Uy = Us. O

1.4.6. Isomorfismos

Definicién 1.4.7 (Isomorfismo). Sean pV,p W espacios vectoriales y T : V. — W wuna transfor-
macion lineal. Decimos que T es un isomorfismo si existe una transformacion lineal S : W — V
tal que ST =idy y TS = idw .

Cuando existe un isomorfimo T : V — W se dice que V es isomorfo a W, lo cual se denota como
V=w.
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A continuacion se presenta una caracterizacién de los isomorfismos.

Teorema 1.4.12 (Caracterizacién de los isomorfismos). Sean pV,p W espacios vectoriales y T :
V — W wuna transformacion lineal. Las siguientes afirmaciones sobre T son equivalentes:

1) T es isomorfismo.

2) T es monomorfismo y epimorfismo.

3) T es biyectiva.

4) Si 8 es base de V', T() es base de W.

Demostracion.

1) = 2): Se sigue de las implicaciones 5) = 1) del Teorema 1.4.5 y 5) = 1) del Teorema 1.4.9.

2) = 3): Se sigue de la implicacién 1) = 2) del Teorema 1.4.5 y la implicacién 1) = 2) del Teorema
1.4.9.

3) = 4): Se sigue de 2) = 4) del Teorema 1.4.5 y 2) = 4) del Teorema 1.4.9.

4) = 1): Como V es espacio vectorial, por el Teorema 1.2.2, V' tiene una base, digamos 3, por
hipétesis T'(3) es base de W. Vamos a probar que TllﬁT(B) : 8 — T(P) es biyectiva, es claro que es
suprayectiva, por lo que solo falta ver que es inyectiva, supogamos que no es asi, entonces existen
u,v € B tales que u # v pero T'(u) = T'(v). Consideremos el conjunto 8’ = (8 \ {v}) U {u — v}.
Veamos que 3 es Li, para esto supongamos que > ., ¢;z; + ¢py1(u —v) = 0, con n € N\ {0},
¢ €F,chny1 €F,x; € 8,2 #v, 0 € {1,...,n}. Si x; # u, para cada i € {1,...,n}, entonces

Z:-L:l CiTi+Cni1u—cpy1v = 0, pero x;, u, v € f, con B Li, asi que ¢; = 0, paracadai € {1,...,n+1}.
. . n

Ahora, si #; = u, para alguna j € {1,...,n}, entonces > ;" ;; ¢;i%; + (Cny1 + ¢j)u — Cny1v =0,

como z;,u,v € By B eslLi, entonces ¢ = ---¢, = cpp1 =0y g1 +¢5 =0, como ¢ = 0, se

deduce que ¢; = 0. Por lo tanto, 5’ es 1.i, de acuerdo al Teorema 1.2.3, existe una base de V', digamos
v tal que 3’ C +, por hipétesis T'(y) es base de W, ademés T(8') C T'(vy). Ahora, 0 = T'(u)—T(v) =
T(u—v) € T(B') CT(v), asi que 0 € T'(v), con lo que T(7) es 1.d, pero esto es absurdo ya que T(7y)

es base de W. Por lo tanto, ﬂg(ﬂ) es inyectiva. Por comodidad, denotemos g = Tllg(ﬂ) 18— T(P),

asi g es biyectiva, consideremos la funcién inversa g=! : T(3) — 3. Por la Propiedad universal de
las bases, existe tinica transformacién lineal S : W — V tal que Spg) = g~ '. Ahora, si z € B,
entonces (ST)5(z) = (ST)(z) = S(T(x)) = S(g(z)) = g7 (9(2)) = (97 9)(x) = ids(z) = @, de
ahi que (ST)g = idg Andlogamente se muestra que (7'S)|p(g) = idpg). Por el Corolario 1.4.2, se
tiene que ST = idy y T'S = idw, consecuentemente T : V — W es isomorfismo. O

Ejemplo 1.4.8. Consideremos un campo F y un espacio vectorial gV tal que dim(V) = n, con
n € N\ {0}. Consideremos 8 = {z1,...,2,} una base ordenada de V y v = {e1,...,e,} la base
canonica de F™. Definamos la funcion:

f: B = F"
T, = €;

por la Propiedad universal de las bases, existe una unica transformacion lineal T :'V — W tal
que T\g = f. Veamos explicitamente como estd definida T, sea x € V, luego como 3 es base
de V', existe una unica combinacion lineal r = Z?:l iz, conc; € F,xyp € B,1 € {1,...,n}.
Entonces T(x) =T (31 cizy) = Yoo q T (z) = Yoy cie; = (c1,...,¢n). Asi las cosas, tenemos
que T(z) = (c1,...,¢n), donde los ¢; son los coeficientes de la combinacion lineal de x en la base
B. Veamos que T es biyectiva, primero veamos la inyectividad, para esto tomemos y € Ker(T),
luego T'(y) = 0 (el cero de F™), luego y = Y i, d;x;, con d; € F,x; € B, entonces (dy,...,d,) =
(0,...,0), por lo que d; =0, para cada i € {1,...,n} y en consecuecia y = 0. Por lo tanto, T es
inyectiva. Ahora, si z € F™, entonces z =y ., a;e;, cona; € F, e; €, i€ {1,...,n}. Tomando
r =Y " ax €V, setiene que T(x) = z. Por lo tanto T es isomorfismo y en consecuencia
V = F™ Para v € V, T(v) se suele denotar por [v]g y se le llama la representacién en
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coordenadas del vector v respecto a la base § y T se suele denotar como ®g.
Generalmente es mds usual escribir al vector de coordenadas en forma de columna, es decir:

C1

[v]s =

Definicién 1.4.8. Sean gV, pW espacios vectoriales. Decimos que V' se sumerge en W si existe
un monomorfismo T : V. — W.

Proposicion 1.4.2. Sean gV, pW espacios vectoriales. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1) V se sumerge en W.
2) Existe L < W tal que V = L.

Demostracion. 1) = 2): Supongamos que V se sumerge en W, por definicién existe un monomor-
fismo T : V' — W. Sabemos que Im(T) < W, ademds T17(V) : V — T(V) ya es un isomorfismo.
Tomando L = T(V) se tiene que V= L con L < W.

2) = 1): Supongamos que existe L < W tal que V 2 L. Luego, existe un isomorfismo ¢ : V' — L.
Ahora, observemos el siguiente diagrama:

VLL(—>W

Consideremos ) : V. — W, donde ¢ : L — W es el morfismo inclusién. Al ser tp : V. — W
composicion de monomorfismos es monomorfismo. Por lo tanto, V' se sumerge en W. O

Teorema 1.4.13. Sean pV, pW espacios vectoriales y T : V. — W una transformacion lineal.
Entonces existen X <V y Z < W tales que V. = Ker(T)® X y W = Im(T) ® Z. Ademds,
X = Im(T).

Demostracion. Como Ker(T) <V, por el Teorema 1.3.1, existe X <V tal que V = Ker(T) ® X.
De igual forma, como Im(T) < W, existe Z < W tal que W = Im(T) & Z.

Ahora, consideremos T|x : X — Im(T). Veamos que T|x es inyectiva, en efecto, sea x € Ker(ﬂx),
como Ker(T|x) = Ker(T)N X = {0}, ya que Ker(T) ® X =V, tenemos que = = 0.

Ahora veamos la suprayectividad. Si y € Im(T), entonces y = T(v), con v € V, pero V =
Ker(T) ® X, entonces v = k + x, con unicos k € Ker(T), x € X. De esta manera, T'(v) =
T(x+k)=T(k)+T(x) =T(xr) = T)x(z), de esta manera se prueba la suprayectividad. Por lo
tanto, T)x : X — I'm(T) es isomorfismo y consecuentemente X = I'm(T). O

Clases de isomorfimo

Recordemos que si F' es un campo, entonces:
Vecr = {V | V es un espacio vectorial sobre F'}

no es un conjunto sino una clase propia. Entonces utilizando el convenio que nos permite definir
relaciones de equivalencia en clases, podemos particionar la clase de espacios vectoriales en clases
de isomorfismo, para eso mostraremos primero que la relacién de isomorfismo es de equivalencia
en la clase de espacios vectoriales sobre un campo F. El siguiente lema nos ayudara a establecer
este resultado.

Lema 1.4.1. Sean gV, pW y pZ espacios vectoriales. Se cumplen las siguientes propiedades:

1) SiT: VW yS: W — Z son isomorfismos, entonces ST : V — Z es isomorfismo.
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2) SiT:V — W es isomorfismo, entonces S~ : W — Z es isomorfismo.
Demostracion.
1) Es inmediato a partir de los Teoremas 1.4.8 y 1.4.11.

2) Supongamos que T : V — W es isomorfismo, por el Teorema 1.4.12 se tiene que T : V —
W es una funcién biyectiva. Entonces existe la funcién inversa T~ : W — V tal que
T'T =idy y TT™' = idy, ademds T~' : W — V es una funcién biyectiva. Veamos
que T~! : W — V es una transformacién lineal, para esto sean w,w’ € W, ¢ € F, luego
w,cw’ € W, asf se tiene que T~ (w) y ¢TI~ (w'). Como T : V — W es lineal, entonces

(T~ (w) + T Hw') = T(THw))+ (T~ w')
(TT- )( )+ c(TT™ ) w’)
ZdW (w) + Cldw( )

= w+cw

es decir:
T(T Y (w) + T Hw')) = w + cw' (I)

aplicando T~ a la ecuacién (I) tenemos:
“HT(TY(w) + T Hw'))) =T Hw + cw')
esto es:
(T'TNTH(w) + T Hw') =T Hw + cw)
pero T~'T = idy,, asi que la tltima ecuacién nos conduce a:
T w4+ cw') = T Hw) + T Hw)
De donde se establece la linealidad de T—!. Por lo tanto, T~! : W — V es un isomorfismo.

O

Observacion 1.4.2. Sean pV, pW espacios vectoriales. SiT : V. — W es isomorfismo, entonces
T=1: W — V es la unica transformacion lineal tal que T—'T = idy y TT™ = idy . Ademds, T~!
tambien es isomorfismo.

Teorema 1.4.14. Sea F' un campo. Entonces la relacion de isomorfismo es una relacion de equi-
valencia en Vecp.

Demostracion.

= Reflexividad: Sea V un espacio vectorial. Luego, la transformacién identidad idy : V — V,
definida por idy (v) = v para cada v € V es un isomorfismo, de ahi que V = V.

s Simetria: Sean pV,p W espacios vectoriales. Supongamos que V = W, luego, existe un
isomorfismo T : V' — W, por el Lema 1.4.1, se tiene que T~' : W — V es un isomorfismo,
de ahi que W = V.

= Transitividad: Sean pV, pW y pZ espacios vectoriales. Supongamos que V=W y W = 7,
entonces existen isomorfismos T : V. — W y S : W — Z, por el Lema 1.4.1, tenemos que
ST :V — W es un isomorfismo. Por lo tanto, V = Z.

De lo anterior, tenemos que la relacion de isomorfismo es una relacién de equivalencia en Vecp. [

Definicién 1.4.9. Sea pV un espacio vectorial. Definimos la clase de isomorfismo de V' de la
siguiente manera:
C(V)={W e Vecp | W=V}.
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Ejemplo 1.4.9. De acuerdo al Ejemplo 1.4.8, tenemos que si n es un numero natural, F' es un
campo y pV es un espacio vectorial de dimension n, entonces V. = F". Utilizando este hecho
podemos definir la clase de isomorfismo de F™ como sigue:

C(F™") = {V € Vecp |V = F"}
= {V € Vecp |dim(V)=n}.

De esta manera concluimos que todos los espacios vectoriales de dimension n estdn en la misma
clase de isomorfismo de F™ y por lo tanto es lo mismo trabajar con un espacio de dimension n
particular que con el espacio F™, ya que su estructura interna es exactamente la misma.

A continuacién vamos a mostrar que de hecho este hecho no es una coincidencia ni es casualidad,
en general, para ver que dos espacios son isomorfos es suficiente ver que tienen la misma dimensién
y visceversa. Los detalles se presentan en el siguiente teorema.

Teorema 1.4.15 (Teorema fundamental del Algebra Lineal). Sean pV,p W espacios vectoriales.
Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

) v=w.

2) dim(V) = dim(W).
Demostracion. 1) = 2): Supongamos que V = W, luego existe un isomofismo 7' : V' — W. Sea
una base de V, por el Teorema 1.4.12, T'(5) es una base de W, ademés, Tl‘ﬁT(B) : 8 — T(B) es una
funcién biyectiva. Asi, dim(V) = |8| = |T(8)| = dim(W).
2) = 1): Supongamos que dim(V) = dim(W). Por el Teorema 1.2.2, sabemos que todo espacio
vectorial tiene base y por el Teorema 1.2.5, todas las bases de un espacio vectorial tienen la misma
cardinalidad, por consiguiente podemos considerar bases cualesquiera de nuestros espacios. Sea
una base de V y ~ una base de W, por hipétesis existe una funcién biyectiva f : 5 — =, por
ser f biyectiva tiene inversa f~! : v — B. Por la propiedad universal de las bases, existe una
tnica transformacién lineal 7' : V' — W tal que T|g = f y existe una tnica transformacién lineal
S:W — V talque S, = f~'. Es facil ver que (ST) 3 = idg y (T'S)}, = idw, por el Corolario 1.4.2,

tenemos que ST =idy y T'S = idy, de ahi que T : V — W es un isomorfismo y en consecuencia
V=w. O

Corolario 1.4.4. Sea pV un espacio vectorial. Entonces V =2 FX) | para algin conjunto X .

Demostracion. Como V es un espacio vectorial, por el Teorema 1.2.2, existe § C V tal que

es base de V. Asi, tenemos que dim(V) = |B| y por lo realizado en el Ejemplo 1.2.2, se tiene
que dim(F®)) = ||, en consecuencia dim(V) = || = dim(F®), aplicando el teorema anterior
tenemos que V = F(F), O

Esto tltimo nos permite concluir que si X es un conjunto y F' es un campo, entonces podemos
definir la clase de isomorfismo de FX) de la siguiente manera:

C(FX)) ={V € Vecr | dim(V) = | X|}.

Esto ultimo nos dice que hay tantos espacios vectoriales como cardinales haya, ya que recordemos
que el Axioma de Eleccién nos permite asignarle a cada conjunto un cardinal. De aqui podemos
concluir que hay una correspondencia biyectiva entre la clase de los cardinales y la clase de los
espacios vectoriales sobre un campo F' dado, por lo que ambas clases son equipotentes, es decir,
|Card| = |Vecpr]|.

Observacién 1.4.3. Dado que todo espacio vectorial pV es isomorfo a FP), con B base de V,
podemos abusar y decir que 3 es una base de FP) | que aunque no es propiamente ast, la biyeccion
entre las bases 5 de V' y {0, }zep de F®) | con las 6, como se definieron en el Ejemplo 1.2.2, las
hace algebraicamente indistinguibles.
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Las propiedades expuestas hasta el momento, nos permite introducir un funtor de la categoria de
conjuntos a la categoria de espacios vectoriales sobre el campo F' y otro de la categoria de espacios
vectoriales sobre el campo F a la categoria de conjuntos. Ademads, mostraremos que estos funtores
son adjuntos entre si. Para revisar con detalle estos conceptos se puede consultar la Seccién B.8
del Apéndice B.

Proposicién 1.4.3. Sea F un campo. Entonces existe un funtor covariante G : Set — Vecp,
definido en objetos como:
G: Obj(Set) — Obj(Vecr)
X — FO

Yy en morfismos como:
G: Set(X,Y) — Vecp(FX) FM)
f — Tf

donde Ty es la tnica transformacion lineal Ty : FX) — FO) - garantizada por la Propiedad
universal de las bases que cumple Ty x = [.

Demostracion. Es claro que la asignacion esta bien definida en objetos, ya que por el Ejemplo
1.1.4, F) es un espacio vectorial sobre el campo F, para cualquier conjunto X. Ademds, por
el Corolario 1.4.4, todos los espacios vectoriales que tengan como base al conjunto X estin en la
misma clase de isomorfismo de FX) y eso los hace indistinguibles algebraicamente.

Ahora veamos que esta bien definida en morfismos, si X y Y son conjuntos y f : X — Y una
funcién, por la Observacién 1.4.3, podemos suponer que Y € FO) por lo que f: X — F) es
una funcién. Ahora, tenemos el siguiente diagrama:

x_ I po

F(X)

por la Propiedad universal de las bases, existe una tinica transformacién lineal T : F&X)  p)
que hace conmutativo el siguiente diagrama:s:

X ! F)
e
F&X)

de esta manera establecemos que el funtor estd bien definido en morfismos. Finalmente, veamos
que este funtor es covariante, para esto sean X,Y, Z conjuntos, f: X =Y y ¢g:Y — Z funciones,
luego gf : X — Z es una funcién, T} : F&X) o pY) y T, : F) - F@) son transformaciones
lineales, por el Teorema 1.4.2 tenemos que 7,7 : FX) 5 F(?) ¢5 una transformacién lineal y por
la definicién del funtor, Ty; : F (X) - F(?) es una transformacién lineal. Debemos mostrar que
Tyr =T,Tf, por el Corolario 1.4.2, es suficiente ver que coinciden en la base. Sea x € X, entonces,
Tys(2) = (9f)(2) = 9(£()) = T,(f(2)) = T,(T; () = (T,T5)(x). De ahi que T, = T,Ty.

Es claro que para cada conjunto X, T4, = idpx). Por lo tanto, G : Set — Vecp es un funtor
covariante. O

Definicién 1.4.10. Sea pV un campo. El funtor que olvida H : Vecyp — Set estd definido en
objetos como:
H: Obj(Vecr) — Obj(Set)
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donde V' es el conjunto subyacente de V', en otras palabras le quitamos a gV la estructura de
espacio vectorial. En morfismos se define de la siguiente manera:

H: VecF(FV,FW) — Set(V,W)
T — T

donde T : V. — W es la funcion entre los conjuntos V- y W, es decir, le quitamos a T la linealidad.
Es fdcil ver que este funtor es covariante.

Teorema 1.4.16. Sea F un campo. G : Set — Vecp el funtor definido en la Proposicion 1.4.3 y
H : Vecr — Set el funtor que olvida. Entonces G 4 H.

Demostracion. Sea X un conjunto y gV un espacio vectorial. Proponemos:

tx,v: Vecy (FX) pV) — Set(X,V)
T —> TX’V(T)

donde 7x v (T) : X — V estd definida por 7x v (T)(z) = T(x), para cada * € X. Claramente,
7x,v(T) estd bien definida. Vamos a demostrar que 7x v (T) : Vecy (FX),p V) — Set (X, V) es
una biyeccién:

» Inyectividad: Sean 7 : FX) -, V, U : FX) 5 V transformaciones lineales y suponga-
mos que 7x v (1) = 7x,v(U). Debemos exhibir que T' = U, por el Corolario 1.4.2, es suficiente
ver que coinciden en la base, en efecto, sea z € X, luego T'(z) = 7x v (T)(z) = 7x,v (U)(z) =
U(x), es decir, T(x) = U(z), para cada x € X. Por lo tanto, T = U.

» Suprayectividad: Sea g : X — V una funcién, como X es base de F(X), de acuerdo con
la Propiedad universal de las bases, existe una tnica transformacién lineal T : F' X) 5p VvV
tal que T, x = g. Ahora, si x € X, entonces 7x,v(Ty)(x) = Ty(x) = g(z), de esta manera
g =1x,v(Ty) y asi se concluye que Tx y es suprayectiva.
Asi las cosas, tenemos que 7x,y : Vecp (F(X),F V) — Set (X, V) es una biyeccién.
Finalmente, vamos a probar la naturalidad. Tomemos un conjunto Y, un espacio vectorial pW,

una funcién f : Y — X y una transformacién lineal T :p V' —p W. Necesitamos exhibir que el
diagrama

Vecr (FO) V)2V 5 Set(X,V)
iTG(f) lH(T)f
Vecp (FY) W) 25 Set(Y, W)

es conmutativo, es decir, H(T)_frx,v = 7v,wT-G(f), donde (T_G(f))(S) = TSG(f), para cada
S : FX) 5 Ven Vecr y (H(T).f)(g) = H(T)gf, para cada g : X — V en Set. Tomemos
S : FX) -5 V en Vecp. Por un lado, (H(T)_frx.v)(S) = H(T)rxv(S)f : Y — W es una
funcién en Set y para cada y € Y, tenemos lo siguiente:

H(T)rxv(S))y) = (HT)mxv(9))(f())
= H(T)(mx,v(S)(f(y))) M
= H(T)(5(f(y))
= T(S(f():

Por otro lado, (7v. wT-G(f))(S) = 7v.w(T'SG(f)) : Y — W es una funcién en Set y para y € ¥
se cumplen las siguientes igualdades:

rw(TSG()W) = (TSG())(w)
= (TS)(G())) -
= (TS)(/(y))
= T(S(/W))).
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Comparando las igualdades (I) y (II), tenemos que H(T')_frx v = mv,wT-G(f), lo que estabamos
buscando.

Por lo tanto, 7x,v : Vecp (F(X),F V) — Set (X, V) es una biyeccién natural, para cada X €
Obj(Set) y pV € Obj(Vecr). En consecuencia, G 4 H. O

1.4.7. Representacion en coordenadas y matrices

Para finalizar este capitulo, vamos a introducir una representacién en coordenadas en espacios
vectoriales de dimensién arbitraria asi como las representaciones matriciales de las transformacio-
nes lineales.

Consideremos F' un campo y ¢V un espacio vectorial. Por el Teorema 1.2.2, V' tiene al menos una
base, dado que por el Teorema 1.2.5, todas las bases tienen la misma cardinalidad nos podemos
conformar con tomar una base cualquiera. Para generalizar el concepto de representacién en coor-
denadas, vamos a considerar un conjunto I cualquiera (puede ser finito o infinito) y (5,1, f) una
base ordenada de V. Como para cada i € I, f(i) € /3, entonces f(i) = x;, donde x; € 3, ademés
cada elemento de 3 proviene de un tnico elemento de I bajo la funcién f, esto nos permite denotar
B = {xi}ier, donde x; # x; si i # j, para cada 4,5 € I. Como V y FU) tienen la misma dimensién,
a saber |I], entonces V = F(). Vamos a hacer explicito tal isomorfismo. Consideremos la funcién:

5: B — FO
T; 51

donde §; : I — F se define como §;(i) = 1y 6;(j) = 0, si ¢ # j. Por lo realizado en el Ejemplo
1.2.2, se tiene que {J;}ics es una base de F), ademas & : § — {d;}ies es una biyecién. Aplicando
la propiedad universal de las bases a ¢, existe una dnica transformacién lineal ®5: V — F () tal
que g3 = 6. Ahora, si v € V, entonces v = ). ; ¢;x;, con unicos J C I finito, ¢; € F, x; € 3,
7 € J. De esta manera, tenemos lo siguiente:

Pp(v) = Pp (ZJEJ ijﬂj)
= ZjeJ cj®s(z;)
= ZjeJ cjd;
Asi, para cada ¢ € I, si ¢ € J, entonces ®g(v)(i) =¢; y sii ¢ J, entonces $g(v)(i) = 0.
Vamos a ver que &g : V — F () es un isomorfismo:

jeJ

= (Inyectividad:) Sea v € ker(®g), entonces ®5(v) = 0. Como B es basede V, v =", ; ¢;x;,
con unicos J C [ finito, ¢; € F, z; € B, j € J. como ®g(v)(i) = 0, para cada ¢ € I, en
particular ®5(v)(j) = 0, para cada j € J, esto es ¢; = 0, para cada j € J y por consiguiente
v =0.

= (Suprayectividad:) Sea f € F() entonces sop(f) = J, donde J C I es un conjunto finito,
entonces f(j) = a;, con a; € F, a; # 0, para cada j € J. Asi, f =35 ._;a;0;. Si elegimos
V=7 c;a;z; €V, tenemos que Pg(v) = f.

jeJ

Por lo tanto, ®5: V — FU) es un isomorfismo. Ademés, @El : FD — V es tal que @El(éi) =z,
para cada ¢ € I.

A partir de lo anterior, estamos en posibilidades de introducir el concepto de representaciéon en
coordenadas.

Definicién 1.4.11 (Representacién en coordenadas). Sea pV un espacio vectorial de dimension
K, (8,1, f) una base ordenada de V y ®5: V — FU) definida como antes. Para cadav € V, ®5(v)
se llama la representacion en coordenadas de v en la base 3, donde siv=">._,c;x;, con J C I
finito, c; € F y x; € B es la combinacion lineal de v en la base (3, entonces:

jeJ

. ¢ siieJ
Cp(v)(1) = { 0 en otro caso
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D3(v) se denota como [v]g.

Ejemplo 1.4.10. Consideremos F un campo y F[z] el espacio de los polinomios con coeficientes
en F. Sabemos que (B,N, f) es una base ordenada de F|x], donde B = {z' |i € N} y f: N = 3
estd definida por f(i) = z*, para cada i € N. Si p(x) € F[z] es un polinomio de grado n, con n
un nimero natural, consideremos J ={0,1,...,n}, entonces p(x) = ZjeJ ajz?, donde a, # 0. La
representacion en coordenadas de p(x) en la base B es [p(x)]g, donde:

[p(2)]5(i) = { 0 en otro caso.

Definicién 1.4.12. Sea F un campo e I un conjunto no vacio. Definimos la base candénica de
FID como B = {6;Yicr, donde 6;(i) =1 y §;(j) = 0 si j # i, para cada i,j € I.

Para que sea mds provechosa esta representacion que hemos construido, vamos a definir el
espacio de las matrices de dimensiones arbitrarias. Considemos conjuntos cualesquiera I, J y F un
campo. Como I x J es un conjunto , por el Ejemplo 1.1.1, se tiene que F7*7 es un espacio vectorial,
con las operaciones definidas como (A + B)(4,5) = A(i,5) + B(i,7) v (cA)(i,j) = cA(4,j), para
cada A,Be F™*/ ccF, (i,j) €1 x J.Si Ac FI*/ como para cada (i,j) € I x J, A(i,j) € F,
entonces A(i, j) = a;j;, con a;; € F, para cada (4,j) € I x J, esto nos permite denotar a A como
A = (aij)ier,jes, 0 abusando, siempre que sea claro los conjuntos I y J que se estan utilizando,
podemos denotar solamente A = (a;;).

Si A € FI*J entonces para cada j € J, podemos definir la funcién A( ,j) : I — F, como
A( ,7)(%) = a;j. Consideremos el conjunto:

M s(F) = {A € F | |sop(A( ,§)| < oo, para cada j € J}.

Notemos que si A, B € Mjy;(F) y c € F, para cada j € J, en realidad A( ,j),B( ,j) € FD,
pero sabemos que F) < FI por lo que A( ,j) + B( ,j) € FO y cA( ,j) € FU), de esta
manera se concluye que A+ B € M, j(F) y cA € My ;(F) . Ademés, es claro que la funcién
0:1x J— F, definida por 0(4, j) = 0, para cada (i,5) € I x J satisface que sop(0( , 7)) es finito,
para cada j € J, por lo que 0 € My ;(F). Por lo tanto, My ;(F) < F'*7 y consecuentemente,
M« j(F) es un espacio vectorial sobre el campo F. A este conjunto le podemos dar un nombre,
lo cual haremos en la siguiente definicién.

Definicién 1.4.13. Sean I, J conjuntos y F' un campo. El espacio vectorial My j(F') es llamado
el espacio de las matrices I x J con coeficientes en F'.

Definicién 1.4.14. Sean I, J conjuntos, A € My j(F).

» Para cada i € I, definimos la i-ésima fila de A como la funcién A(i, ):J — F, dada por
A(i, )(j) = A(4,7) = aij, para cada j € J.

» Para cada j € J, definimos la columna j-ésima de A como la funcion A( ,j): I — F, dada
por A(,7)(i) = A(4,j) = a;j, para cada i € I.

Es importante mencionar que cuando los conjuntos I y J son finitos, estariamos hablando
de los espacios de matrices finitas ya conocidos. Vamos a definir un producto generalizado de
matrices. Consideremos I, J y K conjuntos cualesquiera. Si A € My ;(F)y B € Myxk(F),
proponemos el producto de A con B como (AB)(i, k) = ZjEJ A(i,j)B(j, k), para cada i € I, k €
K. Ahora, para k € K, como B € M 4k (F), entonces sop(B( ,k)) = Jo, con Jy C J un conjunto
finito, notemos que si j ¢ Jy, entonces A(i,j)B(j, k) = 0, por lo que en realidad (AB)(i, k) =
ZjEJo A(i,7)B(j, k), para cada i € I,k € K. De esta manera, la suma anterior es finita. Ahora,
si i € sop((AB)( ,k), entonces (AB)(i, k) # 0, esto es >, ; A(i, j)B(j, k) # 0, por consiguiente
existe jo € Jy tal que A(i,o)B(jo, k) # 0, pero B(jo, k) # 0, ya que jg € sop(B( ,k)), asi que
A(i, jo) # 0, esto es, i € sop(A( ,jo)). De esta manera, sop((AB)( ,k)) € Uj;c,, sop((A( .4)),
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pero UjEJ0 sop((A( ,J)) es un conjunto finito, pues es la unién finita de conjuntos finitos, lo que
nos obliga a que sop((AB)( ,k)) sea finito, esto para cada k € K. De esta manera AB € My (F)
y por lo tanto nuestra propuesta tiene sentido.

Notacién 1.4.2. Si A € My ;(F),B € Mk (F), denotaremos las evaluaciones del producto
AB € My (F) por:
(AB)(i,k) =Y A(i,/)B(j, k) = > _ aijbj
JjeJ jeJ
para cada i € I, k € K, esto para simplificar la notacion, pues ya vimos que esta suma es finita y
no nos debe causar problemas.

Definicién 1.4.15 (Producto de matrices). Sea F un campo, I, J, K conjuntos, A € My (F),
B € Mjxk(F). Definimos el producto de A con B como la matriz AB € Mixk(F), definida
como:

(AB)(i,k) = > A(i, ))B( k) = Y asbn
jeJ jeJ
para cada i € I, k € K.

Proposicién 1.4.4 (Propiedades del producto de matrices). Sean I, J, K, L conjuntos, A €
Mixi(F), B Mjug(F), C € Mjxk(F), D € Mgx(F) y a € F. Entonces, se cumplen las
siguientes propiedades:

1) A(B+C) = AB + AC.

2) A(BD) = (AB)D.

3) (0A)B = A(aB) = a(AB).
Demostracion.

1) Como B,C € Mjyxi(F), entonces B + C € M k(F), en consecuencia A(B + C) €
Mk (F). De igual forma, AB, AC € M« k(F), por lo que AB + AC € M;xk(F). De
aqui concluimos que las matrices de ambos lados estan definidas en los mismos conjuntos,
ahora veamos que son iguales en cada pareja (i,k) € I x K, en efecto:

(AB+O)(i,5) = >es A6 DB+ C)(j, k)
> jesaij(bjk + k)
> jes(aijbie + aijejr)
= ey Qijbik + D e @ijCjk
= (AB)(i,k) + (AC)(i, k)

esto sucede para cada i € I, k € K, por lo que A(B+ C) = AB+ AC.

2) Como B € Mjxk(F),D € Mgy« (F), entonces BD € My« (F), pero A € My ;(F),
asi que A(BD) € Mrxr(F). Por otro lado, como A € My ;(F),B € M jxk(F), entonces
AB € Mixk(F) y como D € Mgy (F), entonces (AB)D € My (F). Asi, hemos visto
que en ambos lados de la igualdad tenemos matrices definidas en los mismos conjuntos.
Ahora, falta ver que son iguales en cada elemento de su dominio, en efecto, seai € I,1 € L,
entonces, desarrollando el lado izquierdo de nuestra igualdad tenemos:

(A(BD))(i,1) = > ;5 A>5)(BD)(4,1)
= Ve (aij Crer birer)) ey

ZjeJ > ke ke WijbjkChi-
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Si ahora desarrollamos el lado derecho de la igualdad, obtenemos:

(AB)D)(i,1) = > pex(AB)(i,k)D(k,1)
= ke (2jes aijbjk) dri (Im)
= D kex 2jet Gijbjkdr

> jer 2kek Gijbjkdil.

Comparando (I) y (IT) tenemos que (A(BD))(i,1) = ((AB)D)(i,1), para cada i € I, € L.
Por lo tanto, A(BD) = (AB)D.

3) Veamos que («¢A)B = A(aB):

(«@A)B)(i k) = > ,c,(ad)(i,j)B(j,k)
= Djes 0aijbji
= D jes %ij(abjk)
= Yies Al J)(aB)(j, k)
= (A(aB))(i, k).

Como esto sucede para cada ¢ € I, k € K, tenemos que («A)B = A(aB). De manera
similar se muestra que (aA)B = a(AB).

O

Una vez teniendo estas propiedades vamos a relacionar las matrices con transformaciones li-
neales en espacios de cualquier dimensién.

Observacion 1.4.4. A partir de este momento, vamos a suponer que todas las bases son ordenadas
respecto a un conjunto I no vacio. De esta manera, si pV es un espacio vectorial y 5 es una base
de V, podemos denotar 8 = {z;}icr, con I un conjunto no vacto, donde x; # x; si i # j.

Observacion 1.4.5. Si F' es un campo, I es un conjunto no vacio y h € FU | entonces podemos
considerar a h como una matriz de I x 1, donde 1 = {0}, incluso podemos considerar cualquier
conjunto de un solo elemento, asi que podemos pensar que h(i) = h(i,0), para cada i € I, de
esta manera sop(h( ,0)) es finito y nuestra afirmacion es correcta. Para no complicar la notacion
consideraremos h(i,0) = h(i), para cada i € I.

Consideremos I, J conjuntos y un campo F. Si T : F/) — F() eg una transformacién lineal
y f e FY como {6;}ics es base de FU) entonces f = EjeJ ¢;j0;, recordemos que esta suma es
finita, pero se denota sobre toda j € J para tomar en cuenta los coeficientes cero, que sabemos
que son casi todos salvo un nimero finito de ellos. Luego, T(f) =T (ZjeJ cj5j> =2 ey & T(5).

Esto nos motiva a introducir la siguiente definicion.

Definicién 1.4.16. Sean I, J conjuntos, F un campo y T : FY) — FU) una transformacion lineal.
Definimos a la matriz de T' como la matriz A € My ;(F) tal que para cada j € J, A( ,j) =T(6;).

Ahora, la intencién es poder definir la representaciéon matricial de una transformacion lineal,
para esto consideremos gV, pW espacios vectoriales, 5 = {z;};c; una base ordenada de V,
v = {yi}tier una base ordenada de W y T : V. — W una transformacién lineal. Entonces, el
diagrama

Vv T

1

W
l‘b—y
ST®

Pp
™% o

es conmutativo, de esta manera introducimos la siguiente definicion.
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Definicién 1.4.17 (La matriz de una transformacién lineal). Sean gV, pW espacios vectoriales,
B = {x;j}jes una base ordenada de V', v = {yi}icr una base ordenada de W y T : V — W una
transformacion lineal. La representacion matricial de T respecto a las bases B y vy se define como
la matriz de ‘I’WTQ)? : FU) — FU) y se denota como (T}

Observemos que para j € J, tenemos lo siguiente:

(©,T0;1)(5;) = (2,T)((®51)(5)))
= (2,T)(x;)
= @y (T(z;))
= [T'(z;)],

De esta manera concluimos que la j-ésima columna de [T]g es la representacién en coordenadas de
T(x;), para cada j € J, mds atin, [T]3(i,j) = [T(x;)],(i), para cada i € I, es decir, el i, j-ésimo
coeficiente de [T7]} es la i-ésima coordenada de [T'(x;)],, esto para cada i € I, j € J.

Teorema 1.4.17. Sean I, J conjuntos, pV un espacio vectorial de dimension |J| y pW un espacio
vectorial de dimension |I|. Entonces Hom(V,W) = My, ;(F).

Demostracion. Sabemos por el Teorema 1.2.2, que todo espacio vectorial tiene base, ademas, por el
Teorema 1.2.5, sabemos que todas las bases de un espacio vectorial tienen la misma cardinalidad lo
cual nos garantiza que no hay problema con las bases que consideremos. Consideremos 8 = {x; };cs
una base ordenada de V' y v = {y; }ics una base ordenada de W. Definamos:

U: Hom(V,W) — M;jx;(F)
T > [T]g.

Es claro que ¥ estd bien definida.

s & es una transformacion lineal: Sean T, U € Hom(V,W) y ¢ € F. Debemos mostrar que
V(T +cU) =U(T) 4+ ¢V (U), como V(T + cU), ¥(T) + c¥(U) € Myx;(F), debemos checar
la igualdad en cada (i,7) € I x J. Sea (i,j) € I x J, entonces se tiene lo siguiente:

V(T +cU)(i,§) = [T+cUl(0,3
(T + cU)(xy)

=

~ ()

Il
_H=
—~
8
.
_|_
Q
S
—~
8
:2_.
—~
.
~—

I
N
—
=

~_ ~—
P

. 2
_|_
o
3
0
<

< —

I
TS

con lo que concluimos que U(T + cU) = U(T) + c¢¥(U) y asi queda establecida la linealidad.

» U es monomorfismo: Sea T € Ker(V), entonces ¥(T') = 0, donde 0 : I x J estd definida
por 0(i,j) = 0, para cada i € I, j € J. Como ¥(T) = [T}, entonces [T]}(i, j) = 0, para cada
itel,je J,asipara cada j € J, [T(z;)],(¢) = 0, para cada i € T, de esta manera todos
los coeficientes de la combinacién lineal de T'(x;) en la base v son ceros, lo que implica que
T(z;) = 0 y esto sucede para cada j € J. Asi las cosas tenemos que T' se anula en todos
los elementos de la base, por el Corolario 1.4.2, se tiene que T' = 0 (la transformacién lineal
cero). Por lo tanto Ker(¥) = {0} y asi se concluye que ¥ es monomorfismo.

s U es epimorfismo: Sea A € M, ;(F), luego, para cada j € J, sop(A( ,j)) es finito, esto
nos permite definir la funcién:
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donde y; € v, para cada ¢ € I. Por la Propiedad universal de las bases, existe una unica
transformacion lineal T': V' — W tal que T'(x;) = f(x;) = > ,c; A(4,J)ys, para cada j € J.
De esta manera tenemos que A = [T} = ¥(T). Asi queda demostrada la suprayectividad.

Por lo tanto ¥ : Hom(V,W) — My ;(F) es un isomorfismo y por tal razén Hom(V, W)
MIXJ(F)'

Observacién 1.4.6. Sean F un campo, I, J conjuntos y A € My (F). Consideremos B
{6;}jes la base candnica de FY). Definamos la funcion:

O

pw: p — FOD
6j — A5J

Notemos que para cada i € I, j € J, se tiene lo siguiente:

w(8;)(0) = (Ad;) (i) = Dopes Al k)d;(k)
= A(4,5)6;(j)
= A(i,J)

de ahi concluimos que u(d;) = Ad; = A( ,j), para cada j € J, es decir, u(d;) = Ad; es la j-ésima
columna de A. Aplicando la Propiedad universal de las bases a p, existe una unica transformacion
lmeal Ly : FY) = FU tal que Lo = p. Sea h € FU) | deseamos ver quien es explicitamente

L4(h). Como S es base de F) | entonces h = E;eJ cjd;, conc; € F, para cada j € J, recordemos
que esta ultima suma es finita. Entonces, tenemos las siguientes igualdades:

La(h) = La (Zje] Cj5j>
= ZjeJ cjLa(d;)
= ZjeJ cjp(d;)
= ZjeJ cj(Ad;)
= ZjeJA(CJ )
= AZjeJ cjd;
= Ah.

Asi las cosas, se tiene que La(h) = Ah, para cada h € FY). En pocas palabras, Ly : FY) — F()
no hace otra cosa mds que multiplicar a h por la izquierda por la matriz A.

Definicién 1.4.18. Sean F' un campo, I, J conjuntos, A € Mjx;(F). Definimos como L, :
FU) — FU) g transformacion lineal que multiplica por A a la izquierda por cada elemento de
FU),

Observacién 1.4.7. Si F' es un campo, I, J conjuntos, 5 = {0;};es la base candnica de FU),
v = {0;}ier la base candnica de FO y Ae M« (F). Entonces la matriz de Ly : FU - M)
respecto a las bases B y v es A. En efecto, es suficiente notar las siguientes igualdades para cada

i1el,jed:

[Lalp(i,g) = [La(5;)]5(i)
= [Ad;], ()
= [A(,5)]0)
= (7".])

Teorema 1.4.18. Sean F un campo, I, J conjuntos y T : F/) — FU) unq transformacion lineal.
Entonces existe A € My j tal que T = Ly.

Demostracidn. Consideremos A € My j(F') la matriz de T, la cudl estd dada por A( ,j) =T'(4;),
para cada j € J. Tomemos h € (/) como 8 = {4;};c es base de /), entonces h = > ies il
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con ¢; € F', donde ¢; = 0 para casi toda j € J. Luego, T'(h) =T (ZjeJ cj5j> =2 e ¢T(65) =

2 ier GA( L J) = 22 e5¢i(Adj) = A e ;¢0; = Ah = La(h). De esta manera, T' = L4, donde
A es la matriz de T'. O

En palabras lo que dice el teorema anterior es que todas las transformaciones lineales entre dos
productos de copias del campo, en realidad son de la forma L4, para alguna matriz adecuada A.

Teorema 1.4.19. Sea F' un campo, I, J, K conjuntos, A € Mix;(F) y B € M jxk. Considere-
mos las transformaciones lineales L 4 : FU) — pW) y Lp: FE) 5 ) Entonces LaLg = Lag.

Demostracion. Consideremos 8 = {0 }rex la base candnica de FE) Porunlado, LaLp : F¥) —
FU) es una transformacién lineal, pues es composicién de transformaciones lineales. Por otro lado,
Lag : F) — F(U) es una transformacién lineal, ya que AB € My k. De esta manera, ambas
transformaciones lineales tienen el mismo dominio y el mismo contradominio. Por el Corolario
1.4.2, es suficiente ver que ambas coinciden en la base, para esto sea k € K, luego se tiene lo
siguiente:
(LaLp)(k) = La(Lp(dk)

L A(Bd)
A(Bdy)

= (AB)5:

= Lap(0x).
Por lo tanto, LaLp = Lap. O

Teorema 1.4.20. Sean pV, pW espacios vectoriales con bases ordenadas B = {x;}jes y v =
{y:}ier, respectivamente y T : V. — W una transformacion lineal. Entonces, el diagrama

v—T .w

o e
Ly

r) 18 o

conmuta, es decir, T = L[T]g‘bg.

Demostracion. Sea v € V, como 3 es base de V, entonces v = )
para casi toda j € J. Entonces se tiene lo siguiente:

(@, T)(v) = @4(T(v))
= o, T(Zjechxj )
= o, ZjeJCjT('rj)
Zjech(I)’)’(T(xj))
Zje.]cj[T(xj)]"/
Zjejcj[T]g( ,J)
= Yjes G ([T]555)
ZjeJ[T]g(Cjéj)
[ ],Z ZjeJCj‘Sj
],Z Ejech‘Sj
15[v]s
Liry; ®5)(v).

De ahi que ®,T = L[T]gég, lo que se buscaba. O

jes Gt dondec; € Fyc; =0

P
R

En el siguiente teorema, vamos a encontrar una representacién matricial para la composicion
de transformaciones lineales.
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Teorema 1.4.21. Sean gV, pW y pZ espacios vectoriales con bases ordenadas f = {x;}je,
v = {yiticr y A = {2k }rex, respectivamente. Sean T : V. — W y S : W — Z transformaciones
lineales, entonces

[ST13 = [T}

Demostracion. De acuerdo a nuestras hipotesis y los resultados previos tenemos el diagrama

T

1% W Z (1)
SIS
L S
el cudl podemos extender como
v—L w5 .7 (I1)
%J/ <I>A,J/ @Ai
Ly L
roy % gy P pao
Idl Id
L Ly
) (513 71l F(K)

Por otro lado, tenemos el diagrama para la composicién de T con S de esta manera
v 7 (I11)

Qg iqh
Lisyy

) L p(K)

Comparando los diagramas (II) y (IIT) y por el Teorema 1.4.19, tenemos las siguientes igualdades:

Lisryy = O, (ST) P
= Lsp Ly

= Lispmy-

Asi, tenemos que Lisrpy, = Lispryy ¥ de la Observacién 1.4.7, se concluye que [ST]} = [S]3[T]

.
s
O
Definicién 1.4.19 (La matriz identidad). Sea I un conjunto no vacio. Definimos la matriz iden-

tidad como la matriz 6; € Myx(F), definida como

1 osii=
5[(27]) _{ 0 en otro caso

para cada i,j € 1.

Proposicién 1.4.5. Sean F' un campo, I, J conjuntos, A € My ;(F), B € Mjx1(F). Entonces:

1) 61A = A.
2) Bé; = B.
Demostracion.
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1) Como 05 € Myxi(F)y A€ Mjxi(F), entonces §;A € My ;(F). Ahora, para cada i € I,
JeJ, (01A) = e 01(i, k)A(k, j) = 61(4,4)A(i, j) = A(i, j). Por lo tanto, 6;A = A.

2) Dado que B € My (F) y 01 € Mix1(F), tenemos que Bd; € M ;. (F). Falta ver que
ambas matrices son iguales en cada pareja (j,7) € Jx I, en efecto, sean j € J, i € I, entonces
(Bor)(j,i) = > pex B, k)or(k,i) = B(j,i)dr(i,i) = B(j,i). De esta manera tenemos lo
deseado.

O

Observacion 1.4.8. Sea pV un espacio vectorial, 8

= {x;}ier una base ordenada de V. Entonces
[z’dv]g = 07. En efecto, sean i,j € 1. Entonces [idv]g(i,j

) = [a]5(0). Pero

L1 sii=j
[xj]ﬁ(z)_{ 0 otro caso

y dado que 65 estd definida de la misma forma para cada i,j € I, tenemos lo deseado.
Ahora, vamos a definir una matriz invertible para dimensiones arbitrarias.

Definicién 1.4.20. Sea F' un campo, I, J conjuntos y A € My« j(F). Decimos que A es invertible
si existe B € My 1(F) tal que BA=10; y AB = §1. En este caso se dice que B es matriz inversa
de A.

Teorema 1.4.22. Sea F' un campo, I, J conjuntos y A € Mix;(F). Si B,C € Mjx;(F) son
matrices inversas de A, entonces B = C. Ademds, |I| = |J|.

Demostracion. Consideremos la transformacién lineal Ly : F) — FU) como en la Definicién
1.4.18. Ahora, consideremos las transformaciones lineales L, L : FD — F()) | también como en
la Definicién 1.4.18. Notemos que LBLA = LBA = L5J = idF(J) y LALB = LAB = L51 = idF(I).
De igual forma, LoLa = idpwy v LaLle = idpu). Asi, tenemos que Lp, Lo : FO — FU) gon
funciones inversas de Ly : FY) — F() pero sabemos que la funcién inversa cuando existe es
Unica, en consecuencia Lz = L¢ con lo que se concluye que B = C. Ademss, L4 : F(/) — F() eg
una transformacién lineal con inversa Lp : FY) — F()) por consiguiente L4 es un isomorfismo y
consecuentemente F(/) = FU)_ Por el Teorema 1.4.15, |I| = |.J|. O

Notacion 1.4.3. Al ver que cuando eziste la matriz inversa es unica, si I, J son conjuntos,
A€ Mrx;(F) y B € Myxr es la matriz inversa de A, denotamos B = A~'. Ademds, dada la
biyeccion entre I y J, podemos suponer que si A es invertible, entonces A € Myx1(F), lo cual nos
facilita un poco de trabajo.

Proposicién 1.4.6. Sea F' un campo, I un conjunto, A,B € Mi«1(F). Entonces se cumple lo
siguiente:

1) Si A es invertible, entonces A™1 es invertible y (A’l)f1 =A.
2) Si A y B son invertibles, entonces AB es invertible y (AB)~! = B~tA~.
Demostracion.

1) Es inmediato a partir de que A™1A = §; = AA~!, pues A actua como inversa de A~! y
como la inversa es unica se establece lo deseado.

2) Notemos que
(BT'A™Y)(AB)=B Y (A'A)B=B"'$;B=B"'B=4;.

De manera que analoga se exhibe que (AB)(B~1A~!) = §;. Por consiguiente, B~*A~! actua
como inversa de AB y por la unicidad de la inversa se concluye que (AB)™! = B~1A~!.
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Teorema 1.4.23. Sea I, J conjuntos, pV, pW espacios vectoriales de dimensiones |J| y |I|,
respectivamente, 8 = {x;}jes, ¥ = {yi}icr bases ordenadas de V' y W, respectivamente y T : V —
W una transformacion lineal. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) T es isomorfismo.
2) [T1} es invertible

Demostracién. 1) = 2): Supongamos que 7' es isomorfismo y demostremos que [77]} es invertible.
Como T es isomorfismo, existe 77! : W — V tal que T7'T = idy y TT ' = idy, . Recordemos
que T~! tambien es una transformacién lineal, por el Teorema 1.4.17, [T‘l]ﬁj € Myx1(F). Ahora,
veamos que [T~']5 es la inversa de [T}, para esto notemos las siguientes igualdades:

Ty - [Ty
= ([;dwn

De manera andloga se exhibe que [T}Z[T_l]ﬁf = 01. Asf las cosas, tenemos que [T~']5 es la inversa

de [T} y consecuentemente [T} es invertible.
2) = 1): Supongamos que [T]} es invertible. Luego, existe B € M (F) tal que satisface las
siguientes igualdades: ,
ehs b W
B
5, ademas
recordemos que [idv]g = d; y que [idw]] = d1, de modo que las igualdades de (I) se convierten en

Por el Teorema 1.4.17, existe una transformacién lineal S : W — T tal que B = [5]

[TIp181, = lidw]]
pero [S]Q[T]g = [ST]E y [T]g[S]g = [ST]7, asf que sustiyendo en las igualdades de (II), se tiene
B _ ;g 18
(TS, = [idw]].

Ahora bien, ¥ : Hom(V, V) = M sy ;(F), dado por ¥(T') = [T]g, para cada T € Hom(V,V)y ¥’ :
Hom(W, W) — Mix1(F), dada por ¥'(S) = [S]], para cada S € Hom(W, W) son isomorfismos
por el Teorema 1.4.17, por consiguiente ambos tienen inversas. Si aplicamos ¥~! y ¥'~1 a la
primera y segunda igualdad de (III), respectivamente, tenemos que

ST = idy

TS = idy. (V)

De (IV) se establece que T es isomorfismo, lo que desedbamos demostrar. O

Para finalizar esta parte, vamos a generalizar el concepto de matriz de cambio de base, antes
haremos notar una observacion.

Observacién 1.4.9. Si pV es un espacio vectorial, § = {z;}icr y B = {y;};jcs son bases orde-
nadas de V', como V2V, entonces |I| = |J|, por consiguiente existe una biyeccion g : I — J, asi
que para cada j € J, y; = Yg(;), para un unico i € I. De esta manera, tenemos que 3" = {y,0) bier,
si para cada i € I llamamos yg;y = ), entonces ' = {x}}icr. En palabras, todas las bases de
un espacio vectorial se pueden ordenar respecto al mismo conjunto, cambiando unicamente los
elementos si es mecesario.
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Definicién 1.4.21. Sean F un campo, I un conjunto, A,B € Mjx;(F). Decimos que A es
semejante a B, lo cual denotamos como A ~ B, si existe Q € My (F) invertible tal que A =

Q'BQ.

Proposicion 1.4.7. Sea F un campo e I un conjunto. La relacion ~ es una relacion de equiva-
lencia en My (F).

Demostracion.

» (Reflexividad): Sea A € M (F). Es claro que 07 es invertible y (5;1 = ¢7. Haciendo
Q = 1 tenemos que A = Q7' BQ.

s (Simetria): Sean A € M ;(F) y supongamos que A ~ B. Luego, existe Q € M x(F)
invertible tal que A = Q~'BQ. Multiplicando ambos lados de la igualdad anterior por @ a
la izquierda y por Q! a la derecha, tenemos que B = QAQ~'. Asi, si hacemos R = Q !,
tenemos que R es invertible y es tal que B = R~'AR, con lo que concluimos que B ~ A.

» (Transitividad): Sean A, B,C € M (F). Supongamos que A ~ By B ~ C, luego existen
Q, R € Mix(F) invertibles tales que A = Q"'BQ y B = R"'CR. Entonces, tenemos las
siguientes igualdades:

A Q'BQ

QN (RTCR)Q

(Q'R"HC(RQ)

(RQ)™'C(RQ).

Haciendo S = RQ, tenemos que S es invertible y A = S~1CS, de ahi que A ~ C.

O

Definicién 1.4.22. Sea F un campo, I un conjunto y A € Mix;(F). Definimos la clase de
semejanza de A como
[A]N Z{BGM[X[(F) | ANB}.

El conjunto de clases de semejanza lo definimos como
Mipxr(F)/ ~=A{[Al~ | A€ M (F)}.

Recordemos que por las propiedades de las relaciones de equivalencia, Myx(F)/ ~ es una particién

de ijl(F).

Con estos conceptos que hemos introducido estamos en condiciones de definir la matriz de
cambio de base.

Definicién 1.4.23 (Matriz de cambio de base). Sea pV un espacio vectorial, B = {x;}icr y

B ={yi}ticr bases ordenadas de V. Definimos la matriz de cambio de base de 3 a B’ como [idv]gl,
donde idy 1V =V es la transformacion lineal identidad.

Notemos que el diagrama
idy

|4 V

@ P g
B\L L’d B/ﬁi

lidylg

FU) L )

es conmutativo, con lo que concluimos que lo que hace la matriz de cambio de base es mandar
la representacion en coordenadas respecto a la base 8 de cualquier vector a su representacién en
coordenadas en la base [’

Notemos que como idy = idyidy, por el Teorema 1.4.21, [idv]'g, [idv]gl = [idv]g y [z’dv]g’ [idv]g, =
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’ ’ N —1 —1
[idv]g/. Como [idv]g, = [idv]g = ¢y, se concluye que ([zdv]g) = [idv]g, y ([idv]g,> =

[z’dv]g/. En palabras, la inversa de la matriz de cambio de base de § a 8’ es la matriz de cambio
de base de 3’ a 8 y visceversa.

Finalmente, si V', W son espacios vectoriales, T' : V' — W una transformacién lineal, 3, 8’ bases
ordenadas de V' y v, v/ /bases o/rdenadas de W, como T = idw Tidy, por el Teorema 1.4.21, tenemos
que [T1} = [idw ], [T]} lidy]5 .

Como caso particular, si T : V — V es una transformacion lineal, 3 y 8’ son bases ordenadas de V/,
aplicando lo anterior tenemos que [T]g = [idv]g, [T]gi [idv}g/. Si hacemos Q = [idv]g, tenemos que

[T]g = Q‘l[T}g:Q, por lo que [T]g ~ [T]g; Asf las cosas, todas las representaciones matriciales de
una transformacion lineal de un espacio vectorial en si mismo son semejantes pese a que se utilicen
bases diferentes.

Con lo que hicimos hemos generalizado los conceptos de matrices y representacion en coordenadas
para espacios de dimensién arbitraria, en espacios de dimensién finita estos conceptos tienen mucha
utilidad para cuestiones de diagonalizacién y construccién de formas candnicas; estos conceptos son
aplicables a otras dreas de las matemaéticas como probabilidad, ecuaciones diferenciales, entre otras.
Sin embargo, hemos mostrado que por lo menos a nivel tedrico esto se puede generalizar a espacios
de dimensién arbitraria. Cabe mencionar tales resultados son propiedad del autor, por lo que no
se encuentran en la literatura, por lo menos en la que se expone al final de este trabajo y que fue
utilizada como apoyo para realizar el mismo. Seria interesante para quiénes nos dedicamos a estas
areas encontrar su utilidad y aplicaciones, principalmente en espacios de dimension infinita, lo que
podemos dejar como una pregunta de investigacién a futuro o probablemente ya haya trabajo al
respecto y solo nos falte explorarlo mas. Por lo pronto nos quedamos con esta pequena introduccién
que se ha hecho.
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Capitulo 2

Espacio cociente, producto y suma
directa generalizados

En este capitulo nos dedicaremos a estudiar a fondo los espacios cociente, los cudles seran
construidos a través de una relacién de equivalencia en un espacio vectorial pV que serd inducida
via un subespacio W de V. Precisamente al conjunto de clases de equivalencia de la relacién
mencionada, la cudl serd definida mas adelante, lo dotaremos de una suma y un producto por
escalar para darle estructura de espacio vectorial sobre el campo F' en cuestién; ese nuevo espacio
serd al que llamaremos espacio cociente y se denotard como V/W. Una vez hecho esto, exploraremos
algunas propiedades de este nuevo espacio tales como su dimensién, sus transformaciones lineales
de interés, entre otras cosas. También se expondran tres teoremas importantes de isomorfsmo, asi
como un teorema de correspondencia, tales teoremas involucran fuertemente al espacio cociente.
Otra cosa que se presentara en este capitulo son los productos y sumas directas de familias de
espacios vectoriales; a diferencia del capitulo anterior que presentamos el concepto de suma directa
para dos subespacios, aqui se hara para familias generalizadas, incluso dejando abierta la posibilidad
de que el conjunto de indices sobre el que estdn etiquetadas nuestras familias sea infinito. También
exploraremos algunas propiedades de estos objetos y principalmente, sus propiedades universales.

2.1. Espacio cociente

2.1.1. Construccién

Definicién 2.1.1. Sea pV un espacio vectorial y W un subespacio de V. Definimos la relacion
de congruencia médulo W en V', denotada por =w, de la siguiente manera: u =w v Si y solo si
u—v €W, para cada u,v € V.

Teorema 2.1.1. Sea pV un espacio vectorial y W un subespacio de V. La relacion =w es una
relacion de equivalencia en V.

Demostracion.

s Reflexividad: Seav € V. Comov—v =0y 0 € W, dado que W <V, se tiene que v—v € W,
es decir v =w v.

s Simetria: Sean u,v € V. Supongamos que u =w v, luego u —v € W, pero W <V, asi que
—(u—v) € W, es decir, v —u € W, de ahi que v =y u.

= Transitividad: Sean u,v,z € V. Supongamos que u =w v y v =W z, entonces u —v € W
yv—z€ W, alser W <V se tiene que (u —v) + (v —z) € W, esto es u — z € W. De ahi
que u =w 2.
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Por lo tanto, =w es una relaciéon de equivalencia en V. O

Definicién 2.1.2. Sea pV un espacio vectorial, W un subespacio de V y v € V. Definimos la
clase de equivalencia de v sobre la relacion de equivalencia =w como:

Py = fu€ V |u=y v}.
El conjunto cociente de V' bajo la relacion de equivalencia =w se define como:

ey [ve V]
=w

Observacion 2.1.1. Si gV es un espacio vectorial, W es un subespacio de V y v € V, tenemos
las siguientes igualdades:

ey = {u€V uzy o)
{ueV]|iu—veW}
{fueV]iu—v=wweW}
fueV]iu=v+w,weW}
= {v+w|weW}

A partir de lo anterior podemos denotar [v]=,, = v+ W.
De esta manera, el conjunto conciente de V sobre la relacion de equivalencia =w lo podemos
redefinir como:
\%
—={v+WlveV}
=w

por lo que ésta o la definicion anterior para el conjunto cociente son correctas y no debe de causar
problemas la que se utilice.

\%
Vamos a dotar a —— de estructura de espacio vectorial sobre el campo F. Vamos a definir

=w
. 4 I
primero una suma en — de la siguiente manera:
=w
|4 |4 Vv
O: —x— = —

=w =w =w
u+Wo+W) — (ut+v)+W

vamos a ver que esta suma estd bien definida, en efecto, supongamos que u + W = o' + W y
que v+ W = o' + W, entonces tenemos que u —u’ € Wy v—v € W, pero W <V, asi que
(u—u')+ (v—2') € W, asociando y conmutando los vectores tenemos que (u+v) — (v’ +v') € W,
esto implica que (u+v) +W = (v +v') + W, es decir, (u+ W)@ v+ W) = (/' + W)@ (v +W).

Por lo tanto, ® estd bien definida en —.

=w
Ahora, introducimos el siguiente producto por escalar:

Of F><_L —
=w
(ccu+W) — cu+W

debemos mostrar que este producto estd bien definido; tomemos ¢ € F' y supongamos que u+ W =
u + W, luego u —u € W, como W <V se tiene que c(u —u') € W, pero c¢(u — u') = cu — cu/, de
manera que cu —cu’ € W, es decir cu +W = cu’ + W, asi se tiene que c® (u+ W) = cO (v + W).

De esta manera hemos visto que las dos operaciones que introducimos en % estan bien definidas.
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Observacién 2.1.2. Si pV es un espacio vectorial y W un subespacio de V', se tienen las siguientes
igualdades:
Oz, =0+W={0+w|weW}={w|weW}=W.

Ademds, si w € W, entonces w—0 € W, por consiguiente [w]=, = w+W =0+W =W = [0]z,, .

Teorema 2.1.2. Sea FV un espacio vectorial y W un subespacio de V. FEntonces
( B W F,O: F X =2 — —W) es un espacio vectorial.

Demostracion. Veamos primero que (%, P, W) es un grupo abeliano:
1) Seanu+W,o+W,z+ W € %, entonces tenemos lo siguiente:
(u+W)e(v+W)d+W)) = (u+W)e ((v+z)+W)
(u+(v+2)+
R Bt
(u+v)+ W)@ (2 + W)
(u4+W)D (v+W)) D (2 4+ W)

es decir, (u+W)® (v+W)® (z+W)) = (u+W)® (v+W))® (2 + W). De esta manera
queda establecida la asociatividad.

2) Sean u+W,v+W € %, luego se cumplen las siguientes igualdades:
(u+W)® v+ W) (u+v)+W

(v4+u)+W

(v+W)® (u+W)

asi, tenemos que (u + W)@ (v+ W) = (v+ W) ® (u+ W). Por lo tanto, se cumple la
conmutatividad.

3) Seav+ W € %, entonces:
v+W)yeW = (W4+W)a((0+W)

(v+0)+W
v+ W

es decir, (v+ W)@ W = v+ W, en consecuencia se tiene que W es el elemento neutro
respecto a &.

4) Sea v+ W € %, luego como v € V, entonces —v € V, en consecuencia —v + W € %
Ahora, observemos las siguientes igualdades:
(w+W)d (—v+ W) (v+(—v)+W
0+WwW
= W

de ahi que (v+ W)@ (—v+ W) = W, con lo que se deduce que —v+ W es el inverso aditivo
de v+ W.

De esta manera hemos probado que (EL @, W) es un grupo abeliano.

Ahora, vamos a demostrar que ® : F' x =— = —W satisface las condiciones para el producto por
escalar de la definicién de espacio vectorial:

a) Seav+W € %7 luego, 1O (v+W) = (1-v)+W = v+W. Por lo tanto, 1® (v+W) = v+W.
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b) Sean ¢,d € F,v+W € % Tenemos las siguientes igualdades:
(cd) © (v+W) ((ed)v) + W

(c(dv)) + W

cO (dv+W)

cOo (v+W)).

De ahi se concluye que (¢cd) © (v4+ W) =c® (d©® (v + W)).

c) Seanc,d € F,v+W € % Notemos las siguientes igualdades:

(c+d)o(w+W) = ((c+dw)+W
= (cw+dv)+W
=

(

cwo+W)d (dvo+ W)
cO+W))@(do (v+W)).

Es decir, (c+d)© (v+W)=(cO(v+W))®(do (v+W)).

d) Seace F,u+W,vo+W € % Se cumple lo siguiente:

cO((u+W)esw+W)) = co(utv)+W)
(clu+v)+W

(cu+cv)+W
(cu+ W)@ (cv+ W)
(cOu+W))® (co (v+ W)).

Por consiguiente, c® ((u+ W)@ (v+W)) = (c@ (u+W))® (c® (v+ W)).

Por lo tanto, (%, e,W, F,.o: F x % — %) es un espacio vectorial. O
Definicién 2.1.3 (Espacio cociente). Sea gV un espacio vectorial y W un subespacio de V. El

espacio vectorial (EL S,W,F,.o: F x % — %) es llamado el espacio vectorial cociente

w )

de V sobre W.

A partir de este momento al espacio vectorial cociente de V' sobre W lo denotaremos como % 0
V/W; las operaciones ® y @ serdn denotadas con las notaciones usuales para la suma y producto,
es decir, (u+W)d wW+W) = u+W)+@w+W)ycoOW+W)=c-(v+W) =clv+W).
Es importante no confundirnos con las notaciones, pues u+ W es solamente una notacion para la
clase [v]=,, por lo realizado en la Observacion 2.1.1, por lo que dicho signo mds no indica alguna
operacion como tal.

Ejemplo 2.1.1. Consideremos un campo F y X un conjunto. Por el Ejemplo 1.1.1 y el Ejemplo
1.1.4 sabemos que FX es un espacio vectorial y FX) < FX_ Entonces:

FX/F&) = {f 4+ FX) | f e FX}.

Ahora, tomemos f € FX. Vamos a ver quien seria f + F) para que podamos hacer una inter-
pretacion. Si g € f+ FX), entonces f — g € FX), con lo que |sop(f — g)| < 0o. Si f —g =0,
entonces f(z) — g(x) = 0, para cada v € X, es decir, f(x) = g(x), para cada v € X. Si f —g # 0,
entonces sop(f — g) = {z1,...,zn}, conn € N\ {0}, z; € X, j € {1,...,n}. Notemos que para
je{l,...,n}, f(z;) —g(z;) # 0, es decir, f(zx;) # g(z;). Ahora, si y ¢ sop(f — g), entonces
f(y) —gly) =0, o sea, f(y) = g(y). De esta manera concluimos que en f 4+ FX) se encuentran
todas las funciones que coinciden con f en casi todos los elementos de X, salvo en un numero
finito de ellos, esto para cada f € FX.
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2.1.2. Dimension del espacio cociente

Teorema 2.1.3. Sea gV un espacio vectorial y W < V. Entonces:
dim(W) + dim(V/W) = dim(V).

Demostracion. Sea (8 una base de W. Como S eslien Wy W C V| entonces 8 es l.i en V, por el
Teorema 1.2.3, existe una base 8’ de V tal que 8 C . Supongamos que 3 = 3U~y, donde v C V,
BN~ =0y consideremos ¥ = {y + W | y € v}. Vamos a mostrar que 7 es una base de V/W:

» 7 es Li en V/W: Supongamos que Y., c¢;(y; + W), conn € N\ {0}, ¢; € F, y; + W € 7,
i € {1,...,n}. Entonces Y. ,(c;y; + W) = W, en consecuencia, (> i, c;y;) + W = W,
asi >i-; ciys € W. Como f es base de W, tenemos que Y 1" ciy; = Y- djz;, para algin
m € N\{0},d; € F, z; € 8, j € {1,...,m}, pero entonces > ., c;y; — E;nzl djz; = 0, como
Yi,2; € B/, paracada i € {1,...,n}, j € {1,...,m} y B es Li por ser base de V, se tiene
que ¢; =0,d; =0, paracadai € {1,...,n}, j € {1,...,m}. En particular ¢; = 0, para cada
i €{1,...,n}. Por lo tanto, 7 es Li en V/W.

= 7 es un generador de V/W: Sea v+ W € V/W, luego v € V, como 3/ = S U~ es base de
V,o=>" e + Z;-lzl d;yj, con m,n € \{0}, ¢;,d; € F, z; € B,y; €v,1€{l,...,m},
j€{l,...,n}. Asi, tenemos las siguientes igualdades:

vt W = (Zzlci$i+2?:1djyj)+w

= X+ W)+ (Z;L:1 djy; + W) )

Pero como x; € W, para cada i € {1,...,m} y W < V, entonces > " c;z; + W = W.
Sustituyendo en (I), tenemos:

v+ W = W+ (Z;;ldjijrW)
Z;‘L:l djy; + W (1)
> (djy; +W)

como y; + W €7, para cada j € {1,...,n} se tiene que v+ W € (7).

Por lo tanto, 7 es base de V/W.
Ahora, vamos a ver que |y| = ||, para esto definamos:

peoy =y
y — y+W

es claro que 1 es una funcién suprayectiva. Vamos a ver la inyectividad, sean y, 3’ € v y supongamos
que u(y) = p(y'), entonces y + W =y’ + W, ast que y —y' € W. Si y — ¢y’ # 0, dado que S5 es
base de W, entonces y —y = > ¢z, conn € N\ {0}, ¢; € F, x; € B, i € {1,...,n}, asi
y—vy — >, ciz; =0, en consecuencia {y,y’, x1,...,2,} es L.d y como {y,vy',z1,...,2,} C B se
tiene que 3’ es l.d, pero esto es absurdo ya que /3’ es base de V. Por lo tanto, y — y’ = 0, esto es,
y =1, con lo que se establece la inyectividad de u. Asi, u: v — 7 es una funcién biyectiva y por

consiguiente |y| = |7|. De esta manera, tenemos las siguientes igualdades respecto a la dimensién:
dim(W) + dim(V/W) = |B]+ 7]
= 18I+ 1l
= |BUAl
= |7
= dim(V).
De ahi que dim(W) + dim(V/W) = dim(V). O
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Como se puede ver, el teorema anterior se cumple sin asumir algo respecto a la dimensién del
espacio vectorial, sin embargo, vale la pena hacer la precisién de cuando trabajamos con espacios
de dimensién finita y cuando trabajamos con espacios de dimensién infinita, esto se hace en la
siguiente observacion.

Observacién 2.1.3. Sean pV un espacio vectorial y W un subespacio de V. Del Teorema 2.1.3,
tenemos que:
dim(W) + dim(V/W) = dim(V'). (1)

w SiV es de dimension finita, entonces dim(V') = n, para algin nimero natural n diferente de
cero. Como W <V, se tiene que dim(W) < dim(V'), por consiguiente dim(V)—dim(W) € N,
en este caso tiene sentido despejar dim(V/W) de la igualdad (I) y obtenemos la siguiente
formula para la dimension del espacio cociente:

dim(V/W) = dim (V) — dim(W).

w SiV es de dimension infinita, entonces dim(V) = k, donde k es un cardinal infinito. Por
el Azioma de eleccidn, podemos asignar cardinales a dim(W) y dim(V/W), de esta manera,
dim(W) = X, dim(V/W) = p con X y p cardinales; ademds A < k ya que W < V. Como
A+ 1= K, debemos tener que A =Kk 6 u = K, pues K = A+ u = may{\, u} (ver Apéndice
A). Es decir, dim(W) =k ¢ dim(V/W) = k.

2.1.3. Teoremas de isomorfismo y aplicaciones

En este apartado, vamos a enunciar y probar tres teoremas de isomorfismo para espacios vecto-
riales, asi como consecuencias de los mismos. Vamos a iniciar introduciendo el epimorfismo natural
de un espacio vectorial en su cociente.

Proposicion 2.1.1. Sea pV un espacio vectorial y W < V. Entonces, la funcion

w: V. o— V/W
v o= v+ W

es un epimorfismo, ademds Ker(my) = W.

Demostracion. Es claro que my @ V. — V/W estd bien definida. Para mostrar que my es lineal,
sean u,v € V, ¢ € F. Entonces, se satisfacen las siguientes igualdades:

mwu+cv) = (x4+cv)+ W
= (u+W)+ (cv+W)
= (u+W)+clv+W)
= 7mw(u) + crw (v)

Es decir, mw (u + cv) = mw (u) + emw (v), esto sucede para cada u,v € V. Por lo tanto, my : V —
V/W es una transformacién lineal.

Si tomamos v + W € V/W, tenemos que v € V' y es tal que v + W = my (v). De esta manera se
tiene que 7y es suprayectiva.

Finalmente, observemos las siguientes igualdades para Ker(my ):

Ker(mw) = {veV|mw)=W}
{fveV]jv+W=W}
{veV|veW}

= W

Es decir, Ker(my) = W. O
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Definicién 2.1.4 (El epimorfismo natural). Sea pV un espacio vectorial y W < V. El epimorfismo
mw V. = V/W, definido por mw (v) = v+ W para cada v € V, es llamado el epimorfismo
natural de V en V/W.

Siempre que no haya lugar a confusion con el subespacio en cuestion, se denotard al epimorfismo
natural simplemente como w:V — V/W.

Teorema 2.1.4 (Teorema de Emmy Noether). Sean pV,p W espacios vectoriales, T : V. — W
una transformacion lineal y L <V tal que L < Ker(T). Entonces existe una unica transformacion
lineal T : V/W — W que hace conmutativo el siguiente diagrama:

es decir, Tm =T, donde 7 : V — V/L es el epimorfismo natural.

Demostracion. Como L <V, sabemos que V/L es un espacio vectorial. Proponemos la funcién:

T: V/IL — W
v+ L — T(v)

Debemos mostrar que T estd bien definida, en efecto, supongamos que v + L = v’ + L, entonces
v—2v" € L, como L < ker(T) tenemos que v — v’ € Ker(T), asi T'(v — v') = 0, por la linealidad
de T se tiene que T'(v) — T(v') = 0, esto es T(v) = T(v'), o sea T(v+ L) = T(v' + L). De esta
manera, T : V/L — W estd bien definida.

Vamos a exhibir que T es una transformacién lineal, para esto tomemos u+ L,v+L € V/L,c € F.
Luego, se satisfacen las siguientes igualdades:

T((u+ L)+ c(v+ L))

(u+ L) + (cv + L))
(u+cv)+ L)

+ )

u) +cT'(v)

u+ L)+ cT(v+ L).

|
e e e e B |
<

(
(
(
(
(

Es decir, T((u+ L) +c(v+ L)) = T(u+ L)+ T (v+ L), lo cual sucede para cada u+ L,v+L € V/L
y ¢ € F. De esto se sigue que T es una transformacioén lineal.

Ahora veamos que Tm = T. Sea v € V, entonces (T')(v) = T(n(v)) = T(v + L) = T(v). Es decir,
(Tr)(v) = T(v), esto para cada v € V. Por lo tanto, Tm = T.

Finalmente, vamos a mostrar que T es tnica. Supongamos que existe U : V/L — W tal que
Ur = T. Debemos mostrar que T = U, en efecto, sea v+ L € V/L, entonces U(v+L) = U(n(v)) =
(Ur)(v) =T(v) =T(v+ L). Es decir, U(v+ L) = T(v + L), para cada v+ L € V/L. Por lo tanto,

U =T y de esta manera queda establecida la unicidad. O

Teorema 2.1.5 (Primer teorema de isomorfismo). Sean pV, pW espacios vectoriales y T : V —
W una transformacion lineal. Entonces V/Ker(T) = Im(T).

Demostracion. Sabemos que Ker(T) <V y Ker(T) < Ker(T). Por el Teorema 2.1.4, existe una
unica transformacién lineal T : V/Ker(T) — W tal que el diagrama
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conmuta, es decir, Tm = T, donde m : V — V/Ker(T) es el epimorfismo natural. Més ain, T
esta definida por T(v + Ker(T)) = T(v), para cada v + Ker(T) € V/Ker(T). Vamos a ver que
T es monomorfismo, sea v + Ker(T) € Ker(T), entonces T'(v + Ker(T)) = 0, esto es T(v) = 0,
de esta manera v € Ker(T), en consecuencia v + Ker(T) = Ker(T). Asf, Ker(T) = {Ker(T)} y
por consiguiente T' es monomorfismo. Por lo realizado en la demostracién de la Proposicién 1.4.2,
tenemos que:

V/Ker(T) = Im(T). )

Ahora calculemos Im(T'), para esto observemos las siguientes igualdades:

Im(T)

(v+ Ker(T)) |v+ Ker(T) e V/Ker(T)}
(v+ Ker(T)) |veV}

(v) [veV}

= Im(T).

{T
{T

Es decir, Im(T) = Im(T), sustituyendo en la ecuacién (I), tenemos que V/Ker(T) = Im(T), lo
que se buscaba. O

Ahora, vamos a mostrar algunas consecuencias de el teorema anterior.

Corolario 2.1.1. Sean gpV,p W espacios vectoriales y T : V. — W wun epimorfismo. Entonces
V/Ker(T)=W.

Demostracion. Por el Teorema 2.1.5, V/Ker(T) = Im(T), pero al ser T' epimorfismo tenemos que
Im(T) =W, consecuentemente V/Ker(T) = W. O

Corolario 2.1.2. Sean gV, pW espacios vectoriales, T : V. — W wuna transformacion lineal,
U<V yZ<W tal que T(U) < Z. Entonces se cumple lo siguiente:

1) Eziste una tnica transformacion lineal T : V/U — W/Z, definida por T(v+U) = T(v)+Z,
para cada v+ U € V/U.

2) T:V/U— W/Z es un isomorfismo si y solo si Z +Im(T) =W yT-YZ) <U.

3) SiT:V — W es un epimorfismo, T(U) = Z y Ker(T) < U, entonces T : V/U — W/Z es
un isomorfismo.

Demostracion.

1) Observemos el siguiente diagrama:
v—Lsw 2wz

Cosideremos la funcién 77T : V — W/Z, es claro que 7z es una transformacién lineal, ya
que es composicién de transformaciones lineales. Calculemos Ker(mzT):

Ker(nzT) = {veV |(mzT)(v) =2}
{veV|rz(T(v) = Z}
{veV|TWw)+Z=2}
{veV|Tw) eZ}

= T742).

Es decir, Ker(mzT) = T-(Z). Ahora, si u € U, entonces T'(u) € T(U), pero T(U) < Z,
por lo que T(u) € Z, es decir, u € T71(Z) = Ker(nzT). Asi, U < Ker(nzT), por el
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Teorema 2.1.4, existe una tnica transformacién lineal T : V/U — W/Z tal que el siguiente
diagrama conmuta:

wzT

W)z

V/U

es decir, TTFU = mzT. Ahora, veamos como estd definida T, tomemos v + U € V/U,
entonces T'(v + U) = T'(my(v)) = (Tmy)(v) = (m2T)(v) = 72(T(v)) = T(v) + Z. Es decir,
Tw+U)=T(v)+ Z, paracada v+ U € V/U.

2) Supongamos que T : V/U — W/Z es isomorfismo. Veamos primero que Z +Im(T) = W, es
claro que Z+Im(T) < W. Ahora, siw € W, entonces w+Z € W/Z, como T : V/U — W/Z
es suprayectiva, existe v + U € V/U tal que w + Z = T(v + U) = T(v) + Z, es decir,
w+Z=TwW)+Z,asi w—T(v) € Z, estoes w—T(v) =z con z € Z, asi w = T(v) + z,
con T'(v) € Im(T), z € Z. De esta manera, Im(T) + Z =W.

Sea v € T~1(Z), entonces T'(v) € Z, entonces T(v+U) = T(v) + Z = Z = T(U), como T
es inyectiva se tiene que v + U = U, es decir, v € U. De esta manera, T~1(Z) < U.

3) Por 2), es suficiente checar que Z + Im(T) = W y T-1(Z) < W. Como T : V — W es
suprayectiva, se tiene que I'm(T) = W, por consiguiente Z + Im(T) = Z+ W = W, ya que
Z <W.
Ahora veamos que T~1(Z) < U, en efecto, sea v € T~1(Z), luego T'(v) € Z, asi T(v) + Z =
Z =T(U), en consecuencia T'(v) € T(U), esto es T'(v) = T'(u), con u € U, por consiguiente
T(v—u) = 0. Entonces v—u € Ker(T) < U, es decir, v—u € U, entonces v+U = u+U = U,
o bien, v € U. Por lo tanto T~1(Z) < U.

O

Una aplicacién del Primer teorema de isomorfismo se da en el siguiente corolario, donde se
presenta una relacién de la dimensién del espacio vectorial dominio de una transformacion lineal
con las dimensiones del kernel y la imagen de esta tltima.

Corolario 2.1.3. Sean gV, pW espacios vectoriales y T : V. — W wuna transformacion lineal.
Entonces:

dim (V) = dim(Ker(T)) + dim(Im(T)).
Demostracion. Sabemos que Ker(T) < V. Por el Teorema 2.1.3, tenemos que:
dim(V) = dim(Ker(T)) + dim(V/Ker(T)). )

Por el Teorema 2.1.5, V/Ker(T) = Im(T) y por el Teorema 1.4.15, dim(V/Ker(T)) =
dim(Im(T)). Sustituyendo en (I), tenemos que dim(V) = dim(Ker(T)) + dim(Im(T)). O

Al igual que siempre que hemos expuesto teoremas sobre dimensién, es importante hacer el
analisis por separado para espacios de dimensién finita e infinita.

Observacion 2.1.4. Si pV,p W son espacios vectoriales y T : V. — W es una transformacion
lineal, por el Corolario 2.1.3, tenemos:

dim (V) = dim(Ker(T)) + dim(Im(T)). (T

w SiV es de dimensidn finita, entonces dim(V') = n, para algin nimero natural n diferente
de cero(si la dimensidn es cero no tendria utilidad el andlisis). Como Ker(T) <V, entonces
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dim(Ker(T)) < dim(V), por lo que dim(V)—dim(Ker(T)) € N. Por esta razon tiene sentido
hacer el despeje de (I) para dim(Im(T)), obteniendo:

dim(Im(T)) = dim(V) — dim(Ker(T)). (I1)

De (II), deducimos que dim(Im(T)) < dim(V'), lo que nos permite despejar también de (I)
la dimension del kernel, obteniendo:

dim(Ker(T)) = dim(V) — dim(Im(T)). (I11)

v SiV es de dimension infinita, entonces dim(V') = k, para algin cardinal infinito k. Como
Kk =dim(Ker(T))+dim(Im(T)), se debe cumplir que dim(Ker(T)) = k ¢ dim(Im(T)) = k,
para que la igualdad tenga sentido(ver Apéndice A). Notemos que si dim(Im(T)) = k, como
Im(T) < W, entonces dim(W) > &k, por lo que en tal caso W también serd de dimensidn
infinita, por lo menos k.

Una aplicacion del Corolario 2.1.3, es el siguiente teorema, el cual es valido unicamente para
espacios vectoriales de dimensién finita.

Teorema 2.1.6. Sea pV, pW espacios vectoriales tales que dim(V) = dim(W) = n, donde n
es un numero natural diferente de cero y T : V. — W wuna transformacion lineal. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1) T es monomorfismo.
2) T es epimorfismo.
3) T es isomorfismo.
4) dim(Im(T)) = n.

Demostracion. 1) = 2): Supongamos que T es monomorfismo. Luego, Ker(T) = {0}, lo que im-
plica que dim(Ker(T)) = 0. Por el Corolario 2.1.3, se tiene que n = dim (V') = dim(Ker(T)) +
dim(Im(T)) = 0+ dim(Im(T)) = dim(Im(T)), es decir, dim(Im(T)) = n, asi Im(T) < W y es
tal que dim(Im(T)) = dim(W), al ser W de dimensién finita, tenemos que W = Im(T), por lo
que T es epimorfismo.

2) = 3): Supongamos que T es epimorfismo. Para ver que T es isomorfismo, falta ver que es
monomorfismo. Como T es epimorfismo, entonces W = Im(T), en consecuencia dim(Im(T)) =
dim(W) = n. Entonces, dim(Ker(T)) = dim(V) — dim(Im(T)) = n —n = 0, es decir,
dim(Ker(T)) = 0, por consiguiente Ker(T) = {0}. De esta manera, T es monomorfismo y co-
mo por hipétesis es epimorfismo, se tiene que T' es isomorfismo.

3) = 4): Como T es isomorfismo, entonces Im(T) = W, asi dim(Im(T)) = dim(W) = n.

4) = 1): Como dim(Im(T)) = n, por el Corolario 2.1.3, dim(Ker(T)) = 0, lo que implica que
Ker(T) = {0} y en consecuencia T' es monomorfismo. O

En el siguiente ejemplo vamos a ver que el terema anterior no es cierto para espacios vectoriales
de dimensién infinita.

Ejemplo 2.1.2. Consideremos el campo de los nimeros reales R y el espacio de los polinomios
R[z]. Consideremos la funcién
D: R[z] — Rz]
o=
donde " es la derivada de f. D es una transformacion lineal, pues para cada f,g € R[z] y c € R

se tiene que D(f + cg) = '+ cg’ = D(f) + ¢D(g) (por propiedades de la derivada). Recordemos
que R[x] es de dimension infinita, a saber Xg = |N|. Veamos que D es suparayectiva, en efecto, sea
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feR[z]. Si f =0, tomando g =0 tenemos que D(g) = f. Ahora, si f # 0, entonces grd(f) =n,
para algin n € N, asi f(z) = Z?:o ajz?, con aj € R, para cada j € {0,...,n} y a, # 0. Si
tomamos g(x) = Z?:o ;lexj*l tenemos que g € Rlx] y es tal que D(g) = f. Por lo tanto, D
es suprayectiva y por consiguiente epimorfismo. Sin embargo, D no es monomorfismo, pues si
tomamos h(x) = 6 tenemos que h € R[z], D(h) =0 pero h # 0. Asi que h € Ker(D) \ {0} y en

consecuencia Ker(D) # {0}.

Teorema 2.1.7 (Segundo teorema de isomorfismo). Sea pV un espacio vectorial, UW < V.
Entonces:
v+w U
W Unw’
Demostracion. Es facil ver que U < U + W y W < U 4+ W. De esta manera, podemos formar el

cociente U‘fVW. Ahora, consideremos el siguiente diagrama:

U——U+W "= UV

donde 7 : U+ W — % es el epimorfismo natural. Entonces my : U — U‘fVW es una transfor-
macién lineal. Por el Teorema 2.1.5, tenemos:
U
— ] . I
Rty & mirio) )
Solo falta calcular Ker(my) e Im(my). Vamos a calcular primero el kernel:
Ker(my) = {ueU]|my(u)=W}
= {ueU|n(u)=W}
= {velUl|lu+W=W}
= {ueU|ueW}
= UNnW.
Es decir, Ker(my) = U N W. Ahora procederemos a calcular Im(my):
Im(my) = {mu(u) |ue U}
— {r(w) |ue U
= {u+W|uelU}
= {(u+w)+W|ueUweW}
- Uiw
-
De esta manera, Im(my) = U%W. Sustituyendo las igualdades para Ker(my) e Im(my) en la
ecuacién (I) se sigue que
v _U+WwW
unw W
lo que es equivalente a U;,W =~ Ur[TJW7 que es lo que pretendiamos. O

Teorema 2.1.8 (Tercer teorema de isomorfismo). Sea pV un espacio vectorial, Uy W <V tales
que U < W . Entonces:

IR

SIS/SIES
==

Demostracion. Definamos

3
(4
+q|<
-
I 4
4
t2<
_%%\
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Vamos a ver que T estd bien definida. Si v + U = v’ 4+ U, entonces v — v' € U, pero U < W, asf
que v —v" € W, es decir, v+ W = v + W, 0 sea T'(v) = T(v'). Por lo tanto, T estd bien definida.
Veamos que T es una transformacién lineal, en efecto, sean v + U,v' + U € % y ¢ € F. Tenemos
las siguientes igualdades:

T(v+U)+cv +U) = T((v+U)+ (v +0U))
T((v+ ')+ U)
(v+c)+W
= W+ W)+ (c/ + W)
(w+W)+c +W)
T(wv+U)+ T +U)

con lo cual queda establecida la linealidad. Ahora, si v + W € %, tenemos que v € V, como

U <V setiene que v+ U € % y es tal que T'(v+ U) = v + W. De esta manera tenemos que T es
epimorfismo. Aplicando el Corolario 2.1.1, se sigue que

Vv

u o~V
Ker(T) W' @

Ahora, solo calcularemos Ker(T):

Ker(T) {U+U€§|T(’U+U):W}
{U+U€§|U+W:W}
{U+U6g|UEW}
fv+UcFlv=wweW}

{w+U|weW}
w

U -

De lo anterior, tenemos que Ker(T) = 7. Al sustituir en la ecuacién (I) se concluye que

1%

SIEISIES
SIS

lo que se necesitaba demostrar.

2.1.4. Teorema de correspondencia

En este apartado, vamos a dar un teorema de correspondencia, el cual nos dice que dados
dos espacios vectoriales y una transformacion lineal entre ellos, hay una correspondencia entre los
subespacios del dominio que contienen al kernel y los subespacios del dominio que estan contenidos
en la imagen. También mostraremos algunas consecuencias de este hecho, por lo mientras recorda-
remos algunos conceptos que nos seran de utilidad para explorar otras caracteristicas adicionales
que tiene la correspondencia que se comento.

Definicién 2.1.5. Sea (A, <) un COPO. Decimos que A es una reticula si se cumple lo siguiente:

1) Para cada a,b € A, existe el supremos del conjunto {a,b}, el cudl se denota como aV b, es
decir, a V b = sup{a, b}.

2) Para cada a,b € A, existe el infimo del conjunto {a,b}, el cudl se denota como a Nb, es
decir, a A'b = inf{a, b}.
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Ejemplo 2.1.3. Si X es un conjunto, entonces (P(X), C) es una reticula, pues para cada A, B €
P(X), A VB=AUByAANB=ANB.

Ejemplo 2.1.4. Si (A4, <) es un conjunto linealmente ordenado entonces es una reticula.

Definicién 2.1.6. Sean (A,<), (B,=<) COPOS y f: A — B una funcién. Decimos que f es un
morfismo de orden si para cada a,b € A, a < b implica f(a) X f(b).

Cuando f es biyectiva y f~' : B — A es también un morfismo de orden se dice que f es un
isomorfismo de orden. En este caso decimos que (A, <) y (B, =< A) son isomorfos, lo cual denotamos
como (A, <) 2 (B, X).

Definicién 2.1.7. Sean (A, <) y (B, X) reticulas. Una funcion f : A — B es un morfismo de
reticulas si para cada a,b € A, f(a Ab) = f(a) A f(b) y f(aVb) = f(a)V f(b).

Ejemplo 2.1.5. Sean X, Y conjuntos y f : X — Y wuna funcion inyectiva. Consideremos las
reticulas (P(X),C) y (P(Y), Q). Entonces la funcion f* : P(X) — P(Y), definida por f*(A) =
f(A)(la imagen directa de A bajo f) es un morfismo de reticulas, pues para cada A, B € P(X), se
tiene que f*(ANB) = f*(A)N f*(B) y [*(AUB) = f*(A) U f*(B).

Definicién 2.1.8. Sean (A, <) y (B, X) reticulas y f : A — B un morfismo de reticulas. Decimos
que f es isomorfismo de reticulas si existe un morfismo de reticulas g : B — A tal que gf = ida y
fg =1idp. En este caso se dice que las reticulas (A, <) y (B, X) son isomorfas y lo denotamos como

(4, <) = (B, X), cuando son claras las relaciones de orden en cada reticula se escribe simplemente
A= B.

Teorema 2.1.9. Sean (A, <) y (B, =) reticulas y f : A — B un morfismo de reticulas. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) f es isomorfismo de reticulas.
2) f es biyectiva.

Demostracion. 1) = 2): Supongamos que f es isomorfismo de reticulas. Luego, existe un morfismo
de reticulas g : B — A tal que gf =ida y fg = idp. Asi tenemos que en particular f tiene funcién
inversa, a saber g y en consecuencia es biyectiva.

2) = 1): Supongamos que f es biyectiva, luego existe la funcién inversa f=1 : B — A tal que
FfYf=idayv ff~' =idg. Solo falta ver que f~! es un isomorfismo de reticulas. En efecto, sean
x,y € B, como f: A — B es suprayectiva, existen a,b € A tales que z = f(a) e y = f(b). Entonces
tenemos las siguientes igualdades:

[z Ny)

fH(f(a) A f(D))
fH(flan))
(f~1f)anbd)
alNb

= @AW

es decir, f~1(x Ay) = f~1(x) A f~1(y). De manera ansloga se exhibe que f~'(z Vy) = f~(z)V
f~1(y), esto para cada x,y € B. Por lo tanto, f es isomorfismo de reticulas. O

Teorema 2.1.10. Sean (A, <), (B, =X) reticulas y f : A — B una funcidn. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

1) f es isomorfismo de orden.

2) f esisomorfismo de reticulas.
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Demostracion. 1) = 2): Supongamos que f es un isomorfismo de orden. Sean a,b € A, luego se
tiene que a Ab < ay aAb < b, como f es morfismo de orden tenemos que f(a Ab) <X f(a)y
f(anb) 2 f(b). De esta manera f(a A b) es cota inferior de {f(a), f(b)}. Ahora, si s € B es cota
inferior de {f(a), f(b)}, entonces s = f(a) y s <X f(b), por ser f suprayectiva existe x € A tal que
s = f(x), asf f(z) < f(a) y f(z) < f(b). Dado que f~! : B — A tambien es morfismo de orden
por hipétesis, se sigue que f~1(f(z)) < f~1(f(a)) vy £~ f(x)) < F7L(f(b)), lo que implica que
x <ayax <b pero a Ab es la mayor cota inferior de {a,b}, asi que < a A b, en consecuencia
s = f(z) X f(aAb). De lo anterior concluimos que f(aAb) es la mayor cota inferior de { f(a), f(b)}
y por lo tanto f(a Ab) = f(a) A f(b). Similarmente se muestra que f(a Vb) = f(a)V f(b).

2) = 1): Supongamos que f es isomorfismo de reticulas. Debemos mostrar que f es isomorfismo de
orden, primero vamos a ver que f es morfismo de orden, para eso sean a,b € A y supongamos que
a <b.Comoa<aya <b,entonces a < aAb, pero por definicién aAb < a, usando la antisimetria de
<, tenemos que aAb = a. Por ser f morfismo de reticulas, tenemos que f(a) = f(aAb) = f(a)Af(b),
pero esto implica que f(a) < f(b). Asi las cosas, tenemos que f es morfismo de orden. Ahora bien,
por lo realizado en la demostracién del Teorema 2.1.9, se tiene que f~! : B — A es un isomorfismo
de reticulas; como acabamos de demostrar que un morfismo de reticulas es morfismo de orden, se
tiene que f~! también es morfismo de orden. O

Definicién 2.1.9 (Subreticula). Sea (A, <) una reticula y B C A. Decimos que B es una su-
breticula de A si para cada a,b € A, se tiene que a Nb € B yaVbe B. En este caso, (B,<|pxp)
es una reticula, donde <pxp=<N(B x B).

Definicién 2.1.10. Sean (A, <) una reticula, a,b € A con a < b. Definimos el intervalo [a,b] de

la siguiente manera:
[a,b] ={z € A|a<x<b}

Proposicién 2.1.2. Sean (A, <) una reticula, a,b € A con a < b. Entonces [a,b] es una subreticula
de A.

Demostracion. Sean x,y € [a,b]. Como [a,b] C A, entonces x,y € A, por ser A una reticula se
tiene que existen z Ay = inf{x,y} y = V y = sup{x, y}. Debemos mostrar que Ay, z V y € [a,b].
Veamos que 2 Ay € [a,b]. Como a < 2y a < y, se tiene que a es una cota inferior para {x,y}, pero
x Ay es la mayor cota inferior de {z,y}, de ahf que a < z Ay. Ademds, tenemos que x Ay < = < b,
por transitividad = A y < b. De esta manera establecemos que a < x Ay < b. Anédlogamente se
demuestra que a < x V y < b. Por lo tanto, [a,b] es una subreticula de A. O

Hasta aqui hemos expuesto algunos conceptos de reticulas, dicho tema corresponde a la teoria
de orden y es un campo de estudio muy extenso. Sin embargo, inicamente se expusieron los
conceptos que consideramos necesarios para aplicarlos en nuestro estudio particular de los espacios
vectoriales.

Definicién 2.1.11. Sea pV un espacio vectorial. Definimos el conjunto de subespacios de V' como
SV)y={HeP(V)|HLSV}
Teorema 2.1.11. Sea pV un espacio vectorial. Entonces (S(V),C) es una reticula.

Demostracion. Es claro que (S(V), C) es un COPO. Falta ver que es reticula. Sean H, L € S(V).
Sabemos que HNL <V, ademds HNL C Hy HNL C H. Ahora, si T € S(V) y es tal que
T CHyTC L, facilmente se sigue que H N L C T. De esta manera, HAL=HN L.

Para ver que existe sup{H, L} = HV L en S(V), recordemos que H U L no es un subespacio de
V, a menos que H C L 6 L C H. Sin embargo, si consideramos H + L = (H U L), tenemos que
HCH+L LCH+LyH+L <V.De esta manera, H+ L € S(V) y es cota superior de
{H,L}. Ahora, sea U € S(V) que satisface H CU y L CU. Siz € H+ L, entonces © = h +1,
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con he H)l € L, luego h,l € U y como U <V se sigue que z € U. De lo anterior se concluye que
H+ L CU. Por lo tanto, HV L =H + L.
O

Antes de establecer el Teorema de correspndencia, vamos a hacer notar algunas cuestiones.

Definicién 2.1.12. Sean gV, pW espacios vectoriales y T : V — W una transformacion lineal.
Definimos las funciones

T*: S(V) — S(W)
donde T(H)={T(h) |he H} y

T.: SW) — SV)
L —

donde T~*(L) ={z € V| T(z) € L}.

En general, las funciones de la definicién anterior, una no es inversa de la otra, de hecho, vamos
a obtener las igualdades para las composiciones en ambos sentidos, lo cual se hace en el siguiente
lema.

Lema 2.1.1. Sean pV,p W espacios vectoriales y T : V- — W una transformacion lineal. Entonces,
para cada H € S(V), (T.T*)(H) = H + Ker(T) y para cada L € SW), (T*T,)(L) = LN Im(T).

Demostracion. Sea H € S(V'). Luego, se tienen las siguientes igualdades:

(T.T)(H) = ( “(H))

= (T(K))
= {erlT(x)e T(H)}
= {zeV|T(x)=T(h),he H}

{reV|T(x—h)=0,hec H}
{reV|z—heKer(T),he H}
{reV|z—h=kheHkeKer(T)}
{reV|z=h+kheHkeKer(T)}
{reV|ze H+ Ker(T)}

= H+ Ker(T).

Es decir, (T.T*)(H) = H + Ker(T), para cada H € S(V).
Ahora veamos la otra composicién, tomemos L € S(W), observense las siguientes igualdades:

(T"T)(L) = T°(T.(L))
T(T(L))

{T(z) |z € T71(L)}
= {T(= )IT(I) €L}

Es decir, (T*T,)(L) = Im(T) N L, para cada L € S(W). O

A partir del lema anterior, para H € S(V), (T.T*)(H) = H + Ker(T), lo que seria igual a H
unicamente cuando Ker(T) C H. Ahora, si L € S(W), (T*T.)(L) = LNIm(T), lo cual serfa igual
a L solamente que L C Im(T). Lo anterior nos da una pista de como reestringir los dominios de
las funciones T y T, para lograr que una sea inversa de la otra.
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Definicién 2.1.13. Sean pV,p W espacios vectoriales y T : V. — W wuna transformacion lineal.
Definimos los intervalos

[Ker(T),V]={HeS(V)|Ker(I) CHCV}

{0}, Im(T)] = {L € S(W) | L € Im(T)}.

Observacién 2.1.5. Por la Proposicion 2.1.2, tenemos que [Ker(T),V] es una subreticula de
S(V) y [{0}, Im(T)] es una subreticula de S(W). De esta manera, [Ker(T),V] y [{0}, Im(T)] son

reticulas en st mismas.

Con lo que hemos realizado hasta el momento, estamos en perfectas condiciones para enunciar
y probar el Teorema de correspondencia.

Teorema 2.1.12 (Teorema de correspondencia). Sean pV,p W espacios vectoriales y T : V — W
una transformacion lineal. Entonces [Ker(T),V] = [{0}, Im(T)](como reticulas).

Demostracion. Por un lado, consideremos la funcion

T*: [Ker(T),V] — [{0},Im(T)]
H = T(H)

donde T(H) ={T(x) |z € H}. Si H € [Ker(T), V], entonces Ker(T) C H C V, por propiedades
de la imagen directa, T (Ker(T)) CT(H) CT(V), estoes {0} CT(H) C Im(T), ademés T(H) <
W, en consecuencia T(H) € [{0}, Im(T)]. Por lo tanto, T* estd bien definida. Por otro lado,

consideremos la funcién
T.: [0}, Im(T)] — [Ker(T),V]
L — Tfl(L)

donde T™Y(L) = {z € V | T(x) € L}. Sea L € [{0},Im(T)]. Como {0} C L C Im(T), por
propiedades de la imagen inversa tenemos que T-({0}) € T~(L) C T~ (Im(T)), pero esto tiltimo
equivale a Ker(T) C T~*(L) C V, ademés T—1(L) < V. Por consiguiente, T~Y(L) € [Ker(T), V],
de donde se sigue que T, esta bien definida.

Ahora, veamos que T* y T, son inversa una de otra. En efecto, sea H € [Ker(T), V], luego, por el
Lema 2.1.1, (T.T*)(H) = H + Ker(T), pero Ker(T) C H, en consecuencia (T,T*)(H) = H.
Ahora, si L € [{0}, Im(T)], por el Lema 2.1.1, (T*T)(L) = LNIm(T) y como L C Im(T'), tenemos
que (T™T.)(L) = L. Asf las cosas, TuT™ = id[ger(r),v) ¥ T*Ts = id[{o},1m(1)], POT consiguiente T}
es inversa de T™ y por esta razon, T es biyectiva.

Finalmente, para ver que T* es isomorfismo de reticulas, sean H, J € [Ker(T), V], ya sabemos que
THNJ) CTH)NT(J). Falta ver que T(H)NT(J) C T(HNJ), en efecto, seay € T(H)NT(J),
luego y = T'(h), y = T(j), con h € H,j € J, entonces T(h) = T(j), lo que equivale a que
T(h — j) = 0, en consecuencia h — j € Ker(T). Como Ker(T) C H y Ker(T) C J, entonces
Ker(T) CHNJ yportanto h—j € HNJ. Luego, h —j=wvconv € HNJ, asi h = j+ v con
h e H,j,ve HNJ, por estarazén h € HNJ. De ahi que y = T'(h) con h € H N J, lo que implica
que y € T(H N J). De lo anterior se sigue que T*(H N J) = T*(H) N T*(J). Es sencillo ver que
T*(H+J) =T*(H) +T*(J). Por lo tanto, T* : [Ker(T),V] — [{0},Im(T)] es isomorfismo de
reticulas, también T : [{0}, Im(T)] — [Ker(T),V] es isomorfismo de reticulas. Mas atn, por el
Teorema 2.1.10, tanto T™* como T son isomorfismos de orden. O

En palabras, lo que nos dice el teorema anterior es que dada una transformacién lineal entre
dos espacios vectoriales, hay una correspondencia biyectiva entre los subespacios del dominio que
contienen al kernel y los subespacios del contradominio que que estan contenidos en la imagen.
Vamos a exponer algunas consecuencias del teorema mencionado.

Corolario 2.1.4. Sean pV,p W espacios vectoriales y T : V. — W un epimorfismo. Entonces
[Ker(T),V] = [{0}, W] (como reticulas).
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Demostracion. Por el Teorema 2.1.12, [Ker(T),V] = [{0}, Im(T)], pero como T es epimorfismo
por hipdtesis, se sigue que Im(T) = W, de ahi que [Ker(T),V] = [{0}, W]. O

Corolario 2.1.5. Sean gV un espacio vectorial y W < V. Entonces [W, V] = [{W}, V/W](como
reticulas). Ademds, para cada U, U’ € S(V), se tiene que W < U < U’ <V siy solo si U/W <
U /W <V/W. Mds ain, si L <V/W, entonces L = U/W para algin U € [W,V].

Demostracion. Consideremos el epimorfismo natural 7 : V' — V/W, definido por n(v) = v+ W,
para cada v € V. Por el Corolario 2.1.4, [Ker(n),V] = [{Oy,w},V/W], pero Ker(r) = Wy
Ovyw = W, de ahi que [W,V] = [{W},V/W]. Ahora bien, por lo realizado en la demostracion
del Teorema 2.1.12, 7* : [W,V] — {W},V/W], dado por n*(H) = n(H) = H/W, para cada
H € [W,V] es un isomorfismo de reticulas con inversa m, : [{W}, V/W] — [W, V], definida por
m.(L) = n~Y(L), para cada L € [{W},V/W], el cual también es isomorfismo de reticulas. Por el
Teorema 2.1.10, tanto 7* como 7, son isomorfismos de orden, de donde se sigue que para cada
UU e WV, W<U<U <Vsiysolosi U/W <U'/W < V/W. Més ain, si L < V/W, por
ser 7 : [W, V] — [{W}, V/W] suprayectiva, existe U € [W, V] tal que L = n*(U) = n(U) = U/W.
Es decir, todos los subespacios de V/W son de la forma U/W, para algin subespacio U de V' que
contiene a W. O

2.2. Suma y producto directo generalizados

En este apartado vamos a exponer los conceptos de suma y producto directo generalizados asi
como sus propiedades de interés.

2.2.1. Producto directo

Sea {FV; }ier una familia de espacios vectoriales. Definimos el producto cartesiano de {rV;}icr
como

HW: {f:[% UV,; | f es funcién y para cada i € I, f(7) GW}.
iel i€l
Si f € [[;e; Vi, entonces f(i) = v;, con v; € V;, esto para cada i € I. Ademds, por ser f funcién,
este v; € V; es unico para cada i € I, de modo que podemos denotar a f como el “juego de
coordenadas” (v;)ier, donde v; € V;, para cada i € I, es decir f = (v;);er, lo cual hace nuestra
notacién méas cémoda. De esta manera podemos redefinir al producto cartesiano de nuestra familia
como

H% = {(vi)icr | vi € V;, para cada i € I}.

il

Vamos a definir una suma en [[,.; V; como

i€l

+: [LeVix1lie, Vi — [Lic: Vi
((vi)ier, (wi)ier) = (vi+wi)ier

la cual claramente estd bien definida. Conisideremos 0 = (0y; );cr, donde Oy, es el neutro aditivo
en el espacio V;, para cada i € I. Es claro que 0 € [I;c; Vi- Veamos que (Hiel Vi, +,ﬁ) €s un grupo
abeliano:

1) Sean (vi)ier, (wi)ier, (wi)icr € [1;c; Vi, luego se tienen las siguientes igualdades:

(vi)ier + ((wi)ier + (wi)ier) = (vi)ier + (wi + ui)ier
(vi + (wi + wi))ier
((vi +w;) + wi)icr

= (vi twi)ier + (Wi)ier
((vi)ier + (wi)ier) + (wi)ier-
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Es decir, (v;)ier + (ws)ier + (wi)ier) = ((vi)ier + (wi)ier) + (u;)ier. De aqui se sigue la
asociatividad.

2) Sean (v;)ier, (wi)icr € [];c; Vi- Entonces se tiene lo siguiente:

(vi)ier + (Wi)ier = (vi + wi)ier
= (w; + vi)ier
= (wi)ier + (vi)ier-

Es decir, (v;)ier + (w;)ier = (w;)ier + (vi)ier, con lo que se establece la conmutatividad.

3) Sea (vi)icr € [[;c; Vi- Entonces se cumple lo siguiente:

(vi)ier + (0v;)ier = (vi +0v,)ier
= (vi)ier-

Ast, (vi)ier + (Ov,)ier = (vi)ier y en consecuencia 0 = (Oy, );er es el elemento neutro en
[Tier Vi

4) Sea (vi)ier € [[;c; Vi- Como v; € V; y V; es un espacio vectorial, para cada i € I, entonces
—v; € Vi, para cada i € I y por consiguiente (—v;)ier € [[;c; Vi. Ahora, notemos las
siguientes igualdades:

(vi)ier + (—=vi)ier = (vi+ (—vi))ier
(Ow)z’el-

Es decir, (v;)ier + (—vi)ier = (Oy;)ier. De esta manera, (—v;);ecs es el inverso aditivo de
(vi)ier, esto para cada (vi)ier € [[;¢; Vi-

Asi las cosas, hemos probado que (Hiel Vi, +, (Om)z‘el) es un grupo abeliano.

Ahora, vamos a definir un producto externo en [],.; Vi como

FxIlLeVi = ILetVi
(¢, (vi)ier) = (cvi)ier

Por simplicidad, siempre que sea claro denotaremos c(v;);cr para referirnos a este producto externo,
es decir, ¢ (vs)ier = c(vi)icr, para cada ¢ € F, (v3)ier € [],¢; Vi Vamos a ver que este producto
externo cumple las condiciones del producto por escalar de la definicién de espacio vectorial:

a) Sea (vi)icr € [[;c; Vi, luego se satisfacen las siguientes igualdades:

- (vi)ier = (1-vi)ier
= (vi)ier-

Es decir, 1 (v;)ier = (vi)ier, para cada (vi)icr € [[;c; Vi-

b) Sean c,d € F, (vs)icr € [[,c; Vi, entonces tenemos las siguientes igualdades:

(cd)(vi)ier = ((cd)vi)ier

(c(dvi))ier
C(d’l}i)ie[

= c(d(vi)iej).

Es decir, (cd)(vi)ier = c(d(vi)icr), para cada ¢, d € F, (v;)icr € [, Vi
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c¢) Sean c,d € F, (vi)ier € [[;c; Vi- Se satisface lo siguiente:

(c+d)(vi)ier = ((c+d)vi)ier
= (cvi +dvi))ier
(cvi)ier + (dvi)ier

= c(vi)ier + d(vi)ier-

c
= c

Es decir, (¢4 d)(vi)ier = c(vi)ier + d(vi)icr, para cada ¢, d € F, (v;)ier € [[;c; Vi

d) Sean c € F', (vi)ier, (wi)ier € [[;¢; Vi- Luego, se cumplen las siguientes igualdades:

c((vi)ier + (wi)ier) = c(vi+wi)ier
(c(vi +w;))icr
= (cvi + cwy))ier
(cvi)ier + (cwi)ier
= c(vi)ier + c(wi)ier.

Es decir, c((vi)ier + (wi)ier) = c(vi)ier + c(w;)icr, para cada ¢ € F, (vi)ier, (wi)icr €
[Lic: Vi-

Asfi las cosas, hemos mostrado que (Hiel Vi, +,0,F,-: F < [;c; Vi = [ Lies V;) es un espacio vec-
torial. Este espacio vectorial tiene un nombre y lo especificamos en la siguiente definicién.

Definicién 2.2.1 (Producto directo). Sea {rVi}icr wuna familia de espacios vectoria-
les. Definimos el producto directo de la familia {FV;}ic;r como el espacio vectorial
(HiGI Vi,+,0,F,-: F x [Lic: Vi = Ilicr Vi), con las operaciones definidas como (v;)icr+(w;)icr =
(vi +wi)ier y c(vi)ier = (cvi)ier, para cada c € F, (vi)icr, (wi)icr € [1;c; Vi- En lo sucesivo es-
cribiremos [[;c; Vi para referirnos al producto directo de {rVi}icr como espacio vectorial.
Si {FV;}ier es una familia de espacios vectoriales, para cada j € I, definimos de manera natural
la funcién:
T ILetVi =V
(Ui)iel — V.
Veamos que 7; es una transformacién lineal para cada j € I, en efecto, sean c € F, (vi)ier, (w;)ier €
[L;c; Vi, luego se cumplen las siguientes igualdades:

mi((vi)ier + c(wi)ier) = m((vi)ier + (cwi)ier)
= Wj((vi + cw;)ier)
= v; +cw;
mi((vi)ier) + emj((wi)ier)

es decir, 7;((vi)ier + c(wi)ier) = 7 ((vi)icr) + emj((w;)icr), para cada ¢ € F, (vi)ier, (wi)icr €
[L.c; Vi- Ademds, si v € Vj}, considerando (vs)ier € [[;c; Vi donde v; = vy v; = Oy, si i # j,
entonces se tiene que 7;((v;)ier) = v, de ahi que 7; es epimorfismo para cada j € I.

Definicién 2.2.2. Sea {rV;}icr una famlia de espacios vectoriales. Para cada j € I, la transfor-
macion lineal
mi: ILeaVi =V
(W)ie[ — Vj.

se llama la j-ésima proyeccion de [[,.; Vi en V; o simplemente la j-ésima proyeccion.

{m e Vi — Vi}iel es la familia de proyecciones en cada uno de los espacios V;.

Observacién 2.2.1. Si {¢V;}icr una familia de espacios vectoriales y j € I. Entonces

Ker(m;) = g(vi)iel € [Lies Vi | mi((vi)ier) = Ov, }
(viier € [Ticr Vil v; =0y, } -
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De esta manera concluimos que Ker(m;) estd formado por los “juegos de coordenadas” que en la
HiGI Vi
7 Ker(my)

coordenada j-ésima tienen al cero del respectivo V. Por el Corolario 2.1.1
cada j € I, esto es
[Lic Vi -

>~ V.
{(vi)ier € [Lics Vi lv; =0y, }

= V;, para

para cada j € I.

Ejemplo 2.2.1. Si F es un campo, pV y pW son espacios vectoriales, entonces % =Vy

VXW A
VX?OW} =Ww.
Teorema 2.2.1 (Propiedad universal del producto directo). Sea {¢V;}icr una familia de espacio
vectoriales. Entonces:

1) Para cualquier espacio vectorial pW y cualquier familia de transformaciones lineales {T; :
W — Vi}ier, existe una tnica transformacion lineal T : W — [[,., Vi tal que m;T = Tj,
para cada j € I. Es decir, el diagrama

iel

w H HzEI
|-
T;
Vi

conmuta para cada j € I, donde m; es la j-ésima proyeccion.

2) Si pU es un espacio vectorial y {r; : U — Vi}ig es una familia de transformaciones lineales

que satisfacen 1), entonces U = Hle[

Demostracion.

1) Sea W un espacio vectorial y {T; : W — V;},c; una familia de transformaciones lineales.
Definamos
T: W — HiEI Vi
Es claro que T estd bien definida. Vamos a ver que es una transformacién lineal, para esto
tomemos c € F, w,w’ € W. Se satisfacen las siguientes igualdades:

Tw+cw') = (Ty(w+cw'))er
= ETz(w) + cTi(w'))ier
(

Ti(w))ier + (cTi(w'))ier
Ti(w))ier + (T3 (w'))ier
= T(w)+cT(w).

Es decir, T(w + cw’) = T(w) 4+ ¢T'(w’) para cada ¢ € F, w,w’ € W, con lo que queda
establecida la linealidad.
Sea j € I. Veamos que 7;1" = T}, en efecto, sea w € W, notemos las siguientes igualdades:

(mT)(w) = (T (w))

mi((Ti(w))ier)
= Tj(w .

Asi que (7;T)(w) = T;(w) para cada w € W y en consecuencia m;T = T para cada j € I.
Finalmente, veamos la unicidad de T'. Supongamos que existe otra transformacién lineal

S W — [l;c; Vi tal que ;S = Tj, para cada j € I. Debemos mostrar que S = T', en
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efecto, sea w € W, luego S(w) = (v;);er donde v; € V; para cada i € I. Si i € I, entonces
tenemos lo siguiente:

v; = m((vi)ier)
= mi(S(w))
= (mS)(w)
Asf las cosas, v; = T;(w) para cada i € I, por con51gu1ente S(w) = (Ti(w))ier = T(w), lo
cual sucede para cada w € W. Por lo tanto, S = T y de esta manera queda probada la
unicidad.

Supongamos que U es un espacio vectorial y {7; : U — V;};cs una familia de transformacio—
nes lineales que satisfacen 1). Luego, existe una tinica transformacién lineal 7' : U — [[,c; Vi
tal que el diagrama

U—>1ILc, Vi @
Vj

conmuta para cada j € I y existe una tnica transformacién lineal S : [,.; Vi — U tal que
el diagrama

s
[Lie/Vi—U (1)

N

Vi
es conmutativo para cada j € I. De los diagrmas (I) y (II) tenemos el diagrama

U—2T0L.,Vi2—U (111)

iel

el cual en realidad es

v u (I11)
Vj

tambien es conmutativo para cada j € I. Por la unicidad de la transformacion lineal con
esta propiedad que se probé en 1), se tiene que ST = idy. De manera completamente
andloga se prueba que T'S = idl—[ v, de donde se concluye que T : U — [],; Vi es un

isomorfismo y consecuentemente U [Lic: Vi
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De acuerdo al teorema anterior tenemos que si {#V;};cr es una familia de espacios vectoriales,
entonces el par (HleI Vi, {m [Lic;Vi— V} ser)> donde m; es la i-ésima proyeccién para cada
i € 1, es el producto de la familia {¢V;};c; en la categorfa Vecr (ver Apéndice B), lo que nos
dice que el nombre que le dimos a [];.; V; tiene sentido. Ademds, vimos que este producto es

tnico salvo isomorfismo, por lo que si hubiera una construccién distinta a la que expusimos no hay
diferencia en su estructura algebraica.

Observacién 2.2.2. Sea {¢V;}icr es una familia de espacios vectoriales. Dado que g ]|
un espacio vectorial, por el Corolario 1.4.4, Hlel
especificos, [[,c; Vi = F (B), donde 8 es la base de [Lic; Vi, cuya existencia estd garantizada por el
Teorema 1.2.2. Lo que esto nos dice es que el producto se puede reducir a un coproducto, aunque
es posible que dicha base se “agrande” considerablemente.

jer Vi es
=~ F(X) para algin conjunto X. Para ser mds

Observacién 2.2.3. Un caso especial del producto es cuando se tiene una familia de espacios
vectoriales {pV;}ier tal que para cada i € I, pV; =r V para un cierto espacio vectorial gV .
En este caso el producto directo de la familia {FV;};cr se denota simplemente por VI es decir,
[Le;Vi=1Lea V= VL. Un ejemplo conocido de este tipo de producto es RN, que es el espacio de
las sucesiones de numeros reales.

Teorema 2.2.2. Sean {pV;}icr, {rWiticr familias de espacios vectoriales y {T; : V; — Wi}ier
una familia de transformaciones lineales. Entonces existe una unica transformacion lineal T :
[Lic: Vi = 1Lics Wi definida por

T((vi)ier) = (Ti(vi))ier

para cada (v;)icr € [[;c; Vi

Demostracion. Para cada j € I, tenemos el diagrama
5 Tj
[Le/Vi—V;—=W;

donde 7; es la j-ésima proyeccién de [];.; Vi en Vj. Luego, Tjm; : [[;c; Vi — V; es una trans-
formacién lineal, ya que es composicién de transformaciones lineales, esto para cada j € I. Asi,
{Tm; : Hz‘e 1 Vi = W;}ier es una familia de transformaciones lineales. Por la Propiedad universal
del producto directo, existe una tnica transformacién lineal T' : [[,.; Vi = [I;c; Wi que hace
conmutativo el diagrama

Hie] Vi - Hzel

para cada j € I, es decir, 7r§T = Tjm;, donde 7r§- : [Lies Wi — Wj es la j-ésima proyeccién
de J[,c; Wi en Wj, todo esto para cada j € I. Solo resta ver como estd definida 7', tomemos
(vi)ier € [ Vi, luego T'((vi)ier) € [;c; Wi, en consecuencia T'((v;)ier) = (wi)ier, con w; € W;
para cada ¢ € I. Ahora, para cada k € I, se tiene lo siguiente:

((wi)ier)
(T((vi)ier))

1) (vi)ier)
k
(
(

w = T

3
TSI

S~ o~

Tieme)((vi)ier)
Wk)((%)zel))

Vg

=5

es decir, wy, = Tk (vg). De esta manera se concluye que T'((v;)icr) = (T:(vi)):icr, lo que sucede para
cada (v;)icr € [[;e; Vi O
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Definicién 2.2.3. Sean {rV;}icr, {FWi}ier familias de espacios vectoriales y {T; : Vi = Wi }ier
una familia de transformaciones lineales. Definimos el producto directo de la familia {T; :

V; = W;}ier, denotado por HieI T;, como la transformacion lineal

[Le: Tt ILesVi = L Ws
(vi)ier = (Ti(vi))ier-

Teorema 2.2.3. Sean {rV;}icr, {rWi}ticr familias de espacios vectoriales y {T; : Vi — W;tier
una familia de transformaciones lineales. Entonces:

1) Ker (ITie; Ti) = ILic; Ker(Ty).
2) Im ([Lie; Ti) = [er Im(T5).
Demostracion. Para aligerar un poco la notacién, denotaremos 7' = [[,.; Ti.

1) Vamos a mostrar que Ker(T) = [[;c; Ker(T;):
Cl: Sea (vi)ier € [l;e; Vi, entonces T((vi)ier) = (Ow,)icr, esto es (T3(v))icr = (Ow;,),
luego T;(v;) = Ow, para cada i € I, lo cual implica que v; € Ker(T;) para cada i € I. Asf
concluimos que (v;)ier € [[;c; Ker(T;).
DJ: Sea (vi)ier € [[;c; Ker(T;), entonces v; € Ker(T;) para cada i € I. Luego, T;(v;) = Ow,
para cada i € I. Entonces (T;(v;))icr = (Ow;, )icr, pero (T;(v;))ier = T'((vs)ier), de donde
obtenemos que T'((v;)ier) = (Ow, )ier- Por lo tanto, (v;)er € Ker(T).

2) Vamos a demostrar que I'm(T) = [[,c; Im(T3):

Cl: Sea (w;)ier € Im(T), entonces (w;)icr = T((vi)icr), para algin (vi)iesr € [[;c; Vi
Luego, (w;)ier = (Ti(v:))icr, esto equivale a que w; = T;(v;) para cada i € I, donde
v; € V;. Por consiguiente, w; € Im(T;) para cada i € I, esto es (w;)icr € [[;c; Im(T;).

DJ: Sea (ws)ier € [[;c; Wi, entonces w; € I'm(T;) para cada i € I. Luego, w; = T;(v;), con
v; € V; para cada i € I. Asf las cosas tenemos que (w;)icr = (Ti(v:))icr = T((v;)icr)- De
esta manera tenemos que (w;)ier = T((vs)ier), donde (vi)icr € [[;c; Vi, en consecuencia
(wi)iel S Im(T)

O

Corolario 2.2.1. Sean {rV;}icr, {FWi}ier familias de espacios vectoriales y {T; : Vi — Wi }ier
una familia de transformaciones lineales. Entonces:

1) Tl;e; Ti es monomorfismo, si y solo si, T; es monomorfismo para cada i € 1.

2) [L;e; T es epimorfismo, siy solo si, T; es epimorfismo para cada i € I.

3) Hiel T; es isomorfismo, si y solo si, T; es isomorfismo para cada i € I.
Demostracion.

1) Para la primera implicacién, supongamos que [[,.;7; es monomorfismo, entonces

Ker (HieITi) = {(Ov)ier} = Il;c/{0v;}. Por el Teorema 2.2.3, [[,c; Ker(Ti) =
[I;c/{0v;}. Sea i € I, entonces tenemos las siguientes igualdades:

Ker(T;) = m ([Lie; Ker(Th))
TG (HieI{OVz})

{0v; }.

Es decir, Ker(T;) = {0y, } para cada i € I, lo que significa que T; es monomorfismo para
cada i € I.
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Ahora, si T; es monomorfismo para cada i € I, entonces Ker(T;) = {0y, }, para cada i € I.
Por el Teorema 2.2.3, tenemos lo siguiente:

Ker (Hie] ﬂ) = Higq‘, KGT’(E)
Hiei{OVi}
{(Ov;)ier}-

Es decir, Ker ([T;c; T:) = {(0v;)ier}- Por lo tanto, [[,.; T; es monomorfismo.

2) Primero supongamos que [ [, ; T es epimorfismo y demostremos que T; es epimorfismo para
cada i € I. Como [[,;.; T; es epimorfismo, I'm (Hiel TZ) = [L;e;r Wi, pero por el Teorema

2.2.3, Im (Hiel ﬂ) = [I;c; Im(T;), de modo que para cada i € I, tenemos lo siguiente:

Im(T) = i ([, Im(T3))
i\ Lier Wl)

7.

Es decir, Im(T;) = W, para cada i € I. Por lo tanto, T; es epimorfismo para cada i € I.
Ahora, supongamos que T; es epimorfismo para cada i € I. Luego, Im(T;) = W; para cada
1 € 1. Entonces tenemos las siguientes igualdades:

Im([Lie; Ti) = Ilies Im(T))
i1 Wi
Es decir, Im ([T;c; Ti) = IT;e; Wi ¥ en consecuencia [;c; T; es epimorfismo.
3) Inmediato a partir de 1) y 2).
O

Ejemplo 2.2.2. Sea {rV;}icr una familia de espacios vectoriales. Por el Teorema 1.2.2, para cada
i € I existe B; C V; tal que f3; es base de Vi, luego V; = FP) para cada i € I. Haciendo uso del
Corolario 2.2.1, se tiene que [[;c; Vi = [;cr FB),

Ejemplo 2.2.3. Sean F un campo, {¢V;} y {¢rW,}jer familias de espacios vectoriales ta-
les que dim(V;) = mn; para cada ¢ € I y dim(W;) = m; para cada j € J, donde
ng,m; € N\ {0}. Luego {pHom(Vi,W;)} i jyerxs es una familia de espacios vectoriales tales
que Hom(Vi, W;) = Moy, xn, (F) para cada (i,5) € I x J. Aplicando el Corolario 2.2.1, se tiene

que H(i,j)eliHom(Viij) = H(i,j)GIXJMmJXni(F)'

Corolario 2.2.2. Sean {rVi}icr y {FWi}icr familias de espacios vectoriales tales que W; <V

para cada i € 1. Entonces
[Iw: <[Iv:

el iel
)
e/ Vi L Ve
Hie[ WZ icl Wl

Demostracion. Como para cada i € I, W; <V, existe V‘I/, , para cada i € I. De esta manera, para
T

cada i € I podemos considerar el epimorfismo natural

Vi/Wi | : Vi
Ty, Vi o= T

v, — v + Wi
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Por el Corolario 2.2.1, la funcién [J,.; W“Z/Wi : [Lier Vi = Ilics w- es un epimorfismo, ademas,
€omo Ker(w“;j/wi) = W, para cada i € I, por el Teorema 2.2.3, Ker (Hie[ w“;:/wi) = [Lic; Ws.

De esta manera, [[;c; Wi < [],c; Vi v aplicando el Corolario 2.1.1, tenemos que

M o Vi
Hie[ Wi

iel

el

2.2.2. Suma directa
Suma directa externa

Definicién 2.2.4. Sea {rV;}icr una familia de espacios vectoriales y f € [[,c; Vi. Definimos el
soporte de f como

sop(f) ={i € I'| f(i) # Ov,}.

Si consideramos a f como el juego de cordenadas (v;);er, dondev; € V; para cada i € I, definiremos
el soporte de f = (v;)icr como

sop(f) = sop((vi)ier) = {i € I | v; # Oy, }.

Es importante mencionar que por lo que se realizé anteriormente ambas definiciones son correctas
por lo que se utilizard una u otra segun convenga, lo cual no debe causar problema.

Dada una familia de espacios vectoriales {rV;};cr, consideremos el conjunto

TTvi= {5 € [TVi | Isop(£) < oc}.

iel iel
Es claro que [],c; Vi € [];c; Vi. Veamos ahora que [],c; Vi < J[;c; Vi

a) Sean f,g € [[;c; Vi. Luego, sop(f) y sop(g) son finitos. Veamos que sop(f + g) C sop(f) U
sop(g): sea i € sop(f + g), entonces f(i) + g(i) # Oy,, en consecuencia f(i) # Oy, 6
g(i) # Oy, esto es i € sop(f) 6 i € sop(g). Por la definicién de unién de conjuntos, tenemos
que i € sop(f) U sop(g).

Dado que sop(f + g) C sop(f) U sop(g) y sop(f) U sop(g) es un conjunto finito, ya que es
unién de conjuntos finitos, concluimos que sop(f 4 ¢) es un conjunto finito. Por lo tanto,

f+9€]_L-€1Vi-

b) Recordemos que 0 = (Oy; )ier es el elemento neutro en [, ;
concluye que sop(0} es finito, en consecuencia 0 € [ic; Vi

V;. Ahora, como sop(0) = 0, se

c¢) Seanc € F'y f € [[,c; Vi. Luego, sop(f) es finito. Sic = 0, entonces cf = 0, por consiguiente
sop(cf) = 0y de esta manera cf € [],c; Vi. Es facil ver que si ¢ # 0, entonces sop(cf) =
sop(f). Asi, de cualquier manera sop(cf) es finito y por lo tanto, cf € [[;c; Vi.

De lo anterior establecemos que [[,.; Vi < [[;c; Vi v consecuentemente [[,.; V; es un espacio
vectorial sobre F'.

Definicién 2.2.5 (Suma directa externa). Sea {rVi}icr una familia de espacios vectoriales. El
espacio vectorial g ]_[1./61 Vi es llamado la suma directa externa de la familia {rV;}cr.

Observacién 2.2.4. Sea {rV;}icr una familia de espacios vectoriales. Si I es un conjunto finito,
entonces [ [;c; Vi = [, Vi
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Demostracion. Ya sabemos que [[,.; Vi < [],c; Vi siempre. Falta ver que [],.; Vi < [l,c; Vi, en
efecto, si f € [[;c; Vi, entonces sop(f) C I y como I es finito, esto nos obliga que sop(f) sea
finito, en consecuencia f € [[;.; Vi. De esta manera se tiene que [[;c; Vi < [[,c; Vi y de ambas
contenciones tenemos que [[;.; Vi = [1,c; Vi- O

Si tenemos una familia de espacios vectoriales {rV;};cr, para j € I definimos de manera natural
la funcién
by Vi = IV
v fo

donde f, : I — [U;c; Vi se define como f,(j) = vy fu(i) = Oy, si i # j. Veamos que ¢; es una
transformacién lineal, para eso tomemos ¢ € F, v,v’ € V;. Es suficiente ver que fy1co = fu +fur,
en efecto, si ¢ # j, dado que v + cv’ € Vj, se cumplen las siguientes igualdades:

fv+cv’ (7') = OVi
= OV,- + Ovi
= 0V71 + COVi
= foli) +cfur (i)
= (fv+cfv’)(i)
Es decir, fy1cr (1) = (fu+cfur)(i) cuando i # j. Ahora, para j se cumplen las siguientes igualdades:
fv+cv’(j) = v+ov
= fv(])+cfv’(])
= (fotcfor)()

Es decir, fy1ev(J) = (fo + ¢for)(j). Como hemos visto que las funciones coinciden en cada i € I,
se tiene que fyierr = fo+Cfr, estoes tj(v+cv') = 1j(v) +ct;(v'), lo cual sucede para cada ¢ € F,
v,v" € Vj. Por lo tanto, ¢; es una transformacion lineal para cada j € I.

Veamos que ¢; es monomorfismo, en efecto, si v € Ker(t;), entonces ¢;(v) = (Ov,)ier, de aqui
concluimos que v = Oy,. De esta manera, tenemos que Ker(t;) = {Oy,}. Por lo tanto, ¢; es
monomorfismo para cada j € I.

Definicién 2.2.6. Sea {rV;}icr una familia de espacios vectoriales. Para cada j € I, la transfor-
macion lineal
v Vi = I Vi
v '_> fU
donde f, : I = \J;c; Vi se define como f,(j) = v y fo(i) = Oy, sii # j, es llamado la j-ésima
inclusion de V; en [[,.; Vi o simplemente la j-ésima inclusion. {v; : V; = [[,c; Vilier es
la familia de inclusiones de cada V; en Hz‘el Vi.

Observacién 2.2.5. Si {rVi}icr es una familia de espacios vectoriales y j € I, dado que ¢; :
Vi = I,cr Vi es monomorfismo, tenemos que Vj = 1;(V;), donde

1 (V5) = {(ai)ier € HVZ- |a; =0y, sii#j}
i€l
esto para cada j € I. Denotaremos (V) = Vj para cada j € 1. Reescribiendo lo anterior, tenemos
que V; = V; para cada j € 1.

Ejemplo 2.2.4. Sabemos que R es un espacio vectorial sobre si mismo. Entonces R =2 R x {0} y
R = {0} x R, donde R x {0} y {0} x R se consideran como subespacios de R2.

Observacion 2.2.6. Un caso especial de la suma directa externa es cuando tenemos una familia
de espacios vectoriales {pV;}icr tal que para cada i € I, pV; =p V, para un determinado espacio
vectorial V. En este caso, la suma directa externa de {FV;}icr se denota como VD es decir,
[Lic;Vi=11c;V = V). Un ejemplo muy famoso de este hecho es FX), con F un campo y X
un conjunto no vacio, el cual hemos utilizado en muchas ocasiones durante esta tesis.
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Observacién 2.2.7. Sea {rVi}ier una familia de espacios vectoriales y f € [, Vi. Entonces
f= Y u(f).
i€sop(f)

Demostracion. Es claro que si k ¢ sop(f), la igualdad se cumple sin problema, pues de ambos
lados tenemos Oy, . Ahora, si k € sop(f), se tienen las siguientes igualdades:

(Sicoomn #UD) ) = Siconpir) slFD)H)

= w(f(k))(k)

= f(k).
Es decir, (ZzESOp(f) (f(z))) (k) = f(k) cuando k € sop(f). Como hemos visto que la igualdad se
da para cada k € I, concluimos que f =37, ¢ ti(f(4))- O

Vamos a dar a continuacién una propiedad muy importante que tiene la suma directa externa.

Teorema 2.2.4 (Propiedad universal de la suma directa externa). Sea {gV;}ier una familia de
espacios vectoriales. Entonces:

1) Para cualquier espacio vectorial pW y cualquier familia de transformaciones lineales {T; :
Vi = Whicr, existe una unica transformacion lineal T : [],.; Vi = W tal que Tvj; = T}
para cada j € I. Es decir, el diagrama

el

[Lic Vi
es conmutativo para cada j € I, donde v es la j-ésima inclusion.

2) Si pU es un espacio vectorial y {\; : V; — U}z’e] es una familia de transformaciones
lineales que satisfacen 1), entonces U = [[,c; Vi

Demostracion.

1) Como para cada f € [[,.; Vi, sop(f) es finito, podemos definir la funcién

T: [LieVi — W
f = Ziesop(f) Tl(f(l))

que claramente estd bien definida. Vamos a ver que 1" es una transformacion lineal, para

eso tomemos ¢ € F', f,g € [[,.; Vi. Luego, tenemos las siguientes igualdades:

T(f+cg) = DLicsop(s+eg) Lil(f +cg)(i))
i€sop(f+cg) Tll(f(z) + Cg(Z))

)

)

D iesop(f+eq) [ Li(f (i) + cTi(g(i))]

= i€sop f+cg Ti(f (@) + CZiESOp(f+cg) T;(g(4))
= iesop(s) Lilf(8) + €2 icsop(eq) Til9(0))
= i€sop(f) Z(f(l)) + 02163017 T (g( ))

T(f) + cT(g)-

Es decir, T(f+cg) = T(f)+cT(g), lo cual vemos que sucede para cadac € I, f,g € [[,c; Vi
Por lo tanto, T es una transformacién lineal.
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Ahora, vamos a ver que Tv; = T}, para cada j € I. Sea j € J, v € V;. Recordemos que
tj(v) = fy, donde f, : I — UU,c; Vi, definida como f,(j) = v y fu(i) = Oy, cuando i # j.
Entonces, se satisfacen las siguientes igualdades:

(Tej)(v) = T(;(v))

T(fv)

ZiESOp(fv) ﬂ(fﬂ (Z))
T,(,()

= T,(v)

es decir, (T¢;)(v) = Tj(v), lo que se cumple para cada v € V;. Asf las cosas, T't; = T; para
cada j € 1.

Finalmente, vamos a mostrar que 7' es Unica. Supongamos que existe otra transformacién
lineal S : [[,.; Vi = W que hace conmutativo el diagrama

el

ies Vi

para cada j € I, o sea, St; = T} para cada j € I. Debemos mostrar que S = T, para hacerlo
tomemos f € [[;c; V;. Por la Observacién 2.2.7, tenemos que f =, s ti(f (7)), lo que
nos conduce a las siguientes igualdades:

S(f) = S(Zzemm L))

= Yicsontp) Sl £(0)
- zzewp(f)w w) (1))
= Zstop f(Z))
= T(f).

Es decir, S(f) = T(f) para cada f € [[,.; Vi. Por lo tanto S = T, de lo cual se sigue la
unicidad.

Supongamos que rpU es un espacio vectorial y {\; : Vi — U};esr es una familia de

transformaciones lineales que satisfacen 1). Luego, existe una tnica transformacién lineal

T:U — [1;c; Vi tal que el diagrama

[ —— 7 (1)

{4

U

conmuta para cada i € I. De igual manera, existe una tunica transformacion lineal S :
[I;c; Vi = U que hace conmutativo el diagrama

V,—2 U (1)
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es conmutativo para cada j € I. Si componemos 7' con S, a partir de los diagramas (I) y
(IT), obtenemos el diagrama

)\4
vV, LU (I11)

oz

U

el cual es conmutativo para cada j € J. Pero idy : U — U tambien estd en el diagrama

conmutativo
>\ .
Vi —— (IV)

1

U

para cada j € J. Como por hipétesis la transformacién lineal con esta propiedad es tnica,
se concluye que ST = idy. Similarmente se demuestra que T'S = id]_[ie[ v,. Asi las cosas,

tenemos que T : U — [[,c; Vi es un isomorfismo y en consecuencia U = [],.; Vi.

O

A partir del teorema anterior tenemos que (Hiel Vi, {t:i : Vi = Hiel ‘/i}iej) es un coproducto
de la familia {FV;};cr en la categoria Vecp (ver Apéndice B). Ademds este elemento es tinico
salvo isomorfismo, lo cual nos da la tranquilidad de que la suma directa externa de una familia de
espacios vectoriales {FV;}icr “merece” ser denotada como lo hemos hecho hasta el momento.

Teorema 2.2.5. Sean {rV;}icr, {Witicr y {1 : Vi = W;}ier una familia de transformaciones

lineles. Entonces existe una unica transformacidn lineal T : ]]

ierVi = ,er Wi, definida para

cada f = (vi)ier € [1;¢; Vi como

i€sop(f)

donde v : Wi — [1,c; Wi es la i-ésima inclusion de W; en [],c; Wi, para cada i € I.

Demostracion. Tomemos j € I. Luego, tenemos el siguiente diagrama

donde ¢} es la j-ésima inclusién de W; en []
transformacién lineal para cada j € I. {¢;T; : V; =[]

T; v
Vi——=W; —=1L,e; Wi

. 7 . / . . .
Wi. Asi, tenemos que ¢;T7 : V; — [;c; Wi es una
Wi }ier es una familia de transformaciones

icl
iel

lineales, por la Propiedad universal de la suma directa externa, existe una tnica transformacién
lineal T": [[;c; Vi = [;e; Wi tal que el diagrama

. . oy, o .
conmuta para cada j € I, es decir, T't; = ¢ T, donde ¢; es la j-ésima inclusion de V; en 11

’
Lids

Vj Hie[ Wi
7
[Lic, Vi

el V; para

cada j € I. Ahora, veamos como se define T, tomemos f = (v;)ics € HiGI V;. Por la Observacién
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227, f= ZiESOp(f) ti(vi), lo cual nos conduce a las siguientes igualdades:

() = T(ZiESOp(f)Ui)
Zi€sop(f) T(ei(vi))
ZieSop(f)(TLi)(vi)
i€sop(f)([’;Ti)(Ui>
Diesop(s) Li(Ti(vi))

es decir, T(f) = > ;e sop(r) ti(Ti(vi)), lo que sucede para cada f € [[;c; Vi O

Observacién 2.2.8. Si {pV;}iciVi, {rWiticr son familias de espacios vectoriales y {T; : V; —
Witier es una familia de transformaciones lineales, la tinica transformacion lineal T : [[;c; Vi —
Lic; Wi garantizada por el teorema anterior la podemos considerar como T'((vi)ier) = (Ti(vi))ier,
para cada (vi)icr € [1;c; Vi, pues al sumar todas las inclusiones sobre el soporte de nuestra funcion,
nos queda el juego de coordenadas mencionado con todas las entradas cero salvo una cantidad
finita. Esto puede simplificar nuestra notacion en algunas ocasiones y el significado sigue siendo
exactamente el mismo.

Definicién 2.2.7. Sean {rV;}icr, {FWi}ticr familias de espacios vectoriales y {T; : Vi = W }ier
es una familia de transformaciones lineales. Definimos la suma directa externa de la familia

{T; : Vi = Wi}ier, denotada por [[,c; Ti, como la transformacion lineal

[Lie:Ti: ier Vi — [Lic, Wi
f=Wiier = (Ti(vi))ier = Xicsop(s) Ti(vi)-

Teorema 2.2.6. Sean {rV;}icr, {Witicr y {T; : Vi = W.}icr una familia de transformaciones
lineles. Entonces:

1) Ker (e, To) = Lies Ker(Ty).
2) Im (e, T) = e, Im(T3)
Demostracion. La prueba se realiza mutatis mutandis la realizada en el Teorema 2.2.3. O

Corolario 2.2.3. Sean {rV;}icr, {FWi}tier familias de espacios vectoriales y {T; : Vi — Wi }tier
una familia de transformaciones lineales. Entonces:

1) Tl;e; Ti es monomorfismo, si y solo si, T; es monomorfismo para cada i € I.
2) ;e T es epimorfismo, si y solo si, T; es epimorfismo para cada i € I.
3) ;e Ti es isomorfismo, siy solo si, T; es isomorfismo para cada i € I.
Demostracion. Mutatis mutandis la demostracién del Corolario 2.2.1. O

Corolario 2.2.4. Sean {rV;}ier y {FW,}icr familias de espacios vectoriales tales que W; <V

para cada t € 1. Entonces
[Iw: <IIv

el iel
Y
e/ Vi Ly7 Vi
Hie] Wi iel Wz
Demostracion. Mutatis mutandis la prueba del Corolario 2.2.2. O
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Suma directa interna

Definicién 2.2.8 (Suma directa interna). Sea pV un espacio vectorial y {W;}icr una familia de
subespacios de V. Decimos que V' es la suma directa interna de la familia {W;}icr si se cumplen
las siguientes condiciones:

1) V= Zie] Wi.

2) Para cada j €I, W; N> w; = {0}.

i€l,i#]
En este caso denotamos V = @, ; W;.
Observacion 2.2.9. No debemos confundir la suma directa externa con la interna, pues mientras
en la suma directa externa podemos tener una familia de espacios vectoriales que no tienen ninguna

relacion entre si, en la suma directa interna tenemos una familia de subespacios vectoriales de un
espacio vectorial dado.

Lema 2.2.1. Sea gV un espacio vectorial y {W;}ier una familia de subespacios de V' tales que
V =@,c; Wi. Para cada J C 1, |J| < o0, siy .., wj =0 conw; € W para cada j € J, entonces
w; = 0 para cada j € J.

jeJ

Demostracion. Sea J C I, |J| < ooy supongamos que ZjeJ w; = 0, con w; € W paracada j € J.
Si existe k € J tal que wy # 0, entonces wy = _ZjeJ,j;ék w;. Ast wy € Wi N ZjeJ"#k w; <
Wi N Zieu#k W; = {0}, es decir, w, = 0, lo cual es absurdo. Por lo tanto, w; = 0 para cada
jeJ.

]

Teorema 2.2.7 (Caracterizacién de la suma directa interna). Sean gV un espacio vectorial y
{W;}ier una familia de subespacios vectoriales de V. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) V= @161 Wi.

2) Para cada v € V, existe un dnico J C I finito y dnicos w; € W; para cada j € J, tales que

V=) e Wy

Demostracion. 1) = 2): Supongamos que V = @,.; W; y tomemos v € V. Si v = 0, por el
Lema 2.2.1, la tinica representacion posible de v es la de 0, donde 0 esta en todos los W;, asi que
tomando cualquiera de ellos y el conjunto con el respectivo indice se tiene el resultado. Si v # 0,
como V = ., Wi, hay un conjunto finito J C I tal que v = ZjeJ wj;, donde w; € W; para
cada j € J. Aqui podemos suponer que w; # 0 para cada j € J y que todos los indices que
se encuentran en J son distintos, pues al efectuar la suma, los elementos que estan en el mismo
W; se reducen a un solo elemento y el cero mantiene la suma sin cambios. Debemos mostrar
la unicidad de esta representacion, para eso supongamos que hay otro conjunto finito K C [
tal que v = ), wy, donde wy € Wy para cada k € K, suponiendo tambien que wy # 0
para cada k € K y que todos los indices ubicados en K son diferentes, por el mismo argumento
que se di6 para J. Asi, tenemos que ZjEJ wj = Y pcx Wk Si existiera jo € J\ K, entonces
Wiy = =D ie gitio Wi T 2per Wk € Wig N 2,cp iz Wi = {0}, lo que implica que wj, = 0, pero
esto es imposible por nuestra suposicién. Lo anterior nos permite concluir que J C K y utilizando
un razonamiento similar se tiene que K C J, lo que implica que J = K. Ahora, siv =) jed wé, con
w} € W; para cada j € J, entonces ZjeJ w; = Zjer;-, esto equivale a que ZjeJ(wj —wj) =0.
Por el Lema 2.2.1, w; — wj = 0 para cada j € J, es decir, w; = wj para cada j € J. Por lo tanto,
v = ZjeJ w; es la Unica representacién posible para v, donde J C I, |J| < oo, w; € W; para cada
jed.
2) = 1): Por hipétesis, para cada v € V, hay un dnico conjunto finito J C T tal que v = ZjeJ wj,
donde w; € W; para cada j € J. De aqui tenemos que V' = ., W;. Ahora, sea j € J y
supongamos que v € W; N3 . Wi Ast v = 37, i wy, para algin K C I\ {j}, |[K| < oo,
wy, € Wy, para cada k € K, esto es v — ), o wg = 0. Por el Lema 2.2.1, tenemos que v = 0. Asf
concluimos que W; N2, ..; Wi = {0} para cada j € J. Por lo tanto, V' = ,.; Wi. O
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Relacién de la suma directa interna con bases y dimensién

Teorema 2.2.8. Sea pV un espacio vectorial y B = {x; }ier € V\{0}. Las siguientes afirmaciones
sobre 8 son equivalentes:

1) B es base de V.
2) V=Bc, (i)

Demostracion. 1) = 2): Supongamos que [ es base de V. Sea v € V, luego existe una tnica
combinacién lineal v = ZjeJ cjzj, con J C I finito, ¢; € F, x; €  para cada j € J. Si para
cada j € J hacemos y; = ¢;x;, tenemos que y; € (z;) para cada j € Jy v = Zjejyj es la dnica
representacién de V' como suma de elementos de | J;.; (). Por el Teorema 2.2.7, V = @, (x:).

2) = 1): Como V = @, (), por el Teorema 2.2.7, para cada v € V' existe una tinica represen-
tacién de la forma v = ZjeJ yj, con J C I finito, y; € (z;) para cada j € J. Ahora, para cada
j € J, se tiene que y; = c¢;x; donde ¢; € F'. Notemos que si ¢jx; = c}xw entonces (¢; — c})xj =0,
dado que z; # 0 concluimos que ¢; — c;- =0, es decir, ¢; = c}, lo cual sucede para cada j € J. De
esta manera, v = »_ jeg Gty €s la inica combinacién lineal para v de elementos de 3, de lo cual
inferimos que ( es base de V. U

Proposicién 2.2.1. Sea pV un espacio vectorial y {W;}ier una familia de subespacios de V. Si
V=@, Wi, entonces V=73, Wi y para cada j, k € I, j # k implica W; N Wy, = {0}.

Demostracion. Es claro que V=37, W;. Sea j,k € I con j # ky v € W; N Wy. Como k # j,
tenemos que W, C Ziel’i# Wi, asi que v € W; N Ziel’i# W;. Por hipétesis, W; N Ziej’i# W; =
{0}, lo cual implica que v = 0. O

El siguiente ejemplo nos muestra que si pV es un espacio vectorial, {W;};c; una familia de
subespacios de V', el hecho de que V' =3, W; y para cada i,j € I, # j implique W;NW; = {0},
no necesariamente significa que V= @, ; W;.

Ejemplo 2.2.5. Consideremos gV un espacio vectorial de dimension 2 y 8 = {z,y} una base de
V. Por el Teorema 2.2.8, V = (z) ® (y). Notemos lo siguiente:

Vv

—~

z) + (y
+y) + () + (y)

INIA I
="

de lo que concluimos que V. = (z + y) + (x) + (y). Es claro que {x) N (y) = {0}. Ahora, si
v € (z) N {x +y), entonces v = ax = b(x + y) con a,b € F, por consiguiente, ax = b(x + y), lo
que es equivalente a que (a — b)z = by. Si b # 0, entonces y = [b~1(a — b)]z € (z) N {y) = {0},
ast que [b~1(a —b)]Jx = 0, como x # 0 y b= # 0, se tiene que a —b = 0, o0 sea, a = b. Luego,
tenemos que axr = ax + ay, lo cual equivale a ay = 0, dado que y # 0 por ser un bdsico de V, se
tiene que a = 0, de ahi que v = 0. De lo anterior concluimos que (x) N {(x +y) = {0} y de forma
completamente similar se exhibe que (y) N (x + y) = {0}. Sin embargo, V # (x +y) & (x) & (v),
pues 0= (x+y)—x—y, conx+y €< (xr+y)\{0}.

Teorema 2.2.9. Sea pV un espacio vectorial y {W;},cr una familia de subespacios de V. Si
V=@,c; Wi, entonces V=73, ., Wi y dim(V) = >, dim(W;).

Demostracion. Es claro que V' = >, _; W;. Falta ver que dim(V') = 3, dim(W;). Como para
cada i € I, W; es un espacio vectorial, entonces W; tiene base, digamos (;. Sean i,j € I con
i # j,sixe BN, entonces x € Wy N Wj, pero como V' = P, ; Wi, por la Proposicién 2.2.1,
W;NW; = {0}, asi que = 0, pero esto es absurdo, ya que §; y 8; son Li. De lo anterior concluimos
que para cada i,j € I, si i # j, entonces 3; N B; = (. Propongamos 3 = (J;c; fi- Vamos a ver que
3 es base de V:
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= § genera a V: Es suficiente observar la siguiente cadena de igualdades:

Vo = Zie[ Wi
= Zie]</8i>
Uier(B:))

icl Bi

(B)

es decir, V = (8).

» 5 es Li: Sifesld, existe y = {z;}; C B, v 1d con n € N\ {0}. Como §;, es l.d para cada

k € {1,...,n}, no pueden estar todos los elementos de v en un solo j;, . Vamos a ordenar
los elementos que pertenecen a cada f3;,, podemos suponer que &1 = Z1,1,%2,1,---,%¢;,1 €
Bi1s 12,222, -+, Tt9.2 € Bigyov 3 T1,5,22,5,-+,Tt,,s = T, € P, donde s € N con s < n.

Lo anterior se puede conseguir sin ningiin problema reordenando los elementos de =~ en
caso necesario. Por ser v 1.d, hay una combinacién lineal para 0 de los vectores enlistados
anteriormente con algin coeficiente distinto de cero, es decir

s
E E Cijij =0

j=11i=1

con ¢; ; # 0, para algin j € {1,...,s}, i € {1,...,t;}. Ahora bien, de la igualdad anterior
tenemos lo siguiente:

t .
0 = Z;:1 Doil CijTi
t.
= 22:1 (Zi]:1 Cm’mi’j)
= 21w

es decir, Z;=1 w;; = 0, donde w;; = Zf;l cijri; € Wi, para cada j € {1,...,s}. Supon-
gamos, sin perdida de generalidad que w;, contiene al coeficiente diferente de cero, luego
w;, # 0, entonces w;, = — 37 _owi; € Wiy N3 p 0, Wi = {0}, asf que w;, =0, lo cual es
absurdo por nuestra suposicion. De lo anterior concluimos que 3 es l.i.

Asi las cosas, hemos probado que § es base de V. Ahora bien, observemos las siguientes igualdades
respecto a la dimension:
dim(V) = |B]
’Uiel BZ!
= 2icr|Bil

= Zie] dim(W;)

Es decir, dim(V) = >, dim(W;). O

Cabe mencionar que el teorema anterior se cumple aunque I sea infinito, siempre y cuando se
asuma el Axioma de eleccién (ver Apéndice A), como lo hemos hecho siempre en el desarrollo de
esta tesis.

El reciproco se cumple solo en el caso finito dimensional, antes de dar el teorema que lo garantiza
probaremos un lema auxiliar.

Lema 2.2.2. Sea pV un espacio vectorial de dimension finita y {W;}, una familia de subespacios
de V, con m € N, m > 2. Entonces:

m
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Demostracion. Vamos a hacer induccién sobre m > 2. Para m = 2, por el Teorema 1.2.9 y dado
que estamos en dimensién finita, tenemos lo siguiente:

dzm(Wl) + dlm(Wg) — dzm(W1 n WQ)

dim(Wy +W,) =
< dim(Wy) + dim(Ws)

es decir, dim(Wy + Wa) < dim(Wy) + dim(Ws). Asi, la desigualdad es vélida para m = 2.
Supongamos que la desigualdad es vélida para m — 1, m > 3. Debemos mostrar la validez para m,
para eso notemos la siguiente cadena de desigualdades:

dim (X7, W) = dim (S0 W + Wm)
dim (75" W) + dim(Win)
S dim(Wy) + dim(Wy,)

A IA

es decir, dim (3, W;) < Y0 dim(W;). Por lo tanto, la desigualdad es vélida para cada m >
2. O

Teorema 2.2.10. Sea pV un espacio vectorial de dimension finita y {W;}", una familia de
subespacios de V- conm € N, m > 2. §i V. =" W; ydim(V) = Y i*, dim(W;), entonces
V=@ W,.

Demostracion. Por hipétesis tenemos que V = Z:il W;. Ahora, sea j € {1,...,m}. Luego, ha-
ciendo uso del Lema 2.2.2; tenemos lo siguiente:

dim (W] + Zgl,i;ﬁj WZ>
dim(W;) + dim (1, 1 Wi)
dim(Wy) + 3210, ;4 dim(W;)
> isy dim(W;)

dim(V).

dim(V')

A A

Asi, tenemos que
dim(V) = dim(W;) +dim | Y W; |. (1)

Por otro lado, tenemos que

dim(V) = dim(W;) +dim [ > W; | —dim (W;n > Wi |. (I1)
i=1,i#j i=1,i#j

Igualando las expresiones de (I) y (II) para dim(V'), tenemos que

dim(W;) +dim [ > Wi | =dim(W;) +dim | Y W; | —dim [W;n > W,
i=1,i#£j i=1,i#j i=1,i#j

simplificando de la tdltima igualdad, tenemos que

dim [W; 0 ) Wi | =0
i=1,i£j

m

de donde inferimos que W; N Zizl,#j W,; = {0}, lo cual sucede para cada j € {1,...,m}. Por lo

tanto, V =@, W;. O
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El siguiente ejemplo nos indica que el teorema anterior no es valido para espacios de dimensién
infinita.

Ejemplo 2.2.6. Consideremos el espacio vectorial R[x]. Sabemos que dim(R[z]) = Rg. Tenemos
que R[z] < R[z] y P2(R) = {f € Rlz] | grd(f) < 2} < R[z]. Dado que P2(R) < R[z], tenemos que
R[z] = P,(R) + R[z], ademds

dim(P2(R)) + dim(R[z]) = 3 + Ng = mayor{3,No} = Ny = dim(R[z]).

Sin embargo, R[x] # P2(R) ® R[z], pues Rlz] N P(R) = P2(R) # {0}.

Relaciéon suma directa externa-suma directa interna

Pese a que en la Observacion 2.2.9, se explicé que suma directa externa y suma directa interna
son cosas diferentes, vamos a ver que no hay diferencia significativa entre ambos objetos, para
eso expondremos algunos resultados para finalmente concluir que ambos objetos en realidad son
isomorfos.

En primera instancia veremos que una suma directa externa se puede ver como una suma directa
interna, lo cual se hace en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.11. Sea {FV;}icr una familia de espacios vectoriales. Entonces

[Tvi=W

iel iel
donde V; = 1;(V;) con v; la i-ésima inclusidn para cada i € I.

Demostracion. Veamos primero que [[,o, Vi = >,.; Vi. Sea f € [],c; Vi, por la Observacién
227, f = Y hesop(s) tk(f(K)), recordamos que sop(f) es finito, ademds, v (f(k)) € Vi para cada

k € sop(f). De esta manera concluimos que f € Zlel
Ahora, sea j € I y supongamos que g € V; N Zielﬂé] V. Luego, g = ¢;(v;) para algin v; € V; y
9= ek tk(vr), donde K C I'\ {j}, K es finito y vy € Vj para cada k € K. Debemos mostrar
que g = 0, para hacerlo nos conviene particionar I como I = (K U {j})U(I\ (K U{j}). Es claro

quesiie I\ (KU{j}), g(¢) = 0y,. Ahora, para j, tenemos que

9(3) =Y w(ve)(j) = Oy,

keK

ya que j ¢ K, es decir, g(j) = Oy,. Finalmente, si ko € K, entonces g(ko) = ¢j(v;)(ko) = OVkO
decir, g(ko) = Oy, cuando kg € K En resumen, hemos visto que g(i) = Oy, para cada i € I v

consecuentemente g = 0. De ahi que V N er it V; =0 para cada j € I. O

Corolario 2.2.5. Sea {rV;}icr una familia de espacios vectoriales. Entonces

dim (]_[ m—) = dim(V;

i€l iel

Demostracion. Sabemos que V; 2 V;, donde V; = 1;(V;) para cada i € I. Por el Teorema 1.4.15,
dim(V;) = dim(V;) para cada i € I. Aplicando los Teoremas 2.2.9 y 2.2.11, asf como lo que
acabamos de mencionar, tenemos las siguientes igualdades:

dim ([1,e; Vi) = dim (@lGIZ)
= e dim(Vi)
= e dim(Vi)
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es decir,
dim (]_[ m—) = dim(V;)
iel i€l
que es precisamente lo que se buscaba. O
Notacion 2.2.1. Sea pV un espacio vectorial y {T; : V — V}ier una familia de transformaciones

lineales tales que para cada v € V', el conjunto S, = {i € I | T;(v) # 0} es finito. Denotamos por
la suma )., T; a la transformacion lineal

Zie[ Ti Vo= Vv
v ZieSUTi(U)

que claramente estd bien definida.

Ahora, estamos en condiciones de presentar una caracterizacion para determinar cuando un
espacio vectorial es isomorfo a una suma directa externa de una familia de espacios vectoriales.

Teorema 2.2.12. Sea pW un espacio vectorial y {rV;}icr una familia de espacios vectoriales.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) W=, Vi
2) Existe una familia de monomorfismos {\; : Vi — W ticr tal que W = @,; Xi(Vi).
3) Existe una familia de transformaciones lineales {\; : V; — W}ier tales que para cada

w € W, existe un unico J C I finito y dnicos v; € V; para cada j € J, tales que v =

ZjeJ Aj(v5).

4) Eziste una familia de transformaciones lineales {\; : V; — Wtier llamadas inclusiones
y una familia de transformaciones lineales {p; : W — V;}icr llamadas proyecciones que
satisfacen las siguientes condiciones:

a) Para cada i € I, p;\; = idy,
b) Para cada i,j € I, p;A; =0, sii# j.
¢) Para cada w € W, p;(v) = Oy, para casi toda i € I.
d) idw = ,cp Nipi-
No estd de mds mencionar que la condicidn d) tiene sentido gracias a la condicion c).

5) Con las hipdtesis de 4), tenemos que

T: W —
w = (pi(w))ier

es un isomorfismo.

Demostracion. 1) = 2): Por hipdtesis existe un isomorfismo S : J],.; Vi — W. Consideremos
la familia {¢; : V; — ]_L-GI Vi}icr, donde ¢; es la i-ésima inclusién para cada i € I. Proponemos
para cada i € I, \; = St; : V; — W. Es claro que \; es monomorfismo para cada i € I, ya
que es composicién de monomorfismos. Asi, tenemos que {A; : V; = W}ic; es una familia de
monomorfismos. Solo resta probar que W = ,.; Ai(Vi). Veamos primero que W = ., Xi(V;).
Ya sabemos que ), ; Ai(Vi) < W. Ahora sea w € W, por ser S un isomorfismo, existe f =
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(vi)ier € Hi.EIVi tal que w = S(f). Por la Observacién 2.2.7, f = 7.,y ti(vi), entonces
tenemos las siguientes igualdades:

w = S(f)
= S(Ziesop(f) Li(vi))
Ziesop(f) S(ui(vi))
ZiESop(f)(Sbi)(Ui)
icsop(f) (Vi)

es decir, w = 7, ) Ai(vi), donde sop(f) es finito y A;(v;) € Ai(V;) para cada i € sop(f), en
consecuencia w € » ;. Ai(V;). De esta manera se concluye que W =3, A\i(V3).

Ahora, sea j € I y supongamos que u € A;(V;) N Zlem;ﬁj Ai(V;). Luego, © = Aj(v;) para algin
vj € Vi yu=7) .k \ilv;) para algin K C I \ {j}, K finito, v; € V; para cada i € K. Entonces
Aj(0;) = Y icr Ai(vi), esto es S(1(v) = S (Xex Lz(’l}z)) pero como S es isomorfismo, tenemos
que ¢;(vj) = 3 e e tivi), o bien, ¢ (vj) — > e tivi) = 0. Como [[;c; Vi = e ti(Vi), tenemos
que ¢;(v;) = 0, para cada i € K U{j}, esto por el Lema 2.2.1. Como ¢; es monomorfismo para cada
1 € KU{j}, tenemos que v; = 0 para cada i € K U {j}, lo que nos permite concluir que u = 0.
Por lo tanto, W = @,c; \i(V).

2) = 3): Por hipétesis hay una familia de monomorfismos {\; : V; — W} tal que W =
P,cr Ai(Vi). Sea w € W, por el Teorema 2.2.7, existe un tnico conjunto finito J C I y tnicos
uj € Aj(V;), tales que w =3, ;u;. Como u; € A;(V;) y A;j es monomorfismo, existe tnico v; € V;
tal que u; = A;(v;), esto para cada j € J. De esta manera, tenemos que w = > . ; A;(v;), donde
v; € Vjes ﬁnico para cada j € J, con lo que establecemos lo deseado.

3) = 4): Supongamos que existe una familia de transformaciones lineales {\; : V; — W}cs tales
que para cada w € W, existe un unico conjunto finito J C I y tnicos v; € V; para cada j € J
tales que w =3, ; Aj(vj). Podemos abusar y decir que para cada w € W, w = 37,7 Ai(v;), con
v; = Oy, para casi toda ¢ € I. Propongamos para cada ¢ € [

jeJ

iel
Yier i) =w = vy

la cual claramente es una transformacion lineal. De esta manera hemos construido la familia de

transformaciones lineales {p; : W — V;};cr. Veamos que las familias {)\; : V; = Whier v {p: :

W — V; }ier satisfacen lo que se pide:

a) Sea i € I y tomemos v; € V;, entonces tenemos lo siguiente:

(pidi)(vi) = pi(Ai(vi))

es decir, (p;A;)(v;) = idy, (v;) para cada v; € V;, esto ocurre para cada i € I.

b) Sean i,j € I con i # j y v; € V;. Entonces se cumple lo siguiente:

(PiXj) (i) = pi(Ni(v))
= pZ()‘J( )+0)
= pi(Aj(vy) +Xi(0v;))
= 0Oy,
= 0(vy)

es decir, (p;A;)(v;) = 0(v;), para cada v; € V;. Asi, tenemos que p;A; = 0 cuando i # j.

85



Espacio cociente, producto y suma directa generalizados
2.2 Suma y producto directo generalizados

c) Sea w € W, por hipétesis existe un tnico conjunto finito J C I y tnicos v; € V; para
cada j € J, tales que w = ZjeJ Aj(v;). Podemos suponer que v; # Oy, para cada j € J.
Asi, para cada j € J, pj(w) = v; # Oy, ysii € I'\.J, entonces p;(w) = Oy;. Asi, tenemos
que p;(w) es diferente de cero en los indices que se encuentran en J, donde J es un
conjunto finito, esto sucede para cada w € W.

d) Sea w € W. Por hipétesis, hay un tunico conjunto finito J C I y tnicos v; € V} para
cada j € J, tales que w = >, ; A;j(v;). Esto nos conduce a las siguientes igualdades:

idw(w) = w

= ZjeJ Aj(v5)
> jes Nilpi(w))
> jes(Nips)(w)
= (Ziel )‘ipi) (w)

es decir, idw (w) = (},c; Ajp;) (w) para cada w € W. Por lo tanto, idw = Y, Xipi.

De lo anterior hemos conseguido lo buscado. Notemos que el hecho de que p;\; = idy, implica que
A; es monomorfismo y p; es epimorfismo para cada i € I.

4) = 5): Supongamos que existen familias de transformaciones lineales {\; : V; = Whicr vy {p: :
W — Vi}ier que satisfacen a), b), ¢) y d). Seaw € W, por hipétesis w = idw (w) = (3, Xipi) (w),
entonces hay un conjunto finito J C I tal que w = 3, ; Aj(p;(w)), si hacemos v; = p;(v;) € V;
para cada j € J, tenemos que w = jes Aj(v;), ademés es fécil ver que este conjunto finito es
unico asi como los v;. Veamos que la transformacién lineal

T: W — JLeaVi
w = (pi(w))ier

es isomorfismo. Propongamos la transformacién lineal

S [ P w
f=Wi)ier Zi€sop(f) Ai(vi).

Necesitamos ver que las transformaciones lineales definidas anteriormente son inversas entre si. Sea
w € W, entonces w = . ; Aj(v;), para un tnico conjunto finito J C I con tnicos Oy, # v; € V;
para cada j € J. Luego se tienen las siguientes igualdades:

(ST)(w) S(T'(w))
S((pi(w))ier)

> jes Ailpi(w))
> ies(Nips)(w)
(Ziel )‘ipi) (w)

es decir, (ST)(w) = idw (w) para cada w € W. De ahi que ST = idy . Ahora tomemos f = (v;);cr,
luego se cumple lo siguiente:

(TS)((vi)ier)
T(S((vi)ier))

= T (Zie:;op(f) )‘i(”i))

= (Pi (Ziesop(f) )\l(vz>))

= (vi)ier

(TS)(f)

iel

|
~
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es decir, (I'S)(f) = idyy,_, v;(f). Asi, se tiene que T'S = idyy, _, v,. Por consiguiente, T" es isomor-
fismo.
5) = 1): Es inmediato. O

Corolario 2.2.6. Sea pV un espacio vectorial y {W;}ier una familia de subespacios de V. Si
V =@,;c; Wi, entonces V=11, Wi.

Demostracion. Consideremos para cada i € I, la transformacién lineal inclusiéon que denotaremos
como p; : W; — V, definida por p;(w;) = w;, para cada w; € W;. Asi, tenemos la familia de
transformaciones lineales inyectivas {p; : W; — V}ier, ademds p;(W;) = W, para cada i € I.
Entonces, V = @, ; Wi = @, 11:(W;). Por el Teorema 2.2.12, V =[], ., W;. O

Con el corolario anterior, hemos visto que la suma directa interna y la suma directa externa
son isomorfas, lo que nos dice que son indistinguibles algebraicamente. A partir de este momento
denotaremos P, ; Vi para referirnos a cualquiera de ellas, siempre indicando claramente si son
espacios vectoriales sin relacién entre si o si se trata de subespacios de algtin espacio vectorial
dado, que es lo que haria la diferencia.

Ejemplo 2.2.7. Utilizando la herramienta de las sumas directas podemos dar una demostracion
alternativa del Corolario 1.4.4. Si gV es un espacio vectorial, tiene una base, digamos . Por el
Teorema 2.2.8, V.= @, c5(x). Ademds, como dim(F) = dim((z)) = 1, por el Teorema 1.4.15,
(x) 2 F para cada x € 8, aplicando el Corolario 2.2.3, Hz€ﬂ<l‘> = Hzeﬁ F. Todo esto junto con
el Corolario 2.2.6, nos conduce a lo siguiente:

4 Decs@)

[t

1

es decir, V = F),
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Capitulo 3

Funtores Hom y Tensor en
espacios vectoriales

En este tercer y ultimo capitulo de esta tesis, vamos a abordar los funtores Hom y Tensor en la
categoria de espacios vectoriales, lo cual es nuestro tema principal de este trabajo. Vamos a exponer
el Hom y Tensor, que si bien sabemos o sospechamos que como objetos son espacios vectoriales,
aqui mostraremos formalmente este hecho y principalmente, encapsularemos las propiedades para la
categoria de espacio vectorial tomando en cuenta al mismo tiempo sus objetos como sus morfismos,
que en este caso son las ya conocidas transformaciones lineales. Expondremos al espacio dual como
un caso particular del funtor Hom, asi como algunas de sus propiedades de interés. Exploraremos
el comportamiento de estos funtores respecto a las sumas y productos directos de los espacios
vectoriales. Finalmente, mostraremos que estos funtores son adjuntos entre si, lo que nos indicara
que en realidad estos funtores estan intimamente relacionados, en pocas palabras, es muy facil
pasar de uno a otro sin gran dificultad.

3.1. Hom

3.1.1. Resultados previos

Recordemos que si F' es un campo, pV y pW son espacios vectoriales, entonces
Hom(V,W)={T:V — W | T es una transformacién lineal}.

Notacion 3.1.1. Durante este capitulo, dado que estamos dando a los espacios vectoriales un
enfoque categdrico, si F' es un campo y gV es un espacio vectorial, denotaremos gV € Obj( Vecr),
incluso siempre que no haya lugar a confusion con el campo y en que nos estamos refiriendo a los
objetos de la categoria Vecp, denotaremos simplemente V € Vecp.

Proposicién 3.1.1. Sea F un campo. Si V,W € Vecp, entonces:
1) Hom(V,W) € Vecp.
2) Si V! W' e Vecp, entonces:

a) UT +S)=UT+US para cada U € Hom(W,W'), T, S € Hom(V,W).
b) (T+ S)U=TU + SU para cada U € Hom(V', V), T,S € Hom(V,W).
¢) U(cT) = (cU)T = c(UT), para cada c € F, U € Hom(W,W'), T € Hom(V,W).

Demostracion.
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1) En el Teorema 1.4.3, se mostré que Hom(V, W) es un espacio vectorial, definiendo la suma

+: Hom(V,W)x Hom(V,W) — Hom(V,W)
(T,S) — T+S

con (T + S)(v) =T(v) + S(v) para cada v € V' y el producto por escalar

F x Hom(V,W) — Hom(V,W)
(¢, T) — cT

donde (¢T')(v) = ¢T'(v) para cada v € V.
2) Sean V', W' € Vecp.

a) Sean U € Hom(W,W'), T,S € Hom(V,W) y tomemos v € V. Se tienen las
siguientes igualdades:

(U(T +95)(v) = U(T+5)(v))
= U(T(v) +5(v))
= U(T(v))+U(S(v))
= (UT)(v) + (US)(v)

es decir, (U(T + 5))(v) = (UT)(v) + (US)(v), lo cual ocurre para cada v € V.
b) Sean U € Hom(V', V), T, S € Hom(V,W) y tomemos v € V'. Se cumplen lo

siguiente:
(T'+ 9)(U())
T (v’))+S(U(U’)/)
= (TU)(W) + (SU)(V)
es decir, (T + S)U)(v') = (TU)(v') + (SU)(v') para cada v’ € V.
c) Sean ¢ € F, U € Hom(W,W'), T € Hom(V,W) y consideremos v € V un
elemento arbitrario. Luego, se cumplen las siguientes igualdades:

U(eT)(v) = U((cT)(v))
= U(cT(v))
= U(T(v))
= ( T)(v)
Zs decir, (U(cT))(v) = ((cU)T = (v) = ¢(UT)(v), de donde obtenemos lo desea-
o.

(T +5)U) ()

O

Observacién 3.1.1. Si F es un campo, para cada V,W € Vecg sabemos que Vecr(V,W) estd
conformado por las transformaciones lineales, que es precisamente lo que nosotros definimos como

Hom(V, W), por lo denotaremos Vecp(V,W) por Hom(V,W), es decir:

Vecr(V,W) = Hom(V,W).

Definicién 3.1.1. Sea F un campo. Un funtor G : Vecp — Vecr (covariante o contravariante) es
aditivo si para cada V,W € Obj(Vecr) y para cada T, S € Hom(V,W), se cumple que G(T +S) =
G(T)+ G(S).

Teorema 3.1.1. Sea F un campo y G : Vecpr — Vecp un funtor aditivo covariante o contrava-
riante. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:
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1) G(0) =0, donde 0 : V — W es la transformacion lineal cero.

2) G({0}) = {0}.

Demostracion.

1) Sean V,W € Vecp. Como Hom(V, W)y Hom(G(V),G(W)) son espacios vectoriales sobre
F, en particular son grupos abelianos. Definamos

Gyw: Hom(V,W) — Hom(G(V),G(W))
T — G(T)

por hipétesis para cada T,S € Hom(V,W) se cumple que Gy.w (T + S) = Gyw(T) +
Gyw(S), por lo que Gy, es un morfismo de grupos abelianos. Como 0 : V S W oes

el elemento neutro en Hom(V, W) respecto a la suma, entonces Gy, (0) = 0, es decir,

G(0) =0.

2) Tomemos V € Vecp. Veamos que idy = 0 si y solo si V = {0}: supongamos primero que
idy = 0, luego para cada v € V, v = idy(v) = 0(v) = 0, es decir, v = 0 para cada v € V,
en consecuencia V = {0}. Si V = {0} es claro que idy = 0.

Notemos ahora las siguientes igualdades:

G(idgoy)
G(
= 0

idaoy) =

es decir, idg(fo1) = 0. Por la afirmacién probada anteriormente tenemos que G({0}) = {0}.
O

Teorema 3.1.2. Sea F un campo, G : Vecp — Vecr un funtor (covariante o contravariante),
V,W € Obj(Vecr). Si V=W, entonces G(V) = G(W).

Demostracion. Supongamos que V' = W, entonces existe un isomorfismo T' € Hom(V,W). Por
definicién de isomorfismo, existe S € Hom(W,V) tal que ST =idy y T'S = idw .

» Si G es covariante, entonces G(T') € Hom(G(V),G(W))y G(S) € Hom(G(W),G(V)). Ahora
bien, se cumple que:
idg(v) = G(Zdv)

idaw) = Glidw)
— Q(TS)
= G(MG(S)

es decir, G(S)G(T) = idgwy vy G(T)G(S) = idgw). En consecuencia G(T) €
Hom(G(V),G(W)) es un isomorfismo, de donde se concluye que G(V) = G(W).

» Si G es contravariante, entonces G(T') € Hom(G(W),G(V)) y G(S) € Hom(G(V),G(W)).
Ademiés, tenemos que

\
Q
=
Y
=

idg(v)
(5T)
(TG(S)

|
Q@
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idaw) = Glidw)
— Q(TS)
— G(S)G(T)

es decir, G(T)G(S) = idgvy y G(S)G(T) = idgw), por lo que G(S) € Hom(G(V),G(W))
es isomorfismo y consecuentemente, G(V) = G(W).

O

3.1.2. Hom covariante y contravariante

Teorema 3.1.3. Sea I’ un campo y V € Vecr. Entonces la asignacion
Hom(V,_): Vecpr — Vecp
definida en objetos como

Hom(V,_): Obj(Vecr) — Obj(Vecr)
w —  Hom(V,W)

y en morfismos como

Hom(V,_): Hom(W,W') — Hom(Hom(V,W), Hom(V,W’))
T — Hom(V,T) =T,

donde T, se define por
T,: Hom(V,W) — Hom(V,W')
S — TS

para cada W, W' € Obj(Vecr), es un funtor aditivo covariante.

Demostracion. Por el Teorema 1.4.3, para cada W € Obj(Vecr) se tiene que Hom(V,W) €
Obj(Vecr), por lo que la asignacién estd bien definida en objetos.

Ahora, sean W, W' € Obj(Vecr), T € Hom(W,W'). Veamos que T, : Hom(V,W) — Hom(V, W)
es una transformacion lineal. Sean ¢ € F, 5,5’ € Hom(V,W). Entonces, usando la Proposicién
3.1.1, tenemos las siguientes igualdades:

T.(S+¢cS) = T(S+cS)
TS+ T(cS")
TS +c(TS")

= T.(S)+ T.(5)

es decir, Tu(S + ¢S’) = T.(S) + ¢T.(S) para cada ¢ € F, S, 5" € Hom(V,W). Por lo tanto, T es
una transformacion lineal y de esta manera mostramos que la asignacién en morfismos es correcta.
Nos falta ver esta asignacion satisface la definicién de funtor covariante, lo cual hacemos a conti-
nuacion:

1) Sean W, W', W" € Obj(Vecr), T € Hom(W,W'), S € Hom(W',W"), entonces ST €
Hom (W, W"). Debemos mostrar que (ST'), = S,T. Es claro que ambas funciones compar-
ten el mismo dominio, a saber Hom/(V, W). Ahora, si U € Hom(V,W), por definicién de
nuestra asignacién tenemos que (ST).(U) = (ST)U. Por otro lado, tenemos que

(S*T*)(U) = S*(T*(U))
— S,(TU)
— S(TU)
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es decir, (S,T%)(U) = S(TU). Aplicando la asociatividad de la composicién tenemos lo
siguiente:

(ST)«(U) (ST)U
S(TU)
(ST (U)

es decir, (ST)«(U) = (S:T%)(U), lo cual ocurre para cada U € Hom(V,W), de ahi que
(ST), = S, T, o sea, Hom(V,ST) = Hom(V, S)Hom(V,T).

2) Sea W € Obj(Vecr). Debemos ver que (idw )« = idgom(v,w), en efecto, si U € Hom(V, W),
tenemos lo siguiente:
(idw)«(U) = idwU
= U
= Z-den(V,W)(Uv)
de ahi que (idw )« = idgomv,w), 0 sea, Hom(V,idw) = idgomv,w)-

Hasta aqui hemos visto que Hom(V, ) es un funtor covariante. Finalmente, si W, W’ € Obj(Vecr),
T,5 € Hom(W,W’), entonces Hom(V,T + S) = (T 4+ S)x, pero si aplicamos la Proposicién 3.1.1,
para cada U € Hom(V, W), tenemos lo siguiente:

(T+595),U) = (T+S)U
= TU+ SU
- T*(U) +S*(U)

de donde concluimos que (T 4+ S), = T\ + Sy, es decir, Hom(V, T+ S) = Hom(V,T)+ Hom(V, S).
Por lo tanto, Hom(V,_) es un funtor aditivo covariante. O

Sabemos que si F' es un campo, F' es un espacio vectorial sobre si mismo, ademads tiene di-
mensién 1, pues {1} es una base para F. Si V es cualquier espacio vectorial sobre F', podriamos
preguntarnos: jhabrd alguna relacién entre V' 'y Hom(F,V)? Resulta que la respuesta es si, el
siguiente teorema nos lo explica detalladamente con un enfoque categorico.

Teorema 3.1.4. Sea F' un campo. Entonces el funtor Hom(F, ) : Vecp — Vecr es naturalmente
isomorfo al funtor identidad Id: Vecp — Vecp.

Demostracion. Sea V' € Obj(Vecr). Definamos

v: Hom(F,V) — \74
T = T(1r)

Es claro que v esta bien definida. Vamos a ver que es una transformacion lineal, para eso tomemos
c€ F,T,S € Hom(F,V). Entonces tenemos las siguientes igualdades:

VT +cS) = (T+cS)(1r)
= T(r)+ (S)(1F)
= T(lF) + CS(lF)
= P(T) + cv(S5)

es decir, Y(T +¢S) = Y(T) + cyp(S) para cada ¢ € F, S, T € Hom(F,V). En consecuencia ¢ es una
transformacion lineal.
Para ver que es monomorfismo, tomemos T € Ker(v), entonces ¢(T') = 0, esto es, T(1p) = 0, asi

que T se anula en la base de F', en consecuencia T' = 0.
Ahora, veamos que ¢ es epimorfismo: sea v € F', definamos

fvi {]-F} - V
1p = v
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por la Propiedad universal de las bases, existe una tnica transformacién lineal T, : F' — V tal que
T,(1r) = v. Asi, tenemos que ¥(T},) = v, con T, € Hom(F, V).

Hasta el momento hemos probado que ¥ es un isomorfismo, falta ver que es natural. Para mostrarlo,
tomemos W € Obj(Vecr) y T € Hom(V,W). Debemos mostrar que el diagrama

Hom(F,V) —" 1%
T*l T
Hom(F,W) — W

es conmutativo, para eso tomemos S € Hom(F, V). Por un lado, tenemos que

(Tw)(S) = T("/}(S» (I)
= T(S(1r))

por otro lado,

WT)(S) = ¢'(T.(9))

= ¢(T9)

I
= (T5)(1) )
= T(S(1r))

Al hacer la comparacién de las igualdades de (I) y (II), concluimos que (T9)(S) = (¢¥'T%)(S) y
dado que S fue tomado de forma arbitraria, tenemos que T = 9'T}, lo que se necesitaba. O

Corolario 3.1.1. Sea F un campo y 'V € Vecp. Entonces dim(V') = dim(Hom(F,V)).

Demostracion. Por el teorema anterior, V= Hom(V, F). Por el Teorema fundamental del dlgebra
lineal, se tiene que dim (V') = dim(Hom/(F,V)). O

Ejemplo 3.1.1. Si F' es un campo, tenemos que F' = Hom(F, F), entonces dim(Hom(F, F)) =
dim(F) = 1.

Veamos ahora que el Hom covariante se porta muy bien respecto a monomorfismos y epimor-
fismos, lo cual se expone en el siguiente teorema.

Teorema 3.1.5. Sea F' un campo, V € Vecp.

1) Para cada W, W' € Vecp, si T : W — W' es monomorfismo, entonces Ty : Hom(V, W) —
Hom(V,W') es monomorfismo.

2) Para cada W,W' € Vecp, si T : W — W' es epimorfismo, entonces Ty : Hom(V,W) —
Hom(V,W') es epimorfismo.

Demostracion.

1) Seaan W, W' € Vecp y supongamos que T : W — W' es monomorfismo. Vamos a mostrar
que T, : Hom(V,W) — Hom(V,W') es monomorfismo. Sea ¢ € Ker(Ty), luego T,(¢) =
T¢ = 0. Debemos ver que ¢ = 0. Notemos que T'¢ = 0 = 0¢, pero al ser T' monomorfismo
es cancelable por la izquierda, asi que ¢ = 0. Por lo tanto Ker(T,) = {0} y asf se sigue que
T, es monomorfismo.

2) Sean W, W'’ € Vecr y supongamos que T : W — W’ es epimorfismo. Debemos demostrar
que Ty : Hom(V,W) — Hom(V,W’) es epimorfismo. Sea ¢ € Hom(V,W’), como T : W —
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W' es epimorfismo, por el Teorema 1.4.9, existe S : W’/ — W tal que T'S = idw-. Asi,
tenemos las siguientes igualdades:

Y = idwt
= (TS
= T(SY)
= T.(SY)
es decir, ¢ = T,.(Sv), con S € Hom(V, W), de donde se sigue la suprayectividad de 7.

O
Teorema 3.1.6. Sea F' un campo y W € Vecg. Entonces la asignacion
Hom(_,W): Veecpr — Vecp
definida en objetos como

Hom(_,W): Obj(Vecr) — Obj(Vecr)
1% —  Hom(V,W)

y en morfismos como

Hom(_,W): Hom(V,V') — Hom(Hom(V',W), Hom(V,W))
T — Hom(T,W)=T*

donde T™* se define como

T : Hom(V',W) — Hom(V,W)
S > ST

para cada V, V' € Obj(Vecr), es un funtor aditivo contravariante.

Demostracion. De acuerdo al Teorema 1.4.3, para cada V € Obj(Vecr), Hom(V,W) €
Obj(Vecr), de ahi que nuestra asignacién estd bien definida en objetos.

Tomemos ahora V, V' € Obj(Vecr), T € Hom(V,V'). Debemos mostrar que T* : Hom(V', W) —
Hom(V,W) es una transformacién lineal. Sean ¢ € F, 5,5’ € Hom(V',W). De acuerdo a la Pro-
posicion 3.1.1, se siguen las siguientes igualdades:

T*(S+¢S) = (S+c9)T
= ST+ (ST
= ST +¢(S'T)
T*(S) + ¢T*(S)

es decir, T*(S + ¢S") = T*(S) + ¢T™*(S) para cada c € F, S, 5" € Hom(V',W). De esta manera se
sigue que T™ es una transformacién lineal y en consecuencia nuestra asignaciéon en morfismos es
valida.

Vamos a ver que esta asignacion satisface la definicién de funtor contravariante:

1) Sean V, V', V" € Obj(Vecp). Tomemos T € Hom(V, V'), S € Hom(V,V"), entonces ST €
Hom(V,V"). Necesitamos demostrar que (ST)* = T*S*. Notemos que tanto (ST)* como
T*S* tienen como dominio a Hom(V", W), lo tnico que nos falta es ver que coinciden en
cada elemento de su dominio comtn, en efecto, tomemos U € Hom/(V" W), por un lado
tenemos que (ST)*(U) = U(ST), lo cual es debido a la definicién de (ST)*. Por otro lado,
para T*Sx tenemos las siguientes igualdades:

(T*s5*)(U) = T*(5*(U))
= T(US)
= (US)T
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lo cual, al utilizar la asociatividad de la composicién de funciones nos conduce a lo siguiente:

(ST)*(U) = U(ST)
= (US)T
(T*5*)(U)

es decir, (ST)*(U) = (T*S*)(U), lo cual ocurre para cada U € Hom(V",W). Por consi-
guiente, (ST)* = T*S*, o bien, Hom(ST, W) = Hom(T,W)Hom(S, W).

2) Tomemos V € Obj(Vecr). Debemos exhibir que (idy)* = idgomv,w), en efecto, sea
U € Hom(V,W), luego tenemos lo siguiente:
(idv)*(U) = Uidy
U

= idgomv,w)(U)

es decir, (idy)*(U) = idgom(v,w)(U), lo cual sucede para cada U € Hom(V,W). Por lo
tanto, (idv)* = idgomv,w), 0 sea, Hom(idy, W) = idgomv,w)-

Con lo anterior hemos probado que Hom(_,W) : Vecp — Vecr es un funtor contravariante.
Finalmente, vamos a mostrar que se cumple la aditividad, en efecto, sea V.V’ € Obj(Vecr),
T,S € Hom(V,V’). Aplicando la Proposicién 3.1.1, tenemos que para cada U € Hom(V', W) se
cumple lo siguiente:

(T+S)*(U) = UT+S)
= UT'+US
= TNU)+ SH0)
es decir, (T'+ S)*(U) = T*(U) + S*(U) para cada U € Hom(V, V'), asi que (T + S)* = T* + S*,
o bien, Hom(T 4+ S,W) = Hom(T,W) + Hom(S, W). O

A diferencia del Hom covariante, el Hom contravariante no se comporta tan bondadoso con
los monomorfismos y epimorfismos, a continuacién se presentan un par de ejemplos.

Ejemplo 3.1.2. Consideremos el campo Zs, el cual es un espacio vectorial sobre si mismo, V €
Vecy, de dimension 2 con base f = {v1,va} y consideremos W = (v1) < V. Consideremos
el morfismo inclusion ¢ : W — Vel cual sabemos que es monomorfismo. Vamos a ver que
W Hom(V, Za) — Hom(W,Zz) no es monomorfismo. Cosideremos la funcion

g: B = Z
v 0
Vo > 1.

Aplicando la Propiedad universal de las bases, existe una unica transformacion lineal T :V — Zo
tal que Tijg = g. Como (T¢t)(v1) = 0 y {v1} es base de W, entonces Tv =0, o sea t*(T) =0, es decir,
T € Ker(t*). Sin embargo, T(v2) = 1 # 0, en consecuencia T # 0. Por lo tanto, Ker(:*) # {0),
con lo que se sigue que t* no es monomorfismo.

Ejemplo 3.1.3. Consideremos el campo Zs y sea V€ Vecy, de dimension 2 con base 8 = {v1,va}
y tomemos W = (v1) < V. Vamos a considerar el epimorfismo natural

T V. = V/W
v = v+ W

Recordemos que B = {va + W} es base de V/W. Lo que vamos a demostrar es que m*

Hom(V/W,Zs) — Hom(V,Zs) — no es epimorfismo. Consideremos la funcion

h: B — ZQ
v 1
vy — 0.
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Por la Propiedad universal de las bases, existe una unica transformacion lineal ¢ : V. — Zgo tal
que ¢jg = h. Vamos a ver que ¢ ¢ Im(n*). Tomemos a € Hom(V/W,Zy), luego o tiene dos
posibilidades, o = 0 ¢ a(vy + W) = 1, pues al ser transformacion lineal, es suficiente saber como
estd definida en el bdsico va + W . Si a = 0, entonces 7 (a) = ar = 0 = 0, mientras que ¢ # 0,
ya que ¢(v1) =1 # 0, en consecuencia, 7™ (a) # ¢. Ahora, si a(va+ W) =1, entonces am(ve) = 1,
mientras que ¢p(v2) = 0, consecuentemente 7 (o) # ¢. Asi las cosas, hemos visto que ¢ ¢ Im(m*),
de donde se concluye que ™™ no es epimorfismo.

Comportamiento con productos y sumas directas

Una vez que hemos construido nuestros funtores Hom covariante y contravariante, resulta
interesante investigar acerca de su comportamiento respecto a los productos y sumas directas.

Teorema 3.1.7. Sea F un campo, V € Vecr y {rW,}icr una familia de espacios vectoriales.
Entonces:

1) Eziste un isomorfismo entre Hom (V,;c; Wi) y [1;e; Hom(V,W;), el cudl estd definido
por
¢v: Hom (V, Hlel ) = ILie; Hom(V,W;)
— (miT)ier

donde m; : [],c; Wi — W; es la i-ésima proyeccion para cada i € 1.
2) Elisomorfismo definido en 1) es natural en el siguiente sentido: si {rZ;},cy es una familia

de espacios vectoriales y existe ig € I tal que para cada j € J, existe una transformacion
lineal Ty, ; : Wi, — Z;, entonces ewiste un diagrama conmutativo

Hom (V,[1,e; Wi) > Hom (V [LiesZ )

| )

Hz‘el Hom(V, W) T Hje] Hom(V, Zj)

donde T y T se definen como

T: [LiegsWi — [LesZi
(wi)ier = (Tigj(wiy))jes

T: [l Hom(V,W;) — [l;e, Hom(V, Z;)
(Si)iel = (Tiojsio)jEJ-

Demostracion.

1) Vamos a empezar por construir ¢. Como para cada i € I, 7; : Hie 1 Wi — W; es una trans-
formacién lineal, entonces 7, : Hom (V,[,c; Wi) — Hom(V,W;) es una tranformacién
lineal para cada i € I. Asf las cosas, {77“ : Hom (V [Lc: W, ) — Hom(V, W; )} €s una
familia de transformaciones lineales. Por la Propiedad universal del producto durecto7 exis-
te una tnica transformacién lineal ¢ : Hom (V,I[;c; Wi) — [Tie; Hom(V, W;) que hace
conmutativo el diagrama

Hom (V,[L,e; Wi) —>HZ€IH0m(V W)

Hil
Tix

Hom(V,W;)

i€l

97



Funtores Hom y Tensor en espacios vectoriales
3.1 Hom

para cada i € I. Solo nos falta ver la regla de correspondencia de . Tomemos S €
Hom (V,[L;c; Wi), luego ¥(S) € [lie; Hom(V,W;), esto es, ¥(S) = (Si)ier, donde
S; € Hom(V,W;) para cada ¢ € I. Ahora bien, para cada ¢ € I, tenemos las siguientes
igualdades:
Si = IL((S)ier)

= IL((9))

= (ILy)(5)

= Wi*(S)

= 7TiS

es decir, S; = m;S para cada i € I. En consecuencia, (S) = (m;5);cr, lo cual ocurre para
cada S € Hom (V,][;c; W), dado que S se tomé de forma arbitraria.

Veamos ahora que ¥ es monomorfismo, para eso tomemos T € Ker(¢). Luego ¢(T) =
(05)ier = (m;T)icr, esto es, mT = 0; para cada i € I. Debemos ver que T =0, sea v € V,
entonces T'(v) € [[,c; Wi, o sea, T'(v) = (w;)icr donde w; € W; para cada i € I. Asi, para
cada ¢ € I, se tienen las siguientes igualdades:

w; = Wi((wi)iel)
= m(T(v))
= (mI)(v)

0i(v)
Ow,

es decir, w; = Oy, para cada i € I, esto es, T'(v) = (Ow, ):es para cada v € V. Por lo tanto,
T =0.

Finalmente vamos a exhibir que 1 es epimorfismo. Sea f € [[,c; Hom(V,W;), luego f =
(T;)ier, donde para cada i € I, T; € Hom(V,W;). Asi, {T; : V. — W, };cs es una familia de
transformaciones lineales, por la Propiedad universal del producto directo, existe una tnica
transformacién lineal U : V' — [],.; Wi que hace conmutativo el diagrama

14 e HieI Wi

N

Vj
para cada j € I, es decir, m;U = T} para cada j € I. De esta manera, tenemos lo siguiente:

Y(U) = (mil)ier
= (Ti)ier
= f

es decir, Y(U) = f, con U € Hom (V,[];c; Wi)-
Por lo tanto, v es isomorfismo.

Supongamos que {rZ;};cr es una familia de espacios vectoriales y que existe ig € I tal
que para cada j € J, existe una transformacioén lineal T; ; : W;, — Z;. Vamos a construir
primero T'. Por hipétesis, {T;,; : Wi, = Z;},cs es una familia de transformaciones lineales,
aplicando la Propiedad universal del producto directo, existe una unica transformacién
lineal n: W;, — [] jes Zj que hace conmutativo el diagrama

n
Wiy —11es %

/
x’
J
Tigk \L
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para cada j € J. Esto nos induce el diagrama
Tig n
Hiel Wi > Wi = Hje] Zj

consecuentemente, T = nm;, : [[,c, Wi — Hje] Z; es una transformacién lineal al ser
composicién de transformaciones lineales. Si tomamos un elemento arbitrario (w;);e; €
[1;c; Wi, tenemos lo siguiente:

T((wi)ier) = (mig)((wi)ier)
= n(mi,(wi)ier))
n(wlo)

es decir, T'((w;)ier) = n(wi,). Como n(w;,) € [[;cs Z;, entonces n(wi,) = (2j)jes, donde
zj € Z; para cada j € J. Luego, para cada j € J, tenemos las siguientes igualdades:

zj = mi((2)e7)
= m(n(ws,))
= (mjm)(wio)
= Tioj (wio)
es decir, z; = T;,j(w;, ), para cada j € J, en consecuencia, n(w;,) = (Tiyj(wi,))jer, O sea,

T((wi)ier) = (Tiy;(wiy))jes. De estd manera hemos construido 7'y por consiguiente T.
Ahora procederemos a construir 7. Notemos el siguiente diagrama:

Hi * 4
[ier Hom(V, Wy) =" Hom(V,Wi,) — Hom (V. TT;c, Wy ) = I1,e; Hom(V, W)

de donde deducimos que T = ¢'n,IL;, : [Licr Hom(V.W;) — [l;c; Hom(V,W;) es una
transformacion lineal, ya que es composicién de transformaciones lineales. Nos falta ver
como estd definida 7', tomemos (S;)icr € [[;c; Hom(V,W;) un elemento arbitrario. Se
cumplen las siguientes igualdades:

T((Si)ier) =

I
———
SEE
S 3

*

S~—

—

=

S

»n

:_/

m

=

I
=T
LS~
I 3
*
~. —
T =n
o
~—ry O

Il
—~—
—
|
-3
=
n
(=]
v
<
m
<

es decir, T((S;)ies) = (TiyjS4)jes, para cada (S;)ier € [[;c; Hom(V, W), con lo cual

queda construida 7.
Finalmente, vamos a demostrar que el diagrama

Hom (V,[1,c; Wi) —=> Hom (V, e Zj)

)

[T, Hom(V,W;) —— [T, Hom(V, Z;)
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(
WTHU) = :ZI(T*(U))

I
NN N N
S

Koo~
>3
=
3
3
o
SN—

g
N—
S—

.
m
<

TigjmicU)jes

por otro lado,

(TY)U) = T(U))

T((mU)ier)

(Tioj(ﬂiogl))jeJ (1)
= (TiojﬂioU)jGJ

si comparamos las igualdades de (I) y (II), tenemos que ('T,)(U) = (T)(U), lo cual
ocurre para cada U € Hom (V, [Lics Wi) Por lo tanto, ¢'T, = T4, lo que desedbamos.

O

Ahora veamos el comportamiento del Hom contravariante con sumas directas.

Teorema 3.1.8. Sea F' un campo, W € Vecr y {rVi}icr una familia de espacios vectoriales.
Entonces:

1) Eziste un isomorfismo entre Hom (@
como

et Vi W) y TLie; Hom(V;, W), el cudl estd definido

¢ : Hom(@ieIVi,W) = [liey Hom(V,W;)
T — (TLi)ieI

donde 1; : Vi — @, Vi es la i-ésima inclusion para cada i € 1.

2) El isomorfismo dado en 1) es natural en el siguiente sentido: si {pU;}jes es una familia
de espacios vectoriales y existe ig € I tal que para cada j € J, existe una transformacion
lineal Sj;, : U; — V;,, entonces existe un diagrama conmutativo

Hom (@,¢; Vi, W) —> Hom (@jeJ Ui W)

o lw

[ier Hom(Vi, W) —> T, Hom(U;, W)

donde S y S estdn definidas como

St B, U — Dicr Vi
f=Wjer = Xjcsops) tioSjio) (u)

St IlLier Hom(Vi,W) = [l;e; Hom(U;, W)
(Ti)ier — (Tio Sjio)jes-

Demostracion.
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)

Como para cada i € I, t; : Vi = @,c; Vi es una transformacién lineal, entonces, para
cada i € I, v} : Hom (B,c; Vi, W) — Hom(V;,W) es una transformacién lineal. Luego,
{er - Hom (B, Vi, W) — Hom(Vi,W)}ieI es una familia de transformaciones lineales.
Por la Propiedad universal del producto directo, existe una unica transformacién lineal
¢: Hom (@;c; Vi W) = [1,e; Hom(V;, W) que hace conmutativo el diagrama

Hom (@;c, Vis W) —-> 1, ; Hom(Vi, W)

Hom(V;, W)

para cada ¢ € I. Falta ver como estd definida ¢, tomemos T' € Hom (®iel Vi, W) Luego,
H(T) € [Lies Hom(Vi, W), esto es, ¢(T) = (T})icr, con T; € Hom(V;, W) para cada i € I.
Ahora, para cada i € I, se tiene lo siguiente:

T, = ILi((T3)ier)

— IL(6(T)

— (L))

— (1)

= TLi
es decir, T; = Tu; para cada @ € I, en consecuencia, ¢(T) = (Tt;);cr para cada
T € Hom (B;c; Vi, W).
Veamos que ¢ es monomorfismo, sea T € Ker(¢), entonces ¢(T) = (0;);er, es decir,

(Tti)ier = (0;)icr. Luego, Ti; = 0; para cada ¢ € I. Debemos demostrar que T = 0.
Si T # 0, entonces existe f = (v;)ier € @,c; Vi tal que T(f) # 0. Recordemos que
f= 2 icsop(y) ti(vi), por lo que concluimos que existe ip € sop(f) tal que T'(z;,(vs,)) # 0,
o sea que T't;, # 0, lo cual es absurdo. Por lo tanto, T' = 0.

Finalmente, veamos que ¢ es epimorfismo. Sea g = (S;)ier € [[;c; Hom(V;i, W), luego
S; € Hom(V;,W) para cada i € I. Asi, {S; : V; = W},cr es una familia de transfor-
maciones lineales, por la Propiedad universal de la suma directa externa, existe una tnica
transformacién lineal S : @,.; Vi — W que hace conmutativo el diagrama

Si
Vi

%%

@iel Vi

w

para cada ¢ € I. Luego, se tienen las siguientes igualdades:

g = (Si)ier
= (Sti)ier
= ¢(9)
es decir, g = ¢(S) con S € Hom (@iel Vi, W), de donde se sigue la suprayectividad de ¢.

Supongamos que {rU,}jes es una familia de espacios vectoriales tal que existe ig € I
tal que para cada j € J, tenemos una transformacién lineal Sj;, : U; — V;,. Vamos
a iniciar por construir nuestra S. Notemos que {Sj;, : U; — Vi }jes es una familia de
transformaciones lineales, por la Propiedad universal de la suma directa externa, existe una
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tunica transformacién lineal p : @ .., U; — V;, que hace conmutativo el diagrama

jeJ

EBjEJ UJ’
para cada j € J. Lo anterior nos induce el diagrama
Lio
EBJEJ Uj > Vio > @i Vi

por lo que S = ¢;,p : @jeJ Uj = @, Vi es una transformacién lineal al ser composicién

de transformaciones lineales. Ahora veamos como queda explicitamente definida S. Tome-
— . . . _ / )

mos f = (uj)jes € Bje;Uj, luego (uj)jes = X jesop(s) Lj (1), 1o cual nos conduce a las

siguientes igualdades:
S = S((uj)jes)
S<ZJESop(f) j(u ))
)
stop(f)([’lop)( (U’J))

- Z]Esop(f)s( j(uj)
ZjEsop(f) LZO(( )(U )

i)
j€esop(f) Lig (Sjie (us))
j€sop(f) (Llo Sﬂo ) (u])
es decir, S(f) = 3 csop(s) (tioSjio) (us), para cada f = (u;)jes € ;e s Uj, que es precisa-
mente la transformacion lineal que buscdbamamos.

Ahora procedamos a construir S, para eso observemos el siguiente diagrama:

109

I1;
ey Hom(Vi, W) —> Hom(Vi,, W) —= Hom (Djes

U, W) o [1,ey Hom(U;, W)
por lo que § = ¢/p*II;, : [Licr Hom(V;,W) — [];c; Hom(U;, W) es una transformacién
lineal al ser composicion de transformaciones lineales. Veamos la regla de asociacion de S ,
para eso tomemos (T3 )ier € [[;,c; Hom(V;, W), se siguen las siguiente igualdades:

S((Ti)ier) = (¢'p"1Li,)(Th)ier)
"0, ((Th)ier))
/p*)(Tio)
"(p*(Tiy))

(Tiop)
10p)L])]€J
(pLJ))]GJ
J’LO)JEJ

—

~

I
>

Il
/—\/-\/—\
—~

5

es decir, S(T})ier) = (T, Sjio)jer, 1o cual sucede para cada (T;)ier € [[;c; Hom(V, Wy).
De esta manera queda construida nuestra S.
Por dltimo, vamos a ver que se cumple la conmutatividad del diagrama

Hom (e, Vi, W) =~ Hom (@jeJ

T

[ier Hom(Vi, W) —>T], o, Hom(U;, W)

U, W)
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para eso tomemos 1" € Hom (G}iel Vi, W) Por un lado,

(65)(T) =
= (TS,
= ((T(ip))
= E )

Por otro lado,

(S)(T) = S((T))
S(Tti)ier (1)
= (TLiUSjio)jEJ'

Si comparamos las igualdades de (I) y (II), tenemos que (¢/S*)(T) = (5¢)(T), lo cual
ocurre para cada T € Hom (@ze 1 Vi, W), de donde concluimos lo deseado.

O

Los isomorfismos de los Teoremas 3.1.7 y 3.1.8, se portan muy bien si nos restringimos a sumas
directas de familias finitas de espacios vectoriales, esto se especifica en el siguiente corolario.

Corolario 3.1.2. Sea F' un campo, V,W € Vecp, {rVi}i_y y {rW;}[, familias finitas de
espacios vectoriales. Entonces:

1) Hom (V, ", Wj) > @, Hom(V,W;).

2) Hom (@i, Vi, W) = @i, Hom(V;, W).

Demostracion. Recordemos que como nuestras familias de espacios vectoriales son finitas, en-
tonces @;_, Vi = [[;_, Vi, @;2y Hom(Vi,W) = [[;_, Hom(V;, W), @;nzl W; = H;nzl Wjy
oy Hom(V,W;) = [[}~, Hom(V,Wj). Ahora, procederemos a probar 1) y 2):

Jj=
1) Por el Teorema 3.1.7, ocurre lo siguiente:
Hom (V. @7, W;) = Hom (V,II}, W)

H;.":l Hom(V,Wj)
@j:1 Hom(V, W;)

1%

es decir, Hom (V, D, Wj) = @)L, Hom(V, W;).
2) Haciendo uso del Teorema 3.1.8, se tiene que:

Hom (@;_,Vi,W) = [, Hom(V;
= @?:1Hom(vi7

es decir, Hom (@, V;, W) = @, Hom(V,W;).
U

Sin embargo, en familias infinitas el isomorfismo del Teorema 3.1.8, no envia necesariamente
sumas directas en sumas directas, el siguiente ejemplo da testimonio de este hecho.
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Ejemplo 3.1.4. Sea F un campo, W € Vecp, k un cardinal infinito y {rV; }icx una familia de
espacios vectoriales. Consideremos una familia de transformaciones lineales {T; : V; — W}icw
tal que para cada i € k, T; # 0;. Por la Propiedad de la suma directa externa, existe una unica

transformacion lineal T : @,c,. Vi — W que hace conmutativo el diagrama

@iEN VZ

para cada i € k. Entonces, tenemos que ¢(T) = (T})icrx, donde T; # 0; para cada i € k, por lo que
sop(¢(T')) = k y en consecuencia ¢(T) ¢ P,c,. Vi-

Como una aplicacién de la teoria que hemos presentado acerca de los funtores Hom, en el
siguiente ejemplo vamos a dar una demostracion alternativa del Teorema 1.4.17, restringiendonos
al caso finito dimensional.

Ejemplo 3.1.5. Sea F' un campo, V,\W € Vecp tales que dim(V) = n y dim(W) = m, donde
n,m € N\ {0}. Consideremos bases 3 = {x;}7_; y v = {y:i}{2y de V. y W, respectivamente. Por
el Teorema 2.2.8, V.= @;_,(x;) y W = @;~,(yi). Notemos que para cada i € {1,...,m} y para
cada j € {1,...,n} se tiene que dim({y;)) = 1 y dim({z;)) = 1, por lo que {y;) = F y (x;) = F.
Si aplicamos los Teoremas 3.1.2, 3.1.4 y el Corolario 3.1.2, se tienen las siguientes igualdades:

Hom(V, W)

Il
=
(e
3

VS
2
i
B
D
13
T

N

1
= @, Hom ((z;), D2, (vi)
= @?:1 Hom (F, @:i1<yz>)
= @?:1 711<yz>
= @ DL F
— @?:1 EFm
(Fmyn

111 1l
s
3
3

es decir, Hom(V, W) = M, xn(F).

Notemos que aunque esta demostracion es mds corta que la presentada en el Teorema 1.4.17, su
desventaja es que no nos dd explicitamente el isomorfismo, el cual muchas veces es necesario. Sin
embargo, ambas demostraciones son vdlidas y podemos utilizar una u otra segun el propdsito que
busquemos.

3.1.3. El caso particular de los funtores dual y bidual

En este apartado haremos ver a los funtores dual y bidual como un caso particular del funtor
Hom contravariante.
El funtor dual

Por los resultados que hemos probado hasta el momento, tenemos que si F' es un campo, es un
espacio vectorial sobre si mismo, por lo que si V' es un espacio vectorial, entonces Hom(V, F) es
un espacio vectorial. Este espacio tiene un nombre muy particular, lo cual definimos a continuacién.

Definicién 3.1.2 (Espacio dual). Sea F un campo y pV un espacio vectorial. Definimos el espacio
dual de V, el cual denotamos por V*, de la siguiente manera:

V*=Hom(V,F) ={T € FV | T es transformacion lineal}.
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Los elementos de V* se suelen llamar funcionales lineales.

. . . ’ . . . . <z *
Si F es un campo, es un espacio vectorial sobre s{ mismo, si definimos la asignacién ()
Vecr — Vecp, dada en objetos por:

()*: Obj(Vecr) — Obj(Vecr)
Vv — V*=Hom(V,F)

y en morfismos por

O : Hom(V,V') — Hom(Hom(V' F),Hom(V,F))
T — T

donde T™* la definimos por

T*: Hom(V',F) — Hom(V,F)
S — ST

para cada V.V’ € Obj(Vecr), notemos que es un caso particular de la asignacién dada en el
Teorema 3.1.6, por lo que ()* es un funtor aditivo contravariante.

A partir del Teorema 3.1.8, podemos determinar facilmente un espacio isomorfo para el espacio
dual.

Teorema 3.1.9. Sea F' un campo y V € Vecp de dimension k, donde k es un cardinal (finito o
infinito). Entonces V* = F*.

Demostracion. Como V tiene dimensién k, podemos elegir una base ordenada 8 = {x;};cx. Luego
V = @, (). Si aplicamos el Teorema 3.1.8, tenemos lo siguiente:

V*

Hom(V, F)

Hom (@ieﬁ(xi% F)
[Lie, Hom({(z:), F)
Hie,€ Hom(F, F)

1ER

FR

1R 1R I

es decir, V* = F*_ lo que buscabamos. O

Del teorema anterior concluimos que dim(V) < dim(V*), ya que V = F(®) < F* = V*_ donde
k es el cardinal asociado a la dimensién de V.

Observacion 3.1.2. Si pV es un espactio vectorial de dimension finita, entonces V=2 V* ya que
en este caso, F" = F) | pues aqui k es un nidmero natural y por tanto es finito.

En el caso de dimensién infinita, no es cierto que V = V*. Para mas detalles sobre esto se
puede consultar [1].

El funtor bidual

Si tenemos un campo F y un espacio vectorial gV tenemos que Hom(V, F) es un espacio
vectorial sobre F', el cual es el espacio dual de V' del que hablamos anteriormente. Si este hecho lo
aplicamos ahora para V*, tenemos que Hom(V*, F) es nuevamente un espacio vectorial. Resulta
que este nuevo espacio vectorial tiene un nombre muy famoso, lo cual describimos a continuacién.

Definicién 3.1.3 (Espacio bidual). Sea F un campo y gV un espacio vectorial. Definimos el
espacio bidual de V', como el espacio Hom(V*, F) = Hom(Hom(V,F),F), el cual denotamos
por V**, es decir, V** = Hom(V*, F) = Hom(Hom(V, F), F).
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Con este nuevo espacio que acabamos de definir, al igual que en el caso del espacio dual, también
podemos inducir un funtor de la categoria Vecp en si misma, lo cual se hace a continuacién.
Consideremos un campo F'y la asignacién ()** : Vecr — Vecy, definida en objetos como

()**: Obj(Vecr) — Obj(Vecr)
Vv — [

que claramente estd bien definida por lo comentado anteriormente. En morfimos, definimos la
asignaciéon como
O0**: Hom(V,V') — Hom(V**, V")
T — T

donde T** estd dada por
T** : V** _) V/**
S = ST

para cada V,V’ € Obj(Vecr). Vamos a ver que esta asignacién es un funtor aditivo covariante.
Por la definicién de espacio bidual, es claro que la asignacion es correcta en objetos. Ahora, sean
V,V' € Obj(Vecp), T € Hom(V,V’). Si S € V**, entonces S € Hom(V*, F) y sabemos que
T* € Hom(V"™,V*), en consecuencia ST* € Hom(V'*, F), es decir, T**(S) € Hom(V**,V"**). Lo
anterior muestra que la asignacién dada también estd bien definida en morfismos. Ahora, vamos a
ver que esta asignacion satisface las propiedades de funtor covariante:

1) Sean V,V'.V" € Obj(Vecr), T € Hom(V,V'), S € Hom(V',V"). Por propieda-
des de las transformaciones lineales tenemos que ST € Hom(V,V"), en consecuen-
cia, (ST)** € Hom(V**,V'**). Por otro lado, tenemos que T** € Hom(V**,V"**) y
S** € Hom(V"**, V™), asi que S**T** € Hom(V**,V'™**). As{ las cosas, hemos visto
que (ST)*™* y S**T** tienen el mismo dominio, a saber, V**. Nos falta ver que coinciden
en cada elemento de dicho dominio comtn, para mostrarlo tomemos ¢ € V** luego se
satisfacen las siguientes igualdades:

(ST)**(¢)

¢(ST)*
P(T*5*)
(¢T™)5*
S**(¢T*)

= (57T)(¢)

es decir, (ST)**(¢) = (S*™*T**)(¢), lo cual ocurre para cada ¢ € V**. Por lo tanto, (ST)** =
S**T**.

2) SeaV € Obj(Vecr). Debemos mostrar que idi7 = idy«~. Como idy € Hom(V, V'), entonces
idir € Hom(V**,V**), tambien se tiene que idy+« € Hom(V**,V**). Solo nos falta ver que
ambas funciones coinciden en V**, tomemos ¢ € V**. Se tienen las siguientes igualdades:

idy(¢) = oidy
= didy-
= ¢

idy (@)

es decir, id{* (¢) = idy«+ (@), lo que sucede para cada ¢ € V**. Por lo tanto, idiF = idy«~.

De lo anterior queda probado que ()** es un funtor covariante. Veamos que ademds es aditivo, para
eso tomemos V, V' € Obj(Vecr), T,S € Hom(V, V'), luego, T + S € Hom(V,V') y consecuen-
temente, (T'+ S)** € Hom(V**,V"**). De igual forma, tenemos que T**, S** € Hom(V**, V"**).
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Ahora, para cada ¢ € V**| se tiene lo siguiente:

(T+8)*(6) = o(T+5)"
= o(T" +5")
= ¢T* + ¢S*
T™(0) + 5% (0)

de donde se concluye que (T'+ S)** = T**(¢) + S*(¢).

A partir de lo anterior, hemos visto que el espacio bidual nos permite inducir un funtor aditivo
covariante, a diferencia del dual que vimos que es contravariante. Una cuestién interesante sobre
este funtor es que podemos definir un monomorfismo entre un espacio vectorial y su espacio bidual,
ademads dicho monomorfismo es natural. Este hecho se expone con detalle en el siguiente teorema.

Teorema 3.1.10. Sea F un campo y V € Obj(Vecr). Entonces:
1) La funcién

donde \, se define por
A: V¥ - F
= f(v)

es un monomorﬁsmo.

2) El monomorfismo definido en 1) es natural en el siguiente sentido: Para cada V,W €
Obj(Vecr) yT € Hom(V,W), el diagrama

v—L ow
/\i \LX
V** T* W**

es conmutativo.
Demostracion.

1) Sean ¢ € F,v,v" € V, luego, A(v + cv') = Ayper. Ahora, para cada f € V*, se tiene lo
siguiente:
)‘ercv’(f) = f(v + CU/)
f) +cf(v)
= Av(f) =+ C/\v’(f)
= (Ao +cA)(f)

es decir, Aytew (f) = Ay + cAor)(f), esto para cada f € V. Por lo tanto, A(v + ') =
A(v) 4+ cA(v'), para cada ¢ € F,v,v" € V, con lo cual queda probada la linealidad de A.
Para ver que A es monomorfismo, tomemos v € Ker()\), luego A, = 0, esto es, f(v) = 0,
para cada f € V*. Si v # 0, tenemos que {v} es l.i en V, entonces existe una base § de V
tal que v € . Definamos la funcién

h: 1% — F
v — 1
v#Fu +— 0.

Por la Propiedad universal de las bases, existe una unica transformacién lineal p: V — F
tal que pg = h. Asi, tenemos que p € V* y satisface que p(v) = 1 # 0, lo cual es absurdo.
Por lo tanto v = 0 y de esta manera se sigue que A es monomorfismo.
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2) Sean V,W € Obj(Vecr) y T € Hom(V,W). Debemos mostrar que el diagrama

v—L ow

| b

V** T W**

es conmutativo. Para eso, tomemos v € V. Por un lado,

(N'T)(v) - :\\i(T(v)) o)
T (v)
por otro lado, tenemos que
(TN (w) = T*(Av))
— T**()\v)
= M\NTI*

es decir, (T**\)(v) = A\, T*. Pero notemos que para cada f € V*, tenemos que

()‘UT*)(f) =

I
> > >
~
~
e
~

de donde concluimos que A\, T* = XT(U). Por las igualdades que tenemos en I), se concluye
que N'T = T** ), lo que estdbamos buscando.

O

Es importante mencionar que si F' es un campo y V es un espacio vectorial de dimension
infinita, el morfismo A definido en el teorema anterior no puede ser isomorfismo, ya que en tal caso
dim(V**) > dim(V*) > dim(V), es decir, dim(V**) > dim(V'). Sin embargo, al restringirnos a
espacios de dimensién finita la situacién cambia.

Corolario 3.1.3. Si F' es un campo y V es un espacio de dimension finita, entonces A : V.— V**,
definido como en el teorema anterior, es un isomorfismo natural.

Demostracion. Como V es de dimensién finita, entonces dim(V) = dim(V*) = dim(V**), es decir,
dim(V) = dim(V**). Luego, A : V. — V** es un monomorfismo entre espacios vectoriales de
dimension finita, ademéas con la misma dimensién. De acuerdo al Teorema 2.1.6, A es isomorfismo
y es natural por el Teorema 3.1.10. O

En sentido categdrico, podemos notar lo siguiente. Sea F' un campo y consideremos Fin(Vecr),
donde

Obj(Fin(Vecr)) ={V € Vecp | dim(V) < oo}.

Es claro que Obj(Fin(Vecr)) C Obj(Vecr) y para cada VW € Obj(Fin(Vecr)),
Fin(Vecp)(V,W) C Vecp(V,W). Asi las cosas, Fin(Vecr) es una subcategoria de Vecp y por
derecho propio, una categoria. De acuerdo al Corolario 3.1.3, podemos concluir que el funtor bidual

es naturalmente isomorfo al funtor identidad en la categoria Fiin(Vecr).
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3.2. Tensor

En esta seccién, vamos a exponer el producto tensorial de dos espacios vectoriales sobre un
campo F' dado y discutiremos el hecho de que con este nuevo objeto, podemos inducir un funtor
de la categoria Vecy en si misma, encapsulando asi las propiedades tanto para objetos como para
morfismos. Antes de proceder con eso, se expondrd un poco sobre las formas bilineales.

3.2.1. Funciones bilineales

Definicién 3.2.1. Sea F' un campo, V,W,Z € Vecg. Una funcion f : V x W — Z es llamada
bilineal, si para cada c € F, v,v' € V, w,w’ € W, se tiene que:

1) flo+v,w) = f(v,w)+ f(v',w) (Aditividad respecto al primer argumento).

2) flv,w+w') = f(v,w)+ f(v,w)(Aditividad respecto al sequndo argumento).

3) flev,w) = f(v, cw) = cf (v, w) (Homogeneidad en ambos argumentos).
Cuando Z = F, se dice que [ es una forma bilineal.

Ejemplo 3.2.1 (El producto por escalar usual). Sean F un campo yV € Vecp. La funcién

w: FxV —= 'V
(c,v) +— v

es una funcion bilineal, en efecto, tomemos c¢,d € F,v,v' € V. Entonces, por las propiedades del
producto por escalar, tenemos lo siguiente:

1) (Aditividad respecto al primer argumento):

ple+d,v) = (e+dw
cv +dv
= ple,v) + p(d,v)

es decir, p(c+ d,v) = u(c,v) + p(d,v).
2) (Aditividad respecto al primer argumento):

ple,v+0") = ce(v+0)
cv + e’
= ple,v) + ple, ')

es decir, p(e,v +v") = ule,v) + ple,v’).
3) (Homogeneidad en ambos argumentos): Por un lado,

uled,v) = (ed)v

I
Q
2
u
S
=

es decir, p(ed,v) = cpu(d,v). Por otro lado,
pu(d,cv) = d(ev)

I
Q
SN
—
S <

es decir, p(d, cv) = cu(d,v).
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Ast las cosas, el producto por escalar se puede ver como una funcion bilineal de F'x V en V.

Ejemplo 3.2.2 (La evaluacién de una transformacion lineal). Sea F' un campo, V,W € Vecp.
Sabemos que Hom(V,W) € Vecg. Definamos la funcion

Ev: VxHom(V,W) —» W
(v,T) — T(v).

Vamos a ver que e : V. x W — W es una funcidén bilineal, para eso tomemos ¢ € F, v,v' € V,
T,S € Hom(V,W). Entonces se cumple lo siguiente:

1) (Aditividad respecto al primer argumento):

Eviv+v,T) = T+
= T)+T®)
= FEv(v,T)+ Ev(v',T)

es decir, Ev(v +v',T) = Ev(v,T) + Ev(v',T).
2) (Aditividad respecto al sequndo argumento):

Ev(v,T4+S) = (T+5)(v)
= T(v)+ S()
= FEv(v,T)+ Ev(v,S)

es decir, Ev(v, T + S) = Ev(v,T) + Ev(v, S).
3) (Homogeneidad en ambos argumentos): Por un lado,

Ev(cv,T) = T(cv)
= T'(v)
= cEv(T,v)

es decir, Ev(cv,T) = cEv(T,v). Por otro lado,

Ev(v,cT) = (T)(v)
= T(v)
= cEv(v,T)

es decir, Ev(v,cT) = cEv(v,T).

De lo anterior se sigue que Ev:V x W — W es una funcion bilineal.
Considerando el espaacio dual de V., V* = Hom(V, F), tenemos que Ev : V x V* — F, definida
como antes, es una forma bilineal.

Ejemplo 3.2.3 (La opuesta de una funcién bilineal). Sea F' un campo, V,W,Z € Vecr y [ :
V x W — Z una funcion bilineal. Es claro que la funcion

for: WxV — Z
(w,0) = flo,w)

es bilineal. f°P es llamada la funcion bilineal opuesta de f.
Consideremos F' un campo, V, W, Z € Vecp. Consideremos el conjunto
Bil(V x W, Z) = {f € Z¥*W | f es bilincal}.

Es claro que Bil(V x W, Z) C ZV*W y recordemos que ZV*W es un espacio vectorial. Veamos
que Bil(V x W, Z) < ZV*W.
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a) Sean f,g € Bil(V x W, Z). Debemos mostrar que f+g € Bil(V x W, Z), para eso tomemos
ce F,u,v € V,w,w' € W y veamos que [ + g satisface la definicién de funcién bilineal:

1) (Aditividad respecto al primer argumento):

(f+gv+2w) = flv+v,w)+gv+v,w)
= (f(v,w) + f(v',0)) + (g(v,w) + g(v', w))
= (f(v,w) +g(v,w)) + (f(V',w) + g(v',w))
= (f+9)(v, )+(f+9)(v w)

es decir, (f+g)(v+v,w) = (f +g)(v,w) + (f +g) (v, w).
2) (Aditividad respecto al segundo argumento):
(f+9wtw) = flo,w+w)+g,w+w')
= (flo,w)+ f(v,w) + (9(v,w) + g(v,w))
= (f(v,w)+g(v,w))—|—(f(v,w)+g(v,w’))
= (f+9)w) +(f+9)(v,v)
es decir, (f +g)(v,w+ ) = (f + g)(v,) + (f + g) (v, w).

3) (Homogeneidad en ambos argumentos): Por un lado, observemos que

(f+9)(cv,w) = f(ev,

I
ag
- =
\-d @
g
S~—
+

(f+9)(v,cw) = f(v,cw)

Il

aog

==

\.c “C

=&
+ +

+ (@)

Na)

—~ —~

B

g g

5\_/

es decir, (f + g)(v,cw) = ¢(f + g)(v,w).
De lo anterior, se sigue que f + g € Bil(V x W, Z).

b) Es claro que
0: VxW

A
(v, w) 0

_>
H
es una funcién bilineal, lo que implica que 0 € Bil(V x W, Z).

c) Sean v € F'y f € Bil(V x W, Z). Se debe mostrar que af € Bil(V x W, Z), para hacerlo
tomemos c € F, v,v" € V, w,w’ € W. Vamos a verificar que a.f satisface la bilinealidad:

1) (Aditividad respecto al primer argumento):

(@f)(v+ ', w)

af(v+v, w)

a(f(v,w) + f(v',w))
af(v,w)+ af(v,w)

= (af)(v,w) + (af) (v, w)

es decir, (af)(v+ v, w) = (af)(v,w) + (af) (v, w).
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2) (Aditividad respecto al segundo argumento):

(@f)(v,w+w) = af(v,wtuw)

a(f(v,w) + f(v,w'))
af(v,w) +af(v,w')

= (af)(v,w)+ (af)(v,w’)
es decir, (af)(v,w+w") = (af)(v,w) + (af)(v,w").

3) (Homogeneidad en ambos argumentos): Para el primer argumento, tenemos:

(af)(ev, w)

I
QR
=
Q
<
S

= (ac)

(@f)(v, cw)

|
Q

=
<
Q
g

Il
o
=
=
S

|
)
&
=
uﬁe

g 8

|
S
LR
=
s
5

es decir, (af)(v, cw) = c(af)(v, cw).
De lo anterior, hemos mostrado que af € Bil(V x W, Z).
Asi las cosas, hemos mostrado que Bil(V x W, Z) < ZV*W y por derecho propio, Bil(V x W, Z)
es un espacio vectorial sobre el campo F', esto sucede para cualesquiera V, W, Z € Vecp.
Algunas propiedades de las funciones bilineales

Proposicién 3.2.1. Sean F' un campo, VW, Z € Vecp. Entonces

Op: Bil(VxW,Z) — Bil(W xV,2)
f s

donde fP : W XV — Z es como en el Ejemplo 3.2.3, es un isomorfismo.

Demostracion. Por el Ejemplo 3.2.3, tenemos que Op esta bien definida. Veamos que es una trans-
formacidn lineal, para eso, tomemos ¢ € F, f,g € Bil(V x W, Z), entonces Op(f +cg) = (f +cg)°P.
Ahora, tomando w € W,v € V' y evaluando (f + ¢g)°? en (w,v), tenemos lo siguiente:

(f +cg)P(w,v) (f +cg)(v,w)
f(v,w) + cg(v, w)

= fop(w’ U) + Cgop(w7 U)

es decir, (f + cg)°?(w,v) = fP(w,v) 4+ cg°?(w,v). Dado que w € W,v € V fueron tomados de
manera arbitraria, se tiene que (f + cg)?? = f°P + cg°?, o sea, Op(f + cg) = op(f) + cOp(g),
mostrando de esta manera la linealidad de Op.

Para ver que Op es un monomorfismo, tomemos f € Ker(Op), entonces Op(f) = 0, esto es,
fP(w,v) = 0 para cada w € W,v € V. Asi, tenemos que f(v,w) = 0, para cada v € V,w € W.
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Esto es mostrar que f = 0 y de esta manera queda probado que Ker(Op) = {0}.
Finalmente, mostremos que Op es epimorfismo. Consideremos h € Bil(W x V, Z), definiendo

g: VxW — Z
(v,w) = h(w,v)

tenemos claramente que g°? € Bil(W x V, Z) y para cada w € W,v € V, se cumple que ¢°P(w,v) =
g(v,w) = h(w,v), es decir, g°?(w,v) = h(w,v), mostrando asi que g°? = h y consecuentemente,
h = Op(g).

Por lo tanto, Op es isomorfismo y consecuentemente, Bil(V x W, Z) = Bil(W x V, Z). O

Una situacion curiosa con las funciones bilineales es que a diferencia de las funciones lineales, la
imagen no siempre es un subespacio del contradominio, para corroborarlo observemos el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 3.2.4. Consideremos el campo de los nimeros reales y la funcion

RQ X R2 — M2><2(R)
x1 X2 X1 _ [T1Z2 T1Y2
((Zh) ’ <y2>) <y1) (2 v2) = (xzyl y1y2> ’

Es claro que f es una funcidn bilineal. Ahora, notemos que

(6 0)=(6) 0 n=1((5)- (%)) et
T ((1) 8) (?) 1 o=rs <((1)> : (é)) e Im(f).
g} (0 0)+ (0 0)=( o) 2t

L. 1 L
pues st existieran 1 , T2 S RQ, tales que 0 — ("2 T1b2 , entonces ocurriria que
Y1 Y2 10 T2Y1  Y1Y2

122 =0, z1y2 = 1, xoy1 = 1 e y1y2 = 0, de donde se tendria que 1 =0, lo cual es absurdo.

Al igual que en el caso de las transformaciones lineales se tiene una propiedad universal de las
bases, también se tiene una propiedad universal para las bases en las funciones bilineales.

Teorema 3.2.1 (Propiedad universal de las bases para funciones bilineales). Sea F' un campo,
V,W € Vecp, con bases = {z;}icr y v = {y;}jes, respectivamente. Para cada Z € Vecp y
cualquier funcion fo : B X v — Z, existe una unica funcion bilineal f : V. x W — Z tal que
fiaxy = fo. Utilizando diagramas, se dice que el diagrama

Bxy—s7

VxW
es conmutativo.

Demostracion. Sea Z € Vecp y a: f X v — Z una funcién. Sabemos que para cada v € V', existe
una unica combinacién lineal v = Zie ; a;ix;, donde a; € F, x; € By los a; son todos cero salvo
una cantidad finita de ellos. De igual manera, para cada w € W, existe una tnica combinacién
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lineal w = ZjeJ bjy;, con b; € F, y; € vy los b; todos cero, excepto un ntimero finito de ellos.
Esto nos motiva a definir la funcién

I V xW — A
(v,w) = (Zz’el AiZi, ZjEJ bjyj) = Zie] ZjeJ a;bj fo(wi, y;)

que claramente esta bien definida. Vamos a mostrar que f es una funcién bilineal, para eso tomemos

!/ !/ _ . ! ! e, _ . !
c€F,vv €V, ww €W,entonces v = ) ,c;a;z;, v = 3 paiw, w =3, ;by; yw =
ZJEJ bjyj, con tinicos a;,a;, by, b € F', x; € B, y; € v, los coeficientes a;, a;, b;, b; todos cero salvo
un numero finito de ellos. Veamos que se satisface la definiciéon de funcién bilineal:

1) (Aditividad respecto al primer argumento):

fv+,w)

A ier aimi + 32,0 ais, Zje] bjyj)

= [(Xierlai +a))zi, 2 e bjyj)

Zie] ZjeJ(ai + aé)bjfo(xi, yj)

>ier 2jes(aibsfo(wi,y;) + aibj fo(xi, yj))

= Zie] ZjeJ aibjfo(l’i, yj) + Ziel ZjeJ aébjfo(ﬂ% yj)
f (Ziél 4iTis D ey bjyj) +f (Zie[ Wiy ) e g bjyj>
fv,w) + f(v',w)

es decir, f(v+ v, w) = f(v,w) + f(V',w).
2) (Aditividad respecto al segundo argumento):

f(v7w+w/) = f Zie[ aixi’z_jej bjyj +ZjEJ b;y])
= [ 2ier@i®i, > jes(b5 + b})%‘)
= Yier 2jey @i(bj +b5) folzi, yj)
= Yier 2jes(aibjfo(xi, y;) + aib; fo(zi, yj))
= ZiGI ZjGJaibij(xivyj) + Zie[ Eje] aib;fO(Iia yj)
= f (Ziel AT, ZjeJ bjyj) +f (Zie[ a; %, ZjeJ b;-yj)
= f(v,w)+ f(v,w')

es decir, f(v,w +w') = f(v,w) + f(v,w’).
3) (Homogeneidad en ambos argumentos): Por un lado,

flev,w) = fleXier @i X e, bjyj)
= F(Sierlcazi e bvs)
= Yier 2jes(cai)bfo(zi,y;)
= Dier ZjeJC(aibij(xivyj))
= CZiEI ZjeJ aibjfo(fivyj)
= cf (Zie] a’imiquGJ bjyj)
= cf(v,w)
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es decir, f(cv,w) = c¢f(v,w). Por otro lado, tenemos que

flv,ew) = f Zielaixi’CZjEijyj)
= (Cier aimi ey (ebi)us)
= ZiGIZje.]ai(ij)fO(xi7yj)
= Zie[Zje.]c(aibjfo(‘ri’yj))
= ¢ Xier 2jes ibjfo(xi,y;)
= cf (Eie] Wi, e bj%‘)
= cf(v,w)

es decir, f(v,cw) = c¢f(v,w). Por lo tanto, f(cv,w) = f(v,cw) = cf(v,w).

De lo anterior, hemos probado que la funcién f que definimos es una funcién bilineal. Es claro que
para cada i € I, j € J, se tiene que f(x;,y;) = fo(xi,y;), por lo que fizxy = fo.

Finalmente, vamos a demostrar la unicidad. Supongamos que existe una funcién bilineal g : V' X
W — Z, tal que gjgxy = fo. Debemos mostrar que g = f, para eso tomemos v € V,w € W, como
By 7y son bases de V' y W, repectivamente, v = Ziel a;xi, W = Zje.] bjy;, con z; € B, y; € 7,
ai,b; € F todos cero salvo una cantidad finita. Entonces se cumplen las siguientes igualdades:

g(v,w) = Q<Z¢61aizi,2jerjyj)
= Dleraif (wivzjerjyj>
= i1 2jes @ibjg(zi,y;)
= Dier Zje] aibj fo(zi,y;)
= f (Zie[ aixhzg‘ejbjyj)
= flv,w)

es decir, g(v,w) = f(v,w), lo cual sucece para cada v € V y w € W. Por lo tanto, g = f. O

A diferencia de la Propiedad universal de las bases para transformaciones lineales, en el caso de
las funciones bilineales, es méas préactico definir directamente la funcién bilineal en todo el espacio
vectorial que definir primero una funcién en el producto cartesiano de las bases y luego extenderla
a una bilineal.

En el siguiente teorema vamos a mostrar que el espacio de las funciones bilineales es posible
reducirlo isomorficamente a un espacio de transformaciones lineales.

Teorema 3.2.2. Sea I’ un campo, V,W,Z € Vecp. Entonces,
Bil(V x W, Z) 2 Hom(V, Hom(W, Z)).

Demostracion. En esta ocasion, haremos la demostracién proponiendo dos transformaciones linea-
les, una de Bil(VxW,Y) en Hom(V, Hom(W,Y)) y otrade Hom(V, Hom(W,Y)) en Bil(VxW,Y')
y mostrando que una es inversa de la otra, pues en tal caso ambas son isomorfismos y basta consi-
derar cualquiera de ellas para mostrar lo deseado, pues recordemos que la relaciéon de isomorfismo
es de equivalencia en Vecp.

Definamos primero la funcién

¢: Bil(VxW,Z) — Hom(V,Hom(W,Z))

f = o(f)
donde ¢(f) se define como
of): V = Hom(W,2)
v o))
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y a su vez, ¢(f)(v) se define por
o)y W = Z

w —  flo,w)
Tomemos f € Bil(V x W, Z) y v € V. Para cada ¢ € F,w,w’ € W, tenemos que

()W) (w+cw') =

v w) +cf(v,w')
() (w) + co () () ()
(v

es decir, ¢(f)(v)(w+ cw’) = f(v,w+ cw’) = ¢(f)(v)(w) + cp(f)(v)(w'), de donde se concluye que
o(f)(w) € Hom(W, Z). Ahora, tomando ¢ € F,v,v’ € V, tenemos que para cada w € W,

SN+ e )w) = f(o+ e w)
= J(v,w) +cf (v, w)
= G W)w) + cd(£)() (w)

es decir, ¢(f)(v+cv)(w) = ¢(f)(v)(w) +ed(f)(v')(w). Como esto ultimo ocurre para cada w € W,
tenemos que ¢(f)(v) + cod(f)(v'), lo cual implica que ¢(f) € Hom(V, Hom(W, Z)). As{ las cosas,
hemos mostrado que ¢ estd bien definida. Ahora, vamos a ver que es lineal, para esto tomemos
c€F, f,g € Bil(V xW,Z), entonces para cada v € V' y w € W, tenemos lo siguiente:

o(f +eg)w)(w) = (f+cg)(v,w)
= f(U, w) + cg(v,w)

= ¢(f)w)(w) + c(g)(v)(w)

es decir, ¢(f + cg)(v)(w) = o(f)(v)(w) + cp(g)(v)(w), lo cual ocurre para cada v € V.y w € W.
En consecuencia, tenemos que ¢(f + cg) = ¢(f) + co(g). Por lo tanto, ¢ : Bil(V x W, Z) —
Hom(V, Hom(W, Z)) es una transformacién lineal.

Ahora, propongamos la funcién

f
= ¢

¢: Hom(V,Hom(W,Z)) — Bil(V xW,Z)
T = ¥(T)

donde (T se define por
Y(T): VW — Z
(v,w) — T()(w).
Vamos a ver primero que 1) estd bien definida, tomemos para eso T' € Hom(V, Hom(W, Z)). Vamos
a ver que efectivamente ¢ (T') € Bil(V x W, Z), consideremos ¢ € F, v,v' € V, w,w’ € W, luego:

1) (Aditividad respecto al primer argumento):

P (v + 0" w) = T(v+v)(w)
= T()(w)+T(")(w)
= (D) (v, w) +P(T) (v, w)

es decir, Y(T)(v+ v, w) = Y(T)(v,w) + Y(T)(v', w).
2) (Aditividad respecto al segundo argumento):

P(T)(v,w+w') = T (w+w)

= T(v)(w)+T(v)(w)
(T

)

)(v,w) + (1) (v, w')
es decir, Y(T) (v, w +w') = Y(T)(v,w) + Y(T)(v,w").

116



Funtores Hom y Tensor en espacios vectoriales
3.2 Tensor

3) (Homogeneidad en ambos argumentos): Para el primer argumento, tenemos que

T(cv)(w)
= T w)
= ap(T)(v,w)

es decir, ¥(T)(cv,w) = ep(T) (v, w). Ahora, para el segundo argumento, se tiene que

(T (cv, w)

P(T) (v, cw) = T(v)(cw

!
<
53
=
g

es decir, Y(T)(v,cw) = cp(T)(v,w). Por lo tanto, ¥(T)(cv,w) = P(T)(v,cw) =
ep(T) (v, w).

Asi las cosas, hemos mostrado que ¥(T) € Bil(V x W, Z) y consecuentemente, nuestra funcién
estd bien definida.

Vamos a mostrar ahora que 1 es lineal, para eso tomemos ¢ € F, T, S € Hom(V, Hom(W, Z)).
Luego, para cada v € V, w € W, tenemos lo siguiente:

P(T+cS)(v,w) = (T+cS)(v)(w)
= T(v)(w) + S(v)(w)
= »(T)(v,w) + e(T) (v, w)

es decir, V(T + ¢S)(v,w) = Y(T)(v,w) + cp(T)(v,w), esto para cada v € V y w € W,
de donde concluimos que (T + ¢S) = (T) + cp(S). De esta manera hemos probado que
v : Hom(V,Hom(W, Z)) — Bil(V x W, Z) es una transformacién lineal.

Finalmente, vamos a mostrar que las transformaciones lineales propuestas anteriormente son inver-
sas entre si. Veamos primero que ¢ = idpg;i(v xw,z). Para hacerlo, tomemos f € Bil(V x W, Z),
tomando v € V, w € W y evaluando ¢¢(f) en (v, w), obtenemos lo siguiente:

(W) (fN)(v,w) = ((e(f))) (v, w)
= ¢(f)(v)(w)
= f(’Ua w)

es decir, ((v¢)(f))(v,w) = f(v,w), lo cual ocurre para cada v € V. y w € W, lo que nos per-
mite concluir que (¢¥¢)(f) = f7 esto sucede para cada f € Bil(V x W, Z), por consiguiente
Yo =idpavxw,z)-

Ahora, vamos a mostrar que ¢¥ = idgom(v,Hom(W,z)), Para hacerlo tomemos T €
Hom(V, Hom(W, Z)). Luego, para cada v € V, w € W, se satisface lo siguiente:

((@)(T)(v)(w) = (¢(¥(T)))(v)(w)
= dJET))((v»)w)

es decir, ((py)(T))(v)(w) = T(v)(w), para cada v € V y w € W. Asf las cosas, tenemos que
(¢)(T) = T, en consecuencia, v = id g om (v, Hom(W,2))-

De lo anterior, tenemos que ¢ : Bil(V x W,Z) — Hom(V, Hom(W, Z)) es isomorfismo y por
consiguiente, Bil(V x W, Z) =2 Hom(V, Hom(W, Z)), que era lo que desedbamos. O

El teorema anterior se puede decir que es un predmbulo al teorema que serd a nuestra opinion,
el teorema principal de esta tesis, el cual se refiere a la adjuncién entre el funtor Hom y el funtor
Tensor, sin embargo, para proceder a enunciar y demostrar tal teorema, primero necesitamos
exponer la teorfa correspondiente al producto tensorial.
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3.2.2.

Producto tensorial

Antes de proceder a dar la definicién de producto tensorial, vamos a ver que a la coleccién de
funciones bilineales que tienen como dominio al producto cartesiano de dos espacios vectoriales
sobre el mismo campo, le podemos dar una estructura categorica.

Tomemos F' un campo, V, W € Vecp dos objetos fijos. Podemos construir una nueva categoria, la
cual denotaremos por Bil(V x W)g y estd descrita de la siguiente manera:

)

2)

3)

La clase de objetos esta dada por

Obj(Bil(V x W)p) = {f € Bil(V x W, Z) | Z € Obj(Vecp)} .

Para cada f,g € Obj(Bil(V x W)g), tenemos que f € Bil(VxW,Y)y g € Bil(V xW,Y),
para algunos Y, Z € Obj(Vecp). Entonces definimos a las flechas como

Bil(V x W)r(f,9) ={T € Hom(Y,Z) | Tf = g} .

Usando diagramas, podemos decir que T' € Bil(V x W)gr(f, g), si y solo si, el diagrama

VWL sz
i /
Y
es conmutativo.

Para cada f,g,h € Obj(Bil(V x W)g), consideramos la operacién

o: Bil(V x W)r(f,q) x Bil(V x W)p(g,h) — Bil(V x W)p(f, h)
(T,95) — SoT =S8T

como la composicién usual de funciones.

Vamos a ver que estos elementos satisfacen los axiomas que debe cumplir una categoria.(Ver
Apéndice B).

2)

b)

Es claro que para cada f, g, h, k € Obj(Bil(V x W)g), se cumple que Bil(V x W)gr(f,g) =
Bil(V x W)g(h,k), siy solosi, f=hyg=k.

Es suficiente mostrar que la operacidon propuesta estd bien definida, pues ya sabemos que
la composicién de funciones es asociativa, en particular la composicién de transformaciones
lineales.

Sean f,g,h € Obj(Bil(V x W)g), luego, f € Bil(V x W,X), g € Bil(VxW,)Y)y h €
Bil(V x W, Z), para algunos X, Y, Z € Obj(Vecr). Ahora tomemos T' € Bil(V x W) g(f, g)
y S € Bil(V x W)p(g,h). Entonces T € Hom(X,Y), S € Hom(Y,Z) y son tales que
Tf =gy Sg = h. Luego, por propiedades de las transformaciones lineales, tenemos que
ST € Hom(X,Z) y cumple que (ST)f = S(Tf) = Sg = h, en consecuencia, ST €
Bil(V x W)gr(f, h). De esta manera se muestra que la composicién propuesta es correcta.

Sea f € Obj(Bil(V x W)p. Luego f € Bil(V x W, X), para algin X € Obj(Vecr). Es claro
que idx € Hom(X,X) y es tal que idx f = f, en consecuencia idx € Bil(V x W)g(f, f).
Ahora, es claro que si g € Obj(Bil(V x W)p), T € Bil(V x W)gr(f,g9) y S € Hom(g, f),
entonces idxS =Sy Tidx =T.

Con lo anterior, hemos construido la categoria Bil(V x W)g, cuyos objetos los las funciones
bilineales con dominio V' x W y cuyas flechas son las descritas anteriormente.
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Construccién del producto tensorial

Recordemos que cuando existe el objeto inicial en una categoria, es tnico salvo isomorfismo (ver
Apéndice B). Esto nos motiva a definir el producto tensorial de dos espacios vectoriales utilizando
la categoria construida anteriormente.

Definicién 3.2.2 (Producto tensorial). Sea F' un campo, V,W € Obj(Vecr). El par (Y, h) , donde
Y € Obj(Vecr) y h € Bil(V x W,Y), es el producto tensorial de V con W, si h es el objeto
inicial en la categoria Bil(V x W) g, es decir, para cada g € Obj(Bil(V x W)p), existe una inica
T € Bil(V x W)g(h,g). Explicitamente, (Y, h) es el producto tensorial de V' con W, si para cada
Z € Obj(Vecr) y g € Bil(V x W, Z), existe una unica transformacidn lineal T € Hom(Y, Z), que
hace conmutativo el diagrama

Vxw-2L oz
h /
T
Y

es decir, Th = g. Esta ultima propiedad también se conoce como la Propiedad universal del producto
tensorial.

Notacién 3.2.1. Si F es un campo, V,W € Obj(Vecr) y (Y,h) es el producto tensorial de V' con
W, dado que este elemento es tinico salvo isomorfismo, lo denotaremos por (V @ W, h). Mds ain,
en lo sucesivo para referirnos al producto tensorial de V' con W, escribiremos simplemente V QW ,
omitiendo la funcion bilineal asociada h: V x W — V @ W, siempre que no se requiera.

Observacién 3.2.1. Notemos que si F' es un campo, V,W € Obj(Vecr), como consecuencia de
la definicion de producto tensorial, se tiene que V @ W € Vecp.

El hecho de que el producto tensorial es tinico salvo isomorfismo, nos permite concluir que la
construccién que se realice del mismo es valida, pues cualquier otra es algebraicamente equivalente
y posiblemente solo cambie la representacién. Lo que queremos hacer es lo siguiente: dado un
campo F', queremos inducir un funtor

__®_:Vecr x Vecr — Vecr

donde Vecr x Vecr es la categoria producto de Vecy consigo misma. Dicho funtor debemos poder
definirlo en objetos y en morfismos.

Para poder realizar lo planteado, primero necesitamos ver que dados dos espacios vectoriales sobre
un campo dado, siempre existe su producto tensorial, lo cual se expone en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.3 (Existencia del producto tensorial). Sea F' un campo, V,W € Obj(Vecr). En-
tonces, existe V@ W.

Demostracion. Dado que V' y W son espacios vectoriales sobre F, tenemos que V x W # (. Al
ser V x W un conjunto no vacfo, sabemos que F(Y*W) € Obj(Vecr) y tiene base de cardinalidad
|V x W|. Siendo més explicitos, consideremos la funcién

§5: VxW = FVxW)
(v,w) = (v, W) = Oy

donde para cada (v,w) € V x W,

Opw : VxW
(v, w)

(v, w) # (v, w')

111
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Recordemos que por las propiedades respecto a las bases, expuestas en el Capitulo 1, g =
{000} (v,wyevxw € FV>W) es una base de F(V*W)_ Consideremos X C F(V*W) dado por

X = {5v+v’,w - 5v,w - 6v’,w75v,w+w’ - 6v,w - 6v,w’7 6cv,w - C(Sv,wa(s'u,cw - Cév,w | v, U/ € ‘/7 wawl € VV7 ceE F} .

Luego, tenemos que U = (X) < FVXW) “en consecuencia, podemos formar el espacio cociente
FVxW) /U. Con las consideraciones anteriores, tenemos el diagrama

V x W —2s pVXW) T p(VXW) /7

donde
T F(V><W) - F(VXW)/U
f — f+U

es el epimorfismo natural. De lo anterior, podemos considerar la funcién

g=70: VxW — FVxW)y
(v,w) = Oy +U.

Veamos que g es una funcién bilineal, para hacerlo tomemos v,v’ € V, w,w’ € W, ¢ € F y veamos
que se satisface la bilinealidad:

1) (Aditividad respecto al primer argumento):

gv+v,w) = Oyt t+U

(Ovtvrw+U)+ (04 0)
( vt w + U) ((*61),11) - 61/,11) + 51),11) + 61;’,11)) + U)

= (( vtvw T 61},11) - 5v’,w) + U) + ((5v,w + 51/,11)) + U)
(
(

0+U) ((5vw+§v/,w)+U)
vw+6v w)+U

(0,0 +U) + (0vrw +U)

= g(v,w)+g(v',w)

es decir, g(v +v',w) = g(v,w) + g(v', w).
2) (Aditividad respecto al segundo argumento):

g(v,w +w') Oy wtw +U
= (6vw+w/+U) (0+U)
= (vw+w’+U) (( 5vw_5vw’+5vw+5vw/) U)
= ((6 vawtw — Ovw = Oyw) + U)+ (( vw+5v,w) U)
= 0+ U) + (O + ) +U)

(vw+51)w’)+U
( U’LU+U) (61),10’ +U)
= g(v,w) +g(v,w’)

es decir, g(v,w +w') = g(v,w) + g(v,w").

3) (Homogeneidad en ambos argumentos): Por un lado,

glev,w) = Oepw+U
= (0 cow +U) + (6 +U)
= ( cv,w + U) ((_C(S’U,w + C(slhw) + U)
= (( cv,w C6U,w) + U) + (C(S'u,w + U)
= (04+U)+ (cby+U)
= cpuw+U
= ¢(dpw+U)
= cg(v,w)
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es decir, g(cv,w) = cg(v,w). Por otro lado,

glv,cw) = dpew+U

= (6v,cw+U)+(6+U>

= (Ov,ew +U) + ((—COpu + €Op) + U)
= ((5v,cw - CC;U,U)) + U) + (Cav,w + U)
= (04+U)+ (cbyw+U)

= cyuw+U

= ¢(0pw+U)

= c¢g(v,w)

es decir, g(v, cw) = cg(v,w). De lo anterior, se tiene que g(cv, w) = g(v, cw) = cg(v, w).

Asf las cosas, hemos probado que g : V. x W — F(V*W) /U es una funcién bilineal. Entonces,

nosotros proponemos (V @ W, h) = (F(V*W) /U, g). Para establecer que lo anterior es cierto, debe-
mos probar que (F(V*W) /U, g) satisface la Propiedad universal del producto tensorial. Tomemos
Z € Obj(Vecr)y f € Bil(VxW, Z). Se debe probar que existe una tinica T € Hom(F>*W) /U, Z)
que hace que el diagrama

VoW —L

7
J/ -
g e
-
_ T

F(VxW)/

VA

sea conmutativo, es decir, T'g = f. Entonces, nuestro objetivo es construir la transformacion lineal
T : FVXW) /U — Z que cumpla la propiedad deseada. Considerando las funciones f y ¢, tenemos
el diagrama

VW2 oz

|

F(VXW)

de modo que si aplicamos la Propiedad universal de las bases, existe una tnica S €
Hom(FY>*W) 7), que hace conmutativo el diagrama

Vvxw-Ll sz

| A

F(V><W)

es decir, S0 = f. Notemos que para cada (v,w) € V x W, se tiene que S(dy,w) = (S9)(v,w) =
F(v.w). -

Ahora, nuestro objetivo es obtener una tranformacién lineal S : F(V*W) /U --s Z, lo que nos
hace pensar en aplicar el Teorema de Emmy Noether, para poder hacerlo, debemos mostrar que
U < Ker(S), pero dado que U es un espacio definido por generadores, es suficiente mostrar que
cada uno de los mismos pertenece a Ker(S), lo cual hacemos a continuacién:

a) Para §ytv/ w — Oy w — Opr w, cOn v,v" € V,w € W, tenemos lo siguiente:

S(5v+v’,w - 5v,w - 5v’,w) = S(5v+v’,w) - S((sv,w) - S(év’,w)
= (S0)(v+v,w)— (90)(v,w) — (S (v, w)
= g(v—l—v',w)—f(uw)—f(v',w)

es decir, S(6y4v/,w — Ov,w — Ou,w) = 0, lo que implica que 6,44 — Ovw — Our 0w € Ker(S),
para cada v,v' € V,w € W.
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b) Para 6y wiw — Opw — Ovw, donde v € Vyw,w’ € W, se tiene que:

S(av,w+w’ - 5v,w - 61),10’) = S((Sv,erw’) - S((S'u,w) - S((Sv,w )
= (S0)(v,w+w') — (56)(v,w) — (S§)(v,w")
= g(v,w+w’)—f(v,w)—fv,w’)

’

es decir, S(dy wtw — Ov,w — Ou.w) = 0, lo que muestra que §y 1yt — Oy — Op.u € Ker(S),
esto sucede para cada v € V,w,w’ € W.

c) Para 0cp . — ¢y, conv € V,w € W,c € F, se cumple lo siguiente:

S((ch,w - Cd@,w) = S(6c1),u1) - S(C(Sv,w)
S(0cv,w) — €S (0p,w)
— (55 (emw) — e(S8)(v,w)
(J)‘(cv,w) —cf(v,w)

es decir, S(d¢y,uw — €0y,w) = 0. Lo anterior exhibe que 0cyw — €0y € Ker(S), esto ocurre
para cadav € V,w € W,ce F.

d) Para 0y ¢y — €Oy, con v € V,w € W,c € F, se tiene que:

S(§v,cw - 06’0,1()) = S(év,cw) - S(C(S'u,w)
S(0y,cw) — €S (0p,0)
= (89)(v,cw) — ¢(S0) (v, w)
(];(v,cw) —cf(v,w)

es decir, S(dy,c0 — €Oy.w) = 0, lo que implica que §y ¢y — €Oy, € Ker(S), lo cual ocurre
paracadav € V,w € W,ce F.

De lo anterior, hemos visto que todos los generadores de U pertenecen a Ker(S) y consecuen-
temente, se concluye que U < K er(S). Por el Teorema de Emmy Noether, existe una unica
S € Hom(F(Y>*W) /U, Z), que hace conmutativo el diagrama

Fvxw) S o
| 4
F(VXW)/U

es decir, S7 = S, donde 7 : F(VXW) — FP(VXW) /] es el epimorfismo natural. Hagamos T = S y
mostremos que el diagrama

Vw2

| 7

F(VXW)/U

es conmutativo, es decir, mostremos que Tg = f. En efecto, por la manera en que tenemos definidas
nuestras funciones, tenemos las siguientes igualdades:

Tg =

|
wn
(e
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es decir, T'g = f, lo cual desedbamos.
Finalmente, vamos a mostrar la unicidad de la transformacion lineal T', para eso, supongamos que
existe L € Hom(F(Y>*W) /U, Z), que hace conmutativo el diagrama

Vxw L

|

F(VXW)/U

Z

O

es decir, Lg = f. Debemos demostrar que L = T. Notemos que como Lg = f, Tg= fy g = w0,
por un lado, tenemos que B
Tg = S(no

Il
- W0
95
e

S —

es decir, T'g = f. Por otro lado, se cumple que

(Lm)d = L(wd)

es decir, (L7)d = f. En consecuencia, tenemos que los diagramas

Vw2l sz

)~
S

F(VXW)

F(V><W)

son conmutativos. Aplicando la Propiedad universal de las bases, se tiene que Lm = S, pero 7 es
epimorfismo, en particular, 7 es una funcién suprayectiva, asi que es cancelable por la derecha, en
consecuencia, L = S, o sea, L = T, lo cual queriamos probar.

Notacién 3.2.2. A partir de este momento, si F' es un campo, V,W € Vecr y (V @ W,h) es
el producto tensorial de V- con W, para cada v € V, w € W, al elemento h(v,w) € V@ W, se
denotard por v @ w, es decir, h(v,w) = v @ w. Leeremos v @ w como “v tensor w” ¢ “v tensado
con w”.

Observacién 3.2.2. Si F es un campo, V,W € Vecr y (V ® W,h) es el producto tensorial de
V' con W, como una consecuencia inmediata de la definicion de producto tensorial, se siguen las
siguientes propiedades, para cada v,v' € V,w,w' € W yc € F:

1) w4+v)Qu=vw+v @w.
2) v w+w)=vuwt+vuw.

3) c(v@w)=(cv) @w =1 (cw).
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4) v® 0w = Oygw = Oy @ w, esto porque h es una funcidn bilineal y en consecuencia, es
lineal en ambos argumentos.

Otra consecuencia importante de la construccion que presentamos del producto tensorial es que
six € VW, entonces x = Zjech(vj ® wj), para algin conjunto finito J, ¢; € F, v; € V,
w; € W, para cada j € J, pues recordemos que V @ W estd generado por V. x W. Notemos que
esta representacion no es unica, pues por ejemplo

0 = vw+vw)—vew—veW
0 = +V)@uw—vew—v w
0 = c(vew) — () uw=clvrw)—1v& (cw) = (cv) W — v (cw)

para cualesquiera ¢ € F, v,v' € V, w,w' € W que se elijan. De lo anterior concluimos que si
Z € Obj(Vecr), no es correcto querer definir una transformacion lineal T : V@ W — Z en los
generadores v @w, pues un vector en VW puede tener varias representaciones en dichos genera-
dores y por lo tanto la transformacion lineal puede tener varios valores en Z, lo cual claramente no
es valido, simplemente por la definicion de funcion. Si quisieramos definir directamente tal trans-
formacién lineal, necesitariamos primero mostrar que T(U) = {0}, donde U < FV*W) es como
en la demostracion del Teorema 3.2.3, para asi convencernos de que estd bien definida, pero esto
dificultaria el trabajo de una manera considerable. Entonces, la manera mds “sencilla” de definir
una transformacion lineal T : V QW — Z, es definir primero una funcion bilineal f : V xW — Z
y a ésta, aplicarle la Propiedad universal del producto tensorial. Este es el camino que nosotros
utiizaremos siempre que requieramos la construccion de tal transformacion lineal. Una vez que
se den a conocer mds propiedades del producto tensorial, trataremos de encontrar una base para
VeoWw.

Con lo que hemos hecho hasta el momento, hemos probado que siempre existe el producto
tensorial de cualesquiera dos espacios vectoriales sobre un campo dado. Para tener definido com-
pletamente nuestro funtor __®__, necesitamos construir el producto tensorial para transformaciones
lineales, lo cual se presenta en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.4. Sea F un campo, V, V! W, W' € Obj(Vecp), T € Hom(V,W) y S €
Hom(V',W'). Entonces, existe una tnica transformacion lineal T® S : VoW — V' @ W/,
tal que (T ® S)(v@w) =T(v) ® T(w), para cadav €V, w € W.

Demostracion. Por el Teorema 3.2.3, VW € Obj(Vecr) y V' @W’ € Obj(Vecr). Ademds, para
cada v € V,w € W, se tiene que T'(v) € V' y S(w) € W', por consiguiente, T(v) T (w) € V' W',
Definamos la funcién
f: VW — Ve w’
(vyw) = T(v)®T(w).
Veamos que f es una funcién bilineal, para eso tomemos v,v’ € V,w,w’ € W, ¢ € F' y apliquemos
las propedades de la Observacion 3.2.2, para mostrar la bilinealidad de f:

1) (Aditividad respecto al primer argumento):

flo+v,w) = T(v—!—v) T(w)

= (T(v) +T(v") @ T(w)

= T)eT(w) +T() @ T(w)
flv,w) + f(v', w)

es decir, f(v+v,w) = f(v,w) + f(V',w).

2) (Aditividad respecto al segundo argumento):

flo,w+w) = TwWT(w+w')
= T(v)® (T(w)+T(w))
= T(o) ® T(w) + T(v) ® T(w')
= flo,w) + f(v,w')
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es decir, f(v,w+w') = f(v,w) + f(v,w").

3) (Homogeneidad en ambos argumentos): Por un lado, tenemos que

flevw) = T(ev) @ T(w)
— (I(v)) ® T(w)
= (T (v) & T(w))
— ofl,

es decir, f(cv,w) = cf(v,w). Por otro lado, se satisface que

) ®
w)

flo,ew) = T(
= T(v)® (cT'(w))
= C({(U) <§9 T (w))

es decir, f(v,cw) = c¢f (v, w). Juntando las igualdades probadas anteriormente, tenemos que
f(ev,w) = f(v,cw) = cf (v,w), con lo cual se tiene los deseado.

Asi las cosas, hemos probado que f : V x W — V' ® W’ es una funcién bilineal, por Propiedad
universal del producto tensorial, existe una tnica tranformacién lineal, T® S : VW — V' @ W',
que hace conmutativo el diagrama

VxW—eview

h
l T®S

Veow

es decir, (T® S)h = f,donde h: V x W — V @ W es la funcién bilineal asociada a V @ W. Asi,
para cada v € V, w € W, se tiene que

TS vew) = (T’S) (h(v,w))
= (T @9)h)(v,w)
= f(v,w)
= Tw) @ T(w)
es decir, (T'® S)(v®@w) =T (v) ® T(w), que era lo que se buscaba. O

Con lo que hemos hecho hasta el momento, dado un campo F', podemos definir la asignacion
_®_: Vecrp xVecr — Vecr

en objetos como

_®_: Obj(Vecp) x Obj(Vecrp) — Obj(Vecr)
(V,W) — VoW

Con respecto a los morfismos, vale la pena recordar que por los resultados expuestos en Capitulo 2,
respecto al producto directo de espacios vectoriales, si V, V', W, W' € Obj(Vecr), T € Hom(V, V'),
S € Hom(W,W'), el producto de T con S, denotado por T' x S, es la tnica transformacién lineal,
definida por
TxS: VxW — V' x W’
(v,w) = (T(v),S(w)).

También, recordemos que como estamos en la categoria producto Vecr x Vecp (ver
Ejemplo B.1.6 del Apéndice B), para cada (V,W),(V',W') € Obj(Vecr x Vecp), se
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tiene que Hom((V,W), (V! W’')) = Hom(V,V') x Hom(W,W'’). Mé4s ailn, para cada
(V, W), (VW) (V" W") € Obj(Vecr x Vecr), se tiene que si (T,5) € Hom((V,W),(V',W"))
y (T",8") € Hom((V',W"),(V",W")), entonces, (77,5 )(T,S) = (T'T,S’S). Usando estos argu-
mentos, vamos a mostrar que el funtor __ ® __: Vecg X Vecrp — Vecy es covariante, para eso se
requerird el siguiente lema.

Lema 3.2.1. Sea F un campo, V,V' V' W, W' W" € Obj(Vecr), T € Hom(V,V'),T' €
Hom((V',V'"),S € Hom(W,W') y 8" € Hom(W',W"). Entonces,

(TS T®S)=TT®S'S.

Demostracion. Consideremos h : VX W - VW, A : V' xW V' W' yh" : V' xW" —
V" @ W' las funciones bilineales asociadas a V@ W, V' @ W' y V" @ W”, respectivamente. De
acuerdo a lo comentado antes de enunciar este lema y al Teorema 3.2.4, tenemos el diagrama
conmutativo

VxW—"vew I

s \ |es

VixW o view!

’ /\L \ \L ’
T'x8 T'®S

V" x W n" V" QW

donde f y f’ son funciones bilineales, definidas por

f: VxWwW — Vix W'
(v,w) = T(v)®S(w)

o Vixw — V" x W
W, w') — T'()®S W)

respectivamente. Por otro lado, dado que T'T € Hom/(V, V") y S'S € Hom(W,W"), de la demos-
tracién del Teorema 3.2.4, tenemos que para la funcién bilineal

e VW V" oW
(v,w) = (T'T)(v) @ (') (w)

existe una unica transformacién lineal, (T'T) ® (5'S) : V@ W — V@ W” | que hace conmutativo
el diagrama

VxW e yrewr

hl /@7(5&9)

VeWw

es decir, (T'T) ® (5'S))h = f”. Veamos que el diagrama

VW v oW

h
l /@T@S)

VeWw
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es conmutativo, en efecto, de acuerdo a la informacién que nos proporciona el diagrama (I), tenemos
lo siguiente:
(T ST eS)h = (T'eS)(T®S)h)
(T’ ® S f
(T" @ S")(W(T x 5))
( )h
)

(T'® SYR)(T x S)
f'(TxS
(W'(T" x ST x S)
= h'(T' x ST xS)
es decir, (T"®5")(T®S))h = h"’'(T' x S")(T x S). Tomando (v, w) € V x W cualquiera y evaluando
en la ultima igualdad, se tiene que

(T"© )T @ S)Hh)(v,w) =

//(T/ % Sl)
(T x S)
)
)

//(T/ X Sl
(1" x §'
(T'(T'(v)), S'(
(T(T(v))) ® (5
(T'T)(v) ® (S'S
= f'(v,w)

es decir, (T" ® ') (T ® S)h)(v,w) = f"(v,w), lo cual ocurre para cada v € V, w € W. Asf las
cosas, hemos mostrado que los diagramas

(
(T
(T
(

/
/

(h
(h
(
h/
hl

VWL yrewr
|
T'T)®(S'S)
Vew

VxW e yvrewr

h
l /@T@S)

VeWw

son conmutativos, pero por la Propiedad universal del producto tensorial, se cumple que (77 ®
SYNT ®S)=(T'"T) ® (5'S), lo cual querfamos demostrar. O

Ahora si, estamos en condiciones de definir el funtor covariante que mencionamos anteriormente,
eso lo estableceremos en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.5. Sea F' un campo. Entonces la asignacion
_ ®__: Vecr x Vecp — Vecp
definida en objetos como

_®_: Obj(Vecrp) x Obj(Vecp) — Obj(Vecr)
(V,W) = VeWw

y en morfismos como

_®_: Hom((V,W),(V/,W')) — Hom(VeV' WeW)
(T, S) > T®S

para cada (V, W), (V',W') € Obj( Vecr x Vecr), es un funtor covariante.
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Demostracion. Por los Teoremas 3.2.3 y 3.2.4, la asignacion esta bien definida tanto en objetos
como en morfismos. Solo nos falta ver que es covariante, lo cual hacemos a continuacién:

1) Sean  (V, W), (V/,W"), (V" W") € Obj(Vecrp) 'y sean (T,95) €
Hom((V,W),(V!,W"),(T",S") € Hom((V',W'),(V",W")). De acuerdo al Lema
3.2.1, tenemos lo siguiente:

@ _((T",8')(T,S)) = _®_((I'T,S'S))
— (T'T)® (S'S)

(T'® S') T ® S)

- _® (T8 _®_(T,8)

es decir, @ _((T",58)(T,9))=_o_(I',5)_o _(T,95).

2) Sea (V,W) € Obj(Vecr x Vecr), luego idy,wy = (idy,idw) € Hom((V,W),(V,W)). Por
definicién de nuestra asignacién, — ® _(id(y,w)) = —® _((idy,idw)) = idy @ idy . Por el
Teorema 3.2.4, es claro que idy ® idy € Hom(V @ W,V ® W). Si tomamos un generador
cualquiera v ® w de V ® W, se tiene que

(idv ® ldw)(’l} & ’lU) = idv (’U) ® ldW (w)
= vQuw
= idV®W(U X ’LU)

es decir, (idy ® idw)(v ® w) = idygw (v ® w). De esta manera queda establecido que
— ® _(idyy,w)) = idyew, lo que desedbamos.

O

Observacion 3.2.3. Si F' es un campo, el funtor _® __: Vecp X Vecp — Vecp en general no es
aditivo, pues si (V,W), (V' ,W') € Obj(Vecr x Vecr), (T,S),(T',S") € Hom((V,W),(V',W")),
para cualquier generador v @ w de V@ W, se tiene lo siguiente:

(T+TH S+ vew) = T+T)0)(S+95)(w)

(T'(v) + T'(v)) © (S(w) + 5" (w))

= T(v) ®(S(w) + 5" (w)) +T"(v) @ (S(w) + 5" (w))

T(v) ® S(w) +T(v) ® 5 (w) +T'(v) ® S(w) +T'(v) © 5 (v)

)+
es decir, (T+T)(S+5)(vew) =Tw)@S(w)+T(v)®5 (w)+T'(v) @S (w)+T'(v) ® S (v).
Esto dltimo nos indica que (T +T") @ (S+ 9)(v@ w) = T(v) @ S(w) + T'(v) ® S"(w) ocurre
cuando T(v) ® S'(w) = T'(v) ® S(w) = 0, lo cual es claro que no siempre se cumple.

Antes de continuar exponiendo resultados acerca del producto tensorial, vamos a dar unos
ejemplos donde podemos aplicar la teoria que hemos presentado hasta el momento.

Ejemplo 3.2.5. Sean F un campo, V,W € Obj(Vecr). Tomemos ¢ € V* = Hom(V,F) y
e W* = Hom(W, F). Es claro que

f: VxW — F
(v,w) = o) (w)

es una funcion bilineal. Por la Propiedad universal del producto tensorial, existe una unica trans-
formacion lineal, T : V@ W — F, que hace conmutativo el diagrama

VWLl F

| A

Veow
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es decir, Th = f, donde h : VxW — VW es la funcidn bilineal asociada a V@ W . Notemos que
situ € VW, entonces u = Zje.] ¢j(vj ® wj), para algin conjunto finito J. Entonces, tenemos
que

T = T(Z;es0ew))
> et 6T (v; ® wy)
> e GT(h(vj x wy))
2 jes ¢iTh(v; X wj)
> et i f(v; xwy)

= ZjeJ Cj(b(vj)w(wj)

es decir, T(u) = >, ;cjd(vj)P(w;). Observemos que T € (V @ W)* = Hom(V ® W, F). En
palabras, a partir de dos funcionales, uno en V* y otro en W*, construimos un funcional en
(VeoWw)*.

Ejemplo 3.2.6. Sea F' un campo y sean m,n,p,q € N\ {0}. Es fdcil ver que la funcion

g1 Mupsn(F) X Mpyo(F)  — Mipxng(F)
anB -+ a,B

(4,B) = :
am1B - amnB

es bilineal, en consecuencia, existe una unica transformacion lineal, T : My, xn(F) @ Mpxq(F) —
Mipxng(F), que hace conmutativo el diagrama

Mo sn(F) X Mypso(F) = Mppsing(F)

|

men(F) ®M;D><Q(F)

es decir, Th = g, donde h : Myxn(F) X Mpyq(F) = Mpxn(F) @ Mpyo(F), es la funcidn
bilineal asociada a Myxn(F) @ Mpxq(F). Para A € My xn(F),B € Myxq(F), el elemento
T(A® B) = f(A, B), es conocido como el producto de Kronecker.

Ahora, sabemos que las trasposiciones de matrices

Tl : men(F) — Mnxm(F)
A > AT

Ty Mpug(F) — Mgxp(F)
A — AT

son transformaciones lineales, por el Teorema 3.2.4, existe una unica transformacion lineal, T7 ®
T2 : Man(F)®Mqu(F) — MnXm(F)®Mq><p(F), tal que (Tl ®T2)(A®B) = Tl(A)®T2(B) =
AT @ BT, para cada A € Mpxn(F) y B € Mypyy(F). De aqui podemos concluir que para cada
A € Mppxn(F), B € Myyy(F), se tiene que (A® B)T = AT @ BT.

Continuando con la exposicién de las propiedades del producto tensorial visto como un funtor,
en la Observacion 3.2.3, se comenté que el funtor del Teorema 3.2.5, como tal no es aditivo, sin
embargo, fijando alguno de los argumentos, es posible inducir dos funtores covariantes que si son
aditivos, eso se expone con detalle en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.6. Sea F' en un campo, U,W € Obj( Vecr). Entonces:
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1) La asignacion
U®_: Vecr — Vecr

definida en objetos como

U®_: Obj(Vecp) — Obj(Vecr)
14 — UV
y en morfismos como
U®__: Hom(V,V') — Hom(UV,U®V’)
T — dy @T

para cada V, V' € Obj(Vecr), es un funtor aditivo covariante.

2) La asignacion

_ ®@W : Vecp — Vecp

definida en objetos como

_®@W: Obj(Vecr)
w —

—  Obj(Vecr)
Vew

y en morfismos como

_@W: Hom(V,V') — Hom(VeW, V' W)
T — T ® idw

para cada V, V' € Obj(Vecr), es un funtor aditivo covariante.

Demostracion.

1) Por el Teorema 3.2.5, tenemos que la asignacién estd bien definida tanto en objetos como
en morfismos y es un funtor covariante. Solo nos falta probar que es aditivo, para hacerlo,
tomemos V.V’ € Obj(Vecr), T,T" € Hom(V,V'), Entonces, para cualquier generador
u®v € U® YV, se tiene lo siguiente:

ly@(T+T)Huev) =

1y (u) @ (T +T")(v))

u@ (T(v) +T'(v))
u®T(v)+uT (v)

idU (U) ® T('U) + idU (U) & T/(’U)

= (dy®@T)(u®v)+ (idg @T")(u®v)

es decir, (ly @ (T+T") (v ®v) = (idy @ T)(u ® v) + (idy ® T")(u ® v). En consecuencia,
idy@(T+T") =idy T +idy @T", o sea, (_QW)(T+T") = (W) (T)+(_W)(T),
de donde se sigue la aditividad.

2) Al igual que en el caso 1), por el Teorema 3.2.5, la asignacién estd bien definida tanto en
objetos como en morfismos y es un funtor covariante. Hay que mostrar la aditividad, para
eso tomemos V, V' € Obj(Vecr), T,T" € Hom(V,V’). Luego, para cualquier generador
vRw €V ® W, se tienen las siguientes igualdades:

(T+T)@idw)vew) = (T+T)())®idy(w)
= (T()+T'(v) ®@w
= TW)Quw+T'(v)@w
= TW)@idw(w)+T'(v) ®idw (w)
= T@idw)(vew)+ (T'®idw)v @ w)

~

es decir, (T+7T")@idw )(v@w) = (T ®@idw ) (v@w) + (T’ ®idw ) (v ®w). Por consiguiente,
(T+T")@idw =TRidw +T' Qidw, o sea, (_QW)(T+T') = (_@W)(T)+(—W)(T").
De esta manera, queda establecida la aditividad.
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O

Asi las cosas, teniendo construido el funtor de la categoria producto, que vimos que no cumple la
aditividad, podemos inducir dos funtores que si cumplen la aditividad, ademas ambos covariantes;
algo un poco diferente al funtor Hom, que es contravariante en el primer argumento y covariante
en el segundo.

En el siguiente corolario, se expresa una forma facil de ver cuando el producto tensorial de dos
transformaciones lineales es un isomorfismo.

Corolario 3.2.1. Sea F un campo, V,V' . W,W' € Obj(Vecr), T € Hom(V,V') y S €
Hom(W,W'). SiT y S son isomorfismos, entonces, T®S € Hom(VQW,V'QW') es isomorfismo.

Demostracion. Como T : V — V' es isomorfismo, por el Teorema 3.1.2, T®idy : VW — V'QW
es isomorfismo. De igual manera, como S : W — W’ es isomorfismo, se tiene que idys ® S :
V'@W — V'@ W’ es isomorfismo. En consecuencia, (idy: @ S)(T @idw ) : VW = V' @ W' es
isomorfismo, ya que es composicién de isomorfismos, pero por el Lema 3.2.1, se tiene que (idys ®
ST Ridw)=T®S,asi que TR S : VW — V'@ W' es isomorfismo. O

Algo curioso respecto con los funtores anteriores es que respetan monomorfismos y epimorfismos,
aplicados en cualquiera de los argumentos, esto se explica en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.7. Sean F un campo, V,V', W, W' € Obj(Vecr). Entonces:

1) = SiT e Hom(V,V') es monomorfismo, entonces T ® idyw € Hom(V @ W,V' @ W) es
monomorfismo.

= 5i S € Hom(W,W') es monomorfismo, entonces idy @ S € Hom(V @ W,V W’) es
monomorfismo.

2) w SiT e Hom(V,V') es epimorfismo, entonces T ® idyw € Hom(V @ W, V' @ W) es
epimorfismo.
= Si S € Hom(W,W') es epimorfismo, entonces idy @ S € Hom(V @ W,V @ W’) es

epimorfismo.
Demostracion.

1) = Supongamos que T' € Hom(V, V') es monomorfismo, en consecuencia, por el Teorema
1.4.5, existe T € Hom(V',V) tal que T'T = idy. Ahora, sabemos por el Teorema
3.2.6, se tiene que T @ idy € Hom(V@ W, V' @ W) y T’ € Hom(V' @ W,V @ W).
Ahora, haciendo uso del Lema 3.2.1, se tiene lo siguiente:

(T'®idw)(T®idw) = (T'T)® (idwidw)
= idy ®idw

= idyegw

es decir, (7" ® idw )(T ® idw) = idygw. De esta manera, por el Teorema 1.4.5, se
sigue lo deseado.

= Mutatis mutandis la prueba del caso anterior.

2) = Supongamos que T € Hom(V, V') es epimorfismo, luego, por el Teorema 1.4.9, existe

T" € Hom(V', V), tal que TT" = idy+. Tenemos que T Qidy € Hom(VQW, V' @ W)

y T ®idw € Hom(V' @ W,V @ W) y por el Lema 3.2.1, se tienen las siguientes

igualdades:

(T @idw)(T' ®idw) = (ITT")® (idwidw)
= idy ®idw
= idygw

es decir, (T ® idw )(T' ® idw) = idygw. A consecuencia del Teorema 1.4.9, hemos
probado lo deseado.
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= Mutatis mutandis la prueba del caso anterior.

Corolario 3.2.2. Sea F un campo, V,V' . W, W’ € Obj(Vecr). Entonces:

1) SiT € Hom(V,V') y S € Hom(W,W') son monomorfismos, entonces T @ S € Hom(V &
W, V' @ W') es monomorfismo.

2) SiT € Hom(V,V') y S € Hom(W,W’) son epimorfismos, entonces T @ S € Hom(V ®
W, V' @ W') es epimorfismos.

Demostracion. Mutatis mutandis la demostracién del Corolario 3.2.1. O

Mas propiedades del producto tensorial

Usando los resultados que tenemos hasta el momento, vamos a seguir probando propiedades
del producto tensorial.
Cuando expusimos la teoria correspondiente al funtor Hom, vimos que si F' es un campo y
V € Obj(Vecr), entonces Hom(F,V) = V, ademés, tal isomorfismo es natural. La pregunta
es: jocurrird lo mismo con el Tensor? El siguiente teorema tiene la respuesta.

Teorema 3.2.8. Sea F' un campo. Entonces:

1) Para cada V€ Obj( Vecr), existe un isomorfismo, oy : FQV — V| tal que Yy (c®v) = cv,
para cada c € F, v e V.

2) El isomorfismo dado en 1), es natural en el siguiente sentido: si V,V' € Obj(Vecr) y
T € Hom(V, V'), entonces el diagrama

Fov v
idp®T\L iT
Fov 2 oy
es conmutativo, es decir, Ty = Py (idp @ T).
Demostracion.
1) Sea V € Obj(Vecr). Por el Ejemplo 3.2.1, tenemos que

f: FxV — V
(c,v) =

es una funcién bilineal. Por la Propiedad universal del producto tensorial, existe una unica
transformacién lineal, ¢y : F ® V — V', que hace conmutativo el diagrama

Fxv-l oy

| A

FoVv

es decir, Yyh = f, donde h : F xV — F ® V es la funcién bilineal asociada a F' ® V.
Notemos que para cada ¢ € F,v € V, se tiene que:

Yv(c®v) = ty(hlc,v))
= (Yvh)(c,v)
= f(cv 7))

= v
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es decir, ¥y (c® v) = cv. Con esto tenemos que ¥y es la transformacién lineal que cumple
lo que se propone, nos falta ver que es isomorfismo, lo cual se probard construyendo una
transformacion lineal inversa para iy . Definamos la funcion

ay: V. —- FV
v = 1lp®wuv

y veamos que es una transformacién lineal, para eso tomemos ¢ € F, v,v’ € V. Entonces se
cumplen las siguientes igualdades:

1Fr ® (v+ ')
lr®@uv+1p® (cv')
= lpu+c(lpv)
= ay(v)+ cay ()

ay(v+cv')

es decir, ay (v + ') = ay (v) + cay (v'), lo cual sucede para cada ¢ € F, v,v" € V. De ah{
se sigue que ay es una transformacion lineal.
Ahora, por un lado, si ¢ € F,v € V, tenemos que

(Ozv’(/)v)(C@’U) = Ozv(’l/)v(C@U))
= ay(ew)
= 1p®(w)
= cQu
= idpgv(c®v)

es decir, (ayyy)(c ® v) = idpgv(c ® v), lo cual sucede para cada ¢ € F,v € V. Dado que
los elementos de la forma ¢ ® v, con ¢ € F, v € V, son los generadores de FF @ V', idp y
ayyy son transformaciones lineales, se sigue que ay Yy = idpgy. Por otro lado, siv e V,
se tiene lo siguiente:

(Yvay)(v) Yy (av(v))
Yy (lr @)
= 1F v
v

= idv (’U)

es decir, (Yyay)(v) = idy(v), lo cual ocurre para cada v € V, por consiguiente, ¢y ay =
idy . Asi las cosas, hemos mostrado que ay es la transformacién lineal inversa de vy, con
lo cual queda mostrado que 1y es un isomorfismo.

Sean V, V' € Obj(Vecr) y T € Hom(V,V’). Debemos mostrar que el diagrama

Fov oy

|
Wy

eV —Vv’

idF@T\L

es conmutativo. Sean ¢ € F,v € V. Por un lado, tenemos que

(Tyv)(cv) = T@Ev(cewv))
= T(cv)
= T(v)

es decir, (TYv)(c ®v) = cT'(v). Por otro lado, se tiene que
(v (idp @T))(c@v) = Yy ((idp @T)(c®V))
= Yy (idp(c) ® T(v))

= by (coTw)
= T (v)
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es decir, (¢Yy/(idp @ T))(c ® v) = ¢T'(v). De lo anterior se sigue que Ty = Yy (idp @ T),
lo que se queria demostrar.

O

De lo anterior se ha mostrado que los funtores Id : Vecr — Vecr v FF® _ : Vecp — Vecp,
son naturalmente isomorfos.

Corolario 3.2.3. Sea F un campo y V € Obj(Vecr). Entonces, dim(F @ V) = dim(V).

Demostracion. Por el Teorema 3.2.8, se tiene que F'® V =2 V y por el Teorema fundamental del
algebra lineal, se sigue que dim (V) = dim(F ® V). O

Por la forma en que esta construido nuestro producto tensorial, es claro que si F' es un campo,
U V,W € Obj(Vecp), entonces VW # WV yU (VeW)# (U®V)® W, pues esta
construido a partir de un producto cartesiano. Sin embargo, hay una relacién fuerte entre los
espacios mencionados, eso se expone en los dos teoremas siguientes.

Teorema 3.2.9 (Conmutatividad del producto tensorial). Sea F un campo. Entonces:

1) Para cada V,W € Obj(Vecr), existe un isomorfismo, nyw : VO W — W @V, tal que
nv@w) =w®uwv, para cada v € V,w € W.

2) El isomorfismo dado en 1), es natural en el siguiente sentido: si V,V' . W, W' € Obj( Vecr),
T € Hom(V,V') y S € Hom(W,W'), entonces el diagrama

Vew XY weVv

T®Sl \LS@T

v, w’!

VieW' ——=W'a V'
es conmutativo, es decir, (S @ T)nv.w = nvw (T ® S).

Demostracion.

1) Sean V,W € Obj(Vecr). Consideremos los productos tensoriales (V@ W, h) y (W V, k'),
donde h y h' son sus respectivas funciones bilineales asociadas. Definamos primero la funcién

f: VW —» WV
(v,w) = wRuw.

Veamos que f es una funcién bilineal, para eso tomemos c € F,v,v" € V,w,w’ € W. Luego,
tenemos lo siguiente:

» (Aditividad respecto al primer argumento):
fo+dw) = we(v+v)
= wRUVtwV
= flv,w)+ f(v' w)
es decir, f(v+v',w) = f(v,w) + f(v',w).

= (Aditividad respecto al segundo argumento):

fo,w+w) = (w+w)®wv
= wRu+w Qu
= f(U,lU)+f(’U,w/)

es decir, f(v,w +w') = f(v,w) + f(v,w’).
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» (Homogeneidad en ambos argumentos): Por un lado, tenemos que
flev,w) = we (ew)
= clw®v)
= cf(v,w)
es decir, f(cv,w) = cf(v,w). Por otro lado, tenemos que
flo,cw) = (cw)®w
= clw®v)
= cf(v,w)
es decir, f(v,cw) = cf(v,w). Al comparar las igualdades anteriores, se sigue que

flev,w) = f(v, cw) = cf (v, w).

Asi las cosas, hemos mostrado que f : V x W — W ® V es una funcién bilineal, por la
Propiedad universal del producto tensorial, existe una tnica transformacién lineal, nyw €
Hom(V @ W, W ® V), que hace conmutativo el diagrama

VW 2swev

hi
nv,w

VoW

es decir, ny,wh = f. De esta manera, se tiene que para cadav € V, w € W,

nV,W(h(va )
= (nv,wh)(v,w)
= f(vv U))

wRvU

nv,w (v @ w)

es decir, ny,w (v @ w) = w @ v. Asi, tenemos que 7y, es una transformacioén lineal con la
propiedad que se propone en el enunciado del teorema, solo nos falta ver que es isomorfismo,
lo cual mostraremos construyendo una transformacién lineal inversa para 7y, . Definamos
la funcion

Fo WXV o Vew
(w,v) = vw.

Haciendo un proceso similar al realizado para mostrar la bilinealidad de f, se establece
la blilinealidad de f’. Por la propiedad universal del producto tensorial, existe una tnica
pw,v € Hom(W @ V,V ® W), que hace conmutativo el diagrama

WxV-—Leovew

’
h l PW,V

wWeV

es decir, pwvh’ = f’. De esta manera, se tiene que pwy(w ® v) = v ® w, para cada
w € W,v € V. Vamos a mostrar que pw v es inversa de ny, . Por un lado, tenemos que
para cadav € V,w € W,

(pwyvnvw)v@w) = pwyvvw(v®w))
pw,v(w @ v)

v R w

= ddvew(v®w)
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es decir, (pwynvw)(v ® w) = idygw (v ® w). Como la igualdad anterior se da en los
generadores de V ® W, se sigue que pw,vnv,w = tdyvgw. Por otro lado, para cada w €
W,v € V, se tiene lo siguiente:

(mvwpwy)(w®v) = nwy(py,w(v @ w))
= nwyv(ew)
= wv
= idwev(w®v)

es decir, (nv,wpw,v)(w®v) = idwgv (w®v). Dado que la igualdad se da en los generadores
de W®V, se concluye que ny,w pw,v = idwgv. De lo anterior, se establece que pw,v = 77‘7%4,
y consecuentemente, 1y es isomorfismo.

Sean V, V! W, W' € Obj(Vecg), T € Hom(V,V') y S € Hom(W,W’). Debemos mostrar

que el diagrama
nv,.w

VoW —WeV

T®Sl lS@)T

v w!

VieW —W eV’
es conmutativo, es decir, se debe mostrar que (S @ T)nv,w = nv,w' (T ® S). Basta ver la

igualdad en los generadores de V @ W. Tomemos v € V,w € W. Por un lado, tenemos que

(SeDnvw)lvew) = (SeT)(vw( e w))
= (ST (w®w)
= Sw)T(w)

es decir, (S T)ny,w)(v @ w) = S(w) ® T(w). Por otro lado, se tiene que

(v w (T@9)(vew) = nvw (T oS)(vew)
= nvw(T(v) ® S(w))
= S(w)®T(v)

es decir, (ny w (T ® 9))(v@w) = S(w) ® T(v). Comparando las igualdades anteriores, se
tiene lo deseado.

O

Corolario 3.2.4. Sea F un campo. Entonces, para cada V € Obj(Vecr), se tiene que F @ V =
VZV®EF.

Demostracion. Por el teorema anterior, se tiene que V ® F =2 F ® V y por el Teorema 3.2.8,
F®V 2V. Por la transitividad de la relacién de isomorfismo, se sigue lo deseado. O

Teorema 3.2.10 (Asociatividad del producto tensorial). Sea F' un campo. Entonces:

1) Para cada U, V,W € Obj(Vecr), eziste un isomorfismo, Oy yv.w : UQ(VRW) —» (URV)®

W, tal que para cadau € U, v € V yw € W, se cumple que Oy v,w (u@(v@w)) = (uQv)Qw.

2) Elisomorfismo dado en 1), es natural en el siguiente sentido: para cada U, U", V, V' W, W' €

Obj(Vecr), si T € Hom(U,U"), S € Hom(V,V') y R € Hom(W, W), entonces el diagra-

ma
Ov,w,z

U (VeW) UV)eW

T®(S®R)J/ \L(T@S)@R

9V’,W"Z’

UV oW) =2 WU V)W
es conmutativo, es decir, (T ® (S® R))0yvw.z =0vw z(T ® (S® R)).
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Demostracion.

1) Sean U,V,W € Obj(Vecr) y consideremos los productos tensoriales (U @ (V @ W), h) y
(W, (U®V)® W), donde h y h’ son sus respectivas funciones bilineales asociadas. Para
cada u € U, definamos la funcién

T,: V. — UV
Vo= u®u.

Tomemos u € U y veamos que T, € Hom(U,U ® V), para eso tomemos ¢ € F, v,v’ € V.
Luego, se tienen las siguientes igualdades:

Tu(v+cv')

u® (v+ cv)

= u®v+tu® (cv)
= u®v+clux)
= Tyu(v)+ T, (v')

es decir, Ty, (v + ') = T,(v) + T, (v"), lo cual sucede para cada ¢ € F, v,v" € V, en
consecuencia, T,, € Hom(U,U ® V'), esto para cada u € U. Consideremos el funtor _ @ W :
Vecr — Vecp, del Teorema 3.2.6. Luego, se tiene que para cada u € U, (_ @ W)(Ty) =
T, ® idw, consecuentemente, se tiene que T, @ idy € Hom(V @ W, (U @ V) @ W), lo cual
sucede para cada u € U. Lo anterior nos permite definir la funcién

f: Ux(VaeaW) — UeV)eW
(u,v@w) +— (T, Qidw)(vw).

Notemos que para cada u € U,v € V,w € W, se tiene que

fluyvew) = (T,Qidy)vew)
= T,(v) ®idw(w)
= (u®v)Qw

es decir, f(u,v ® w) = (v ® v) ® w. Ahora veamos que f es bilineal, lo cual hacemos a
continuacion:

» (Aditividad respecto al primer argumento): Sean uj,us € U,v @ w € V ® W. Obser-
vemos que
Tu1+u2 (U) = (U1 + UZ) v

= U QU+tus Qv

= Ty, (v) + Ty (v)
es decir, Ty, yu, (V) = Ty, (v) + Ty, (v). Como esto ocurre para cada v € V, tenemos
que Ty, 4u, = Ty, +T,. Usando lo anterior y la aditividad del funtor __ ® W, tenemos
lo siguiente:

flug + ug, v @ w)

(Tul+u2 ® ZdW)(’U ® w)

((Tul + Tuz) ® ZdW)(v ® ’LU)

(Ty, ®idw + Ty, ® idw) (v @ w)
= flu,v@w)+ f(uz,v @w)

es decir, f(u1 + uz,v @ w) = f(u1,v @ w) + f(u2,v @ w).
» (Aditividad respecto al segundo argumento): Sean v € U,v; @ wi,v3 Qws € V Q W,
entonces se tiene lo siguiente:

flu,v1 @wr +v2Q@wz) = (Ty @idw)(v1 @ wy + v2 @ wy)
= f(u,v1®w2)+f(u,vg®w2)

es decir, f(u,v1 @ w1 + vy @ wa) = f(u,v1 @ wa) + f(u, vy ® wa).
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» (Homogeneidad en ambos argumentos): Sean ¢ € F,u € U,v @ w € V ® W. Veamos
primero la homogeneidad en el primer argumento, lo cual se hace a continuacién:

fleu,ow) = ((cu)®v)@w
() ® w
((u®v) ® w)
= cf(u,v@w)

es decir, f(cu,v® w) = ¢f(u,v ® w). Ahora, respecto al segundo argumento, tenemos
lo siguiente:

(T, ® idw)(c(v @ w))

= (T, ®idw)(v @ w))

cf (u,v @ w)

f(u, c(v @ w))

es decir, f(u,c(v®@w)) = cf(u,v @ w).

Asi las cosas, hemos visto que f es una funcién bilineal, por la Propiedad universal del
producto tensorial, existe una unica transformacién lineal, 0y yw : U® (VO W) = (U ®
V) ® W, que hace conmutativo el diagrama

Ux(VaW)—lsUav)ew

U (VeWw)
es decir, 0y, v,wh = f. Notemos que para cada u € U,v € V,w € W, se cumple lo siguiente:

QU,V,W(U & (7) ® ’w)) = QUJ/’V[/(h(’LL7 VR w))
= (OU,V,Wh) (u, v w)
= flu,v@w)
= (URV)Qw

es decir, Oy v,w (U@ (vOW)) = (URV)Rw, de donde se sigue que Oy, v, w es una transformacién
lineal con la propiedad deseada.

Nos falta mostrar que es isomorfismo, lo cual haremos construyendo una transformacién
lineal inversa para 0y v,w. Para hacerlo, definamos ahora para cada w € W, la funcién

Sw: V. = VoW
v vRQuW.

Mostremos que para cada w € W, S,, € Hom(V,V ®U), para eso tomemos ¢ € F, v,v' € V.
Entonces se tiene lo siguiente:

Swlv+c) = (v+e)w

v@w+ (cv') ® w
v w+ (v @ w)
= Su() 4+ Sy, ()

es decir, Sy, (v + cv’) = Sy (v) + ¢Sy (v'). De donde se sigue la linealidad de S,,, para cada
w € W. Considerando el funtor U ® _ : Vecp — Vecp, tenemos que (U @ _)(S,) =
idy @ Sy € Hom(U @ V,U @ (V @ W)), para cada w € W, esto nos permite definir la
funcién
g: UeV)oW — U (VeW)
(u@v,w) = (idy ®Sy)(u®v).
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Notemos que para cada u € U,v € V,w € W, se tiene que
glu®@v,w) = (idy ® Sy)(u®v)
= idy(u) ® Sy(u®v)
= u® (vRw)
es decir, g(u ® v,w) = v ® (v ® w). Haciendo un razonamiento totalmente similar al

implementado para probar que la funciéon f es bilineal, se muestra la bilinealidad de g.
Por la Propiedad universal del producto tensorial, existe una tinica transformacion lineal,
yovw € Hom((U® V)@ W, U @ (V ® W)), que hace conmutativo el diagrama

URV)xW —2>Ux((VeW)

/
h i %7

UeV)eW

es decir, vy v,wh' = g. Nos queda mostrar que vy, v,w es la inversa de 0y v,w, lo cual
haremos mostrando ambas composiciones. Por un lado, para cada generador u ® (v @ w) €
U ® (V@ W), se satisfacen las siguientes igualdades:

(wvwloyvw)u® (vew) = yuvwlovwu® (vew)))
= ywyw((u®v)®w)
= u® (vew)
= idugwew)(u® (veow))

es decir, (Yo,v,wlu,v,w)(u® (v ®@w)) = idygvew)(u ® (v®w)), de donde se sigue que
Y, v,wlu,v,w = idygvew). Por otro lado, para cada generador (u®@v)@w € (UV)@W,
se tiene que

Ovvw (Yo,v,w((u®v) @ w))
= Ouvwu® (vew))
(uRv)®w

= idweview((u®v) ®@w)

Ou,vwyovw)(u®v) @ w)

es decir, (O, v,wyu,v,w)((u®v) @w) = idugy)ew (4 ®v) ® w), de donde obtenemos que
Ov,v.wyu,v,w = idugvyew, en consecuencia, yy,v,w es inversa de 0y, v,w y por consiguien-
te, Oy, v,w es isomorfismo.

Sean U, U, V, V' W,W' € Obj(Vecr), T € Hom(U,U'), S € Hom(V,V') y R €
Hom(W,W'). Debemos mostrar que el diagrama

4
Uo(VeW) —5% UeV)e W
T®(S®R)\L l(T@S)@R
U (V' ®W’)V VIO V)W

es conmutativo, o sea, debemos mostrar que ((T'®.S) @ R)Ov,w,z = 0v' w2z (T ® (S ® R)).
Como de costumbre, se mostrara evaluando ambas igualdades en un generador arbitrario de
U®(VeW)y comparando. Tomemos un generador cualquiera u® (v@w) € U® (VR W).
Por un lado, tenemos las siguientes igualdades:

(TeS)eRbvwz)(ue (vew) = (TeS)eR)(Bvwzue(vew))
(T ®S)®R)((U®v) w)

= (T@95(uvev)) e R(w)
(T () S(v)) @ R(w)
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es decir, (T®S)@R)0vw,z)(u® (v@w)) = (T(u)® S(v)) ® R(w). Por otro lado, se tiene
que

—~

v 2 (T2 (SR (w® wew) = w2 (T ®R)ue (vew)))
= Oviw 2(T(w) @ ((S® R)(vew)))
= Oviw,z(T(u) ®(S(v) ®
= (T'(u)®S(v)) ® R(w
®

es decir, (v w'.z2/(T® (SQR)))(u® (v w)) = (T(u) @ S))
igualdades de ambas composiciones, se tiene lo que se buscaba.

O

Comportamiento del tensor de las sumas directas

Teorema 3.2.11. Sean F' un campo, V' € Obj( Vecr) y {W;}icr una familia de espacios vectoriales
sobre F. Entonces:

1) Eziste un isomorfismo
c: V(P Wi) = D (Vaw)
definido en generadores por
o(v® (wi)ier) = (VO wi)ier-

2) El isomorfismo dado en 1), es natural en el siguiente sentido: si {Z;};cr es otra familia de
espacios vectoriales sobre F y {T; : W; = Z,; }ier una familia de transformaciones lineales,

entonces el diagrama

idy @T
Ve (EBieI Wi) ﬁ) Ve (EBZ‘GI Zi)

L,
Dic/ (VW) —— D, (V& Z)
es conmutativo, es decir, o' (idy @ T) = To, donde T = Dicr i y T= D lidy @ T;).
Demostracion.

1) Definamos la funcién

fr Vo®agW: = D, (Veaw)
(v7(wi)i61) = (U®U}i)i€].

Notemos que f estd bien definida, pues si (w;);er € @iel W;, entonces w; = Ow,, para casi
toda 2 € I, en consecuencia, v ® w; = Oygw,, para casi toda ¢ € I, lo que implica que
(v ®@wi)ier € @, (V ® W;). Ahora veamos que f es bilineal:

» (Aditividad respecto al primer argumento): Sean v,v" € V, (w;)ier € @,c; Wi. Luego,
se tiene lo siguiente:
flo+v (wi)ier) = ((v+0) @wi)ier
= (v®w,~+v’®wi)i€1
= (V®w;)ier + (V' @ w;)ier
= fv,(wi)ier) + f(V', (wi)ier)

es decir, f(v + v, (wi)ier) = f(v, (wi)ier) + f(V', (wi)ier).
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» (Aditividad respecto al segundo argumento): Sean v € V', (w;)icr, (w;)icr € @B,c; Wi.
Se tienen las siguientes igualdades:

f(v, (wi)ier + (wi)ier) = f(v, (Wi +wi)ier)
= (v® (wi +wj))ier
= (VQw;+v@w,)ier
= (V®wi)ier + (v®w))ier
= f(v, (wi)ier) + f(v, (w))ier)

es decir, f(v, (wi)ier + (wi)ier) = f(v, (wi)ier) + (v, (w))ier)-
» (Homogeneidad en ambos argumentos): Sean ¢ € F, v € V' 'y (w;)ier € P
un lado, tenemos:

ie1 Wi. Por
flev, (wi)ier) = ((cv) @ wi)ier
= (clv®@w))ier
= c(v@w;)ier
= cf(v, (wi)ier)
es decir, f(cv,(w;)icr) = ef (v, (w;)icr), de donde se sigue la homogeneidad en el
primer argumento. Por otro lado, se tiene que

f(v, C(wi)iel) = f(U, (Cwi)iel)
= (v® (cw;))ier
= (c(vOw))ier
= C(’U X wi)ie[

= cf(v,(wi)ier)

es decir, f(v,c(w;)icr) = cf (v, (w;)icr) v asi se establece la homogeneidad en el se-
gundo argumento.

Al ser f una funcién bilineal, por la Propiedad universal del producto tensorial, existe una
Unica transformacién lineal, 0 € Hom (V ® (@iel Wi) D (Ve W,)), que hace conmu-
tativo el diagrama

V< (@icr Wi) B Dic (Vo W;)

hi /
V@ (@i Wi)

es decir, oh = f,donde h : V x (B,c; Wi) = V& (P,c; Wi) es la funcién bilineal asociada
alV® (G}iel WZ) Notemos que para cada v € V, (w;)ier € B, Wi, se tiene que

o(v®@ (wi)ier) = o(h(v,(wi)ier))
= (oh)(v, (wi)ier)
= f(lh (wi)iel)

= (v®wi)ier

es decir, o(v ® (w;)ier) = (v @ w;)ier. Asi, tenemos que o es una transformacion lineal
con la propiedad deseada, falta ver que es isomorfismo, para eso vamos, a construir una
transformacién lineal inversa para o. Consideremos para cada k € I, la k-ésima inclusién

e W, — @iEIWi
wr = (T)ier

donde z = wy y z; = Ow,, si ¢ # k. Al aplicar el funtor V ® __: Vecp — Vecp a cada (4,
tenemos que (V®_)(1x) = idy ®@u, € Hom (V @ Wi,V ® (D,;c; Wi)). Luego, tenemos que
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{idy @ ,; : VW, >V ® (@iel WZ) }ier es una familia de transformaciones lineales, por
la Propiedad universal de la suma directa externa, existe una unica transformacién lineal,
T € Hom (@iel(‘/ QW;),V® (@ieI Wi)), que hace conmutativo el diagrama

Vew Y o (@)

@iel(v ® Wz)

es decir, 71}, = idy ®uy, para cada k € I. Notemos que para cada (v@w;)icr € @,;c;(VOW;),
se cumple que
T(v@w)ier) = 7(Xierti(v@w))
Y ier TG (v @ w;))
= Ziej(”D(U ® w;)
Yier(idv ® ¢;)(v @ w;)
Zie[(v ® vi(wi))
= uv® (Ziel Li(wi))

= v® (Wi)ier

es decir, 7((v ® w;)ier) = v ® (w;);er. Usando lo anterior vamos a mostrar que 7 es la
transformacién lineal inversa de o, lo cual se hard evaluando ambas composiciones en gene-
radores arbitrarios de los respectivos productos tensoriales. Tomemos primero un generador
v® (w;)ier €V @ (B;c; Wi)- Entonces, se satisfacen las siguientes igualdades:

(ro)(v @ (wi)ier) = 7(0(v® (w;)ier))
= 7(o(v® (wi)ier))
= 7((v®w)ier)
= v ® (wi)ier
= idV@(@ieI W,-)(U ® (wi)ier)

es decir, (10)(v ® (wi)icr) = idv®(EB . Wv)(v ® (wi)ier). Asi, se sigue que 70 =
ier Wi
idve@(@. W) Ahora, si tomamos (v ® w;)icr € @,;c;(V ® W;), se tiene lo siguiente:
i€ v
(o) (v @ wi)ier) = o(7((v®@wi)ier)
= o(v® (wi)ier)
= (v@w;)ier

= idg,_,(vew:)((v®w;)icr)

es decir, (o7)((v ® wi)iel)’ = Zd@iel(v®wi)((v ® w;)ier), de @onde. se tiene que o7 =
Zd@E,(V@W» De lo anterior, se tiene que 7 es la transformacion lineal inversa de o y
en consecuencia, o es ismorfismo.

Ahora, tomemos otra familia de espacios vectoriales sobre F' {Z;};c; y una familia de
transformaciones lineales {T; : W; — Z;};cr. Se debe mostrar que el diagrama

idy QT
Ve (®i€[ Wi) *®> Ve (®iel Zi)

Dic; (Ve Ww;) — D,/ (Ve Z)

es conmutativo, donde T' = @iel Ty T = @ie[(idv ® T;)icr- Esto se probara evaluando

ambas composiciones en un generador cualquiera de V ® (EBZG I WZ) Pues tomemos un
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generador v ® (w;);er €V ® (@iel WZ) Por un lado, se tiene que

(o' (idv @ T)(v ® (wi)ier) = o ((idy ©T)(v® (wiier))
= o'(v® (Ti(ws))ier)
(v @ Ti(w;))ier

es decir, (o/(idy @ T)) (v ® (w;)ier) = (v ® T;(w;))icr. Por otro lado, tenemos que
(To)(ve (wi)ier) = T(owe (w)ier))
= T((v®wi)ier)
= (idy (v) ® Ti(wi))icr
(v @ Ti(w;))ier

T
T

es decir, (fa)(v ® (w;)ier) = (v ® Ti(w;))ier. Comparando ambas composiciones, se sigue

~

que o' (idy ® T) = To, lo que desedbamos probar.
O
Corolario 3.2.5. Sea F' un campo, {V;}icr una familia en Obj(Vecr) y W € Obj(Vecr). En-

tonces,
<@m> QW =PV o W).

il iel
Demostracion. Usando los isomorfismos de los Teoremas 3.2.9, 3.2.11 y la transitividad de la
relacién de isomorfismo, se tiene lo siguiente:

(Bicr Vi)W = =2Wa (B, Vi)

= D/ (WaV)
= @iel(Vi ® W;)
es decir, (@iel Vi) W =@, (V; ® Wy), lo que se deseaba. O

Una aplicacién del teorema y corolario anterior, es encontrar una base para el producto tensorial
y por consiguiente, su dimensiéon. Con estos resultados, se encuentra tal base de una manera muy
facil, a diferencia de la manera tradicional en que se hace.

Teorema 3.2.12. Sea F' un campo, V,W € Obj(Vecr) con bases {v;}icr y {w;}jes, respectiva-
mente. Entonces, {v; ® w;} jyerxs es una base de V@ W.

Demostracion. Por el Teorema 2.2.8, tenemos que V = P, (vi) vy W = @D, ,(w;). Ahora,
aplicando el Teorema 3.2.11, el Corolario 3.2.5 y la transitividad de la relacién de isomorfismo en
la clase Obj(Vecr), se tiene la siguiente cadena de isomorfismos:

VEW = (@) ® (@ew))

= Do) ® (@jeJ<wj>)
= Dicr Djes(vi) © (wy)
= B jerxs(vi) @ (wy))

(i, j)elx (Vi ® w;)

es decir, VW = @(i’j)dx](vi(@wﬁ. De aqui se sigue que {v; ®w; }(; jyerx.s es base de VeW. 0O
Observacion 3.2.4. Como una consecuencia inmediata del teorema anterior, se tiene que si F
es un campo, V,W € Obj(Vecr), entonces dim(V @ W) = dim(V)dim(W) (usando aritmética

cardinal en el caso de dimension infinita). En particular, si dim(V) = n y dim(W) = m, con
n,m € N, entonces dim(V @ W) = nm.
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Ejemplo 3.2.7. Sea F' un campo y V € Obj(Vecr) tal que dim(V) = 2. Consideremos [ =
{v1,v2} una base de V. Por la observacidn anterior, dim(V@V) =4 yv = {v; @ v1,v1 @ v2,v2 ®
v1,v2®@ua} es una base para VRV. Al propdsito, en VRV, el elemento v1 @ua+v2@v1 no es posible
escribirlo como un generador u®u, conu,v € V. Si esto sucede, tenemos que v1 @Ua+v2Qv1 = UV,
para algunos u,v € V.. Como B es base de V', se tiene que u = c1v1 + covs Yy v = dyvy + dave, para
unicos c1,dy, ce,dy € F, luego, se tienen las siguientes igualdades:

’U1®"U2+’U2®"U1 = uURu

= (611}1 + 62’02) & (dlvl + dz’l)g)

= (c1v1) ® (drv1) + (c1v1) @ (dava) + (c2v2) ® (d1v1) + (c2v2) @ (davz)
= (cldl)vl X vy + (Cldg)’vl X v + (ngl)’Ug X v + (ngg)vg X Vg

es decir, v1 Vg +v2 V1 = (c1dy)v1 @1+ (c1d2)v1 Vg + (cady )va @ v1 + (cada)va ®vy. Comparando
coeficientes, tenemos que c1dy = cods = 0 y c1dy = cady = 1, de donde se concluye que 1 =0, lo
cual es absurdo, ya que F es campo. Por lo tanto, v1 ® va + va ® v1 no se puede escribir como un
generador.

3.2.3. La adjuncién entre Hom y Tensor

Para concluir esta tesis, vamos a probar el teorema de adjuncién entre los funtores Hom y
Tensor, asi como algunas consecuencias que se deducen facilmente de este hecho.

Teorema 3.2.13 (Adjuncién entre Hom y Tensor). Sea F' un campo y V € Obj(Vecr). Entonces,
(_®V)4 Hom(V,_), esto es, para cada U,W € Obj(Vecr), existe un isomorfismo natural

Sy vw : Hom(U @V, W) — Hom(U, Hom(V, W)).
Demostracion. Sean V,W € Obj(Vecp). Definamos

Qyvw: Hom(UV,W) — Hom(U, Hom(V,W))
T > Sy yw(T)

donde ®y,v,w (T') lo definimos por

(bU,V,W(T): U — HO’/TL(‘/,W)
u = Syyw(T)(u)

y a su vez, definimos a @y v,w (T')(u) por

w

Suyw(T)(u): V
v T(u®v).

%
H
Es claro que @y v,w estd bien definida. Vamos a ver ahora que ®yy,w es una transformacién

lineal, para eso tomemos ¢ € F, T, S € Hom(U ® V,W). Luego, para cada u € U y para cada
v € V, tenemos lo siguiente:

Syvw(T+ceS)(u)(v) = (T+eS)(uev)

T(u®v)+ (cS )(U®U)
T(u®v)+cS(u®v)
= Pyvw(T)(w)(v) + c@uv,w(S)(u)(v)

es decir, @y v (T + ¢S)(w)(v) = @y v,w (T)(w)(v) + c@y,v,w (S)(u)(v), esto para cada u € U y
v € V. En consecuencia, @y yv.w (T + ¢S) = @uv,w(T) + c®u,v,w(S), lo cual sucede para cada
ceF, T,Se€ Hom(U ® V,W), con lo que queda probada la linealidad.

Ahora, veamos que Py vy es monomorfismo, para eso tomemos T € Ker(®yy,w). Luego,
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Py yvw(T) = 0, en consecuencia, T'(u ® v) = 0, para cada u € U, v € V. Asf, siy € UV,
entonces y = » . ¢i(v; ® w;), con ¢; € F, para cada i € I, donde I es algiin conjunto finito. Por
consiguiente, se tienen las siguientes igualdades:

T(y) = T (Zie] ci(vi ® wz’))
= Zie[ CZ‘T(’UZ‘ ®’LUZ‘)
0

es decir, T(y) = 0. Dado que esto ocurre para cada y € U ® V, se tiene que T = 0. De ahi que
Ke’l"(@uuw) = {0}

Veamos ahora que @y v, es suprayectiva. Tomemos 8 € Hom(U, Hom(V,W)). Por lo realizado
en la demostracion del Teorema 3.2.2, tenemos que la funcién

g: UV — %4
(u,v) = O(u)(v).

es bilineal. Aplicando la Propiedad universal del producto tensorial, existe una tinica transformacién
lineal, T'€ Hom(U ® V,W), que hace conmutativo el diagrama

UxV -2 w

| A

UV

es decir, Th = g, donde h : V x W — V @ W es la funcién bilineal asociada a V' ® W. Entonces,
para cada generador u ® v € U ® V| se cumple que

Tu®v) = T(h(
= (Th
= g
= 40
es decir, T(u ® v) = 6(u)(v). En consecuencia, @y v,w(T)(u)(v) = 6(u)(v), para cada v € U y
v € V. Asi, se tiene que Oy v (T') = 6 y de esta forma se establece la suprayectividad de @y v,w.
Como @,y es monomorfismo y epimorfismo, se tiene que es isomorfismo.
Para ver la naturalidad, tomemos U, U, W, W' € Obj(Vecr), T € Hom((U',U) y S €
Hom (W, W'). Debemos mostrar que el diagrama

[
Hom(U @ V,W) —>" = Hom(U, Hom(V, W))

S_(T®idy) S,_T

QU’,V,W’

Hom((U' @ V,IW')

Hom(U', Hom(V,W"))

es conmutativo, donde (S_(T ® idy))(n) = Sn(T @ idy), para cada n € Hom(U @ V,W) y
(S+_T)(0) = S,0T, para cada 8 € Hom (U, Hom(V,W)). Tomemos nn € Hom(U @V, W). Entonces,
por un lado tenemos que

((Se—T)2u,v,w)(n)

(S—T)(Pu,v,w(n))

= Seuvwm)T
es decir, (S,—T)®u,vw)(n) = S«®u,v.w(n)T. Por otro lado, tenemos que
(v vw (ST @idy)))(n) = o vw (ST @idy))(n))

= (I)UI’V,WI(S’I]<T®’L'dv>)
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es decir, (Pyr v, (S_(T ®idy)))(n) = @urvw (ST @ idy)). Ahora bien, tomemos v’ € U’ y
v € V, luego, por una parte, se tiene que

[Sc®uvw () T](u')(v)

I
PN
o
G
<
s -
§
\A’@

|

©ww
o X
S
=S

%

= S((I)U,V,W( )
= S(H(T(u)®v))
es decir, [Sx @y v,w (T (w')(v) = S(n(T(u') ® v)). Por otra parte, tenemos que
Sy vw (ST @idy)) (W) (v) = (ST @idy))(u' @ v)
= ((TW)@wv)
= S(T(W)®wv))
es decir, @y v (SN(T ® idy))(uW)(v) = ST (W) ® v)). Asi las cosas, hemos visto que
[Sx®uv.w (T () (v) = Py vw (ST & idy))(w)(v) y como esto sucede para cada u' €
U 'y v eV, se tiene que S,@uyvwn)T = Py v (Sn(T ® idy)), pero esto muestra que
((SeT)®u,v,w) () = (Pur,v,w (S—(T ®1idyv)))(n), lo cual ocurre para cadan € Hom(U @ V, W),
en consecuencia, (S,—T)®y v,w = @y v,w/ (S—(T ®idy)), que es precisamente lo que estabamos
buscando. O

Ejemplo 3.2.8. Consideremos F un campo, V. y W espacios vectoriales sobre el campo F. Recor-
demos que V* = Hom(V, F) y W* = Hom(W, F), entonces, usando el teorema anterior se tiene
que

(VeoWw)* m(V @ W, F)
m(V, Hom(W, F))
= Hom(V,W*)

es decir, (VQW)* = Hom(V,W*). En palabras, el espacio dual de V@ W, es isomorfo de manera
natural al espacio de las transformaciones lineales cuyo dominio es V' y cuyo contradominio es el
espacio dual de W.

It

Ejemplo 3.2.9. Sea F' un campo, U, W € Obj( Vecr) y {V;}icr una familia en Obj( Vecr). Luego,
usando el teorema anterior y el Teorema 3.1.8, tenemos lo siguiente:

Hom (U® (@iel Vi) ’W) Hom (Uv Hom (@ief VivW))
Hom (U, IT;e; Hom(V;, W)

[Lic; Hom(U, Hom(V;, W))

1R 1R

es decir, Hom (U @ (@;c; Vi) , W) = [T;e; Hom(U, Hom(V;, W)). Cuando I es un conjunto finito,
se tiene que Hom (U ® (P, Vi) , W) = @;c; Hom(U, Hom(V;, W)).

Corolario 3.2.6. Sea F' un campo, U, V,W € Obj( Vecr). Entonces,
Bil(U x VW)= Hom(U @ V,W).

Demostracion. Por el Teorema 3.2.2, tenemos que Bil(U x V,W) = Hom(U, Hom(V,W)) y por
el Teorema 3.2.13, Hom(U ® V,W). Aplicando la transitividad de la relacién de isomorfismo en
Obj(Vecr), tenemos que Bil(U x V,W) = Hom(U @ V,W). O

Ejemplo 3.2.10. Sea F un campo, V,W € Obj(Vecg). Por el corolario anterior, tenemos que
Bil(VxW,F) >~ Hom(V@W,F), pero Hom(V@W,F) = (V@ W)*, por lo que Bil(V x W, F) &
(V@ W)*. En palabras, el espacio de las formas bilineales de V- x W es isomorfo al espacio dual
de VeW.
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Corolario 3.2.7. Sea F' un campo, U, V,W € Obj(Vecr). Entonces, dim(Hom(U ® V,W)) =
dim(Hom(U, Hom(V, W)).

Demostracion. Es inmediato a partir del Teorema 3.2.13 y el Teorema fundamental del algebra
lineal. O

Ejemplo 3.2.11. Sea F un campo, U, V,W € Obj(Vecr) con dimensiones n, m y p, respecti-
vamenta, donde n,m,p € N\ {0}. Luego, tenemos que dim(U @ V) = dim(U)dim(W) = nm.
Entonces tenemos que Hom(U @ V,W) = M um)xp(F). Pero por el Teorema 3.2.13, se tie-
ne que Hom(U @ V,W) =2 Hom(U, Hom(V,W)), ademds dim(Hom(V,W)) = mp, por lo que
Hom(U, Hom(V,W)) = My (mp)(F). De esta manera, se concluye que Hom(U @ V,W) =
Mmysp(F) y Hom(U @ VW) = M,y (mp)(F), lo que nos permite usar uno u otro espacio,
segin nos convenga.
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Conclusiones

Podemos considerar a los espacios vectoriales sobre cierto campo F' como una categoria, a la
que nosostros le llamamos Vecp, la cual consta de los espacios vectoriales como objetos y las
transformaciones lineales entre ellos como las flechas o morfismos. Viendo a los espacios vectoriales
desde este punto de vista, podemos definir funtores de ésta a cualquier otra categoria. Nosotros
expusimos dos funtores de la categoria Vecp es si misma, estos son, el funtor Hom, tanto cova-
riante como contravariante y el funtor Tensor. Estos funtores nos permiten construir objetos maés
complejos porque desde luego, no es lo mismo un espacio vectorial simple, que las transformacio-
nes lineales que tienen como dominio o contradominio a cierto espacio vectorial, que es lo que se
obtiene con el funtor Hom en objetos; no es lo mismo una transformacion lineal entre dos espacios
vectoriales, que composiciones de transformaciones lineales, lo cual se obtiene con los morfismos
entre los objetos que se construyen con el funtor Hom. Ahora, si hablamos del Tensor, obtenemos
objetos todavia mas complejos, pues en este caso hay de por medio una funcién bilineal asociada,
;0 no?. Sin embargo, lo interesante de estos funtores en la categoria de espacios vectoriales es que
los nuevos objetos, pese a que como se dijo: son méas complejos, se quedan dentro de la misma
categoria, situacion que no sucede en otras categorias, por ejemplo en la categoria R — Mod, que
son objetos parecidos a los espacios vectoriales pero el conjunto de escalares es un anillo; aunque
en esta tesis no se expuso nada al respecto, no se descarta una investigacion a futuro sobre el tema
y se pueden consultar més detalles acerca del mismo en [4] y [6]. Regresando al caso de los espacios
vectoriales, los funtores que mencionamos nos permiten obtener propiedades de una manera mas
sencilla sobre estos nuevos objetos, comparado con la que manera en que normalmente se hace,
estas propiedades son respecto a las bases, la dimensién, entre otras cuestiones de interés.
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Apéndice A
Conjuntos

A.1. Axiomas de la teoria de conjuntos

A.1.1. Axiomas principales

Axioma A.1.1 (De existencia). Fziste un conjunto que no tiene elementos.
Este conjunto es 1nico, se conoce como el conjunto vacio y se denota por ().

Axioma A.1.2 (De extensién). Dos conjuntos A y B son iguales si tienen los mismos elementos.

Axioma A.1.3 (De especificacién). Sip(z) es una propiedad y A es un conjunto, podemos formar
el conjunto:

B={zecAlp(z)}

Este conjunto es unico y se conoce como el conjunto de los elementos de A que tienen la propiedad
p.

Axioma A.1.4 (Del par). Si A y B son conjuntos, podemos formar el conjunto {A, B}.

Axioma A.1.5 (De la unién). Para cualquier conjunto A, existe un conjunto B tal que x € B si
y solo si x € X para algin X € A.
Este conjunto es inico y se conoce como la union de A y se denota por |J A, es decir, B =] A.

Axioma A.1.6 (De regularidad). En cada conjunto no vacio A, existe uw € A tal que u y A no
tienen elementos en comin, es decir, para cualquier x, si x € A, entonces x & u.

Axioma A.1.7 (De las partes). Para cualquier conjunto X , existe el conjunto de los subconjuntos
de X.

Este conjunto se conoce como el conjunto potencia de X y se denota por P(X).

Axioma A.1.8 (Del infinito). Eziste un conjunto infinito.

A.1.2. Axioma de eleccién

El Axioma de eleccién es de gran importancia dentro de la teoria de conjuntos y se aplica
en diversas areas de las matematicas, antes de enunciarlo procederemos a definir el concepto de
Funcién de eleccién o selectora.

Definicién A.1.1 (Funcién de eleccién). Sea A un conjunto. Una funcion de eleccion o selectora
es una funcion f: P(A)\ {0} — A tal que para cada X € P(A)\ {0}, f(X) € X.
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A.1 Axiomas de la teoria de conjuntos

Ejemplo A.1.1. Consideremos el conjunto X = {a,b, c}, luego, la funcidn definida por:

fo PXON{D} — X
{a} = a

{b} = b

{c} = c

{a, b} = a

{a,c} = a

{b,c} = c
{a,b,¢c} +— a

es una funcion de eleccion.
Axioma A.1.9 (De eleccién). Todo conjunto no vacid tiene una funcion de eleccidn.

El siguiente teorema nos presenta una serie de afirmaciones equivalentes al Axioma de Eleccién.
Teorema A.1.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) Azioma de eleccidn.

2) Si A es una familia no vacia de conjuntos no vacios y ajenos dos a dos, es decir, para cada
A,B e A, si A+ B, entonces AN B =0, entonces existe un conjunto B tal que para todo
A€ A, AN B tiene un solo elemento.

3) Toda funcion suprayectiva tiene una inversa derecha.

4) Si {A;}ier es una familia indexada de conjuntos tal que A; # 0, para cada i € I y para
cada i,j € I, sii#j, A;NA; =0, entonces existe B C Uier Ai tal que BN A; tiene un
unico elemento, para cada i € I.

5) Si {A;}ier es una familia indexada de conjuntos no vacios, entonces existe una funcidén
oI = User Ai tal que para cada i € I, f(i) € A;.

6) Si{Ai}ier es una familia indexada de conjuntos no vacios, entonces [],c; A # 0.

7) Si F: X — PY)\ {0} es una funcidn, entonces existe una funcion f : X — 'Y tal que
f(z) € F(x), para cada x € X.

La demostracién detallada del teorema anterior se puede consultar en [3]. A continuacién se
enuncian algunos teoremas dentro de las matematicas que utilizan el Axioma de Eleccién para que
tengan sentido, pues de otra manera seria imposible su existencia.

Teorema A.1.2 (Lema de Zorn). Todo COPO no vacio en el que toda cadena tiene una cota
superior, tiene al menos un elemento mdzrimo.

Teorema A.1.3 (Existencia de bases en espacios vectoriales). Todo espacio vectorial tiene base.
La demostracién del teorema anterior se encuentra en el Capitulo 1 de esta tesis.

Teorema A.1.4 (Teorema de Krull). Todo anillo con uno distinto de cero tiene al menos un ideal
mdzimo.

Teorema A.1.5 (Equivalencia de continuidad por sucesiones). Una funcidn f : (a,b) — R es
continua en un punto xo € (a,b) siy solo si para cada sucesion {xy}nen en (a,d) tal que x, — x¢
se tiene que f(x,) — f(xo).

Teorema A.1.6. Ezxisten subconjuntos de R no medibles segin Lesbegue.
Teorema A.1.7 (Teorema de Nielson-Scheir). Todo subgrupo de un grupo libre es un grupo libre.
Teorema A.1.8. Todo campo tiene unica clausura algebraica salvo isomorfismos.

Para informaciéon méas detallada sobre las propiedades comentadas anteriormente y otras mas
de la Teorfa de Conjuntos se puede consultar [3].
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A.2. Ordinales

A.2.1. Conceptos preliminares

Definicién A.2.1. Sea A un conjunto y < una relacion en A. Decimos que < es una relacion de
orden parcial si es:

» Reflexiva: Para cada a € A, a < a.
» Antisimétrica: Para cada a,b € A, sia <byb<a, entonces a =b.
= Transitiva: Para cada a,b,c € A, sia < b yb < c entonces a < c.

En este caso se dice que el par (A, <) es un Conjunto Parcialmente Ordenado, lo cual se abrevia
como COPO.

Ejemplo A.2.1. Si X es un conjunto, entonces (P(X),C) es un COPO.
Definicién A.2.2. Sea (A, <) un COPO y B C A.

1) Un elemento u € A es una cota superior para B si para cada b € B, b < u.
Denotamos U(B) = {u € A | u es cota superior de B}.

2) Un elemento |l € A es una cota inferior de B si para cada b € B, 1 <b.
Denotamos L(B) = {l € A |l es cota inferior de B}.

3) Un elemento M € B es mayor de B si para cada b € B, b < M.
4) Un elemento m € B es menor de B si para cada b € B, m < b.
5) Un elemento s € A es supremo de B si es menor de U(B).

6) Un elemento i € A es infimo de B si es mayor de L(B).

Observacién A.2.1. i (A, <) es un COPO y B C A, debido a la antisimetria de <, es facil ver
que si existe el supremo de B ¢ infimo de B, éste es tnico, por lo que lo denotamos por sup(B) ¢
inf(B), segin el caso.

De igual forma, cuando existe el mayor o menor de B, éste es unico, por lo cudl se denota por
mayor(B) ¢ menor(B), segin el caso.

Definicién A.2.3. Sea (A, <) un COPO.

1) Un elemento x € A es mdximo si no existe y € A tal que x <y y x # y.
Otra manera de decir que x es mdximo en A es: six <y ey € A, entonces x = y.

2) Un elemento z € A es minimo si no existe w € A tal que w < z y z # w.
Otra manera de decir que z es minimo en A es: siw < z y w € A, entonces z = w.

Definicién A.2.4. Sea (A, <) un COPO no vacio y x,y € A. Decimos que x ey son comparables
sizr<yody<cx.

Definicién A.2.5. Sea (A, <) un COPO. Decimos que A es linealmente ordenado si cualesquiera
dos elementos en A son comparables.

Ejemplo A.2.2. (R, <), donde < es el orden usual en los reales es un conjunto linealmente
ordenado.

Definicién A.2.6. Si (A, <) es un COPO y C C A, decimos que C es una cadena de A si (C, <)
es un conjunto linealmente ordenado.
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Un teorema importante que relaciona estos tultimos conceptos es el Lema de Zorn, el cudl
enunciamos a continuacién.

Teorema A.2.1 (Lema de Zorn). Todo COPO no vacio en el que toda cadena tiene una cota
superior, tiene al menos un elemento mazrimo.

Definicién A.2.7 (Buen orden). Sea (A, <) un conjunto linealemente ordenado. Decimos que <
es un buen orden en A si cada B C A, con B # () tiene un elemento menor.

En este caso al par (A, <) le llamaremos conjunto bien ordenado y por comodidad, siempre que no
haya lugar a confusion al orden inducido se dird simplemente que A es un conjunto bien ordenado.

Ejemplo A.2.3. (N, <) es un conjunto bien ordenado.

Ejemplo A.2.4. El conjunto de los enteros 7Z no esti bien ordenado, ya que Z_ =
{...,=3,-2, -1} CZ, Z_ # 0 pero no tiene un elemento menor.

Definicién A.2.8 (Conjunto transitivo). Un conjunto X es transitivo si Z € Y € X implica que
Z e X.

Proposicion A.2.1. Sea X un conjunto. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1) X es transitivo.

2) SiY € X entoncesY C X.

A.2.2. Introduccién a los niimeros ordinales

El objetivo de introducir los nimeros cardinales es generalizar el método conjuntista utilizado
para la construccién de los ntmeros naturales, en el cudl, un objeto es un ntmero natural si
es un conjunto transitivo, bien ordenado por la relacién de pertenencia restringida y cualquier
subconjunto no vacio tiene un elemento maximo con respecto a este orden. En este caso, si n es
un nimero natural se tiene que n = {0,1,2,...,n — 1}. Si denotamos

w={0,1,2,...,n,n+1,...},

podemos pensar que w es el primer “nimero” més grande que cualquier nimero natural. Llegando
a este limite, la operacién de sucesor puede ser utilizada para generar “‘ntmeros” posteriores a w
de la siguiente forma:

Sw) = wU{w} = {
Sw) = Swu{Sw} = {01,

etc.

Si denotamos S(w) = w + 1, tenemos:

Sw) = w4+l
SSwW) = W+ +1 = w+2
etc.
Ahora, tenemos una sucesiéon 0,1, ..., w,w+1,w+2,w+3,...,w+n,..., para todo nimero natural

n.
Un nimero més grande que todo w+n podemos considerarlo como el conjunto de todos los niimeros
mas pequenos:

w2 = wt+w = {0,1,2,...,w,w+1,...,w+n,...}
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continuando con este proceso hasta n tenemos:
w-n = {0,1,2,...,w,...,w-2,...,w-(n—1),w-(n—1)+1,...}
con lo cual podemos llegar hasta:
w-w = {0,1,2,...,w,...,w-n,...,w-(n+1),...}

Los conjuntos generados por este razonamiento cumplen casi todas las propiedades necesarias para
la definicion de nimero natural. Son transitivos y estan linealmente ordenados por €, esto es, € y
implica que x C . Ahora, si x,y € z, entonces tenemos que:

r<ysiysolosixz €,y

es un orden lineal.

A.2.3. Conceptos de nimeros ordinales

Con la pequena introduccién dada anteriormente estamos en condiciones de dar la definicién
de nimero ordinal.

Definicién A.2.9 (Nimero ordinal). Sea x un conjunto. Diremos que x es un numero ordinal si:
1) x es transitivo.
2) x estd bien ordenado por €.

Los numeros ordinales suelen ser denotados por las primeras letras mintusculas del alfabeto
griego, tales como «, 3,7, etc.
La siguiente proposicion nos garantiza la existencia de nimeros ordinales que no son naturales.

Proposicion A.2.2. Los numeros naturales son nimeros ordinales y hay un numero ordinal que
no es un numero natural, a saber w.

Definicién A.2.10. El conjunto w dado por la proposicion anterior se conoce como N, que es
precisamente el conjunto de los numeros naturales.

A continuacién se da una proposicién que nos encamina a definir un sucesor de un numero
ordinal.

Proposicién A.2.3. Si « es un nimero ordinal, entonces aU{a} también es un nimero ordinal.

Definicién A.2.11. Sea o un nimero ordinal. El sucesor de o se define por aU{a}. Este elemento
es denota por S(a) ¢ a+ 1, es decir:

S(a)=a+1=aU{a}.

Definicién A.2.12. Un nidmero ordinal o es llamado ordinal sucesor si existe un ordinal 8 tal
que o = 3+ 1.
Cuando a no es un ordinal sucesor se dice que es un ordinal limite.

Ejemplo A.2.5. () es un ordinal limite, ya que no es sucesor de ningin ordinal.

Ejemplo A.2.6. Cualquier numero natural diferente de cero siempre es un ordinal sucesor, pues
siempre es sucesor de algun ordinal, a saber un numero natural.

Ejemplo A.2.7. Los numeros w, w-2,...,w-w son ordinales limite.
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Los siguientes lemas nos encaminan a ordenar a los ordinales.
Lema A.2.1. Cualquier elemento de un niumero ordinal es un nimero ordinal.

Lema A.2.2. Si « es un nimero ordinal, entonces o ¢ «. Si « y  son dos nimeros ordinales,
no se puede cumplir simultdneamente que o € B y B € .

Lema A.2.3. Si a y 8 son ordinales tales que o C 3, entonces a € 3.
Definicién A.2.13. Para o y 8 ordinales, definimos o < 8 si y solo si a € 3.

Es facil notar que este orden extiende el orden dado en la construccién de los nimeros naturales.
El siguiente teorema nos garantiza que el orden <, dado por a« < 8siysolosia € 6 a=f, con
a'y 8 ordinales es un buen orden.

Teorema A.2.2. Sean o, y v numeros ordinales. Se cumplen las siguientes afirmaciones:
1) Sia<fypB <~y entonces a < 7.
2) a< By B <ano sepueden cumplir de manera simultdnea.
3) Se satisface una de las siguientes afirmaciones:
a) a < B.

b) a=p.
c) B<a.

4) Si X es un conjunto de nimeros ordinales, entonces (X, <), con < definido como antes es
un conjunto bien ordenado.

5) Para cualquier conjunto X de nimeros ordinales, hay un ordinal o tal que o ¢ X. Esto nos
dice que no existe el conjunto de numeros ordinales, por lo que la coleccion de los numeros
ordinales es una clase propia.

Definicién A.2.14. Si X es un conjunto de ordinales, entonces definimos:

supX = UX.

Sabemos que hay un convenio con respecto a las clases que nos permite extender los conceptos
de los conjuntos a éstas, tales como relaciones, funciones, érdenes, etc.
De acuerdo a lo anterior podemos introducir la siguiente definicién.

Definicién A.2.15. SiC es una clase de numero ordinales, definimos:

supC = UC

mfC =(")C.

Es fécil ver que supC e inf C son ordinales.
El siguiente teorema nos dice quiénes son los ordinales finitos.

Teorema A.2.3. Los numeros naturales son exactamente los niumeros ordinales finitos.

Observacién A.2.2. Si Ord es la clase de los ordinales y o es un ordinal, de acuerdo al Teorema
A.2.2 podemos a expresar a « de la siguiente manera:

a={8|Be€Ordyf<al

Si vemos a a como un conjunto de ordinales, cuando « es un ordinal sucesor, digamos que o = +1
con B un ordinal se tiene que « tiene elemento mayor, a saber 3.
Cuando o es un ordinal limite no tiene un elemento mayor, en este caso o =sup{f | 8 < a} = Ja.
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A continuacion se dan algunos ejemplos de ordinales sucesores y limite que de acuerdo a nuestro
criterio son de mucha importancia dentro de las matemaéticas.

1) 0 =0 no es un ordinal limite ya que no es sucesor de ningtin ordinal.

2) Los ntmeros naturales diferentes de cero, por ejemplo:

1 = {0y =0u{0}
2 = {0,{0}} =10{1}

n = {0,1,...,n—1}
son ordinales sucesores.
3) w es un ordinal limite.

Asumiendo el Axioma de eleccién, enunciado en la seccién anterior podemos afirmar la siguiente
proposicién.

Proposicion A.2.4. Todo conjunto es equipotente a algun numero ordinal.

A continuacién enunciaremos el Principio de induccién transfinita, que no es otra cosa que una
generalizacion del Principio de inducciéon matemadtica usado para los nimeros naturales.

Teorema A.2.4. Sea p(x) una propiedad que satisface las siguientes condiciones:

1) p(0) es verdadera.

2) p(«) implica p(a+ 1) para todos los ordinales o.

3) Para todo ordinal limite o # 0, si p(B) se cumple para todo f < «, entonces p(a) se cumple.
Entonces p(a) es verdadero para todos los ordinales c.

Al igual que el caso del Principio de inducciéon matemaética, podemos generalizar el Principio
de recursion utilizado en los nimeros naturales.

Teorema A.2.5 (Principio de recursién transfinita). Sea Q un ordinal, A un conjunto, S =
Uacq A% el conjunto de las sucesiones transfinitas de todos los elementos en A de longitud menor
que Q y g: S — A una funcion. Entonces existe una tunica funcion f : Q — A tal que:

f(a) = g(fia) para todo a < Q.

No se escriben las demostraciones de los teoremas expuestos anteriormente puesto que no es el
objetivo de esta tesis, sin embargo, si se desean conocer tales demostraciones asi como propiedades
mds a fondo sobre los niimeros ordinales se puede consultar [3].

A.3. Cardinalidad

A.3.1. Conceptos preeliminares

Definicién A.3.1 (Equipotencia). Sean A y B conjuntos. Decimos que A y B son equipotentes
st existe una funcion biyectiva f : A — B. En este caso denotamos |A| = |B.

Ejemplo A.3.1. Sia,b,c,d son nimeros reales con a < b y ¢ < d entonces los intervalos [a,b] y
[e,d] son equipotentes, pues la funcion

[ lab] — e d]
v gy e

es biyectiva.
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Definicién A.3.2. Sean A y B conjuntos. Decimos que A se sumerge en B si existe una funcion
inyectiva f : A — B. Lo anterior se denota como |A| < |B|.

Antes de continuar vamos a recordar algunos conceptos de funciones que son necesarios para
establecer algunas precisiones.

Definicién A.3.3 (Composicién de funciones). Sean A, B, C' conjuntos, f : A— B, g: B — C
funciones. La composicion de f con g es la funcion go f : A — C, definida por (go f)(a) = g(f(a)),
para cada a € A.

Notacion A.3.1. Si A, B, C son conjuntos, f: A— B yg: B — C son funciones, denotaremos
a la composicion go f: A — C como gf, es decir, go f =gf.

Definicién A.3.4. Sean A, B conjuntos y f : A — B una funcidn.

1) Decimos que A es cancelable por la izquierda si para cada conjunto X y para cualesquiera
funciones g,h: X — A, fg = fh, implica g = h.

2) Decimos que A es cancelable por la izquierda si para cada conjunto X y para cualesquiera
funciones g,h: B — X, gf = hf, implica g = h.

3) Decimos que f es cancelable si es cancelable por la izquierda y por la derecha.
Teorema A.3.1. Sean A, B conjuntos y f : A — B una funcion. Entonces:

1) f es inyectiva si y solo si es cancelable por la izquierda.

2) f es suprayectiva si y solo si es cancelable por la derecha.

3) [ es biyectiva si y solo si es cancelable.
La demostracién de este teorema se puede consultar en [1].
Teorema A.3.2. Sean A, B conjuntos y f : A — B una funcion. Entonces:

1) f es inyectiva si y solo si existe una funcion g : B — A tal que gf = ida. Dicha funcidn g
es llamada inversa izquierda de f.

2) f es suprayectiva si y solo si existe una funcion g : B — A tal que fg = idp. Dicha funcidn
g es llamada inversa derecha de f.

3) [ es biyetiva si y solo si existe una funcion g : B — A tal que gf =ida y fg = idp. Esta
funcion ademds es unica, por lo que es llamada la funcion inversa de f y se denota por
f=1, es decir, g = f~1.

Observacién A.3.1. Si A, B son conjuntos y f : A — B es una funcion suprayectiva, por el
Teorema A.3.2, existe una funcion g: B — A tal que fg = idp. Asi, se tiene que f es un inverso
izquierdo para g, por el Teorema A.3.2, g : B — A es inyectiva y en consecuencia |B| < |A|.

De igual forma, si f : A — B es una funcion inyectiva, entonces por el Teorema A.3.2 existe una
funcion g : B — A tal que gf = ida. Note que f es inverso derecho de g, de donde concluimos que
g es suprayectiva.

Notacién A.3.2. Si A y B son conjuntos, para indicar la unién ajena de A con B se escribird
AUB, esto significa que AN B = ().

Definicién A.3.5. Sean A y B conjuntos. Decimos que |A| < |B| cuando existe una funcién
inyectiva f : A — B pero no existe una funcion suprayectiva de A a B.

Ejemplo A.3.2. Si A es un conjunto entonces |A| < |P(A)| ya que

f: A — PA)
x — {z}

es una funcion inyectiva de A en P(A) pero no existe una funcion suprayectiva de A en P(A).
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A.3.2. Cardinalidad

Definicién A.3.6 (Numero cardinal). Sea a un ndmero ordinal. Decimos que o es un nimero
cardinal si no es equipotente con ninguno de sus elementos.

Observacion A.3.2. Asumiendo el Azxioma de Eleccion, como se hizo al elaborar este trabajo,
a cualquier conjunto A le podemos asignar un nidmero cardinal |A|, con lo que diremos que dos
conjuntos tienen la misma cardinalidad si y solo si son equipotentes.

Los nimeros cardinales los denotamos con letras del alfabeto griego, tales como Kk, A, ..., ¢, X, Y, w.

Lema A.3.1. Si A, Ay y B son conjuntos tales que Ay C B C A y |A1| = |A|, entonces |B| = |A|.

La demostracién del lema anterior se puede consultar en [3].
El siguiente teorema nos ofrece una forma relativamente facil de saber cuando las cardinalidades
de dos conjuntos coinciden.

Teorema A.3.3 (Teorema de Cantor-Schroeder-Bernstein). Sean A y B conjuntos, si |A| < |B|
y |B| < |A4|, entonces |A| = |B.

La demostracién se puede consultar en [3]. En palabras, lo que nos dice el Teorema de Cantor-
Schroeder-Bernstein es que si tenemos conjuntos A y B, existe una funcién inyectiva f : A — By
otra funcion inyectiva g : B — A, se garantiza la existencia de una funcién biyectiva h : A — B.

Proposicién A.3.1. En la clase de conjuntos, el orden A < B si y solo si |A| < |B| es un orden
lineal, siempre que se asuma el Azioma de eleccion.

Definicién A.3.7 (Conjunto finito). Sea A un conjunto. Decimos que A es finito si existe un
nimero natural n tal que |A| = |n|.
Cuando A no es un conjunto finito decimos que es infinito.

Observacion A.3.3. Podemos asequrar que los inicos cardinales finitos son los niumeros natura-
les.

Ejemplo A.3.3. El conjunto vacio ) es un conjunto finito, ya que |@| = 0.
Teorema A.3.4. Si A es un conjunto infinito, entonces | X| > n, para cada n € N.
Definicién A.3.8 (Conjunto numerable).

1) Un conjunto A es numerable si |A| = |N|.

2) Un conjunto A es a lo mds numerable si |A| < |N|.

3) Cuando un conjunto A no es numerable se dice que es no numerable.
Ejemplo A.3.4.

1) Si {Ai}icr es una familia de conjuntos numerables, se tiene que |J;c; Ai es un conjunto
numerable.

2) Q es un conjunto numerable.

3) Si A y B son conjuntos numerables, entonces A X B es numerable.
De aqui se deduce que |N x N| = |N|.

Ejemplo A.3.5. Los conjunto R y C no son conjuntos numerables.

Los detalles de las afirmaciones anteriores se pueden consultar en [3].
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A.3.3. Aritmética cardinal

En este apartado vamos a introducir una forma de operar los niimeros cardinales, de manera
similar a los sistemas numéricos conocidos.
A.3.4. Suma de cardinales

Definicién A.3.9 (Suma de cardinales). Sean A, B conjuntos tales que AN B =0, con |A| =k
y |B| = A, defiimos la suma de k y A de la siguiente manera:

K+A=|AUB|

En general, si {A;}icr es una familia de conjuntos ajenos por pares, es decir, A;NA; =0, sii# j
y |4;| = ki, para cada i € I, definimos la suma de {k;};cr como:

> mi= U4

i€l i€l

Es importante mencionar que si tenemos una familia infinita de conjuntos es vital asumir el Azioma
de eleccion.

Teorema A.3.5. Sea A es un cardinal infinito, k, un cardinal no nulo para cada a < X\ y Kk =
sup{ka | & < A} . Entonces:
Z Ko = A+ K.

a<A
Corolario A.3.1. Sik; son nidmeros cardinales y |I| < sup{x; | i € I}, entonces:
Zlii =sup{k; | i € T}.
iel

La demostraciones se pueden consultar en [3].

A.3.5. Producto de cardinales

Definicién A.3.10. Sean A, B conjuntos tales que |A| = k y |B| = A. Definimos el producto de
Kk con A del siguiente modo:

Kk-A=]AXxB|.
En general, si {A;}icr es una familia de conjuntos tales que |A;| = k;, para cada i € I, definimos
el producto de {k;}ier como:

H R; = H Al

i€l i€l

Teorema A.3.6. Si\ es un cardinal infinito, {kq}a<x €s una sucesion no decreciente de cardinales
no nulos y kK = sup{kq | @ < A}, entonces:

I o =
a<A
El siguiente teorema nos presenta una relacion entre las sumas y los productos de cardinales.
Teorema A.3.7. Sipara cada i € I, k; y \; son numeros cardinales tales que k; < X\;, entonces:
E R < H A
iel iel
Observacion A.3.4. Del teorema anterior se deduce que si k es un cardinal infinito, entonces
Kk < 2%, dicha desigualdad se conoce como El Teorema de Cantor.

Las demostraciones de los resultados expuestos se pueden consultar en [3].
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A.3.6. Potencia de cardinales

Definicién A.3.11 (Potencia de cardinales). Sean A, B conjutos con |A| = k y |B| = A. Defini-
mos:
Ii/\ _ |AB|
donde
AB ={f:B— A|f es funcién}.

A.3.7. Propiedades de los cardinales
Teorema A.3.8. Sean k, A\, u y ¢ cardinales. Se cumplen las siguientes propiedades:

1. k+A=A+xk.

2. k+(A+p)=(k+A)+p.

3. K- A=Ak

4o B ) = (5 A) -

S k-A+p)=rk-A+k-p.

6. k+Kk=2" K.

7 k+0=k.
8 Sik+1=MX+1, entonces k = \.
9. (k- ANHF =rF- A
10. KM = kN K1
11. (KM = gMH.
12. K0 =1.
18. k' =k, si k> 0.
14. 1" =1.
15. 0" =0, si k > 0.
16. k <K+ A\
17. Sik <Ay u< ¢, entonces K+ pu < A+ ¢.
18. k< kKk-A, siA>0.
19. Sik <A yp<o¢, entonces k-t < A ¢.
20. kK <K, siA>0.
21. A< KN, sik > 1.
22. Sik < XAypu<ao, entonces k¥ < A?.
23. k- K= K2

Para maés detalles se puede consultar [3].

Teorema A.3.9. Si A es un conjunto y |A| = k, entonces |P(A)| = 2~.

161



Conjuntos
A.3 Cardinalidad

A.3.8. El continuo

Antes de proceder a dar los detalles sobre el continuo recordemos el siguiente teorema.
Teorema A.3.10 (Diagonal de Cantor). R no es numerable.

De acuerdo al teorema anterior se deduce que |[N| < |R|, para seguir formalizando los detalles
veamos la siguiente proposicién.

Proposicién A.3.2. El Azioma de eleccion implica que la relacidn |A| = |B| en la clase de los
conjuntos es una relacion de equivalencia.

La proposicién anterior nos permite afirmar que N representa a todos los conjuntos numerables,
asf al nimero cardinal asociado a |N| lo denotaremos por Rg.
A partir de lo comentado previamente tenemos que

n < Ng
para cualquier nimero natural y ademas
No+Ng = Ny
Ro-Rg = N

El conjunto de los niimeros reales R es llamado linea real o continuo, a continuacién tenemos algo
sobre su cardinalidad.

Teorema A.3.11. El ndmero cardinal del continuo es 2%0.

Dado que hay funciones biyectivas de cualquier intervalo abierto a los reales se concluye que
cualquier intervalo abierto (a,b) tiene la misma cardinalidad del continuo.
Los intervalos cerrados [a, b] de niimeros reales o son a lo mas numerables o tienen cardinalidad 2%°.

Afirmacién A.3.1 (Hipétesis del continuo). No existe un cardinal k tal que:
Ry < K < 280,

La afirmacién anterior nos garantiza que no hay conjuntos infinitos de nidmeros reales de car-
dinalidad distinta de X y 280,

Observacion A.3.5.
R0 4 9%o — oMo . 9Ro — 9No

La igualdad anterior se deduce del Terorema de Cantor-Schoeder-Bernstein y de la igualdad RXg-Ry =
Np.

A partir de lo anterior podemos deducir algunos resultados importantes sobre cardinalidad.
Proposicién A.3.3. El conjunto de los nimeros complejos tiene cardinalidad 2%0.

Proposicion A.3.4. FEl conjunto de todas las sucesiones de nimeros naturales tiene cardinalidad
2%o,

Proposicién A.3.5. El conjunto de las funciones de R en R, denotado por RR tiene cardinalidad
2%o,

Proposicién A.3.6. El conjunto de las funciones continuas de R en R tiene cardinalidad 2%°.
Proposicién A.3.7. Si A es un subconjunto numerable de niimeros reales, entonces |R \ A| = 2%0.

Observacién A.3.6. Como Q es numerable, de la proposicidn anterior se tiene que el conjunto
de los mimeros irracionales R \ Q tiene cardinalidad 2%° .

Los detalles de los resultados expuestos asi como sus demostraciones se pueden consultar en
3].
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A.3.9. Alephs

En este apartado vamos a generalizar el concepto de los Alephs, introducido anteriormente para
el caso del conjunto de los niimeros naturales.

Definicién A.3.12. Un numero ordinal @ es inicial si no es equipotente a algun ordinal 8 < .
Ejemplo A.3.6.

1) Los nimeros naturales son ordinales iniciales.

2) El ordinal w es inicial pues no es equipotente a ningin nimero natural.

3) w+1 no es un ordinal inicial.
Teorema A.3.12. Todo conjunto bien ordenado es equipotente a un unico ordinal inicial.

Corolario A.3.2. El Axioma de eleccion implica que todo comjunto es equipotente a un unico
ordinal inicial.

A partir del corolario anterior podemos definir con mayor precisién el concepto de cardinal.

Definicién A.3.13. Si A es un conjunto, el cardinal |A| es el dnico ordinal inicial equipotente a
A.

En particular, |A| = w para cualquier conjunto numerable y |A| = n, para cualquier conjunto finito
de n elementos. Esto coincide con los conceptos expuestos anteriormente.

Definicién A.3.14. Para cualquier conjunto A, el minimo niumero ordinal que no es equipotente
a algin subconjunto de A se llama El nimero de Hartog de A y se denota por h(A).

Observacion A.3.7. Asumiendo el Azioma de eleccion se tiene que el niumero de Hartog existe
para cualquier conjunto A.

Lema A.3.2. Para cualquier conjunto A, h(A) es un ordinal inicial.

Las demostraciones de los resultados enunciados anteriormente se pueden consultar en [3].
Con lo expuesto hasta el momento estamos en perfectas condiciones para definir por Recursién
Transfinita una escala para nuestros ordinales iniciales.

Definicién A.3.15. Definimos los ordinales iniciales de la siguiente manera:

Wp = W
Watl = h(wa) para todo ordinal o
wa = sup{wg|pB <a} sia#0 esun ordinal limite.

Teorema A.3.13.
1) Para cada ordinal o, ws es un ordinal inicial infinito.
2) Si Q es un ordinal inicial infinito, entonces Q) = wy, para algin ordinal .
La demostracién se puede consultar en [3].

Observacion A.3.8. A partir del Azioma de eleccion y del teorema anterior concluimos que
cualquier conjunto infinito es equipotente a wy, para algun ordinal . Ademds, los ordinales iniciales
son los cardinales de los conjuntos infinitos, estos numeros se llaman Alephs y se denotan como
R, para cada ordinal . Es decir, la notacion R, se utilizard cuando nos refiramos a cardinales.
Notemos que el orden de los cardinales coincide con el orden de los ordinales, es decir, si a y B
son ordinales y oo < B entonces R, < Ng.

Mds aun, los numeros cardinales son los representantes de las clases de equivalencia de conjuntos
de la misma cardinalidad (en la clase de conjuntos).
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Anteriormente vimos que Ry + Ng = Ry y Ry - Ng = Ny, ademds, si n es un numero natural,
entonces n 4+ Ng = Ng. Vamos a generalizar estas operaciones por medio de los resultados que se
exponen a continuacion.

Teorema A.3.14. Para cada ordinal o, N, - Ny = Ny,

Corolario A.3.3. Para cualesquiera ordinales o y 3, tales que o < 3, Ry - Ng = Ng.
Ademds, sin es un numero natural se tiene que n - Ry = N,.

Corolario A.3.4. Para cualesquiera ordinales o y [ tales que oo < B, se tiene que R, + Ng = Ng.
Ademds, si n es un nimero natural, entonces n + N, = N,.

La demostracién de los resultados anteriores se puede consultar en [3].

Observacién A.3.9. A partir de los resultados anteriores se deduce que si kK y A son cardinales
y alguno de ellos es infinito, entonces:

K+ A= k- =mayor{k, \}.
Definicién A.3.16. Si A es un conjunto infinito y k es un cardinal tal que k < |A|, definimos:

1) El conjunto de todos los subconjuntos de A de cardinalidad k como:
A = {X C A|[X] = 5}
2) El conjunto de todos los subconjuntos de A de cardinalidad menor que k como:
(A" = {X C A||X]| <~}.
Teorema A.3.15. Si A es un conjunto infinito, entonces:
|[A]5"] = 14].
A continuacion se presentan méas propiedades de interés para las operaciones con cardinalidades.

Teorema A.3.16. Sea {4;}icr una familia de conjuntos, donde I es un conjunto de indices tal
que |I| = k. Si |A;| < X, para cada i € I, entonces:

U

el

<K-A\

Teorema A.3.17. Para cualquier familia de conjuntos {A;};cr se tiene que:

U

i€l

< 37 |Ai| = sup{|4i| |i € I},

i€l

Teorema A.3.18. Sea {k; | i € I} una familia de cardinales, entonces, para cualquier nimero
cardinal p se tiene que:
TSRS yyr
iel iel

Teorema A.3.19. Sea {k; | i € I} una familia de cardinales no nulos, tales que |I| es un cardinal
infinito o k; es un cardinal infinito, para algin v € I, entonces:

ZHZ' = |I|-sup{r; | i € I}.
icl

Para mds detalles consultar [3].
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Categorias

B.1. Definicién y ejemplos

Definicién B.1.1 (Categoria). Una categoria C consta de los siguientes elementos:
1) Una clase de objetos Obj (C).
2) Un conjunto C(A, B), para cada A, B € Obj (C).

3) Una operacion
o: C(A4,B)xC(B,C) — C(A4,0C)
para cada A, B,C € Obj (C).
los cuales estan sujetos a los siguientes ariomas:
a) C(A,B) =C(C,D) siy solo si A=C y B= D, para cada A,B,C,D € Obj (C).
b) Si f € C(A,B),g € C(B,C),h € C(C,D), entonces ho (go f) = (hog)o f, para cada
A,B,C,D € Obj (C).
¢) Para cada A € Obj (C), existe ida € C(A, A) tal que para cada B € Obj (C), f € C(A,B),g €
C(B, A), se tiene que foidga=f yidaog=g.
Para cada A, B € Obj(C), los elementos de C(A, B) se llaman flechas o morfismos. Si f €

C(A, B), denotamos f : A— B ¢ A—1.B.

La operaciono : C(A, B)xC(B,C) — C(A,C), definida en 3), es llamada composicion de morfismos
y se denotard por gf, es decir, si f € C(A,B), g € C(B,C), con A,B,C € Obj(C), entonces
gof=gyl

El morfismo ida € C(A, A) definido en c) es llamado el morfismo identidad en A.

Ejemplo B.1.1. Set denotard la categoria de los conjuntos, en la cual los objetos son los conjuntos
y los morfismos son las funciones usuales entre conjuntos.

Ejemplo B.1.2. Top denota la categoria de espacios topologicos, donde los objetos son los espacios
topologicos y los morfismos son las funciones continuas entre ellos.

Ejemplo B.1.3. Vecp es la categoria de espacios vectoriales sobre un campo fijo F', donde los
objetos son los espacios vectoriales sobre el campo F' mientras que los morfismos son las transfor-
maciones lineales entre ellos.
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Ejemplo B.1.4. Consideremos un COPO (A, <). Definimos la categoria C4, definiendo sus ob-
jetos como:
0bj (Ca) ={X | X € A}

y sus flechas de la siguiente manera:

B {(X,Y)} siX<Y
CalXY) = { 0 otro caso

para cada X,Y € Obj (C4).

Ejemplo B.1.5 (Categorfa opuesta). Sea C una categoria. La categoria opuesta, denotada por

C°P, define sus objetos como:
Obj (C) = Obj (C)

y sus morfismos como:

C?(A,B) =C(B,A)
para cada A, B € C°P.

Ejemplo B.1.6 (Categoria producto). Sean C,D categorias. La categoria producto, denotada
por C X D, consiste de los objetos:

Obj (CxD)={(A,B)| A€ 0bj(C),B € Obj (D)}
y los morfismos:
(C X D) ((Al, Bl), (AQ, BQ)) = C(Al, AQ) X D(Bl, B2)

para cada Aj,Ay €  Obj(C), Bi1,By € Obj(D). En este caso, para cada
(A1, B1), (Aa, Bs), (A3, Bs) € Obj (C x D), la composicion se define como

o : (C XD)((Al’Bl)7(A2’BQ)) X (CXD)((AQ’BQ)7(A3’B3)) — (CXD)((A1,31)7(A3,B3))
((T1, 51), (12, 52)) = (T2 0¢ T1, S op S1)

donde o¢ y op son las composiciones en C y D, respectivamente.

B.2. Tipos de morfismos

Definicién B.2.1 (Monomorfismo). Sea C una categoria, A, B € Obj (C) y f € C(A, B). Decimos
que [ es monomorfismo si para cada C € Obj (C) y para cada g,h € C(C, A), si fg = fh, entonces
g=h.

Ejemplo B.2.1. En la categoria Set los monomorfismos son las funciones inyectivas.

Ejemplo B.2.2. En la categoria Vecy los monomorfismos son las transformaciones lineales in-
yectivas.

Definicién B.2.2 (Epimorfismo). Sea C una categoria, A,B € Obj (C) y f € C(A, B). Decimos
que f es epimorfismo si para cada C € Obj (C) y para cada g,h € C(B,C), si gf = hf, entonces
g=h.

Ejemplo B.2.3. En la categoria Set los epimorfismos son las funciones suprayectivas.

Ejemplo B.2.4. En la categoria Grp(grupos) los epimorfismos son los homomorfismos de grupos
suprayectivos.

Definicién B.2.3 (Isomorfismo). Sea C una categoria, A,B € Obj (C) y f € C(A,B). f es un
isomorfismo si existe g € C(B, A) tal que gf =ida y fg=1idp.
En este caso se dice que los objeto A y B son isomorfos y se denota A = B.
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Ejemplo B.2.5. En la categoria Set, los isomorfismos son las funciones biyectivas entre conjuntos.

Ejemplo B.2.6. En la categoria Top, los isomorfismos son los homeomorfismos entre los espacios
topoldgicos.

Definicién B.2.4. Sea C una categoria, A € Obj (C). Si f € C(A, A), entonces [ es llamado
endomorfismo y si es isomorfismo le llamamos automorfismo.

Vamos a mostrar algunas propiedades de los morfismos.

Proposicién B.2.1. Sea C una categoria, A,B € Obj (C) y f : A — B un morfismo. Entonces, f
es un isomorfismo si y solo si existe un unico morfismo g: B — A tal que gf =ida y fg =idp.

Proposicién B.2.2. Sea C una categoria, A,B € Obj(C) y f : A — B un morfismo. Si f es
isomorfismo, entonces es monomorfismo y epimorfismo.

En el siguiente ejemplo vamos a ver que en general el reciproco de la Proposiciéon B.2.2 no es
cierto.

Ejemplo B.2.7. Consideremos la categoria CRing, que es la categoria de anillos conmutativos.
Consideremos a los objetos Z, Q y el morfismo f : Z — Q, definido por f(n) = T, para cada
n € Z. Veamos que f es monomorfismo, sean R € Obj(CRing) y morfismos h,k : R — 7Z tales
que fh = fk. Veamos que h =k, sea r € R, luego (fh)(r) = (fk)(r), esto es f(h(r)) = f(k(r)), o
sea @ = @, es decir, h(r) = k(r), como esto sucede para cada v € R, se tiene que h = k. Por
lo tanto, f es monomorfismo.

Ahora veamos que f es epimorfismo, para esto sea S € Obj(CRing) y morfismos s,t : Q — S
tales que sf =tf, por lo que s(n) = t(n), para cada n € Z. Debemos mostrar que s = t, en efecto,
sea 3 € Q, entonces tenemos las siguientes igualdades:

S(3) =

I | T |
~ &+~ ~+ ~+ O O
S

[SUISISHISISHISIS IS

|
~+

De ahi que s = t. Por lo tanto, [ es epimorfismo. Asi las cosas, hemos mostrado que f es mo-
nomorfismo y epimorfismo, sin embargo, no es isomorfismo puesto que no puede tener inversa ya
que [ no es una funcion biyectiva.

Teorema B.2.1. Sea C una categoria, A, B,C € Obj (C), f: A— By g: B— C morfismos.
1) Si f y g son monomorfismos, entonces gf : A — C' es monomorfismo.
2) Si f y g son epimorfismos, entonces gf : A — C es epimorfismo.
3) Si f y g son isomorfismos, entonces gf : A — C es isomorfismo.

El siguiente teorema establece relaciones entre la composicién de morfismos y los morfismos
que se componen.

Teorema B.2.2. Sea C una categoria, A,B,C € Obj(C), f: A— B yg: B — C morfismos.
1) Sigf es monomorfismo, entonces f es monomorfismo.

2) Sigf es epimorfismo, entonces g es epimorfismo.
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B.3. Tipos de objetos

Definicién B.3.1 (Objeto inicial). Sea C una categoria y A € Obj (C). Decimos que A es un
objeto inicial en C si para cada B € Obj (C), existe un inico morfismo f: A — B.

Ejemplo B.3.1. El conjunto vacio () es un objeto inicial en Set, pues para cada conjunto B,
existe una Unica funcion f: 0 — A, a saber, la funcién vacia.

Definicién B.3.2 (Objeto final). Sea C una categoria y A € Obj (C). Decimos que A es un objeto
final en C, si para cada B € Obj (C), existe un inico morfismo f: B — A.

Ejemplo B.3.2. En la categoria Set, el conjunto {a}, donde a es un elemento, es un objeto final,
pues para cada conjunto B, existe una unica funcidn f : B — {a}, a saber, la funciéna : B — {a},
definida por a(b) = a, para cada b € B.

Teorema B.3.1. Sea C una categoria, A, B € Obj (C). Si A es un objeto inicial y B es un objeto
final, entonces existe un unico isomorfismo f: A — B.

Teorema B.3.2. Sea C una categoria. Los objetos iniciales y finales en C, cuando existen son
dnicos salvo isomorfismo. Es decir, si A,B € Obj(C) son objetos iniciales, entonces A = B.
Andlogamente, si C; D € Obj(C) son objetos finales, entonces C = D.

B.4. Subcategorias

Definicién B.4.1 (Subcategoria). Sean C y D categorias. Decimos que C es una subcategoria de
D si:

1) Obj (C) C Obj (D). (Recordemos el convenio que nos permite extender la relaciones de
conguntos a las clases).

2) Para cada A,B € Obj (C), C(A, B) C D(A, B).
3) La composicion de cualesquiera dos morfismos en C es la misma que su composicion en D.
4) La identidad idy en C, es la misma que en D, para cada A € Obj (C).

Cuando C(A,B) = D(A, B), para cada A, B € Obj (C) se dice que C es una subcategoria plena de
D.

Ejemplo B.4.1. La categoria CRing es una subcategoria de Ring.
Ejemplo B.4.2. La categoria Ab es una subcategoria de Grp.

B.5. Construcciones universales

Definicién B.5.1 (Producto). Sea C una categoria, {A;}icr una familia de objetos de C, A €
Obj (C) y {m; : A = A;}ier una familia de morfismos. Decimos que el par (A, {m; : A — A;}ier)
es un producto de la familia {A;}icr en C, si para cada B € Obj (C) y cada familia de morfismos
{fi : B— A, }ic1, existe un unico morfismo g : B — A tal que para cada j € I, m;g = f;. En otras
palabras, para cada j € I, el diagrama

es conmutativo.
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Teorema B.5.1. Sea C una categoria. Si (A, {m; : A — A;}ier) y (A {rn}: A" = A;}ier) son pro-
ductos de una familia {A;}icr de objetos de C, entonces A = A'.

La demostracién se puede consultar en [7].
En palabras, lo que el teorema anterior nos dice es que si existe el producto de una familia de
objetos en una categoria, éste es inico salvo isomorfismos.

Notacién B.5.1. Si (A, {m; : A = A;}icr) es un producto en una categoria C, denotamos a A por

[Lics Ai, es decir:
A=]JA

i€l

Ejemplo B.5.1. Consideremos la categoria Set. Consideremos una familia de conjuntos {A;}ier,
A= {f:1—- U Ail [ esfuncion y para cadai €I, f(i) € A;}. Es claro que A € Obj (Set).
Ademds, si f € A, como para cada i € I, f(i) € A;, entonces, para cada i € I, f(i) = a;, con
a; € A;, ast, podemos caracterizar a f como el “juego de coordenadas” (a;)icr, donde a; € A;, para
cada i € I, de esta manera podemos reescribir a A como A = {(a;)ier | a; € A;, para cada i € I}.
Consideremos la familia de funciones {m; : A = A;}ic1, donde para cada i € I, 7; se define como
mi((a;)ier) = ai, para cada (a;)ier € A. Vamos a ver que (A,{m; : A — A;}icr) es el producto de
la familia {A;}icr en Set. Tomemos un conjunto B y una familia de funciones {f; : B — A;}icr-
Debemos mostrar que existe una Unica funcion g : B — A, tal que para cada j € I, 759 = f;.
Proponemos:
g: B — A
b= (fi(b))ier

que claramente es una funcidn bien definida. Sea j € I, b € B, entonces (m;9)(b) = m;(g9(b)) =
7 ((fi(0))icr) = f;(b). Por lo tanto, wjg = f;, para cada j € I.

Finalmente veamos la unicidad de g, supongamos que existe otra funcion h : B — A tal que
para cada j € I, mjh = f;. Debemos mostrar que h = g, en efecto, sea b € B, luego h(b) €
A, asi que h(b) = (a;)icr, donde a; € A;, para cada i € I. Ahora, para j € I, tenemos que
a; = (m;)(a:)ier) = (m;)(R(b)) = (m;h)(b) = f;(b), por lo que a; = f;(b), para cada j € I, en
consecuencia, h(b) = (f;(b))icr = g(b). Por lo tanto, (A,{m;: A — A;}icr) es el producto de la
familia {A;}icr, de ahi que

HAi: {f:]—> UAZ' | f es funcion y para cada i € 1, f(1) EAZ}

iel i€l
lo que usualmente conocemos en teoria de conjuntos.

Definicién B.5.2 (Coproducto). Sea C una categoria, {A;}ic; una familia de objetos de C, A €
0bj (C) y {ti : A; — A}icr una familia de morfismos. Decimos que el par (A, {t; : A; — A}ier) es
un coproducto de {A;}icr en C, si para cada B € Obj (C) y cada familia de morfismos {f; : A; —
B}, existe un unico morfismo g : A — B tal que para cada j € I, gij = f;, es decir, para cada
j €1, el diagrama

A,
L

%

Teorema B.5.2. Sea C una categoria. Si (A, {v;: A; = Alier) y (A, {t; : A; — A}icr) son co-
productos de la familia {A;}icr en C, entonces A= A’.

A

es conmutativo.
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El teorema anterior nos dice en palabras que al igual que en el caso del producto, el coproducto
de una familia de objetos de una categoria es tnico salvo isomorfismos.
En ocasiones se denota al coproducto de una familia de objetos {4;};c; en una categoria C como
I;er A, sin embargo, no es una notacién uniforme, ya que depende mucho de la categoria donde
estamos trabajando, por ejemplo, en las categorias Ab, Vecr, R-Mod los coproductos son las
sumas directas de familias de estos objetos y se denotan como €, ; A;. En el Capitulo 2 de esta
tesis se formalizan los detalles sobre las sumas directas para el caso particular de la categoria
de espacios vectoriales, pues es la estructura con la que trabajamos durante el desarrollo de este
trabajo.

B.6. Funtores

Definicién B.6.1 (Funtor covariante). Sean C y D categorias. Un funtor covariante F : C — D
es una asignacion F : Obj (C) — Obj (D) y F : C(A,B) — D(F(A), F(B)), sujeta a los siguientes

aziomas:
1) Para cada A,B,C € Obj (C), f € C(A,B), g€ C(B,C), F(9f) = F(g9)F(f).
2) Para cada A € Obj (C), F(ida) = idp(a)-

Ejemplo B.6.1. Consideremos T : Ab — Set, definido en objetos como:

T: Obj(Ab) — Obj(Set)
G — T(G)

donde T(Q) es el conjunto subyacente del grupo abeliano G, es decir, debilitamos la estructura del
grupo abeliano G a solamente la estructura de conjunto y en morfismos como:
T: Ab(G,H) — Set(T(G),T(H))
f = T(f)

donde T(f) : T(G) — T(H) es la funcidn entre los conjuntos subyacentes T(G) y T(H), esto para
cada G, H € Obj (Ab). Es facil ver que T es un funtor covariante.

Ejemplo B.6.2 (Funtor Hom(A,_)). Consideremos una categoria C, A € Obj (C). Definimos
Hom(A, ) : C — Set en objetos como

Hom(A,—): Obj(C) — Obj(Set)
B — C(4,B)

donde es claro a partir de la definicion de categoria que Hom(A,B) es un conjunto para cada
B € 0bj (C), por lo que la asignacidn estd bien definida en objetos. La asignacidn en morfismos
se hace de la siguiente manera:

Hom(A,_): C(B,C) — Set(Hom(A,B),Hom(A,C))
f —  Hom(A, f)

donde Hom(A, f) se define como

Hom(A, f): Hom(A,B) — Hom(A,CQC)
g = fyg
lo anterior para cada B,C € Obj (C). Se ve facilmente que Hom(A, ) es un funtor covariante.

Definicién B.6.2 (Funtor contravariante). Sean C y D categorias. Un funtor contravariante F :
C — D es una asignacion F : Obj (C) — Obj (D) y F : C(A,B) — D(F(B), F(A)), sujeta a los
stguientes axiomas:
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1) Para cada A,B,C € Obj (C), f € C(A,B), g€ C(B,C), F(9f) = F(f)F(g).
2) Para cada A € Obj (C), F(ida) = idp(a).

Ejemplo B.6.3 (Funtor Hom(_, B)). Sea C una categoria, B € Obj (C). Se define Hom(_, B) :
C — Set en objetos como

Hom(_,B): Obj(C) — Obj(Set)
C — C(C,B)

y en morfismos como

Hom(_,B): C(C,D) — Set(Hom(D,B),Hom(C,B))
f — Hom(f,B)

donde Hom(f, B) se define de la siguiente manera:

Hom(f,B): Hom(D,B) — Hom(C,B)
g = gf

Entonces, Hom(_, B) es un funtor contravariante.

B.7. Transformaciones naturales

Definicién B.7.1 (Transformacién natural). Sean C, D categorias, F : C - D y G : C — D
funtores. T : F — G es una transformacion natural si:

1) Para cada A € Obj (C), existe un morfismo 74 : F(A) — G(A) en D.

2) Para cada A, B € Obj (C) y para cada morfismo f: A — B, G(f)ra = 78F(f), es decir, el

diagrama

es conmutativo.

En este caso se dice que T4 : F(A) — G(A) es un morfismo natural en A. Se suele denotar a la
transformacion natural T como {Ta}acowj(c)-

Observacion B.7.1. Podemos definir la composicion de transformaciones naturales en el siguiente
sentido:

Sean C, D categorias, F,G,H : C — D funtores, T : F — G y o : G — H transformaciones
naturales. La composicién de o con T la definimos como ot : F — H, dada por (67)a = 0ATa,
para cada A € Obj (C). Veamos que efectivamente o1 es una transformacién natural, para eso sean
A, BeObj(C)y f:A— B un morfismo. Debemos tener que el diagrama

(o7)a

F(A) 4 ga)

F(f) H(f)
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conmuta. Pero tal diagrama lo podemos escribir como

F(A) > G(A) 22~ H(A)

)
F(f)l lcm iH(f)

F(B) /> G(B) 22~ H(B)

de manera que tenemos las siguientes igualdades:

H(f)(om)a = H(f)(caTa)
(H(f)oa)Ta
(oBG(f))Ta
= op(G(f)Ta)
op(tBF(f))
(UBTB)F(f)
= (o7)BF(f)

es decir, H(f)(om)a = (67)gF(f), en consecuencia, o7 : F' — H es una transformacién natural.

Definicién B.7.2 (Isomorfismo natural). Sean C, D categorias, F,G : C — D funtoresyt: F — G
una transformacion natural. Decimos que T es un isomorfismo natural si para cada A € Obj (C),
Ta : F(A) = G(A) es un isomorfismo. En este caso se dice que los funtores F' y G son naturalmente
isomorfos.

Definicién B.7.3 (Isomorfismo de categorias). Sean C, D categorias y F' : C — D un funtor.
Decimos que F es un isomorfismo de categorias si existe un funtor G : D — C tal que GF, Idp :
C — C son naturalmente isomorfos y tambien FG,Idp : D — D son naturalmente isomorfos.

B.8. Funtores adjuntos

Definicién B.8.1. Sean C y D categorias, F : C — D y G : D — C funtores. Decimos que G es
adjunto derecho de F y que F es adjunto izquierdo de G si para cada A € Obj (C) y B € Obj (D),
existe un isomorfismo ®4 g : D(F(A), B) — C(A,G(B)), que es natural tanto en C como en D,
esto es, para cada morfismo f: A" — A en C y para cada morfismo g : B — B’ en D, el diagrama

D(F(A), B) —~2> C(A,G(B))
lgF(f) \LG(Q)J‘
D(F(A), B) =2 (4, G(B)
es conmutativo, es decir, G(g)-f®a g = Par pg-F(f), donde (9-F(f))(a) = gaF(f), para cada

morfismo o : F(A) = B en D y (G(g9)-f)(B) = G(g9)8f, para cada morfismo B : A — G(B) en C.
En este caso denotamos F' 4 G.
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