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Introduccion

La teoria de continuos surge dentro de la matemaética en el drea de topologia,
teniendo como objeto de estudio los espacios métricos, compactos y conexos.
Su estudio adquirié gran importancia debido a la necesidad de un entendi-
miento profundo de la topologia de espacios cartesianos para su aplicacion en
el andlisis real y complejo. Uno de los primeros resultados importantes fue el
Teorema de la Curva de Jordan: todo curva simple cerrada separa al plano en
dos conjuntos abiertos ajenos y ambos tienen como frontera a la curva, enun-
ciado por Jordén en 1887 y demostrado en 1905. Posteriormente la teoria de
continuos tuvo distintas ramificaciones como la teorfa de hiperespacios de con-
tinuos, dendritas, continuos homogéneos, continuos indescomponibles, etc.
La teoria de continuos se empezd a trabajar de manera creciente en México
a partir de la década de los afios ochenta, motivad por la llegada de los ma-
temadticos polacos Janusz J. Charatonik y su hijo Wlodzimierz J. Charatonik
asi como la organizacidn constante de seminarios de teoria de continuos or-
ganizados principalmente por Isabel Puga, Luis Montejano, Sergio Macias y
Alejandro Illanes. Posteriormente el interés por el drea se extendi6 a otros esta-
dos del pais contando actualmente con investigadores activos en el drea en las
siguientes instituciones: BUAP, UAEM, UNACH, UAQ, UMSNH y UNISON.
La organizacién de seminarios y talleres dirigidos a estudiantes y profesores
que tienen interés en el drea se ha conservado hasta la fecha y fue en el IX
Taller Estudiantil de Teoria de los Continuos y sus Hiperespacios celebrado en
Querétaro en el afio 2014 donde surgié mi interés por profundizar mas en el
tema.

El objetivo de esta tesis es dar una presentacion bdsica de la teoria de continuos
y algunas propiedades de uso comun en el area. En el capitulo 1 se enuncian
conceptos necesarios que se utilizardn a lo largo de la tesis y se establece que
el ser continuo es una propiedad topolégica, lo que nos permite identificar en
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primera instancia una gran variedad de continuos que surgen naturalmente en
topologia: arcos, esferas, celdas, etc. Se define el cubo de Hilbert y se prueba
que todo continuo admite un encaje en él. En el capitulo 2, después de haber
revisado algunos ejemplos de continuos, una pregunta légica que nos podemos
plantear es como podremos construir més a partir de colecciones dadas de con-
tinuos y qué herramientas nos permiten lograrlo. De esta forma se desarrollan
las intersecciones anidadas de continuos, limites inversos y topologia cociente,
espacios caracteristicos de estas construcciones son el Seudoarco, el solenoide
p-adico y el n-espacio proyectivo real respectivamente.

Por dltimo en el capitulo 3 revisamos las siguientes propiedades de conti-
nuos: Indescomponibilidad, conexidad por trayectorias, propiedad del punto
fijo, puntos de corte y homogeneidad. Se busca clasificar la mayoria de conti-
nuos enunciados que satisfacen o no estas propiedades y entre algunos teore-
mas cldsicos enunciados y demostrados se tienen los siguientes:

= FEl limite inverso de continuos con funciones de enlace indescomponi-
bles es indescomponible.

= [os continuos indescomponibles tienen una cantidad no numerable de
composantes (dos puntos estdn en la misma composante si existe un
subcontinuo propio del espacio que los contienen a ambos).

= Los continuos encadenables poseen la propiedad del punto fijo.

= Los Unicos continuos que poseen exactamente dos puntos de no corte
son los arcos.

Finalmente cabe sefialar que se buscé que el trabajo fuera auto contenido, a
partir de conceptos basicos de topologia, teoria de conjuntos y espacios métri-
cos. Salvo en algunas ocasiones donde se da alguna referencia, donde se pueda
consultar la demostracion.

Lucero Guadalupe Contreras Hernandez



1 Conceptos basicos

En este capitulo se definen conceptos esenciales que serdn utilizados cons-
tantemente en los capitulos sucesivos, en especial nos interesa recordar las
propiedades de los espacios topoldgicos que involucran los conceptos de la
métrica, la conexidad y la compacidad; asi como algunas propiedades de las
funciones continuas, y homeomorfismos entre espacios topolégicos.

Definicién 1.1. Un conjunto preordenado es un par ordenado (X, <) donde
= es una relacién binaria en X tal que:

(1) Sia € X, entonces a = a (reflexividad),
(i) Sia,b,ce X ya=<byb <c,entonces a = c (transitividad).

Un conjunto parcialmente ordenado es un conjunto preordenado (X, <) tal
que

= paracadaa,b € X,a <Xbyb = aimplican a = b (antisimétrica).

Un conjunto totalmente ordenado es un conjunto parcialmente ordenado
(X, =) tal que

= paracadaa,b € X, setienequea <bob=<a.

Un conjunto dirigido es un conjunto preordenado (D, <) tal que; para todo
a,b e D, existe unelementoc € Dtalquea X cy b <c.

Ejemplo 1.2. Denotamos por N al conjunto de los nimeros naturales y por R
al conjunto de los nimeros reales.

(a) El conjunto N con el orden usual es un conjunto totalmente ordenado y
dirigido.

(b) El conjunto R con el orden usual es un conjunto totalmente ordenado y
dirigido.
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(c) Si (A,=4) y (B,=p) son conjuntos dirigidos, se puede dar un orden
dirigido a su producto cartesiano A x B definiendo (a,b) =< (c,d) si 'y
sélosia <pcyb=<pd.

(d) SixeR,elconjunto R\ {x} es un conjunto dirigido con el orden: a < b
siy sélo si |a —x| > |b —x|. En este caso se suele decir que el conjunto
estd dirigido hacia x; ademads, este es un ejemplo de conjunto dirigido
donde el orden no es parcial ni total.

Definicion 1.3. Una métrica en un conjunto no vacio X es una funcién d :
X x X — RTU{0} que satisface las siguientes propiedades para cada x,y,z € X

(i) d(x,y)=0siysolosix=y,
(i) d(x,y) =d(y,x),
(i) d(x,y) <d(x,z) +d(z,y).
Ejemplo 1.4. La funcién d : R” x R" — R* U{0}, definida por

IS

d((xlﬂ"'7xn>7(y17-~-7yn)): (xi_yi)z,

i=1

es una métrica para R” y es conocida como la métrica usual de R”.

Si X es un conjunto y d es una métrica para X, diremos que la pareja (X,d)
es un espacio métrico aunque a menudo nos referiremos al conjunto X como
espacio métrico si la métrica considerada es evidente.

Dado un espacio métrico (X,d), la siguiente coleccién de subconjuntos re-
sulta de gran importancia; paracadax € Xy r >0

B(x,r) = {y € X :d(x,y) < r}
es la bola abierta centrada en x de radio r.

Definicion 1.5. Un subconjunto A de un espacio métrico X es acotado si existe
r> 0y un punto xo € X tales que A C B(xo,r).



1.1 Espacios topoldgicos

Definicién 1.6. Sea {x,} una sucesion en un espacio métrico (E,d). Se dice
qu {x,} es una sucesién de Cauchy, si para todo € > 0 existe N € N tal que
para todo n,m € N, con n,m > N entonces

d(Xn,xm) < €

Definicion 1.7. Un espacio métrico es completo si toda sucesion de Cauchy
en él es convergente.

1.1. Espacios topoldgicos

Definicion 1.8. Un espacio topologico es un par (X,7) que consiste de un
conjunto X y una familia 7 de subconjuntos de X que cumplen las siguientes
condiciones:

() dertyXer,
(i) SiAetyBe T, entoncesANBE T,
(iii) Si.A C 7, entonces |JA € 7.

A 7 se le llama una topologia en X, a los elementos de 7 se les llama con-
juntos abiertos de X y a los complementos de conjuntos abiertos se les llama
conjuntos cerrados de X.

Observemos que X puede poseer varias topologias.

Definicion 1.9. Si 7y 1 son topologias para X y T C 7, diremos que T es mas
gruesa que 1 o que 1] es mas fina que 7.

Ejemplo 1.10. Sea X un conjunto cualquiera.

(a) Elconjunto de todos los subconjuntos de X, denotado por P(X) ={A|A C
X}, es una topologia para X. Al espacio (X,P(X)) se le conoce como el
espacio discreto X.

(b) El conjunto 7 = {0,X} es una topologia para X; a esta topologia se le
conoce como topologia indiscreta.
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Obsérvese que la topologia indiscreta es la més gruesa de las topologias para
X y la discreta es la mas fina.

Definicion 1.11. Un conjunto 4 de abiertos de un espacio topoldgico (X, T) es
una base para la topologia 7 si para cada A € 7 existe B C A talque A =B.

Por otra parte si X es un conjunto y % es una coleccion de subconjuntos
de X, diremos que % es una base para una topologia si los elementos de
cumplen lo siguiente:

O Uz=X
(ii) Para cada par de elementos C,D € A existe B C A talque CND =JB.

En este caso la topologia para la cual es base Z es justamente la formada por
uniones de elementos de .

T ={U C X |existe B C 2 tal que U =|_J B}.

Ejemplo 1.12. Dado un espacio métrico (X,d), se puede probar que la colec-
cién
PB={B(x,r)|xeXyr>0}

cumple las propiedades necesarias para ser base para una topologia. A la topo-
logia que genera se le conoce como la topologia inducida por la métrica d y
se le denota por 7. Si (X, T) es un espacio topoldgico y existe una métrica d tal
que T = 14 se dice que el espacio (X, T) es metrizable. A R" con la topologia
inducida por su métrica usual se le llama espacio euclidiano » dimensional.

Definicion 1.13. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una coleccién & de sub-
conjuntos de X, & es una subbase para la topologia 7 si la coleccién de sub-
conjuntos de X generada por intersecciones finitas de elementos de 0 es una
base para T; es decir, si

PBs ={B C X | existe A C 6 y A finito tal que B = ﬂA}
es una base para 7.

En total similitud al caso de las bases podemos dar condiciones necesarias
para que un conjunto genere una topologia; diremos que 6 es una subbase para
una topologia si el conjunto

B={BCX|existe A C 8y A finito tal que B =("|A}
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es una base para una topologia. La topologia para la cual es subbase es la
generada por las uniones arbitrarias de intersecciones finitas de elementos de

0.

Ejemplo 1.14. Sea (X, <) un conjunto totalmente ordenado con al menos dos
elementos. Definamos los rayos iniciales y finales, donde a € X como

(¢«—a)={xeX|x=<a}y

(a,—)={xeX|a<x},

respectivamente. Se puede ver que 6 = {(+—,a)|a € X} U{(a,—)|a € X} es
una subbase para una topologia 7<. A esta topologia se le conoce como topo-
logia inducida por el orden y una base para ella es:

B=06U{(a,b)|a,beX},
donde (a,b) ={x € X |a <x < b}.

Una observacion importante es que en R la topologia inducida por el orden
usual es igual a la topologia inducida por la métrica euclidiana.

Definicion 1.15. Si (X, 7) es un espacio topoldégico y A C X el conjunto
7w ={UNA|U € 1}

es una topologia para A llamada la topologia relativa en A respecto a (X, 7).
Si A C X, diremos que (A, T4) es un subespacio de (X, 7).

Definicion 1.16. Sean (X, 7) un espacio topolégico y x € X. Un subconjunto
V C X, se llama vecindad de x si existe un abierto U € Ttalque x € U C V.
Denotaremos por V(x) al conjunto de todas las vecindades del punto x.

Definicion 1.17. Sea (X, 7) un espacio topolégicoy A C X
(1) Elinterior de A, es el maximo abierto contenido en A, es decir,

int(A) = J{U e 7|U Cc A}

(i1) La cerradura de A, es el minimo cerrado que contiene a A, es decir,

A=({FCX|X\FetyACF}
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(iii) El conjunto derivado de A es

A'={xeX|VV eV(x)tal que (V\{x})NA#0}

Algunas propiedades de estos conjuntos que utilizaremos son las siguientes:
Teorema 1.18. Sean (X, T) un espacio topolégico y A C X. Son equivalentes:
(i) A es abierto.
(ii) A=int(A).
(iii) Para todo x € A, existe U € T tal que x € U C A.

Demostracion. Observemos que A es abierto siy sélosiA € {U € t|U CA}y
esto ocurre siempre y cuando A = int(A). Por otra parte si, A = int(A), entonces
para toda x € A existe U € {U € ©|U C A} tal que x € U. Es decir, existe
un subconjunto abierto de X contenido en A que tiene como elemento a x.
Reciprocamente, si Vx € AJU, € T:x € U, C A, entonces Vx €A : U, Cint(A),
por tanto, A = int(A). O

Teorema 1.19. Sean (X, ) un espacio topolégico y F C X. Son equivalentes:
(i) F es cerrado,

(i) F=F,

(iii) F' C F.
Demostracion. Si F es cerrado, entonces F € {GC X|X\G ety F C G}
y, por tanto, {{G C X |X\G ety F C G} C F; ademas F C F y, por tanto,
F = F. Reciprocamente, si F = F, entonces F es cerrado por ser interseccion
arbitraria de cerrados. Por otra parte, si F es cerrado y x € F’\ F, entonces x €
X\ Fy,comox e F’, setiene que (X \ F)\ {x})NF #0, 1o cual es imposible.
Si F’ C F, entonces tomemos x € X \ F; como x ¢ F/, existe U € V(x) tal que

(U\{x})NF =0, es decir, x € U C X \ F; por tanto X \ F es abierto y F es
cerrado. O

Definicion 1.20. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, D C X se dice que D es un
conjunto denso en X si D = X.
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Axiomas de Separacion

Definicion 1.21. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Diremos que:

(i) X esun espacio 7y si, para cada par de puntos distintos x y y de X, existe
un subconjunto abierto U tal que U contiene a x o contiene a y, pero no
a ambos.

(i) X es un espacio 77 si, para cualesquiera puntos distintos x y y de X,
existen subconjuntos abiertos U y V de X talesquex e U\VyyeV\U.

(iii) X es un espacio 7, o de Hausdorff si X satisface la siguiente condicion:
para cualesquiera puntos distintos x y y de X, existen abiertos U y V de
XtalesquexeU,yeV.YUNV =0.

(iv) X esun espacio 73 o Regular si satisface las siguientes condiciones:

(1) X es un espacio 77.
(2) Paracualquier F C X cerrado y x € X \ F existen conjuntos abiertos
ajenosUyVtalesquexc Uy F CV.
(v) X esun espacio 75 o Normal si X tiene las siguientes propiedades:
(1) X esun espacio T7.
(2) Para cualesquiera subconjuntos cerrados y ajenos F; y F, de X,

existen abiertos ajenos A; y Ay de X tales que F CA;y F> C As.

Teorema 1.22. Sea X un espacio Ty. X es regular si y sélo si, para cualquier
punto x € X y cualquier abierto U de X tal que x € U, existe un abierto 'V tal
quexcV CV CU.

La demostracién se encuentra en [1, p. 178], Proposicion 6.3.
Teorema 1.23. Si X es un espacio normal, entonces X es regular.

La demostracién se encuentra en [1, p. 190], Corolario 6.19.
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T1

T2

Ts Ta

Figura 1.1: Ejemplos de axiomas de separacion.

Definicion 1.24. Sean (X,7) y (¥,n) espacios topoldgicos. Una funcién f :
X — Y es una funcién continua si, para todo U € 1, se tiene que f~!(U) €
7. Si f: X — Y es continua, biyectivay f~' : ¥ — X es continua, f es un
homeomorfismo. En este caso diremos que X e Y son homeomorfos.

Lema 1.25. Sea (X, 7) un espacio topolégico y 8 una subbase para T entonces
f:(Y,n)— (X,7) es continua si 'y sélo si para todo U € 6 tal que f~1(U) € 7.

Teorema 1.26 (Lema de Urysohn). Sea X un espacio Hausdorff. Entonces,
X es normal si y solo si, para cada par de conjuntos cerrados ajenos A y B
en X, existe una funcion continua f : X — [0,1] tal que f(x) =0, six €A, y
fx)=1,six€B.

La demostracion se encuentra en [[I} p. 188].

Definicion 1.27. Un espacio topolégico (X, 7) es disconexo bajo la topologia
T si, existen A, B € 7, tales que ANB =0y AUB = X. El par (A, B) se llama
una disconexion de X. Por otro lado, X es conexo si no es disconexo.

Teorema 1.28. Sea X un espacio topologico. X es conexo si'y solo si no existe
una funcion continua 'y suprayectiva de X sobre el espacio discreto {0,1}.

Demostracion.
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1.1 Espacios topoldgicos

Para probar la necesidad, supongamos que existe una funcién continua y su-
prayectiva de X sobre el espacio discreto {0,1}. Entonces, f~1(0) y f~1(1)
son abiertos, por que f continua, disjuntos y no vacids por que f es suprayec-
tiva. Por tanto f~'(0) y f~!(1) constituyen una disconexién. Finalmente por
contrareciproca se tiene el resultado deseado.
Para probar la suficiencia, supongamos que X no es conexo, entonces existen
abiertos disjuntos y no vacios A y B tales que AUB = X. Sea f la funcién
definida por f|4 =0y f|p = 1. Entonces f: X — {0, 1} es una funcién continua
y suprayectiva. Finalmente por contrareciproca se tiene el resultado deseado.
O

Teorema 1.29. Sea {Ay|a € I'} una familia de subconjuntos conexos de un
espacio topologico X. Si (\gerAa # 0, entonces | JycrAa s conexo.

Demostracion. Sea Y = |JycrAq. Elijamos un punto x € (yerAa y sea f:
Y — {0, 1} una funcién continua, donde {0, 1} tiene la topologia discreta. Para
todo o € " f debe enviar a cada elemento de A, al valor f(x) porque x € Ag
y Ay es conexo. Observemos que esto ocurre para cada o € I' y por tanto la
funcién f debe ser la funcién constante f(x). Aplicando el Teorema se
concluye que Y es conexo. O

Teorema 1.30. Supongamos que A es un subespacio conexo de X y que A C
Y C A. Entonces, Y es un subespacio conexo de X. En particular, la cerradura
de un conjunto conexo es conexo.

Demostracion. Sea f:Y — {0,1} una funcién continua, donde {0, 1} tiene
la topologia discreta. Como A es conexo f|4 es una funcién no suprayecti-
va. Pero como A es un subconjunto denso de Y se tiene que Y = A, entonces
f(Y) = f(A) ademds como f es continua se tiene que f(Y) = f(A) C f(A),
y como A es conexo, f es constante, entonces f(A) = f(A) , es decir, f no es
suprayectiva. Aplicando el Teorema [I.28]se sigue que Y es conexo. O

Teorema 1.31. Sean A y B subconjuntos cerrados de un espacio topologico
X. Si AUB Yy ANB son conexos, entonces A'y B son conexos.

Demostracion. Supongamos que A es disconexo. Luego, existe una funcién
f A — {0,1} continua y suprayectiva. Entonces, f|snp debe ser constante,

11
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porque AN B es conexo. Supongamos que f(x) = 1, para todo x € ANB. Asi
la funcién g : AUB — {0, 1}, dada por

g(x):{f(x) six€A

1 sixeB

es continua porque sus restricciones a los cerrados A y B son continuas y
g(x) = f(x) = 1 para todo x € AN B. Como, ademds, g es una funcién con-
tinua y suprayectiva al discreto {0, 1}, lo cual implica que AU B es disconexo,
contradiciendo la hipdtesis. Por tanto A es conexo, similarmente se prueba que
B es conexo. O

Definicion 1.32. Un espacio X es conexo por trayectorias si, para todo x,y €
X, existe una funcion continua f: [0,1] — X tal que f(0) =xy f(1) =y. A tal
f se le llama trayectoria que une a x con y.

Definicion 1.33. Un subconjunto A C R” es convexo si, para cada par de pun-
tos x,y € Ayparatodo A € [0,1], Ax+ (1 —A)y € A.

El siguiente es un resultado muy util para comprobar que un espacio dado
€s conexo.

Teorema 1.34. Cualquier espacio conexo por trayectorias es conexo.
La demostracion se encuentra en [lI, p. 255].

Haciendo uso del Teorema|l.34{se prueba el siguiente teorema.

Teorema 1.35. Todo conjunto convexo de R" es conexo.

Demostracion. Sean A C R”" un conjunto convexo y x,y € A. La funcién 7y :
[0,1] — A, dada por y(r) = tx+ (1 —t)y € A, porque A es convexo, y asi ¥ es
una trayectoria de x a y. Luego, A es conexo por trayectorias y, por el Teorema

11.34] A es conexo. O

Definicion 1.36. Sea X un espacio topoldgico. Una cubierta abierta de un
subconjunto A de X, es una familia de conjuntos abiertos {U;};ca tales que
Uiea Ui = A. Una subcubierta abierta de un conjunto A, es un subconjunto
de una cubierta abierta cuya unién sigue siendo igual a A.

Definicion 1.37. Un espacio topolégico X es compacto si toda cubierta abierta
de X admite una subcubierta finita.
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1.1 Espacios topoldgicos

Teorema 1.38. Sea X un espacio compacto. Si F C X es cerrado, entonces F
es compacto.

Demostracion. Sea U = {Uy|a € T'} una cubierta abierta de F. Entonces,
para cada Uy, existe un abierto U} en X tal que U, = U/, N F ppr que son
los elementos de la cubierta abiertos en F. Pero notemos que U’ = {U}, | €
I'} U{X \ F} es una cubierta abierta de X y, como X es compacto existe una
subcubierta finita {Uy, ,...,Ug } que cubre a X. Entonces, {Ug,,...,Uq, } s
una subcubierta finita para F. Por tanto, F' es compacto. O

Definicion 1.39. Una coleccion A = {Ay } gea de subconjuntos de un conjunto
X tiene la propiedad de interseccion finita si toda subcoleccion finita de A
tiene interseccion no vacia.

Teorema 1.40. Un espacio topolégico X es compacto si y sélo si toda colec-
cion de conjuntos cerrados de X que cumple la propiedad de la interseccion
finita tiene interseccion no vacia.

Demostracion. Para probar la necesidad, sea F = {Fy }qeca una coleccion de
conjuntos cerrados con la propiedad de interseccion finita. Si (F = 0, enton-
ces
X=X \Fy).
acA

De esta forma, {X \ Fy}aeca €s una cubierta abierta de X y, como X es com-
pacto, tiene una subcubierta finita {X \ Fi,..., X \ F,}. Asi, X = U (X \ F})
y, en consecuencia,

Esto es una contradiccion, porque F posee la propiedad de interseccidn finita.

Para probar la suficiencia, supongamos que U = {Ug }qea €s una cubierta
abierta de X sin subcubiertas finitas, esto es, para cualquier coleccién finita
{Ui,...,U,} de U se cumple que |7, U; € X. Entonces, la coleccién {X \
Uq }aen es una familia de subconjuntos cerrados de X que posee la propiedad
de interseccion finita. De este modo, por hipétesis,

() X\Ux #0

aEA

13



1 Conceptos bdsicos

equivalentemente
UJUaCx

aEA

lo cual es una contradiccion. O

Recordemos el siguiente resultado que es de gran utilidad para comprobar
si un conjunto es compacto en un espacio euclidiano.

Teorema 1.41 (Teorema de Heine-Borel). Un subconjunto A de R" es com-
pacto si y solo si A es un conjunto cerrado y acotado de R".

Demostracion.

Demostracion de la necesidad. Como R” es un espacio 7> y los conjuntos com-
pactos en espacios Hausdorff son cerrados se sigue que A es cerrado. Para ver
que A es acotado seald = {B(0,n) : n € N}. Se puede ver que I/ es una cubierta
abierta para A y por ser este compacto existen np,...,n; € N tales que

k
AC UB(O,}’I,)
i=1

Lo cual garantiza que A C B(0,N) donde N = max{nj,...,n;}. Por tanto A es
acotado.

Para la suficiencia. Si A es acotado, entonces existe un punto xop € R" y un
r > 0 tales que A C B(xo,r). Entonces, si a = —(||xo|| +7) y b = ||xo|| + 7 se
tiene A C [a,b]". Como A es un subconjunto cerrado de R”, es tambien un
subconjunto cerrado del espacio [a, b]", el cual es compacto por el Teorema de
Tychonoff. Luego por el Teorema|l.38|se sigue que A es compacto. O

La demostracién de los siguientes enunciados se encuentra en [1, p. 202 y
p. 242]

Teorema 1.42. Sean X e Y espacios topologicos y f : X — Y una funcion
continua y suprayectiva

(i) Si X es conexo, entonces Y es conexo.
(ii) Si X es compacto, entonces Y es compacto.

(iii) Si X es compacto, Y es Hausdorff y f es inyectiva, entonces f es un
homeomorfismo.

14



1.2 Topologias iniciales y finales

Definicion 1.43. Diremos que una propiedad 3 es una propiedad topoldgica si
es una propiedad invariante bajo homeomorfismos. Es decir, si X es un espacio
topolégico que posee la propiedad 3 y ¥ es un espacio homeomorfo a X,
entonces Y posee la propiedad 3.

Corolario 1.44. Una consecuencia inmediata del Teorema|(l.42|es que la co-
nexidad y compacidad son propiedades topoldgicas.

1.2. Topologias iniciales y finales

Definicion 1.45. Dados un conjunto X, una familia de espacios topoldgicos
{Ya}aea y una familia de funciones { f : X — Yq | & € A}, definimos la topo-
logia inicial 7; de X como la topologia mas gruesa sobre X que satisface que
todas las funciones fy : (X, 7;) — Yy son continuas.

Mis ain, podemos decir como generar esa topologia:

es una subbase para la topologia inicial de X respecto a los espacios {Yy } qen
y funciones fy : X — Y.

Una propiedad caracteristica de la topologia inicial que se deriva de la defi-
nicioén es la siguiente.

Teorema 1.46. Sea X un espacio topologico con la topologia inicial respecto
a la familia de espacios {Yo } qen y funciones { fo : X — Yo }aca- Se tiene que
una funcion g : Z — X es continua si y solo si fy 0 g es continua para cada

acEA
J

X — 5y,
Saog
Z

Demostracion. Supongamos que g es continua. ComoX posee la topologia ini-
cial, cada f,, es continua y, por tanto, la composicion f o g es una funcién con-
tinua para cada & € A. Reciprocamente, supongamos que fy o g es una funcién

15



1 Conceptos bdsicos

continua para cada @ € A. Sea U un abierto de X. Por el Lema[I.25] Podemos
suponer sin pérdida de generalidad que U = f,; ! (V,;) para algiin indice & € Ay
algtin abierto Vi, C Yy. De esta forma, g~ (U) = g7 5, ' (Vo) = (fa08) ™' (Vi)
es un conjunto abierto. Por tanto, g es continua. O

La topoldgia producto

Definicion 1.47. Consideremos una familia {(Xy,7y) : @ € A} de espacios
topoldgicos no vacios, con A # 0. Definimos el producto de los espacios
(X, Te) como el conjunto

[1Xe={f:A— | Xal|paratodo a € A tal que f(a) € Xq }

acA oEA

Notemos que es posible dotar a [[ X, con la topologia inicial respecto a las
proyecciones naturales; es decir, respecto a las funciones {75 : B € A}, donde,
para cada B € A,

g :HXa — Xg dada por 75 (f) = f(B)

En tal caso 8§ = {7, ! (Uy) | ¢ € Ay Uy € T4} es una subbase para dicha topo-
logia; més atn, el generado de este conjunto bajo intersecciones finitas

B={]] Ual|3F C Afinito : Uy € Ta y Uy = Xo = ¢ ¢ F}

aEA

es una base que genera la topologia inicial, 1lamada topologia producto. En
caso de que X = Xy, para toda o € A, el producto se escribird simplemente
como [[gep X.

Dualmente a la topologia inicial, podemos considerar la topologia final.

Definicion 1.48. Dados un conjunto X, una familia de espacios topoldgicos
{Ya}aca y una familia de funciones { fy : Yo — X | & € A}, definimos la topo-
logia final 7/ de X como la topologia mds fina sobre X de forma que la funcion
Jfo : Yo — X es continuas para cada o € A.

Mis ain podemos decir como son los abiertos en este caso: U C X es un
conjunto abierto en X si'y s6lo si £ ! (U) es abierto en Y, para algin a € A.

Una propiedad caracteristica de esta topologia que se deriva de la definicién
por una demostracién similar a la del Teorema|l.46|es la siguiente.
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1.2 Topologias iniciales y finales

Teorema 1.49. Sea X es un espacio topologico con la topologia final respecto
a las familias de espacios {Yy }aca y funciones {fo : X — Yo }aen- Se tiene
que una funcion g : X — Z es continua siy solo si go fy es continua para cada

acl.

Y, —1° 4 x

Z

Definicion 1.50. Dado un nimero k, diremos que una propiedad topdélogica
B es k-productiva si, para cada familia de espacios topolégicos {Xg }ger tal
que la cardinalidad |I'| = x y cada espacio X, posee la propiedad 3, el espacio
producto [] X, posee la propiedad 3. Si la propiedad B es k-productiva para
todo nimero cardinal x, entonces diremos simplemente que la propiedad *J3 es
productiva.

Los siguientes teoremas serdn Utiles para analizar cuando el espacio produc-
to de espacios continuos es un continuo; se pueden encontrar unas demostra-
ciones en [12]], p. 120, 161, 193.

Teorema 1.51 (Tychonoff). Un producto no vacio de espacios topoldgicos es
compacto si 'y solo si cada espacio factor es compacto.

Teorema 1.52. Un espacio producto [[My es metrizable si y solo si cada
My, es metrizable y My es un conjunto singular excepto para una cantidad
numerable de indices.

Teorema 1.53. Un producto no vacio de espacios topolégicos es conexo si y
solo si cada espacio factor es conexo.

De los Teoremas y se tiene que la conexidad y compacidad son
propiedades productivas, mientras que la metrizabilidad es una propiedad X-
productiva.Pero no es k- productiva, para cada nimero cardinal K > .

Definicion 1.54. Diremos que un subconjunto A de un espacio topoldgico X
es denso en ninguna parte si int (A) = 0. Diremos que un subconjunto A de
X es magro si es la unién de una cantidad numerable de conjuntos densos en

ninguna parte.
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Finalmente, enunciamos una versién del Teorema de Categoria de Baire que
sera de utilidad en el capitulo 5.

Lema 1.55. Sea X un espacio métrico completo. Si {U, }nen es una sucesion
de conjuntos densos abiertos, entonces [,y U, es denso.

Demostracion. Veamos que para cada conjunto abierto V, ((,enUn) NV # 0.
Como Uj es abierto y denso. Luego, existen x; € X y r; > 0 tal que B(x;,r;) C
V NU;. Como U, es abierto y denso existen x, y r, > 0 tal que B(xz,72) C
B(xy,r1)NU, C VN (U NU,). Aplicando esta definicion recursivamente, se
tiene una sucesion anidada de bolas abiertas y como el espacio X es métrico
y completo la interseccion (e B(xn, ) €s no vacia y, por tanto ((,cx Un) N
V #£0. O

Teorema 1.56. Un espacio métrico completo no es magro.

Demostracion. Sea X un espacio métrico ,upongamos que X es magro. Lue-
g0 X = {J,en Un donde, para cada n € N, Uy,es un subconjunto de X tal que
int(U,) = 0. Sea A,, = X \ Uy,,para cada n € N. Entonces, {A, },cn €s una co-
leccién de conjuntos abiertos y, ademads,

A, =X\U,=X\int(U,) =X \0=X.

Esto implica que cada A, es denso y, por el Lema|1.55| que (,cnyAn 7# 0. Asi,
tomando complementos, se tiene que |J,cn U, # X, lo cual es una contradic-
cion. O

1.3. Ejemplos basicos de continuos

Definicion 1.57. Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y
conexo. Un subcontinuo es un continuo que es subconjunto de un espacio
topoldgico. Por el término continuo no degenerado nos referiremos a un con-
tinuo que tiene mas de un punto.

Teorema 1.58. Sean X e Y espacios topoldgicos. Si X e Y son homeomorfos y
X es un espacio métrico, entonces Y es metrizable.

18



1.3 Ejemplos bdsicos de continuos

Demostracion. Sean 1 la topologiade Y, d lamétricad : X x X — [0,00) de X
y 7,4 la topologia inducida por d. Supongamos que existe un homeomorfismo
parah:Y — Xentre Y y X. Seam:Y XY — [0,00) la funcién definida, para
caday,y, € Y, por m(y1,y2) = d(h(y1),h(y2)). De esta manera, se puede pro-
bar que m es métrica.
Sea 1), la topologia inducida por la métrica m, Veamos que 1n,,, = 1.

Sea A €1, como h~! es continua h(A) € 1,. Seay € A, entonces h(y) € h(A)
y existe un r > 0 tal que B (h(y),r) C h(A). Como m(y1,y2) = d(h(y1),h(y2))
se tiene que 2~ (B4 (h(y),r)) = B"(y,r) y y € B"(y,r) C A. Por tanto A € 1,,.
Reciprocamente, supongamos A € 1,,. Sea y € A. Entonces existe r > 0 tal
que B™(y,r) C A. Pero B"(y,r) = h~'(B4(h(y),r)) y, como h es continua,
B"(y,r) € n. Asi para cada y € A existe U € 1 tal que y € U C A. Por tan-
to, A € 1. Esto garantiza que 11 = 1y, O

El Teorema [I.58| nos permite enunciar el siguiente teorema.

Teorema 1.59. Si X e Y son espacios topolégicos homeomorfos y X es un
continuo, entonces Y es un continuo.

Demostracion. Como X es un continuo, entonces Y es distinto del vacio y
por Teorema [I.58] ¥ es métrico. Ademds, por el Teorema[I.42] Y es conexo y
compacto. Por lo tanto, Y es un continuo. O

1.3.1. Arcos

El siguiente es un primer ejemplo de continuo.

Ejemplo 1.60. El intervalo cerrado [0, 1] es un continuo. Todo espacio homeo-
morfo a él es un continuo y recibe el nombre de arco.

Demostracion. Veamos que [0, 1] es un continuo
(a) Elespacio es no vacio; mds atn tiene la cardinalidad del continuo.
(b) El espacio es métrico, pues es un subespacio métrico de R.
(c) Elespacio es compacto, por el Teorema de Heine-Borel.

(d) El espacio es conexo, por ser convexo en el espacio euclidiano R.
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Figura 1.2: Ejemplo de arco

Finalmente, en virtud del Teorema todo espacio homeomorfo al espacio
[0,1] es un continuo. O

Teorema 1.61. Si h:[0,1] — [0, 1] es un homeomorfismo, entonces h(0) =0y
h(1)=1,0bien h(0)=1yh(1)=0.

Demostracion. Supongamos lo contrario; es decir, que 2(0) #0 o h(l) # 1y
que 1(0) # 1 0 h(1) # 0. Se tienen cuatro casos.

(a) Sih(0)#0yh(0)+# 1, entonces h(0) =acon0 < a < 1. Asi, h(0,1] =
[0,a) U (a,1] y, entonces, g ;] es una funcién continua cuyo dominio es
un conjunto conexo y su rango es un conjunto disconexo. Esto contradi-
ce al Teorema[[.42]

(b) Sih(1)#1yh(1)#0,entonces k(1) =a,con0<a< 1,y, andlogamen-
te a (a) se tiene que 4[0,1) = [0,a) U (a, 1]. Esto contradice al Teorema
[L.42]

(c) Sih(0)#0yh(1)+#0,entonces i~ '(0)#0yh~'(0)# 1, donde A~ ! es
un homeomorfismo. Asi, por (a) se tiene una contradiccion.

(d) Sih(1)#1yh(0)#1,entonces A~ (1) # 1y h~!(1) # 0; nuevamente,
como 4! es un homeomorfismo, se tiene una contradiccién por (b).

O]

20



1.3 Ejemplos bdsicos de continuos
Una consecuencia inmediata de esto es que los extremos del intervalo [0, 1]
bajo homeomorfismos no cambian.

Corolario 1.62. Si h,g: [0, 1] — X son homeomorfismos, entonces h(0) = g(0)
y h(1) = g(1), o bien h(0) = g(1) y h(1) = £(0).

Demostracién. Como h'y g son homeomorfismos, entonces g~ ' o/ : [0,1] —
[0,1] es un homeomorfismo y, por el Teorema|l.61}

g 'oh(0)=0yg 'on(l)=1 obien g 'oh(0)=1yg loh(l)=0
Aplicando g a las igualdades, se tiene que:
h(0)=g(0) y h(1)=g(1), obien h(0)=g(1) y h(1)=¢g(0)

O]

1.3.2. La n-bola cerrada y n-esfera

Ejemplo 1.63. La n-bola cerrada B” = {x € R"|||x|| < 1} es un continuo. Todo
espacio homeomorfo a una n-bola cerrada se llama una n-celda

Demostracion. Veamos que la n-bola cerrada es un continuo.
(a) Esno vacia, pues 0 € B".

(b) Es un espacio métrico, porque se le estd considerando como subespacio
métrico de R".

(c) Es compacta, por el Teorema de Heine-Borel.

(d) Es conexa, porque es un subconjunto convexo de R”.
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Figura 1.3: 2-bola cerrada.

Ejemplo 1.64. Para cada n € N, Definimos la esfera n-dimensional en R"*!
como
$"={xeR"![|lx| =1}

S" es un continuo para todo n € N. A los espacios homeomorfos a las n-esferas
también se les llamara n-esferas. A las 1-esfera se les llamara a cada una curva
cerrada simple.

Demostracion. Veamos que la n-esfera es un continuo

(a) Es claro que el espacio es no vacio pues el punto cuya primera coorde-
nada es 1 y las demés coordenadas son 0 esta en S”.

(b) El espacio es métrico, porque es subespacio métrico de R"*!.
(c) Elespacio es compacto, por el Teorema de Heine-Borel.

(d) El espacio es conexo porque es la imagen de un espacio conexo (R"*1\
{0}) bajo una funcién continua; f : R"*1\ {0} — " dada por x >

BN
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1.3 Ejemplos bdsicos de continuos

O

Figura 1.4: Curva cerrada simple.

1.3.3. El cubo de Hilbert

Ejemplo 1.65. Un cubo de Hilbert es un espacio topolégico homeomorfo
al producto numerable del intervalo [0, 1], denotado por [0, 1]® bajo la topo-
logia producto. Los elementos de [0, 1] son sucesiones infinitas de la forma
X = (x1,X2,...) donde x; € [0,1] para i € N. Mds atn, el cubo de Hilbert es
metrizable por la métrica p dada por

=1
p(x,y) = Z{ i i = il.
1=
Como la conexidad y la compacidad son propiedades productivas, se tiene
que el cubo de Hilbert es un espacio conexo y compacto y, por tanto, es un

continuo. M4s atin, veremos que todo continuo se puede encajar en un cubo de
Hilbert.

Definicion 1.66. Sea X un espacio topolégicoy sea F = {fy : X — [0,1] | €
A} una familia de funciones continuas. Diremos que la familia F separa pun-
tos de conjuntos cerrados si para cada punto x € X y cada conjunto cerrado
A C X tal que x ¢ A, existe una funcién fy € F tal que fo(x) >0y fola = 0.
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Lema 1.67. Sea X un espacio topoldgico Ty. Si F = {fo | € A} es una fa-
milia que separa puntos de conjuntos cerrados entonces la funcion

Af:X — [TIo,1],

aeA
dada por Af (x) = (fa(x))aca, es un encaje.

Demostracion. Debemos demostrar que Af satisface las siguientes condicio-
nes:

(i) Af es continua;
(i) Af esinyectiva;
(iii) Af:X — Af(X) es un homeomorfismo.

(i) Sea 7y : [Tqeal0, 1] — [0, 1] la proyeccion en la ot-ésima coordenada. Como
TaAf = fo para cada & € A se tiene que Af es una funcién continua. (por
[[5],Teorema 2.2, p.101].

(ii) Sean x,y € X conx # y. Como X es un espacio 7; el conjunto {y} es cerrado
en X. Entonces, existe una funcién f, € F tal que fo(x) >0y fo(y) =0. Asi,
fa(x) # fa(y); como fo = WaAf, se sigue que TaAf(x) # TaAf(y) y, por
tanto, Af(x) £ Af(y).

(iii) Sea U C X un conjunto abierto. Basta demostrar que Af(U) es abierto en
Af(X). Veamos que, para cada x € U, existe un conjunto abierto V en Af(X)
tal que Af(x) e VyV C Af(U). Dado x € U, sea fy € F una funcién tal que
fa(x) >0y falx\v = 0. Sea 7y la a-ésima proyeccion. Sea

V =Af(X) Ny ((0,1]).

El conjunto V es abierto en Af(X), pues 7, ' ((0,1]) es abierto en [Tea[0, 1].
Notemos que
V={Af(z)|z€ X y maAf(z) > 0}.

Como e Af(x) = fu(x) > 0 se sigue que f(x) € V. Por dltimo, si Af(z) €
V, entonces fy(z) > 0y, por endez € U. Por tanto, Af(x) € Af(U) y V C
AF(U). 0

Teorema 1.68. Si X es un espacio normal segundo numerable, entonces existe
un encaje e : X — [0,1]%.
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1.3 Ejemplos bdsicos de continuos

Demostracion. Como X es segundo numerable, existe 4 = {V;|i € N} una
base numerable para X. Sea A el conjunto

A=1{(i,j) e NxN|V; C V;}.

Si (i, j) € A, entonces los conjuntos V; y X \ V; son cerrados y ajenos. Luego,
por el Lema de Urysohn [1.26] existe una funcién continua fj; : X — [0, 1] tal

que
1 sixeV,,
fij(x) = o

0 sixeX\V;.

Veamos que la familia {f;;| (i, j) € A} separa puntos de conjuntos cerrados.
Sea x € X y sea F C X un conjunto cerrado tal que x ¢ F. Como # es una
base para X, existe V; € 4 tal que x € V; C X \ F. También existe V; € # tal
que x € V; y V; C V. Asi, se tiene que f;;(x) =1,y como F C X\ V; se tiene
fijlr =0.

Aplicando el Lema(l.67} la familia {f;;| (i, /) € A} define un encaje

Af:X— ] [o,1],

(i./)eA

donde el conjunto A es numerable. Si A es infinito, entonces []; j)ea [0,1] es
homeomorfo al [0,1]®. Si A es finito, entonces [](; j)cal0,1] = [T{—;[0,1] =
[0,1]", para algin n > 0. Como |0, 1]" se puede considerar como un subespacio
de [0,1]®, en cualquier caso existe un encaje e : X — [0,1]®. O

Corolario 1.69. Un espacio métrico (X,d) es compacto si 'y sélo si es homeo-
morfo a un subespacio cerrado del cubo de Hilbert.

Demostracion. Supongamos que (X,d) es compacto. Luego, X es segundo nu-
merable (por [[1]], proposicién 7.33, p. 228], existe un homeomorfismo f de X
sobre un subespacio métrico f(X) del cubo de Hilbert. Asi f(X) es compacto
y, por consiguiente, es un subconjunto cerrado del cubo de Hilbert. Reciproca-
mente, si (X,d) es homeomorfo a un subespacio cerrado del cubo de Hilbert,
este debe ser compacto. O
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1.3.4. La curva seno del topélogo

Ejemplo 1.70. Consideremos el conjunto
W = {(x,sen(1/x) e R*|0 < x < 1}

Definimos la curva seno del topélogo como el espacio W. Dado que W C R?
es un subconjunto de R, W es métrico y, como es cerrado y acotado, por
el Teorema de Heine-Borel, W es compacto. Ademds, W es conexo, por ser
imagen continua del intervalo (0, 1]. Asi por el Teorema [1.30, W es conexo.
Por tanto, W es un continuo.

Figura 1.5: Curva seno del topdlogo.

1.3.5. La circunferencia de Varsovia

Ejemplo 1.71. Consideremos el espacio formado por la curva seno del topdlo-
go unida con un arco del punto (0,—1) a (0,—2), uno del punto (0,—2) al
(1,—2) y otro de (1,—2) a (1,sen(1)). Obsérvese que este es un subconjunto
cerrado de R? y por tanto es métrico y compacto. Finalmente, en virtud del
Teorema |1.29] el espacio es un continuo. A todo espacio homeomorfo a este
se le conoce como circunferencia de Varsovia.

Figura 1.6: Circunferencia de Varsovia.
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2 Limites inversos y topologia
cociente

En este capitulo se presentan dos herramientas de gran utilidad para la cons-
truccién de continuos, las intersecciones anidadas y los limites inversos. Como
ejemplos de continuos generados de esta forma, se exponen el seudoarco y la
curva universal de Sierpinski, los cuales poseen propiedades universales muy
interesantes. También se verd que los limites inversos pueden ser llevados a
intersecciones anidades y se enuncian condiciones sobre los sistemas inversos
bajo las cuales su limite inverso resulta ser un continuo.

2.1. Intersecciones anidadas

Lema 2.1. Sea {X,|n € N} una coleccion de espacios métricos compactos
con la propiedad de que X, C X, para todo n € N. Consideremos

X=[)X.
neN
Si U C Xy es abierto y X C U, entonces existe un natural N tal que X, C U
para todon > N.

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, que para cada natural n € N
existe m, > n tal que X,,, Z U, por hipétesis sigue ocurriendo que X,,,,, C Xy,
Y MwenXn € NuenXm,, mds adn, si x € (,enXm, \ NwenXn entonces existe
un natural p € N tal que x ¢ X}, pero x € X;,, C X,, y x € X,, lo cual es una
contradiccion. De esta forma

() Xu= () Xm, CU

neN neN

Luego como X,,, € U seleccionemos un punto x, € X,,, \ U, de esta forma
tenemos una sucesion {X, },cn que por estar anidada estd contenida en X, \
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2 Limites inversos y topologia cociente

U y como X, \ U es un espacio métrico compacto, existe p € X,,, \ U tal
que {x,} — p. Luego, si existiera algin n € N tal que p € X,,,, y p & Xin,,,
entonces p € Xy, \ X, Y (X, \U) \ Xp,.., es una vecindad de p que contiene
un ndmero finito de puntos de {x, } contradiciendo el hecho de que {x;, },eny —
p. De esta forma p € (),enXm, ¥ €ntonces p € U, pero p es un elemento de
X, \ U lo cual es una contradiccién. Por tanto existe un natural N tal que

X, CU paratodon > N. ]

Corolario 2.2 (Teorema de interseccién de Cantor). Bajo las condiciones del
Lema anterior, si X, # 0 para todo n € N, entonces X # 0, compacto y métrico.

Demostracion. Supongamos que X = (. Tomando U = 0 en el Lema [2.1] se
tiene que existe N € N tal que Xy C 0 y, por tanto Xy = @, lo cual es una
contradiccion. Finalmente, como X es la interseccién de conjuntos cerrados, X
es cerrado y, como X C X y X; es métrico, X es compacto y métrico. O

Teorema 2.3. Sea {X, |n € N} una coleccion de continuos tales que X, C
Xy, para cadan € Ny sea
X=[)X.

neN

Entonces, X es un continuo.

Demostracion. Por el Corolario[2.2] X es un espacio no vacio, métrico y com-
pacto. Supongamos que X no es conexo. Entonces, existen conjuntos abiertos
no vacios disjuntos A y B tales que X = AUB. Como A y B son tambien ce-
rrados (cada uno es complemento del otro) y X; O X es un espacio normal,
existen abiertos no vacios ajenos U y V en X talesque A CU y B C V. Sea
W = U UB, entonces, por el Teorema[2.1] existe algin N € N tal que Xy C W.
Por tanto
Xv=XnvNU)UXyNV).

ComoX CXyyA#0yB#0,sesigue que XyNU # 0y XyNV # 0. Por tanto,
Xy es disconexo, lo cual es una contradiccion. Por tanto, X es un continuo. [

Ejemplo 2.4. Hagamos una particién del cuadrado unitario, S = [0, 1] x [0, 1],
en 9 cuadrados congruentes. Sea X el resultado de eliminar el cuadrado inte-
riorde S, X; =S\ (3,3) % (3, %). Similarmente, sea X, el resultado de hacer la
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2.1 Intersecciones anidadas

particion en 9 cuadrados congruentes de cada uno de los 8 cuadrados restantes,
quitando el interior de cada uno, y asi, recursivamente, para X3, ... Sea

X=X

neN

Entonces X es un continuo y es llamado la curva universal de Sierpinski.

Figura 2.1: Curva universal de Sierpiniski.

Definicion 2.5. Una cadena es una coleccion finita de conjuntos
C= {C17C2, ... ,Cn},

en un espacio métrico, tal que C;NC; # 0 siy sélosi |i — j| < 1. Alos elementos
de la cadena se les llama eslabones. Diremos que una cadena es una €-cadena
si sus eslabones tienen un didmetro menor que €.
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2 Limites inversos y topologia cociente

Para los siguientes desarrollos nos centraremos en cadenas cuyos eslabones
consecutivos poseen puntos interiores en comun. Es decir, intC; NintC; # 0, si
i—jl=1.

Figura 2.2: Ejemplo de cadena cuyos eslabones son discos en R.

Definicion 2.6. Consideremos dos cadenas C y D. Diremos que la cadena D
refina a la cadena C si cada eslabon D de la cadena D esta contenido en el
interior de algun eslabon C de la cadena C tal que el eslabon D no tiene puntos
en comun con la frontera del eslabén C.

Figura 2.3: Ejemplo de refinamiento de una cadena.

Definicion 2.7. Diremos que la cadena D es una cadena doblada dentro de la
cadena C si D refina a C con la siguiente propiedad: para cada par de eslabones
C; y C; de la cadena C tales que i +2 < j y cada par de eslabones de D, D, y
D, de la cadena D tales que

CiﬂDs#@#CjﬂDt,
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2.1 Intersecciones anidadas

existen eslabones D; y D, enlacadena D cons <m<I<tos>m>I[>t

tales que
Dy CCr1 'y DpCCiyy.

heh S S

AL A A X

Figura 2.4: Primeros dos pasos en la construccion de un seudoarco.

Consideremos puntos a y b distintos en el plano y una sucesién infinita
de cadenas Cy,Cs,. .., todas formadas por discos que satisfacen las siguientes
condiciones, para todo n € N.

(a) El punto a pertenece al primer eslabdn y el punto b al dltimo eslabdn de
la cadena C,,.
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2 Limites inversos y topologia cociente

(b) Lacadena C, es una %—cadena.
(¢) Lacadena C, esta doblada en C,,.

Sea X, la unién de todos los eslabones de la cadena C,. Observemos que
X, es un continuo. Ademads, X, C X,,para cada n € N, lo cual forma una
sucesion decreciente de continuos

X1D2XoD...

y, en virtud del Lema[2.1]

X=X

neN

es un continuo, llamado el seudoarco.

2.2. Limites inversos

Definicion 2.8. Sean D un conjunto dirigido, {(Xq, 7o) | & € D} una coleccién
de espacios topoldgicos y {fup|® = By fop : Xg — Xa} una coleccién de
funciones continuas tales que foq = lx, y si @ <X B =7, entonces fuy = fop©
fpy- Entonces diremos que la terna (Xg, fog, D) es un sistema inverso. A los
espacios Xy los llamaremos espacios factores y a las funciones f, 3 funciones
de enlace.

Definicién 2.9. Supongamos que (Xg, fog,D) es un sistema inverso. Defi-
nimos el limite inverso del sistema inverso como el subconjunto del espa-
cio producto []yep Xa» que consiste en los puntos x tales que fop(xg) = Xo
para todo o < f3.

Los siguientes teoremas nos ayuda a aclarar como son los limites inversos
de espacios factores continuos.
En lo sucesivo, si (Xq, fup,D) €s un sistema inverso, Mg denota al conjunto

Mg ={xe HXaWij €D: xy= fyp(xp)}.

aeD

Teorema 2.10. Si (Xo, fop,D) es un sistema inverso y para cada & € D, Xg
es un espacio Hausdorff compacto, entonces el limite inverso del sistema es un
subconjunto cerrado de []yep Xa-
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2.2 Limites inversos

Demostracion. Probemos que para cada 8 € D, Mg es un subconjunto cerrado
de [Tgep Xo- Seax € [1qep Xa \ Mp, entonces existe un elemento y € D tal que
Y= By fys(xpg) # xy. Como X, es Hausdorff existen abiertos disjuntos U y V
en X, tales que f,5(xg) € U y x, €V y ademds f,5 es continua lo que asegura
la existencia de un conjunto abierto W en Xp tal que fyg[W] C U. Sea A un
conjunto abierto de []qep X tal que x € A, mg[A] =W y my[A] = V. Entonces
ANMpg =0y por tanto Mg es cerrado.

Notemos ademds que si y =< §, entonces Mg C M, y como D es un conjunto
dirigido la coleccién {Mg | € D} posee la propiedad de interseccién finita y
como [Jyep Xo €8 compacto se sigue que (gep Mp # 0 es cerrado. O

Si (X, fap,D) es un sistema inverso denotaremos su limite inverso por
lim _, Xq, lim, Xq 0 limX, segin el contexto.

Observacion.
lim X, = ﬂ Mg ={x€ H Xo Vo, B €D: B < o implica que fyp(xp) =Xq}
D ﬁeD oeD

Teorema 2.11. Sea (Xq, fop,D) un sistema inverso. Para cada B € D, sea
I'={yeD|y £ B}U{B} entonces My = [Nyer Xe.

Demostracion. Sea @ : Mg — []qer Xo definida por (¢(x))y = x; para cada
y € . Probemos que la funcién es biyectiva. Sean x,y € Mg tales que ¢(x) =
¢(y), entonces Vy € I': (¢(x))y = (@(y))y y por tanto xy = y,, también para
cada @ X B : x4 = fup(xg) = fap(¥g) = Ya y por tanto Vo € D : xo = Yo
implica que x =y y @ es inyectiva.

Por otra parte, sea x € [[yerXa, entonces z € [[4epXo definido por

Xq sixel’
lo = .
faﬁ(xﬁ) S1 X ¢ r
satisface que ¢ (z) = x y por tanto ¢ es suprayectiva.
Finalmente observemos que si & € D'y Uy es un abierto en X, entonces
' (Uy) siael
[MoerXe sia¢l

lo cual asegura que @ es una funcién continua y abierta y por tanto un homeo-
morfismo. O

Mﬁﬂﬂ?&l(Ua)I{
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2 Limites inversos y topologia cociente

Definicion 2.12. Si D es un conjunto dirigido y E es un subconjunto de D,
diremos que E es cofinal en D si para cada o € D existe un f3 € E tal que
o= B.

Definicion 2.13. Supongamos que {Xg, fop,D} es un sistema inverso. Si E es
un subconjunto cofinal de D, entonces {Xy, fop,E} s un subsistema cofinal

de {Xaaf(xﬁaD}'

Teorema 2.14. Supongamos que D es un conjunto dirigido, E un subconjunto
cofinal de D y {Xq, fup,D} un sistema inverso. Entonces existe una funcion
continua inyectiva con dominio ILmD{Xa,fal; ,D} y rango @E{Xa,faﬁ,E}.

Demostracion. Sea
0 lim{Xe fup D} = im{Xe. fop £}
D E

definida por @(x)q = x4 para todo o € E. Notemos que si ¢(x) = ¢(y), en-
tonces VB € D xq = @(x)q = ®(y)a = yo y para cada a € D\ E existe un
B € E tal que o < 3, de esta forma xq = f5(xg) = fup(¥g) = ya por tanto
Vo € D:xq =yq implica que x =y y entonces ¢ es inyectiva. Para probar que
es suprayectiva, sea y € lim_ {Xa, fap,E} y definamos x € @D{Xa,faﬁ,D}
por xo = yq paratoda a € E y para o € D\ E sea 3 tal que o =< 3, entonces
Xo = fop(xp). Ademds x € 1<iLnD {Xa, fap,D} y por tanto @ es suprayectiva.
Finalmente, sea o0 € E'y Uy un abierto en Xy, como

Ty (Uo) NIm{Xe, fop E} = 7, (Ua) Nim{Xe, fup, D}
E D

(el primero en el producto sobre E y el segundo en el producto sobre D) se
tiene que la funcién es continua como se deseaba. 0

Corolario 2.15. Sean E un subconjunto cofinal de un conjunto dirigido D y
{Xa, faﬁ,D} un sistema inverso donde los espacios factores son Hausdorff y
compactos. Entonces @D{Xa, fap-E}y m {Xa fap,D} son homeomorfos.

Demostracion. Por el Teorema|2.14|existe una funcién continua biyectiva con
dominio l'&nD{Xa,faﬁ,D} y rango @E{Xa,faB,E}, luego por el Teorema

@D{Xa,faﬁ ,D} es compacto, también Jim,. {Xu, fap,E} es Hausdorff y
aplicando el Teorema [1.42]1a funcién f es un homeomorfismo. O
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2.2 Limites inversos

Corolario 2.16. Si (Xq, fop,D) un sistema inverso donde cada X, es un con-
tinuo y D tiene un subconjunto cofinal numerable, entonces 1&1 b (Xos fap,D)
es un continuo.

Demostracion. Sea E un subconjunto cofinal de D. Por el Corolario los
limites lim ) (Xa, fop, D) y lim,. {X«, fup,E} son homeomorfos y por el Teore-
ma basta verificar que lim {Xu, fap,E} es continuo. Por la observacién
anterior

limX, = ﬂ Mg donde Mg ={x¢c HXaW?’ﬁﬁ €D : xy= fyp(xp)},
D ﬁeD oeD

y por el Teorema y el hecho de que la metrizabilidad, conexidad y com-
pacidad se preservan bajo productos numerables se sigue que cada Mg es un
continuo para cada 3 € E. Ademas si § < 0 y x € Mg entonces Vy <93 € D:

xy = fys(xs) y xy = fys(xs) = fyp(fps(xs)) = fys(xp) de forma que x € Mg y
entonces la sucesion { My } ok s una sucesion numerable anidada. Finalmente

por el Teorema@E {Xa, fap,E} es un continuo. O

Teorema 2.17. Si X = @D{Xa,faB,E} v Y es un subespacio de X, entonces
Y =1im {Yy,80p,D} donde Yo, = Ta(Y) y 8ap = faply;-

Demostracion. Sea Y un subespacio de X, entonces

YC{xe H Vo, B €D: B = aimplica que fup(xg) = Xo}

oeD

entonces de Y C [[oep Xo se tiene que Y = [[qep T (Y) y como Va,B € D :
B = a implica que fygly,(yp) = ya entonces haciendo Yo = 7o (Y) y gap =
faﬁ\yﬁ se tiene que Va,B € D : B = « implica que g45(yg) = Yo Por tanto
Y =1im, {Ye, 8ap, D} 0

A continuacién se expondrdn algunos limites inversos y sus propiedades
cuando el conjunto dirigido es el de los nimeros naturales, en ese caso al sis-
tema inverso se le llamard sucesion inversa y se denotara por {X;, f;}, donde
fi i Xit+1 — X; es la funcioén f;11. En caso de que los espacios factores sean un
mismo espacio X y las funciones f; una misma funcién a la sucesion inversa
se le denotard simplemente por {X, f}.
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2 Limites inversos y topologia cociente

Teorema 2.18. Sean X = @{Xi,fi} eY = T&l{)’i,gi} limites inversos de su-
cesiones inversas. X es homeomorfo a Y si existe una sucesion de homeomor-
fismos h; : X; — Y, tales que h;o fi(x) = gioh;i11(x) para todo x € X; yi € N.

Demostracion. Sea H : X — Y la funcién definida por (H(x)); = h;(x;) para
cada i € N. Entonces H estd bien definida pues la imagen de todo punto x de X
satisface que (H (x)); = hi(x;) = hjo fi(xi+1) = gi o hit1(xix1) = gio (H(x))it1.
Ademads como cada homeomorfismo #; : X; — Y; es biyectivo, y determinan las
coordenadas de la funcién H, ésta también es biyectiva. La continuidad estd
garantizada porque para cada i € N 7; 0 H = h; o 7; es una funcién continua. Fi-
nalmente se puede ver que G : ¥ — X dada por (G(x)); = h; ' (x;) es la funcién
inversa de H y también es continua. Por tanto X e Y son homeomorfos. O

Ejemplo 2.19. Consideremos el limite inverso de la sucesién {X, f} donde
X =S8"y f:S"— S! estd dada por f(z) = z> (multiplicacién en el plano com-
plejo). Por el corolario 2.16] se tiene que el limite inverso es un continuo. A
todo continuo homoemorfo a este limite se le 1lamara solenoide diadico y se
le representa por X£(2). Geométricamente el solenoide X(2) se puede describir
como la interseccion de una sucesién de toros sélidos

h>5L,>..T,0T,11D...

de tal forma que 7, da dos vueltas dentro de 7, sin autointersecarse.

Figura 2.5: T} D T en la construccién geometrica de X(2).
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2.3 Topologia cociente

Ejemplo 2.20. Generalizando el ejemplo anterior, dado p > 2, el limite inverso
de la sucesion {X, f}, donde X = S' y £(z) = z” es un continuo. A todo espacio
homeomorfo a él se le llama solenoide p-adico y se denota por X(p).

Ejemplo 2.21. Consideremos la sucesion inversa {[0, 1], f;} donde f; : Xj+1 —
X; esta dada por
2t 0<
—2t+2 ;<
Entonces, nuevamente por el corolario[2.16] el limite inverso es un continuo; a
todo continuo homeomorfo a €l se le conoce como el arcoiris de Knaster.

Figura 2.6: Una representacion del arcoiris de Knaster.

2.3. Topologia cociente

Los espacios cociente representan uno de los métodos principales para gene-
rar nuevas topologias a partir de una ya conocida. En particular, permiten crear
espacios topoldgicos bastante interesantes y poseen, bajo ciertas restricciones,
la cualidad de generar continuos si el espacio topoldgico inicial es uncontinuo.

La topologia cociente es la topologia final respecto de una funcién suprayec-
tiva, podemos pensar que esta topologia se genera al identificar los puntos del
espacio dado que tienen la misma imagen bajo dicha funcién, y “pegarlos”, en
el sentido de que estos puntos representardn un solo punto en el nuevo espacio
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2 Limites inversos y topologia cociente

topolégico. Esto, en particular, es equivalente a dar una particién de un espa-
cio topolégico y considerar su espacio particién como la topologia cociente
inducida por la proyeccién natural.

A continuacién se dard la definiciéon formal de esta topologia.

Definicion 2.22. Sea X un espacio topoldgico, ¥ un conjuntoy 7 : X — Y
una funcién suprayectiva. Definamos una topologia en Y declarando a un sub-
conjunto U C Y abierto si y sélo si 77 !(U) es abierto en X. Esta topologia
es llamada la topologia cociente, la topologia inducida por la funcién 7y y la
denotaremos por 7.

Formalmente se tiene la siguiente definicion de particion:

Definicion 2.23. Una particién de un conjunto X es una coleccién D de sub-
conjuntos no vacios de X tal que, para cada A,B € D se tiene que, ANB =10
y UD = X. A la funcién & : X — D que asocia a cada x € X con el unico
elemento en D, que lo contiene, le llamaremos la proyeccion natural asociada
a la particién D.

Se sabe que toda relacién de equivalencia sobre un conjunto dado X induce
una particién de X.

Definicion 2.24. Sea D una particion del espacio topolégico (X, 7). Consi-
deremos la topologia Tp, definida por 7p = {A C D :|JA € 7}. Al espacio
topoldgico (D, tp) le llamaremos espacio particion de X.

Teorema 2.25. Para una particion D de un espacio topoldgico (X,T), Tp es
la topologia cociente inducida por la proyeccion natural @ : X — D.

Demostracion. Sea T la topologia cociente inducida por la funcién 7. Note
que, para cada A C D,se tiene que 7~ '[A] = {x € X : w(x) € A} = U A, de
forma que A € T, si y s6lo si 77 '[A] es un subconjunto abierto en X y esto
ocurre siy sélosi [ J{A C X :A € A} € tx siysdlosiA € p. O

2.3.1. Propiedades

Teorema 2.26. Un conjunto A C X/ ~ es cerrado en el espacio cociente si y
solo si T~ (A) es un subconjunto cerrado de X

Demostracion. Si A es cerrado en X / ~ entonces (X / ~) \ A es abierto y como
1 ((X/ ~)\A) =X\ 7 !(A) se sigue que 77! (A) es cerrado en X. O
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2.3 Topologia cociente

Teorema 2.27. Una funcion f de un espacio cociente X / ~ a un espacio to-
poldgico Y es continua si'y solo si la composicion f o T es continua.

Demostracion.

Demostracién de la necesidad. Si f es continua entonces f o 7 es continua por
ser composicion de funciones continuas.

Para probar la suficiencia. Si f o & es continua, entonces, dado cualquier con-
junto abierto U C Y, el conjunto (fox) ' (U) = n~!(f~'(U)) es abierto en
X. Y por tanto f~!(U) es abierto en X / ~. O

Supongamos que tenemos dos espacios topoldgicos X y Y y una funcién
continua suprayectiva f de X sobre Y. Considérese la relacion de equivalencia
E(f) sobre el conjunto X determinada por la particién {f~!(y)},ey de X. En
las preimagenes de f. La funcién f : X — Y puede ser representada por la
composicién fo 7w, donde 7 : X — X/E(f) es la proyeccién natural y f es
la funcién del espacio cociente X /E(f) sobre Y definido por f(f~1(y)) =y,
por el Teorema - la funcién f es continua. Se tiene entonces el siguiente
diagrama:

X/E(f)

Claramente, f es una funcién continua inyectiva de X /E(f) sobre Y, pero
generalmente no necesita ser un homeomorfismo. De hecho, si f es una fun-
cién inyectiva de el espacio discreto X de cardinalidad ¥ sobre el intervalo I,
el espacio cociente X /E( f) es discreto, asi que f no puede ser un homeomor-
fismo.

A continuacién estudiaremos la clase de todas las funciones f tales que f

es un homeomorfismo. Estas funciones constituyen una generalizacién de las
funciones abiertas y de las funciones cerradas.

Definicion 2.28. Una funcién continua y suprayectiva f : X — Y es una fun-
cion cociente si es la composicién de una proyeccién natural seguida de un
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homeomorfismo, es decir, si existe una relacién de equivalencia ~ sobre el
conjunto X y un homeomorfismo f’: X/ ~— Y tal que f = f' om, donde
7 :X — X/ ~ es la proyeccion natural.

Teorema 2.29. Sea f una funcioén suprayectiva de un espacio topoldgico X a
un espacio topologico Y. Las siguientes condiciones son equivalente:

(i) f es una funcion cociente.

(ii) El conjunto f~'(U) es abierto en X si'y sélo si U es abierto enY.
(iii) El conjunto f~'(F) es cerrado en X siy sélo si F es cerrado enY.
(iv) La funcion f : X/E(f) — Y es un homeomorfismo.

Demostracion.

(1) = (i)

Supongamos que f es una funcion cociente. Entonces f = f’ o 7, donde f” :
X/ ~— Y es un homeomorfismo y w : X — X/ ~ es la proyeccion natural.
Por definicién de la topologia cociente, el conjunto f~1(U) =z~ (=1 (U))
es abierto en X siy s6lo si f/~!(U) es abierto en X/ ~; como f’ es un homeo-
morfismo, esto ocurre si y s6lo si U es abierto en Y.

(i) = (i)

Como f~'(F) =X\ f~1(Y\F) se tiene que f~!(F) es cerrado en X si y sélo
si f~1(Y'\ F) es abierto en X , por (ii), esto ocurre si y s6lo si ¥ \ F es abierto
en?Y.

(iii) = (iv)

Supongamos que f satisface (iii). Como la funcién f : X /E(f) — Y escon-
tinua, inyectiva y suprayectiva, es suficiente probar que, para todo cerrado
F C X/E(f), el conjunto f(F) es cerrado en Y. Pero, dado que f~'f(F) =
77 "F(F) = n~(F) es cerrado en X, el conjunto f(F) es cerrado en ¥, por
(iii).

(iv) = (1)

Es inmediata de la definicién de funcién cociente. U

Corolario 2.30. La composiciéon de dos funciones cocientes es una funcién
cociente.

Demostracion. Sean f:X —Y y g:Y — Z funciones cocientes, entonces U
es abierto en Z si 'y s6lo si g~ ' (u) es abierto en Y siy s6losi f~! (g7 (u)) es
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2.3 Topologia cociente

abierto en X . Pero esto es: U es abierto en Z si'y s6lo si (go f)~!(U) es abierto
en X. Por tanto g o f es una funcién cociente. O

Teorema 2.31. Si la composicion go f de funciones continuas f: X —Y y
g:Y — Z es una funcion cociente, entonces g : Y — Z es una funcion cociente.

Demostracion. Claramente g(Y) = Z, porque go f(X) = Z. Si la imagen in-
versa g ' (U) de U C Z es abiertaen Y, entonces £~ (g7 (U)) = (go f)"1(U)
es abierto en X porque f es continua, y U es abierto en Z, porque go f es una
funcién cociente. 0

Corolario 2.32. Si para una funcién continua f : X — Y existe un conjunto
A C X tal que f(A) =Y vy la restriccién f|4 es cociente, entonces f es una
funcién cociente.

Demostracion. Dado que f|a = f oia, es una composicién de funciones conti-
nuas y es una funcién cociente, se tiene, por el Teorema|2.31] que f es funcién
cociente. O

Corolario 2.33. Toda funcién cociente inyectiva es un homeomorfismo.

Demostracion. Por el Teorema [2.29|si f: X — Y es suprayectiva y cocien-
te, U es abierto en Y si y sélo si f~!(U) es abierto en X. Por tanto, si f es
cociente inyectiva, entonces f es biyectiva continua y abierta y por tanto un
homeomorfismo. 0

A continuacidn se caracterizan las relaciones de equivalencia para las que la
funcioén cociente es cerrada o abierta.

Teorema 2.34. Para una relacion de equivalencia ~ sobre un espacio to-
pologico X, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) La proyeccion natural w: X — X/ ~es cerrada (abierta).

(ii) Para todo conjunto cerrado (abierto) A C X la union de todas las clases
de equivalencia que intersectan a A es cerrada (abierta) en X.

(iii) Para todo conjunto abierto (cerrado) A C X la union de todas las clases
de equivalencia que estdn contenidas en A es abierta (cerrada) en X.
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2 Limites inversos y topologia cociente

Demostracion. La equivalencia de (i) y (ii) se sigue de la proposicién y
de la definicién de la topologia cociente, la equivalencia de (ii) y (iii) es una
consecuencia inmediata de las leyes de De Morgan, pues se tiene la siguiente
igualdad:

X\ (Ui e X/~ [KnA #0}) = N{ix € X/ ~ | [{] € X\A}.
O

Corolario 2.35. La funcidn cociente f : X — Y es cerrada (abierta) si y s6lo
si el conjunto £~ f(A) C X es cerrado (abierto) para todo cerrado (abierto)
ACX.

Los espacios cociente son de gran importancia en la teoria de Continuos.
Sin embargon, no todos los espacios cocientes de un continuo son continuos,
incluso cuando los miembros de X/ ~ son subconjuntos cerrados de X. Sobre
esto se tienen los siguientes teoremas:

Teorema 2.36. Si un espacio de Hausdorff es una imagen continua de un
espacio métrico compacto, entonces es metrizable.

Demostracion. La demostracién de este teorema se puede encontrar en [12],
pag. 166. O

Teorema 2.37. El espacio cociente de un espacio métrico compacto X es me-
trizable siy solo si el espacio cociente es Hausdorff.

Demostracion. La proyeccién natural 7 : X — X/ ~ es suprayectiva y conti-
nua, la suficiencia se sigue del Teorema[2.36] y como todo espacio métrico es
Hausdorff se cumple tambien la necesidad. O

Corolario 2.38. El espacio cociente de un continuo es un continuo si y sé6lo si
el espacio cociente es Hausdorff.

Ejemplo 2.39. Sea X = [—1,1] y sea
X/ ~={{x,—x}: -1 <x<1}U{{-1},{1}}.

Como no existen abiertos ajenos que separen a los puntos {—1} y {1} enton-
ces el espacio cociente no es Hausdorff y por tanto no es un continuo por el
corolario anterior.
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2.3.2. Semi-continuidad superior

Definicion 2.40. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Una particién D de X es
semi-continua superiormente si y sélo si, para cualesquiecraD e Dy U €7
tales que D C U, existe Ve tcon D CV ytalquesi, Ac Dy ANV #0,
entonces A C U.

Adoptemos los siguientes términos:

Definicion 2.41. Sea D una particion de X. Entonces, A C X es D-saturado
siy sélo si existe D C D tal que A = JD.

Claramente, si 77 : X — D es la proyeccién natural, cualquier 7~ (D) con
D C D es D-saturado. También, A C X es D-saturado siy sélosiA =~ [m(A)].
De este modo, si V es D-saturado y abierto en X, entonces (V) es abierto en
D.

El siguiente teorema nos dard otras formas de tratar la semi-continuidad
superior.

Teorema 2.42. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, sea D una particion de X, y
sea @ : X — D la proyeccion natural. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

(1) D es una particion semi-continua superiormente.
(2) ® es una funcion cerrada.

(3) SiDeD,U € tyD CU, entonces existeV € Ttalque DCV CUyV
es D-saturado.

Demostracion.

1) =)

Sea F un subconjunto cerrado de X. Como 7t(F ) es cerrado si y sélo si 7~ {[D\
7t(F)]} es abierto, basta demostrar que 7~ ![D\ (F)] es abierto. Para esto sea
u € n-'[D\ n(F)], entonces n(u) € D\ w(F) y, por tanto, (u) C X \ F. Si
z€ n(u)NF, entonces 7(z) N 7w(u) # 0, equivalentemente 7(z) = mw(u) y, por
tanto, w(u) € (F). Como X \ F € texiste V € Tconw(u) CVtalquesix eV,
entonces 7(x) C X \ F. Claramente, u € V. También, (V) C X \ m(F), porque,
si m(x) € w(F), entonces m(x) = m(y) paraalginy € F,asiquey € m(x)NFy
n(x) € X \ F, implica que x ¢ V. Por tanto, V C 7~ ![D\ 7(F)]. Esto muestra
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que 7~ '[D\ 7t(F)] es abierto.

(2)= ()

Sean D € Dy U € 7 tales que D C U. Entonces, es claro que el conjunto
V =n"D\ (X \U)] satisface las condiciones en 3).

(3) = (1)

Es claro de la definicién de semi-continuidad superior. O

Teorema 2.43. Cualquier particion semi-continua superiormente de un espa-
cio métrico compacto es metrizable.

Demostracion. Por el Teorema [2.37] es suficiente demostrar que tal particion
es Hausdorff.

Sea (X, 7) un espacio métrico compacto, sea D una particién semi-continua
superior de X, y sea w : X — D la proyeccién natural. Sean D{,D, € D tal
que D; # D;. Como D; y D; son subconjuntos cerrados de X y X es normal,
existen Up,U, € 7 tales que Uy NU, =0, Dy CU; y Dy CU,. Como D es
semi-continua superiormente, por el Teorema[2.42] existen V},V, € 7 tales que
D, cVy,cU,,D, CV, CU,yVy,V, son D-saturados.

Notemos que, como Dy C V,D; € (V}). Similarmente, D, € ©(V,).Ademas,
n (V1) y m(V2) son abiertos en D. Por otro lado como U; NU, = 0, tenemos que
Vi NV, = 0. Entonces, como 7~ ! [x(V})] =V, y = [n(V3)] = V4 se tiene que
n(V2)Nw(V2) = 0. Por tanto, (D, Tp) es Hausdorff. O

Corolario 2.44. Cualquier particién semi-continua superiormente de un con-
tinuo es un continuo.

Demostracion. Dado que 7 : X — D es una funcién continua, preserva la com-
pacidad y la conexidad. Asi aplicando el Teorema|2.43| se sigue que su espacio
particion es un continuo. O

2.3.3. Ejemplos

El n-espacio proyectivo. Para todo n € N, sea D la particidon de S” dada por
D = {{x,—x} : x € §"}. Se puede ver que D es una particién semi-continua
superiormente. Entonces, por el Teorema [2.43] el espacio particién, denotado
por P*, es un continuo. A P" se le llama el espacio n-proyectivo.
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-X

Figura 2.7: Identificaciones del 2-espacio proyectivo.

La banda de Moebius. Sea D la particién del cuadrado unitario I = [0, 1] x
[0, 1] cuyos elementos son.

D={{(x,0,(1—x,1)}:0<x < 1}U {{(x,y)} :x€[0,1,0 <y < 1}.

Luego, notemos que D es una particién semi-continua superiormente. Enton-
ces, por el Teorema [2.43] el espacio particidn es un continuo; se conoce como
la banda de Moebius y es un ejemplo de una superficie no orientada en R

©,1) a&,D

4L

0,0) an

Figura 2.8: Identificaciones de la banda de Moebius

Los espacios X /A. Sea (X, T) un espacio topolégico y sea A un sobconjunto
cerrado no vacio de X. Sea Dy la particién de X dada por

Da={A}U{{x}:x€ X \A}.
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Es inmediato que Dy4 es semi-continua superiormente. Denotamos su espacio
particién como X /A.

El cono topologico. Sea X =Y x [0,1] donde X tiene la topologia produc-
to. Entonces si A = {(x, 1) : x € X }; el espacio particion X /A se conoce como
cono topoldgico sobre Y y es denotado por CT (Y). El vértice de CT (Y) es el
punto A, y la base de CT (Y) es el conjunto 7({(x,0) : x € X }). Entonces, si Y
es un continuo, CT' (Y') es un continuo por el Teorerna Enel casoque Y es
un espacio métrico compacto, CT (Y) es homeomorfo al cono geométricamen-
te conocido y en esos casos se referira a CT(Y) como el cono sobre Y. Cabe
sefalar que los conos topoldgicos son una gran fuente de ejemplos y contra
ejemplos en la teoria de continuos. Por ejemplo el cono doble CT (CT(Y)) tie-
ne la sorprendente propiedad de que es homeomorfo a CT (Y) x [0, 1].

Ejemplo 2.45. En caso de que ¥ = S! se tiene que el cono de Y coincide
justamente con la representacién usual de un cono, la cual tiene como base un
circulo que se colapsa a un punto.

Figura 2.9: Cono topoldgico de S'.

La suspension topolégica. Considerando el cono topolégico TC(X) con ba-
se B, el espacio particién CT (X)/B es conocido como la suspension topol4gi-
ca sobre X y es denotado por ST (X). Se tiene que si, X es un espacio métrico
compacto, entonces ST (X) es un continuo.

Ejemplo 2.46. La suspension de S' es homeomorfa a dos conos identificados
por sus bases como se muestra en la imagen.
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N

Figura 2.10: ST(S')

47






3 Propiedades topologicas en
continuos

3.1. Continuos indescomponibles

Definicion 3.1. Un continuo X es descomponible si existen A, B C X subcon-
tinuos propios de X tales que X = AU B. Diremos que X es indescomponible
si no es descomponible.

Ejemplo 3.2.

(a) Elintervalo [0, 1] es descomponible, pues, para cada a € (0,1), se tiene
que [0,a] y [a,1] son continuos y [0,1] = [0,a] U [a, 1].

(b) La curva cerrada simple es descomponible, pues, tomando dos puntos
distintos, se tienen una descomposicioén de la curva cerrada simple en
dos arcos distintos.

(c) La curva seno del topélogo es un continuo descomponible, pues pode-
mos considerar los subcontinuos propios.

A= {(x,sen(%)) [x€(0,1/2]}U{(0,y) [y e [-1, 1]}y
B = {(x,sen(1/x)|x € [1/2,1]},

(d) El circulo de Varsovia tiene una descomposicién natural como la curva
seno del topdlogo unida con un arco.

Definicion 3.3. Una funcién continua f : X — Y se llamard indescomponible
si, para cualesquiera subcontinuos A y B de X tales que X = AU B, se tiene

fA)=Yo f(B)=Y.

Observacion. Un continuo es indescomponible si y sélo si su funcién identi-
dad es indescomponible.
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Teorema 3.4. Sea X un limite inverso de una sucesion inversa de funciones
continuas indescomponibles. Entonces, X es indescomponible.

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, que existen A y B sub-
continuos propios de X tales que X = A U B. Entonces, por el Teorema
A= @{Ai,gi}, donde A; = m;(A) y g = fila,,,- Como A # X existe algin
N € N tal que Ay # Xy pues de lo contrario A; = X; y g; = f; Vi € N implica
que A = X. Mds atin para cada n > N se tiene que

fng1o o fui1 Ay = An

lo cual implica que A,, # X,,, de lo contrario Ay = Xy. Similarmente para B =
@{Bi,h,} donde B; = m;(B) y h; = fi|s,,, podemos encontrar un natural M
tal que Vm > M : By, # X,,. Finalmente tomando L = max{M,N} se tiene que
Ar+1 'y Br+1 son subcontinuos propios de Xy con Ay UBryy =Xpy1 y
ademas fy(Ar+1) =AL Yy fL(Br+1) = Br lo cual contradice que las funciones
son indescomponibles. O

Corolario 3.5. El solenoide p-ddico y el arcoiris de Knaster son continuos
indescomponibles.

Demostracion. Por la definicién de solenoide p-adico. (Vea ejemplo (2.20),
basta comprobar que la funcién f : S' — S! dada por f(z) = z” es indescom-
ponible. Si A y B son dos subcontinuos de S' tales que S' = A UB entonces A
y B deben ser arcos de la circunferencia y, mds ain uno de ellos, digamos A,
cubre media circunferencia. Como f mapea cada p-CT (CT(Y))’esima parte
de la circunferencia en la circunferencia entera f(A) = S', pues si z = ¢’ con
6 € [a,b] y b—a=2m/p,entonces z” = €' con ¢ € [pa, pb] con pa— pb =2x.
Por tanto f es indescomponible y el solenoide p-ddico es un continuo indes-
componible.
Para el arcoiris de Knaster, Sea f : [0, 1] — [0, 1] la funcién dada por

) = 2t 0<t<
—2t+2  §<t<

—_— =

Afirmamos que f es indescomponible. En efecto,si A y B son subcontinuos de
1 distintos de [ tales que I = A U B, entonces % €Ao % € B. Supongamos que
1 € A.Entonces, [0,3] CA o [3,1] C A, de cualquier forma: [0, 1] C £([0,3]) C
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f(A). Por tanto f(A) = [0,1]. Similarmente si 3 € B, entonces f(B) = [0, 1].
Por tanto f es indescomponible y el arcoiris de Knaster es un continuo indes-
componible. 0

Definicion 3.6. Sea X un continuo y x € X, La composante de x, denotada por
C,, es la unién de todos los subcontinuos propios de X que contienen a x.

Teorema 3.7. Si X es un continuo indescomponible, entonces sus composantes
son disjuntas.

Demostracion. Sean x,y € X y sean C, y C, sus respectivas composantes. Si
z € CyNC,, por estar z en la composante de x existe un subcontinuo propio
D de X tal que z,x € D y similarmente existe un subcontinuo propio E de X
tal que z,y € E. Sea w € C,, entonces existe un subcontinuo propio F de X tal
que w,y € F. De esta forma, ENF # 0y, por tanto, £ U F es un subcontinuo
propio de X. Nuevamente, como z € DN (EUF) se tiene que DUE UF es
un subcontinuo propio de X y, como w,x € DUE UF, entonces w € Cy. Asi,
C, C C;. Andlogamente se prueba que C, C C,. Por tanto si las composantes
son distintas, se sigue que son ajenas. 0

Teorema 3.8. Un continuo es indescomponible si y sélo si cada subcontinuo
propio es denso en ninguna parte en él.

Demostracion. Supongamos que X es descomponible. Entonces, existen ¥ y
Z, subcontinuos propios de X, tales que X =Y UZ. Asi m C Zy, por tanto,
Y no es denso en ninguna parte.

Supongamos que X tiene un subcontinuo propio Y que no es denso en ningu-
na parte. Entonces, X \ Y es un subconjunto propio de X NO VACIO. Enton-
ces, X =Y UX\Y; si X\Y es conexo, ésta es una descomposicion de X. Si
X \Y =DUE donde D y E son subconjuntos cerrados no vacios y ajenos de
X, considerando A=Y UDy B=Y UE setiene que (AUB)=Xy (ANB)=Y
son conexos y por el Teorema [I.31] A y B son conexos. En cualquier caso, se
tiene una descomposicién de X. O

Teorema 3.9. Las composantes de un continuo indescomponible son conjun-
tos magros.

Demostracion. Sea C una composante del continuo X y sea 5 una base nume-
rable para X. Sea x € C'y consideremos B’ = {B € B\ {0} |x ¢ B}. ParaB € 3’
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sea Dp la componente de X \ B que contiene a x. Sea C' = | Jgczr Dp. Entonces
C’ C C y reciprocamente para cada z € C existe un subcontinuo propio ¥ de X
tal que x,z € Y. Tomando un elemento B € B tal que B C X \ Y se tiene que
Y C Dp y entonces z € C'. Por tanto C = C’ el cual es magro porque cada Dg
es denso en ninguna parte y por el Teorema 0

Corolario 3.10. Todo continuo indescomponible tiene una cantidad no nume-
rable de composantes.

Demostracion. Sea X un continuo indescomponible, por el Teorema las
composantes de X son ajenas por pares y X, que es igual por el Teorema 3.9
a la unién de sus composantes, es igual a una unién numerable de conjuntos
densos en ninguna parte, por tanto por el Teorema X debe poseer una
cantidad no numerable de composantes. O

Corolario 3.11. Si X es un continuo indescomponible, entonces X no es cone-
X0 por trayectorias.

Demostracion. Supongamos que X es indescomponible y conexo por trayec-
torias. Dados dos puntos x,y € X existe una trayectoria y: [/ — X de x a y.
Entonces y[/] € X es un subcontinuo propio de X, porque X es indescompo-
nible y tiene como elementos a x e y. Entonces x e y pertenecen a la misma
composante. Entonces X sélo tiene una composante lo que contradice el Coro-
lario [3.10] Por tanto X no es conexo por trayectorias. O

3.2. Conexidad por trayectorias

Teorema 3.12. La curva seno del topélogo no es conexa por trayectorias

Demostracion. Veamos que no existe una funcion continua f : [0,1] — X don—
de X es la curva seno del topélogo tal que f(0) = (0,0) y f(1) = (1,sen(1)).
Si existiera tal f, por continuidad existe un 6 > 0 tal que si ¢z € [0,0) enton-
ces |f(t)] < 1. Como [0,8] es conexo y 7 o f es una funcién continua se
sigue que (m; o £)[0, 1] es un intervalo, mds atn si xo = (7; o f)(J), enton-
ces [0,x0] C (71:1 o f)[0,0]. Asi para cada x € (0,xo] existe ¢ € [0, ] tal que
f(t) = (x,sen(1)). Sea n € N tal que

1 T
w2
27

<n
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entonces tomando x = 51— — Z se tieine que 0 < x < x y existe algint € (0,9)

tal que f(t) = (x,sen(1)) perosen(1) = —1y|(x,—1)] > 1 > ] lo cual es una
contradiccion. U

Ejemplo 3.13.

(a) Como los espacios [0, 1] y la n-bola cerrada son convexos, se tiene que
son conexos por trayectorias.

(b) El arcoiris de Knaster y el solenoide p-ddico no son conexos por trayec-
torias por ser indescomponibles (Teorema [3.1T].

3.3. Propiedad del punto fijo

Definicion 3.14. Dado un espacio topoldgico X, diremos que una funcién f :
X — X tiene un punto fijo si existe un elemento x € X tal que f(x) =x. Si X
satisface que toda funcién continua tiene un punto fijo diremos que el espacio
X poseee la propiedad del punto fijo (PPF.)

Teorema 3.15. La propiedad del punto fijo es una propiedad topoldgica.

Demostracion. Supongamos que X =Y y X posee la propiedad del punto fijo.
Sea f: Y — Y una funcién continua, si 2 : X — Y es un homeomorfismo entre
X eY setiene que h~' o foh: X — X es una funcién continua, entonces existe
un punto x € X tal que (h~!o foh)(x) = x, esto es f(h(x)) = h(x). Por tanto ¥
poseee la propiedad del punto fijo. 0

La demostracién del siguiente enunciado se encuentra en [S, p. 340y p. 341]

Teorema 3.16 (Teorema del punto fijo de Brouwer). Toda funcion continua
f : B" — B" admite al menos un punto fijo.

Teorema 3.17. El cubo de Hilbert posee la propiedad del punto fijo

Demostracion. Sea H = [T;7_;[0,1] el cubo de Hilbert y sea f : H — H una
funcién continua. Sea P, : H — H la funcién definida por

x; sii<n
0 sin<i
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Entonces el conjunto H, = P,(H) es un producto de intervalos, homeomorfo
a la bola cerrada unitaria en R". Como la composicién P, o f|g, : H, — H, es
continua, el Teorema de Brouwer asegura la existencia de un punto fijo x,, € H,,.
Y ademds
=1
d(xn, f(xn)) = d(Pa(f (x0)), [ (xn)) < Z 2

i=n+1

Como H es compacto, la sucesion {x, },cn tiene una subsucesién convergente.
Denotemos por x al limite de tal sucesién. Entonces

d(x, f(x)) = d(limx,, f(limx,)) = imd(x,, f(x,)) =0

la cual converge a 0 porque la serie ) ;” %2 es convergente y por tanto el com-

plemento de las sumas parciales > }2 tiende a 0. Lo que implica que x es
un punto fijo para f. O

Definicion 3.18. Sea X un continuo, diremos que X es encadenable si para
cada € > 0 existe una € cadena que cubre a X y cuyos eslabones son conjuntos
abiertos.

Teorema 3.19 (Del nimero de Lebesgue). Si X es un espacio métrico com-
pacto, para toda cubierta abierta U de X, existe un nimero 6 > 0 tal que para
cada A C X tal que diam A < 8, entonces existe U € U tal que A C U. Tal
nimero 8 se conoce como el niimero de Lebesgue para U.

Demostracion. Sea U una cubierta abierta de X. Como X es compacto I/ tiene
una subcubierta finita Uy,...,U,. Para cada i € {1,...,n} sea C; =X \U; y
definamos la funcién f : X — R dada por

0= Yd(x.C)

Como la funcién es continua sobre un conjunto compacto alcanza un minimo
0 > 0. Entonces si A C X tal que diam A < 8, existe x € X talque A C B(x,8) y
como f(x) > Sexistei € {1,...,n} tal que d(x,C;) > 0 pero esto es equivalente
aque B(x,0) C U; y por tanto A C Us. O
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3.3 Propiedad del punto fijo

Teorema 3.20. Sea X es un continuo encadenable y C = {C\,...,C,} es una
€ cadena que cubre a X, entonces existe una € cadena C" = {C},...,Cl} que

cubre a X tal que para cada k € {1,...,n—2} se cumple que CTZO i = 0.

Demostracion. Haremos la construccién recursivamente.

SeaA; = X \ Uy, Ck. Como [J;_, Cy es un conjunto abierto, A; es cerrado y,
como la cadga cubre a X, A; C Cy, entonces existe un abierto Ci’ de X tal que
A CC{ CCy CCy de esta forma {C{,...,C,} es una € cadena que cubre
a X. Luego, si para k < n se han construido los eslabones CY,...,C};_, de tal
forma que {C{,...,C}_|,Ck...,Cy} cubre a X, definimos

k—1 n
Ac=x\(Ucju U ¢
j=1 j=k+1

y por el mismo argumento que se us6 con Ay, A es cerrado y Ay C G, en-
tonces existe un abierto C;’ en X tal que Ay C C} C ¢} C Cy. De esta forma
{c{,....,C!,Cis1,...,Cy} es una € cadena que cubre a X. Finalmente, aplican-
do el proceso recursivamente, existe la € cadena {CY,...,C,} que cubre a X y
por construccion para cada k € {1,...,n—2} se tiene C; NC}/,, = 0. O

Definicién 3.21. Sea X un continuo. Diremos que {C,},cn es una sucesién
definitoria de cadenas para X, si para cada n € N se cumple lo siguiente

i) Cada C, es una 5, cadena tal que Cil"ﬂCT’;é Osiysolosi|i—j| <1.

(ii) C,41 es un refinamiento de C, de tal forma que la cerradura de cada
eslabdn en C, | estd contenida en algin eslabén de C,,.

Teorema 3.22. Si X es un continuo encadenable, entonces X posee una suce-
sion definitoria de cadenas

Demostracion. Se dard la construccién de la sucesion de forma recursiva. Co-
mo X es encadenable existe una % cadena Dy por el Teorema existe una %

cadena C; cuyos eslabones cumplen C} ﬁC} # 0 siysolosi|i— j| < 1. Luego,
si suponemos que tenemos las cadenas Cy,...,C, que satisfacen las propieda-
des deseadas procedemos a construir C, de la siguiente forma: Sea A, el
nimero de Lebesgue de la cadena C, y tomemos 11 = min{A,;, 2,%} Como
X es encadenable, existe una 1) cadena D, | que cubre a X y por el Teore-
ma|[3.20]existe una 1 cadena C,.1 que cubre a X y cuyos eslabones satisfacen
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3 Propiedades topologicas en continuos

crtl OC;?+1 # 0 siy solosi|i— j| < 1. Ademds para cada eslabon C € C,4; se
tiene que diam (C)= diam (C) <N < 8,41 y por el Teorema existe E € C,
tal que C C E lo cual garantiza que C,, 1 es un refinamiento de C,. Aplican-

do el procedimiento recursivamente se tiene una sucesion {C, },ey como se
deseaba. O

Teorema 3.23. Sea X un espacio métrico compacto 'y f: X — X una funcion
continua. Si para cada € > 0 existe un punto xg € X tal que d(f(x¢),xe) < €,
entonces f tiene un punto fijo.

Demostracion. Para cada n € N tomemos un x, € X tal que d(f(x,),x,) < 1.
Se tiene entonces una sucesion {x, },en en X y como X es compacto existe una
subsucesion {y, },en convergente de {x,},cn. Sea y el limite de tal sucesion.
Entonces por la continuidad de la métrica

d(f(v),y) =d(Mm f(yn),limy,) = limd(f(y)),yn) =0
y por tanto y es un punto fijo para f. O
Teorema 3.24. Todo continuo encadenable posee la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Sean X un continuo encadenable y f : X — X una funcién con-
tinua. Consideremos la sucesion definitoria de cadenas {C, },cn cuya existen-
cia estd garantizada por el Teorema [3.22] y veamos que X cumple las condi-
ciones del Teorema Sea € > 0, elijamos un natural N tal que %N < E.
Denotemos por

Cy={Cy,...,Cy}

ala N-ésima cadena de la sucesién y definamos los siguientes subconjuntos de
X:
U={xeX|SixeCy f(x) € Cjentonces i < j}

V={xeX|SixeCy f(x) €Cjentonces i > j}

Veamos que U es un conjunto abierto de X. Sea x € U, entonces existen
i,je{l,...,n}talquexe Gy f(x) €Cjconi < j.Como f es continuay C; es
abierto existe algtin 6 > 0 tal que B(x,0) C C;y f(B(x,0)) C Cj, de donde se
concluye que B(x,8) C U y por tanto U es abierto. De la misma forma, invir-
tiendo la desigualdad entre i y j se prueba que V es abierto. Ademds X = U UV
y como X es conexo se sigue que U NV # 0. Seax € UNV, entonces existe un
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ie{l,...,n} tal que x, f(x) € G y por tanto d(f(x),x) < diam C; < ZLN <eE.
Por tanto, en virtud del Teorema [3.23]se concluye que X tiene la propiedad del
punto fijo. 0

3.4. Puntos de corte

Definicion 3.25. Sea X un espacio conexo 7. Un punto x € X es un punto
de corte de X si X \ {x} no es conexo. Por el contrario si x no es un punto de
corte se dird que es un punto de no corte. Una cortadura de X es una terna
{x,U,V} donde x es un punto de corte de X y U y V forman una disconexién
de X\ {x}.

Teorema 3.26. Sea h: X — Y un homeomorfismo. Si x € X es un punto de
corte de X, entonces h(x) es punto de corte de 'Y .

Demostracion. Sea x € X un punto de corte de X y 4 : X — Y un homeomor-
fismo. Entonces X \ {x} no es conexo y como X \ {x} = h'[Y \ {A(x)}], el
conjunto Y \ {/(x)} no puede ser conexo. Por tanto /(x) es un punto de corte
enY. t

Teorema 3.27. Si X es un continuo y {x,U,V} es una cortadura de X, enton-
ces UU{x} y VU{x} son continuos.

Demostracion. Probemos que U U {x} es conexo. Sea f : X — X definida por

Flz) = {z size UU{x}

x sizeV

entonces f(X) =UU{x} y f es continua porque estd bien definida y su restric-
cion sobre los cerrados no disjuntos U U {x} y V U {x} es continua. Entonces
U U{x} es conexo por ser imagen continua de un espacio conexo. También
X \V =UU{x} es cerrado y compacto. Por tanto U U {x} es un continuo y por
una demostracién similar V U {x} también lo es. O

Teorema 3.28. Si X es un continuo y {p,U,V } es una cortadura de X, enton-
ces U y 'V tienen puntos de no corte de X.
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3 Propiedades topologicas en continuos

Demostracion. Supongamos que U no tiene puntos de no corte. Entonces to-
do punto de U es un punto de corte de X, asi para cada x, existen U, y Vi
abiertos tales que {x,U,,V,} es una cortadura de X. Observemos que si U, y
V, intersectan a V U {p}, entonces U, N (VU{p})y V,N(VU{p}) forman una
disconexion de V U {p} contradiciendo el Teorema asi que sin pérdida
de generalidad podemos suponer que los abiertos U, estdn contenidos en U.
También por el mismo argumento para cada x,y € X o U, C Uy o bien U, C U,
y por tanto la coleccion de continuos {U, U {x}|x € U} estd dirigida. Por el
Teorema Neer (UxU{x}) es un continuo no vacio contenido en U. Sea
q € Nyev (UxU{x}), entonces U, C U y si r € U, entonces g ¢ U, lo cual im-
plica que ¢ ¢ U, U {r} y esto contradice que g € ey (UxU{x}). Por tanto
U contiene algin punto de no corte y analogamente se prueba que V también
posee algtin punto de no corte. O

Corolario 3.29. Si X es un continuo con mds de un punto, X tiene por lo
menos dos puntos de no corte.

Demostracion. Si X no posee puntos de corte, entonces como X no es dege-
nerado, |X| > 1y posee por lo menos dos puntos de no corte. Si X posee algin
punto de corte p € X, sea {p,U,V} una cortadura de X, entonces por el Teo-
rema U y V poseen cada uno por lo menos un punto de no corte. Asi X
tiene por lo menos dos puntos de no corte. O

Definicion 3.30. Un punto de corte x € X separa al punto a del punto b si
existe una cortadura {x,U,V} tal que a € U y b € V. Denotemos por E(a,b)
al conjunto

{a,b}U{z € X |zseparaade b}

Y definamos el orden de separacién sobre E(a,b) como p < gsip=qgop
separa a de g. Escribiremos p < gsip<qy p #q.

Teorema 3.31. El orden de separacion es un orden total en E(a,b)

Demostracion. Para cada x € E(a,b) elijamos como {x, Uy, V,} una cortadura
de X talqueac Uy ybeV,.Sirs € E(a,b)\{a,b} entonces s € V, 0 s € U,.
En el primer caso r separa a de s y entonces r < s. Si s € U,, como V,U{r} es
conexo y esta contenido en la unién de U y Vi debe estar contenido en alguno
de ellos y como b € V,U{r} se debe cumplir V, U {r} C V,. Asire Vy y s
separaa de ryestoes s < r. O
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3.4 Puntos de corte

Teorema 3.32. Si E(a,b) tiene mds de dos puntos, su topologia de orden es
mds gruesa que su topologia de subespacio.

Demostracion. Sea U un abierto en la topologia de orden de E(a,b), supon-
gamos sin pérdida de generalidad que U es un elemento de la subbase pa-
ra la topologia de orden de E(a,b) (definida en el Ejemplo . Enton-
ces U = (p,—) o bien U = (+, p) para algin p € E(a,b). Denotemos por
{p,U,,V,} aunacortadurade X talque a € U, y b € V,.

» SiU = (p,—), veamos que U = E(a,b)NV,. Six € U, entonces p < x
y p separa a de x. Si suponemos que x ¢ V,, entonces V, U {p} estd
contenido en U, UV, y como V,U{p} es conexo se sigue que V,U{p} C
UyoV,U{p} CVy,comobeV,yb¢U,sesigueque V,U{p} CV,, asi
p € Vyyxseparaa de p, esto es x < p lo cual contradice que p < x. Por
tanto x € V,, y asi x € E(a,b) NV,,. Reciprocamente, si x € E(a,b)NV,
entonces p separa a de x y p < x implica que x € (p,—). Por tanto
(p,—) =E(a,b)NV,.

» SiU = (4, p), veamos que U = E(a,b) NU,. Si x € U, entonces x <
py x separa a de p. Si suponemos que x ¢ U,, entonces x € V,, pero
esto significa que p separa a de x, es decir, p < x lo que contradice que
x < p. Por tanto x € U,, y entonces U C E(a,b) NU,. Reciprocamente,
si x € E(a,b) NU, entonces no puede ocurrir p < x por que entonces
x € (p,—) implica que x € V), por el apartado anterior, contradiciendo
que U, y V,, sean ajenos. Por tanto (+—,p) = E(a,b) NU,,.

De cualquier forma E(a,b) NU, y E(a,b) NV, son conjuntos abiertos en la
topologia de subespacio para E(a, b). Por tanto la topologia de orden en E (a, D)
es mds gruesa que la topologia de subespacio. O

Teorema 3.33. Si X es un continuo con exactamente dos puntos de no corte,
digamos a 'y b entonces E(a,b) = X y la topologia sobre X es la topologia de
orden.

Demostracion. Si x € X y x es distinto de a y b, entonces x es un punto de
corte y para una cortadura {x,U,,V,} de X se tiene por el Teorema que U
y V deben tener exactamente uno de los puntos a o b asi que x € E(a,b) y por
tanto E(a,b) = X.

Por el Teorema [3.32]1a topologia de orden es mds gruesa que la topologia dada
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sobre X, supongamos entonces que U es un abierto en X y sea x € U. Si x
es distinto de a y b, veamos que U debe contener algin intervalo de la forma
(r,s) ={q € X|r < g < s} que contiene al punto x. Supongamos lo contra-
rio, entonces siempre que x € (r,s) ocurre que (r,s) N (X \ U) # 0, més ain
(r,s)N(X\U) C[r,s]N(X\U) # 0 donde [r,s] = {z € X |r <z < s} entonces
la familia 7 = {[r,s]N (X \U)|x € (r,s)r,s € X} es una familia de conjuntos
cerrados porque X \ [r,s] = (+—,r) U (s,—) es un conjunto abierto por el Teo-
rema[3.32] También F posee la propiedad de interseccion finita; consideremos
[r1,s1]N(X\U),...,[rnssx] N (X \ U) una subcoleccion finita de elementos de
F, entonces la interseccion () (r;,s;) es un abierto no vacio pues es una in-
terseccion finita de abiertos y x es un elemento de cada uno de ellos, por ser
abierto debe existir algtn abierto basico en este caso de la forma (r, s) que con-
tenga a x y tal que (r,s) C (i, (ri,s;) pero por hipétesis (r,s) N (X \U) # 0
entonces (i, (ri,s:) N (X \U) # 0 y entonces

IDE

([N (X\U)) #0

1

Entonces F es una familia de conjuntos cerrados que posee la propiedad de
interseccion finita en el compacto X, lo cual implica que (F # 0. Pero es
claro que

(lrs]lx € (rs)} = {x}

Supongamos que {x} ¢ N{[r,s]|x € (r,s)}, tomando y € X con y # x.
Six<yseaw € (x,y), luegox € (a,w) yy & [a,w] =y & {[rs][x € (rs)}.
Se verifica de manera similar para el caso y < x.

y entonces

NF =lrsllxe (n)}NX\U) = {x}N(X\U) =0

lo cual es una contradiccion. Por tanto existen r,s € X tales que x € (r,s) C U.
El mismo argumento se utiliza en caso de que x = a 0 x = b usando las familias
{la,r]N(X\U)} y {[s,b] N (X \ U)} respectivamente. O

Definicion 3.34. Sean X e Y espacios totalmente ordenados. Una funcién f :
X — Y es un isomorfismo de orden si y s6lo si f es biyectivay x < y siy s6lo

si f(x) < f()-
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3.4 Puntos de corte
Observacion. Todo isomorfismo de orden es un homeomorfismo respecto a
las topologias de ordenen X e Y.

Demostracion. Por definicién se tiene que f es una funcién biyectiva. Luego
observemos que

i lex)=(=1w) y =) =0 0,-)

lo que prueba que f tiene como preimagen de elementos de la subbase de Y a
elementos de la subbase de X. Entonces f es continua.
También se tiene que

flex) = (= f(x0) vy fln=)=((x),—=)

lo que prueba que f envia elementos de la subbase de X en elementos de la
subbase de Y y por tanto f es abierta. De lo anterior se sigue que f es un
homeomorfismo respecto a las topologias de orden respectivas. O

En R una cortadura de Dedekind es un par de subconjuntos de Q, (A,B)
tales que paracadax €Ay y € Bx <y y A no tiene maximo.

Definicion 3.35. El conjunto de los racionales diddicos es el conjunto

k
P:{znyneNyke{l,...,z”—l}}.

Observacion.

(1) P no posee elemento maximo ni minimo. Pues si 2% € P, entonces

. L. ., n+l_
% < %, entonces no tiene elemento minimo. También % < 22,1%

y por tanto P no tiene maximo.

(2) Si p,q € P con p < g, entonces para algin r € P, p < r < q. Obsérvese
que si p,g € P entonces 231 € Py p< 214 < g.

Lema 3.36. Todo conjunto totalmente ordenado D con las propiedades
(i) D no posee elemento mdximo ni minimo.

(ii) Si p,q € D con p < q, entonces para algiinr € P, p <r < gq.
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es isomorfo en orden a P.

Demostracion. Lademostracion de este Lema se puede encontrar en [10], Teo.
27. O

Teorema 3.37. Si X es un continuo con exactamente dos puntos de no corte,
entonces X es homeomorfo al intervalo [0, 1].

Demostracion. Sea X un continuo con dos puntos de no corte a y b. Por ser
X un espacio métrico, existe un subconjunto D C X denso numerable que no
contiene a los puntos de no corte a y b. Por la propiedad de ser denso y el
Teorema que garantiza que X tiene la topologia de orden en E(a,b) se
desprenden los siguientes hechos:

= D no posee elemento minimo ni maximo. Si x € D, entonces [a,x) es
un abierto en X y (a,x) N D # @ porque D es denso, entonces existe
y €D tal que y € (a,x) y asi y < x por tanto no existe minimo en D.
Similarmente para cada z € D existe w € D tal que z < w y por tanto D
no tiene maximo.

= Dados p,q € D con p < g, existe un elemento r de D tal que p < r < q.
Tomando p,q € D el conjunto (p,q) es un abierto en E(a,b) y como D
es denso (p,q) N D # ( entonces existe r € D tal que r € (p,q), es decir,
p<r<gq.

Entonces existe un isomorfismo de orden f : D — P donde P es el conjunto de
racionales diadicos del intervalo (0, 1), por el Lema Extenderemos este
isomorfismo de orden a un isomorfismo de orden F : X — [0, 1]. Naturalmente
tomamos F(x) = f(x) para todo x € D, F(a) =0y F(b) = 1, resta definirla
para los x € X \ D distintos de a 'y b: si x € X \ D y no es a o b entonces es
punto de corte y existe una cortadura {x,A,,B,} ademés six €A,y y € By x
separa a de y y entonces x < y. Veamos que f(A,ND)y f(B,ND) forman una
cortadura de Dedekind en [0, 1]; como AyN Dy B,N D son ajenos y la funcién
f es biyectiva los conjuntos f(A,N D)y f(B,ND) son ajenos, calculando su
union se tiene:

f(Ame)Uf(meD) :f((AxUBx)mD) :f((X\{X}ﬂD)) :f(D) =P

ademds, por ser f isomorfismo de orden, si u € f(A,ND) yve f(ByND)
entonces u < v y por tanto f(A,N D)y f(ByND) forman una cortadura de
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Dedekind de nimeros diddicos en [0, 1], entonces esta cortadura determina un
tinico elemento en (0, 1) que asignaremos como F(x). Finalmente se tiene que
F : X — [0,1] estd bien definida y es un isomorfismo de orden y por tanto un
homeomorfismo entre X y [0, 1]. O

Teorema 3.38. Sea X un continuo. Si para cualesquiera dos puntos distin-
tos p,q € X, X\ {p,q} es disconexo, entonces X es homeomorfo al circulo
unitario.

Demostracion. Veamos que X no posee puntos de corte. Si {x,U,,V,} fuera
una cortadura, entonces U, U {x} y VU {x} son continuos por el Teorema
y por el Teorema [3.28] cada uno tiene al menos un punto de no corte,
supongamos que y es un punto de no corte de Uy U {x} y z es un punto de
no corte de V, U {x}, entonces los conjuntos conexos (U, U {x})\ {y} y (VxU
{x})\ {2z} se intersectan en x y de esta forma su union X \ {y,z} es conexo,
contradiciendo las hipétesis del teorema. Por tanto X no tiene puntos de no
corte.

Tomemos dos elementos distintos a y b de X. Entonces X \ {a,b} =U UV
donde (U,V) es una separacién de X. Definamos U* = U U {a,b} y V* =
V U{a,b} si probamos que U* y V* son arcos cada uno con puntos extremos
ay by tales que U"NV* = {a,b} se tendrd que X = U* UV* es homeomorfo
al circulo unitario.

Veamos que U™ es conexo. Si suponemos lo contrario, que (S,7) es una
disconexién de U*, entonces S no puede contener a @ y b simultaneamente,
pues de ser asi T seria abierto en U (y en X) lo cual es una contradiccién
porque T es cerrado en X y X es conexo. Entonces podemos suponer que
a€SybeT,pero por el mismo argumento S\ {a} es abierto y cerrado en el
conjunto conexo X \ {a} lo cual es una contradiccién pues X \ {a} es conexo.
Similarmente se verifica que V* debe ser conexo y por tanto U* y V* son
conexos.

Luego notemos que ni @ ni b son puntos de no corte de U*. Pues si (S, T) fue-
ra una disconexién de U™ \ {a} se puede usar un argumento similar al anterior
para mostar que T es abierto y cerrado en X \ {a} lo cual es una contradiccion.

Finalmente, para mostrar que U* y V* tienen exactamente dos puntos de no
corte procederemos en dos etapas

= Supongamos que cada uno tiene un tercer punto de no corte, digamos
p € U*y q e V* distintos de a y b, entonces los conjuntos U* \ {p} y
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V*\ {¢} son conexos, se intersectan y su union es X \ {p, g} un conjunto
no conexo lo cual es una contradiccion.

Supongamos entonces que U* tiene un tercer punto de no corte p. En-
tonces si ¢ € V se tiene una cortadura {g,A,B} de V*, donde A y B son
conexos,ysia €Ay b € B, entonces U*\ {p}, A y B forman una cadena
de conjuntos conexos cuya unién es X \ {x,y} lo cual es una contradic-
cién.

Por tanto U* y V* son continuos con dos puntos de no corte a y b tales que U* N
V* ={a,b} y por tanto X = U* UV* es homeomorfo al circulo unitario. ~ [

3.5.

Espacios homogéneos

Definicion 3.39. Un espacio topoldégico X es homogéneo si para cualesquiera
dos puntos x,y € X, existe un homeomorfismo / : X — Y tal que h(x) =y.

Ejemplo 3.40.

El continuo [0, 1] no es homogéneo, pues no puede existir un homeomor-
fismo que envie el 0 al % Es imposible porque el primero es un punto de
no corte y el segundo no lo es.

La curva seno del topélogo no es homogéneo pues el punto (1,sen(1))
es un punto de no corte y no puede ser enviado mediante un homeomor-
fismo al (},sen(3)) que es un punto de corte.

El circulo ' es homogéneo, pues dados dos puntos x = ¢! y y = ¢/? Ia
rotacién por el dngulo ¢ — 8 en la direccién apropiada envia el punto x
en el punto y.

Usando la misma idea que en S' se tiene en general que la esfera unitaria
en R” también es homogénea.

Finalmente terminamos esta seccion citando algunos otros resultados sobre
continuos homogéneos e indicando el primer articulo en el que se demostraron.

Teorema 3.41. [|8] El cubo de Hilbert es homogéneo.

Teorema 3.42. [Jl] El seudoarco es homogéneo.

Teorema 3.43. [4|] El solenoide p-ddico es homogéneo.
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Conclusion

La teoria de continuos es una teoria vigente de gran crecimiento con resul-
tados muy bellos y profundos acerca de objetos que surgen naturalmente en el
estudio de la topologia y que tienen repercusion en otras dreas de la matemati-
ca. Elegi exponer en este trabajo los resultados mds esenciales y representa-
tivos de la teoria de continuos y me permitieron conocer algunas ideas clave
a partir de las cuales se dan desarrollos posteriores. Fue una gran satisfaccién
personal el haber realizado este trabajo. Me gustaria profundizar més en temas
de investigacion actual y posiblemente hacer un posgrado sobre el drea.
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